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OZET

Bu tez, bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, diferansiyel denklemler
hakkindaki genel bilgilerden s6z edilmektedir. Ikinci béliimde, temel tanimlar ve
teoremler sunulmaktadir. Ugiincii boliimde iiretilen yontemler verilmektedir. Dordiincii
boliimde, uyumlu Kkesirli mertebeden Noyes Field modeli, uyumlu g-Sawi homotopi
analiz doniisim metodu (Ug-SHADM), ve uyumlu Kesirli Sawi ayristirma metodu
(UKSAM) olarak isimlendirilen iki yeni metottan faydalanilarak yeni niimerik ¢oziimler
bulunmustur. Onerilen metotlarn etkin ve giivenilir oldugunu gdstermek iizere niimerik
simiilasyonlar yapilmaktadir. Mutlak hata hesaplar1 yapilmaktadir. Sonug¢ boliimiinde,
yeni tiretilen her iki metodun da lineer olmayan uyumlu kesirli mertebeden matematiksel

modelleri analiz etmek i¢in etkili oldugu 6ngoriillmektedir.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu g-Sawi homotopi analiz doniisiim metodu, Uyumlu

kesirli Sawi ayristirma metodu
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SUMMARY

This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, general information
about differential equations is mentioned. In the second part, basic definitions and
theorems are presented. In the third section, the produced methods are given. In the fourth
chapter, new numerical solutions have been found by making use of two new methods
called the conformable fractional order Noyes Field model, the conformable g-Sawi
homotopy analysis transform method (Cq-SHATM), and the conformable fractional Sawi
decomposition method (CFSDM). Numerical simulations are performed to show that the
proposed methods are effective and reliable. Absolute error calculations are made. In the
conclusion section, it is predicted that both newly produced methods are effective for

analyzing nonlinear conformable fractional order mathematical models.

Keywords: Conformable g-Sawi homotopy analysis transform method,
Conformable fractional Sawi decomposition method
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1. GIRIS

Birgok bilim alaninda olusan problemlerin 6zelliklerini agiklayan matematiksel
modellerin  kurulmas1 olduk¢a Onemlidir. Bu modellemelerde ortaya konulan
problemlerin ¢oziilebilmesi ihtiyact karsimiza diferansiyel denklemleri ¢ikartmaktadir.
Dogada var olan problemlerin modellenmesinde tamsayr mertebeden diferansiyel
denklemler 1ile fiziksel olaylar1 agiklamadaki eksiklikleri giderebilmesi ve bu
problemlerin daha iyi modellenebilmesi igin kesirli mertebeden diferansiyel denklemler
kullanilmaktadir. Son yillarda kesirli hesap konusu olduk¢a 6nem kazanmaktadir. Giincel
bir konu olmasina ragmen kesirli hesap temelleri olduk¢a eski olup, 1695 yilina
dayanmaktadir. Leibniz' in, Eyliil 1695' te, L' Hospital' e sordugu ‘‘tamsay1 mertebeden
tiirevler, kesirli mertebeden tiirevlere genisletilebilir mi?’’ sorusuyla ortaya ¢ikmistir.
Daha sonra 1730’ da Euler, 1772 *de Lagrange, 1812’ de Laplace, 1819’ da Lacroix,
1822’de Fourier, 1832’de Liouville, 1847°de Riemann, 1865 de Holmgren, 1867 de
Grinwald, 1868’ de Letnikov, 1869’ da Sonin, 1884’ te Laurent, 1888’ de Nekrassov,
1890’ da Krug ve 1917’ de Weyl gibi birgok matematik¢i tarafindan kesirli hesap lizerine
onemli ¢alismalar yapilmistir (Kilbas vd., 2006).

Kalkiiliisiin tamsay1 mertebesinin 6tesinde, kesirli kalkiiliisiin (FC) keyfi mertebesi
vardir. Unlii bilim insanlar1 Leibniz ve L'Hospital yaklasik 1695 yilinda birbirleriyle ilk
kez konustuklarinda, bu konu tartisilmistir. Kesirli kalkiiliis ¢ok ¢esitli dogrusal olmayan
olgular1 dogru bir sekilde tanimlamak icin kullanilabileceginden, son zamanlarda bir¢ok
yazar bunu arastirmaya baslamistir. Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin hem
genetik materyal hem de yerel olmayan materyal 6zellikleri lizerinde etkisi vardir. Bir¢ok
taninmis matematikei kesirli kalkiiliis iizerine calismis ve yazmustir. Calismalartyla kesirli
hesabin temelini olusturdular. Giiniimiizde, zamanla degisen sistemler siklikla
incelenmekte ve kesirli kismi diferansiyel denklemler kullanilarak dogrusal olmayan
modeller olusturulmaktadir. Kaos teorisi de dahil olmak {izere ¢ok sayida kavram kesirli
mertebeden kalkiilis teorisine baglanmistir. Dogrusal olmayan dogal sistemlerin
ozelliklerini karakterize etmek i¢in kesirli diferansiyel denklemler kullanilir. Dogrusal
olmayan siirecleri modelleyen kesirli diferansiyel denklemlere ¢esitli analitik ve sayisal
teknikler kullanarak kesin cevaplar elde ediyoruz Son yillarda, kesirli hesap birgok gercek
problemin modellenmesinde  kullanilmaktadir. Diinya problemlerinin  kesirli
matematiksel modellenmesi hizli bir sekilde artmaktadir. Bu sebeplerden dolay1, bir¢ok

arastirmaci kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler iizerinde ¢alismaktadir.



Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler, farkli bilim alanlarinda birgok
olay1 analiz etmek i¢in kullanilmaktadir (Baleanu vd., 2009).

Mohand ve Mahgoub, Sawi doniisiimii olarak bilinen yeni bir integral doniisiimii
tanitmistir. Niifus artis1 ve azalmasi ile ilgili problemler Sawi dontisiimii kullanilarak
tatmin edici bir sekilde agiklanmistir. Volterra integral denklemlerinin ¢6ziimi i¢in yeni
bir yaklagim olan "Sawi ayrigtirma yontemi" ve uygulamasi tanitilmistir. Sawi dontisiimi,
adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in ¢6ziimlerin hesaplanmasinda, 6zellikle de bir seri
kimyasal reaksiyonda yer alan kimyasal reaktanlarin konsantrasyonunun belirlenmesi
baglaminda kullanilmaktadir. Cift bulanik Sawi doniisiimii olarak adlandirilan yeni bir
¢ift bulanik doniistim onerilmistir. Bu makale, tek bulanik Sawi dontistimii ve ¢ift bulanik
Sawi doniistimii ile iligkili temel 6zelliklerin resmi bir kanitin1 sunmaktadir. Bu ¢alisma,
homojen olmayan dogrusal bulanik telgraf denkleminin kesin ¢dziimiinii tiiretmek i¢in
genellestirilmis bir Hukuhara kismi tlirevlenebilirligini igeren bir teknik kullanmaktadir
(Mahgoub ve Mohand, 2019; Singh ve Aggarwal, 2019; Higazy vd., 2020; Higazy ve
Aggarwal, 2021).

Kesirli mertebeden tiirevlerinin matematiksel temeli, 6zellikle Liouville, Riemann,
Caputo olmak iizere Miller ve Ross, Podlubny ve digerleri gibi 6nciilerin ortak ¢abalariyla
atilmistir (Miller ve Ro0ss,1993). Kesirli mertebeli hesap teorisi pratik projelerle
iligskilendirilmistir. Kimyasal fizik, kaos teorisi, elektrodinamik, optik ve sinyal isleme
gibi ¢esitli uygulama alanlarinda kesirli hesap siklikla kullanilmaktadir (Veeresha vd.,
2019; Prakasha vd., 2019). Yukaridaki olaylarda ortaya ¢ikan keyfi mertebeden
diferansiyel denklemlerin analitik ve sayisal ¢oziimleri, gilinliik hayatta ortaya ¢ikan
dogrusal olmayan problemlerin dogasini ve davranisini tanimlamada 6nemli bir rol
oynamaktadir.

Kesirli tiirevin klasik tiirevden en 6nemli farki, kesirli tiirevin tek bir taniminin
olmamasidir. Kesirli analizde birden fazla tiirev taniminin varligi problemin tiiriine en
uygun olaninin kullanilmasi olanagimi saglamaktadir. Bu tlirev tanimlarindan bazilari
Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Griinwald
ve Letnikov gibi tanimlardir. Bu tanimlarin en ¢ok kullanilanlari Riemann - Liouville,
Griinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tiirevleridir (Kilbas vd, 2006; Miller ve Ross,
1993; Podlubny, 1999). Literatirde olan bu tanimlar birbirleri arasinda gegcisler
saglamasina ragmen fiziksel yorumlar1 agisindan farkliliklar géstermektedir.

Kesirli mertebeden modeller, tiirevlenebilirlik kavramlarini genisletir, uzay ve
zaman kesirli mertebe tiirevleri araciligtyla yerel olmayan ve sistem bellegi etkilerini

birlestirir. Bu 6zellikler, sorunu kii¢iik ve daha kii¢iik boliimlere ayirmadan olaylart ¢oklu
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zaman ve uzay Ol¢eklerinde modellememize izin verir. Kesirli dereceli bir modelin ¢oklu
Olcekleri ne oOlgiide kapsayacagi, kesirli tlirevlerin karmasik olaylarin gbéze carpan
Ozelliklerini sinirlayabilecegi veya yakalayabilecegi temeldeki bir varsayima dayanir.
Ayrica, klasik tiirevler dogasi geregi yereldir, yani klasik tiirevleri kullanarak bir noktanin
komsulugundaki degisiklikleri tanimlayabiliriz, ancak kesirli tiirevleri kullanarak bir
araliktaki degisiklikleri tanimlayabiliriz. Bu 06zellik, deprem titresimleri, diflizyon,
esneklik, sinyal analizi, kuantum mekanigi ve digerleri gibi daha fazla fiziksel olay1
simiile etmek i¢in keyfi mertebeden tiirevlerini uygun hale getirir. Disiplinler arasi
alanlarda birgok sistemin kesirli diferansiyel denklemler ile daha dogru ve daha rahat bir
sekilde tanimlanabilecegi bulunmustur. Son zamanlarda, kesirli tlirevler, ¢esitli karmasik
problemleri analiz etmek icin yaygm olarak kullanilmaktadir. Ornegin, visko-elastik
malzemelerin matematiksel modellenmesi, kesirli hesap yardimiyla incelenmektedir.
Uyumlu tiirevi olan kesirli Burgers tipi denklemlerin yaklasik analitik ¢6zlimii artik gii¢
serileri yontemi yardimiyla arastirilmistir (Kurt vd., 2019). Polinom ydntemi igin tam bir
ayrim sisteminin yardimiyla zaman-kesirli birlestirilmis Drinfel'd-Sokolov—Wilson
denklemlerinin tam hareket eden dalga ¢oziimlerini elde etmislerdir (Singh vd., 2018).
Zaman-kesirli Phi-4 denkleminin yeni analitik ¢6ziimii, Rezazadeh vd. nin 2018'de
yaptig1 ¢aligmadaki uyumlu kesirli tlirev araciligiyla genisletilmis dogrudan cebirsel
yontem kullanilarak aragtirllmistir ve birgok bilim insani, kesirli hesab1 karmasik
problemlerin dogasini anlamak igin bir arag olarak diistinmektedir (Hilfer, 2000; Prakasha
vd., 2019).

Caputo anlaminda uyumlu zaman-kesirli tiirevi olan Belousov-Zhabotinsky
dogrusal olmayan salinim sistemi dikkate alinmistir. Salinimli kimyasal reaksiyonlarin
Belousov-Zhabotinsky ailesi ilgi ¢ekicidir ¢linkii hem uzaysal ilerleyen konsantrasyon
dalgalar1 hem de zamansal salinimlar sergileyebilmekte, bunlarin her ikisine de ¢arpici
renk degisiklikleri ile eslik etmektedir. Kapali bir sistemde bu reaksiyon binlerce salinim
dongiisii liretebilmekte, bu da reaktanlar stirekli olarak degistirmek zorunda kalmadan
kimyasal dalgalarin ve modellerin incelenmesini miimkiin kilmaktadir (Gibbs, 1980).

Ote yandan, son otuz yilda bir takim kesfedilen yeni yontemler, yeni hesaplama
algoritmalar1 ve gelistirilen sembolik programlamalar dogrusal olmayan kesirli
mertebeden diferansiyel denklem sistemlerini agiklamaya yardimec1 olmustur. Dogrusaal
olmayan kesirli diferansiyel denklemler icin analitik ve sayisal ¢oziimler oldukca
onemlidir. Ciinkii karmasik olaylarin ¢ogu matematiksel olarak dogrusal olmayan kesirli
diferansiyel denklemlerle modellenmektedir. Bununla baglantili olarak literatiirde bu

denklemleri ¢6zmek i¢in bircok yontem bulunmaktadir. Bu yodntemler; Adomian
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ayristirma yontemi (AAY) (Wazwaz, 1999), diferansiyel doniisim metodu (DDM)
(Ayaz, 2004; Abazari ve Ganji, 2011), homotopi analiz yontemi (HAY) (Liao, 2004;
Alkan, 2022), varyasyonel yineleme yontemi (VYY) (He,1999; Chen ve Wang,
2010;Singh ve Kumar, 2017), g-homotopy Shehu analiz doniisiim metodu (q-HSADM)
(Bektas ve Anag, 2023); homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) (He,2003; Biazar ve
Ghanbari, 2012; Sakar vd., 2016)’ dir.

1992°de Liao Shijun, homotopi ad1 verilen temel diferansiyel geometri ve topoloji
kavramini uygulayarak homotopi analiz yontemini (HAY) (Liao, 1992; Liao, 1999)
onermistir. HAY, bilim ve teknolojide ortaya ¢ikan problemler i¢in dogrusallastirma ve
pertiirbasyon olmaksizin yaklasik analitik ¢oziimii bulmak i¢in etkin bir sekilde
kullanilmistir. Bu nedenle, bu sinirlamalarin iistesinden gelmek i¢in, bu algoritmanin hali
hazirda mevcut doniistiirme teknikleri ile bir kombinasyonuna ihtiya¢ duyulmustur. Singh
ve arkadaslar tarafindan (Singh vd., 2016) g-homotopi analiz metodu (g-HAM) ve
Laplace doniigiimiiniin bir birlesimi olan, q-homotopi analiz doniisiim metodu (q-HADM)
Onerilmistir. Bu yontem, izin verilen kisa bir bolgede hizli bir sekilde kesin ¢oziime
yakinsayan seri ¢oziimii kontrol etmekte ve sonuca ulastirmaktadir. Onerilen teknigin
gelistirilmesi, dogrusal ve dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemleri hem sayisal
hem de analitik olarak ¢6zmek i¢in iki gii¢lii algoritmay1 birlestirme kapasitesidir. Yari-
analitik tekniklerle Laplace doniisiimiiniin, bilim ve teknolojide ortaya ¢ikan dogrusal
olmayan karmasik modeller ve olaylarin ¢ézliimlerini hesaplamak i¢in daha az islem
zamani gerektirdigini ortaya koymaktadir. g-HADM ¢oziimii, iki yardimci parametre A
ve n’ yi igerir, bu da ¢6zlimiin yakinsamasini ayarlanmasina ve kontrol edilmesine olanak
saglamaktadir. Onerilen teknigin, elde edilen sonuglarin biiyiik verimliligini korurken,
diger geleneksel tekniklerle karsilastirildiginda zaman ve isin hesaplanmasin
azaltabilecegini soyleyebiliriz. Son zamanlarda, Srivastava ve arkadaslar1 gibi bir¢cok
bilin insani, kesirli mertebeden titresim denklemi modeli incelemektedir (Srivastava vd.,
2017), Singh ve arkadaslar1 tarafindan, 1s1-dagilim denkleminin ¢éziimiinii bulmak igin
bu yontem kullanilir (Singh vd., 2018), Bulut ve arkadaslar1 rastgele mertebeden HIV
enfeksiyonu modelini analiz etmislerdir (Bulut vd., 2018), Prakash ve arkadaslar1 kesirli
mertebeden ¢ok boyutlu telgraf denklemi igin yaklasik analitik ¢6ziimii bulmuslardir
(Prakash vd., 2019), Kumar ve arkadaslari Lienard denkleminin modelini analiz
etmislerdir (Kumar vd., 2018) ve bir¢ok yazar dogrusal olmayan problemler i¢in yaklagik
analitik ¢6ziim bulmaktadirlar (Veeresha vd., 2019; Prakash vd., 2019).

Bu tezde, iki yeni sayisal metot onerilmektedir. Bu metotlardan ilki; uyumlu g-

homotopi analiz doniisiim metodunu, uyumlu kesirli Sawi doniisiimii ile birlesmesinden

4



olusan uyumlu g-Sawi homotopi analiz doniisim metodu (Uq-SHADM), digeri ise,
Adomian ayristirma metodunun, uyumlu Kesirli Sawi dontisiimii ile birlesmesinden
olusan uyumlu kesirli Sawi ayristirma metodudur (UKSAM). Onerilen yéntemler, yeni
hibrit metotlardir. Uyumlu kesirli mertebeden Noyes Field (UKMNF) modelinin 6nerilen
metotlar kullanilarak yeni sayisal ¢oziimleri elde edilmektedir. Sunulan metotlarin etkili
ve gilivenilir oldugunu gostermek iizere niimerik simiilasyonlar yapilmistir. Mutlak hata
hesaplar1 yapilmaktadir. Yeni tiretilen her iki metodun da lineer olmayan uyumlu kesirli

mertebeden matematiksel modelleri analiz etmek i¢in etkili oldugu ongoriilmektedir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu kisimda tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmektedir.
Tanmm 2.1 (Abdeljawad, 2015; Khalil vd., 2014): f: [0, o) — R olsun. O halde, vx >

0 i¢in, f” in u mertebeden uyumlu kesirli tiirevi:

r(nG) =iy LEEH DT e oy M

ile tanimhidir.
Teorem 2.1 (Khalil vd., 2014): u € (0,1] ve f, g bir x > 0 noktasinda u —tiirevlenebilir

olsun. Oyleyse,

a) Va,b € Rigin, T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g), (2)
b) Vp € Rigin, T,(xP) = pxP~1, A3)
c) f(t) = Aigin T,(41) =0, (4)
d) ,(f9) = fT.(9) + gT.(f), (5)
&7, @ d grﬂ(f)&frﬂ(g> ’ 6)
f) f, diferansiyellenebilirise  T7,(f)(t) = tl‘“%f(t). (7

Tamm 2.2 (Khalil vd., 2014): f, x’te n —defa tiirevlenebilir olsun. Vx > 0 i¢in, f ‘in

u mertebeli uyumlu kesirli tiirevi su sekilde tanimlidir;

=D (5 eyClad=a) _ p1al=D)
&£

T,(H)(x) = lim U E (n,n+1]. (8)

Burada, [u] gosterimi u' ya esit veya daha biiyiik en kiiglik tamsayidir.
Teorem 2.2 (Khalil vd., 2014): f, x ‘te n —defa tiirevlenebilir olsun. Oyleyse, Vx >

0,u € (n,n+ 1] i¢in

T,(f () = x W= f L () €)

tir.



Tamm 2.3 (Mittag-Leffler, 1903): Mittag-Leffler fonksiyonu,

o0 T
E#(Z) = ;m (10)

ile verilir. Mittag-Leffler fonksiyonu E, ile gosterilir.

Tanimm 2.4 0 < u < 1 olmak iizere, f:[0,00) - R reel degerli fonksiyon olsun. f'nin u

derecesindeki uyumlu kesirli Sawi doniisiimii

oo

1
ST O10) = Rw) = = [ exn

0

—th
_— u-1

vu)f(t)t dt,v >0 (11)
seklinde tanimlidir.

Tanmm 2.5 0 < p <1 olmak fizere, f:[0,00) - R reel degerli fonksiyon olsun. f(t)’
nin uyumlu Kesirli mertebeden tiirevinin uyumlu kesirli Sawi dontistiimii

o-1
1 1\ M~k
SulTuf O] () = R, (v) — Z (—) FOON,0-1<p (12)

v
k=0

seklinde tanimlidir.



3. URETILEN METOTLAR

Bu kisimda, tezde kullanilan yontemler verilmektedir.
3.1. Uyumlu g-Sawi Homotopi Analiz Doniisiim Metodu (Uq-SHADM)
T w(x, t) + Aw(x, t) + Hw(x,t) = f(x,t),t >0n—1<u<n (13)

Uyumlu Kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini ele
alalim. Burada A lineer operatorii, H lineer olmayan operatori, f(x,t) kaynak terimini
gostermektedir. ;T,, u. mertebeden bir uyumlu kesirli tiirev operatoriidiir.

Simdi, (13) denklemine uyumlu Kesirli Sawi dontisiimiinii uygulayarak ve baslangig

kosulunu kullanarak,

kD)

oSulw(x,
W _ Z (;) w® (x,0) = S,[f(x,t) — Aw(x,t) — Hw(x, t)] (14)

esitligi elde edilir.

(14) denklemi tekrar diizenlenirse,

m-—1 —(k-1)
Sulw(x, t)] — v# Z ( )M w® (x,0) + v# SulAw(x,t) + Hw(x, t)]

k=0

—vH cSu[f(x' )] =0 (15)

elde edilir. Reel ¢(x,t; q) fonksiyonu i¢in homotopi analiz metodu (HAM) yardimiyla

dogrusal olmayan operatorii asagidaki gibi tanimlanir:

m- p—(k-1)

NlpCotia)] = Suloe )] Z () e®@snEn

+v# Su[Ap(x, t; @) +He(x, t; )] — v M [f (x, D] (16)
Burada q € [O, ﬂ dir.

Asagidaki gibi bir homotopi kurulur:



(1 —=nq) Sqlex,t;q) —wo(x, t)] = hgH*(x, ) H[p(x, t; @)]. (17)

Burada, h # 0 bir yardimc1 parametredir ve .S,, uyumlu kesirli Sawi doniigiimiinii

gostermektedir. g = 0 ve g = % icin, (9) denklemindeki sonuglar sirasiyla saglanir:

P06, 0) = wo(x, 0,0 (x,6:7) = wix, ©). (18)

Bu nedenle, ¢' yu 0' dan %‘ ye yikselterek, @(x,t; q) ¢ozimii wy(x,t) 'den w(x,t)

¢ozlimiine yakinsar. Taylor teoremi q civarinda agilip @ (x, t; q) 'yu genisleterek, su ifade

elde edilir:
D0 tq) = ol ) + ) wy(x, 0™ (19)
i=1
Burada,
1 0™e(x,t;q)
Wi (x,t) = ml aqm lg=0 (20)

dir. (18) denklemi, g = % 'de uygun n ve h igin wy(x, t) ‘ye yakinsar. Ardindan, orijinal

dogrusal olmayan denkleminin ¢éziimii

m

w(x, 6) = wo(x, ) + i Wy (%, ) (%) 21)

seklinde bulunur.
Sifirinc1 mertebeden deformasyon denkleminin g 'ya gére m —kez tiirevi alinirsa ve m!'

ye bolersek, sonra g = 0 i¢in

CS,LL [Wm(x: t) - kam—l(x: t)] = hH*(x, t):Rm(Wm—l) (22)

olarak bulunur.

Burada vektorler



Wy, = {wo(x, t), w;(x, t), ..., wp, (x, t)} (23)

ile tanimlidir. (21) denklemine ters uyumlu kesirli Sawi doniisimii uygulandiginda
-1 R
Wm(x' t) = kam—l(x; t) + h( CS,LL) [H"(x, t)Rm(Wm—l)] (24)

esitligi bulunur. Burada,

N ka1
RinWin—1) = Sy [Win—1(x, £)] — (1 - Ym);Wo(x, t) + v# Sy [Awp, 1 (x, )

+Hp 1 (x, ) —f(x, )] (25)
dir.
Burada
0, m<il,
km = {n, m>1 (26)

dir. Burada, H,,, homotopi polinomudur ve asagidaki gibi ifade edilmektedir:

« _ 1 0Mpxtq)
Hm = %aq—m |q=0 ve
o0, t;q) = 9o+ qp1 + Py + - (27)

(23) ve (24) denklemleri kullanilarak,
Km
Wi (x,t) = (ky, + D)Wy (x,t) — (1 - 7) wo(x, t)

+h( 6S,) [P cSulAWnm—1 (3, £) + Hppy (2, ). (28)

seklinde bulunur. Uq-SHADM kullanilarak seri ¢éziimii

m

- 1
w(x, t) = z Wy (%, ) (—) (29)
m=0 n
olarak bulunur.
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3.2. Uyumlu Kesirli Sawi Ayristirma Metodu (UKSAM)
T w(x, t) + Aw(x, t) + Hw(x,t) = f(x,t),t >0n—1<u<n (30)

uyumlu Kesirli mertebeden lineer olmayan oransal gecikmeli kismi diferansiyel
denklemini ele alalim. Burada A lineer operatorii, H lineer olmayan operatorii, f(x, t) dis
kuvveti gostermektedir. ,T,, u-yiincii mertebeden bir uyumlu kesirli tiirev operatoriidiir.
Simdi, (29) denklemine uyumlu kesirli Sawi donilisiimiinii uygulayarak ve baslangig

kosulunu kullanarak,

m-—1
Sulw(x, 1y#Uen)
W () wRE) = S0 - Awle D) — Hw(x, D](31)

k=0

esitligi bulunmaktadir

(31) denklemi diizenlendiginde,

"\ k=D
Sulw(x, t)] —v# Z (;) w® (x,0) + v# SulAw(x,t) + Hw(x, t)]
k=0

—vk S,lf(x, )] =0 (32)
olarak elde edilir.

(32) denklemine ters uyumlu kesirli Sawi doniisiimii uygulanirsa,
-1
w(x, t) = A(x, t) — ( CSH) {v“ SulAw(x, t) + Hw(x, t)]} (33)

olur. Burada A(x,t), baslangi¢ kosulundan ve homojen olmayan terimden elde edilen

terimi gostermektedir. Simdi, sonsuz seri ¢oziimiiniin su sekilde oldugunu varsayalim:

w(x, t) = z wy(x, t) (34)
n=0

dir.
(32) ve (33) denklemlerini kullanarak,

11



[00]

+ Z B (wn(x, t))]}

Z w8 =4t - (5) 1 s, [A i w, (2, 0)

(35)

elde edilir. Burada B,;, Adomian polinomunu gostermektedir. (34) denkleminin her iki

tarafi karsilastirilirsa,

wol(x, t) = A(x, t),
w6, 0) = —(S,)” (V" oSulwo(pix, ait) + Bol},

wa(x, ) = —(S,) " {v* Sulwi(pix, oit) + By1),

olur. Benzer sekilde, genellestilirse
Wn+1(x,t):—( ) {v Syulwn(x,t) + By }m>1

elde edilir.
Boylece, yaklasik ¢oziim w(x, t)

w(x,t) = Z wy,(x, t)
n=0

olur.

12
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4.YAPILAN CALISMALAR

Ornek 4.1 (Akinyemi, 2020): Uyumlu kesirli mertebeden Noyes Field (UKMNF)
modelini ele alalim.

d4p(x,t) 0%p(x,t)

S = a2 +p —p? = Spw(x,t),

41
G”W(x,t)_azw(x,t) oW D (41)
otk ox? pWL,
dir.
Bu modelin baslangi¢ kosullari,
( 1

p(x,0) =

(exp <\/%x> + 1)
(1 - l) exp <\/% x> (exp (\/gx> + 1> (42)
w(x,0) = ;

T ()

dir. Burada A # 1 ve § olmak iizere pozitif sabitlerdir. x € [—10,10],t € [0,1],0 < u < 1’ dir.

A

4.1. Durum (i) : UKMNF Modeli i¢cin Uq-SHADM ¢oziimii
Simdi, (41) denklemine uyumlu kesirli Sawi dontisiimiinii uygulayarak ve (42)

baslangi¢ kosullarin1 kullanarak,

cSu [p(x' t)] _ p(x,0) _ azp(x' t)
v v2  H 9x?

+p—p*—Spw(x, t)l, (43)

Sulw(x, )] w(x,0) lazw(x, t)
_ = S|

v UZ axz - APW(X; t)l (44)



(43) ve (44) denklemleri diizenlendiginde,

0 0p(x,
IPSICL I L

+v S, 27 +p —p? = Spw(x, t)l, (45)

cSu [W(x' t)] =

w(x,0) 9%w(x, t)
+v CSM l—axz

— Ap(x, t)w(x, t)l. (46)

esitlikleri bulunur.

(45) ve (46) esitlikleri kullanildiginda lineer olmayan operatorler,

1
Nox,t;) ] = Sulext;q) ] - 5

(o (f52) 1)

0% (x,t; 47
TV Sy % +o(xt:q) —@*(x,t:q) — Sp(x, P (x, t; q)]. “n
(1—A)exp <\/%x> <exp <\/%x> + 1>
NZ[IIJ(x,t; q)]= cSu[lp(x:t; Q)] - 2
v <exp <\f%x) + 1)
02 ,t; 48
v Sy W—w(& taPx,t; q)]- )

olarak tanimlanir.

Onerilen algoritmay1 uygulayarak, m. dereceden deformasyon denklemleri su sekilde

tanimlanir:
Sulpm (€, 0) = kinpm-106, )] = ARy [P-1], (49)
SuWm (2, ) — kw1 (x, )] = hRp 1 [Wiy—1] (50)
Burada,
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ki 1

Rl,m[ﬁm—l] = cSy [ﬁm—l(x' t)] - (1 - _> 2
I

v <exp< 6x> + 1>

n

-1 1)
02p_1(x,t) R (5
-v cSu [# + pm—l(xr t) - z Pr (x, t)pm—l—r(x’ t)
r=0
m-—1
—6 Z pr(xr t)Wm—l—r(xf t)]:
r=0
I 1-2 exp<\/%x>
Rz,m[Wm—l] = cSu[Wm—l(x' t)] —(1- — 2
n A
v (exp (\/;x> + 1)
A 0%2Wp_1(x, 1) (62)
X | exp gx +1 —UCSMT
m-—1
—A Z PT(X, t)Wm—l—r (x: t)]
r=0
¢ dir. (49)-(50) denklemlerine ters uyumlu kesirli Sawi doniisiimii uygulandiginda,
-1
P 8) = knpma (e 0) + 1 ( Sa)  {RumlAm-al) (53)
-1
Win (6, 8) = kW1 6, + B Sa)  (Rpm[Wma]} (54)

olarak bulunur. Baglangi¢ kosullarinin kullanilmasiyla,

pO(x' t) =

1
>
<exp <\/%x> + 1> (9)

15



- ewp ) (o i) 1)

2 ) (56)

s(en( o) +1)

wo(x, t) =

olur.

p1(x, t) ve wy (x, t) degerlerini bulmak igin, (53)-(54) esitliklerinde m = 1 koyarak,

xV61 3 3 3 xV6A
—2ht”exp< 3 ){[<7+A)6+§A—Z]exp< 3 )

4
3ud (exp (x 66/1> + 1> (57)

pl (.'X', t) =

H(-3+3)s+31-9)

th(—1+ A)Aexp (x 66A>
3 (58)

wi(x, t) =—=h

™ (o) 1)

olarak elde edilir.
Benzer olarak, p,(x,t) ve w,(x,t) degerlerini bulmak igin, (53)-(54) esitliklerinde m =

2 koyarak

5 h(n + h)t* exp <x 66/1> 3
3 4(G+05
ud (exp <x 66/1> + 1)

L322 3) el +( ’1+3)5+3/1 3)
27 2)%P\ 7% 2

pZ(xJ t) = -

2 xV61
+ z [thZ“ exp( c )
ou?62 <exp <x 66/1> + 1)
xV61

X G (142 (A —3)8 — 42+ 4)(6 — 1 exp (T)

16



2

((/1+ >6+ A—ﬁ) exp <x\/zﬁ> +<(_T33/12 +92—/1+9)52

x@)

912 272
+ T+7_18 6+9(— 1+/1))€Xp

1
—55(()1 —6)28 + 241%+121 — 36))),

(59)
—5h(n + hW)tF(—1+ D)Adexp (@) g
WZ(xr t) = 3 + 6
3ud <exp <\/%x> + 1> 9u?462 (exp (\/%x) + 1)
[hztzl‘l( 1+ ) exp (x\/_> (—( 14 2)(8 — 1) exp <x‘/6§>
9 xV62
< A+—5—E)exp< A >
3 )
Z( 3+(3+ )/’l+38) exp( ) 8)] (60)

olarak elde edilir. Bu sekilde, diger terimler elde edilebilir. Boylece, UKMNF modelinin
Ug-SHADM ¢o6ziimleri

p(6,6) = poli,t) + i o) (2) (61)
wix, ) = wo(x,£) + i Wy (3, £) (%)m (62)
m=1

ile verilmektedir.
Eger (61)-(62) denklemlerinde u = 1,n = 1, h = —1 koyarsak, elde edilen sonug¢ M —

oo iken

17



M

oot
m=1
i Wi (x, t) (%)m (64)

serileri, UKMNF modelinin analitik ¢6ziimleri olan

exp (% t)

p(x,t) = 3 (65)
<exp <\/% x> + exp (% t))
(1—-2)exp (\/g ) <exp <\/§x> + 2 exp (56_/1t)>

w(x, t) = (66)

(o f2) e (29)

¢ ye yakinsar.

4.2. Durum (ii): UKMNF Modeli i¢cin UKSAM ¢oziimii
Simdi, (41) denklemine uyumlu kesirli Sawi doniisiimiinii uygulayarak ve (42)

baslangi¢ kosullarini kullanarak,

eSulp(x,0)] (x,0) 9%p(xt)

K’ . — p;‘Z = S, [ ngzc +p — p? — Spw(x, t)] (67)
Sulw(x, )] (x,0) 92w (x,t)

o) D o Cs#[ VD dpow(x, t)] (68)

olarak elde edilir. (67) ve (68) denklemleri diizenlendiginde,

Sulp(x,t)] = p(x Oty Sy [a px.t) +p —p? —6pw(x, t)] (69)
Sulw(x, )] = W(x Oty Sy [azgg’t) — Ap(x, )w(x, t)] (70)

18



olur.

(69) ve (70) denklemlerinde ters uyumlu kesirli Sawi doniisiimii uygulandiginda,

1 -1 0%p(x,
p(x’t) = 2 +(cSu) {U CS[I. [%zt)-l'p_pz
<exp <\/%x> + 1)
—Spw(x, t)]}, (71)
(1-2)exp <\/%x> <exp <\/%x> + 1)
wix,t) = 2 +H(S)
é <exp (\/%x) + 1)
0%w(x,
cou I% - Ap(xr t)W(x' t)l} (72)

p(x,t) ve w(x, t) bilinmeyen fonksiyonlarinin sonsuz seri ¢oztimlerinin

p(O) = ) pul,t) (73)
n=0
w(x, t) = wy(x,t) (74)

oldugunu varsayalim. Adomian ayristirma metodu kullanilarak,

1

T
(1- 1) exp (J%x) <exp <\/%x) + 1)

wo(x, t) = > , (76)

(oo

po(x,t) = (75)

olarak elde edilir.
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lazps(x t)

,DS+1(X, t) = ( ) [ + ps(x t) — (ps(x t))

—8ps(x, ws(x, 0], s =0,1,2, ... (77)

W5+1(X, t) = ( ) [ \ WS(x t) Aps(x t)Ws(x t)”
s =012, .. (78)

olarak elde edilir. (77) ve (78) denklemlerinin her iki tarafin1 karsilastirarak, (42)
baslangi¢ kosullarin ve (77)-(78) iterasyonundan faydalanilarak

1
pO(xl t) = 27 (79)

(eo({Ex)+1)
- ven [ f5x) 1)

wol(x, t) = " (80)

(o) 1)

p1(et) =(cS,) l l pO(x )+po(x £) — (pox, 1))

_5p0 (x' t)WO (x' t)]]

Zt”exp(x—\éa>((((;+l)6+%l—g)exp<xr> ( o )6+3/1 3)

= 7 ) (81)

|

w |
=
>
/
I
b3
o
/N
=
I3
N
N~
+
[N
N~

-1
wi(x,t) = (S))  |v Sy — Apo(x, Owy (x, t)

02wy (x, t)
0x?

th(—1+A) 1 exp
RICHEE (3x
u6<exp<\ﬁx>+1>

92p,
2, 6) = (S )[ [p“ (0 t) = (1))

x\/_)

(82)

—8p; (x, )wy (x, O)]]
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2 xV6
= [tzl‘ exp ( c
9u?§2 <exp <x 6/1> + 1>

)(4( +)((A—3)8 — 42+ 4)

6

X (6 —1)exp <@> + ((A +%) 6+ ;A — %)2 exp (xéﬁ) + <(_T33/12

2
+92—'1+9)52 <%+22l'1— 18)6 +9(=1 4 1)2) exp <x\/ﬁ>
1
— £ 8((2 - 6)%8 + 247 + 121 - 36))), (83)
wy(x, t) = ) [v Su [6 - (x 2 — Ap1 (x, )w, (x, t) ]
8 xV61

= - [tz"/l(—l + 1) exp (

9u?62 (exp <\/%x>+ 1)
X exp(xéa> <(6 + ° )/’l+19—66 —%) exp <x\/6§> +Z(—3 +(3 +g)/'l

xV61) 25

- )(—( 1+ 06 —1)

iterasyonlari elde edilir. Benzer sekilde

P ) = ) pa(i) = pol, ) + P10 t) + P, t) - (85)
n=0

w(x, t) = z wy(x,t) = wo(x, t) + wy(x, t) + wy(x, t) + - (86)
n=0

(85)-(86) esitliklerinde UKMNF modelinin UKSAM ¢oziimleri
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m

P, 1) = polx ) + i o0 ()
m=1

m

w(x, t) = wo(x,t) + i Wi (x, 8) (%)
m=1

olarak elde edilir. (85)-(86) esitliklerinde u = 1,n = 1, h = —1 degerleri igin

51
p(x,t) = i (? t) 2’
(exp <\/%x> + exp (% t)>
(1-2)exp (\/%x) <exp <\/%x> + 2exp (%t))
w(x, t) = 5

5 (exp (JE2) + o0 (20))

UKMNF modelinin analitik ¢oziimlerine yakinsar.

(87)

(88)

(89)

(90)

p(x,t)" nin Ug-SHADM ¢oziimlerinin ii¢ boyutlu grafikleri, kesin ¢6ziim ve

mutlak hatalar1 Sekil 1'de gosterilmistir. Sekil 2' de p(x, t)’ nin UKSAM ¢6ziimlerinin

ti¢ boyutlu grafikleri, kesin ¢6ziim ve mutlak hatalar1 verilmistir. w(x,t)" nin Ug-

SHADM c¢o6ziimlerinin {i¢ boyutlu grafikleri, kesin ¢6ziim ve mutlak hatalar1 Sekil 3' te

gosterilmistir. Sekil 4’ te w(x, t)’ nin UKSAM ¢o6ziimlerinin ti¢ boyutlu grafikleri, kesin

¢oziim ve mutlak hatalar1 verilmistir. Farkli y degerleri igin p(x,t)" nin Ug-SHADM,

UKSAM ve kesin ¢oziimlerin karsilastirilmast iki boyutlu grafiklerde Sekil 5° te
gosterilmistir. Sekil 6” da, farkli u degerleri igin w(x, t)" nin Ug-SHADM, UKSAM ve

kesin ¢ozlimlerin karsilastirilmasi iki boyutlu grafiklerde gosterilmistir.
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Sekil 1. Omek 4.1icinu =1, 1 =3,8 =2,h = —1,n = 1 olmak iizere
(a) UKMNF modelinin Ug-SHADM ile p(x, t) ¢6ztimii
(b) UKMNF modelinin p(x, t) analitik ¢éziimii
(c) Mutlak hata = |Panalitik - pUq—SHADMl
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Sekil 2. Omek 4.1icinpu =1, A =3,8 = 2,h = —1,n = 1 olmak iizere
(2) UKMNF modelinin UKSAM ile p(x, t) ¢6ziimii

(b) UKMNF modelinin p(x, t) analitik ¢6ziimii

(c) Mutlak hata = |pgnaiitik — Puksaml
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Sekil 3. Ornek 4.1 iginu=1, 1=3,=2,h=-1,n=1 olmak iizere
(2) UKMNF modelinin Ug-SHADM ile w(x, t) ¢oziimii

(b) UKMNF modelinin w(x, t) analitik ¢6ziimii

(c) Mutlak hata = [Wanaiicik — Wug—suapm|
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Sekil 4. Omek 4.1icinpu =1, 1 =3, = 2,h = —1,n = 1 olmak iizere
(2) UKMNF modelinin UKSAM ile w(x, t) ¢6ziimii
(b) UKMNF modelinin w(x, t) analitik ¢oziimii
(c) Mutlak hata = [wanaiitik — Wuksam|
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Sekil 5. Ornek 4.1 icinx = 0.5, 1 = 3,8 = 2,h = —1,n = 1 olmak iizere farkli u degerleri icin
(a) Ug-SHADM ile p(x, t) ¢oziimleri ile analitik ¢6ziimiin karsilastirilmasi
(b) UKSAM ile p(x, t) ¢bziimleri ile analitik ¢oziimiin karsilastirilmasi
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Sekil 6. Ornek 4.1 icin x = 0.5,1=3,6 = 2,h = —1,n = lolmak iizere farkli u
degerleri igin
(a) Ug-SHADM ile w(x, t) ¢oziimleri ile analitik ¢oziimiin karsilastirilmasi
(b) UKSAM ile w(x, t) ¢oziimleri ile analitik ¢oziimiin karsilastiritlmasi

UKMNF modeli i¢in u=1, 1=3,§=2,h=—-1,n=1 ile Ug-SHADM,
UKSAM ve KiDDM (Akinyemi, 2020) arasinda p(x, t) icin mutlak hata karsilastirmasi
Tablo 1'de sunulmustur. Ayrica, UKMNF modeliiciny =1, 1 =3,§ =2,h=—-1,n=
1 ile Ug-SHADM, UKSAM ve KiDDM (Akinyemi, 2020) arasinda w(x, t) i¢in mutlak

hata karsilastirmasi Tablo 2' de verilmistir.
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Tablo 1. Ornek 4.1 deuy=1,2=3,6§ =2,h = —1ve n = 1 olmak iizere x’ ler sabit
iken farkli t* ler i¢in p(x,t)’ nin Ug-SHADM, UKSAM ve KiDDM

(Akinyemi, 2020) sayisal ¢oziimlerinin karsilastirilmasi

X t
0.001 0.003 0.005 0.007
Ug-SHADM  0.00 0.0001878902 0.0005660070 0.0009472246 0.0013315278
UKSAM 0.0001878902 0.0005660070 0.0009472246 0.0013315278
KIiDDM 1.0149996100 1.0137464930 1.0124902750 1.0112309720
Ug-SHADM  1.00 0.0000976247 0.0002956422 0.0004973550 0.0007027695
UKSAM 0.0000976247 0.0002956422 0.0004973550 0.0007027695
KiDDM 0.8256007700 0.8248666560 0.8241288453 0.8233873339
Ug-SHADM  2.00 0.0000370568 0.0001128071 0.0001907491 0.0002708944
UKSAM 0.0000370568 0.0001128071 0.0001907491 0.0002708944
KiDDM 0.4254561817 0.4251463250 0.4248342767 0.4245200242
Ug-SHADM  3.00 0.0000114341 0.0000349498 0.0000593341 0.0000845935
UKSAM 0.0000114341 0.0000349498 0.0000593341 0.0000845935
KiDDM 0.1584645226 0.1583613457 0.1582572998 0.1581523788

Tablo 2. Ornek 4.1 depy=1,2=3,56 =2,h = —1ve n = 1 olmak iizere x’ ler sabit
iken farkhh t> ler icin w(x,t)’ nin Ug-SHADM, UKSAM ve KiDDM

(Akinyemi, 2020) sayisal ¢oziimlerinin kargilagtirilmasi

b t

0.001 0.003 0.005 0.007
Ug-SHADM  0.00 3.9 x 1077 3.5 x 107% 9.7 x 107% 1.9 x 1075
UKSAM 3.9 x1077 3.5 x10°° 9.7 x 10~% 1.9 x 1075
KiDDM 1.0149996100 1.0137464930 1.0124902750 1.0112309720
Ug-SHADM  1.00 4.6 x 1077 4.1 x 107 0.0000115353 0.0000226217
UKSAM 46 %1077 4.1 x10°° 0.0000115353 0.0000226217
KiDDM 0.8256007696 0.8248666555 0.8241288453 0.8233873341
Ug-SHADM  2.00 2.7 x 1077 24 x10°° 6.8 x10°® 0.0000134002
UKSAM 2.7 %1077 24 x10°° 6.8 x10°° 0.0000134002
KiDDM 0.4254561817 0.4251463250 0.4248342767 0.4245200246
Ug-SHADM  3.00 1.0 x1077 9.6 x 1077 2.7 x10°® 5.3 x10°°
UKSAM 1.0 x 1077 9.6 x 1077 2.7 x 1078 5.3 x10°%
KiDDM 0.1584645226 0.1583613454 0.1582572998 0.1581523789
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Uyumlu kesirli mertebeden Noyes Field (UKMNF) modelinin, uyumlu g-Sawi
homotopi analiz doniisiim metodu (Uq-SHADM) ve uyumlu Kesirli Sawi ayristirma
metodu (UKSAM) kullanilarak yeni sayisal ¢oziimleri tiretilmektedir.

Tablo 1’de, UKMNF modeli i¢in u = 1 olmak tizere p(x,t)'nin Ug-SHADM,
UKSAM ve KIDDM arasindaki mutlak hata karsilastirmasi degerlendirilmektedir. Tablo
2’de, UKMNF modeli i¢in ¢ = 1 olmak tizere w(x,t)’ nin Ug-SHADM, UKSAM ve
KIDDM arasindaki mutlak hata karsilastirmasi degerlendirilmektedir. p(x, t)'nin Ug-
SHADM ¢oziimlerinin ii¢ boyutlu grafikleri, kesin ¢6ziim ve mutlak hatalar1 Sekil 1'de
gosterilmektedir. Sekil 2'de p(x,t)’ nin UKSAM ¢o6ziimlerinin ii¢ boyutlu grafikleri,
kesin ¢6ziim ve mutlak hatalar1 verilmektedir. w(x, t)" nin Ug-SHADM ¢6ziimlerinin ti¢
boyutlu grafikleri, kesin ¢6ziim ve mutlak hatalar1 Sekil 3'te gosterilmektedir. Sekil 4” te
w(x, t)" nin UKSAM ¢o6ziimlerinin ti¢ boyutlu grafikleri, kesin ¢6ziim ve mutlak hatalari
verilmektedir.

Farkli p degerleri i¢in p(x,t)" nin Ug-SHADM, UKSAM ve kesin ¢oziimlerin
karsilastirilmasi iki boyutlu grafiklerde Sekil 5° te gosterilmektedir. Sekil 6 da, farkli p
degerleri i¢in w(x, t)’ nin Ug-SHADM, UKSAM ve kesin ¢6ziimlerin karsilastiriimasi
iki boyutlu grafiklerde gosterilmektedir. Yapilan calismalarda, tablo 1 ve tablo 2’ de
onerilen metotlarm, KIDDM kullanilarak elde edilenlerden daha iyi sonuglar verdigi
gozlenmektedir. Ayrica, UQ-SHADM ve UKSAM kullanilarak uyumlu kesirli
mertebeden Noyes Field (UKMNF) modelinin davranislari gozlemlenmektedir. Bununla
birlikte, MAPLE yazilim1 kullanilarak ¢o6ziimlerinin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri
¢izdirilmistir. Sunulan yontemlerin, uyumlu kesirli mertebeden modelleri incelemekte,

lisanstistii tezlere ve bilimsel ¢aligmalara katki sunacagi ongoriilmektedir.
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