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OZET

Zaman serilerinin tahmininde gri modelleme, etkinligi ve uygunlugu nedeniyle son
zamanlarda ilgi ¢eken galisma alanlarindan biri olmustur. Kesirli gri modeller ise
standart modellere gore daha etkili sonuglar verdikleri i¢in hesaplamalardaki zorluga
ragmen tercih edilir hale gelmistir. Son yillarda yapilan yeni tanim ve teoremler
sayesinde kesirli birikim ve fark hesaplamalarindaki zorluklar asilmaya baslanmistir.
Gri modellemede yeni egilim, 6ncekilerden daha kullanigh ve daha az hatayla sonug
veren modeller olusturmaktir.

Bu tez calismasinda, uyumlu kesirli basamaktan tiiretilen ve OCCFGM (1, 1),
ECFGM (1, 1) ve FEXGM (1, 1) olarak kisaltilan ii¢ yeni Kesirli gri model olusturuldu.
Sonuglar, bu yeni modellerin, karsilagtirilan diger modellere gore daha yiiksek tahmin
dogrulugu ve daha iyi bir performans sergiledigini gésterdi.

Ayrica, yeni modellerin farkli reel uygulamalar1 yapilarak elde edilen sonuglar
yorumlandi. Kesir mertebenin en uygun degerleri, Kaba Kuvvet yaklasimi ile
belirlendi. Modellerin yapisal parametreleri en kiiglik kareler yontemi kullanilarak
hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu Kesirli Tirev, Kaba Kuvvet Algoritmasi, Kesirli Gri
Model, En Kiigiik Kareler Y 6ntemi.

Aralik, 2022; 78 sayfa



M.Sc. THESIS
CONFORMABLE FRACTIONAL DERIVATIVE GREY MODELLING
Ummiigiilsiim ERDINC

Aksaray University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Halis BILGIL

ABSTRACT

The grey modelling in the prediction of time series has been one of the interesting
study fields recently due to its efficiency and convenience. Fractional grey models, on
the other hand, have become preferable, despite the difficulty in calculations, since
they give more effective results than standard models. Difficulties in fractional
accumulation and difference calculations have begun to be overcome thanks to new
definitions and theorems made in recent years. The new trend in grey modelling is to
compose models that are more useful than the previous ones and give results with less
error.

In this thesis study, three new fractional grey models derived from the conformable
fractional order and abbreviated as the OCCFGM(1, 1), ECFGM(1, 1) and
FEXGM(1, 1) were created. The results show that these novel models demonstrated a
higher predicted accuracy and more robust performance over the other models
considered for comparison.

In addition, different real applications of the new models were made and the results
obtained were interpreted. The optimal values of fractional order were determined by
using the Brute-Force approach. The structural parameters of the models were
calculated by using the least squares method.

Keywords: Conformable Fractional Derivative, Brute-Force Algorithm, Fractional
Grey Model, Least Square Method.
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1. GIRIS

1982 yilinda Deng tarafindan Onerilen gri sistem teorisi, kontrol ve karar verme,
modelleme, tahmin i¢eren bir sistem analizi olarak belirsizlik problemini inceleyen bir
disiplindir [1]. Gri modelleme, zaman serilerinin tahmininde verimli ve kullanigh
olmasindan dolay1 son zamanlarin dikkat ¢ekici konularindan biri olmustur. Bu teoriye
gore sistemin bilinen, bilinmeyen ve yar1 bilinen bilgileri sirasiyla beyaz, siyah ve gri
olarak ifade edilir. Burada yar1 bilinen terimi, ¢alisilan problem hakkinda az sayida
bilgi oldugunu ifade eder. Makine O0grenimi modellerinden, hibrit modellerden,
ampirik modellerden vb. farkli olarak, gri tahmin modelleri kiigiik 6rnekler ve sinirh
veri seti ile belirsiz veya diizensiz sistemlerin isleyisinde kullanigh bir model olmustur
[2, 3]. Ek olarak, genellikle kii¢iik veri seti ile yapilan tahminlemeler biiyiik veri setiyle
yapilanlardan daha iyi tahmin performansina sahiptir. Ciinkii ¢ogunlukla zaman
serileri iizerine tahminler olusturuldugundan dolayr c¢ok eski veriler modelin
parametrelerini olumsuz etkileyebilir. Buna ragmen, yakin ge¢mise ait veri sayisi ne
kadar ¢ok ise modelin tahmin giicii o kadar kuvvetli olacaktir. Ham veri dizisi negatif
olmayan ve monoton ise, standart gri model iyi tahminler yapabilmektedir [4]. Fakat
ham verilerin diizensiz olmasi durumunda standart gri model GM(1, 1) yetersiz
kalabilmektedir. Bu nedenle yeni modellerin gelistirilmesine ihtiyag duyuldu.
Gilinlimiizde, gri tahmin modelleri bilim ve teknoloji, enerji, ¢cevre sorunlari, ekonomi,

saglik gibi gesitli alanlarda yaygin ve basarili bir sekilde uygulanmaktadir [5-12].

Gri modelleme {izerine yapilan son arastirmalar iki temel amaca odaklanmaktadir:
Bunlar pratiklik ve tahmin dogrulugu. Bu amaglar dogrultusunda son zamanlarda
Oonemli c¢aligmalar yapildi. Ma ve Liu [13], zaman gecikmeli polinomal gri tahmin
modelini TDPGM(1, 1) onerdiler. Wei vd. [14] bir baska polinomal gri model
onerdiler. Cui vd. [15] ONGM(Z, 1, k) modelini gelistirmek i¢in bir parametre
optimizasyonu gelistirdiler. Kisa adi EXGM(1, 1) olan iistel bir gri model Bilgil [9]
tarafindan olusturuldu. Bunlara ek olarak, Ma vd. [16] Bernoulli denklemine dayali
yeni Dbir lineer olmayan ¢ok degiskenli gri tahmin modelini, NGBMC(1, n),
gelistirdiler. Wang vd. [17] SGM(1, 1) olarak adlandirilan yeni bir mevsimsel gri
modeli tanittilar. Wu vd. [18] BNGM(1, 1, t?) olarak adlandirilan yeni bir gri model
olusturdular. Liu ve Wu [19] ANDGM modelini 6nererek uygulamalarini yaptilar. Ma
[20] ¢ekirdek tabanlit KARGM(1, 1) modelini 6nerdi. Li vd. [21] yapiya uyarlanabilir
bir akilli gri tahmin modeli gelistirdiler. Wu vd. [22] tarafindan gri Riccati modeli
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(GRM) gelistirildi. Liu vd. [23] tarafindan soniimleme egilim faktorii ile modifiye
edilmis bir gri tahmin model olusturuldu. Jiang vd. [24] tarafindan kisaca
INGBM(1, 1) olarak adlandirilan gelistirilmis parametrelerle lineer olmayan gri

Bernoulli modeli dnerildi.

Var olan gri modellerin ¢ogu birinci basamaktan beyazlatma diferensiyel denklemi ile
yonetilmektedir. Ham veri seti, diizensiz bir dizi ise dizinin karakteristik 6zellikleri
birinci basamaktan birikimli {iretim operatorii tarafindan tam olarak bulunamayabilir
[25]. Ayrica, birinci basamaktan tiirevle olusturulan modeller, diizensiz verilerin
tahmini igin genellikle uygun olmayan modellerdir. Bunun bir sonucu olarak, modelin
parametreleri, ham veri dizisinin ani ve biiyiikk dalgalanmali olmasi durumunda
problemin 6zelliklerini yakalayamayabilir. Bundan dolayi, bu tiir bir problemin
tistesinden gelebilmek i¢in kesirli birikim iireten operator ve kesirli tiirev tanimlarinin

gri modele dahil edilmesi 6nerilir [25].

Wu vd. [26] FAGM(1, 1) adli kesirli basamaktan birikim operatorii ile geleneksel
GM(1, 1) modelini gelistirdiler. Baz1 arastirmacilar son yillarda FAGM(1, 1) modelini
optimize etti ve daha iyi tahmin dogruluguna ulastilar. Wu vd. [27] FAGM(1, 1)
modelinde sabit gri girdisi yerine zamanin lineer gri girdisi alarak yeni bir kesirli
FAGMO(1, 1, k) modeli 6nerdiler. Bu model i¢in en ideal basamak degerine ve
parametrelere ulasmak i¢in bir optimizasyon uyguladilar. Ayrica, Mao vd. [28] kesirli
gri modeli, FGM(q, 1), tanittilar. Zhang vd. [29] tarafindan PFAGM adli kesirli
birikimli gri model tanitildi. Yuxiao vd. [25] CFGMC(q, N) adl1 ¢ok degiskenli Caputo
kesirli tiirevli gri modeli 6nerdiler. Xie vd. [30] ters yonde bir uyumlu kesirli gri
modeli kisaca CFGOM(1, 1) gelistirdiler.

Biitiin bunlarla birlikte, Wu vd. [26] tarafindan verilen tanimda kesir mertebeyle
alakali baz1 kisitlamalar bulunmaktaydi. Bu kisitlamalarin temel nedeni, gri
modellemede kullanilan tanimlarin kesir mertebeden tanimlarla eslestirmedeki
zorluklardi. Yang ve Xu [31] sonsuz seriler iceren bir kesirli basamaktan model
Onerdiler ancak bu modelin kullanimi ve analizi, kesirli basamak hesabindaki
karmasikliklardan dolay1 zorluklar igermekteydi. Fakat bazi yeni operatorler sayesinde
bu tiir komplikasyonlarin iistesinden gelindi ve Kkesirli mertebeden gri modellerin

gelistirilmesinin 6nti agild1 [32, 33].



Son zamanlarda, Khalil vd. [34], uyumlu kesirli tiirev olarak adlandirilan limit tabanli
kesirli tiirevi tanimladilar. Bu yeni kesirli tiirev tanimlarinin yapisi, Caputo ve
Riemann-Liouville tiirevleri gibi diger popiiler Kesirli tiirevlerden daha kullanishidir.
Daha sonra, Ma vd. [35], uyumlu tiirev tanim ve teoremlerini kullanarak, kesir
mertebeden fark ile birikimli toplamlar i¢in yeni ve kullanigh tanimlar gelistirdiler. Bu
tanimlar alisilmis olanlardan daha kullanigh ve digerlerinden sadedir. Bu tanimlar1
kullanarak CFGM(1, 1) modelini olusturdular. Son dénemde, uyumlu kesirli tiirevi
kullanarak yeni bir model olan CCFGM adli siirekli gri model Xie vd. [36] tarafindan

tanimlandi.

Bu tez caligmasinda kesir mertebeden iic yeni model gelistirilmis olup reel
uygulamalarla modellerin tahmin hatalarinin 6nemli 6l¢iide diisiik oldugu gosterilerek,

caligmada ele alinan veriler igin sonraki yillarin tahminleri yapildi.

Tez ¢alismasinda iki temel amag hedeflendi. Bunlardan ilki yeni modeller gelistirme
mekanizmasinin anlasilmasi ve ortaya uygulanabilir, pratik ve etkili modeller
koymaktir. Digeri ise her bir model ile dogadaki gercek verileri kullanarak, ilgili veri
setinin ilerleyen siireglerdeki davranislarini tahmin etmektir. Iki temel hedefe de basari
ile ulasilmis olup ilk boliimde temel kavramlar ve literatiir 6zeti verildi. Sonraki {i¢
boliimde ise olusturulan yeni modeller tanitilarak uygulamalarina yer verildi. Son

boliimde ise elde edilen sonuglar ve oneriler yer aldi.

1.1. Standart Gri Model

Gri modellerin temel yapisini olusturan ve en sik kullanilanlarindan biri standart gri
modeldir. Literatiirde bulunan diger modeller, bu modelin beyazlatma denkleminin
gelistirilmesiyle elde edilmistir. Kisaca GM(1, 1) olarak ifade edilir ve modeli
uygulayabilmek icin en az dort veriye ihtiya¢ vardir. Burada parantez igerisindeki
sayilar sirasiyla modeli yoneten diferansiyel denklemin mertebesini ve denklemde yer
alan bagimsiz degisken sayisini ifade eder. ilk olarak, modellemesi yapilacak olayla
ilgili ham veriler dizisi olusturulur. Bu dizinin ardigik elemanlarinin zamana bagh
degisimlerini modele tesir ettirebilmek i¢cin bir birikimli iiretim operatorii (AGO)
olusturulur. Daha sonra sistemin tahmin degerlerini elde etmek i¢in modelin
beyazlatma denklemi olarak adlandirilan diferansiyel denklem kurulur ve ¢oziiliir.

Coziimde yer alan parametreler aslinda modelde kullanilacak veriler yardimiyla elde



edilecektir. Bu verilerin modele girebilmesi i¢in beyazlatma denklemi adi verilen
diferansiyel denklem bir fark denklemine doniistiiriilerek, bir denklem sistemi
olusturulur. Bu denklem sistemi elimizdeki ham verilerin sayis1 kadar sayida
denklemden olusur ve biitiin ham veriler kullanilir. Parametreler belirlendikten sonra
orijinal verinin tahmin degerleri ters birikimli iiretim operatdrii (IAGO) kullanilarak
elde edilir. Standart GM(1, 1) modelinin yukarida 6zetlenen islem adimlart asagida

verilmektedir.

ilk olarak negatif olmayan ham veri dizisi X (k) olusturulur. Burada

k =1,2,3,...,n0lup n modelde kullanilan 6rneklem sayisidir.
XOk) = (x@1),x@(2),...,.xOm)). (1.1)

x© (1) ilk ham veriyi, x(©(2) ikinci ham veriyi ve genel olarak x ) (n) terimi n. ham
veriyi temsil eder. (1.1) de olusturulan negatif olmayan ham veri dizisi i¢in X (k)

birikimli tiretim dizisi (AGO) asagidaki gibi olusturulur:

XD k) = (x0(1), xP(2), ..., xV(m)). (1.2)

Burada,
xW(1) = x© (D), (1.3)
xD (k) = Zk:x(o)(i), k=23, ..,n (1.4)

olarak tanimlanir. Beyazlatma denklemi,

dx® (k)

@ (k) = 15
— +ax®() =b (1.5)

olup, beyazlatma denklemi denilmesinin nedeni, bu denklemin ¢éziimiiniin elimizdeki
ham veriler ve sonrakiler i¢in bir iirete¢ fonksiyonu olmasidir. Yani bir kurala bagh

olmayan ham veriler i¢in, bu denklemin ¢6zlimii sistematik bir formiil verecektir.



Bu denklemin insas1 temel olarak Malthusian modeli olarak bilinen klasik artma
azalma problemine dayanir. Buna gore, “bir ¢oklugun zamana gore degisimi, o

coklugun mevcut miktari ile orantilidir” teorisinin ifadesi,

dx® ()

= ax®(t) (1.6)

seklinde olup burada a oranti sabitidir. Fakat bu modelde artma ya da azalmaya
disardan etki s6z konusu olmayip problemin dogasina gore degisim s6z konusudur.
Zaman serilerinde ise olaya disaridan bazi faktorler etki ederek verilerin diizensiz
olmasma neden olur. Gri modelleme, Malthusian modeline bu tiir dis etmenlerin
katkisini belirleyecek bir parametre eklenerek olusturulur. Bu parametre b parametresi

olup modelin yonetici denklemi

dxD (1)

W () = 1.7
T taxP(@®) =b 1.7)

seklinde yazilir. Burada k yerine daha ¢ok zamani temsil etmesinden dolay1 t

degiskeninin kullanilmasi uygundur.

Simdi, parametreleri elde etmek i¢in (1.5) denklemini fark denklemine

doniistiirdiigiimiizde kullanacagimiz ortalama tiretim dizisini tanitalim.

XD (k) in ardisik komsuluklarinim olusturdugu diziye ortalama iiretim dizisi denir ve
ZD (k) = (z(1),z21(2), ...,zZ0 W) (1.8)

seklinde tanimlanir. Burada

xD(k) + xP(k - 1)

z ) k=23, ..,n (1.9)

zW(k) =

dir. Aslinda bu tanimlamalar ileride kullanilacak kavramlarin 6n hazirligidir.

Fark denklemine ulasabilmek igin (1.7) denkleminin terim terime k — 1 den k ya

integrali alinirsa,



k k k
f dx® ()

dt
k-1 k-1 k-

olup, buradan

xW(k) —xV(k—1) +a

xD k) +xD(k—1) B

dt +a fx(l)(t)dt=b dt
1

b

2

seklinde hesaplanir. Burada ikinci integral yamuk kurali uygulanarak hesaplandi.

Yukaridaki denklem diizenlenirse,
xOU)+azV(k)=b, k=23, ..,n
olacag asikardir.

(1.5) diferansiyel denkleminin genel ¢6zimii

b

b
xW (k) = (x(o)(l) — 5) em@-D - k=23, ..

a

(1.10)

,n (1.11)

olup, bu ¢oziimdeki a ve b parametreleri (1.10) denkleminin genisletilmesiyle elde

edilir. (1.10) denklemi

x©@2) = —az®W (@) + b
x©@13) =—-az®3)+b

xOm) = —az®m) +b

(1.12)

olarak yazilir ve bu denklem sistemi matrissel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

Y = Bp.
Burada,

[x©(2)] [-zM(2) 1]

(1.13)

B L

x© (n) o (n) 1



dir. Boylece (1.12) sistemine modelde kullanilacak ham veriler girilerek, bu verilerin
parametrelerin belirlenmesine katkisi saglanacaktir. Tekrar hatirlatalim ki, amacimiz
(1.11) ¢6ziimiindeki parametreleri elde etmektir. En kiigiik kareler metodu kullanilarak
GM(1, 1) modelinin parametre tahmini elde edilir. p parametre dizisinin tahmin degeri
igin (1.12) denkleminin sag tarafin da —az® (k) + b terimi denklemin sol tarafinda

ki x© (k) teriminin yanina geger ve € = Y — Bp hata dizisi elde edilir. Burada,
=gy &3, 0, 6,7
ve k = 2,3, ...,ni¢in &, (1.12) sisteminde her bir denklem i¢in hatay1 temsil eder.

S(p), hatalarin karelerinin toplami olarak ifade edilir. O halde

2

Sp) = ) &

NEE

k=2
=& &
= (Y - Bp)"(Y — Bp)
=" - p"B")(Y - Bp)
=YTY — p"BTY —YT"Bp + p"B"Bp
=YTY — 2p"BTY + p" BT Bp.

S(p) minimum yapan p = [a, b]" parametre vektorii

as
% = —2BTY + 2B"Bp =0,

buradan
BTY = BTBp,
bdylece
p =[a,b]" = (BTB)"1BTY

elde edilir. Sonug¢ olarak, en kiiciik kareler metodu kullanilarak parametreler

belirlenmis olur.



Boylece birikimli toplamlar dizisinin elemanlar1 olan x™ (k) lar icin hesaplama
islemleri tamamlanmus oldu. Fakat bizim hedefimiz x(®) (k) ham veri dizisinin sonraki
terimlerini tahmin etmek oldugundan dolayr x® (k) lardan x© (k) lara gegisi

saglamaliyiz. (1.4) den dolayz,
@) =xD)
2OU) =2VU) -2V (k-1), k=23..,n

oldugu agiktir. Burada, x© (k) ve xW (k) yerine sirasiyla 2@ (k) ve 20 (k)
yazmamizin nedeni tahmin degerlerini temsil etmesi olup yamuk kurali ve en kiigiik

kareler metodundan kaynaklanan hata paylarinin olmasidir.

1.2. Kesirli Tiirev Tanimlar: ve Ozellikleri

Tezin sonraki boliimlerinde, kesir mertebeden gri modelleme teorisine yer verilecegi
icin bu kisimda, baz1 popiiler kesir mertebeden tiirev tanim ve 6zelliklerine yer verildi.
Literatiirde en sik kullanilan kesir mertebeden tiirev tanimlar1 Uyumlu (Conformable)
kesirli tiirev, Riemann-Liouville kesirli tiirev ve Caputo kesirli tiirevdir. Her ne kadar
bu tez ¢aligmasinda pratiklik agisindan Uyumlu kesirli mertebeden tiirev 6zellikleri
kullanilmis olsa da ileriki boliimlerde olusturdugumuz modeller diger kesirli tlirev

tanimlar1 i¢in de gecerlidir.

1.2.1 Uyumlu kesirli tiirev

Tammm 1.1. f:[0,00) - R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f nin

a € (n,n + 1] basamaktan uyumlu kesirli tiirevi [34]:

[al-a)_
(@) = lim {0 < glet-e 220 (114)

Burada [. ] ifadesi tavan fonksiyonudur. [a], @ dan biiyiik en kiigiik tam sayidir. Agiktir
ki @ € (0,1] i¢in [a] = 1 dir. Boylece (1.14) denklemi ¥Vt > 0 i¢in

fa+et™ ) —f@®) _ e YO

Te()(® = lim - —

olarak yazilir.



Yiiksek basamaktan uyumlu kesirli tiirev tanimi

fO(e+ ) — fOQ g O (1.15)

T,(F)(®) = lim - L=

olup, burada Vvt >0, a € (n,n+ 1],n € N ve f,(n + 1) — diferansiyellenebilirdir
[34].

Asagidaki teoremde, Tanim 1.1 in 6zelliklerinden bahsedilmektedir [34].

Teorem 1.1. f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. @ € (0,1] i¢in

—a M @)
L Ta(f)(0) = LR

N

To(mf +ng) = mTo(f) + nTe(g) (Ym,n €R)

3. To(f - 9) = fTo(g) + 9T (f)

4. T, (5) _ gTa(f)ngTa<g>

5 T,(c) =0 (Vc€ER)
6. To(t?) =ptP™™ (Vp €R)
7. Ty(e“) = cx17%e* (Vc € R)

dir [34].

1.2.1.1 Uyumlu kesirli birikim ve fark

Ma vd. [35] uyumlu kesirli birikimi (CFA) ve uyumlu kesirli farki (CFD) hesaplamak

icin yeni tanimlar verdiler.

Tamim 1.2. a basamaktan f fonksiyonunun uyumlu kesirli birikimli toplami (CFA)

k .
VeF (k) = v(ifl_‘z) = fo_’g . VkeN*ae (1]
=1

ve

f (k)
k[a]—a

V“f(k)zV”“( ), VkeNtae (nn+1]



olarak tanimlanir [35].
Tamm 1.3. a basamaktan f fonksiyonunun uyumlu kesirli farki (CFD)

A%f (k) = k1 *Af (k) = kY *[f (k) — f(k — 1)], VkeNtae(0,1]
ve

Af (k) = kla-apAn+1£ (k)
k
= Kl (-1 (k[ci]j>f(f)' VkeNTa€mn+1]

j=k—[a]

olarak tanimlanir [35].

1.2.2 Caputo kesirli tiirev

Tanmm 1.4. Bir f(t) fonksiyonunun a basamaktan Caputo tiirevi, n € N i¢in

t
j(t —p)vel fM()dr, n—1<a<n

a

1
GDEf() = T

dir. Burada a baslangi¢ degerini ifade eder ve genelde sifir olarak aliir. Ozel olarak,

a € (0,1) i¢in Caputo tiirev,

t
Def() = —— [t =D f ()
r'1-ow)

seklindedir [36].

1.2.3 Riemann-Liouville kesirli tiirev

Tamim 1.5. Bir f(t) fonksiyonunun a basamaktan Riemann- Liouville tiirevi, n € N

i¢in

RL ar -(n—-a)
aquf(t) = W aDt

10



t
1 dan
:F(n—a)ﬁf(t_r)n_a_lf(ﬂd@ n—1l1<a<n
a

burada a baslangi¢ degerini ifade eder ve genelde sifir olarak alinir [36].

Bu tiirev tanimlarindan bagka, literatiirde daha farkli ya da modifiye edilmis tiirev
tamimlar1 da yer almaktadir [37]. Bu tez ¢alismasinda kurulan modeller hem
yukaridakiler hem de burada bahsedilmeyen Griinwald-Letnikow, Riesz-Feller, Hilfer,

Atangana-Baleanu vb. tiirev tanimlari i¢in de gegerlidir.
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2. OPTIMIZE EDILMIS SUREKLI VE KESIiR MERTEBEDEN YENI BiR GRi
MODEL

Daha onceden de bahsedildigi lizere gri modelleme teorisinde en 6nemli ¢alisma

konularindan birisi 6nceki modellerden daha i1yi performans gosteren yeni modellerin

gelistirilmesidir. Bu bazen var olan modellerin optimize edilmesi ile bazen ise yeniden

model kurulmastyla gerceklestirilir.

Xi vd. [36] tarafindan gelistirilen CCFGM(1, 1) modeli bazi yeni diistincelerle
optimize edilerek yeni bir gri model olan OCCFGM(1, 1) gelistirildi. Bu boliimdeki
yenilikler asagidaki gibi 6zetlenebilir:

e Literatiirdeki gri modeller genellikle verilen veri setinin iistel artis gostermesi
durumu i¢in uygundur. Fakat ham verilerdeki ani artiglar tahmin kesinligini
negatif etkiler. Bu ani degisimler verileri kullanilan vakay1 etkileyen
beklenmedik olaylardan (savas, afet, ekonomik kriz, icatlar vs.)
kaynaklanabilir. Bu bdoliimdeki yeniliklerden biri beyazlatma diferansiyel
denklemine (e"tr) seklinde azalan bir terim eklenerek tahmin giiciini
gelistirmektir. Monoton azalan bu terim tahmin hatasinin biiyiimesini
baskilayacaktir.

e Modelde en uygun kesir mertebelerin belirlenebilmesi i¢in Kaba Kuvvet
Algoritmast kullanildi.

e Olusturulan OCCFGM(1, 1) modelini dogrulamak i¢in ii¢ reel veri seti
tizerinde ¢aligma yapildi.

e Uzerinde ¢alisilan veri setlerinin sayisal sonuglar1 bu boliimde gelistirilen yeni
modelin, literatiirdeki es deger modellerden daha iyi tahmin performansina
sahip oldugu goriildii.

e Sadece belirli tipten veri setleri i¢in degil genel olarak biitiin zaman serileri i¢in
diisiik hata oranina sahip tahminler olusturulabilecek bir model gelistirildi.

e Kesir basamagin ayrica bir parametre olarak modelin gelisimine katkisi

saglandi.

2.1. Onerilen Kesirli Gri Modelin Formiilasyonu

Bu kisimda Xie vd. [36] tarafindan 6nerilen CCFGM(1, 1) modelini bir iistel gri etki

miktar1 eklenerek elde edilen OCCFGM(1, 1) modelinin genel mekanizmasi ve

12



hesaplamalar1 verildi. Eklenen bu terim ¢6ziim asamasinda bir¢ok farkliliklar

dogurarak CCFGM(1, 1) modelinden ¢ok daha farkli sonuglar tiiretti.
Ileriki zaman dilimleri igin tahminlerin olusturulacag: ham veri dizisi

XO = (x©(1),x@(2), ..., x D)) (2.1)
alinsin. @ basamaktan uyumlu kesirli birikim dizisi

X@ = (x(“)(l),x(“)(Z), ...,x(“)(n)) (2.2)

seklindedir. Burada

k
@ (1) — T (0 (Y — [a] x O +
x@ (k) = v2x© (k) = ; Y e acR (2.3)

olup [-] tavan fonksiyonu ve

[ [a] ] _ _T(k=itlal)  _ (k—i+[a]-1)!
k—il T&-i+n)r(al)  *k-D!(al-1)!

seklinde hesaplanir [38].

Tammm 2.1. OCCFGM(1, 1) modelinin r —basamaktan beyazlatma diferansiyel
denklemi

d"x@ (1)

e +ax@ @) =b+ce (2.4)

seklinde ifade edilir, burada a gelisim katsayisi, b hareket katsayisi ve ce~t" bir iistel

gri etki terimidir. Oyle ki, ce™*" monoton azalan terimi tahmin hatasinin artmasini

bastiracaktir.

Olusturulan model ¢ = 0 icin CCFGM(1, 1) modeline doniisiir [36]. Ek olarak,
OCCFGM(1, 1) modeli r =1 ve ¢ = 0 igin CFGM(1, 1) modeline doniismektedir
[35]. Bu da gosterir ki bu boliimde gelistirilen model CFGM(1, 1) ve CCFGM(1, 1)

modellerinin ikisini kapsar.
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Teorem 2.1. Verilen kesirli basamaklar olan a ve r degerleri ile ham veri dizisi igin

OCCFGM(1, 1) modelinin parametreleri olan a, b ve ¢
[@ b,¢] = (BTB)BTY (2.5)
seklinde hesaplanir. Burada

—05(x@2) +x@@) 1  05E? +e-1) ]
—0. 5(x(“)(3) +x@@2)y 1 o 5(e—3 +e? |
|

I
I—__\

05(x(“)(n)+x(“)(n—1)) 1 0.5(e™ +e—<n D

[x“ (@)
_|x@ 3]
= 2 | (2.6)

dir.

Ispat (2.4) beyazlatma denkleminin kesikli formu denklemin tiim terimlerinin k — 1

den k ya integre edilmesiyle asagidaki gibi elde edilir:

[ [ s Jaoue= [ [orernae. @

Sol tarafin birinci integrali asagidaki gibi kolayca hesaplanir,

k
d"x@O(t
ff fT()dtr ~ A" x D (k) = x@ (k). (2.8)
k=1
Genellestirilmis yamuk formiilii [36] kullanilarak, sol tarafin ikinci integrali
ﬂ fx(“)(t)dtr ~ ( @ (k) + x@ (k — 1)) (2.9)

olarak elde edilir. Sag taraftaki integral,

14



k
f f f (b+ce it = b5 (et +e D), (2.10)
k-1
olarak elde edilir. Boylece (2.7) denklemi

a c r r
x@ ) +5 (xR +x @Dk = D) = b+ (e +e V) (211)

olarak yazilir (k = 2,3, ..., n).

Yukaridaki (2.11) denklemi, asagidaki gibi lineer denklem sistemi olarak yazilir:

x@ () = _g5q (x@@ +x@ (1) + b +05c(e? +e ")
x@M3) = _05q (x(“)(3) + x(“)(Z)) +b+05c(e +e7?)
(2.12)
x(a_r)(n) = —0.5a (x(“)(n) + x@(n — 1)) +b+ 0.5c(e_”r + e_("_l)r).
(2.12) denklem sistemi matris formunda
Y =Bp (2.13)

dir. (2.13) denklemine gore, tizerinde ¢alisilan ham veriler ve belirlenen @ mertebesi

ile [@,b,¢]" parametreleri en kiigiik kareler metodu kullanilarak

[a,5,¢]' = (BTB)"BTY

(2.14)
seklinde hesaplanir. Boylece,
[ —0.5(x@(@2) +x@(1) 1 052 +e 1) ]
5= { —05(x@@B)+x@(2) 1 053 +e?) ‘
—0.5(x @ (n) + xP(n - 1)) 1 0.5(e™™ +e~(~1")
[x<“-r>(2)] R (2.15)
¢

x (@) (n)
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dir. Burada n modelde kullanilan 6rneklem sayisidir.

2.2. Coziim Fonksiyonu ve Tahminlerin Olusturulmasi

Onceki kisimlarda yeni olusturdugumuz OCCFGM(1, 1) modelinin beyazlatma
diferansiyel denklemi ve bu denklemdeki parametrelerin nasil hesaplanacagi verildi.
Burada ise beyazlatma diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii ile bu ¢oziim
kullanilarak ham veri dizisi i¢in tahminlerin elde edilecegi ¢oziim fonksiyonu (yanit

fonksiyonu) ve kullanisli denklemler elde edildi.

Teorem 2.2. OCCFGM(1, 1) modelinin ¢oziim fonksiyonunun Kkesikli formu
k =2,3,...,nigin,
b c

b Cc a T
2@ (k) = (x<0>(1) A e‘l)e?(l_k )42+
a a—r a a—rTr

e k" (2.16)

seklindedir.

Ispat Aciktir ki, Teorem 1.1 in ilk 6zelligi kullanilarak, (2.4) denklemi r. basamaktan

beyazlatma diferansiyel denklemi

_dx @ (1)
dt

t1-

+ax@ @) =b+ce (2.17)

olarak yazilabilir. Bu denklem birinci basamaktan bir lineer diferansiyel denklem olup

genel ¢6ziimiiniin

b c . a
x@(t) ==+ et +de'T (2.18)
a a-r

oldugu kolayca goriilebilir. Burada d integral sabitidir. x(*(1) = x(® (1) baslangi¢

kosulu kullanilarak, bu integral sabiti

b
d= (x(o)(l) S e‘l) er

a a-—r

olarak bulunur. Boylece (2.18) denkleminin gri tahmin fonksiyonu
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b Cc a r b C r
2@ (¢) = (x<0>(1) 2 e-l) er1mt) 1 24 C et
a a-—r a a-—-r
elde edilir ve ¢6ziim fonksiyonunun kesikli formu
b Cc a r b r
2@ (k) = (x<°)(1) 2 e‘l)e?(l_k ) o ———ek
a a-—r a a-r

seklinde yazilir. Boylece ispat tamamlanda.

Buraya kadar beyazlatma denkleminin ¢Oziimii ve parametrelerin elde edilmesi

tamamlandi. Fakat yukaridaki teoreme gore elde edilen ¥ (k) dir. Oysa amacimiz,

Asagidaki teoremde bu gegis saglandi.

Teorem 2.3. a basamaktan birikimli toplam dizisinin elemanlarindan £©) (k) tahmin

degerleri k = 2,3, ..., n igin
2O (k) = AR D (k) = kld-apm+12@ ), q € (n,n+1] (2.19)
seklinde hesaplanir [35].

ispat (2.3) denkleminden £® (k) = V¥z2(® (k) oldugu goriilebilir. A® ters operatorii

her iki tarafa uygulanilarak,
2O (k) = A2 @ (k)
elde edilir. Tanim 1.3 den
2O (k) = A2 D (k) = kl*l-ear*12@O(k),  a € (n,n+1]
oldugu kolayca goriiliir.
Ozel olarak, a € (0,1] igin
2Ok) = k%@ (k) — 2@ (k — 1)) (2.20)

dir. Boylece ispat tamamlandi.
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2.3. Modelin Tahmin Giiciiniin Degerlendirilmesi

Onerilen OCCFGM(1, 1) modelinin tahmin dogrulugunu degerlendirmek igin,
goreceli ylizdelik hata (RPE) ve ortalama mutlak yiizdelik hata (MAPE) kullanildi.

Bunlar asagidaki gibi tanimlanir:

2@ (k) — x© (k)
RPE(k) = SO x 100 (2.21)
1 n
MAPE = — » RPE(k) (2.22)

burada x (@ (k) orijinal veri dizisini ve £ (k) ise tahminleri temsil eder.

2.4. Optimal a ve r i¢in Kaba Kuvvet Algoritmasi

Bu boéliimde, amacimiz modelin ortalama mutlak yiizde hatasini (MAPE) minimum

yapan optimum « ve r parametrelerini belirlemektir.

Kaba Kuvvet (Brute Force) algoritmasi, optimizasyon problemlerini ¢dzmek ve
verimliligi artirmak igin gelismis teknikler yerine her olasiligi deneyerek sonuca
ulasan ve Naive algoritmasi olarak da bilinen basit bir yaklasimdir. Diger popiiler stirii
zekas algoritmalarindan farkli olarak, hata yapma ihtimalinin olmamasindan dolayi
Kaba Kuvvet algoritmasi ¢ok ¢esitli problemlere uygulanabilen ve ¢oziim alaninda

optimum degeri bulmak i¢in hem etkili hem de kolay bir yontemdir.

Diger algoritmalarin yakinsama hizi avantajlarina ragmen, global ekstremum yerine
yerel ekstremum noktasina odaklanabilmeleri bir dezavantajdir. Ancak, Kaba Kuvvet
algoritmasi tiim etki alanini tarar, her bir noktay1 degerlendirir, ardindan bu noktalarda
ki MAPE leri hesaplar ve herhangi bir yanilgiya diismeden optimum parametrelere
ulasir. Bir baska deyisle, ¢oziim bolgesindeki her nokta modelde yerine konularak hata
oranlar1 hesaplanir ve en diisiik hata oranina sahip olan parametreler optimal deger

olarak degerlenir.

Bu kisimda optimum (a,r) degerleri a € (0,1.4] ve r € (0,1.5] ile smirlanan
dikdortgen alan ig¢inde arandi (Sekil 2.1). Baslangigta bolge daha genis olarak alindi

ancak bu araligin disinda MAPE degerlerinin arttig1 goriildii ve bu nedenle aralik
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kisitlands. ilk olarak @ = 0 sabitlenerek r, h = 0.01 adim genisligi ile 0 dan 1.5 a
kadar olan tiim degerleri alir. Daha sonra @« = a + h yi sabitleyerek r,h = 0.01 adim

genigligi ile 0 dan 1.5 a kadar olan tiim degerleri alir (Sekil 2.2).

ol

1.4

Sekil 2.1. Kaba Kuvvet algoritmasi i¢in (@, r) noktalar.

1.4

i
0

Sekil 2.2. Kaba Kuvvet algoritmasinin ¢alisma prensibi.

Bu siireg, tlim bolge taranana kadar gergeklestirilir. Bu sekilde bolgedeki biitiin (a, 1)
noktalar1 ve bu noktalardaki MAPE ler hesaplanir. Boylece hesaplanan MAPE lerin

minimumunu veren a ve r optimum parametreler olarak belirlenir.
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2.5. OCCFGM(1, 1) Modelinin Uygulamalari

Bu boliimde bazi reel verilerin tahminleri 6nerilen OCCFGM(1, 1) ile olusturularak
hem ele alinan problemler iizerine ¢alisanlar i¢in kaynak veri olusturuldu hem de

modelin etkinligi gosterildi.

2.5.1 Calisma 1: Cin’in yerel enerji tiikketimi

Gliniimiiz diinyasinda iilkelerin en onemli zenginlikleri arasinda enerji ilk siray1
almaktadir. Bu durumda {ilkelerin enerji tiiketimleri, ihtiya¢ duyduklari enerji
miktarini belirler ve tiim stratejiler buna gore yapilir. Bu kisimda, 6zel olarak Cin’in
yerel enerji tiiketimini tahmin etmek i¢in yeni OCCFGM(1, 1) modeli kullanildi. Ham
veri seti ve farkli yontemlerle hesaplanan bazi veriler Xie vd. [36] ile Bilgil [9]
tarafindan yapilan ¢alismalardan alindi. Bu veri seti kullanilarak 6nerilen kesirli gri
model yardimiyla tahminler elde edildi ve modelin uygulanabilirligi ile etkinligi test
edildi.

Kaba Kuvvet algoritmasi kullanilarak, optimum a« ve r degerleri 0.9583 MAPE ile
a = 0.92 ve r = 1.02 igin elde edildi. @ — r bdlgesinin i¢inde tiim noktalarin MAPE
leri hesaplandi ve Sekil 2.3 de gosterildi.

Ek olarak, OCCFGM(1, 1) modeli literatiirde gii¢lii modeller olarak bilinen FAGM,
ANN, TDPGM, ARIMA, EXGM, SVR ve CCFGM modelleri ile kiyaslandi.
Cizelge 2.1 de goriilmektedir ki OCCFGM(1, 1) modeli diger giiclii modellerle
kiyaslandiginda en diisitk MAPE degerini vermektedir. Cin’in yerel enerji tiiketim
ham verileri i¢in yukaridaki modellere ait simiilasyonlar Sekil 2.4 de verildi. Diger
karsilastirilan modellerin ve Onerilen yeni modelin MAPE degerleri sirasiyla
%1.73, %3.00, %1.00, %2.13, %1.57, %4.58, %1.38 ve %0.96 olarak
hesaplandi (Sekil 2.5).
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Sekil 2.3. @ — r bolgesi ve tiim (&, 1) noktalari igin MAPE degerleri.

Cizelge 2.1. Cin’in yerli enerji tiiketimi i¢in FAGM, ANN, TDPGM, ARIMA,
EXGM, SVR, CCFGM ve OCCFGM modelleri ile elde edilen sayisal
sonuglari.

YIL HAM VERI FAGM ANN TDPGM  ARIMA  EXGM SVR CCFGM OCCFGM
2005 27573 27573.00 27576.24 27573.00 27573.00 27573.00 27572.90 27573.00 27573.00
2006 27765 28776.69 28801.47 27990.63 29893.26 28238.42 29574.73 27207.68 27763.98
2007 30814 30529.07 30403.47 30011.65 29728.94 3014547 31576.57 28992.48 29705.97
2008 31898 32510.82 32409.59 32146.03 33080.51 32181.29 33578.40 31373.76 31919.92
2009 33843 34650.97 34790.27 34398.83 33991.82 3435457 35580.23 33965.07 34275.81
2010 36470 36925.23 37441.64 3677547 35987.78 3667452 37582.07 36671.07 36730.58
2011 39584 39324.40 4019356 39281.80 38770.78 39150.89 39583.90 39459.34 39280.02
2012 42306 4184555 42848.65 41924.09 42069.85 41793.80 41585.73 42317.23 41933.19
2013 45531 44488.93 45235.79 44709.09 44834.2 44613.27 43587.57 45239.62 44702.68
2014 47212 47256.57 47249.65 47644.06 48177.2 47617.93 45589.40 48224.63 47601.47
2015 50099 50151.64 48859.33 50736.80 49648.76 50811.34 47591.23 51271.90 50642.18
2016 54209 52721.73 50091.35 53995.70 52627.12 54181.88 49593.07 54381.79 53837.07
2017 57620 55350.93 51003.38 57429.77 57016.85 5767530 51594.90 57555.00 57198.20

MAPE 1.73 3.00 1.00 213 157 4.58 1.38 0.96
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Sekil 2.4. Cin’in yerli enerji tiikketimi i¢in sekiz modelin simiilasyonu.

SVR

MAPE

EXGM

CCFGM
OCCFGM

Sekil 2.5. Cin’in yerli enerji tiikketim verileri i¢in modellerin tahmin hatalari.

Elde edilen sonuglara gore OCCFGM(1, 1) modeli diger modellere kiyasla en diisiik
tahmin hatasini verdigi goriildi. Bu ise onerilen kesir mertebeden OCCFGM(1, 1)

modelinin giiglii tahminleme 6zelligine sahip oldugu anlamina gelmektedir.

OCCFGM(1, 1) modeli kullanilarak 2025 yilina kadar Cin’in yerel enerji tiiketimine
iliskin tahmin degerleri Cizelge 2.2 ve Sekil 2.6 da verildi. Tahmin sonuglari, Cin’in
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yerli enerji tiiketiminin gozlem donemi boyunca ne derecede artacagini

gostermektedir.

Cizelge 2.2. OCCFGM(1, 1) modeli kullanilarak Cin’in yerli enerji tiiketim
degerlerinin tahmini.

Yillar Tahmin degerleri
2018 60737.6424
2019 64467.6610
2020 68400.8194
2021 72550.1069
2022 76929.0258
2023 81551.6697
2024 86432.7943
2025 91587.8835
100000 - —e— Ham Veri
—e— OCCFGM
90000
'E 80000 ~
=
X
2 70000 o
5 &ﬁ&
c
© 60000
o .
> R
c 50000
£ °
(&3
40000
—-— Modelde kullanilan son veri
30000 :

T v T ’ T v T
2013 2016 2019 2022 2025
YIL

T Y T v T
2004 2007 2010

Sekil 2.6. OCCFGM(1, 1) modeli kullanilarak Cin’in yerli enerji tiiketim degerlerinin
tahmini.

2.5.2 Caliyma 2: Rusya’nin CO, emisyonlari

Endiistri ve teknolojinin gelismesi, buna paralel olarak enerji tilketimindeki artmaya
ve tarimsal alanlarin azalmasina neden olur. Zincirleme gelisen bu ve daha baska

olaylar tiim diinyada metan gazlarinin havaya salinmasina, diinyayi bir battaniye gibi
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saran ozon tabakasinin kalinlagsmasina neden olurlar. Bu ise glinesten gelen 1sinlarin
yansimadan yer kiire igerisinde hapsolarak tiim canlilarin yasamlarini olumsuz
etkileyen kiiresel 1sinmanin baglica nedenini olusturur. Metan gazlarindan en 6nemlisi
ve en ¢ok miktarda atmosferde salinim gostereni karbondioksit (C0,) gazidir. Bu
kisimda Rusya’nin €O, emisyon verileri iizerinde galisildi. Calismada kullanilan
gercek veriler ve bazi modellerle yapilan veri tahminleri Wu vd. [38] tarafindan
yapilan c¢alismadan alindi. Aym veriler i¢cin OCCFGM(1, 1) modeli kullanilarak
sonuglar elde edildi ve yorumlandi. Rusya’nin C 0, emisyon verileri monoton artan ya
da azalan olmamasina yani dalgali bir sekilde olmasina ragmen bu tez ¢aligmasinda
onerilen OCCFGM(1, 1) modelinin diger yeni modellere kiyasla daha diisiik hata

oranlarinda tahminler tirettigi goriildii.

Optimum «a ve r degerleri yine Kaba Kuvvet algoritmasi kullanilarak @ = 0.84 ve
r = 0.97 i¢in MAPE = 1.499 olarak elde edildi. Optimal parametrelerin arandigi
bolge ve bu bolgedeki her bir noktanin MAPE degeri Sekil 2.7 de gosterildi.

Sekil 2.7. a — r bolgesi ve tiim (a, r) noktalar1 icin MAPE degerleri.

Belirlenen optimal « ve r degerleri igin, OCCFGM(1, 1) modeli GM, ARIMA,
NGMO, TDPGM, FAGM, FANGM ve CFNGM modelleri ile kiyaslandi. Burada
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dikkat edilecek olursa, kiyaslama i¢in bu modellerin bazilar1 6nceki kisimda tercih
edilenlerden farklidir. Bunun nedeni, 6nerdigimiz OCCFGM(1, 1) modelinin daha ¢ok
modelle  kiyaslamasmmin  yapilmasidir.  Yapilan  hesaplamalar  sonucunda
OCCFGM(1, 1) modelinin diger modellere kiyasla en diisiik tahmin hatasini verdigi
Cizelge 2.3 de gosterildi. Rusya’nin C0O, emisyonu igin gercek veriler ile bu
modellerin sonug verileri Sekil 2.8 de gosterildi. Kiyaslanan modeller ve yeni modelin
MAPE degerleri sirastyla %1.83, %1.61, %1.81, %1.59, %1.66, %1.64, %1.71
ve %1.50 olarak hesaplandi (bkz. Sekil 2.9). Kisa ve orta zaman tahminleri ig¢in,
OCCFGM(1, 1) modeli diger modellere kiyasla daha diisiik hata oraninda sonuglar
verdigi goriildii. Boylece Onerilen bu modelin yiiksek tahmin giiciine sahip oldugu
sOylenebilir. Rusya’nin €O, emisyonunun tahmin degerleri OCCFGM(1, 1) modeli
kullanilarak 2025 yilina kadar Cizelge 2.4 ve Sekil 2.10 da verildi.

Cizelge 2.3. Rusya’nin CO, emisyonu i¢cin GM, ARIMA, NGMO, TDPGM, FAGM,
FANGM, CCFGM ve OCCFGM modelleri ile elde edilen sayisal
sonuglart.

YIL HAM VERI GM ARIMA NGMO TDPGM FAGM FANGM CFNGM OCCFGM
2000 1453.30 1453.30 1453.30 1453.30 1453.30 1453.30 1453.30 1453.30 1453.30
2001 1466.50 148590 14723 1466.69 1458.21 144428 1455.65 1477.86 1476.91
2002 1466.30 1488.44 1482.64 1475.27 1472.03 1461.78 1466.31 1459.90 1466.67
2003 1495.20 1491.09 148491 1483.21 1483.73 1480.59 1478.18 1477.79 1476.13
2004 1490.30 149275 1502.46 1490.56 1493.48 1496.56 1489.58 1490.74 1490.15
2005 1466.60 1496.42 1500.2 1497.37 1501.43 1509.01 1499.94 1500.51 1503.28
2006 1535.00 1499.09 1491.06 1503.67 1507.73 1518.19 1508.99 1508.07 1513.88
2007 1528.10 1501.76 1529.85 1509.50 1512.55 152456 1516.63 1514.00 1521.74
2008 1554.30 1504.44 15225 151490 1516.04 1528.61 1522.83 1518.66 1527.09
2009 1445.30 1507.12 153524 1519.90 1518.37 1530.79 1527.57 1522.33  1530.29
2010 1492.20 1509.81 1478.16 1524.53 1519.71 1531.49 1530.90 1525.18 1531.67
2011 1555.90 151250 1512.28 1528.81 1520.23 1531.02 1532.82 1527.36 1531.51
2012 1569.10 151520 1544.16 1532.77 1520.09 1529.65 1533.39 1528.97 1530.05
2013 1527.70 1517.90 154599 1536.44 1519.47 1527.60 1532.65 1530.09 1527.48
2014 1530.80 1520.61 1521.96 1539.84 151854 1525.03 1530.63 1530.80 1523.96
2015 1489.50 1523.32 152494 154299 1517.48 1522.09 1527.39 1531.14 1519.62
2016 1501.50 1526.04 1503.95 154590 151648 1518.88 1522.98 1531.16 1514.57
2017 1488.40 1528.76 1514.62 1548.60 1515.71 151550 1517.42 1530.89 1508.89
2018 1550.80 1531.48 1510.06 1551.09 1515.36 1512.00 1510.78 1530.37 1502.67
MAPE 1.83 161 1.81 1.59 1.66 1.64 171 1.50
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Sekil 2.8. Rusya’nin CO, emisyon verileri i¢in gercek degerler ve farkli modellerle
elde edilen veriler.

- NGMO CFNGM
FAGM FANGM
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MAPE
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0.50 <

0,25

0,00 -

Sekil 2.9. Rusya’nin €O, emisyon verileri igin sekiz farkli modelin tahmin hata
oranlart.
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Cizelge 2.4. Rusya’nin €O, emisyonu i¢cin OCCFGM(1, 1) modeli ile yapilan

tahminler.
Yillar Tahmin degerleri
2019 1495.9629
2020 1488.8365
2021 1481.3359
2022 1473.5040
2023 1465.3785
2024 1456.9923
2025 1448.3752
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Sekil 2.10. Rusya’nin €0, emisyon verileri igin OCCFGM(1, 1) modeli ile elde edilen
sonuclar ve tahminler.

Elde edilen sonuglara gére Rusya’nin €O, emisyon verileri son yillarda dalgali bir
sekilde azalip ¢ogalmasina ragmen, bu dalgalanma tahmin degerlerinin civarinda

olacak ve dalga boylar1 giderek azalacaktir.

2.5.3 Calisma 3: Tiirkiye’nin icme suyu tiiketimi

Diinya genelinde iklim degisikligi ve kullanilan teknolojilerin verdigi tahribatlar
neticesinde temiz igme suyuna ulasimin zorlastig1 ve birgok iilkede bu konuda biiyiik

yatirimlarin ya da onlemlerin alindigi bilinmektedir. Yakin zamanlarda, 2024 yilina
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kadar Cin’in 31 bolgesindeki kisi basina su tiikketiminin tahmini i¢cin FAGM(1, 1)
modelinin kesirli basamaktan birikimli gri tahmin modeli uyguland: [39]. Bu alt
boliimde ise Tiirkiye nin oniimiizdeki yillardaki igme suyu ihtiyaci 6nerdigimiz kesir
basamaktan OCCFGM(1, 1) modeli ile 6ngoriildii. Boylece bu kisim, Tiirkiye igin veri
toplama, parametre tahmini, sonug analizi ve gelecekteki igme suyu talebini igeren
sistematik bir tahmin ydntemi sunmaktadir. Tiirkiye Istatistik Kurumu (TUIK) kesin,
dogru ve resmi verileri rapor eder. Veriler, Tirkiye’de 2008 ve 2018 yillar1 arasinda
(1000 m3 /y1l) kaynaklardan gekilen toplam igme suyu miktarini igermektedir. Cekilen

icme suyu aslinda tiiketilen miktar1 temsil eder.

Modeldeki en ideal a ve r degerleri Kaba Kuvvet algoritmas: kullanilarak 0.6547
MAPE ile @ = 0.58 ve r = 0.96 olarak elde edildi. Bunun anlami « = 0.58 ve
r = 0.96 i¢in OCCFGM(1, 1) modeli ortalama yiizde 0.6547 kadar bir hata orani ile
tahmin olusturmaktadir ki bu oran olduk¢a makul bir hata oranidir. Basit bir bilgisayar
kodu yazilarak kisa bir zamanda (yaklasik 10 saniye de) a — r bolgesinin iginde ki
tiim noktalar icin MAPE degerleri hesaplandi. Bolgedeki noktalarin MAPE degerleri
Sekil 2.11 de gosterildi.

Sekil 2.11. a — r bolgesi ve tiim (a, ) noktalar1 igin MAPE degerleri.
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Ek olarak bu kisimda Ma vd. [35] tarafindan gelistirilen CFGM(1, 1) modeli i¢in

optimum a degeri Kaba Kuvvet algoritmasi kullanilarak @ = 1 olarak elde edildi.

Buradaki amag CFGM(1, 1) modelinin sonuglarinin da bu kisimda yapilan ¢aligmaya
katilmasidir. Boylece, CFGM(1, 1) modeli bu ham veriler i¢in standart GM(1, 1)

modeline doniisiir. Sonug olarak, bu iki modelin tahmin degerleri aynidir. Ayrica,

OCCFGM(1, 1) modeli alt1 etkili modelle (EXGM, ARIMA, GM, ONGM, TDPGM

ve CFGM igeren) kiyaslanarak en diisik MAPE degerine sahip oldugu Cizelge 2.5 de

gosterildi.

Cizelge 2.5. Tiirkiye’nin icme suyu tiiketimi i¢in EXGM, ARIMA, GM, ONGM,
TDPGM, CFGM ve OCCFGM modelleri ile elde edilen sayisal sonuglar.

YIL

HAM VERI

EXGM

ARIMA

GM(1,1)

ONGM(1,1)

TDPGM

CFGM

OCCFGM

2008
2010
2012
2014
2016
2018

MAPE

4546574.00
4784734.00
4936342.00
5237407.00
5838561.27
6193157.54

4546574.00
4778345.14
4942384.36
5289990.29
5721038.75
6234712.30

0.66

4546574.00
4823049.39
5018419.60
5179886.59
5745807.76
6232945.90

0.97

4546574.00
4670431.88
5007438.87
5368763.47
5756160.36
6171510.88

1.35

4546574.00
4235894.33
5181165.10
5574286.36
5737778.48
5805771.93

5.14

4546574.00
5220119.92
5254997.91
5593705.01
6025127.79
6393223.44

4.80

4546574.00
4670431.88
5007438.87
5368763.47
5756160.36
6171510.88

1.35

4546574.00
4768929.14
4936652.24
5307095.84
5765923.61
6256134.72

0.65

Tiirkiye’nin igme suyu tiiketiminin ham verileri ve yukaridaki modellerin tahmini

degerlerinin simiilasyonu Sekil 2.12 de verildi.
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Sekil 2.12. Tiirkiye’nin igme suyu tiiketimi i¢in gercek degerler ve farkli modellerle
elde edilen egriler.
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Kiyaslanan  modeller ve yeni modelin MAPE  degerleri  sirasiyla
%0.66, %0.97, %1.35, %5.14, %4.80, %1.35, %0.65 olarak elde edildi (bkz.
Sekil 2.13).

ONGM
5 TDPGM
4
L
7
z
=
2
GM CFGM
ARIMA
1 EXGM . OCCFGM
[/

Sekil 2.13. Tiirkiye’nin igme suyu tiiketimi i¢in yedi farkli modelin tahmin hata
oranlari.

Acikea goriilir ki OCCFGM(1, 1) modeli diger modellere kiyasla en diisik MAPE
oranina sahiptir ve bu ise yeni modelin oldukca giivenilir bir tahmin giicline sahip

oldugu anlamina gelmektedir.

Gelecek yillara ait igme suyu tiiketiminin bilimsel simiilasyonu ve dogru tahmin
edilmesi, suyun arz-talep dengesini saglamak i¢in 6nemlidir. Tiirkiye’nin igme suyu
tiketimi OCCFGM(1, 1) modeli kullanilarak 2020-2028 yillar1 aras1 tahmin edildi ve
veriler Cizelge 2.6 da gosterildi.

Cizelge 2.6. Tiirkiye’nin igme suyu tiikketimi tahminleri.

Yillar Tahmin degerleri
2021 125.4042
2022 146.1105
2023 169.6550
2024 196.4082
2025 226.7862
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Tahmin sonuglari, Tiirkiye’nin yillik icme suyu bir baska deyisle temiz su tiiketiminin
artis egiliminde oldugunu gostermektedir. Elde edilen bu veriler, tiiketimdeki
bliylimenin ne derece olacagin1 dngdrerek politika olusturma ve proje planlamasi igin

bir kilavuz olarak kullanilabilecektir (Sekil 2.14).

bin m? yil —e— Ham Veri
e —e— OCCFGM
. 9x10° H
S ! ]
> | ,5 ./
3 C 3
-é: 8x10 % ./
3 ' | o
; L] .
o) 5| 5 ]
2 7x10 . A ot e
LE)‘ 1 / P oe®
5 oo’ /'. sl
:—% ) /'
= 5 i ,
5x10° ./ {——= Modelde kullanlan son veri
- :
—
4x10° T : . . . ; ; ’ . : r
2008 2012 2016 2020 2024 2028
YIL

Sekil 2.14. Tiirkiye’nin i¢gme suyu tiiketimi icin OCCFGM(1, 1) tahminleri.

Tiirkiye’nin igme suyu tiikketimi icin OCCFGM(1, 1) modelinin, diger modellerle
kiyaslandiginda en diisik MAPE orani ile tatmin edici bir dogruluga sahip ve
kullaniminin oldukga pratik oldugu gézlendi. Buna ragmen diger modellerin de kabul

edilebilir 6l¢iide tahminler olusturdugu sdylenebilir.
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3. YENI BiR KESIR MERTEBEDEN USTEL GRi MODEL

Bu boliimde, Ma vd. [35] tarafindan olusturulan CFGM(1, 1) modeli temel alinarak
yeni bir model gelistirildi. CFGM(1, 1) modeli iistel veriler i¢in iyi sonuglar vermesine
ragmen ani yiikselis ya da diisiis gosteren noktasal veriler de tahmin hata orani yiiksek
cikabilmektedir. Bunu 6nlemek i¢in beyazlatma denklemi iistel bir fonksiyonla
zenginlestirilerek model optimize edildi. Bu iistel fonksiyonun 6niindeki parametre
mevcut verilere gore belirlendigi i¢in ani degisimlere gereken tepkiyi verecek sekilde
kendini hazirlar. Boylece CFGM(1, 1) modelinin zayif kaldigi bu kritik durum
iyilestirilmeye ¢alisildi. Onerdigimiz bu yeni modele iistel uyumlu kesirli gri model,

kisaca ECFGM(1, 1), ad1 verildi.

3.1. Onerilen Modelin Formiilasyonu

Orijinal veri seti
XO = (x@(1),x@2),..,xOm))

verilsin. @ basamaktan uyumlu kesirli birikimli toplamlar dizisi (CFA)
X@ = (x(“)(l),x(“)(Z), ...,x(“)(n))

olup dizinin elemanlar1 asagidaki sekilde hesaplanir:

©
X l
x@ (k) = vex @ (k) = Z [k . ( ), a € R* (3.1)
[a] 1_  Tk=itlal) _ (k=i+[a]-1)!
burada [k—i] = Fo-trnrdad — Ge-nia—ny A" (381

Tamm 3.1. ECFGM(1, 1) in birinci basamaktan beyazlatma diferensiyel denklemi

dx@(t)

Fra ax@(t)=b+ce™* 3.2)

seklinde tammlanir. Burada a gelisim katsayis1, b hareket katsayis1 ve ce ™t iistel gri

etki miktaridir.
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Bu tanimdaki, cet

monoton terimi problemin ¢oziimiine de etkileyecegi i¢in
¢oziimde farkli formlarda iistel fonksiyonlar yer alacaktir. Bu fonksiyonlar ise hizl
artis ya da azalis 6zelliklerine sahip oldugu i¢in ham verilerdeki ani degisimlere cevap

verebilecektir. Bu ise tahmin hatasinin biiyiimesini onleyecektir.

a = 1 durumunda, ECFGM(1, 1) modeli EXGM(1, 1) modeline doniisiir [9]. Ek
olarak, onerilen model ¢ = 0 i¢in CFGM(1, 1) modeline doniisiir [26].

3.2. Parametrelerin Belirlenmesi

Teorem 3.1. Belirlenen optimal @ parametresi igcin ECFGM(1, 1) modelinin a, b ve ¢

sistem parametrelerini asagidaki denklemi saglar:
[a,b,c]T = (BTB)"'BTY, (3.3)
burada B ve Y matrisleri

—05(x@(2) +x@(1)) 1 (e—1e?
—0.5(x@B3)+x@(2)) 1 (e—1e3 |
: : S
O.S(x(“)(n) +x@m - 1)) 1 (e— 1)e‘”J
[ x@(2) - x(“)(l) ]
x@(3) — x@(2)

I

4

B
- (3.4)

. Lc(“)(n) - ;c(“)(n - 1)J

dir.

Ispat ECFGM(1, 1) modelinin fark denklemi, (3.2) beyazlatma diferansiyel

denkleminin her iki tarafinin [k — 1, k] araliginda integrali alinarak agagidaki gibi elde

edilir;
kd (0_’) k k
t
j xT()dt +a J 2 @@dt = | b+ ceb)dt. (3.5)
k—1 k—1 k—1

Newton-Leibniz formiiliine gore, (3.5) denkleminin birinci integrali
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o dt = xOk) —x@ (k- 1)

k-1

seklinde ifade edilir. Aciktir ki fk"_l x @ (t)dt integrasyon terimi, [k — 1, k] araliginda

t —ekseni ve x(®) (t) egrisi arasinda alam belirtir. Daha sonra bir ¢ok yeni ¢alismada
oldugu gibi genellestirilmis yamuk formiilii kullanilarak [18, 21, 22, 26, 28, 32, 35,
36], (3.5) denkleminin ikinci integrali

k
a f x@(t)dt = %(x(“) (k) + x@D(k — 1))
k—1

seklinde elde edilir ve (3.5) denklemin de sag taraftaki integral

k
j-(b +ce dt = b+ c(et™* —e7F)

k-1

dir. Aynn ayn elde edilen integrallerin sonuglari, (3.5) denklemin de yerlerine

konulursa k = 2,3, ...,n i¢in
(x@ (k) — x @Dk — 1)) + % (D) +x @k — 1)) =b+c(e*—e)  (3.6)

elde edilir.

(3.6) lineer denklem sistemi asagidaki sekilde yazilabilir:

x®@2) = x@(1) = -05a(x@@) +x@D) +b+ce —e?)
x®@) = x@(2) = -05a(x@@)+x@ @) +b+c(e?—e)
(3.7)
x®Pm) —x@Wm-1)= _o5q (x(“)(n) +x@(n - 1)) +b+clet™—e™)

ve (3.7) sistemi matris gosterimi olarak

Y=Bp
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seklinde yazilabilir ve n, modeli olusturmak i¢in kullanilan 6rnek sayis1 olmak iizere,

burada
[ x (@ (2) — x(“)(l) ]
Y = x(“)(3) — x@ (2)
x@(n) — J'C(a) (n— 1)|
—0.5(x@(2) + x@ (1)) 1 el—e?
5= [ —O.S(x(“)(S') +x@2) 1 e?-¢7® l'
[—O-S(x(“) (n) + 2@ (n-1) 1 etm— e—"J
a
p= bl
c
dir.

En kiigiik kareler metodu kullanilarak ECFGM(1, 1) modelinin parametre degerleri

belirlenir. p parametre dizisinin tahmin degeri i¢in (3.7) denkleminin sag tarafin da
~05a (x@ (k) + x@(k = 1)) + b+ c(e*™* —e)  terimi  denklemin ol

tarafindaki x (¥ (k) — x(® (k — 1) terimin yanina geger ve € = Y — Bp hata dizisi elde

edilir. Burada,

£ =[gp 63, 0, 8]

ve k = 2,3,...,nigin g, (3.7) sisteminin her bir denklemi igin hatayi temsil eder.

S(p), hatalarin karelerinin toplam1 olup

S(p) = i&?

k=2
=eTe
= (Y = Bp)"(Y — Bp)

=" =p"B")(Y - Bp)

=YTY —p"BTY —Y"Bp + p"B"Bp
=YTY — 2p"BTY + p" BT Bp.
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seklinde hesaplanir. Burada amag S(p) degerini minimum yapmaktir.
S(p) degerini minimum yapan p = [a, b, c]” parametre vektorii

a5(p)
dp

= —2BTY + 2B"Bp =0,
denklemini saglamalidir. Buradan

BTY = BTBp,
olup

p =lab,c]tT =(BTB)"1BTY

elde edilir. Sonug olarak, en kii¢iik kareler metodu kullanilarak ispat tamamlandi.

3.3. Coziim Fonksiyonu ve Tahminlerin Olusturulmasi

Teorem 3.2. ECFGM(1, 1) modelinin ¢6ziim fonksiyonunun kesikli bigimi
k=23, ..,nicin

£@ (k) = (x<0>(1) b« e-1> e?(1-k) 4 b + ek (3.8)
a a—1 a a-—1
seklindedir.
Ispat (3.2) beyazlatma diferensiyel denkleminin ¢oziimii
b c
x @) =—+ et +de ™ (3.9)
a a-—1

seklinde elde edilir ve burada d integral sabitidir. x(®(1) = x(®(1) baslangi¢ kosulu

kullanilarak, d integral sabiti

b
d= (x(o)(l) 2= e‘l) e?
a a-—1

olarak elde edilir.
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Boylece modelin ¢6ziim fonksiyonu

b c b c
2@ (t) = (x(o)(l) ——— e‘1> e?d™D 4 — 4 et
a a-—1 a a-1
seklinde elde edilir. Bu ¢oziimiin kesikli hali
2@ (k) = (x(o)(l) b ¢ e‘l) e1-k) ¢ b ek
a a-1 a a-—1

olarak yazilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 3.3. 2% (k) degerlerinden, ham veri dizisinin tahmin degerleri olan %@ (k)

degerlerine gecis k = 2,3,...,nve a € (n,n + 1] i¢in
2O (k) = A%2D (k) = kla-ean+ig@ (k) (3.10)
olarak verilir.

ispat (3.1) denkleminden 2@ (k) = V*£© (k) oldugu kolayca goriilebilir. A® ters

operatorii her iki tarafa uygulanirsa,
2O (k) = A%2 (k)
elde edilir. Tanim 1.3 den a € (n,n + 1] igin,
2O (k) = AT2@ () = flal-apntiz@ ()
elde edilir. Ispat tamamlanur.
Ozel olarak a € (0,1] igin
2O (k) = k% (2@ (k) — 2@k — 1))

olarak yazilabilecegi agiktir.
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3.4. Tahmin Modelinin Performans Analizi

Bu kisimda hata analizi yapilirken iki farkli degerlendirme yapildi. Ham veri setindeki
bilinen en az bir veri modelin tahmin hatasini 6lgmek i¢in ayrildi. Kalan verilerle
model calistirildi ve model de kullanilan bu veriler ile modelin iirettigi veriler
kiyaslandi. Boylece veri uydurma hatasi olan MAPEg; hesaplandi. Daha sonra ayrilan
veri ya da veriler ile modelin {irettigi veriler arasindaki tahmin hatasi olan MAPE .
hesaplandi. Boylece olusturulan modelin veri uydurma ve tahmin olusturma
etkinlikleri ayr1 ayr1 6l¢iildii. Daha sonra bunlarin ortalama mutlak ytizde hatast MAPE
degeri hesaplandi.

Bunlar asagidaki gibi tanimlanir:

5(0) ©
B R = xP (k)
RPE(k) = | 100%
1 14
MAPE,;, = —Z RPE(K)
p k=1
1 n
MAPEpe = — z RPE (k)
p k=p+1
1 n
MAPE = HZ RPE(K)
k=1

burada p, MAPEj;; degerini hesaplamak i¢in ham veri setinden alinan 6rneklem sayisi,
x©(k) ham veri setinin elemanlar;, £(® (k) tahmini olusturulan veri setinin

elemanlarini temsil eder.

3.5. ECFGM(1, 1) Modelinin Uygulamalar:

Bu kisimda modelin ¢alisma mekanizmasina ve etkinligini gostermek i¢in iki drnek
tizerinde uygulamasi yapildi. Bu orneklerde ileriki verilerin tahminlerinin
yapilmasinin yerine daha ¢ok modelin ¢aligma mekanizmasini ve hesaplama isleyisini
aktarmak amaglandi. Reel ornekler olmadigi i¢in ileriki verilerin tahminlerine gerek

duyulmadi.
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Ornek 3.1. Ham veriler

X© (k) = (13.21,18.82, 26.45,36.04, 42.34,51.00,59.12)

olarak verilsin. Bu dizinin sonraki elemanlarmin tahmini ECFGM(1, 1) modeli ile

olusturulacaktir.

Ik olarak verilen ham veri seti i¢in Kaba Kuvvet algoritmas1 kullanilarak optimal «
degeri belirlendi. Bunun i¢in (0,1] araligi 0.01 adim genisligiyle tarandi ve her nokta
icin model ¢aligtirilarak her biri i¢in MAPE degerleri hesaplandi. Bu veri seti igin
optimal basamak @ = 0.14 olarak tespit edildi ve bu durumda MAPE degeri 0.9843
olarak hesaplandi. Bunun anlami, modelden elde edilen ¢6ziim fonksiyonu mevcut
verileri yiizde birin altinda bir hata ile elde etti. MAPE degerindeki bu diisiik deger
modelin verilen veri seti i¢in nokta uydurma bagarisinin ¢ok iyi oldugunu gostererek,
dizinin sonraki elemanlarinin tahmini i¢cin de giiven verdi. a degerinin optimal
degerden uzaklastiginda MAPE ortalama hata degerlerinin de biytidiigii Sekil 3.1°den

goriilebilir.
2.0 5
1.8 +
1.6 1

1.4 4

MAPE

1.2 4

1.0 <

I ' I N | ' I 4 1 ! I ! (I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

ALPHA
Sekil 3.1. (0, 1] araliginda her bir noktadaki MAPE degerleri.

Modeldeki « basamaginin degeri belirlendikten sonra « basamaktan birikimli

toplamlar dizisi (3.1) denklemi kullanilarak,

X019 (k) = (13.2100,23.5789, 33.8615,44.8014, 55.4095 ,66.3329, 77.4234)
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olarak elde edildi. Bu durumda, en kiiciik kareler yontemi ile modelin parametrelerinin

belirlenmesine gegilebilir. Bu yontemde kullanilacak matrisler (3.4) denkleminden

[—18.3945 1 0.2325] 110.3689]
—287202 1 0.0855 110.2826 |
B=|—39.3314 1 00315 Y=|10.9399|
~50.1054 1 0.0116!’ 10.6081
[—60.8712 1 0.0043J 10.9235
—718781 1 0.0016 111.0905]

olarak yazilir. En kiiciik kareler algoritmasi olarak,
[a,b,c]” = (BTB)™'BTY
matris iglemleri yapilirsa,

a=-0.0136199261
b =10.0950218700
¢ = —0.0670244100

elde edilir. Bu parametre degerleri, ¢6ziim fonksiyonu olan (3.8) denkleminde

yerlerine yazilirsa,

1) (k) = 754.3807e00136(1-K) _ 7411951 + 0.06612¢ ¥ (3.11)

elde edilir. (3.11) denklemi, ham veri dizinin mevcut elemanlarin1 ve sonrakileri
tahmin etmek i¢in kullanilacak ¢6ziim fonksiyonudur. k = 1,2,...,7 igin (3.11)

denkleminden,
)?(0'14)(k) = (13.2100, 23.5396,34.0206, 44.6491,55.4247,66.3485,77.4223)

elde edildi. Simdi baslangigta verilen ham verileri, ECFGM(1, 1) modeli ile tahmin
edecek olursak (bir baska deyisle nokta uydurma), denklem (3.10) dan

XO (k) = (13.2100, 18.7485, 26.9607, 35.0141, 43.0085, 51.0018, 59.0312)

elde edilir. Bunlar modelin uydurdugu veriler olup verilen verilerle kiyaslamasi
Sekil 3.2 de gosterildi.
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Sekil 3.2. Gergek degerler ve ECFGM(1, 1) modelinin tahmin degerleri.

Verilen ham verilerin devami da k = 8,9, ..., n i¢in hesaplanabilir ancak burada bir

hata ya da karsilastirma yapilamayacagi i¢in burada gerek duyulmadi.

Ornek 3.2. Ilk 6rnekten farkl1 olarak burada monoton bir dizi yerine dalgali degerler
igeren bir ham veri dizisi alindi. Bylece modelin monoton artan ya da azalan olmayan
(yani artistan azalmaya ya da tam tersine gecebilen) ham veriler i¢in ne derece etkin

oldugunun da gosterilmesi hedeflendi.
Ham veri dizisi,
X© (k) = (120.21,131.83,143.45,150.02, 134.34,121.04, 110.15)

olarak verilsin. Ilk &rnekteki mekanizma kullanilarak, optimal basamak a = 0.89
olarak elde edildi ve bu basamak i¢in MAPE ortalama hata orani 1.1836 olarak
hesaplandi. Belirlenen aralikta « degerleri ve bunlara karsilik gelen MAPE
biiyiikliikleri Sekil 3.3 de gosterildi.
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Sekil 3.3. ECFGM(1, 1) modelinin a € (0, 1] icin MAPE degerleri ve optimal a.

a = 0.89 i¢in birikimli toplamlar dizisi,

X089 (k) = (120.2100,242.3621,369.4831,498.2851,610.8281, 710.2157,799.1407)

ve
(~181.2861 1 0.2325]  [1221521
|—305.9223 1 0.0855 |127.121o
5 |-4338841 1 0.0315|  _|127.1210
~5545566 1 0.0116| ~ 1112.5430|
—6605219 1 0.0043 l99.3876J
_754.6782 1 0.0016 88.9250

olmak iizere en kiiciik kareler yontemi uygulanir. Yontemin hesaplamalari,
[a,b,c]” = (BTB)"'BTY
seklinde yapilarak, parametreler agsagidaki gibi elde edildi:

a =0.1266697621,
b = 184.88810740,
¢ =—174.9875634.

Boylece 0.89 basamaktan birikimli toplam tahminleri,

2089 (k) = —1413.1086¢%12667(1-k) | 1459.6073 + 200.3681e ¥ (3.12)
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denklemi ile elde edilir. k = 1,2, ...,7 i¢in,
X089 (k) = (120.2100,241.7407,372.7221,496.9157,609.5692,710.0100, 798.9388)

olarak hesaplanir. Daha sonra (3.10) denkleminden ham veri dizisinin terimleri
ECFGM(Z, 1) modeli ile

X© (k) = (120.2100,131.1594, 147.8062, 144.6525,134.4718,122.3227,110.1547)

olarak elde edildi. Bu tahmini degerler ile ger¢cek ham veriler Sekil 3.4 de gosterildi.

160 = *— Raw data

—e— ECFGM
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Sekil 3.4. Gergek degerler ve ECFGM(1, 1) modelinin tahmin degerleri.

Sekil 3.4 den agikca goriilebilir ki, ECFGM(1,1) modeli yine gercek verilere oldukga

yakin tahminler olusturabildi.

Buraya kadarki 6rnekler hem modelin isleyisini ve gerekli hesaplamalar1 gostermeyi
hem de gelistirilen modelin farkli yapidaki veri setleri i¢in ne derecede uyumlu
sonuglar verecegini tespit etmeyi amagladi. Bir sonraki kisimda ise ECFGM(1, 1)

modelinin reel bir veri seti i¢in uygulamasi ve hata analizi yapilacaktir.

3.6. ECFGM(1, 1) Modelinin Ger¢ek Veri Seti Uzerine Uygulamasi

Yenilenebilir temiz enerji kaynaklarindan biri riizgardir. Genel olarak, diger birgok
enerji kaynagi ile karsilastirildiginda, riizgar kullanilarak enerji tiretiminin ¢evreye
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etkisi daha azdir. Riizgar enerjisi liretiminde havay1 veya suyu kirletebilecek emisyon
salinimi yoktur ayrica sogutma i¢in suya ihtiya¢ duyulmaz. EK olarak, riizgar tiirbinleri
fosil yakitlardan elde edilen enerjiye ihtiyaci azaltarak hava kirliligine neden olan
karbondioksit emisyonunu azaltir. Tarih 6ncesinden giiniimiize kadar insanoglu riizgar
enerjisinin yelkencilik, yel degirmenleri ve rlizgar tiirbinleri i¢in kullanmistir. Elektrik

jeneratorleri, riizgar enerjisini elektrik enerjisine doniistiirtir [35].

Genis kara kiitlesine ve kiy1 seridine sahip en biiyiik tilkelerden biri olan Cin zengin
rizgar kaynaklarina sahiptir. Diinyanin en kalabalik iilkesi olan Cin, enerji
tiiketiminde de onde gelen iilkelerin basindadir. Bu kisimda Cin’in riizgar enerjisi
titkketimi i¢in resmi veriler kullanilarak sonraki yillardaki tahminler olusturuldu. Resmi
veriler giivenilir kaynaklardan [40,41,URL-1] alinarak 6nerilen model i¢in kullanildi.
ECFGM(1, 1) modeli literatiirdeki etkili alt1 farkli model ile karsilastirildi. Bunlar
GM(1, 1), EXGM(1, 1), FAGM(1, 1), FAGMO(1, 1, k), PFAGM(1, 1) ve
CFGM(1, 1) gri modelleridir. Bu modellerin ¢6ziim fonksiyonlar1 Cizelge 3.1 de

verildi.
Cizelge 3.1. Gri modeller ve ¢oziim fonksiyonlari.
Gri Modeller Coziim Fonksiyonlar:
GM(1, 1) xD (k) = 56.12166°22483(-1) _ 49 87166
EXGM(1, 1) xD (k) = 67.785677020588(1-5) _ 7097226
FAGM(L, 1) x(0-36872) () = 37,55924¢017072(k=1) _ 31 35924

FAGMO(L, 1, k) | x(113366) (k) = 283.1282¢%13851 (k1) — 30,4471k — 246.4811

PFAGM(, 1) x©17879) (k) = 19.69290e°17874k — 14.47094 008124k~ _ 2 87604

CFGM(1, 1) x 007 (k) = 81.63469¢%06355(k-1) _ 75 38469

ECFGM(1, 1) x©3319)(J) = 66.64788e%10331(k~1) } 3.98468e~* — 61.86377

Bu gri modellerin tahmin dogrulugu ortalama mutlak yiizde hatas1 (MAPE) ile 6l¢iildii.
[k olarak, ham veri seti iki parcaya béliindii. Bunlardan ilki, ¢ziim fonksiyonunun
insas1 icin diger kismi ise modeli test etmek icin kullamildi. Ilk veri grubu olarak
2009-2017 yillart arasindaki tiiketimler alindi. Bu verilerle yukarida adi gegen yedi
model calistirldi. Ikinci veri grubu ise 2018-2020 yillari arasindaki tiiketim
verilerinden olustu. Bunlar ise yukaridaki modellerin tahmin kesinligini 6l¢gmek igin
kullanildi. ECFGM(1, 1) modeli i¢in optimum « degeri ilk veri grubu igin [0, 2]
araliginin 0.0001 adim genisligi ile Kaba Kuvvet algoritmasi kullanilarak ¢ = 0.3319
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olarak bulundu. Onerilen modelin [0, 2] araligindaki MAPE degerleri Sekil 3.5 de

gosterildi.

164

3.4 4

3.3

MAPE
"

a1 4

3.0 4

MAPE

144
134

T T
oa 0.2

T
a4
ALPHA

(a)

o T

T T T
(L] o.e 10 1.0 12

T
14
ALPHA

(b)

T
18 148

Sekil 3.5. ECFGM(1, 1) modelinin reel veri seti icin MAPE degerleri. (a) a € (0, 1],

(b) a€ (1,2].

Belirlenen a degeri i¢in modelin parametreleri a = —0.10331,b = 6.39111 ve

¢ = —4.39633 olarak belirlendi. Modellerin tahmin sonuglar1 ve tahmin hata oranlari

Cizelge 3.2 de gosterildi.

Cizelge 3.2. Cin’in riizgar enerjisi tiikketimi (milyon ton petrol es degeri) yedi model
ile tahmini ve modellerin performanslari.

HAM

YIL VERi CGM(L1) EXGM(11) FAGM(L1) FAGMO(L1k) PFAGM CFGM ECFGM
2009 6.25 6.2500 6.2500 6.2500 6.2500 6.2500 6.2500  6.2500
2010 1010 141489 95314 10.9059 10.7861 10.8294 10.2050  10.0534
2011 1591  17.7160  16.8448  15.9000 15.9521 159001 15.8554 16.0464
2012 2172 221824 225845 214733 21.7572 215803 22.0785 222010
2013 3195 27.7749 284425  27.8495 28.3244 28.0628 28.9531 28.8472
2014 35.32 34.7772 35.2004 35.2395 35.7864 35.5571 36.5538 36.2435
2015 4203 435450 433416  43.8718 44.2900 44.3005 44.9565 445937
2016 53.64 545231 532845  54.0032 53.9997 545677 542405 54.0796
2017 66.75  68.2690 654787 659310 65.1024 66.6817 64.4903  64.8821
MAPEg; 8.4111 3.6099 3.1595 3.1901 3.1104  3.0416  2.8418
2018 82.82 85.4804 80.4526 80.0030 77.8110 81.0239 75.7962 77.1931
2019 9331 107.0310 98.8466  96.6289 92.3686 98.0478 882555 91.2232
2020 107.30 134.0148 121.4447  116.2921 109.0538  118.2925 101.9728 107.2063
MAPE, 142714 7.3248 5.1128 2.8971 58303 6.2875  3.0392
MAPE 9.8762  4.5386 3.6478 3.1169 3.7904  3.8531  2.8912

Cizelge 3.2 ye gore asagidaki sonuglar ¢ikartildi:
e Yedi farkli gri modelin MAPEg degerleri  sirasiyla  %8.4111,

%3.6099, %3.1595, %3.1901, %3.1104, %3.0416 ve
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hesaplandi. Veri uydurma periyodunda ECFGM(1, 1) modeli en iyi
performansi gosterdi.

Caligilan yedi farkli gri modelin MAPE,.. degerleri sirasiyla %14.2714,
%7.3248, %5.1128,%2.8971, %5.8303, %6.2875 ve %3.0392 olarak
hesaplandi. Burada FAGMO(1, 1, k) modelinin en iyi tahmin performansina
sahip oldugu ECFGM(1, 1) modelinin de ikinci sirada en iyi performansa sahip
oldugu goriildii.

Cizelge 3.2 den agikga goriiliir ki yedi modelin toplam MAPE degerleri
sirasiyla  %9.8762, %4.5386, %3.6478, %3.1169, %3.7904, %3.3581 ve
%?2.8912 dir. Boylece tiim periyot boyunca ECFGM(1, 1) modeli en iyi
performansa sahiptir (bkz. Sekil 3.6).

_ GM(1,1)

MAPE

PFAGM CFGM

Sekil 3. 6. Yedi modelin MAPE degerleri.

Cin’in riizgar enerjisi tiiketimi ECFGM(1, 1) modeli ile gilivenli bir sekilde

tahmin edilir. Buna gore tahmin degerleri Cizelge 3.3 de verildi.

Cizelge 3.3. Cin’in 2025 yilina kadarki riizgar enerjisi tiikketim tahminleri.

Yillar | Riizgar enerji tiiketiminin tahmin
degerleri

2021 125.4042

2022 146.1105

2023 169.6550

2024 196.4082

2025 226.7862
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Sekil 3.7 de gercek degerler kirmiz1 renkte ¢izgi ile tahmini degerler de siyah ¢izgi ile
gosterildi. Agikga goriiliir ki gercek ve tahmini degerler birbirine oldukg¢a yakindir.
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YIL

Sekil 3.7. Cin’in riizgar enerjisi tliketimi i¢in gercek, veri uydurma ve tahmin
degerleri.

Riizgar enerjisi global enerji doniisiimleri arasinda ¢evre kirliligine en az olumsuz etki

birakan enerji kaynaklarindan biridir. Enerji iiretimi, tiikketim ile dogru orantili oldugu

icin ne kadar enerji tiiketimi olacaginin tahmin edilmesi onemlidir. Bu bdliimde

onerilen uyumlu kesir mertebeden gri model kullanilarak Cin’in enerji tiiketiminin

ilerleyen yillarda hizli bir ytikselis gosterilecegi ve 2025 yilina kadar yaklasik olarak

200 milyon ton petrol esdegerine ulasacagi ongoriildii.

Onerilen ECFGM(1, 1) modeli sadece yukarida verilen uygulama igin olmayip baska

zaman serilerinin tahminleri i¢in kullanilabilir ve giivenilir bir modeldir.
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4. BASAMAGIN BASKIN ROL OYNADIGI YENI BiR KESIRLi GRi MODEL

Onceki béliimlerde ve hatta literatiirde bulunan gri modellerde genellikle basamak ya
birikimli toplamin ya da tiirevin bir basamagi olarak yer alir. Bu boliimde yeni bir
bakis acist gelistirilerek, kesirli basamagin modelin bir ¢6ziim parametresi olarak yer
almasi saglandi. Yani a parametresi, yonetici denklem olan beyazlatma diferansiyel
denkleminin sag tarafina uygun bir sekilde yerlestirilerek diger parametrelerin ve
¢Ozlim fonksiyonunun belirlenmesinde baskin bir rol oynamasi saglandi. Bu durumda
a parametresinin her degisiminde sistemdeki biitiin bilinmeyenler daha c¢ok
etkilenecek ve boylece belirlenen en uygun a degeri dogru tahminler olusturabilmek
icin daha anahtar bir rol iistlenecektir. & parametresi denklemde {iistel bir fonksiyon ile
biitiinlesik sekilde yerlestirildi. Bunun nedeni, dnceki boliimlerde goriildiigii gibi
beyazlatma denklemindeki {iistel fonksiyonun, tahminleri gelistirmekte daha basarili
bir tercih olmasindan dolay1 bu durumu daha da gii¢clendirmektir. Gelistirilen bu kesir
mertebeden gri modele FEXGM(1, 1) adi verildi.

4.1. Gelistirilen Modelin Formiilasyonu

Orijinal veri seti
XO = (x@(1),x@2),.., xO ™))
verilsin. a basamaktan kesirli birikimli toplamlar dizisi (CFA)
X@ = (x(“)(l),x(“)(Z), ...,x(“)(n))

olup dizinin elemanlar1 asagidaki sekilde hesaplanir:

k 0)r:
2@l = vix (k) = Z [k[ci]i] );[a]fiz)’ @ €R? @

=1

[a] 1_  Cl-itla)  _ (e=itlal-D! .
burada [k - i] = i DIdaD — D el dir [38].
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Tanmm 4.1. Birinci basamaktan

dx@ (1)

TR ax@(t) = b + c(a — [a])e@ =Dt (4.2)

beyazlatma diferansiyel denklemi FEXGM(1, 1) modelinin yonetici denklemi olarak
tanimlanir. Burada a gelisim katsayisi, b hareket katsayisi ve c(a — [a])e @ [¢Dt jistel

gri etki miktaridir.

¢ = 0 durumunda, FEXGM(1, 1) modeli CFGM(1, 1) modeline doniisiir [26]. Ek

olarak, onerilen model a € N i¢in standart GM(1, 1) modeline doniisiir [10].

Teorem 4.1. Belirlenen optimal a parametresi icin FEXGM(1, 1) modelinin a, b ve ¢

sistem parametrelerini asagidaki denklem saglar:
[a,b,c]” = (BTB)"'BTY, (4.3)

burada B ve Y matrisleri

[ —05(x@Q2)+x@1)) 1  e2alah _gla-fad
B = I —O.S(x(“)(S.) + x(“)(Z)) 1 e3la—lal) _ g2(a-[al) I
l—O.S(x(“) (n) + x@(n — 1)) 1 en(a—lal) _ e(n D(a-[ )J )
[ (@ (2) — x@ (1) ] |
Y = x@(3) — x@(2)
[x(“) ) —x@mn-1
dir.

Ispat FEXGM(1, 1) modelinin fark denklemi, (4.2) beyazlatma diferansiyel

denkleminin her iki tarafinin [k — 1, k] araliginda integrali alinarak agagidaki gibi elde

edilir:
dx@ k k
t
j XT()dt +a J x@ () dt = f (b + c(a — [ae@TeDt) gt (4.5)
k—1 k-1 k—1

Newton-Leibniz formiiliine gore, (4.5) denkleminin birinci integrali
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k

dx @ (¢
f T()dt =x@ k) —x@(k - 1)
k-1

seklindedir. Agiktir ki fkk_lx(“)(t) dt integrasyon terimi, [k —1,k] araliginda

t — ekseni ve x(®)(t) egrisi arasinda kalan alan1 belirtir. Daha sonra (4.5) denkleminin

ikinci integrali genellestirilmis yamuk formiilii kullanilarak

k
a f *@ () dt = %(x(“) (k) + x@ (k — 1))
k-1

seklinde elde edilir ve (4.5) denkleminde sag taraftaki integral

k
f(b +c(a - [a])e(“‘[“])t)dt =b+ C(e(a—[aDk — e(a—[al)(k—l))

k-1

dir. Ayni ayn elde edilen integrallerin sonuglari, (4.5) denklemin de yerlerine

konulursa k = 2,3, ...,n i¢in
(x@ (k) —xD(k - 1)) + %(x(“)(k) +x@(k — 1)) = b + c(e@ oDk — glazlaDk-1))  (4.6)
elde edilir.

(4.6) lineer denklem sistemi,

x@@2)-x“1) =_05q (x(“)(Z) + x(”)(l)) + b + c(e@lah — glalal)
x@@3)-x9(2) =_05q (x(“)(3) + x(”)(Z)) + b + c(e¥@lah) — g2(a-laD) (47)
x@(Mn) —x@(mn—-1)=-05a (x(“)(n) +x@ - 1)) + b + c(en@aD — g(r-Dia-laD)
seklinde yazilabilir. (4.7) sistemi matris gosterimi olarak
Y =Bp (4.8)

seklinde yazilabilir. Burada
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[ —05(x@Q)+x@(1)) 1 e2@lah _gl-lah 4
5 :i —05(x@3) +x@(2)) 1 el [aD_eZ(a [a) i
l—O.S(x(“) (n) + x@Dn-1)) 1 enla—lal) _ e(n 1D(a-la]) |

x (@ (2) - x(“)(l) ]

v = x@(3) = x@(2) |

@ (n) — J:c(“) (n— 1)J
a
f
c

olup, n ise modelde kullanilan ham veri sayisidir.

(4.8) denkleminden, parametreleri belirlemek i¢in en kii¢iik kareler metodu kullanildi.
Bunun igin (4.7) sisteminde esitlikler ayni tarafa toplanarak € = Y — Bp hata dizisi

elde edilir. Burada,
& 2T, =5, MENIE
ve k = 2,3, ...,n igin &, (4.8) sisteminin her bir denklemi i¢in hatay1 temsil eder.

S(p), hatalarin karelerinin toplam1 olup

S(p) = Zn:&?

k=2
=& €
= (Y - Bp)"(Y — Bp)
=" - p"B")(Y - Bp)
=YTY — p"BTY —Y"Bp + p"BTBp
=YTY — 2p"BTY + p" BT Bp.

seklinde hesaplanir. Burada amag S(p) degerini minimum yapmaktir.
S(p) degerini minimum yapan p = [a, b, c]T parametre vektorii

aS(p)

= —2B"Y + 2B"Bp = 0,
dp p
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denklemini saglamalidir. Buradan
BTY = BTBp,
olup
p =lab,c]tT = (BTB)1BTY
elde edilir. Sonug olarak, en kiigiik kareler metodu kullanilarak ispat tamamlandi.

4.2. Coziim Fonksiyonu ve Tahminlerin Olusturulmasi

Teorem 4.2. FEXGM(1, 1) modelinin ¢6ziim fonksiyonunun kesikli formu

k=23, ..,nicin

b c(a—a]) _ b c(a—Ila]) _
2 (@) —— g —~= 7 L(a-[a]) (0) " 7V La-[a] | ,a(1-k)
x (k)_a+a—[a]+ae k+<x0(1) a a—[a]+ae )e o

olarak tanimlanir.

Ispat (4.2) birinci basamaktan lineer beyazlatma diferansiyel denkleminin ¢oziimii

c(a—[al)

(a—[at Ke—at 4.9
a—lal + ae T Re (49)

b
f(a)(t) = E +

sekilde elde edilir. Burada K integral sabitidir. x(® (1) = x©@(1) baslangi¢ kosulu

uygulanarak, K integral sabiti

K = (x(o)(l) _b_ Mea—[od) e

a a-—Jlal+a
olarak elde edilir. Boylece modelin ¢6ziim fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

2@ (p) = S 4 clazlad) ,(a-fabt 4 (x<°)(1) _ Z _ Mea—[al) ea(1-t).

a—[al+a a—[al+a

Coziim fonksiyonunun kesikli formu ¢t yerine k yazilarak,

b cla—Tal) , _ b cla—=Ta]) _ _
g (a) ——_ 4~ 7V L(a-lal) (0) ___ " 7V La-fa]l ) ,a
x (k)_a+a—[a]+ae k+<x0(1) a a—[a]+ae )e oo
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seklinde ifade edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.3. Coziim fonksiyonundan ham veri dizisinin tahmin degerlerine gecis

k =2,3,..,ni¢in
2O(k) = A2 D (k) = kldd-epart1z@ (), a € (mn+1]
olarak hesaplanr.

ispat (4.1) denkleminden (¥ (k) = V*2© (k) oldugu agik¢a goriilir. A% ters

operatOrii her iki tarafa uygulanirsa,
2@ (k) = A%2 @ (k)
elde edilir. Tanim 1.3 den @ € (n,n + 1] igin,
2O (k) = AT2@ () = flal-apntizg@ (g
elde edilir. Ispat tamamlanir.

Ozel olarak a € (0,1] i¢in
2O (k) = k' (2@ (k) — 2@ (k - 1))
olarak yazilabilecegi asikardir.

4.3. FEXGM(1, 1) Modelinin Tahmin Performansinin Degerlendirilmesi

FEXGM(1, 1) modelinin tahmin kesinligini 6l¢cmek i¢in relatif yiizde hata (RPE) ve
ortalama mutlak ytlizde hata (MAPE) kullanildi. Bu kisimda hata analizi yapilirken iki
farkli degerlendirme yapildi. Ham veri setindeki bilinen en az bir veri modelin tahmin
hatasin1 6lgmek igin ayrildi. Kalan verilerle model ¢alistirildi ve model de kullanilan
bu veriler ile modelin irettigi veriler kiyaslandi. Boylece veri uydurma hatasi olan
MAPE; hesaplandi. Daha sonra ayrilan veri ya da veriler ile modelin {irettigi veriler
arasindaki tahmin hatasi olan MAPE,,; hesaplandi. Boylece olusturulan modelin veri
uydurma ve tahmin olusturma etkinlikleri ayr1 ayr1 6l¢iildii. Daha sonra bunlarin

ortalama mutlak yiizde hatas1t MAPE degeri hesaplandi.
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Bunlar asagidaki gibi tanimlanir:

2O (k) —x k)

X X

RPE(k) = X 1009

(k) MOI) %
1 p

1
MAPEpre: m Z RPE(k)

1
MAPE = —— RPE (k)
n—1

MAPE,,, = (@ = MAPE;, + (n — p)MAPE,.)

n—1

burada p, MAPEg; degerini hesaplamak i¢in ham veri setinden alinan 6rneklem sayisi,
x©@(k) ham veri setinin elemanlar, £ (k) tahmini olusturulan veri setinin
elemanlarim1 temsil eder. Toplam MAPE (MAPE,,;) ise modelin tiim siiregteki
performansim1 Slger. Verilen datalara gore en uygun a basamagi Kaba Kuvvet

algoritmasi ile hesaplanir.

Teorem 4.3 e gore a € (0,1] araligr igin 2@ (k) degerleri asagidaki gibi birinci

mertebeden kesirli fark ile hesaplanir.
2O (k) = k' (2@ (k) = 2@ (k - 1)),

burada k = 2,3,...,n dir. Bu ifade 2@ (k) degerleri uyumlu basamaktan kesirli
birikimli toplamlar dizisinin iki elemanma baglhdir. Eger a € (1,2] ise £© (k)
degerlerini belirlemek i¢in asagidaki gibi ikinci mertebeden kesirli fark islemi

hesaplanir:
2O (k) = k22022 @ (k) = k2= (2@ (k) = 22 @ (k — 1) + 2@ (k - 2)),

burada k = 3,4, ..., n dir. Ciinkii k = 2 oldugunda £(¥)(2) degerini belirleyebilmemiz

icin £(®(0),2®(1) ve 2@ (2) degerlerinin biliniyor olmasi gerekir. Fakat

54



Teorem 4.2 ye gore kesirli birikimli toplam dizisinde £® (0) degeri bulunmadigindan

dolay1 ikinci mertebeden fark k = 3,4, ..., n i¢in hesaplanir.

Literatiirde bulunan ¢aligmalardan goriiliir ki CFGM(1, 1) modeli i¢in optimal a degeri
%99 oraninda (0, 1) araliginda tespit edilir. FGM(1, 1) modelinde ise optimal a degeri
%72 oraninda (0, 1) araliginda tespit edilir. Calisilan ham verilere gére FEXGM(1, 1)
modelinde a degeri %91 oraninda (0, 1) araliginda, %9 oraninda da 1 e esit oldugu
gozlendi. Ayrica FEXGM(1, 1) modeli @ =1 igin standart GM(1, 1) modeline

doniistir.

4.4, FEXGM(1, 1) Modelinin Uygulamalar:

Bu kisimda olusturulan modelin etkinligini ve yapilmasi gereken hesaplamalar

gostermek i¢in iki 6rnek verildi.
Ornek 4.1. Ham veriler olarak
X© (k) = (44.21,51.57,57.86,61.80, 67.80,70.31, 75.87)

verilsin. Monoton artan bu dizinin sonraki elemanlarinin tahmini FEXGM(1, 1)

modeli ile olusturulacaktir.

[k olarak verilen ham veri seti i¢in Kaba Kuvvet algoritmas1 kullanilarak optimal «
degeri belirlendi. Bunun i¢in (0,1] aralig1 0.01 adim genisligiyle tarandi ve her nokta
i¢in model ¢aligtirilarak her biri i¢in MAPE degerleri hesaplandi ve elde edilen bulgular
Cizelge 4.1 ile Sekil 4.1 de gosterildi.
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Cizelge 4.1. a € (0,1] icin FEXGM(1, 1) modelinin MAPE degerleri.

a | MAPE a | MAPE a | MAPE a | MAPE a | MAPE

0.01{0.9058| |0.21|0.7646| | 0.41|0.6952| ] 0.61|0.6812] | 0.81|0.7305
0.02(0.8966| | 0.22|0.7600| | 0.42|0.6931| | 0.62|0.6821] | 0.82|0.7346
0.03(0.8876| | 0.23|0.7555| | 0.43|0.6911| | 0.63|0.6832] |0.83|0.7388
0.04{0.8787] 10.2410.75111 | 0.44]0.6893] ] 0.64 | 0.6845] |1 0.84 | 0.7431
0.05{0.8700| 10.25]0.74681 | 0.45]|0.6876] ] 0.65|0.6859| | 0.85|0.7476
0.06{0.8615] 10.26 | 0.7427] | 0.46| 0.6861] ] 0.66 | 0.6874| | 0.86 | 0.7522
0.07{0.8531] |10.27|0.7386 | 0.47|0.6847] ]0.67|0.6892| | 0.87 | 0.7568
0.08(0.8448] | 0.28 | 0.7347] | 0.48|0.6835] ] 0.68 | 0.6911] | 0.88 | 0.7615
0.09(0.8368| |0.29|0.7309| | 0.49|0.6824] ]0.69|0.6932] | 0.89 | 0.7663
0.10(0.8289] |0.30|0.7272] | 0.50 | 0.6814] ] 0.70 | 0.6954] 1 0.90| 0.7711
0.11{0.8211] 10.31|0.72371 | 0.51|0.6806] ]0.71|0.6978] |1 0.91|0.7758
0.12{0.8135] 1 0.32|0.72021 ] 0.52|0.6800] ] 0.72|0.7004 ] 1 0.92 | 0.7806
0.13{0.8061) 10.33]0.7169] ] 0.53|0.6795] ]0.73|0.7031| | 0.93 | 0.7853
0.14{0.8000| 10.34]0.7138] | 0.54|0.6792] ]0.74|0.7060| |1 0.94 | 0.7898
0.15(0.7946] | 0.35|0.7107| | 0.55|0.6790| ] 0.75|0.7090] ] 0.95| 0.7947
0.16|0.78941 ] 0.36 | 0.7078 | 1 0.56 | 0.6789] |0.76|0.7122] | 0.96 | 0.7995
0.17(0.7842] | 0.37|0.7050| | 0.57 | 0.6791] | 0.77|0.7156 | ] 0.97 | 0.8041
0.18(0.7792] | 0.38 | 0.7024| | 0.58 | 0.6794 ] | 0.78 | 0.7191] 1 0.98 | 0.8040
0.19{0.7742] 10.39|0.69981 | 0.59|0.6798] ]0.79|0.7228 | 10.99 | 0.7996
0.20]0.7694] 10.40|0.6975] | 0.60| 0.6804] ] 0.80|0.7265] | 1.00

0.90 -

0.85 1

MAPE

0.75 1

0.70 1

T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
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Sekil 4.1. a € (0,1] icin FEXGM(1, 1) modelinin MAPE degerleri.

Bu veri seti i¢in optimal basamak @ = 0.56 olarak tespit edildi ve bu durumda MAPE
degeri 0.6789 olarak hesaplandi. Bunun anlami, modelden elde edilen ¢6ziim
fonksiyonu mevcut verileri yiizde birin altinda bir hata ile elde etti. MAPE degerindeki
bu diisiik deger modelin verilen veri seti i¢in nokta uydurma basarisinin ¢ok iyi

oldugunu gostererek, dizinin sonraki elemanlariin tahmini i¢in de giiven verdi. a
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degerinin optimal degerden uzaklastifinda MAPE ortalama hata degerlerinin de

biliylidiigli goriildii.
Uyumlu basamaktan birikimli toplamlar dizisi (4.1) denklemi ile
X(©56) (k) = (44.2100,82.2752,117.7748,151.6814, 184.6214,216.9987, 249.0737)

seklinde hesaplandi. B ve Y matrisleri

[—632170 1 —0.2292 (38.0140
|—100.0648 1 —0.1476] 135.6816|
g —|—1346957 1 —0.0950| _[33.5801]
|—168.1833 1 —0.0612] 133.3951 |
—2008617 1 —0.0394] 1319617 |
2329564 1 —0.0254] 1322275/

seklinde olusturuldu. En kiigiik kareler metodu ile a, b ve c parametreleri

[a,b,c]T = (BTB)"1BTY

esitligi ile

a= -0.0053
b = 29.9630
c = —33.8532

elde edildi. Bu parametreler ¢6ziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa,
£@ (k) = —5577.28509 — 33.44487¢ 044k 4 5643,034798¢~0-00537(1-k)

elde edildi. Bu ifade kullanilarak k = 1,2,...,7 icin 0.56 basamaktan birikimli

toplamlar dizisi

X(©056) (k) = (44.2100,82.2752,117.7748,151.6814, 184.6214, 216.9987, 249.0737)

seklinde elde edildi. Buradan

2O(k) = (44.2100,51.6394, 57.5648,62.4007, 66.8759,71.2241,75.5110 )
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olarak hesaplandu. Orijinal ham veriler olan X© (k) ile modelin olusturdugu X @ (k)

tahmini degerler Sekil 4.2 de gosterildi.

75 | — Raw Data
—— FEXGM
70 4
65
60 4
35
50 4
45

T T T T
1 2 3 4 5 6 7
Time

Sekil 4.2. Monoton artan dizi 6rnegi i¢in gergek ve tahmin degerleri.

Ornek 4.2. Tlk 6rnekten farkli olarak burada monoton bir dizi yerine dalgali degerler
iceren bir ham veri dizisi alindi. Boylece modelin monoton artan ya da azalan olmayan
(yani artistan azalmaya ya da tam tersine gecebilen) ham veriler i¢in ne derece etkin

oldugunun da gosterilmesi hedeflendi.
Ham veri dizisi,
X©(k) = (123.3,132.0,146.5,161.6,157.5,152.3,140.9,138.6,129.5)

olarak verilsin. Ilk &rnekteki mekanizma kullanilarak, optimal basamak a = 0.929
olarak elde edildi ve bu basamak i¢in MAPE ortalama hata oram1 1.4298 olarak
hesaplandi. a € (0,1) araliginda 0.01 adimla bunlara karsilik gelen MAPE
biiyiikliikleri Sekil 4.3 de gosterildi.
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Sekil 4.3. a € (0, 1] icin FEXGM(1, 1) modelinin MAPE degerleri.

a = 0.929 igin kesirli birikimli toplamlar dizisi hesaplanarak
x©929) () = (123.3,248.9610,384.4681,530.9201,671.4127,805.5196,928.2379,1047.8138,1158.6084)

elde edildi. B ve Y matrisleri ise

r—186.1305 1 —0.0638 125.66107
—316.7146 1 —0.0594 135.5070
—457.6941 1 -0.0553 146.4519

g —| —601.1664 1 —0.0515} , _ {140.4926
—738.4662 1 —0.0480(’ 134.1069
—866.8787 1 —0.0447 122.7182
—988.0258 1 -0.0416 119.5759

L-1103.2111 1 —-0.0388- £110.7945-

seklinde olusturuldu. Onceki kisimlarda oldugu gibi kiigiik kareler ydntemi

uygulanarak modelin parametreleri belirlendi.
Parametreler,
[a,b,c]” = (BTB)"'BTY

denklemi ile elde edilir. Gerekli islemler yapilarak,
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a = 0.6264
b =1673.7260
c = 22447.0950 .

olarak hesaplandi. Bu parametreler ¢6ziim fonksiyonunda yerine yazilarak,
£(0929) (k) = 2671.93483 — 2869.49173e 0071k 4 124.18737¢0-62641(1-K)
denklemi ile elde edildi. k = 1,2, ...,7 igin,
)?(0'929)(k) = (123.3000, 248.6818,388.4175,530.8415,670.0600,803.2409,929.1669)

olarak hesaplandi. Daha sonra Teorem 4.2 den ham veri dizisinin terimleri
FEXGM(1, 1) modeli ile

X© (k) = (123.3000,131.7067,151.0716,157.1554, 156.0715, 151.2484, 144.5830,137.1169, 129.4171)

olarak elde edildi. Bu tahmini degerler ile ger¢cek ham veriler Sekil 4.4 de gosterildi.

—— Raw Data

169 —— FEXGM

155 +

150 +

145 +

140 ~

135

130 +

125 1

T T T T
1 2 3 4 5 [+] 7 ] 9
Time

Sekil 4.4. a € (0,1] icin FEXGM(1, 1) modelinin MAPE degerleri.
4.5. FEXGM(1, 1) Modelinin Gercek Veri Seti Uzerine Uygulamasi

Bu kisimda, gelistirilen modelin etkinligini gdstermek i¢in iki reel uygulamalar verildi.

Artan niifus ve gelisen teknolojinin sebep oldugu olumsuz doga olaylarindan biriside
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sera gazlarinin emisyonundaki artigtir. Dogaya salinan sera gazlar1 atmosferi kalin bir
oOrtli gibi sararak giinesten gelen 1sinlarin yeryiiziinden yansiyarak uzaya geri
donmesini engeller, bir bagka deyisle bu 1sinlar1 hapseder. Bu ise kiiresel 1sinmaya
bagli olarak basta iklim degisikligi ve kuraklik gibi bir¢ok olumsuzluga neden olur.
Ulkelerin sera gazi emisyon degerlerini takip etmeleri ve kontrol altinda tutmak igin
gerekli adimlar1 atmalar1 olduk¢a Onemlidir. Sera gazlarinin biiyiikk bir oranini
karbondioksit (CO,) gazi olusturur. Ozellikle fosil yakitlarin yakilmasi, tarimda
kullanilan giibreleme ve atiklarin geri doniisiimii nedeniyle atmosfere yayilan CO,
gaz1 orani dinamik bir veri seti olusturur. Bu kisimda 6nerdigimiz modelin gergek veri
seti lizerine uygulamasi tiim diinya i¢in 6nem arz eden CO, emisyonu verilerinin
tahminine ayrildi. Bunun i¢in niifus ve teknolojide ¢ok ileride olan Cin ile aksine
niifusunun fazla olmasina ragmen endiistride daha geri planda kalan Brezilya se¢ildi.
Bu iki iilkedeki karbondioksit emisyon degerlerini tahmin etmek icin FEXGM(1, 1)

modeli uygulandi.

4.5.1 FEXGM(, 1) modeline bagh olarak Cin’in karbondioksit emisyonunun
tahmini

Cin’in 2010-2020 yillarindaki karbondioksit emisyon verileri Onerilen modelin
etkinligini ve uygulanabilirligini test etmek i¢in kullanildi [URL-2]. Ham veri dizisi,
¢ozlim fonksiyonunu inga etme ve ¢oziim fonksiyonunu test etme seklinde iki gruba
ayrildi. Birinci grup olarak 2010 dan 2018 yilina kadar olan veriler alind1 ve bu veriler
literatiirdeki giincel bes farkli gri model ile FEXGM(1, 1) modelinin veri uydurma
kapasitelerini 6lgmek igin kullanildi. Ikinci grup ise 2019 ve 2020 yillarindaki
karbondioksit emisyon degerleri olarak alindi ve bu modellerin tahmin performansini
test etmek i¢in saklanildi. FEXGM(1, 1) modelinin optimum a degeri birinci grup igin
(0,1) araliginda 0.001 adim genisligi ile Kaba Kuvvet algoritmasi kullanilarak
a = 0.787 olarak belirlendi. Bu optimum a i¢in MAPEg, en diisik degeri aldi.
Belirlenen aralik igin her bir a ya karsilik gelen MAPEg;, degerleri Sekil 4.5 de
gosterildi. Agikga goriildii ki « optimum degerinden uzaklastikca MAPEg; degerinin

arttig1 goriilmektedir.

61



1.6 4

14

1.2 -

MAPE
-
o

0.8

0.6 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
ALPHA

Sekil 4.5. a € (0,1) aralifinda Cin’in €O, emisyonu i¢in FEXGM(1, 1) modelinin
MAPE degerleri.

Yukarida belirlenen optimal basamak i¢in modelin parametreleri

a=-0.011683
b = 4709.75726
¢ = —17838.65350

olarak hesaplandi. Elde edilen bu parametreler ¢6ziim fonksiyonunda yerlerine

yazilarak
£(0787) (k) = —403129.0987 — 16911.08449¢ 0213k  424941,6954¢0011683(1-FK)

elde edildi. Bu 0.787 basamaktan birikimli toplamlar dizisinin iirete¢ fonksiyonudur.
Teorem 4.3 kullanilarak £© (k) ham veri dizisinin tahminleri olusturuldu. Boylece
x©@ (k) ham veri dizisi i¢in modelin tahmin verileri olusturularak veri uydurma
etkinligi oOlciildi. FEXGM(1, 1) modelinin veri uydurma giici GM(1, 1),
EXGM(1, 1), CCFGM(1, 1), CFGM(1, 1) ve PFAGM(1, 1) modelleri ile kiyaslandi.
Bu modellerin tahmin sonuglar1 ve ortalama mutlak yiizde hatalar1 Cizelge 4.2 de
gosterildi. Daha sonra modellerin tahmin performanslarini 6l¢mek i¢in saklanan 2019
ve 2020 verileri kullanilarak modellerin tahmin hatalart MAPE.. hesaplandi. Son
olarak hem veri uydurma hem de tahmin olusturma siirecindeki toplam ortalama

mutlak hatalar hesaplanarak ¢izelge de gosterildi.
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Cizelge 4.2. Cin’in €O, emisyon verileri i¢in veri uydurma ve tahmin etme

performanslari.
YIL HAM VERI GM EXGM CCFGM CFGM PFAGM  FEXGM
2010 81458 81458000 81458000 81458000 81458000 81458000  8145.8000
2011 8827.2  8919.8407  8828.1580  8827.3607 88354504  8827.1132  8827.2104
2012 90042 90139206 90352045  9019.3513  9018.6533  9057.0302  9062.0097
2013 92474 91089928 91576055  9156.0118  9151.6008  9183.6040  9168.3089
2014 92932 92050678 92492369  9261.8086 92565896  9254.9775  9236.3974
2015 9279.7  9302.1561 93209210  9347.8165 93436919 92084737 93023121
2016 9279.0  9400.2684 94069531 94200165 94183383 93410912  9381.1463
2017 9466.4  9499.4155  9483.0200 94820148  9483.7986  9428.0767  9478.6691
2018 9652.7  9599.6083  9559.1130  9536.1577 95421972  9658.5883  9596.2346
MAPEg, 0.7561 0.6079 0.6401 0.6503 0.3784 0.5208
2019 98105 97008579 96356000 95840594 95049938  10269.7628  9733.0974
2020 9899.3  9803.1754 97126194  9626.8788 96432354  11842.6113 98875750
MAPE, . 1.0443 1.8342 2.5300 2.3916 12.1560 0.4537
MAPE 0.8137 0.8532 1.0181 0.9986 2.7339 0.5074

Cizelge 4.2 ye gore temel sonuclar asagidaki gibi ¢ikarildi:

+ Cizelge 4.2 de goriilmektedir ki alt1 gri modelin veri uydurma tahmin hata
oranlar1 (MAPEg;) sirastyla %0.7561, %0.6079, %0.6401, %0.6503, %0.3784
ve %00.5208 dir. Bu durumda PFAGM(1, 1) modeli veri uydurmada en kiigiik
hata oranina sahip olup FEXGM(1, 1) modeli ikinci sirada en kiiclik hata
oranina sahiptir.

+ Alt1 gri modelin MAPE,;. degerleri sirastyla %1.0443, %1.8342, %2.5300,
%2.3916, %12.1560 ve %00.4537 olarak hesaplandi. Buradan veri uydurma
slirecinde en iyi veri uydurma performanst FEXGM(1, 1) modeline aittir (bkz.
Cizelge 4.3)

Cizelge 4.3. Cin’in CO, emisyon tahminlerinin MAPE,, degerleri.

YIL GM EXGM CCFGM CFGM PFAGM FEXGM
2019 1.1175 1.7827 2.3081 2.1966 4.6813 0.7889
2020 0.9710 1.8857 2.7519 2.5866 19.6307 0.1184

+ Biitiin siirecler i¢in alt1 modelin toplam MAPE degerleri sirasiyla %0.8137,
%0.8532, %1.0181, %0.9986, %2.7339 ve %0.5074 elde edildi. Sonug olarak
en iyi tahmin iiretme performansina sahip model FEXGM(1, 1) oldugu goriildii
(bkz. Sekil 4.6).
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Sekil 4.6. Cin’in €O, emisyon verileri i¢in modellerin MAPE degerleri, (a) veri
uydurma, (b) tahmin, (c) toplam.

4+ Onerilen FEXGM(1, 1) modeli ile Cin’in karbondioksit emisyon degerleri
tahmin edildi ve gelecek birkag yilin tahmin degerleri Cizelge 4.4 de gosterildi.

Cizelge 4.4. Cin’in €O, emisyonlarinin tahmin edilmesi.

Yillar Tahmin Degerleri
2019 9733.0544
2020 9887.5248
2021 10057.5924
2022 10241.2161
2023 10436.4844
2024 10641.6887
2025 10855.3424

+ Cin’in karbondioksit emisyonlarmin alti model ile elde edilen degerleri
Sekil 4.7 de gosterildi. Ayrica, ham veri dizisi ile FEXGM(1, 1) modeli ile elde

edilen tahmin degerlerinin grafiksel olarak kiyas1 Sekil 4.8 de verildi.
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Sekil 4.7. Cin’in €O, emisyonlar1 i¢in alt1 gri model ile ger¢ek degerlerin

simiilasyonu.
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Sekil 4.8. Cin’in €O, emisyonlarinin gercek degerleri ve tahmin degerleri.
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45.2 FEXGM(1, 1) modeline bagh olarak Brezilya’min €O, emisyonunun
tahmini

Onerilen kesirli mertebeden gri modelin etkinligini ve uygulanabilirligini test etmek
icin Brezilya’nin €O, emisyon degerleri alind1 [URL-2]. FEXGM(1, 1) modeli, bes
farkli gri model (GM(1, 1), EXGM(1, 1), CCFGM(1, 1), CFGM(, 1) ve
PFAGM(1, 1)) ile karsilastirildi. Bu gri modellerin tahmin hata oranlarini
degerlendirmek i¢in ortalama mutlak yiizde hata (MAPE) kullanildu.

Ilk olarak, ham veri dizisi iki gruba ayrildi. Birinci grup veri olarak 2010-2018
yillarindaki CO, emisyon degerleri alinarak alti gri model icin ayr1 ayr1 ¢oziim
fonksiyonlar1 olusturuldu ve veri uydurma islemi tamamlandu. Ikinci grup veri olarak
2019 ve 2020 yillarindaki €O, emisyon degerleri gézoniine alinarak bu gri modellerin
tahmin dogrulugunu onaylamak i¢in kullanildi. « € (0,1) araliginda 0.001 artigla
taranarak optimum «a degeri arandi ve buna karsilik gelen MAPEg;; degeri hesaplandi.
O halde optimum a = 0.958 degerine karsilik gelen MAPEg;, degerleri Sekil 4.9 da
verildi. Sekil 4.9 da agikga goriiliir ki optimum a degerinden uzaklastikca MAPEg,

degerleri artmaktadir.

5.0

4.5

A.0 S

3.5

MAPE

3.0 5

2.5+ J
2.0 5

T ‘ T T T T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
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Sekil 4.9. a € (0,1) araliginda Brezilya’nin CO, emisyonu i¢in FEXGM(1, 1)
modelinin MAPE degerleri.

Yukarida belirlenen optimal basamak i¢in modelin parametreleri
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a = 0.51865
b = 6966.76022
¢ = 158304.85660

olarak hesaplandi. Elde edilen bu parametreler ¢6ziim fonksiyonunda yerlerine

yazilarak

£(0958) () = 13432.47696 — 13949.01437e 0042k 1 345.91139¢0-51865(1-K)

elde edildi. Daha sonra FEXGM(1, 1) modeli GM(1, 1), EXGM(1, 1), CCFGM(1, 1),
CFGM(1, 1) ve PFAGM(1, 1) modelleri ile karsilastirildi. Bu modellerin tahmin

sonuglari ve ortalama mutlak yiizde hatalar1 Cizelge 4.5 de gosterildi.

Cizelge 4.5. Brezilya’nin €O, emisyon verileri ig¢in veri uydurma ve tahmin etme
performanslari.
YIL HAM VERI GM EXGM CCFGM CFGM PFAGM  FEXGM
2010 403.1 403.1000 4031000  403.1000 403.1000 403.1000  403.1000
2011 4272 4611000 4186935  427.0956 423.2513 4183009  422.1934
2012 4457 4621241 4727672 4654177 462.7722 4656330  465.0973
2013 48538 463.1505  486.0446 4827810 480.9951 4857938 483.5180
2014 508.0 4641791 4844510  487.3016 486.2523 4895432  487.3056
2015 490.7 4652100 4775213 4834346 483.0136 4832497  482.4391
2016 454.1 466.2432 4687601  473.9250 474.0195 4713154 4725432
2017 460.6 467.2787 4594541  460.5897 461.0865 457.2633  459.8121
2018 4455 4683165 4500739 4446882 4454795 4444280 4455734
MAPE, 4.9186 2.4924 1.8969 2.0110 2.0580 1.9999
2019 444.9 469.3566 4407901  427.1211 428.1078 4365827  430.6289
2020 4175 4703990 4316627  408.5450 409.6394 4386691 4154624
MAPE, . 9.0837 2.1580 3.0705 2.8285 3.4699 1.8478
MAPE 5.7516 2.4255 2.1316 2.1745 2.3403 1.9695

Cizelge 4.5den elde edilen ¢ikarimlar asagida siralandi:

X/
L X4

X/
°

Alt1 gri modelin MAPEg;, degerleri sirasiyla %4.9186, %2.4924, %1.8969,
%2.0110, %2.0580 ve %1.9999 dir. Buradan goriilmektedir ki CCFGM(1, 1)
modeli en diisiik veri uydurma hata oranina sahiptir. Onerilen FEXGM(1, 1)
modelinin en diisiik veri uydurma hata orani ise ikinci sirada yer almaktadir.
Modellerin tahmin performanslarin1 6lgmek i¢in saklanan 2019 ve 2020

yillarmdaki verileri kullanarak modellerin tahmin hatalar1 (MAPE)

sirastyla %09.0837, %2.1580, %3.0705, %2.8285, %3.4699 ve %01.8478
olarak hesaplandi. Bdylece veri uydurma siiresi boyunca en iyi tahmin

performanst FEXGM(1, 1) modeline ait oldugu goriildi (bkz. Cizelge 4.6).
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Cizelge 4.6. Brezilya’min €O, emisyon tahminlerinin MAPE,,,. degerleri.

YIL GM EXGM CCFGM CFGM PFAGM FEXGM
2019 5.4971 0.9237 3.9961 3.7743 1.8694 3.2076
2020 12.6704 3.3922 2.1448 1.8827 5.0704 0.4880

% Biitin  siiregler i¢cin altt  modelin toplam MAPE  degerleri
sirastyla %5.7516, %2.4255, %2.1316, %2.1745, %2.3403 ve %1.9695 elde

edildi. Sonu¢ olarak en iyi tahmin liretme performansina sahip model

FEXGM(1, 1) oldugu goriildii (bkz. Sekil 4.10).

CFGM PFAGM FEXGM
PFAGM

CCFGM

MAPE (fitting)
MAPE (prediction)

FEXGM

(b)

CCFGM
PFAGM

FEXGM

Sekil 4.10. Brezilya’'nin €O, emisyon verileri i¢in modellerin MAPE degerleri,
(@) veri uydurma, (b) tahmin, (c) toplam.

MAPE (total)

R
L

(e)

% Onerilen FEXGM(1, 1) modeli ile Brezilya’nin karbondioksit emisyon
degerleri tahmin edildi ve gelecek birkac yilin tahmin degerleri Cizelge 4.7

de gosterildi.
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Cizelge 4.7. Brezilya’nin €O, emisyonlarinin tahmin edilmesi.

Yillar Tahmin Degerleri
2019 430.6204
2020 415.4530
2021 400.3544
2022 385.4974
2023 370.9834
2024 356.8700
2025 343.1881

% Brezilya’nin karbondioksit emisyonlarinin altt model ile elde edilen degerleri
Sekil 4.11 de gosterildi. Ayrica, ham veri dizisi ile FEXGM(1, 1) modeli ile
elde edilen tahmin degerlerinin grafiksel olarak karsilastirilmasi Sekil 4.12 de

verildi.
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Sekil 4.11. Brezilya’nin €0, emisyonlar: i¢in alt1 gri model ile ger¢ek degerlerin
simiilasyonu.
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Brezilya'nin CO, emisyon degerleri (milyon ton)

—e— Ham veri
—eo— FEXGM

520
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Sekil 4.12. Brezilya’nin CO, emisyonlarinin gercek degerleri ve tahmin degerleri.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda, zaman serileri ve dinamik modeller i¢in parametre tahminleri
yapmayl amaglayan ve uygulamali matematigin son yillardaki popiiler ¢alisma
alanlarindan biri olan gri modelleme konusu ele alindi. Gri sistem teorisinin dnemli
bir alt dal1 olan gri modellemenin temel yapisi, literatiir 6zeti ile baz1 onemli tanim ve

teoremler tezin ilk boliiminde verildi.

Matematiksel modellemede son donemlerde tercih edilen 6nemli bir kavram ise kesir
mertebeden tiirev ve integral tanimlaridir. Bunun iki temel nedeni olup bunlardan ilki
dogadaki problemlerin her zaman tamsay1 basamaktan modellerle tam olarak temsil
edilememesidir. Yani matematiksel modeldeki tiirev ya da integral ayni kategorideki
biitin olaylar1 tam olarak modelleyemeyebilir. Ornegin bir artma-azalma
problemindeki tiirev degisimi ifade eder ancak bu degisimin sekli tim artma-azalma
olaylarinda ayni sartlarda veya oOlgiide olmayabilir. Bir popiilasyonun niifusundaki
artma ile ekonomik anlamda bir artma olaylari tamamen farkli dinamiklere sahiptir.
Bu durumda her bir olay i¢in farkli basamaktan tiirevlere sahip modeller siiphesiz daha
dogru sonuglar verecektir. Bu basamak da her zaman tamsay1 olmak zorunda degildir.
Kesir mertebeden tiirev ve integral operatorlerinin matematiksel modellemede tercih
edilmesinin ikinci 6nemli nedeni ise tam sayr mertebeden tiirevin aksine kesir
mertebeden tiirev ve integralin hafiza 6zelligine sahip olmalaridir. Bu ise 6zellikle
zaman serilerinin tahminlerinin yapilmasi i¢in 6nemlidir. Hafiza 6zelligi, mevcut
zamandan bir adim Onceki zamanda gerceklesen bilgileri tutar ve ileriki zaman
dilimlerine aktarir. Ornegin, bir [0, ] araliginda tiirevlenebilen bir f(t) fonksiyonunu
g0z Oniine alalim. t; ve t, ise bu aralikta herhangi iki anlik zamani temsil etsinler, yani

0 < t; < t, < tolsun. Riemann-Liouville kesir mertebeden integral hesabina gore,

ty ts
1
F= 190~ 16 = s f (t, — )% f ()de — f (t — )1 f (e)de
tq 2
% f [(t; — % = (& — )% ]f(e)de — f (t, — &) f ()de
0 tq
elde edilir.

Eger a = 1 aliirsa yukaridaki integral,

F = 19F(t,) — 1F (t,) = f fe)de
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olur. Son esitlikten agikga goriiliir ki klasik integralde sonug [t, t,] araligina bagh
iken kesir basamaktan integralde sonu¢ hem [t;, t,] araligina hem de t; den 6nceki

zamana baglidir. Bu ise hafiza 6zelliginin basit bir gostergesidir.

Yukarida bahsedilen 6nemli iki gerek¢eden dolay1 bu tez caligmasinda olusturulan
orijinal modeller kesir mertebeden olarak tasarlandi. Son yillarin en sik kullanilan kesir
mertebeden tiirev tanimlarindan biri olan uyumlu tirev ve o6zellikleri kullanildi.
Uyumlu tiirev taniminin tercih edilmesindeki en 6nemli neden, tanim ve teoremlerin

digerlerine gore daha pratik ve kolay olmasidir.

Tez galismasinin ikinci boliimiinde siirekli ve uyumlu kesir mertebeden yeni bir gri
model olusturuldu ve modele kisaca OCCFGM(1, 1) adi verildi. Bu model
literatiirdeki CCFGM(1, 1) modelinin optimize edilmesiyle olusturuldu. Hem tiirevin
hem de birikimli toplamlar dizisinin mertebesi ayr1 ayri kesirli olarak tasarlanan
modelde, verilen ham veri seti i¢in en ideal mertebe degerleri Kaba Kuvvet algoritmasi
ile elde edildi. Modelin parametrelerini belirlemek i¢in ise en kii¢lik kareler yaklagimi
kullanildi. Olusturulan kesir mertebeden OCCFGM(1, 1) modeli ile ilerleyen yillar
icin Cin’in yerli enerji tliketimi, Rusya’nin karbondioksit emisyon verileri ve
Tiirkiye’nin igme suyu ihtiyact ayr1 ayr1 tahmin edildi. Elde edilen sonuglar EXGM,
GM, ARIMA, ONGM, TDPGM, CFGM, NGMO, FAGM, FANGM, CFNGM, ANN,
SVR ve CCFGM gibi farkli model ve paketlerle karsilastirilarak olusturulan
OCCFGM(1, 1) modelinin digerlerinden daha iyi sonuclar verdigi gosterildi. Elde
edilen sayisal sonuglar ve karsilastirmalar ¢izelgeler ve grafiklerle sunuldu.

Bu tez ¢alismasinda bir baska yeni gri model olarak, kesir mertebeden {listel gri model
yani ECFGM(1, 1) modeli tiglincii boliimde tanitildi. Alinan resmi verilere dayanarak,
Cin’in 6niimiizdeki yillar i¢in riizgar enerjisi tikketimi ECFGM(1, 1) modeli ile tahmin
edildi. Sonuglar GM(1, 1), EXGM(1, 1), FAGM(1, 1), FAGMO(1, 1, k),
PFAGM(1, 1) ve CFGM(1, 1) modelleri ile karsilastirildi ve ECFGM(1, 1) modelinin
digerlerinden daha iyi sonuglar verdigi goriildii. Elde edilen sayisal sonuglar ve

karsilagtirmalar ¢izelgeler ve grafiklerle gosterildi.

Tezin dordiincii boliimiinde ise orijinal bir bagka gri model ortaya kondu ve
FEXGM(1, 1) olarak adlandirildi. Bu kisimdaki modellemede farkl bir fikir olarak,
kesir basamak olan a nin sadece bir basamak olarak degil, ayn1 zamanda modelin bir
parametresi de olarak problem iizerinde baskin bir rol oynamasi saglandi. Olusturulan
modelle Brezilya ve Cin gibi ekonomik ve niifus acisindan farkli iki iilkedeki
karbondioksit gaz1 emisyon degerlerinin tahminleri olusturuldu. Boylece, a degerinin
hem mertebe hem de bir etki parametresi olarak diisiiniilerek olusturulan modelin gok

1yi bir performans gosterdigi gosterildi.
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Tez calismasinda gerek modeller i¢in agiklayic1 ve 6gretici 6rneklerde, gerekse reel
veri setleri tizerinde yapilan tahminlemelerde biitiin modeller i¢in optimal mertebenin
belirlenmesi i¢in Kaba Kuvvet algoritmasi kullanildi. Bu algoritmanin basit olmasina
ragmen; tek degiskenli problemler i¢in risksiz ve etkili oldugu vurgulandi. Her ne
kadar daha zeki optimizasyon yoOntemleri son zamanlarda daha popiiler olarak
kullaniliyor olsa dahi, iyi bir kodlama algoritmasi ile Kaba Kuvvet algoritmasindan da

1yi sonuglar elde edilecegi gosterildi.

Tez ¢alismasinin amaci gri modelleme mekanizmasinin anlagilmasi, yeni modellerin
gelistirilmesi  ve orijinal problemler {izerinde uygulamalarinin yapilmasiydi.
Calismalarin sonunda kesir mertebeden ii¢ yeni gri model olan OCCFGM(1, 1),
ECFGM(1, 1) ve FEXGM(1, 1) modelleri olusturuldu ve reel problemler iizerinde
uygulandi. Cok sayida model ile yapilan karsilastirmalarda, kurulan bu modellerin
tahmin gii¢lerinin oldukca iyi oldugu gosterildi. Bu ¢alismada olusturulan yeni ve kesir
basamaktan gri modeller, sadece verilen uygulamalar i¢in olusturulmayip biitiin veri

tipleri ve farkli uygulamalar i¢in kullanilabilirdir.

Bu calismada ele alinan reel problemler sadece modellerin performanslarini 6lgmek
icin ele alinmadi. Ayn1 zamanda elde edilen sonuglar, ilgili kurum ya da kuruluslara

birer gdsterge olmasi i¢in literatiire sunuldu.

Belirtmekte fayda vardir ki; bir gri modelin diger modellerin hepsinden daha iistiin
olmasi beklenemez ve teorik olarak da anlamli degildir. Yani herhangi bir gri model,
verilen bir veri seti i¢in bagka modellere nazaran daha iyi performans gosterebilir
ancak bir bagka veri seti i¢in bu kez en iyi performansi gosteremeyebilir. Burada esas
olan, modelin pratik ve farkl tipteki veri setleri i¢in diisiik hata orani ile tahmin

sonuclarini liretebilmesidir.

Ileriki caligmalar olarak, bu tezde verilen modelleme fikirlerinden esinlenerek yeni gri
modellerin gelistirilmesi onerilir. Ayrica bu tezde olusturulan kesirli basamaktan gri
modeller kullanilarak zaman serilerinin tahminleri olusturularak sonuglar
degerlendirilebilir. Son olarak, farkli 6zellikteki reel veri setleri icin OCCFGM(1, 1),
ECFGM(1, 1) ve FEXGM(1, 1) modelleri ¢alistirilarak, elde edilen hata oranlarina

gore bir karsilastirma yapilabilir.
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