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öZE T 

Çalışmamız üç bölüm halinde düzenlenmiştir. tlk iki 

bölüm temel kavramlara ayrılmıştır. Burada E. Study Dönü­

şümüne esas olmak üzere dual sayıların halkası ve ID-Modül 
üzerinde gerekli temel kavramlar ve temel bilgiler sıra -

lanmıştır. Hareket geometrisinde yer alan diferansiyel de­
ğişmezlerin de sıralandığı bu iki bölümde geçen teoremle -

rin ispatlarına kısmen yerverilmiş, kısmen de yer verilme­

den kaynaklar işaret edilerek yetinilmiştir. 
Çalışmanın orjinal kıs~ı üçüncübölümdedir. Jacobinin 

kapalı küresel eğrilere dair verdiği iki teorem ile bu te­

oremlerden çıkarılan sonuçların Çizgiler Uzayındaki karşı­

lıkları çalışmanın konusudur. Bu böli~de bu teoremlerle so­

nuçlarının E . Study dönüşUmf;.nden yararlanarak 3-boyutlu Ciz­
gller Uzayındaki karşılıkları elde edilmiştir. 

Aranan regle yüzeylerin hepsinin de birer koni yüzeyi 

oldukları gösterilmiş ve bqylece Jacobi Teoremleri Çizgiler 

uzayında ifade ve ispat edilmişlerdir. 



s U M MAR Y 

This dissertation consist of three chapters. The 

first two chapters deal with basic concepts.Here, ring 

of dual numbers, neces'sary basic concepts over JD-Module 

and basic knowledge based on Study-Mapping have been 

arranged. In these two chapters where differential inva­

riants, which take place in the motion geometry, 'have 

been arranged, some theorem~ have been proven and in 

some places only the sources have been given. 

The original part of my study is in the third 

chapter. The two theorems which Jacobi has given about 

the closed spherical curves and the correspondence of 

the results derived from these theoremş in the 3-di'men-' 

sional line -space constitute my sUbject.ln this chapter, 
i 

the consequencefof these theorems and their results in 

the line -space by means of E. Study-mapping have been 

obtained. 

It has been poin~ed out that allof th~ investi-

9ated ruled surfaces are cone surfaces and so Jacobi 

Theorems have been expressed and proved in the 3-line~ 

space. 



l. G t R t Ş 

Hareket geometrisi özellikle l-parametreli hareket grup­
ları altında de~işmezlerin teorisidir. Son yıllarda diferansi­

yel geometri ile kinemati~in ortak alanında E.5tudy dönüşümle­
rinden yararlanarak düzlemde ya da 3-boyutlu uzayda tanımlanan 
geometrik de~işmezlerin 3~boyutlu çizgiler uzayındaki karşılık- . 

ları çalışmalara konu olmaktadır. Holditch ve Steiner teorem -
lerinin 3-boyutlu çizgiler uzayındaki karşılıkları birer örnek 

olarak gösterilebilir. 
Jacobi teoremlerinin karşılıklarını da bunlara eklemek , 

için önce bu teoremleri küre geometrisi yönünden ele almak ge-

rekmektedir. Jacobi Teoremlerini çizgiler uzayına genelleşti -
rebilmek için bu çalışmayı ele alırken kapalı regle yüzeylerin 

açılım uzunlukları ile açılım açılarını dual küresel hareket -

lerde görmekle cesaret kazandık (7) [·l~ 
Bu iki de~işme~i 3-boyutlu çizgiler uzayının l-paramet­

reli kapalı hareketlerinde esas aldık. Yflzeyler teorisi 'y~nün­

den Jacobi teoremleri koni yüzeyleriyle ilgili görülmüştür.El­
de edilen yeni sonuçlar Jacobi Teoremlerinin çizgiler uzayın -. , . 

daki karşılıkları olarak teoremler halinde ifade ve ispat edil-
mişlerdir. 
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NOTASYONLAR 

JR Reel sayılar. 

]R3 Uç boyutlu reel vektör uzayı. 

]) Dual sayılar. 

e Toplama işlemi. 

ci Çarpma işlemi. 

E. Elemanıdır. 

D-Modül Dual sayılar halkası üzerindeki nodül. 

e =(0,1) D-ModUlde dual birim. 
i 

A= 
.. Bir dual sayının gösterilişi a,ltlR dir . a +E'a , 

.... a +e."r A: D-ModUlde 

< . i > tç çarpım. 

/\. Dış çarpım. 

i i Mutlak de~er. 

II ii Norm. 

K Birim dUaL küre. 

i 

bir dual vektörün 

~ = ?'+Cft'~Dual açı~ "6 fl*tım. 

• .' • _ ..... 3 . 
9österilışı,'a,a~ dır. 

A = [Aij] , Aij= aij+e~j Dua! matris. 

dfX ~ X vektörünUn diferen~iyel hızı. 

q;~?t~Bir hareketin ani dual pfaff vektörü. 

:L ~ir regle yüzeyin açılım uzunlu~u. 
). 

)5. 
S 
( , ) = 

3<. 
t: 

Bir regle yüzeyin açılım açısı. 
i 

Kapalı bir e~ri boyunca integral. 

Bir e~rinin jeodezik e~rili~i. 
~ Yay uzunluğuna göre türev. ds 
Bir e~rinin eğrili~i·. 
Bir eğrinin buruıması. 



BÖLUM.I 

DUAt SAYILAR VE DU~L S1ıYILM~ HALK1ı.SI 

I.l. DUAL SAYILAR 

:IR reel sayılar elimlesi toplama (+) ve çarpma (.). iş­
lemlerine göre bir cisimdir. Bu eisme Reel Sayılar eismi de­
nir ve kısaca:IR ile gösterilir. 

TANIM I.l.l. 

a,~E:IR olmak üzere A=(a,l) ikilisine sıralı ikili de­
nir. Bu şekilde tanımlanan:IR x.lR cümlesi LO ile göste _ 
rilsin. Böylece, 

LO: f (a,l ); a,d"ElR 1 
dir. LO üzerinde iki iç işlem ve bir eşitlik şu şekilde 
tanımlanır : 

TANIM i.L.2. (Toplama) 
., : lOx LO • LO 

işlemi 
it 

A:ı: (a,er) ve B. (b,b)E.D 
olmak üzere, 

A 8 B~(a,cr) • (b,b ). (a+b, ~+S ) 
şeklinde tanırnıanir ve LO deki toplama olarak adlandırılır. 

TANIM I.l.3.(Ç~tpma) 

8 : JDx lD---.. D 

iç işlemi 
* • A = (a, a ) ve B _ (b, b ) ... D 

olmak üzere, 

A ~ B. (a,a") 8 (b,~··):: (ab,ab+cl b) 

şeklinde tanımlanır ve D deki çarpma .olarak adlandırılır. 



TANIM I. i. 4. (Eşitlik) 

A:.(aıa~) ve B- (bı~ )E. ID 

için 

* * a=b ıa:: 15 

2 

ise A ile B eşittir denir ve A.B şeklinde gösterilir. 

TANIM I.I.S. 

m reel sayılar cümlesi olmak üzere, 
:ıD:]Rx JR 

ct\mlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri 

yukarıdaki gibi tanımlanmış ise ID cümlesine dual sa­

yılar sist,emi ve ~(a,<f )& ID elemanına da bir dual 

sayı denir. 

TEOREM I.I.I. 

(ID,.,@) UçlüsU birimli ve de~işimli bir halkadır [ i]. 
İSPAT : Bunu iki adımda yapabiliriz. 

(İ) (ID,e) ikilisi bir abel grubudur. 

H : (9:ID xID .ID 
ı . 

şeklinde tanımlandı<}ından, ID cümlesi. işlemine göre kapa-

lıdır. 

H2 :.işl~minin birleşme özeli~i vardır. Ger ..­

çekten\1' A ı B,C6. ID için, 

Tanım I.I.2.den; 

( A f) B ) • C- (a,l ) @ (bı~ )} • (cıc)/r ')=(a+b+c.ci*+~+c*) i 

Atl(B(9C)= (aıa-) ® (bı~ ) (1) (c,c· )J:;. (a+b+c ı ;!+~.cjı) 
olduklarından Tanım i.I.4 gere~ince, 

dir. 

(A$B) (9C • A(i) (B@C) 

H3 : il işlemine göre/ID de bir O (sıfır) etkisiz 

elemanı vardır. 

Gerçekten '" A~ ID için i 
AQ)O = O~A 

olacak şekilde bir "O" et~isiz elemanına, 
O:: (x ,x· ) 

denirse, 



oeA- A(90 

tçin Tanım I~l.2 ve Tanım i.l.4 den yararlanarak bir tek i 

x.O,,,""O ;' 0.(0, O)~ ID 

\~tkisiz elemanı elde edilir. 

L!4 : Toplama @ işle~ine göre "'rı A& ID için, 

A8X-XE9A- O 

ol'acak şekilde bir tek x=(x,~)CöID ters elemanı vardır. 
Gerçekten Tanım I.1.2 ve Tanım I.l.4'ün birleştirilmesi ile 

A-(a,cf )4i D için X= (-a,-a* ).a.D 

'JlduCju görülür •. 

O halde (Dıe) ikilisi bir gruptur. 

3 

HS ; 'tl A,·BIi. D ,için Tanım 1.1.2 ve Tanım 1.1.4 

ku'Ilanılarak, 

A.B- BeA 

oldu~u kolayca görülür. Böylece (ID ,@) ikilisi aynı zamanda 

bir abel grubudur. 

(ll): 8 : D x D ~D iç işleminin özelikleri: 

H6: .,: D x D -D 

işlemi Tanım i.l.3 de bir iç işlem olarak tanımlandıCjından ; 

~ işlemine q~reD cümlesi kapalıdır. 

H7: (A8B) ®C :: A8 (B@C) 

~ıdu~u Tanım i.l.3 ve Tanım i.L.4 den görUlebi~ir. 

Ha; (Af>B) <OC. Ai)Cf)B@C 

ve 

H9: ce (ASB) ii Cf>A8C@B 

ifadeleri Tanım I.I.2, Tanım 1.1.3 ve Tanım i.l.4 den ispat­

lanabilir. 
! 

O halde (ID ,'f) ,8) üçlüsü bir halkadır. 

Hıo : ""A,BED için Tanırtt İ.I.3 ve Tanım i.I.4 

gereğince, 

ASB - B®A 

... lduCjundan (D,e ,8) halkası bir değişimli halkadır. 

Hıı : İkinci işlem (i) içlh (1,0) etkisiz eleman­

dir. Gerç'e~ten Tan1.m I.I.3denVA&ID için 

(1 , O) i>A - AS cı , O) '= A 

olur.O halde (D, •. ,S) halkası bir birimli halkadır. 
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TEOREM I.I.2. 

( ID,Ei ,i>.) üçlU'ü bir eisim de~ildir [ i] . -

tSPAT: :ııJ- ID - { O 1 denirse, (:ııY,®) ikilisi grup aksi­

yornlarını sağla!lladı~l. için (D,$,@) üçlüsü bir eisim de~UI -

Jir. Bunu şöyle gösterebelir!z. 

'if A .. ID için, 

A~X • X@A = (I, O) 

olacak şekilde bir tek X=(x,x·) c ID ters elemanı yoktur .Gün­

kü bu eleman için Tanım I.l.3 ve Tanım I.I.4 gere~ineeı 

Ai>X 111 (a, cl') i) (x, x* ). (ax , all'+K x ),. (l i O) 

I "!fe. O ::> ax = , ax + a x.= ,.. 
olur. Son denklemlerden x ve x çözUlürse ı 

bulunur. 

da'n da yine, 

-K . 
X=( !, - ) 

a a 2 

XtiA -= (1 i O) 

• -a 

a 2 

elde edilir. Şu halde x.(x,x·) elemanı A nın ters elemanı 

olması için a~ O olmalıdır. Bu demektir ki, '(O,/)E ID ele­

manının tersi olan bir eleman yoktur. 

O halde (JO,e,e) ,üçlüeü bir eisim de?fildir. 

TANIM I.I.6. (Sıfır elemani) 

Af>X -= A 

denkleminin çözümü olarak tanımlanan dual sayıya ID nin 

topıama işlemine göre sıfıD denir ve 0=(0,0) ile gös­
terilir. 

TEOREr." I.l.3. 

ID dual sayıla.r halkası, JR reel sayılar 'cümlesine izo _ 

morf bir alt cümleyi alt eisim· olarak kapsar [ ıl. 



iSPAT 

f : ID ,.JR 
fonksiyonunu, 

f : (a,O) .a 

olarak tanımlayalım. f bir izomorfizmdir. 

f : Lineerdir: A=(a,O) ve B=(b,O). ID olmak üzere 

f(AElB) = f(a+b,O)= a+b:: f(a,O) + f(b,O) 
= f(A) + f(B) 

ve ayrıca, 

dir. 

f{A®B):: f(a.b,O) = a.b:f(a,O) .f{b,O) 
= f{A) .f(B) 

f : Birebirdir: A::(a,O):;eB = (b,O) ise f(A} -:;. f(B} dir. 

Gerçekten Tanım I. i. 4 gereğince At:- B demek al=F b de­
mektir. Bu da f(A)~ f{B) oldu~unu ifade eder. 

f : örtendir':\fXE.JR reel sayısı birtek (X,O}EID 
dual sayısının f(X,O) resmidir. 

TANIM 1.1.7. 

Teor~m I.I.3'On sonucu olarak (a,O) dual sayısı, i~o­
morfu olduğu "a" reel sayısı ile gösterilecektir. Yani 
(a,O); a alınacaktır. 

TANIM T.l. 8. . 

ve 

Bir A = Ca, a'" ) e. ID dual sayısında "a'" reel sayısına A 

nın reel kısmı, "cl" dual sayısına da Anın dual kıs';'" 
mı denir. 

Re (A) -:::: a, Du (A) = a* 

şeklinde yazılır. 

TANIM 1.1.9. 

(1,0) dual sayısına ID deki çarpma işı'eminin birim ele­
manı veya ID deki reel birim denir ve, 

f : ID .. JR 

izomorfizminde karşılık geldi~i "1" reel sayısı ile gösteri­
lir. ' 

5 



TANIM ı.ı.ıo. 
(0,1) dual sayısı kısaca e ile gösterilecek, yani 

(O,l}:e olarak alınacak ve dual birim olarak adlandı­

rılacaktır. 

Tanım i.l.3 gere~ince de, 

.2-E ®c: € :; (O, O) 

oldu~u görülür~ 

TANIM I.l.ll. 
(O,O}EoJD dual sayısına JD nin ID işlemine göre birim 

elemanı denir ve, 

f: D ~LR 

izomorfizminde karşılık geldi~i "O" reel sayısı ile 
gösterilir. 

TEOREM i.l.4. 

A = (a,l ) E. LO dual sayısı A:. a + € i şeklinde yazıla­
bilir • Yani (a, l):i: af. E i dır. 

iSPAT : 
Tanım I. 1 ~ 2 cjere{tince A = .(a, 1) için, 

A= (a,O) Gl (O,el') 

yazılabilir. Tanım i.l.3 den de, 

A= (a,O) • (0,1) ® cl,o) 
olur. Tanım I. 1 • 7. ve Tanım I. 1 . ıo. ·gere~ince de, 

A= a'" e a* 
dır. Bundan sonra @,0 sembolleri yerine sırasıyla (+), (.) 
işlemlerini.kullan.acağız. 

TEOREM 1.1.5. 

t! 

A = (a, a*) bir dual sayı ve ~6.lR ise "ile A nın çar­
pımı ~ A:. ( "a, "'Aa"') dır. 

İSPAT : A.E.lR oldu~ndan, Teorem 1.1. 3 gere~ince ~ :re-

el sayısı (A , O) dual sayısına izomorftur. Tanım i .1. 3 den,. 

AA= CA, O) ® (a, a* ) = ()ı. a,).t! ) 
olur. 



1.2. DUAL SAYlLARLA İLGİLİ TEMEL TANIMLAR VE 

TEOREMLER 

7 

x,x!:m reel değişkenler olmak üzere Z= (x, x*' ) = x+e.x~ 
dual sayısına iki değişkenin bir lineer terkibi olarak bakı~ 

labilir. 

TANIM 1.2.1. 

Z=(x,~) dual sayılarının bütününe dual düzlem denir ve D 
ile gösterilir. Herbir (x,x~) ikilisine de dual dÜzlemin 

bir dual noktası denir. 

TANIM 1.2.2. 

Z=x+EX-dual sayısının mutlak de~eri diye Lxi ~eel~ayısına 

deni~. ". 

C:o oldu~und~n, izi =/X+~i19xI dir . 

. Bu tanım ID de bir metrik vermez ve )x+Ex"I=o<=:> r-:O dir. 

TANIM 1.2.3. 

"Z.E1R ve 7)0 olmak üzere bir (xo ,x6 

şuluğu diye (xo-rz ıXo+7.), (x6-? 

nın belirttiği kareye denir. 

) ED noktasının tt -kom-
~ . 

,xo +7> açık aralıkları-

1.3. BİR TEK DUAL DE~İŞKENLİ FONKSİYONLAR 

TANIM 1.3.1. 

Mve N iki dual nokta cümlesi olsun. ~=x+Ex·elamanı bir 

keyfi dual değişken olmak üzereVZEM noktasına bir f ku­

ralı ile birtek W€N dual sayısı karşılık tutulabiliyorsa, 

bu halde f ye M den N ye bir dual fonksiyon denir "ve, 

f : M~ N veya Z, ') ıv == f ( Z) 

şeklinde gösterilir. M ye f nin "tariım' bölgesi ve N ye de 

M üzerinde tanımlı olan f nin de~er bölgesi denir. 

E~er W= f(Z) ifadesinde Z= x+€x~konurnu yapılırsa, ve 
• *.. Re(W)=U(x,x ), Du(W)=U (x,x ) denırse, 

f(Z)= U(x,x~)+EU·(X,x·) 
elde edilir. O halde, 

fj 

U : JR X JR~JR ve U : JR x JR---iiR 

reel iki değişkenli fonksiyonlar olmak üzere~ 

f= U+€.u" 

şeklindedir. 
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'rAN IM I. 3 • 2 • 

f dual fonksiyonu bir G bölgesinde tanımlanmış olsun.E­

ğer "V'l)O için bir ,)o bulunabilir ise, öyle ki, bütün 

o<)hl<b için, 

f(Zo+h)-f(Zo} 

h 

olacak şekilde bir fl (Zo) mevcut ise, bu halde f ,Zo~G 

noktasında diferensiyellenebilirdir denir. fl (Zo) La f 

nin Zo daki türevi denir.ve, 

fl (Zo)=lim 
.Az-.o 

şeklinde tanımlanır. 

TANIM 1.3.3. 

f(Zo+ .4Z)-f(Zo) . 
Ilz 

Eğer f dual fonksiyonu bir G bölgesinin her noktasında 

her mertebeden diferensiyellenebilir ise f,G de her mer­

tebeden diferensiyellenebilirdir denir. 

1.4. D!FERENS!YELLENEBİLİR DUAL FONKSİYONLARİN 

KUVVET SERİLERİNE AÇILIMİ 
T.ANIM 1.4. I. 

f nin sıfırıncı mertebeden türevi f(o}ile gösterilir 'ise 

f ( o) (Z o) = f ( Z o ) " Z LJD 
dır. 

T,ANIM 1.4.2. (Z-Zo) (Z-Zo)2 
f(Z)=f(ZoH· ıi fl (Zo) + 2' f" (·zo)+···+ . 

ni 
(n) '. 

f (ZO) + ••• 
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serisine f dual değişkenli fonksiyonunun ZJE G nokta­

sındaki TAYLOR AÇILIMI denir. 

Tanım I.4.3. gere~ince f dual de~işkenli fonksiyonunun 

Zo= O noktasındaki Taylor Açılımı kolayca şu şekilde buluna­

bilir. 

z f(Z) = f(O) + 
l! 

Z2 
fl (o'H-

2! 
f"(öJ.J. ••• + Zn fen) (0)+ •.. 

n! 
veya 

f (X~fX*) :: f (O) .J. ~* f i (O).,. x2+2Exx* f" (O) + ••. + .xI1+nıJll-~':t in) (O) 
l! 2! n! 

= f(O)+ ~ fl (O)+- x~ fll(O) .......... xn fen) (0)+ ••• 
l! 2. n! 

, 

+ eX"*[f l (O)~ ~ ,f"(O)+ ••• +(xn--ı) ıf(n) (O) of:" ~ f(ı1+-ı) (OH, ••• ] 
l. n-ı . n. 

fl~)=F(Z) denirse, f(P)= F(p-ı) olacagından, 

f(x+- E.x*) = f(O)+-l~ fl (0)+ x
2 

flL (0)+ ••. +~ fen) (O)+ ••• 
. 2: . n . 

.J. EX·(F(O)+-~ F i (O) .. x
2 

F"(O)+ ...... xn-ı F(n) (0)+ ... '] 
ı. 2: (n-ı)! 

elde edilir. Burada birinci kısım f(x) in x= O daki Taylor 

Açılımı olarak ve ikinci kısım da f'(x) in x:O daki Taylor 

açılımı olarak düşünülebilir. Buna göre son ifade, 

f (x+ e x* ) = f (x) + e x* f i (x) (I.4.l) 

şeklini alır. 

Gerçekten f (x" f x'tt) :: cos (x+ €. r ), sin (x+ E. x*) ,.tg(X"'E~) 
dual değişkenli fonksiyonları alınırsa, bu fonksiyonların 

O = (O, O) dual noktasındaki Taylor /Açılımları.:ndan: 

sin (x+ E. x'tt) = sinx ... E. x* cosx 

COS (x+ E x*) = COSX- E. x* sin x 

tg (x+E.X
Ho

)= tgX+EX* (l+tg2x) 

olarak elde edilirler. 

(l.4.2l 

(I.4.3) 

(1.4.4) 



BÖLttM.II 

DUAL VEKTöR UZAYI 
. 

II. i. ID-MODtfL 

TANIM II.I.I. 

Birimi i olan değişimli bir halka H olsun. H üzerinde 

bir modül diye bir(~~abel grubu ile aşa~ıdaki özelik­

lere sahip olan bir, 

cı) : H x ~ "9 
( b ,0( ) ~ bo<.' 

dış işlemiyle oluşan (9,+~e) yapısına denir[l]. 

b,c E H ve o{. , p~$j olmak üzere, 

Mı : b (O( +)3) = bO( .,. b fi 
Mı 
M3 
M4 

(b+c)o( ::: bO< + co( 

(bc)o( = b (co( ) 

1 o( ::0( •. 

ID dual sayılar halkası üzerinde ID x D x D ~ D3 bir mo­

düldür. D nin birimi (I, O) = i olan de~işimli bir halka oldu­

ğu Teorem I. I. I. de gösterilmişt~. D3 ün D üzerinde bir modül 

olduğunu göstermek için önce (ID), + ) nin bir abel grubu oldu-

ğU sonra da LO xID3 ~])3 diş işleminin Mı ,Mı ,M3 ve M4 aksi-

yomlarını sağladığı gösterilmelidir. 

ID
3= fCAııAı,A3} : Aı,Aı'~3b ID] 

cümlesinin herbir elemanı bir büyük harf ile gösterilirse, 

AE])3 i 

A = (AııAııA3) veya A = (Ai) " i ~ i-6 3 i 

notasyonlarından biri ile 'gösterilebilir. 

TANIM II. i . 2 • 

A= (Ai)' B= (Bi }€ID3 için A=B<:::>Ai= Bi' 16i~3. 



TANIM 11.1.3. 

() ( )E 3°i 1,L°,L3 A::: Ai. ' B = Bi LO ıç n, _ ı _ , 

+ :103x lO3 ) lO3 

iç işlemi A ile B ye, 

A+B = (Ai +Bi ) 

1.1 

üçlüsünü karşılık tutsun. A+B yelO3 deA ile B nin top­
lamı denir. 

TANIM 11.1.4. 

AEID ve AE lO3 için, 1 ~ i ~ 3 

• : LO x ID3 ;)o lO3 

dış işlemi Aya, 

).. A:. ( ), Ai) 

üçıüsünü. karşılık tutsun. AA ya A nın -X skaları ile 
çarpımı denir. 

TEOREM 11.1.1. 

dir. 

dir. 

( lO3, ... ) bir abel grubudur ( 1] . 
iSPAT : 

Gı : A,BElO3 için Tanım 11.1.3. den A+BE-][)3 dür. 

G2 : A,B,CE; ID 3 için Tanım 11.1.3 ve (H
2

) den,. 

A+ (B+C) = (A+B) +-C 

G3 : 0= (0,0,0)c;,.103 için Tanım 11.1.3 ve (H
3

) den, 

A+O = O+A 

0=(0,0,0) elemanı (.f-) işlemine göre lO3 deki birim ele­
mandır. 

G4 : 'v' Ac= ID3 için, 

A+X = X+A = O 

olacak şekilde birtek, 

X = ~A = (-Ai) E. lO3, 1 ~ i = 3 

elemanı vardır. -A, (+) işlemine gör~ A nın tersidir. 



Gs : 'V'A,BEID3 için Tanım II.l.3 gereğin.ce, 

A+B = B+A 
dır. Şu halde. (ID3, +) bir abel grubudur. 

TEOREM 11.1.2. 

( ]03, + ,.lsıstemi ID üzerinde bir modüldür [ 1] • 

lSPAT : 

12 

( ID3,+) nın bir abel grubu oldu~u Teorem II.l.l den ve ID 
nin birimi 1 olan değişimli bir halka olduğu da Teorem I.l.l. 
den bilinmektedir. 

Şimdi Tanım 11.1.4 de verilen skalar ile çarbim dış iş­
leminin Tanım II.l.l. de adı ,geçen Mı ,M2 ,M3 ve M4 aksiyomları­
nı sağladığı gösterilecek: 

dir. 

dır. 

dır. 

,Mı :VO(~ID ve VA,BEID3 için Tanım 11.1.4 den, 

o( (A+B)= O(A ..... o(. B 

'tl «.fi€.ID ve "v A,B EID 3 

(Ci( +-j) )A=. o< At- j3 A 

. 
için Tanım 11.1.4 den~ 

M3 :VO<lfiE ID ve 'v AE:ID3 için Tanım 11.1.4 den, 

(0<.;3 ) A :. o<, CftA) 

M4 : (1, O) €. ID elemanının:IR deki izomorfu 1 olmak üzere 
Tanım 11.1.4. ve (H6 ) dan 'v AE:ID3 için, 

1 A= A 
dır. 

Bundan sonra ID dual sayılar halkası üzerinde tanımlanan 
bu modül "ID-Modül" olarak adlandırılacaktır. 
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II.2. DUAL VEKTöRLER 

TANIM ıı.ı.1. 

D-Modülün elemanları olan sıralı dualüçlUlere dua1 
vektörler denir. 

TEOREM II.2.l. 

a ,"!re:m3 ( üç boyutlu reel vektör uzayı ) olmak üzere -D-ModUlde herbir A dual vektörü, 

-........M (i) A:a~€aı E= O, ED 

şeklinde yazılabilir. 

tSPAT : 

oldu~undanr 

- * ~ * . A = (aı +- E aı i a 2+ f a 2 ' a3 + E. a 3 
veya Tanım II.I.3 ve Tanım II.l.4 den, 

.. (... * 'ıIr 
A: (aııa21a3) to C. aıı a2 1a3 ) 

şeklinde yazılabilir. ai,ai~m, olduğundan, - ~ . ~ ~ a = (aı ,a2,a3)' a,= (aı ,a2,a3 ) 
alınabilir ve dolayısıyle, . 

- - -* A= aT ~a~ 

olur. 

TEOREM II.2.2. 

]R3 vektör uzayı :D:;>-Modülün, elemanları (-a;o) şeklinde 
olan, bir alt cümlesine izomorftur [ i] 
tSPAT : 

Bir f : D-Modül ~:m3 

fonksiyonu, 
.. -r- .... f(a,u)= a 

olarak tanımlansın. f nin bir lineer izomortizm oldu~u göste_ 
rilecektir. 

. - ..... - - -_. f : Lineerdir: A = (a, O), B:. Cb, O) D-Modül olmak üzere, 
.... -. ........ --~ 

f (A+B)::. f (a+b,.O) =a+b 
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:: f(a,Ô)+f(b,"3) .. - - --f(A~B)= f(A)+f(B) - --dir.AE:ID ve A= (a,O)EID-Modül için, - -.--f ( ). A) = f ( ). a, O) = Xa 
~ '-+ 

f ( AA):: Af (A) 
• 

dır. 

- -- -+ "'-. --f: Birebirdir: A= (a,O);e B = (b,O) ıse, aF b dir.Bu 

da, ~-+ --'f(a,O)! f(b,O) 

veya .... -f (A) t: f (B) 

demektir. 

f: örtendir: "X E m 3 reel vektörü, - --birtek X = (Xi O)EID-
. .,..,,~ 

Modül dual vektörünün f(X,O) resmidir. 

Bunun bir sonucu olarak diyebiliriz kiID-MOdUım3 re ~ 
el vekt5r uzayından daha genıştir. 

TANIM II.2:2. -- ' (O,O)~ID-Modül, dual vektörüne sıfır dual vektörü denir 

ve Teorem 11.2.2 de verilen f lzomorfizminde k~rş~lık 
geldi~i Ö reel vektörü ile gösteri1ir. 

11.3. ID-MOOUL UZERİNOE İç GARPIM 

TANIM 11.3.1. 

A:i& (it'+ €1") , B = (b+ EbH )EID-:Modül dual vektörlerinin iç 

çarpımı, 

f: ID3 x ])3 • ID 

şeklinde bir 2-lineer dönüşümdür ve, -- --f(A,B)=(A,B) 

olarak gösterilir. 

Tıpkı bir vektör uzayı üzerinde oldu~u gibi iç çarpım 

aksiyomlarınıID-Modül üzerinde de kabul edebiliriz. Bu aksi­

yomlar şunlardır : . --Lı : "il A,B e ID-Modül için, -- --< A,B >=<B,A) Oe~işme özeli~i 



.... -12 : 'v Aı B ~ o-r-txıUl ve cı(et) için, -- - - ... ..". <~A,B> = (A, o( B > = e«A,B > (Skaler ile ç~ımın bileŞIm 
i :\fA,iıCc D-lvbdül için, özeli~i) 

3 _ -t- __ __) 

{A + B,C) =(A,C) +<B/C) (Dcr'ılma özeli~i) 
< ....... - -- -- ':j ~ A,B + C) = {A.B) +<.A,C> -i 4 : ~ Ac ID-l-t:xliU için, 
.... - ---A = O ise <AıA) = O dır. 

Buradan,· 

(i,i) =(a +t:~b -tof~ = <a;b> + e( <a;b")+(a~b) ) 
oldu<ju gösterilebilir. 

II.4. DUAL VEKTöRLER:tN NO~I 
TANIM II. 4.l. 

. • -ı = a ... ta-dual vektörUnün nomu diye, 

IIAU = «A,A»ı/2 = (Ila'lı 'E<fra~») " a 'f. O, 
dua! sayısına denir. 

Blmdan sonra bı dual sayı, _ - ._~a~ı 
a - lIall. ve . a - ,,~ıı 

olmak üzere, 

""' IIAU = a +E.a 
olarak yazılacak. 

TANIM II.4.2. 

Narım.ı reel birime karşılık gelen ve (1, O) dual sayısı olan dua! 
vektöre birim dual vektör denir. 

i • 
'LOO~ II.4.1. 

- - -A ~ a + tabirim dua! vektör ise, 

»'trı = 1 , <-:/~. O 
dır. 

!SPAT : 

IrA/l = (1,0) 

. a 't' to il' = (1 i O) .. 
a=1, a=O 

HaU = 1 ,. 
.... -.. /a,a> ..... -.ır. 

~Taıı = O ~(a,a 1= O 

15 
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11.5. E.STUDY· DÖNUŞÜMU 

TANH1II.S.l. 

dır. 

S..... .... ... ır ıı""', K;ıX:::x+E.x : xl (1,0) ; -:,X'\:.JRJ
] cümlesine ID-Hodül-

de birim dua 1 küre denir. 

Birimdual küre için: 

1.Yarıçapı 1 dir~ 

2.Alanı 41T. 1 2 = 411=' 4lT' ... e:O, 

3.Uzerindeki yayların uzunlukları dual sayılardır, 

4.Uzerindeki kapalı eğrilerin sınırladığı alanlariYüz 

ölçümleri dual sayılardır3 

TEORE~1I1 .5. 1 . (E. Study) 
it f=. (O, ~)ED-Modül olmak üzere ,ID-Modülde denklemi, • 

IJA'II=<I,O) 
olan birim Qual kürenin dual noktaları,3-boyutlu öklid 

uzayı m3 deki yönlü doğrulara birebir karşılık gelirrı] • 
. ... 

Teorem 11.5. i. den bilindiğine göre A= -a. f'a*birim du-

al vektörü m3 de birtek yönlü doğru belirtmektedir. a reel 

birim vektörü bu doğrunun yönünü, a~ise O başlangıç noktasına 

göre a birim vektörünün vektörel momentini ifade etmektedir. 

TANIM 11.5.2. -+-- . , A,B,CEID,:"Modülde has dual vektörler ise, 

A' = c. + E c~ E ID 1 ~ i" 3 
ı ı ı 

olmak üzere, 
"\-""lı.... _ ... 
"ı A + "2B -t ~C-::: ° 

eşi tliği ancak'd\ = ° için sağlanıyorsa, 
vektörleri lineer bağımsızdır denir. 

TANIr.ı 11.5.3. 

--- * A,B,C ci ID-l-1odül ve ?t. = c. +Ec, e. D 
ı ı ı 

! için, 
~A.~B+'3t= Ö 

......... -A,B,C has dual 

eşitliği ehaz bir ".*,O için 
ı 

.... - .... 
sağlanıyorsa, A,B,C dual 

vektörleri lineer bağımlıdır denir. 
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11.6. DUAL AÇI 

-ı ve II iki birim dual vektör" 

Tanım 11.3.1. ile" verilen, 

olsunlar. A ile B" nin 

<A,B>=~;b> +-~a',1:>+<at,b» 
""'"" -iç çarpımını inceleyelim. Teorem 

birim dual vektörleri m3 de iki 

11.5.1. gere~ince A ve B 

yönlü do~ru belir~irler. Bu " 
do~rular, sırası ile, d ve d 2 olsun. d in yönü ~i yeri~·ve ' 

_ .1.. ' ı ....... 
d 2 nin yönü bı yeri de b ile belli olduklarından a ile b ara- , 

sındaki açısPise, 

<A,i>=<aıb>~,~>+<?,b» 
iç çarpımının reel kısmı, 

--'t~ 

( a, b )=cos SO ' (O to p~71' ,fP~:ıR) 

dır. - -A ve B birim dual vektörler olduklarından, 

<a;b)-=cosy:> ,<a.:;b)+(ii',b;=-+in9' i 

şeklinde de gösterilebilir. Burada Y7""veljl A. ve B do~ruları a­

raslondaki açı ve eh kısa uzaklı~ı gösterir [3.] . Bunları göz­
önünde bulundurarak şu teoremi verebiliriz: 

TEORE~1 i i . 6 • 1 . - -A ile B doğruları arasındaki açı ve en kısa uzaklık 

sırası ile i f' ve 1>" ise, --<A,B>-=cos~ 
:N-

dir, burada ~ = f/+E. <,p iki dual vektör arasındaki dual 

açıyı göstermektedir[41 • 
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İç çarpımın aşağıdaki özel durumları önemlidir : 
-- TT (0* 1. Eğer (A,B)= O ise, )O=T ve / =0 - ~ Bunun anlamı A ve B doğruları dik açı altında kesişir-

ler, 
- - Tr . w* 2. Eğer < A,B): hep dua 1 ise ; Çi'=X ve T =i O • Bu hal-_ --ıo 

de A ve B birim dual vektörlerinin belirttikleri yönlü doğru-

lar dik dururolu fakat aykırıdırlar, 
-- TT ~ 3. Eğer <A,B>:.hep reel ise ;Y':f.z,Y'=O. ve iki doğru 

. -~ -. .... kesişır. Kesişme şartı da (a,ıs) .f.<a,b)-=O dır, --4. (A,B >-+1 ise ; 9'= O ; yani yönlü doğrular paralel 
ve ayni yönlüdürler. 

Eğer, aynı zamanda 9',.= O ise, iki doğru çakışıktü:. Gö­

rüldüğü gibi ~ dual açısı A ve B birim dual vektörlerininm3 

deki temsil ettikleriyönlü doğrular arasındaki Y' açısı ile 

bu iki do~ru arasındaki en k/ısa uzaklık olan )p*dan oluşmak -

tadır • 
... - -+-OA= A ve OB= B birim dual vektörlerinin uçları D-Mo-

dülde O merkezli birim dual kürenin A ve B ~oktalarını 
~ ~ * 

belirteceğinden, A ile B arasındaki ~:~e~ dual açısı, A 
" ve B dual noktalarından geçen dual büyük dairenin AB dual 

yay uzunluğu olarak düşünülebilir. 

TANIM II.6.l. 
.. -+ -~= S:O+E~ED dual sayısına A ile B birim dual vektörleri 

arasındaki dual açı denir. 

TANIM II.6.2. 

Elemanları dual sayılar olan bir A matrisine dual mat­

ris denir ve, 
. tl 

A .. -a"+-Ea .. 
ıJ - ır) ıJ 

, 
şeklinde gösterilir. 

Reel matrisler için geçerli olan bütün işlemler regüler 

dual matrisler için de geçerlidir. 
lO3 deki birim dual kürenin dual noktaları]R3 deki yön­

lend~rilmiş doğrulara birebir karşılık gelirler.öyleki, dual 
küre. üzerindeki herhangibir. dual nokt.a, 



19 - .. X = (Xl'X2 ,X3) , Xi = xi+ xi' l~i~, 

olup, !R3 de bir 'dCXjrUYa karşılık gelir. Birim dua! küre üzerinde farklı iki 

dual nokta !R3 de farklı iki d~ belirtir ( 51 • 

K birim dual küresi üzerinde diferensiyellenebilir bir ~i ( reel t 

paranetres1nlıı fonksiyonu olarak ) X , birim dual vektörü ile gösterilirse, 

x -1(t) , ıprl = 1 

dir. Bu da !R3 de bir regle yüzey belirtir. 

TANIM II.6.3. 

E. Stuiy dOOiişUnöıe uyan ve reel bir parametreye ba~lı (ar) sa-

yıdaki X do<):ularının cUmlesine regle yüzey denir [ i J • 
Bir regle yüzey, bir parametreye ba~lı X = x( t) bir birim dual vek­

törel fonksi~n olmak Uzere, 

şeklinde yazılabilir. 

... -X : t::--.X(t) faıksiyonurnm t ~ göre istenildi~i kadar t\1retilebil-

diğ! kab.ıl ediliyor. - - ~ X(t) = x(t) +!r (t) 

birim dua! vektörüne, 

..... -IIXD =' 1i°X1/ = 1 

birim dua! küresi üzerinde bir dual X noktası karşılık gelir. Biliniyor ,ki, 

bu noktaya da !R3 de bir x yönlü ~ul karşılık gelir. t parametresi de­

<jiştikce, ... ..... - --OXCt) = XCt) = x(t) +E x·Ct) 

birim dua! vektöJ;ii, birim dua! küre üzerirrle bir rx} dual ~isi çizer, 

Şekil II.6.l. 
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Bu e~riye ise ,m3 de bir regle yüzey karşl.ıl.~ gelix. 

f X } dua i eğrisine reg-Ie yüzeyin dual küresel resmi de-

nir. 

Dayanak eğrisi ro: t,,---_. .. nt(t} denklemi il'e belli olcın 

(C) eğrisi ve ana doğruları X(t) birim vektörU olan regle 

yüzeyin denklemi, dual vektörel ·:ıotasyon ile, 

.y(t,v) -= m(t.} + v.X{t} 

dir. Burada, 
~*..... -x=mAx ., ..... _~ -+ - _>-i> x 1\ x =m - (ro i x X. 

olduklar·ından, regle yüzeyin denklemi, 

u=v -+-(mıx) 

olmak üzere, 
-+ -+ -, -y{t,u) = x{t)A X\t) +- ux<t} 

şeklinde de yazılabilir. 

TEOREM II.6.2. -HOArI = 1 birim dual küresinin dual dönmelerine çizgi-

ler uzayında ök1idiyen hareketler karşl.ll .. k gelir. Bu -

nun tersi de caridir [6 ] . 
Çünkü uzayın öklidiyen hareketleri öyle sUrekli trans­

formasyonlar grubu ile karakterize edilebilirler ki, bu 

transformasyonlar altında iki doğrunun dua1 açısı, yani en 

kısa uzaklık ve adi açı sabit kalır. 

Dual küresel hareket,te bir dual noktanın çizdiği kapa­

lı dual e~riye karşılık gelen regle yüzey bir kapalı regle 

yüzeydir [ 7] . 

'l'EOREM II o 6 • 3 • 

JR3 reel öklid uzayındaki bir' hareket:m3 dua.ı l.'\zayında­
ki dual GJ::-togonal 3:x3 tipindeki birf A J= Aij mfi.trisiyle 

ifade edi lir, burada AF?=- ATA;;:: I, Aij dual sayılar ve 

i da 3x3 tipinde birim matristır. 

Tersinet küre üzeri.ndeki dual dönm~ye karşl.lü~_ gelen 

3x3 tipindeki }\ (t:) duül ma.trisleri m3 çizgileı' uzaYl.n·­

daki hareketlere tekabül ederler. 
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3x3 tipindeki pozitif dual ortogonal A matris~erinin 

genel. lineer grubunun L (°0 3 ) Lie cebiri ; 3x3 tipindeki an­
tisimetrik, 

o 1'-'3 -12 
Jl = dAA

T = rOJ... O ,..ı., -'3 'ı (II.'6.l) 

72 -1;. O 

dual matrislerin cebiridir [3 , pp.106-l0S]. 

Burada dA reel t parametresine göre A nin diferensiye-
lidir. 

Birim dual'küre üzerindeki hareketli bir X noktasınl.n 

dual diferensiyel hiz vektörü, reel küreseldekine benzer ola-
rak, 

-+ -- _ '_ - -w-
d f X=lf1""X dir, [S] ;: burada 11'= lf/+f."f. dual birim küre 

üzerindeki hareketin ani dual pfaff vektö~üdür. Bu dua1 pfaff 
vektörü ise, 

w- =7ıE~"1;.'E2"13~ (II.6.2) 

şeklinde yazılabilir [9] . ([~ ,"iı ,~] ortonormal bir. baz 
sistemidir) . 

ıı.7. OUAL STEINER VEKTöRU VE STEINER DO~RUSU 

TANIM II.7.l. 

Oual birim küre üzerindeki bir y6rünge t X} olsun, 

V:. v-rEV"A:= 1 ~P J 'YI= ııifıı , (11.7.1) 
vektörüne, dual küre Uzerindeki ıXJ yörüngesinin ani 

dual küresel dönme merkezindeki dual steiner veRtörü 

denir [7 J '. 
Farzedelim ki, dual kürenin qual ortonormal bazı, 

[Eı ,E2 ,E3] olsun. Bu takdirde (II.7.1) şu şekle indirgenir;: 

... v=sfi~ı"'t'PiEi= tı ~YPi' Ei . 

V nin elemanları ise, 

dir. -V nin reel ve dual kısımları, 



dır. 

dır. 

-
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(II.7.2) 

Böylece V Steiner vektörü şu şekilde de yazılabilir; 

V= j1ıEı f-11'2~2 +11313 . (II. 7.3) 
Buradaki -kapalı integralsD, kanalı eğri ıxJ boyunca -

TANIM II.7.2. 

[ 71· 

-- - -ı. V Vo = v +€.v =---
o o lvı 

- -",. 

it :<v,v > 
, IIvıı 2 

birim dual vektörüne tekabül eden do~ruya har/aketli 

uzayın Steiner doğrusu,denir . ... 
V dual Steiner vektörü kullanilarak şu teorem verilir 

TEOREM II.7.1. 

Birim dual küre üzerindeki bir ixJ kapalı dual yö~ünge-. 
sinin Fx küresel alanı ; --F x = 2 TT (ı -ri) - < V ,X > 
dir. Buradaki n reel sayısı X noktasında P merkezinin 

d~nme sayısıdır. 

II.S. çİZGİLER UZAYINDA KAPALI BİR REGLE YUZEYİN AÇILIM 
UZUNLU~U ( öffnungsstrecke) 

Çizgiler uzayında bir parametreli kapalı bir hareket es­

nasında tespit edilen bir doğru kapalı bir regle yüzey çizer 

L S] . Ana doğuranları X doğruları olan bir regle yüzey (X) 

şeklinde gösterilsin. Bu ana doğrulardan biri bir G noktası ve 

" -yönlendirilrniş bir ~ birim vektörüyle belirtilebilir. X ana 
~ 

doğrusu üzerinde G den farklı bir Y noktası tesbit edilirse OY 

vektörü, 
~ ~ -+ -. 
OY = Y =- g +r x ( i i . S . i) 

şeklinde yazılabilir. Burada y,Y noktasının, ~ de G noktasının 

yer vektörleridir. 

Y noktasını hareketli uzayda öyle seç~lim k~, v noktası-o 
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nın uzay hareketinde çizdiği yörünge(X) regle yüze~inin X 
ana doğrularının herbirine dik olsun. O zaman, 

- -4 <x,dfy>=-O (11.8.2) 

olur, buradadfy,y nin diferensiyel hız vektörüdür. (11.8.1) 

den dolayı, 

d fy-df9+<Y'l +!,d fX 

dır. Böylece (İI.8.2) yi şu şekilde yazabiliriz ; 
....... ....... 

<x,dfy) = (x,dfg) + dj" = O (11.8.3) 

Buradan çizgiler uzayındaki (X) kapalı regle yüzeyin 

açılım uzunluğu, 

(11.8.4) 

dır [101 . 
9 nin diferensiyel hız vektörü olan Qfg şöyle de yazı­

labilir [7 J ; 
; (11.8.5) 

burada 1\ işlemi vektörel çarpma işlemini göstermekt'3dir. - - -,. 'v =lr+Eır vektörü dual küre üzerindeki hareketin ~ni 
dual pfaff vektörüdür. 

(11.8.5), (11.8.4) de yerine konursa, 

(II.8.6) 

olur •. 

Orijine göre x in moment vektörü x~ile gösterildiğine 
göre, 

... IW _ .... 

X = g"x 
şeklinde yazılabilir. O zaman (II.8.6) ifadesi şöyle olur; 

.tfv .... - .. > Lx =y'X, "fo' (II.8.7) ... 
X in koordinatları uzaydaki ~areketten bağımsız olduk-

larından (II.8.7) den, 

(II.8.8) 

elde edilir. 

(II.7.2), (II.8.8) de yerine konursa; 

bulunur. 
(II.8.9) 



II.9. çİZGİLER UZAYINDA KAPALI BİR REGLE YUZ~YİN 
AÇILIM AÇISI( öffnungswinkel) 
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Ana doğruları X do~ruları olan bir kapalı regle yüze­

yin açılım açısını Hoschek şöyle tanımlamıştır (11] . 
Yönü x .birim vektörüyle belli olan X ana doğrusunun 

çizmiş olduğu kapalı regle yüzeyin açılım açısı, 

Iıx = -<x,v) 
dır; burada V, V =!fi r;Eı r§12E2 +j5 1'31.3 şeklindeki hareke­

tin Steiner vektörüdür. 

II.ıo. KAPALI UZAY EORİLERİ VE KAPALI KURESEL EORİLER 
İçİN JACOB! TEOREMLERİ 

Kapalı uzayeğrilerinin Frenet ayaklarının kür~sel gös­

tergelerinin geometrisi çok eski zamanlara kadar uzar,an bir 

meraka konu olmuşlardır. Bunlardan küresel kapalı eğıilerin 

teğetler göstergesiyle ilgili olan Jacobi Teoremiilk teorem­

lerden biridir. 

TEOREM II.lO.l. 

... 

Her kapalıreel küresşl eğrinin teğetler göstergesi birim 

küre yüzeyini iki eşitparçaya ayırır (12] . 
İSPAT : 

(C) kapalı küresel eğrisini çizen noktanın yer vektörü 

k, ait olduğu kürenin yarıçapı R, kürenin dışıria yönelmiş bi-

rim normal vektörü eı ve başlangıç noktası da kürenin merkezi 

olduğunu farzedelim. Bu takdirde, 

- ..... k:: Reı 
dir ve (C) eğrisinin teğet birim v~ktörünü e2 ile göstermek 

i 

üzere, s bu eğrinin yay uzunluğu olmak şartiyle, 

dk 
ds = R 

dir. 
ds 

-= Re2 

- -
R 

(II.lO.l) 

şeklinde tanımlanan küresel yay uzunluğu göz önünde bulunduru­

larak, (II.lO.l) şöyle yazıla~ilir 



deı _ 
~ = e2 
o.sı 

25 

eı ve 82 vektörlerini pozitif olarak yönlendirilmiş bir dik 
üçyüzloye tamamlayan, 

birim vektörü göz önüne alınırsa, 

de2 .... .... as; • - eı + ~ e3 

de3 ~ 
-- = -<re2 
dSı 

elde edilir. Bu formülde gözüken'" küresel eCjriliCji (C) eCjri­
sinin jeodezik eCjriliCjine, 

[
dk d 2k 

3 g = ds' i ds2 
baCjıntısı ile baCjlıdır. 

.... -(ı) 
e 2 = eı 

farzedilirse, Gı teCjetler göstergesi e~ı) tarafından çizil­
miş olur. Bu eCjri de küresel olduCjundan, 

de(ı) 
ı _(.1) 

d 
(ı) ;: e 2 

sı 

d 
... (ı) e 2 

ds(ı) 
ı 

d-+(ı) e 3 
ds (ı) 

ı 

buıunur ve burada, 

ds (ı) _ 
ı -

_ .... e(ı) ........ ,,(ı) -(ı) = ı - u e 3 

== _ cr(ı) Et~ı) 

dır. Gı eCjrisini taşıyan küre birim küre olduCjundan,Gı in 
jeodezik e~rili~i J Jı) = o-(ı) ve yay uzunluğu elemanı 

d (ı) c1 (ı) di 
sı = s r. 

Birim kürenin her noktasında Gauss eğriliğinin i e eşit 

olduğu göz önünde bulundurula~ak, Gauss-Bonnet formülü; 



nütatbik edecek olursak, 

Jjda = 2 Tr _,-( < ı) ds (ı) 
.,:)J cr ı 
(Gı ) 

bulunur. Halbuki, 

dır ve küre 

bulunabilir. 

g) o-(ı) dS~ı) = .95 d~ =[arctga-t 
(G ) <C)l~r-· C) 

ı 

üzerine çizilen 

f arctgcr- l<C) = , 

bir kapalı eğri için ancak, 

nrr 
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SürekIilikle ilgili nedenlerden dolayı n tam' ;sayısı-
, 

nın ancak sıfıra eşitolabileceği ve,· 

)J da = 27T 

olac~ğı neticesine varılır. 

Jacobi'nin diğer bir teorerni şudur 

TEOREM II.IO.2. , 

Kapalı bir eğrinin ~asal normallerinin küresel gösterge­

si birim küre yüzeyi~i iki eşitparçaya ayırir [:6·,.s.61. 

Jacobi Teorernlerinin bir sonucunu Fenchel [13 J ve Ava­

kurnovic [14 J vermiştir~ 

TEOREM II.IO.3. 

Bir kapalı küresel eğrının.diğer bir uzayeğrisinin asal 

normaller göstergesi olabilm~si için gerek ve yeter şart 

küresel eğrinin küre yüzeyinR iki eşit parçay~ ayırrnası­

dır. 

Kapalı uzayeğrilerine ait olan Teorem II.IO.2 kapalı kU 

resel eğriler için de geçerli olacağından, aşağıdaki sonucu 
ifade edebiliriz: 
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TEOREM 11.10.4. 

Bir kapalı kü:ı:esel eğrinin asal normaller göst,ergesi 

birim küre yüzeyini iki eşit parçaya ayırır. 

Kapalı kürese] eğrilere ait Ciynı özelliğe sahi? olan 

başka göstergele:;:- dE! varmıdır sormm akla gelebilir. Bu so­

runun eevabı aşağıdaki teoremle verilebilir: 

TEOREM 11.10.5. 

Bir kapalı reel küresel eğ: i.Lıin oskü1atör dijzlf~rninde 'yata 

ve eğriye sıkı sıkıya bağlı olan her vektörün küresel 

göstergesi birim küre yüzeyini iki eşit parçaya ayırır. 

tspat için Dr. Atıf !PEKÇtOCLU'nun bir seminerinde kul-

landığı yolu iz~eyelim: 

!SPAT : 

Birim küre üzerine çizilmiş bir (C) k~palı eğrisinin 

sınırladığı alan fe ile gösterilirse, Gauss-Bonnet Teoremine 

göre, 

fe ::'. :7T - iD fe ds 
(C) 

dir llsJ . Burada ge ile (C) eğrisinin jeodezik eğriliği ve 

s ,ile de (C) nin yay-param~tresi gösterilmektedir. Diğer ta­

raftan (C) nin bir noktasının yer vektörü y olduğuna göre, 

Je = 

olarak yazılabi1 ir [15 
Buna göre, 

-. .... ~ .... dv 
(y ,yı, y") , Y' = ~ , 

olur. 

, pp.128J • 

SfJ 
( C) 

( ...... -, -tl) y,Y ,y ds 

(C), bir ~apalı küresel eğri 'olarakK(s), ~(s) invar-
! 

yantları ile verilmiş olsun. Bu eğrinin Frenet vektorleri 
~........... ... 
T ,N f B ise ; bu eğriye sıkı sıkıya ba~lı bir Z birim ';"ektörü-

nün küresel göstergesi o< , f ''t skalet:' le ri , bu eğrinin yay pa­

rametresi ol':.n s cin for.ks:...yonlac::-ı olmak ve, 

şartını s&ğlamdk üzere, 
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'(11.10.1) -ile verilsin. YapacaOımız iş, birim küre üzerinde Z tarafın-

dan çizilen ve yay parametresi sı olan (Cı)eOri·sinin hangi 

şartlarda, birim küre yUzeyini iki eşit parçaya ayıracaOını 

belirtmekten ibarettir. 

Bunun için (Cı) eOrisinin Jeodezik eOriliğinin hangi 

~ ,fi ' t takımları için sıfır edeceOini araştırmamız gere­

kir. (11.10.1) den, , 
p ·=O(-fK ; 

, 
q =p oI-c<K -~'l: 

olmak üzere, 
p2+q 2+r 2 = A 2 

ile gösterildiğinde, 

dSı =Ads 

olacak ve 
.., - - -Z=o(.T+,8N+YB 
... -. ... ...... 
Z'= PT + qN + rB 

(11.10.2) 

(11.10.3) 

(11.10.4) 

...... i ... i 
Z = (p- q-l( ) T+ (q.pK -r'"C) 

- i _ 

N + (r+qı:)B 

olarak hesaplanabiıır. Burada (~) = d 
ds --Z, Z f iç çarpımı hesa.planırsa, 

(ı,ı'> =O<P +tsq +;rr=O 

olarak bulunur. (11.10.3) gözönünealınarak, .... .... z, _ dz _ dZ ds ı 
- ds dSı' ds 

~ 

ZI = Zs .. A ; 1" - Z A2 fo ZSı~ ..... - sı Sı ~ 

olacağından, (Cı) eOrisinin·jeodezik eğriliği, 

..... - - -- - / (Z,Z' ,Z") = (Z,ZS ,Z ) 
ıSısı 

f 1 - - -~ = - (Z, Z',Z·) 
Cı A3 

(11.10.5) 

(11.10.6) 

(11.10.7) 

olarak he~aplanabilir: O halde (11.10.3) ve (ı~.10.7) den, 
,{., 1 ... _-

ds ı = ~ _ ( Z ,Z' ,Z") ds 
(C) f:l.2 

(11.10.8) 



. 
olacaktır. (11.10.4) göz önüne alınıp, 

p 
...., - .... 

(Z,Z' ,Z") = p q r . , , 
p-qi< q+PI(-rTr r+1't: 

determinantı hesaplanırsa ; 

(Z,Z',Z") =«q~ ~~q~ -O(rq-o<.rpk +o<.r~ -ftP: 

-ftPq'G' + f3 rp -,.srqK+ ~ pq +Yp21<_ tpr-r; 
""" ~ pq + ~q2cK • 
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Buna tr~ ve o(p2i.(; yı ekleyip çıkarır ve dUzen:ı.er.sek , 

(Z,Z',Zif) = p2(;y'!K+o('f;);-q2(t.k+c:o<.~) ;- r2(t~ +o{~)', 

-o(p(r3(;- p'5")-Aq(rK +p'?,"') - (r(rJr( +p~) 
, ,. , , i , 

+ o( (qr-qr) - f3 (pr-q:t) + t(pq-pq} 

= (tj( + ~~) (p2+q 2+r 2) - (r~+p~ )(oe.p+pgi- .'t r) 
« i:,.a. '(, , 

, , , i , , 
+ o«qr-qr) - p (pr-pr) + (f (pq-pq) 

... - - oı. J> ){ 
(Z,Z' ,Z·) = (),J<.f-O(~) d· 4- P q r 

, , i 
P q r 

elde edilir. 

Buradan b' 1"'" - -1 ır eı ,e2,e3 sabit ortonormal bazına geçile-

rek, ... ... 
#o- ~ e3 U 

-+ = O(e ı +f3 e 2 
Ô 

..,. -. 
r~3 = pei+ qe 2 + 

-5 1- ,- le = peı + qe 2+ 3 

vektörlerinin kullanılması ile, 

-- .... - 2 .... _' (Z,Z',Z") = (l(3(;iO'.-.:') A ;- (U,D,D) 

bulunur. Bu değer (11.10.8) de yerine konursa, 

JDO('f; Jb 
(C) ds fo (C) 

. (II.10.9) 

-. --4 
(U,D,D) d s, 
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o J J5~K ds + 
(Ç) 

90(~ ds + 
(C) 

.Q) 
i ----CU, D, D) ds (ILIO.IO) 

\1DI/ 2 (C) 

şeklinde olacaktır. 

o<. , fo .' 't sabit iseler, yani göz önüne alınan do~ru, 
kapalı eğriye. sıkı bir şekilde ba~lı ise ; 

o<.. p r 
--..!. 

p.'?: (U ,D',D) = -PK D(~-~~ 

i , , , 
-foit ~l' - 'IC(5 fo?: 

ve bu determinant açılıp düzenlenirse, 
-_..!. i' 

(U,D,D) =f&()(ec -3(,~) 

olarak pulunu~. (II.IO.IO) daki, 

!fJ 
(C) 

, ---(U,D,D) 

110" 2 
ds 

de~erini hesaplayalım : 

~ ,( i i 
JJ.J ft ( 1(~ -~"(; ) ds 

(C) 

H q; d . = ~ enırse, 

SP i i 
,.8(9('(; ~ ds 

(C) 

i i 

dH = ;(~ - K'?; ds 
ıK2 

,BdH 
p2~q2+r2 

( j32+O(2+- ,/2 H2 - 20(~ H+ ,lH2 ) 

g) 
(C) 

= 

burada, 

H2 

değeri, 

!:D ,sdH 
-_1.. 

(U,D,D) ds = 
J1DI/ 2 (C) H2 ( ,,2+ t 2 ) -20< ~H+ [32+0<.2 

fP J3 dH 
; 

(C) .-B 2+ 2(2 
[H2 _ 2o(~H i- .)2+ 0<.2 ] }32+ y2 fi2+ 0.2 

- 200" H 
i-

/32+ 0<. 2 

J32 ~ ~ 2 ,2+ t2 



şeklinde de yazılabilir. O halde buna göre, 

SP 
....,_J. 

,(U,O,O) ds = 
li.r51f!l. (C) 

- j3 
- y2 ... <r 2 . 

1; dH 

(c)[ (H- tX..'t ) 2 + 
p2+ "1,2 

burada = lı denirse, 

dH = dh olur. 

~ 
(c) 

, 
.-.. --- --- D (U,O,O) ds P! 

/lDIf"z = fi 2 ~ )( 2 

fi .fi2+1'2 
=-~_ ..... 

jJ2 + r2 J 
Arctg 

dH 

.8 2+ ı 2 
( j3 = Arctg ) ( H - o<. 't ) + ci . 

. ft2 + y2 

f(H)= 

Arctg (J ) + C2 

lT/2 + C3 

Arctg <)H) or C4 

TT/ 2 + Cs 

0(= o ,jJ,.O r~O 

o<.:! o ~~O ,t=O 

(~ = fo:.o ıt ='l 

'" = ~ .o rft=1 
o<, .1,)3 .?f .0 

olduğu kqlayca görülebilir. Bunun (C) kapalı eğrisi boyunca 

integrali sıfır olacaktır. O halde (11.10.10) ifadesi, 

31 
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(II.IO.ll) , 

şeklinde yazılabilir. Fenchellin bir teoremi gere~in~e, 

J15'J( ds ~ 2TT dir [ 1 
(C)' 16 

Buna göre (II.IO.ll) deki sağ tarafın birinci integra­

lindeki t kats'ayısının sıfır etmesi gerekeceği ortaya çıkar. 

Bu takdirde kapalı bir küresel eğri ye ait olup bu eğriye sıkı 

surette bağlı ve göstergeleri birim küre yüzeyini eşit alanlı 

iki parçaya ayıran doğrultuların bu eğrinin osküıatör düzle -

minde bulunacağısonucuna varılır. Eğrimiz küresel bir kapalı 

eğri olduğundan, 

1 , ~=-c-' 
eğrilik ve burulma yarıçapları iıe e~rimizin üzerine çizildi­

ği kürenin R=l yarıçapı arasında, 

i 
S2 t <g {J ) 2 = 1 

bağıntısı vardır; buna göre, 

&} t ds .. O 

elde edilir. O halde (II.IO.ll) dekio< değeri keyfi kalır.Böy­

lece 0<.2+.fi 2:1 gereğince.J3 da keyfi olur ve teorem istapl'anmış 
olur. 



BÖLUM.III 

KAPALI KURESEL E~RtLER tÇtN BtLtNEN 
JACOBI TEOREMLERtNtN ÇtZGtLER UZAYINA 

GENELLEŞTtRtLMESt 

III.l. T~~ETLERGÖSTERGEStNtN ÇtZGtLER UZAYINDAKt· 
KARŞILI~I 

C2-sınıfından bir kapalı dual küresel (C) eğrisini gö­

zönüne alalım. (C) yi yay parametresi cinsinden alabiliriz 

[17, pp. 58 J 
(C) kapalı dual küresel eğrisi ~ yer vektörü tarafından 

...... - -çizilirken dual eğri üzerind~ki (T) teğet, (N) normal ve (B) 

binormal birim dual vektörlerinin küresel göstergeleri de bi­

·rer kapalı küresel dua! eğri çi·zerler. Bu vektörleri birim 

dual kürenin merkezine taşıyalım, Şekil III.l.l.· 

Şekil III.l.l. 

Dual küresel eğri üzerindeki hareketli çatıyı [ T ,N',B J 
ile gösterelim. BU çatının türevIeri ile kendileri aiasında~ 

ki bağıntı reel haldekine benzer olarak, 

T 

~s [~ 1 = 

O K O 

-1( O oc? 
O -(5 O 

-4 
B 

-

dır [L7 ] . Buradaki, 
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dual matrisi (II.6.L) daki matrisin rolünü oynamaktadır • . 
Dual küresel eğri üzerindeki bu hareketli çatının Stei­

ner vektörü (II.7.3) Le göre, 

.. ...15<7>- ~ 1) . - 1):ıI 
V = T (C) ~ds T N (C)O ds + B(C)~ds (III.l.l) 

dir. Burada, 

dir'. 

Yukarıdaki ~ ve '(fde~erleri göz önüne alınarak (III.l.l) 

deki Steiner vektörünü şu şekilde de yazabiliriz : 

Tl = '~j+-f:v~= f§) (7:+et') (t +e.~ ds .... (g (t: +elt) Cb +.e:b~ )ds 

V = fc) (t:t+Kb)dS+-t:(~) (~t-+c"t + Kb ..... K'b)ds (III.l.2) 

burada, 

ıt, (et+Kb) ds ve (~) (t:t ... tWt -t1tb
tf 

+Kb) ds 

sırası ile, v ve v* a karşılık gelmektedir. 

Birim dual küre üzerindeki kapalı bir dual eğrinin her­

hangi bir noktasındaki birim dual te~et ve;: törünün dual küre­

sel göstergesine çizgiler uzayında karşılık gelen kapalı reg­

le yüzeyin: açılım uzunlu~unu LT ile gösterelim. 

Hareketin (III.l~2) deki Steiner vektörü göz önüne alı­

narak (11.8.9) La göre LT açılım uzunluğu şu şekilde ifade edi­

lebilir : 

-.. -...~ ---t *' --. 
LT = < t , v :>+<t , v > (III.l.3) 

(111.1.3) den; 

1) - -~ - -+* -+ LT = ( C) < t, t: t .fo Z:'" t to K b .i,- ~ b -> cl s .... 

rj) -+ ->I: 15 7'" .-" -7" " 
= (Cr< t,t >ds T (C) '-' <t,,'. / c,c; <) 
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sb *-o~ {§ ~- . 1; ~*-
+ (C) ~<t,b) ds + (C)t:(t,t> ds + (C) K(t,b )ds, 

15 .... -.w .sf) .... *-+. - -*" 
LT = 2 (C)l:~t,t ?ds + (C)K (~t,b> i- <t,b ?) ds 

o O 
+ Pc} "C~<t,t > 

'-----"' ,..h . ı 

W 1:* LT = (C) ds • 

!fi K~ .... -
ds +- (C) ~t,b )ds, 

o 

(ııı.I.4) 

Bunu bir teoremle şu şekilde ifade edebiliriz : 

TEOREM III.I.l. 

Birim dual küre üzerine çizilmiş herhangi bir kapalı du­

al küresel eğrinin küresel teğetler göstergesine çizgi-
- i . i 

ler uzayında karşılık gelen regle yüze~in açılım uzunlu-

ğu LT = (<g) t:*ds dirı. 
Bu teorem ·kinematikte Bla~chke i :2 i pp .2751 nin açılım 

uzunluğu için verdi~i ifadeye karşılık gelmektedir. 
Teorem tı.7.1'e göre herhangibir X noktasının bir kapa­

lı küresel hareket esnasında çizmiş oldu~ kapalı eğrinin sı­
nırladığı küresel alan, --PX = 2 TT (ı -n) -( V, X > .-idi. Buna göre birim teğet T vektörÜnün birim dual küresel 

-göstergesinin sınırladığı bölgenin alanı FT ile gösterilirse, --PT = 21T (ı-n) -< T,V > 
veya 

FT . = 2 7T (ı-n) ~ < (t+L:~) , ~ (t:t~~b) ds+f(g (z::t!.lt ... Kb...lb»ds , 

FT = 21T (ı-n) - !&}r:(tıt>dS - ~"<tfb >ds-f. (~-C(t,t:ı > ds 

-f 2&) r:<t,"t > ds-f &) ~(tS>ds-e (g "--(tı}; )ds 

g5 t:<....., .... > ~ K<-ı- > -E (C) t,t ds-~ (C) t,b dsı 

FT = 2TT(ı-n)- (~"dS -E(~"'dS -E~<~r'b*)+(?'b»dS 
PT = f.27T (ı-n) - g-c dSJ-Elf)"C*dS Ö. (III.l.S) 



den, 

veya 
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. Teorem II .10.1 • e göre bu alanın 2 TT· olması gerektiğin .... 

(III.I.S) den, 

27T= 27T(ı-n) - f§)'t: dS -E.(~)~.w.dS' 

. 2Trn+ [§, ~ ds +E.. (w, ı::*ds : O (III .1.6) 

Ç[5 ~ (III.l.4) den LT ;: (C) ~ds değeri (III.l.6) da yerine 

konursa, 

2~TT' + (~ı7dS +- €LT ;: O 

olur. buradaki "O" sıfır dual ~ayısıdır. 

O halde iki dual sayının eşitliği tanımına göre (III. L. 6) 

dan, 

{ 
LT= O rfı 
AT= - ce) ı::. ds = 2niT = O (III.l.7) 

elde edilir. Buradaki (-) işareti integralin yönü ile ilgili 

olduğundan kaldırılabilir. 

(III.l.7) deki AT değeri; Hoschekiin r ılJ kapalı regle 

yüzeyler için tanımladığı açılım açıs.ına göre ,küresel teğet..­

ler göstergesine çizgiler uzayında karşılık gelen kapal~ reg­

le yüzeyin reel açılım açısıdır. 

(III.l.7) sonucunu bir teoremle şu şekilde ifade edebi-

liriz : 

TEQREM III. ı. 2. 

Birim dual küre üzerine çiz'ilmiş kapalı bir eğrinin kü­

resel teğetler göstergesine çizgiler uzayında, karş,ılık 

gelen kapalı regle yüzeyin açılım uz~nlu~u ve açılım 

açısı, sırası ile, LT = (g) ~*ds = O, AT = tc) 't:. ds=2~7T_O 
dir. 

Ayrıca E.Study dönüşümüne göre şu teoremi de ifade ede­
biliriz 

TEOREM III. 1.3. 

Birim dual küre yüzeyi üzerine çizilmiş birkapalı eğ­

rinin teğetler göstergesinin çizgiler uzayındaki görün-
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tüsü ; açılım açısı AT= ~ t: ds = 211l1= O OL~ bir kon~ir. 

III. 2. ASAL NOIW\LLER <n3TERG8s!N!N ÇlZGİIER uzAYINDrotl KARŞILIOI 

-
KUrasel kapalı bir dua! e~inin herhangibir noktasındaki birim dual 

asal normal göstergesi bir kapalı ~idir ıl Bu dua! e<;jriyi eN) ile göstere­

lim. eN) $is1ne karşılık gelen çizgiler uzayırXiaki regle yazeyin açılım 

uzımlu~ da iw ile gösterilsin. (II. 8.9) dan, 

veya 

olur. 

(III.2.l) den, 

<- .... > .... /-411l-> iw = n, v "'" n,v (III. 2 .1) 

~ =<n,~) (Cf'4Ct +Kb*+(s) ds) ... <n~~ {tt +J<b ) ds) 

CD -~> 5:63---) .1> /~'";'1Iıı> =(c)t:<n,t ds +(C)c<n,t ds +(C)~,n,D ds 

+fc)k*(nl» ds +~~<rt';t>dS +(~ı.<rt;b> ds, 

. if) -~ ....... -) ~ ~~> ~-iw =(c) t(L(n,t > +<.n,t .} ds +(C)r.(~n,b -i- (rr,b » ds 
"'" ... o o 

Tearem II. 7.1' e göre, birim d-Ila! küre üzerindeki herhangibir dual ka­

palı e~inin asal normaller göstergesinin sınırladı~ı bölgenin' alanı' : 
·1 

FN = 27r(ı-n) ... <:'it,v>. 
olac~ırx1an, i . 

FN = 2" (ı-n) -(n+e.n', tı (T.t+ Kb)dsf- E ?c) ( a ... .,.T!t .. K]' .. ı1b) ds) 
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sb -- sf)-.-FN= 2 11' (ı-n) - (C) t(n,t > ds - (C) K~n,b > ds 

[!P *--> .sf) -~"'> J *--.--...>' - E. ( C) ~ Zn, t d s + ( C) -c:( n , t d s ol- ( C) K (n , b _ d s 

+ &)~:n,b)dS + -Pc) l:<~-;>ds + fc) K~b>dS ] , 

FN= 2 Tl (ı-n) -f. t, 'c (':en,7"> :z?,;i» ds -e fc) K (~ fi;bM>.;<ri':b ?)ds 
o o 

FN= 2 rr(ı-n) (111.2.2) 

Teorem 11.9.2 ye göre bu alanın 2" olması gerekti~in-

dent 

2" = 2" -2nTT ::::;> 2n1T ;: O 9 n '" O 

elde edilir. 

Buradan şu teoremleri verebiliriz: 

TEOREM TII.2. l. 

Birim dual küre üzerine çizilmiş her kapalı dual e~­

rinin asal normaller göstergesine çizgiler uzayında kar­

şılık gelen kapalı regle,yUzeyin açılım uzunluCju ve açı­

lım açısı sırası ile LN = O, AN = O dır. 
Ayrıca E.Study dönüşümüne göre şu te or emi de ifade ede .... 

biliriz ': 

TEOREM ITI .2. 2. 

Birim dual küre yüzeyi üzerine çizilmiş 'kapalı bir (C) 

dual eğrisinin asal normaller göstergesine çizgiler uza­

yında açılım açısı AN=O olan bir koni yüzeyi karşılık 
gelir. Koni yüzeyinin çizilmesine karşılık gelen n sayı.­

sı (C) eğrisinin seçilişinden ba~ımsız olarak n=O dır. 

111.3. BiNORMALLER GÖSTERGESiNİN çİZGİLER UZAYINOAKİ 
KARŞ1L1~1 

Teorem ıı.7.I'e göre binormaller göstergesi için, 

- --F B ;: 2 TT Cı -n) - <. B, V > ( i II • 3 • l) --yazılabilir. Buradaki < B ,v) yi hes-aplay-alım: : 
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- - -- - SP ~. - .s6 -c-....;. ~- ;;'k > (B, V> = (b+fb , (C) (c:t +Kb ) ds +E (C) ( t +"C.t b+ICb,) .ds 

dir. 

= Pcı t:<b,t > ds ~ tcı~<b;b > ds +{fcı <"{"lı,t) ds+ !Cı C(b,1}ds 
.. Pcı K'(b;b> ds .. fcı'<b,b*>dS .. Fcıt:<~t> ds .. -ffiı<"b;5)dsl 

• fcı Kds 4cı K"ds .. IL 'c «~,?>" :-1:;-; ~) ds 

<;:-;) = -!c) K ds off.fc) K* ds 

o 

Bu değeri (III.3.l) de yerine yazarsak binormaller gös­
tergesinin sınırladığı bölgenin alanı için, 

FB = 2rr (ı-n) -.fe) K ds -efe) K*ds(III.3.2) 

• 
değerini elde ederiz. 

(II.8.9} La gö·re L
B 

açılım uzunlu~ için, 

- -* ~-+ . 
L B • (b,v )-fa <b,v > 

-+ ~ ~ ~ ~ .~- \ ~K..1) ..... -, > LB::(b, {C) (r;t+ -et + Kb + ıç. b ) ds/of(b", (C) ('t:t+ K b) ds , 

LB:: !c)t:(b,t-')dS .. fc)t:~b,t>dS + fc/(b,lf> ds 

~ t) t (b,"b)ds + .fc)'C<~-;>dS '+ t)K<~b) ds 

La= .fe ı" ( <.b;(-) .. <.5',t > ) ds .. fc ı K~ ds 
.IP * ci 

LB= (C) K ds 
dir. 

ŞU halde genelolarak herhangi bir (C) kapalı dual eğ­
risinin binormaller göstergesine karşılık gelen regle yüzey 

koni de9'ildir. Bunu bir teoremle ifade edebiliriz :. 

TEOREM III. 3. ı. 

Birim dual küre yüzeyi üzerine çizilmiş herhangi bir (C) 

dual kapalı kürese:l eğrisinin binormaller göstergesine 

çizgiler uzayında karşılık gelen· kapalı regle yüzeyin 

açılım uzunlu~u ele alınan (C)e~risinden bağımsız de­
ğildir ve LB :: !C) ~ ds ile bellidir •. 



111.4. OSKULATÖR OtiZLEMOEKi BiRiM \7EKTÖRLERtN 
GÖSTERGELERiNİN ÇtZGtLER UZAYINDAKi 
KARŞ1LIKLARI 
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E~rimizin oskülatör düzleminde bulunan ve eğriye sıkı 

şekilde bağlı olan bütün birim dual vektörleri göz cnüne a1a­
-+ 

lım. Bunlardan birisi M ,olsun. 

~= G(+eo<.'" vefi= IHep"" olmak üzere, 
.... - ...... M = Tcoso(+ NCos} Şekil 111.4.1. -+... -+ 
M = Tcos~'" Nsin« (ııı.4.1) 

dır. 
...... -+ 
M birim dual vektörü M = m+em~biçimindedir. -B 

Şekil 111.4.1. 

Bunu (III.4.l) daki formda ele alır (1.4.2) ve (1:4.3) 

formüllerine göre düzenlersek; 
__ ~ ~-foı '* -+ _M: ,... 
M = m+E.m = (t+E.t") (coso( - c. o<. sino() + (n'" E. n ) (sino<. +Eo<.coso<) 

= tcoso< -e.t«*sincı< + e-r* coso<.... ~sino( + E.rt o("coso<. 

+ e. İi* sina< 

... -+ ~. e ( -+ ~ . -+* - ',* -J ~. M = tcoso( ... nsıno(+ ~ -t (x. sıruı< + ·t coso( ... n o( co s ........ n sıno( 

burada, 
- -+ -+. _* - Mo • ~ _ '* ' . ...,.. .. m = tcoso< + nsınO(, ro = -t o( sına<. + t cOSo( + n o( cosO<+i1sınO( 

dir. 

Eğ~imizin oskülatör düzleminde bulunan ve eğriye sıkı 
-+ ; 

şekilde bağlı olan M birim dual vektörlerinin birim'dual kü-

resel göstergelerine çizgiler uzayında karşılık gelen regle 

yüzeylerin açılım uzunluklarını LM ile gösterelim. 

-- ~--.-> LM = <. ro, v· > + <. ro~, v 
veya 



L -<-+t c( -+. f ( -~~ ~LK~ M - cos ... nsıno<, (C) -Ct +~t , . _ 

dir. 
-+ 

-­. './~, , 
TL' .>J 
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, 
ds) 

M dual birim vektörünün dual küresel göstergesinin sınır-
ladığı küresel alan Teorem II.7.l'e göre: 

.... -fo 
F M = 2 TT (ı-n) - < M, V > 

olacağından, 

FM = 2 "(ı-n) -[<t coso(+ i!sino( + e(- to<'1ıino< + ttıcose( + ~otcosO( 
+ n*sinoc: ) ., 

t) ("ct Hb )ds +~c) (!:~ ~t <-K1;' "'K"b ) ds)1 

FM = 2" (ı-n) -~cı<t.t>CCOSo(dS ~JlC).(1.b>KCOSO( ds 

+.PcC) <~;t>7;sinO( ds +~C)<rtb>I<SinO(ds +E: !CC) .(:t,t)-CCOSD( ds 

~ -- ~ if) -- 'tf: -- * -r6y(C) <t,t>~cosO( ds tt..l(C)<t,h>K.cos<xds +t.1c) <t,b)KCOSO\ ds 

-Itfcc) <ri .t;<:S inocls4c )< ri.0 l"si n..Gs+&cc ) < -; ;~>Ksin C\ ds 

+f.1{C)<"t:b) K*sino< ds -E.91cr(t ,~u:{Sin(X. ds 
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p' -- ot( -6 (C) (t,b»)(o(sin<X. ds 

rr) --:-tt -..-, rr; ~ ....... -tt 
+EJ{C} < t,b) KcosO< ds -I-Ej'(C) <n,t>DXco50.;ds , 

+f.JlC) <;r;b)~~oso( ds .fot~C} <"rtft>~sino( ds +t~C).(n~b>Ksino( ds 

F M=-2 TT (ı-n) -:!R.C) 'Cc o sOl..ds -4[C) -c"coso< ds +4{C) -ccls in o<.. ds 

~c) K cosO(~~bıı.> .fo (€"b) ) ds 4C) 'CSiI1O((~,t">+ <~t>.)dS 
.rr; (_~~ C :-9'-+) o 

+o/cC) K si11O( \~,b )+ <n~b >- ds ( 
v-

FM = 2mı-n) - je) 'eCOS: ds -E(fic) -ecoso( ds - rf.c)r:."'~irıIX dS) 

dir. Bu de~eri, (111.4.2) ye'qöre, 

FM =- 2 Tr (ı-n) - .!R.C) -c:;.coso( ,ds - E.LM 

şeklinde yazabiliriz. 

Teorem 11.lO.S'e göre biz bu alanın 2n oldu~unu bili­

yoruz. O halde, 

veya 

217 ;:: 2lT (ı-n) -.sqC) 'C.coso<.ds - E. L~1 ' 

:::}2nTT+ 1(C) 'Ccoso( ds +E.LM ::: O:;:;O+€O 

1 LM ;:: O rf\ 
lAM = -J{C)t:coso(ds ;:. 2n1T:O 

bulunur. Buradan şu teoremleri verebiliriz : 

TEOREM 111.4.1. 

Birim dual küre Uzerine çizi~miş her kapalı dual e~ri­

nin oskülatör düzleminde bulunan ve e~riye sıkı şekll­

de ba~lı olan bir birim dual vektBrlin küresel göster -

gesine çizgiler 

yüzeyin açılım 

ve açJ.lıın açı~ ı 

uzayında karşılık gplen kapalı regle 

1 ~ L rn t .j!; ~ • )" uzun ug~ M=){C) \, 'ccoso( -~o(sınD( os=o 

I\M "" -~C)-CCOSo(dii:::' 2n7T=Odir. 
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TEOREH 111.4.2. 

Birim dual küre yüzeyi üzerine çizilmiş bir (C)' kapalı e~­

risinin oskülatör düzleminde yatan herhangibir M birim vek­

törünün küresel göstergesinin çizgiler uzayındaki E.Study 

resmi, açılım açısı 

AM = (§) "c coso( ds = c 050( -'Pc)'CdS = 2nrr::.O 

olan bir konidir. 

Burada ~='O alınırsa Teorem 111.1.2. deki LT ve ~ değer­

leri elde edilir. Bu ise M = T olması demektir. 

111.5. ORTAK ÖZELİKLER 

Her üç cins gösterge için ortak olan özelikleri aşağıdaki 

şekilde sıralıyabiliriz: 

TEORE~1 III. 5.1. 

Birim dual küre yüzeyi üzerine çizilmiş her kapalı dual eğ­

rinin küresel kapalı Teğetler, Normaller ve Binormal,ler gös­

tergelerine çizgiler uzayında karşılık gelen kapalı regle 

yüzeylerin açılım uzunluklari ve açılım açıları bu göster­

gelere bağlı olmayıp, verilen küresel kapalı eğriye bağlı­

dır. 

TEOREM 111.5.2 .. 

Birim dual küre yüzeyini iki eşit parçaya bölen kapalı eğ­

rilerin çizgiler uzayındaki E. Study resimleri birer' koni­

dir. 

Jacobi Teoremlerinin çizgiler uzayındaki karşılıkları için 

ters teoremlerin ifade ve ispatlarıriıümkün görülmemektedir. 



s o N U ç 

Jacobi T~oremleri ID-Modülde birim dual küreüzerinde 

ele alındı. E. Study Dönüşümünden yararlanarak bu teoremle -

rin 3- boyutlu Çizgiler Uzayındaki karşılıkları araştırıldı. 

Bu genelleştirme ya~ılırken kapalı regle yüzeylerin 

Açılım Uzunlukları ile Açılım Açılarının dual küresel hare­

ketlerde görülmeleri bize cesaret kazandırdı. 

Jacobi Teoremlerinin 3- boyutlu Çizgiler Uzayındaki yü-
i 

zeyler teorisi yönünden koni yüzeyleriyle ilgili oldukları gö-

rüldü. Böylece Jacobi Teoremlerinin çizgiler Uzayındaki kar­

şılıklarının birer Koni Yüzeyi oldukları gösterildi. 

Varılan yeni sonuçla~ Jacobi Teoremlerinin çizgiler 

Uzayındaki karşılıkları olarak,teoremler halinde ifade ~e is­

pat edildi. 
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1.3.1949 yılında Ord~'nun Korgan İlçesinin Çamlı Kö­
yünde do~dum. 1958-63 de aynı köyde İlk Okulu bitirdim. 1963 
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Karadeniz Teknik Universitesi Temel Bilimler Fakültesi Ma­

tematik asistanlı~ına atandım. 

1975 de, Ankara Universitesi Fen Fakültesi ö~retim Uye­
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