\

KARADEN1Z TERNiK UN1VERSI1TEST TEMEL BILIMLER FAKULTES?

UZAY KINEMATIGINDE

JACOB1 TEOREMLERI

Karadeniz Teknik Universitesi Temel Bilimler Fakiiltesi'nce
“"Fen Doktoru"
invaninin verilmesi igin kabul edilen tezdir

Ziya YAPAR

§

Tezin Dekanliga Verildigi Tarih : 19.2.1979

S6zli Sanavin Tarihi : 29.6.,1979

Doktorayi Yéneten Ofretim Uyesi Prof.Dr., H.H1ilmi HACISALIHOGLU
Doktora Komisyonu Uyesi : Prof.Dr. Asim OZKAN '
Doktora Komisyonu liyesi : Dog.Dr. Asuman ILGAZ

Trabzoﬂ- 1979



Bu galigmayi bana 8neren ve ySneten, galigma boyunca
defferli yardimlarini esirgemeyen, Ankara Universitesi Fen '
Fakiiltesi Cebir-Geometri Kiirsiisfi Bagkan: Sayin Hocam Prof.
‘Dr. H. Hilmi HACISALIHOGLU'na glikranlarimi sunmayi bir borg
bilirim.




OZET.

t1¢INDEKILER

& o6 05000 € 4 % &0 60 8 S P LGS E O LSS0 Q0SS EN SO S S EE S e

SUMMARY . o s o coqeorssernnnssnsecsnnosoncevsrearsens o yoossesere o as e s soonanse

GiR1S

e & o & @ a-avele 00 PO 90 00 90 60 90 R €0 90 P FA 90 0O S0 95 P05 PR 4 F5 $S OV 50 09 05 20 05 #3

: NOTASYONLAR...... b eeeson sunnne esenonnn e 00 ga e s pe veee en ou v buni 00 0s pe ta e Te n s

DUAL
I.1.
S I.2.
I.3.
I.4,

DUAL
II.1
II.2
I1.3.
I1.4.
IT1.5.
II.6.
11.7.
II.8.

1I1.9.

BGLUM T
SAYILAR VE DUAL SAYILAR HALKAST
DUAL SAYTLAR . e e e e e eeee i e eresaesesesesesesese se a0 s s se s s s se e se a0 e
DUAL SAYILARLA ILGILI TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER..,

BIR TEK DUAL DEGISKENL1 FONKSIYONLAR"""u""".""""“"".

DUAL FONKSIYONLARIN KUVVET SERILERINE

ACILIMI S0 95 90 F0 20 00 00 F0 *0 00 00 40 00 0 30 5¢ 0 L RO OGP F5 P $F SR PO PO 00 PO S0 U F0 ST EL PP B0 P8 SO TS v-;'- se 00 pe e pe

BOLUM.IT
VEKTUR UZAYI '

o ID=MODY L et ee e e e s ot s s 0 0 00 s e ks w0 s e 0
o DUAL VERTORLER-. .. e e vrreeeusvssmeeseseunansesessssnsese s sn it o0 s o s st sesmsnanss
D-MODUL UZERINDE IC GARPIM..crummurrormrssessormersssmmsssosnmsossonmmnss
DUAL VEKTORLERIN NORMLANMAS . eosnreurvesererssesesnsssesonsnsossosnsnse
E.STUDY DONU$UMU"""”"""""“u”""””""""""""""""“""N"J"
DUAL G e v e e e or e st e o000 10400 3 45 s 0 1100303 11004 0 14000 1800 0010000 s 01
DUAL STEINER 'VEKTORU VE STEINER DOGRUSU... e rere s

GIZGILER UZAYINDA KAPALI BIR REGLE YUZEYIN AQILIM

UZUNLUGU.... L Corserenerenpueeeees vorrene

QIZGILFR UZAYINDA KAPALI BIR REGLE YUZEYIN ACILIM

ACISIwreuereerveveerenne res et re e sron sean e e e e et 728 e b e

~1I.10.KAPALI UZAY EGRILERI VE KAPALTI KﬁRESFL EGRILER

KAPALI KURESEL EGRILER ICIN BILINEN JACOBI TEOREMLERININ'

ICIN JACOBI TEOREMLERI e pr s sape e S0 5 00 Ph 40 bE TS PV O B0 g .u e et o0 '-."

BOLUM,III

Cl1ZGILER UZAYINA GENELLE$TIRILMFSI

IITI,.1.

IIT.2.

IT1.3.

TEGETLER GUSTERGFSININ QIZGILFR UZAYINDAKT
KARSILIGI... vesn et penn e repe ne ne e repe upe sa nepe e v pe b

‘ASAL NORMALLER PGSTERGESININ QIZGILER UH“HNDAKI
KARSILIGI.., “he vt nere e n et be b bu b g ve gape se pebe se e pe e pe pe

BINORMALLER GUSTERGESININ QIZGILER UZAYINDAKI
KARSILIGI AR LEIRI NI NI NI R LN 1) AR AN LR L) LR RL R R LN L LR L] . pepe LA AN LN LA LRI NI LN

Gs pepe s tese vn pe EE TR IR TR TR

ov 06 pu po o s ve ve po o ve

« ITT

Iv

10
13
14
15
16
17
21

22
24

24

33

37

e 38




I1
ITI.4. OSKULATOR DUZLEMDEK! B1RiM VEKTORLERIN

GUSTERGELERININC1ZGILER UZAYINDAK! KARSILIKLARI..40
III.5. ORTAK UZELIKLER
SONUG e et evesecosanncaseenenonennesnnonoannaeensrdd
BIBLIYOGRAFYA .t et veeennnnnsennesnsecnanaennenns 45
82 GEQMISIM. ... cueiiiiiiiiiiinnenennnnnnnnen . 47

.Qoo.-.o.'ll-ood.-‘.ooo;o-c.ooc-.-43




Caligmamiz {i¢ bdliim halinde dilizenlenmistir. 11k iki

bblim temel kavramlara ayrilmigtir. Burada E. Study DoSnili-
glimline esas olﬁak lizere dual sayilarin halkasi ve]D-Modﬁl
lizerinde gerekli temel kavramlar ve temel bilgiler sira -
- lanmigtir. Hareket geometrisinde yer alan diferansiyel de-
Jismezlerin de siralandidi bu iki bdliimde gegen teoremle -
rin ispatlarina kismen yer verilmig, kismen de yer verilme-
den kaynaklar igaret edilerek yetinilmigtir. ;

Calismanin orjinal kismi {liglincll b8liimdedir. Jacobinin
kapali kiliresel edrilere dair verdidi iki teorem ile bu te-
oremlerden ¢ikarilan sonug¢larin Qizgiler Uzayindaki karsi-
liklari g¢aligmanin konusudur. Bu b&liimde bu teoremlerle so-
nuglarinin E.Study doéniliglimiinden yararlanarak 3-boyutlu Ciz-
giler Uzayindaki karsiliklari elde edilmistir. ‘

Aranan regle ylizeylerin hepsinin de birer koni ylizeyi
olduklari gdsterilmis ve bdylece Jacobi Teoremleri Cizgiler
uzayinda ifade ve ispat edilmiglerdir.




SUMMARY

This diséertation consist of three chapters. The
first two chapters deal with basic concepts. Here, ring
of dual numbers, necessary basic concepts over D-Module
and basic knowledge based on Study-Mapping have been
arranged. In these two chapters where differentialvinva-
riants, which take place in the motion geometry, 'have
been arranged, some theorems have been proven and in
some places only the sources have beén given.

" The original part of my study is in the third
chapter. The two theorems which Jacobi has given'about
the closed spherical curves and the correspondence of
the results derived from these theoremg in the 3-dimen-:
sional line -space constitute my subject.In this chapter,
tﬁe consequencesof these theorems and their results in
the line -space by means of E., Study-mapping have been
obtained. '

It has been pointed out that allof the investi-
gated ruled surfaces are cone surfaces and so Jacobi
Theorems have been expressed and proved in the 3-line-
space.




I.GIR11IS

Hareket geometrisi 6zellikle l-parametreli hareket grup~
lara altlndaideqismezlerin teorisidir. Son yillarda diferansi-
yel geometri ile kinematigin ortak alaninda E.Study doniigstimle-
rinden yararlanarak dlizlemde ya da 3-boyutlu uzayda tanimlanan
geometrik de§igmezlerin 3-boyutlu g¢izgiler uzayindaki karsgilak-
lari galigmalara konu olmaktadir. Holditch ve Steiner teorem -
lerinin 3-boyutlu ¢izgiler uzayindaki karsiliklari birer Ornek
olarak g¥sterilebilir. '

Jacobi teoremlerinin kargiliklarani da bunlara eklemek
igin ®nce bu teoremleri kiire geometrisi y&niinden ele almak ge-
rekmektedir. Jacobi Teoremlerini ¢izgiler uzayina genellesgti -
rebilmek ig¢in bu ¢alismayi ele alirken kapali regle yilizeylerin

acilam uzunluklara ile acilam acilarini dual kiiresel hareket -
lerde gtrmekle cesaret kazandik [7] ’ [1ﬂ | ‘

Bu iki defigmezi 3-boyutlu c¢izgiler uzayinin l-paramet-
reli kapali hareketlerinde esas aldik. Yiizeyler teorisi y&niin-
den Jacobi teoremleri konl ylizeyleriyle ilgili gﬁrﬁlmﬁstﬁr El-
de edilen yeni sonuglar Jacobi Teoremlerlnln ¢izgiler uzayin -
daki kargailiklara olarak teoremler halinde ifade ve ispat edil~
miglerdir.




NOTASYONLAAR

IR Reel sayilar.

Rr3 ¢ boyutlu reel vektdr uzayi,
D Dual sayilar.

e Toplama iglemi.

e Carpma; iglemi.

€ Elemanidir.

D-Modlil Dual sayilar halkas: tizerindeki modiil,

€ =(0,1) D-Modiilde dual birim.

Az a +€& Bir dual sayinin gdsterilisi , a,d@R air.
A= T +e2* D-Modllde bir dual vektdrin gésterili\si,'?,?cm?’dir.
<, > I¢ garpim.

A Dis garpim.

’ | | Mutlak deger.

I ” Norm.

K Birim dual kiire.

-/ :p-hf;a*Dual ag1, ’¢~‘R.

A = [AiJ] 5= a3 d"’ Dual matris...
dfx b vektdrﬁnﬁn dlferensiyel hizi.
({J:'?‘G?Bir hareketin ani dual pfaff vektorii.
L Bir regle yfizeyin a¢;11m uzunlugu.

A Bir regle ylizeyin agilim églsl.
jﬁ . Kapalz bir edri boyunca integral.
¢

Bir edrinin jeodezik egjrilisi,

(") = g- Yay uzunlujuna gére tiirev.
s

—r

X Bir edrinin edriliygy,
T Bir edrinin burulmas:L.




9

BOLUM.I

DUAL SAYILAR VE DUAL SAYILAR HALKASI

I.1. DUAL SAYILAR

R reel sayilar ciimlesi toplama (+) ve carpma (o) ig-

lemlerine gdre bir cisimdir. Bu cisme Reel Sayilar cismi de-
nir ve kisaca R ile gdsterilir.

TANIM

I.1.1.

TANIM

a,d€ R olmak lizere A=(a,d ) ikilisine sirali ikili de-
nir. Bu gekilde tanimlanan R x1R cumles:L D ile gbste -
rilsin. B8ylece,

m={ (a,d )' ; a,a*é]R}

dir. D {izerinde iki i¢ iglem ve bir esitlik su sekilde
tanimlanir :

I.1.2.(Toplama)

® : DX D——» D )
islemi ' . .
A= (a,d ) ve B=(b,1';)e]D

olmak iizere,

A ®B=(a,8) @ (b,5 )= (aeh, o8 )

seklinde tanimlanir ve D deki toplama olarak adlandirilir.

TANIM I.1.3. (Garpma)

® : DXxD— D
i¢ iglemi
A= (a,d) ve Bm (b,l: )é D
olmak iizere, '
' ) * o
A @®B=(a,a) ® (b,b')= (ab,ab+d b)

seklinde tanimlanir ve D deki ¢arpma olarak adlandirilir.




TANIM I.1.4. (Egitlik)

A=(a,d) ve Be(b,B )e D
ig¢in

a=b , a= B

ise A 1le B egittir denir ve A=B sekllnde gbsterilir.

TANIM I.1.5.
IR reel sayilar cimlesi olmak {izere,
D=Rx R
climlesi lizerinde toplama, garpma ve esitlik iglemleri

yukaridaki gibi tanimlanmig ise D ciimlesine dual sa-
yilar sistemi ve WV(a,& )e D elemanina da bir dual
say1l denir. ;
TEOREM I.l1l.1.
(D,®,0) dglusu birimli ve deffigimli bir halkadlr'[l]
1SPAT : Bunu iki adimda yapabiliriz.
(1) (D,®) ikilisi bir abel grubudur.

H :@:D X D——— 1D

seklinde tanimlandigindan, D climlesi @ islemine gdre képa-
lidar. ’
H, :@isleminin birlesme &zeli§i vardir. Ger -
¢ektenv A,B,Ce D igin,
Tanim I.l.2.den;
(A®B) ®cCe[(a,d) ° (v, 5)] @ (c, &)= (a+b+c,ai'+ﬁ+c*),
Ae(BoC)=(a,d) @ [ (6,5 ) @ (c,& )]..(a+b+c, debact ")
olduklarindan Tanim I.l.4 gerefiince,
(A®B) 8C = 2@ (BOC)
dir. . .
Hy : @ islemine gbreﬁD de bir 0 (sifir) etkisiz
» _ elemani vardair.
Gergekten W A€ igin,
A@0 = 002
olacak sekilde bir "0" etkisiz elemanina,
0= (x,x°)
denirse,




06A = AGO
igin Tanim I.1.2 ve Tanim I.1l.4 den yararlanarak bir tek ,
x«0,¥%0 ; O=(0,0)e D
2tkisiz elemani elde edilir.
Hy 3 Toplama @ iglemine gbrevAe&D igin,
A®X=X0A = O
olacak gekilde bir tek X=(x,¥*)eD ters elemani vardir.
Gergekten Tanim I.1.2 ve Tanim I.l.4'ilin blrle$t1rilme51 ile
As(a,&)eD igin X= (-a,-d)eD
Dldudu gdridldr.
O halde ( ID,®) ikilisi bir gruptur.
Hy : V A,BED .igin Tanim I. 1.2 ve Tanim I.1.4
kullanilarak, ' :
A®B = BOA
oldugu kolayca g¥riillir. Béylece ( D,®) ikilisi ayni zamanda .
bir abel grubudur. ‘
(11): @ : D x D—D ig¢ igleminin 6zelikleri:
Hg : @ : D x D——sD |
iglemi Tanim I.1.3 de bir i¢ islem olarak tanimlandigindan ;
® islemine g¥ére D climlesi kapalidir.
' Hy (A@B) OC = A@ (BeC)
oldufu Tanim I.1.3 ve Tanim I.1.4 den gdriilebilir.

Hg 3 ' (A®B)@C= A@COBEC
ve
" Hy : CO(AGB) = COAGCOB.
ifadeleri Tanim I.1.2, Tanim I.1.3 ve Tanim I.l1l.4 den ispat—
lanabilir.
O halde (1,®,0) cliisl bir ﬁalkadlr. |
H , :YA,BED igin Tanid I’.l.‘3 ve Tanim I.1l.4

geredince,
A@B = BOA
~ldugundan ( D,®,®) halkasi bir deﬁisimii halkadir.
H . : tkinci islem @ igih (1,0) etkisiz eleman-
dir. Gergekten Tanam I.l. 3 denV A& D ig¢in
(1,0)ea=20(1,0)= A
olur O halde (D,®,®) halkasi bir birimli halkadlr




TEOREM I.1l.2.

(D,8,0) tglubll bir cisim desildir [ 1] .

1SPAT : D» B - { 0} denirse, (DT,8) ikilisi grup aksi-
yomlarini saflamadi§i igin‘(:D,$,@) l¢cliisi bir cisim dedil -
Jir. Bunu g8yle gbsterebeliriz.
VAaeD igin, '
A@X = XOA = (1,0)
olacak sekilde bir tek X=(x,X")eD ters elemani yoktur.Clin-
kii bu eleman 1gln Tanim I.1.3 ve Tanim I.1l.4 gertence,

20X = (a, a ) 0 (x, < = (ax,ax-bg’x Y= (1, 0)
" Dax=1, ax+d x-O
olur. Son denklemlerden x ve X g¢dziilirse,

X=(% —_)

bulunur.

X@A = (1,0)
dan da yine, :

1 —5?
X=( a y — )
a2 _

elde edilir. Su halde X-(x,x?) eleman: A nin ters elemani
olmasi igin az 0 olmalidir. Bu demektir ki, (0 )GJD ele~
maninin tersi olan bir eleman yoktur.

O halde (1,0,8) liglUsli bir cisim deyildir.

TANIM I.1.6. (Sifir elemani)
AGX=A '
denkleminin ¢&zlimi olarak tanimlanan dual sayiya D nin

i

toplama islemine gdre sifim denir ve 0=(o,0) ile g8Bs-
terilir, '

TEOREM I.l.3. . N
D dual sayilar halka51 R reel sayilar cilimlesine izo -

morf bir alt climleyi alt cisim. olarak kapsar[ 1] .




IspaT :
£ : D~———IR
fonksiyonunu,
£
olarak tanimlayalim. f bir izomorfizmdir.

(a,O) —>a

f : Lineerdir: A=(a,0) ve B=(b,0)e D olmak {izere

£(A®B) = f(asb,0) = a+b= £(a,0) + £(b,0)
= £(a) + £(B) '
ve ayrica,
f(Ar@B) = f(a.b,0) = a.b=zf(a,0). £ (b, 0)

£f(a). f(B)

dir.
f : Birebirdir : A=(a,0)#B = (b,0) ise f(A)# £(B) dir.

Gercekten Tanim I.1.4 gerefince Ax B demek a#b de-
mektir. Bu da f(A)# f(B) oldu&unu ifade eder. '

f : Ortendir :vXeR reel sayisi bir tek (X,0)e D
dual sayisinin £(X%,0) resmidir.

TANIM T.1.7.

Teorem I.1.3'dn sonucu olarak (a,0) dual sayisi, izo-

morfu oldudu "a" reel sayisi ile g8sterilecektir.Yani
(a,0)=a alinacaktar. ’

TANIM T.1.8. ,
Bir A= (a,a )e D dual saylslnda "a" reel sayisina A

nin reel kisma, ngkn dual sayisina da A nin dual kis-~
m1i denir.

ve

Re(A)=a, Du(A)= a'
seklinde yazilair.

TANIM I.1.9. .
(1,0) dual sayisina D deki carpma igleminin bifim ele~
mani veya ID deki reel birim denir ve,
f : D——>R
izomorfizminde kargilik geldigi "l"vreel sayrsi ile g&steri=
lir.~ ’
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TANIM I.1.10. | ‘
(0,1) dual sayisi kisaca ¢ ile gtsterilecek, yani
(0,1)=¢ olarak alinacak ve dual birim olarak adlandi-

rilacaktir.
Tanim I.1.3 gerefiince de,
£0E=¢*= (0,0)
oldugdu gdriliir. h '

TANIM I.1.11. .
(0,0)ée D dual sayisina D nin @ islemine gbre birim

elemani denir ve,
f£: D—>R | :
izomorfizminde karsilik geldidi "0" reel sayisi ile
g¥sterilir. '

TEOREM I.1.4.
A=(a,¥f)eD dual sayisli A= a + ed seklinde yazila-
bilir. Yani (a,& )= a¢tga dir. .

ispaT
Tanim I.l1.2 geredfince A= _(a,a*) ig¢in,

A= (a,0) & (0,a")

yazilabilir. Tanim I.1.3 den de,
A= (a,0) ® (0,1) @ (& ,0)
olur. Tanim I.1.7. ve Tanim I.1.10. geregince de,
A=‘a+5e;
dir. Bundan sonra ©,® sembolleri yerine sirasiyla (+), (-f
islemlerini kullanacagiz. /
TEOREM I.1.5.
A= (a,a*) bir dual sayi ve A€ IR ise '  ile A nin car-
pim1i AA = ( Aa, Ad*) dar.

1SPAT : A€R oldufundan, Teorem I.l.3 geredince A re-
el sayisi (A ,0) dual sayisina izomorftur. Tanim I.1.3 den,

AR= (2,0) @ (a, &)= (rad)
olur.




I.2. DUAL SAYILARLA I1.GIL1 TEMEL TANIMLAR VE
TEOREMLER ,

x,ﬁhR reel defiskenler olmak iizere Z= (x,xﬁ) = x+£x*
dual sayisina iki de§igkenin bir lineer terkibi olarak baki-
labilir.
TANIM I.2.T.

Z=(x,x?) dual sayilarinin biitiinline dual diizlem denir ve D

ile gbsterilir. Herbir (x,x‘) ikilisine de dual dlizlemin

bir dual noktasi denir.

TANIM I.2.2.
Z=x+£x* dual sayisinin mutlak degerl diye lx} reel say1s1na

denir.
&0 oldugundan, |zl =}x+£x’ﬂ=lxl dir.
Bu tanim D de bir metrik vermez ve ]x+€:€*l=0€=} x=0 dir,
TANIM I.2.3.
NER ve Q)O olmak iizere bir (xo,xo )f:!D noktasinin H ~kom-
sulugu diye (x,- i ,xo412),(x0-7 ,xo+Q) agik aral;klarl-
nin belirttigi kareye denir. .

I.3. BIR TEK DUAL DEGISKENL1 FONKSIYONLAR

TMHMI 3.I. ‘
M ve N iki dual nokta cumles1 olsun. Z=x+€f*elaman1 bir
keyfi dual dedigken olmak izere VZeM noktasina bir f ku-
rali ile birtek WeN dual sayisi karsilik tutulabiliyorsa,

bu halde £ ye M den N ye bir dual fonksiyon denir ve,
f : M—>3Nveya 2 3W=£(2)
seklinde gbsterilir. M ye f nintanim' bdlgesi ve N ye de
M {izerinde tanimli olan f nin deger b&lgesi denir.
Egder W= f(Z) 1fade51nde Z- x+£x¥ konumu yaplllrsa, ve
Re (W)=U{(x, x ), Du(Wr-U (x, x ) denlrse,
f(2)= U(x,x )+EU (x,x )
elde edilir. O halde,
U : R X R—sIR Ve U’ R X R—3R
reel iki degigkenli fonk81yonlar olmak iizere,
f= u+ev®
seklindedir.




TANIM I.3.2.
f dual fonksiyonu bir G bdlgesinde tanimlanmis olsun.E-
Jer VQ’)O igin bir & bulunabilir ise, &yle ki, biitiin
O<hﬂ(5'igin,

£ (2 +h) ~£ ()

’ -£' (201N

h
olacak gekilde bir f'(Zo) mevcut ise, bu halde £,Z2,€G
noktasinda diferensiyellenebilirdir denir. £'(Z5)'a £
nin 2o daki tlrevi denir .ve,

£'(zg)=1lim I (Zot A2)-£(Zo) |

AZ~=»0 . Az

seklinde tanimlanir.

TANIM I.3.3. o
" Eger f dual fonksiyonu bir G b8lgesinin her noktasinda

her mertebeden diferensiyellenebilir ise f,G de her mer-
tebeden diferensiyellenebilirdir denir. ‘

I.4. DIFERENSIYELLENEB1iL1R DUAL FONKS1YONLARIN
KUVVET SERILERINE ACILIMI
TANIM I.4.I. ’
f nin sifirinci mertebeden tﬁrevi/f(o)ile gbsterilir ise,
£(0) () = £(2g) , ZED
dir. / _ B -
TANIM I.4.2. ' |

(2-2) (2-2¢) 2
£(2)=£(25)+ ——£' (Bg) + ———E" (Bl oot

(z-2.) " , :
— £0) (3 )4...
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serisine £ dual de§igkenli fonksiyonunun Z ,€ G nokta-
sindaki TAYLOR AGILIMI denir.

Tanim i.4.3. gerefince f dual de&iskenli fonksiyonunun
Zo= 0 noktasindaki Taylor Ag¢ilimi kolayca su gekilde buluna-
bilir.

, . ,
£(2)= £00) + 2 £ (gI+ 2o £n(ge...+ B g™ 0y,
1! 2! n!
veya |
* 2 ¥ -1 %
£(x+ex*) = £(0) + 2‘_‘5_’1 £1(0) + _{__';'?_529_{ £M(0) 4. . .+ xn+§s'xn,3x £0) gy

X ™ gy

%2
"f(0)+ —-f'(0)+ 2 £"(0) +..

+ e g 0+ X £(0)+...+ X g0 (g) 4 K] g(nv0) (0)#...]
1! (n=1) ! n.

f(p)= F(p—l)

£f'(z)=F(z) denirse, olacagindan,

£ (x+ ex* )—f(O)d-—f‘(O)'i-2 £°(0)+.. EnT f(n) (0)+...
2 .
+£x[F(0)4~—F ORE=F JURN (xn)1 ™ (0)+.. ]
'_elde edilir. Burada birinci kisim f(x) in x= 0 daki Taylor

Acilimi olarak ve ikinci kisim da £'(x) in x= 0 daki Taylor
agilimi olarak diiglinlilebilir. Buna gbre son ifade,

Fx+ ex¥) = £(x) + ExXF' (%) ' (I.4.1)

seklini alzxir. . .
Xy X 3 X
Gergekten f(x+ £€x*) = cos(x+ex¥), sin (x+e x*), tglxeesd)
dual dedigkenli fonksiyonlari allnlrsa, bu fonksiyonlarin
0=(0,0) dual noktasindaki Taylor Aglllmlarlndan

sin (x+& x¥)= sinx + e x¥ cosx (£.4.2)
cos(x+ € ¥*) = cosx- €x* sin x o (1.4.3)
tg (x+€ x*) = tgx+ex* (l+¢tg?x) (I.4.4)

olarak elde edilirler.




BULtM. IT
DUAL VEKTOR UZAYI

I1.1. D—D;IODUL

TANIM II.1.1. ,
Birimi 1 olan defisimli bir halka H olsun. H izerinde
bir modiil diye birQ}ﬂabel grubu ile agsagadaki dzelik-
lere sahip olan bi;,

O'H x g-—-—-+g 4
(b,x) ——> bet' -
‘dis islemiyle olusan (g»,@) yapisina denir[1].

b,ce H ve q,Peg olmak lizere,

M, : b(x+B) = bx + bp
M2 : (b+c)x = bX + c&X
M3': (bc)X = b(ce)
M4 : 1 °<=°(o ’

ID dual sayilar halkasi lizerinde D xID x DD = D3 bir mo-
diildiir. ® nin birimi (1,0)=1 olan dedfigimli bir halka oldu-
Ju Teorem I.l.1l. de g&sterilmigti. D3 {in D tizerinde bir modiil
oldufunu g8stermek igin Snce (]D3,+ ) nin bir abel grubu oldu-
Ju sonra da I x D3——> 3 dis isleminin Ml,Mz,M3 ve M, aksi-
yomlarini sagladifi gOsterilmelidir.

D= {(Al,Az,A3) t Ay ,By A€ m}
ctimlesinin herbir elemani bir blytk harf ile gbsterilirse,
aeD3, |

A= (A ,Ay,A3) veya A= (a4), 1=£i£3 ,

notasyonlarlndan biri ile:-g8sterilebilir.

TANIM IT.1.2.

A= (A;), B= (B;)e D> igin A=B& Bj=Bj,

=
h
[
th
W




TANIM

1%
II.1.3.

TANIM

A= (A;) , B= (Bj)€D3 igin, 1£i%3,

+ : D3x DI 53
i¢ islemi A ile B ve,
A+B = (A;+B;)

U¢lislinil karsilik tutsun. A+B ye D3 de A ile B nin top-
lami denir.

II.1.4.

A€D ve Ae D3 igin, 1<£i<£3

.+ D xpd__,p3
dig iglemi A ya,

ARh= (A1) :
ligliislinl karsilik tutsun. NA ya A nin A skalari ile
¢arpimi denir,

TEOREM IT.1l.1.

(D3,+) bir abel grubudurf 17 .

ispat

G, : A,BeD? igin Tanim II.1.3. den A+BeD3 diir,
Gy A,B,Ce D3 i¢in Tanim II.1.3 ve (Hy) den,

A+(B+C) = (A+B) +C

dir. . .
Gy = 0==(o,o,o)e£D3 i¢in Tanim II.l.3 ve (H3) den,
A+0 = 0+A
dir. ! _
0= (0,0,0) elemani (+) islemine gdre D3 deki birim ele-
mandair.

Gy : VAe D3 igin,
‘ ' A+X=X+A=0

olacak sgekilde birtek,

X= -A= (-2;)eD3 , 14123

eleman:i vardir. -A, (+) islemine g6re A nain tersidir.
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Gg :VA,BeD3 i¢in Tanim II.1.3 geredince,
|  A+B=B+A
dir. Su halde (D3,+) bir abel grubudur.

TEOREM IT.1.2. ‘
( ]D3,+,o)s'istemi DD {izerinde bir modiildiir [ l] .

IspatT :

(:D3,+) nin bir abel grubu oldudu Teorem II.l.1 den ve D
nin birimi 1 olan degisimli bir halka oldugu da Teorem I.1l.1l.
den bilinmektedir. | |

§imdi Tanim IT.l.4 de verilen skalar ile ¢arpim dig ig~
leminin Tanim II.1.1. de adi .gegen Ml)Mz,M3 ve M4 aksiyomlari- )
ni1 sagladig: gbsterilecek:/ -

M; :VxeD ve VA,BeD? igin Tanim IT.1.4 den ,

X (A+B)= XA+ XB

dir.
My : ¥V &,B€D ve WA,B6D3 icin Tanim II.1.4 den)
(X +8)A= XA+ B A
dar.
M3y :V,8€D ve VAaeD3 igin Tanim IT.1.4 den,
(xXB)A = (BA)
dir,. y

My (1,0)eD elemaninin R deki izomorfu 1 olmak Uzere
Tanim IT.1.4. ve (HS) dan VA_EJD?’ ig¢in,
1 a=n2
dir. . ;
" Bundan sonra D dual sayilar halkasi {izerinde ténlmlanan
bu modiil ":D—Modﬁlf olarak adlandirilacaktir.
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II.2. DUAL VEKTORLER v

TANIM II.2.1.

D-Modiiliin elemanlari olan sirali dual li¢liilere dual
vektdrler denir.

-

TEOREM II.2.1.

3, de®r3 ( tg¢ boyutlu reel vektdr uzayil ) olmak lizere
D-Modililde herbir'x dual vektdri,

R-ar e €=(0,1)eD
seklinde yazalabilir.

IsSpAT :
- ‘ n .
A= (AI’AZ’A3) ’ Ai= ai+' Eai v 1£€i4£3
oldugundan,
- R=(a +ea" ’ a2+£av'2 » ag +&a3 ) -
veya Tanim IT.1.3 ve Tanim II. 1.4 den,
..
= (ay,a5,a3) + €ld,,d5,d5 )
seklinde yazilabilir. aj,dje R, oldugundan,
—p
-a"' (al,az,a3), a* (a1,a21a3 )
allnablllr ve dolay1s1y1e,.
A- A+ &8
olur.

TEOREM TII.2.2.

]R3 vektdr uzayi D-Modiiliin, elemanlar: (J,0) seklinde

olan, bir alt cumle51ne izomorftur [1] .

ispaT

Bir f
fonksiyonu,

(L]

D-Modiil——>R3

£(3,0)=2

olarak tanimlansin. £ nin bir lineer izomorfizm oldugu gdste-
rilecektir. |

. . - - — - - )
f : Lineerdir: A= (a8,0), B= (b,0) D-Modiil olmak tlizere,
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= £(3,0) +£(0,0)
£(A+B)= £(R)+£(B) .
dir.)eD ve A= (3,0)eD-Modiil igin,

dar.
- -
f£: Birebirdir : A= (3,0)# B= (b,0) ise, A b dir.Bu
da, ‘£(3,0)# £(b,0)
veya £(R) # £(B)
demektir. '

f: Ortendir : V_)EGIR3 reel vektdri, birtek -)-(’= (3?-,_0.)6113-
Modiil dual vektsrilnin f£(%,0) resmidir.
Bunun bir sonucu olarak diyebiliriz ki D-Modl R3 re -

el vektdr uzayindan daha genjistir.

TANIM IT.2.2. .
'(E;E)GID-Modﬁl, dual vektérﬁne151f1r dual vektdri denir
ve Teorem 1I1.2.2 de verilen f izomqrfizminde karsilik
geldigi 0 reel vektdrii ile gdsterilir.

II.3. D~-MODUL UZERINDE IC CARPIM

TANIM II.3.1. .
Rz (3+e3%), B= (b+r €D")e D-Modiil dual vektdrlerinin ig
garpimi,

f: D3 x D3I D
seklinde bir 2-lineer ddniisiimdiir ve,

| £(A,B)=<C%,B) ]
olarak gdsterilir. /

Tipki bir vektdr uzayi lizerinde oldudu gibi i¢ ¢arpim
aksiyomlarini D-Modiil izerinde de kabul edebiliriz. Buﬁaksi-
yomlar gunlardar : -

— —
I, :VA,BeD-Modilil igin,

{RAB)(B,A) ( Dedtisme Szelidi )
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I, YABEDHo ve <D igin,

2<dA B> (Z, B> =3B > (Skaler ile carpumn bilegme
I VA,B,CeD-Modiil 1 igin, Gzeligi)
(A + B,c> (A c> +{B,C)
<A,B +TY=@EE) +(AT>

I, :VAED-Modiil igin,

R =T ise <AAY=T0 dir.
Burada.n,

<A B) =(3 b 4-5'13) =¢a,b) + £(<a,b Y+ &b ))
oldudu gdsterilebilir,

\

} (Dagilma &zeligi)

ITI.4, DUAL VEKTURLERIN NORMLANMASI

Bir X =3 +¢3"qual vektdrinin normu dlye,

I = (AR = (ual e ‘Tar':?f) 3 £7,
dual sayisina denir.
Bundan sonra bu dual sayi,

a= lajve . a“-@ua-?)

~ Mall
olmak tizere,
Al = a +€a
olarak yaz:.lacak.

TANIM II.4.2. .
Norma reel birime kargilik gelen ve (1,0) dual sayisi olan dual
vektdre birim dual wvektdr denir.

TEOREM T%.4.1.
- -
A -a+ta birim dual vektdr ise,
Bi=1, <33
dar.
Ispar
W2l = @,

‘aread= (1,0)
a=1 ’ a“:o

”-é’ll:l‘, <a,a)_ (2,
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IT.5. E.STUDY DONUSUMU

\

TANIM II.5.1.
ety
K:{?:S&g? : WX (1,0) ;’:?,‘ﬁ'tm’} climlesine D-Modil-

de birim dual kiire denir.

Birim dual kiire igin:
l.Yarigapl 1 dir,
2.Alan1 4T.1%= 47E 4T+€0,
3.Uzerindeki yaylarin uzunluklari dual sayilardar,
4.0zerindeki kapali edrilerin sinirladidi alanlar,yliz
dl¢imleri dual sayilardar,
dir.
TEOREM II.5.1. (E.Study)
K#(b’,g)éD-Modﬁl olmak ilizereD-Modiilde denklemi, *
IEN = (1,0) ,
olan birim dual kiirenin dual noktalari,3-boyutlu Oklid
uzayi R3 deki y6nlii dogrulara bireblr karslllk gellrfz].
Teorem II.5.1. den bilindi§ine gbre A-a+£‘ a birim du-
al vektdrii R3 de birtek y6nli dogru belirtmektedir. @ reel

birim vektsSri bu dodrunun yﬁnﬁnﬁ,'ﬁ“ise O baglangi¢ noktasina
gbre @ birim vektdriinlin vektdrel momentini ifade etmektedir.
TANIM II.5.2.
A,B,C&D-Modiilde has dual vektdrler ise,
)J:c.+ec ED' , 1=ik3

: i i
olmak lizere,

a§41§+}ﬁ=3_
esitligi ancak\-/ki: 0 i¢in saglanaiyorsa, 7-\., B,C has dual

vektdrleri lineer bagimsizdir denir.

TANIM II.5.3.
e 2

A,B,Ce€D-Modiil ve A =c,+ecked , 40, 14143

%}+%B¥%C‘O !

esitligi enaz bir 7\1#‘-0 i¢in saglaniyorsa, A,B,C dual

igin,

vektdrleri lineer bagimlidair denir.
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II.6. DUAL AGI

X"ve B iki birim dual vektdr olsunlar. A ile B nin
Tanim II.3.1l. ile verilen, '

(R B)E/B) +@E B Y1 T)) .
i¢ g¢arpimini inceleyelim. Teorem II.5.1l. gerefince A ve B
birim dual vektérleri ]R3 de iki yonlu dogru belirtirler. Bu
dogrular, sirasi ile, d ve d.2 olsun. d:. in yénii 3, yeri g've |
d2 nin yénd b, yeri de b ile belli olduklarlndan a ile b ara-
sindaki agi{Pise, '
<X,‘1§>=<a‘,3>q@5',?>+<aﬁ>)
i¢ carpaiminin re_el kismzi,
(3 by=cos®p , (04 PET fEeR)
dar. :
2 ve B birim dual vektérler olduklarindan,
(a b}-—cosgﬂ ' (a b>+<a b") -ysz.ngp ’
seklinde de g8sterilebilir. Burada w- ve)’ﬂ*A ve B do§rular1 a-
rasindaki ag¢i ve eh kisa uzakli§i gbsterir [3] Bunlarai gbz-
Onilinde bulundurarak su teoremi verebiliriz:

TEOREM IT.6.1.

A ile B dodrulara arasindaki agi ve en kisa uzaklik |
sirasi ile, ¥ ve ?*ise,

(R, E}-cosﬁ -
dir, burada g= S’+€‘f iki dual vektor aras:.ndakl dual
agiyi gostermektedlr[4]

/
i
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I¢ carpimin asadidaki 6zel durumlari Snemlidir :

1. Eger (K,—§>= 0 ise, =T ve 50*='0 . '

Bunun anlaml'x've'g‘dogrularl dik ag¢ir altinda kesigir-
ler, ' ,

2. Eger (K,_ﬁ’):hep dual ise ;{0=% ve 5”*# 0 . Bu hal-
de A ve B birim dual vektdrlerinin belirttikleri y®nld dogru-
lar dik durumlu fakat aykiridirlar,

3. Eger (X 3} hep reel ise ?#z ,#=0 ve iki dogru
kesisgir. Kesisme sarti da (a b) +<(a b) 0 dir,

4. (A B)=+1 ise ? 0 ; yani y8nld dogrular paralel
ve ayni yoénlidiirler.

E§er, ayni zamanda ¢K=O ise, iki dogru gakisiktir. G&-
riildiigi gibi # dual aglsl'x ve B birim dual vektﬁrlerinin]R3
deki temsil ettikleri y®nli dogrulaf arasindaki ¢7églsl ile
bu iki dogru arasindaki en kisa uzaklik olan;b*dan olugmak -
tadir. ‘ . '
" OA=A ve OB=TB birim dual vektdrlerinin u¢lari ID-Mo~-
diilde O merkezli blrim dual kiirenin A ve B noktalarini
belirteceqinden, A ile B arasindaki #= ¢#&P dual ag;sl, A
ve B dual noktalarindan geg¢en dual biiylik dairenin AB dual
yay uzunlugu olarak diiglinlilebilir.

TANIM II.6.1.
g=p+efeD dual sayisina R ile B birim dual vektdrleri
arasindaki dual ag¢i denir.

TANIM II.6.2.

Elemanlari dual sayilar olan bir A matrisine dual mat-

ris denir ve,

. %

geklinde g&sterilir.
Reel matrisler igin gegerli olan blitlin islemler regiiler
dual matrisler igin de gegerlidir.
‘D3 deki birim dual kiirenin dual noktalari R3 deki ydn-
lendirilmig dodrulara birebir kars:irlik gelirler.8yleki, dual
kire lizerindeki herhangibir dual nokta, |
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olup, R3 de bir dodiruya kars_:.l:.k gelir. Birim dual kiire {izerinde farkli iki
dual nokta R3 de farkli iki dodru belirtir [ s) .

K birim dual kiiresi Uzerinde diferensiyellenebilir bir efri ( reel t
pa.ranetresini?x fonksiyonu olarak ) X birim dual vektdrii ile gbsterilirse,

dir. Buda R3 de bir regle yiizey belirtir.

TANIM II.6.3.

E. Study dénliglimine uyan ve reel  bir parametreye bajli (ogt) sa-
yidaki X dodrularimin climlesine regle ylizey denir(3.] .

Bir regle ylizey, bir parametreye bagjli X = X(t) bir birim dual vek-

tirel fonksiyon olmak {izere, : '
R(t) =R(t) +eFNt)

seklinde yazilabilir.

R : t—eX(t) fonksiyonunun t ye gire istenildigi kadar tiiretilebil-
aigi kabul ediliyor.

-

X(t) = X(t) +€3X¥(t)
birim dual vektotrine,

w—lly ) D

Xy = fox| =1

birim dual kiiresi {izerinde bir dual X noktasi karsilik gelir. Biliniyor ki,
bu noktaya da R3 de bir ¥ yonlii dojrusu’kargilik gelir, t parametresi de-
Figtikce,

@(t) = X(t) = X(t) +EXN(L)

birim dual vektSrll, birim ual kire tizerinde bir X | dual edrisi gizer,
Sekil IT.6.1.
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Bu edriye ise,1m3 de bir regle ylizey kargillﬁ gelir.
g'iz}dual efrisine regle ylizeyin dual kiiresel resmi de-
nir. _
Dayanak ejrisi WM : t———sm(t) denklemi ile belli olan
(c) efrisi ve ana dogrulara 4§(t) birim vektdri olan regle
ylizeyin denklemi, dual vektdSrel notasyon lile,

Fle, vy = T(e) + v.R(t)
dir. Burada,

g —3

ot . - —
F=WAX , XAXEW -(m, Xpx
olduklarandan, regle ylizeyin denklemi,

U=V +<ﬁ'7,3?>
olmak iizere,

vit,u) = R(t)A Xlt) + uk(t)
'$ek11nde de ya21labillr.

TEOREM I1YX.6.2.
NOA =1 birim dual kiiresinin dual dnmelerine glzgi-

ler uzayinda Sklidiyen hareketler karsilik gelir. Bu -

nun tersi de caridir [6 ] . ,

Clinkii uzayin 8klidiyen hareketleri 8yle sfirekll trans-
formasyonlar grubu ile karakterize edilebilirler ki, bu
transformasyonlar altinda ikl dofrunun dual agisi, yani en
kisa uzaklik ve adi aga sabit‘kallr.

Dual kiiresel harekette bir dual noktanin ¢izdigi kapa-~
1r dual efriye karsilik gelen regle yiizey bir kaball regle
yiizeydir [ 7] .

TEOREM IX.6.3. .

R’ reel sklia uzayindaki bir hareket D> dual nzayinda-
ki dual ertogonal 3x3 tlplndekl blrgA} Ay matrisivle ’
ifade edilir, burada AA = ATA I, Alj dual sayilar ve
T da 3x3 tipinde birim matristir.

Tersine, kiire Uizerindeki dual dbnmeye kargrlik gelen
3x3 tipindeki A({t) dual matrisleri ®m3 ¢izgliler uzayin-

daki hareketlere tekabiil ederler.
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3x3 tipindeki pozitif dual ortogonal A matrislerinin
genel. lineer grubunun L (0D3) Lie cebiri ; 3x3 tipindeki an-

tisimetrik,

0o Yy
{1 =dan' = —7‘:'3 0 % (IT.6.1)
75 T 0

dual matrislerin cebiridir [3 , pp.106-108].

Burada dA reel t parametresine g8re A nin diferensiye~
lidir. | |

Birim dual kiire tizerindeki hareketli bir X noktasinin
dual diferensiyel hiz vektdrii, reel kiireseldekine benzer ola-
rak, . ; - ;»*

deX=WAX dir [g ] ; burada Y= Y+Y . gual birim kiire
lzerindeki hareketin ani dual pfaff vektdriidiir. Bu dual pfaff
vektord ise, : | ,
i'p' ___’7‘1’_‘;3’1'4-7;"5;’24-7”3"5?3 (IT.6.2)
seklinde yazilabilir [o] . ([, B +E3] ortonormal bir, baz
sistemidig). '

II.7. DUAL STEINER VEKTURY VE STEINER DOGRUSU

TANIM IT.7.1.

Dual birim kiire lizerindeki bir ybriinge } X t olsun,
-t

Ve Teev=QVE,y= T, (IT.7.1)

vektoriine, dual kiire {izerindeki {X} yoriingesinin ani

dual kiliresel d8nme merkezindeki dual steiner vekt&ri

denir [7] -

Farzedelim ki, dual kiirenin dual ortonormal ba21,
[El,EZ,E3} olsun. Bu takdirde (II 7.1} su sekle indirgenir;

V.951=1 &= iji) Ey .

V nin elemanlari ise, .
» y » ]
- V= vi+gvi=95wi=95yi=§ﬁw§7§, 1£1£3 ,

— . :
V nin reel ve dual kisimlari,

dir.
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V-é"?;, V*:ﬁ'i?* (I11.7.2)
dar. '
Bdylece V Steiner vektdril gu sekilde de yazilabilir;
V= 55*@51 +957"2E2 +9573'ﬁ:’3 :  (II.7.3)
Buradaki -kapali integraljﬁ , kapali edri ix} boyunca -
dir. '

TANIM II.7.2.

- x v -\;’-ZV <-\_; v
Vo= ¥ rev = PPt A 5 A0
o o™ Vo' (4] 13 ! “‘.‘7 I 2

birim dual vektarﬁne"tekabﬁl eden dodruya haraketli
uzayin Steiner dogrusu. denir.
¥V dual Steiner vekt®rl kullanilarak su teorem veriliyx

[] -

TEOREM IT.7.1. :
Birim dual kiire lizerindeki bir {X} kapali dual ydriinge-
sinin Fx kliresel alani ; ’

—
Fy = 2T (1-n) - {v,x >
dir. Buradaki n reel sayisi X noktasinda P merkezinin

d8nme sayisidar.

II.8. gIZGILER UZAYINDA KAPALI BIR REGLE YUYZEYIN AgILIM
UZUNLUGU ( Uffnungsstrecke)

Cizgiler uzayinda bir parametreli kapali bir hareket es-
nasinda tespit edilen bir dogdru kapali bir regle ylizey ¢izer !
[8] .  Ana doguranlari X dogruldri olan bir regle ylizey (X)
seklinde gOsterilsin. Bu ana dogrulardan biri bi:\G noktasi ve
ybnlendirilmis bir X birim vektoriiyle belirtilebilir. X ana
dogrusu lizerinde G den farkli bir Y noktasi tesbit edlllrse OY

vektoru,

63’{-_-3}’-_-3 +/n3<" (11.8.1)
seklinde yazilabilir. Burada ¥,Y noktasinin, 6 de G noktasinin
yer vektﬁfleridir. ‘

Y noktasini hareketll uzayda &yle secelim ki, ¥ noktasi-
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nin uzay hareketinde ¢izdigi yorilinge(X) regle yiizeyinin X
ana dogrularinin herbirine dik olsun. O zaman,

(%,dg7)=0 (I1.8.2)

olur, burada d;Y,¥ nin diferensiyel hiz vektdriidiir. {II.8.1)
den dolaya,

dfy=dfG+amtepd R
dir. B8ylece (II.8.2) yi su sekilde yazabiliriz ;
(X, de¥y = (¥%,d¢F) + dm=0 3 (I1.8.3)

Buradan g¢izgiler uzayindaki (X) kapali regle yiizeyin

agilim uzunlugu,.
Ly =f<X, a9 | ~ (II.8.4)

dir [10] . | |

d nin diferensiyel hiz vektdrii olan df& sbyle de yazai-
labilir[7 ] 5 o .
ded = Y+ PAT : (II.8.5)
burada A iglemi vektdrel carpma islemini géstermektgdir.

iﬁ =4Fw£ﬁ§“ vektdrii dual kiire iizerindeki hareketin gni
dual pfaff vektoridir.

(IT.8.5), (II.8.4) de yerine konursa,

. -— s v -
Ly =f&, V) +O<R, (YA (I1.8.6)
olur.
Orijine g6re'§ in moment vektdrd X ile gﬁsterildiéine
gbére,

. —}1{" = _g'./\—)z

seklinde yazilabilir. O zaman (II.8.6) ifadesi s¥yle olur ;
Ly =@, 2"y + Sﬁ(fof, P N  (11.8.7)

-y
X in koordinatlari uzaydaki hareketten bagimsiz olduk-
larindan (IX.8.7) den,

L, = (K PP +<3<’,"9537/’) | (I1.8.8)
elde edilir.

(Ir.7.2), (11.8.8) de yerine konursa;

: Ly = (X, + (X7 ) : (I1.8.9)
buylunur. : .
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I1.9. CIZGILER UZAYINDA KAPALI BiR REGLE YUZEYIN

ACILIM ACISI( Offnungswinkel)
Ana dogrulari % dogdrulara olan bir kapali regle yiize-
yin a¢ilim agisini Hoschek gdyle tanimlamigtir [11] .
Yénti X birim vektdrilyle belli olan X ana dogrusunun
¢cizmis oldudu kapali regle ylizeyin a¢ilim agisi,

- =
- -3
dir; burada V, V =525 Y%E, 1-_957332 4:957”3133 seklindeki hareke-
tin Steiner vektdridir. :

"II.10. KAPALI UZAY EGRILER! VE KAPALI KURESEL EGRILER
I¢IN JACOBI TEOREMLERT
Kapali uzay edrilerinin Frenet ayaklarinin kiiresel gds-
tergelerinin geometrisi ¢ok éski zamanlara kadar uzaran bir
meraka konu olmuslardir. Bunlardan kiiresel kapali egrilerin
tegetler gtstergesiyle ilgili olan Jacobi Teoremi ilk teorem-
lerden biridir.

TEOREM II.10.1.

Her kapali reel kiiresel edrinin tedetler gbstercesi birim

kire ylizeyini iki egit pargaya ayirair [12}

IspaT

(C) kapali kiliresel egrisini g¢izen noktanin yer vektorii
i, ait oldugu kiirenin yarigapi R, kiirenin digina y¥nelmis bi-
rim normal vektdri 31 ve baglangi¢ noktasi da kilirenin merkezi
oldudunu farzedelim. Bu takdirde, 4

k= RS,
dir ve (C) edrisinin teget birim vektorunu e2 ile gostermek

tizere, s bu egrinin yay uzunlugu olmak sartiyle,

. de.
L
ds ds

= RS, ‘ (I1.10.1)
dir.

. ds

1 7R

sekllnde tanimlanan kiiresel yay uzunludu gbz onunde bulunduru-
larak, (II.10.1) sbyle yazilabilir ;

ds
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as—l = ey | \
€, ve €, vektdrlerini pozitif olarak ydnlendirilmis bir dik
ligylizluye tamamlayan,
birim vektdrli g6z &niine alinirsa,
ae, |
S1
de
22
_ ds, 2 :
elde edilir. Bu formiilde g8ziikeno~ kiiresel edriligi (C) efri-
sinin jeodezik egriligine,

9 dk d2k - Y
-— —— c—— e - ——
g - r 4 1 - R

- - el + e3

ds " ds?
bagdintisi ile baglidir.

farzedilirse, G, tegetler géstergesi'gil) tarafindan ¢izil-
mis olur. Bu edri de kiiresel oldudundan,
2(1)
de_l _‘3“’
' dslzlj 2
g2(2)
=it 4 1) 2l
ds(1)
1
-.’(1.)
3 (1) 2
ds(1) - 2
l N
bulunur ve burada, -
‘ 1/2 , =3
as{? o (1e0? as, , = = (16 P /2 ag

ds
1

dir. G, efrisini tagiyan kiire birim kiire olduéundan,-G1 in

jeodezik edriligi ~9é1)= ¢Jl) ve yay uzunludu eleman:

dsil) = ds (1) dir.

Birim klirenin her noktasinda Gauss edriliginin 1 e esit
oldugu géz O6nlinde bulundurularak, Gauss-Bonnet formiilii;
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ﬂda +96 Sél) ds(l) = 21
A

3nsg,

nii tatbik edecek oclursak,

j’!da = 27 - ,é ~Has{

- v : (G,)

bulunur. Halbuki,

O g Sﬁ"dc“ [ L
ds = —= =|arctgg”

a :
(G,) b c)l+e? L c) ,
dir ve kiire lizerine ¢izilen bir kapali edri igin ancak,

rarctga—](c) = nIf
'

bulunabilir.

Slireklilikle ilgili nedenlerden dolay: n tam sayisi-
nin ancak sifira esgit oiabilecegi ve,.

_/ da = 2T
olacag§i neticesine varilar.

Jacobi'nin dider bir teoremi gudur :

TEOREM IT.10.2. ' .
Kapali bir edrinin .asal normallerinin kilresel gbsterge-
si birim kiire yﬁzeyihi iki esit parcgaya ayirir [.‘;6',_8.61.

Jacobi Teoremlerinin bir sonucunu Fenchel[lB] ve Ava-~-
kumovic []j} vermigtir:

TEOREM II.10.3.
Bir kapali kiiresel edrinin diger bir uzay egrisinin asal

normaller g8stergesi olabilmesi igin gerek ve yeter sgart,

kﬁresei egrinin kiire ylizeyini iki egit pargaya ayirmasi-~

dir. ' ‘ |

Kapali uzay egrilerine ait olan Teorem ITI.10.2 kapalir kii-
resel edriler igin de gegerli olacadindan, a§a§1daki sonucu
ifade edebiliriz: '
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TEOREM II.10.4. o
Bir kapali kiirresel edrinin asal normaller g&stergesi

A

birim kiire ylizeyihi iki esit pargaya ayairair.
Kapali kiliresel egrilere ait ayni 8zellige sahip olan
baska gbstergeler de varmidir sorusu akla gelebilir. Bu so-

runun cevabi asafidaki teoremle verilebilir:

TEOREM II.10.5.

Bir kapali reel kiiresel eg:inin oskililatdr diizleminde yataj

ve edriye siki sikiya badli olan her vektdriin kiiresel

gtstergesi birim kiire yiizeyini iki esit pargaya ayirir.

Ispat igin Dr. Atif IPEKGCIOGLU'nun bir seminerinde kul-
landigi yolu iz.eyelim: ' |

IspaT :

Birim kiire iizerine ¢izilmig bir (C) kapali edrisinin
sinirladigil alan f, ile gb&sterilirse, Gauss~-Bonnet Teoremine

f. = 2m- DS, as
(C)

ile (C) efrisinin jeodezik edrilidi ve

gbre,

dir [15] . Burada fc
s 'ile de (C) nin yay-parametresi g&sterilmektedir. DiJer ta-
raftan (C) nin bir noktasinin yer vektérii ¥ olduduna gdre,

— 0 -3, d—.
gc = (if.ry'r;) r Y = a“:‘_j‘ ’

olarak yazilabilir [15 , pp.128] .
Buna gore,
iz O GFL ae
olur.

(C), bir kapali kiiresel e§ri olarak K(s), T(s' invar-
yantlari ile verilmig olsun. Bu e@finin Frenet vektSrleri
?}ﬁ;ﬁ ise ; bu efriye siki sikiya badli bir 7 birim vektdri-
niin kiliresel géstergesio{,fa,zf skalerleri, bu edrinin vay pa-

rametresi olzn s rnin forks.yonlari olmak ve,
o<2+/52+ XZ = 1

sartinil saglamak iizere,
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-Z. = E(sl) -O(-T’ +/B.I:I. + x-ﬁ ‘(II.lO'.i)
ile verilsin. Yapacadimiz is, birim kiire ﬁzerinde-i'tarafln-
dan ¢izilen ve yay parametresi s, olan (C,;) e§risinin hangi
sartlarda, birim kiire yilizeyini iki esit parg¢aya ayiracadini
belirtmekten ibarettir.

Bunun igin (C,) edrisinin Jeodezik egdriliginin hangi
X 1B 1 ) takimlari igin sifir edecedini aragtirmamiz gere-
kir. (IT7.10.1) den, , '
' ’ .

pA=0<'-/3K; q =IB +XK -¥T  r=¥+AT’ (II.10.2)
olmak iizere, '
' Pz+q2+r2 = Az
ile g6sterildiginde,

i

ds, =Ads . (11.10.3)
olacak ve - — — - |
: Z = XT +8N + ¥B
Z'= PT + gN + rB
- - { - 4
2= ([‘3— gk )T+(gepK -r'GC) N + (r+qc')§'
olarak hesaplanabilir. Burada (4) = %E .
Z,72' ig garpimi hesaplanirsa,
(E:Z"} =xXp +8q +yr=20 ‘ (I1.10.5)

olarak bulunur. (II.10.3) g&z&niline alinarak,

C -l
Ze .92 _dZ dsy
ds _dsl 3_5—
2 = Zs,A ;2% = 25 5 A% +Zg A (II.10.6)

olacajindan, (C,) edrisinin jeodezik egriliyi,
Ty Duy L 2D - ! 3 _ 3
(2,29,29) = (3,%5,, 25 g ) A = f’c VAN
= == (2, 2¢,2") (X1.10.7)
Cy A3

olarak hesaplanabilir. O halde (II.10.3) ve (II.10.7) den,

68 as,= DL @370 as  (11.10.8)
(c,)% (©) A? '
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. olacaktir. (II.10.4) g6z 8niine alinlp,‘ |
-~ q 'B ¥
(2,2*,2") = P q r
b-aK  Gepk-rT FAT|

determinanti hesaplanirsa ;
,(Z,E' ,—z'") = «ql‘? ‘-‘qu%' -xrd - X rpK + o<r7-‘g -ppf-
-8pqG + B rp -AraKs ¥ pq +XP2K- xpr‘G
-¥pg + ¥a%) .
Buna Yr2¥ ve «P% y1 ekleyip ¢ikarir ve dlizenlersek ,
(Z,2°,2%) = p2(WK+xT)+q2 (0K +2B) + r2(rk +xT)
~xXp(rX + p® -Ba(rk +pT) - ! r(r¥ +p%)
+ & (qr-4r) - p(pt-gr) +¥(pq-pa)

= (XX +a%) (p2+q241r2) - (rX+pT Ykp+pq+ ¥ 1)
[ S |

_ Py °
+ & (qr-4r) - B (pL-pr)+ ¥ (p4-pq)

(2,2',2%) = (K+XT) A°+ | p

Qe Q>
He K

U=

elde edilir.

Buradan bir 131,35{33} sabit ortonormal bazina gegile-
rek,

x&, *+B 'éz + Y3

ol ol al
1

531 * &€é+ féa

vektSrlerinin kullanilmasi ile,
(Z,50,7% = (xw®) A2 + §,3,8)

bulunur Bu deger (II.10.8) de yerine kdnursa,

4
°= j S) ds; = ‘éxk ds + -é“t ds + ‘é {J,D,D) ds,




| | 0
02 jf)zfsk ds + '56«‘6' ds + Sﬁ 14&-2—) ds (II1.10.10)

[ 4
—s

(C) (C) (¢) ol

gseklinde olacaktar.

u,,/g » ¥ sabit iseler, yani g8z 8niine alinan dogru ,
kapali edriye siki bir sekilde bayl:i ise ;
A B v
-4
(U,D,D) = |-BK &X-y% B2
r'i ]
Bk «X -y peb
ve bu determinant agilip ditizenlenirse,
. —.—a-L f) ]
(U,D,D) =B (XT -X7T)
olarak bulunu;. (IT.10.10) daki,

4
(u,D,D)

ds
(€ By 2
dederini hesaplayalim :-
¢ g
P pack s o A(XT KT )as_
(C) p24q2sr2 (C) ﬂ2§£2+0£2§(2+X2%2"2°<33<”5+/32’32
U Uy
H = c denirse, dHV‘= M ds
. K é<_2
4 U
(%5) st Sy as (%ﬁ) sa
perqé+r ( B2+a?+ y2u2 - 2xyu+ p2H?)
‘ ,
(G, 5,0) 4. . & AdH
© 3 T {0 w2 52, ¥2) Hayas pleol
. o B . aH

e

(C) B2+ y2 [Hz - 2xXY¥H B4 X2 ]
‘BZ+ 2(2 ‘ﬂ2+ Kz
burada,
2 2XY H B2y <2
H® - + }

de§eri,




2
(- _o.(x 12 4 zp i
B2 +y? ( B2+ ¥2) \
seklinde de ya211abilir. 0O halde buna gbre,
(U D D) ds = Sﬁ y:i ] da"
© B (c) p2+ 2 e
[(H- 5 21
p2t¥ (p2+x2
- S ‘ daH
B2+ y2 (C)[ =¥ )2 B2
P2+ 22 (g2+ ¥2) 2
burada H X¥

'
(U,B,D) q B dh
8 = g3 -7
() IBIR B ¥ € h2 B2
ﬁ2+ x2
2. 42 2 2 '
= 2 : B7+y Arctg ( B+ ¥ ) -h
B2 + y2 b B
B2+ x2 XY
= Arctg ( ——?—)_ (H ;‘2":—)(2—)"‘ G-

°(2+ﬁ2+3’2 = 1 oldufu da hatairlanarak,

2. 2 .
‘Arctg[ ( 2—;;1-)( He X8 )J +Cy 50640,8£0,540

2
}2 +Y
Arctg (}g )+ C, ,p;o,nao
£(H) = T/2 + cg - | A o,p.o,x;eo
Arctg. (BH) + Cy4 ,' xX# 0,8#0,y=0
T/o 4 Cs ' &.5p=oqe1
K ArctgH+Cg : X =¥ =0,p=1
Ce ' ' -l,ﬁ =X=0

oldugu kolayca goriilebilir. Bunun (C) kapali edrisi boyunca
integrali sifair olacaktir. O halde (F1.10.10) ifadesi,

31
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jé ds, = EﬁKK.ds+ Sﬁwtds.' ‘ (IIilO.ll)
)71 (c) (c) ' '

o)
C

(Cy

seklinde yazilabilir. Fenchel'in bir teoremi geredince,

\QSJ( ‘ds > 2Tl dir [15’] .
(c)

_ Buna gbre (II.10.11) deki sad tarafin birinci integra-
lindeki ¥ katsayisinin sifir etmesi gerekecedi ortaya g¢ikar.
Bu takdirde kapali bir kiiresel edriye ait olup bu efriye siki
surette bafli ve gbstergeleri birim kiire yﬁzéyini esit alanl:
iki parcaya ayiran dogrultularin bu edrinin oskiil&tdr diizle -
minde bulunacadi sonucuna varilir. Efrimiz kiiresel bir kapali

efri oldudundan,

1 1

S=g =% |
egrilik ve burulma yarigaplari ile edrimizin {izerine ¢izildi-
§i kiirenin R=1 yarigapi arasainda,

4

S?+ (92 =1
bagdintisi vardir; buna gdre,

(C)'Cds=04

elde edilir. O halde (II.10.11) deki X deferi keyfi kalir.BSy-
lece o(2+_52=1 gereqince‘ﬁ da keyfi olur ve teorem istaplanmig

olur.




BOLUM.III

KAPALI KURESEL EGRILER 1CiN BILINEN
JACOBI TEOREMLERININ CIZGILER UZAYINA
GENELLESTIRILMEST

III.1. TEGETLER GUSTERGESININ C1ZGILER UZAYINDAK!
KARSILIGI

Cc2-sinifindan bir kapali dual kiiresel (C) e§risini g&-

zd6niline alalim. (C) yi yay parametresi cinsinden alabiliriz
[17, pp.58] . ’ N

(C) kapali dual kiiresel egrisi ¥ yer vektdrld ‘tarafindan
¢izilirken dual efri lizerindeki (T) teget,<(ﬁ) normal ve (B)
binormal birim dual vektdrlerinin kliresel g¥6stergeleri de bi-
-rer kapali kliresel dual e§ri g¢izerler. Bu vektdrleri birim
dual kiirenin merkezine taélyéllm, Sekil IIr.l.1l.

Sekil IIT.1.1.

- ' —

Dual kiiresel edri tizerindeki hareketli gatiyi [T,N,B]
ile g8sterelim. Bu g¢atinin tiirevleri ile kendileri arasinda-
ki badinti reel haldekine benzer olarak,

T 0o X 0 T
ST =X o = b
B 0 - 0 B

dir [;7} . Buradaki,




%

0 -G. o

dual matrisi‘(iI.G.l) daki matrisin roliini oynamaktadar.

Dual kiiresel egri ilizerindeki bu hareketli ¢atinin Stei-
ner vektdrii (II.7.3)'e gbre,
Vel -Cﬁ%ds + N (%5)0 ds + E(Sga(ds (IIr.1.1)

dir. Burada,

-
V = VHEV® T v+, A =K +€K

dir. .
Yukaridaki ¥ ve ¥ deJerleri g8z &niine alinarak (ITI.1.l) .
deki Steiner vektdriini su sekilde de yazabiliriz :

7 = Peev"= gg (z+€%) (T +¢€®) as + cy & +ek) (B +€B")ds

V = (%5) (c"€+l<-1;)ds+-£($c6) (€2 +F + KB +Kb) ds (ITI1.1.2)

burada,

(C)(Ct+Kb)ds ve (C)(Ct+=t +kb +Kb)ds

sirasi ile, ¥V ve ¥ a karsilik gelmekteditr.

Birim dual kiire lizerindeki kapali bir dual eg§rinin her-
hangi bir noktasindaki birim dual te§et velt&riintin dual kiire-
sel g8stergesine ¢izgiler uzayinda kargilik gelen kapali reg-
le ylizeyin: ag¢ilim uzunlu&unu LT ile gtsterelim.

Hareketin (III.1.2) deki Steiner vektdri gbz Online ali-
narak (II.8.9)'a gdre Lp agilim uzunlugu su sekilde ifade edi-
lebilir :

Lp = {899,V - (III.1.3)
(1171.1.3) den ;
x - e . (_7)r %~ .
Ly = i) {t,ct +Z% » Kb «b Hdas = (E}o:,ct +b>ds,

i
(@
8]
AN
t+
rf-
NS
jo
)]
+
o\, t
{
AN
)
- ;
~
0y
o
,-
I,
o
~r
Qu
0l
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WK oy~ é q“—'b ) ¢ -—5*...; '
t ) K t,b)as + (C)C(t,t)ds + () Kte,b Has, |
~» —PK ‘ gs e N -y PP
Lp = 2 70)%<t,t Yds + Gk (St,b} ¥ <t,b_‘>) ds
.9 . Re)
* - e
+ oy Kt ds # (g K'(t,b >ds,
e aaata ————
] o
o) as. (TTI.1.4)
LT b (C) S . . . ) . .

Bunu bir teoremle su sekilde ifade edebiliriz :

TEOREM III.1.1l.
Birim dual kiire {izerine ¢izilmis herhangi bir kapali du-

al kiiresel edrinin kiiresel tedetler g8stergesine ¢izgi-

ler uzayinda karsllik gelen régle ylizeyin agillm-uzunlu-

Ju Lp = (C;Cfds dir. | | |

Bu teorem kinematikte Blaschké[ 2 ., pp,275] nin agilim
uzunlugu igin verdi§i ifadeye karsilik gelmektedir.

Teorem 1I.7.1l'e gbre herhangibir X noktasinin bir kapa-

11 kiliresel hareket esnasinda ¢izmig oldufu kapali egrinin si-
nirladigr kliresel alan,

Fy = 27 (1-n) =4 V,X )

idi. Buna g&re birim teget_¥ vektdriiniin birim dual kiiresel
-gb6stergesinin 51n1r1a61§1 b8lgenin alani Fip, ile g8Bsterilirse,

Fp = 27 (2-n)~{ T,V )
veya

Fp = 27 (3-n)= (¥+£?) ' (C) (Ct*-Kb)ds-'-E(g (EE-LTkBB) Y ds,

Fp = 2m (1—n)-£:5)t<€,“€>ds - g“<t b Yds~¢ (g‘(;:.,_ﬁx) ds

-£ (%5) C’ZE.,_E >ds-£€ ch)‘%‘t,,—l;*}ds—&(gcs) <t b dds

Nyt =» o ad
-£ (?3 z(f:,t Dds-€ (g’%t,b >ds,

Fp = 277 (1-n)- (%D)tds —s(%ﬁ)f&s -€ (QCS)K(G?,TS*) +(&B))ds
T -_[27T(1—n) - (%5)7: d_s]-ggggt*ds - ; (ITT.1.5)

%)
|
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- Teorem II.10.l1'e gdre bu alanin 2F. olmasi gerektidin-
den’ (III.]..S) den’ A\

2n=2ﬂum)-§ﬁt®-£¢t%a

(C) (C)
veya . .
3¢ .
.2nn+§06) ds +£(C) Tds = 0 . (IIT.1.6)
(IIT.1.4) den Ly = (%g ©ds deferi (III.1.6) da yerine
konursa,

\ 2nTr + @) Cds + eLT =0

olur; buradaki "0" sifir dual sayisidir.
O halde iki dual sayinin esitli§i tanimina gdre (III.1.6)

dan,

=0 : i
)‘T'-' - % zds = 2nmT =0 (TIT.1.7)

elde edilir. Buradaki (-) isareti integralin y®nt ile ilgili
oldufundan kaldairalabilir. '

(III.1.7) deki A, deJeri; Hoschek'in [ 17] kapa11 regle
ylizeyler ig¢in tan1mlad1§1 agrlim agisina gbre,kiiresel teget-
ler Qbstergesine ¢izgiler uzayinda karslllk gelen kapalr reg-
le ylizeyin reel ag¢ilim agisidar.

' (ITI.1.7) sonucunu bir teoremle su gekilde ifade edebi~-

liriz :

TEOREM III.1.2. ‘
Birim dual kilire {izerine ¢izilmis kapali bir e§rinin kii-

resel teﬁefler gbstergesine ¢izgiler uzaylnda,karallik
gelen kapali regle yilizeyin ag¢ilim uzunlu&u ve agilim

Z¥ds = o, )T = Tds=2nT =)

agisi, sirasi ile, Lp = o)

C)
dir. ;
Ayrica E.Study'dﬁnﬁsﬁmﬁne gbre su teoremi de ifade ede-
biliriz : ' '

TEOREM III.1.3.

Birim dual kiire yﬁzéyi lizerine ¢izilmig bir kapali eg-

rinin tedetler gdstergesinin g¢izgiler uzayindaki gdrin-
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tiisti ; agilim agisa )T"' (gcds = 2m= 0 olan bir konid\ir.'

III.2. ASAL NORMALLER GUSTERGESININ C1ZGIIER UZAYINDAKT KARSILIGI |

Kliresel kapai:. bir dual edrinin herhangibir noktasindaki birim dual
asal normal gdstergesi bir kapali edridir. Bu dual efriyi (N) ile gbstere-
lim. (N) efrisine karsilik gelen g¢izgiler uzayindaki regle yilizeyin agilim
uznludu da L ile gdsterilsin. (II.8.9) dan, '

L, =<3, '\'r‘)+('ﬁ",’\7) | (ITI.2.1)
veya (III.2.1) den, , I
Ly =<'ﬁ,g) (€8 &E +xB +Kb ) ds) + (B gy (TE +xB ) as)
| — Sy o —o=%
=£)'C<n,t > ds +gt’2n,t)ds +(Sgﬁ<n,b > ds

+(£§)x*(ﬁ,'5> ds +%r<a‘,'5>ds + (%S)z@‘f,“ﬁ > ds,

Ly = TREY AT ds +(9§)r<<m>+ {¥b)) ds

0

Aol

. Teorem II.7.1' e gére, birim dual kire Uzerindeki herhangibir dual ka-
pali edrinin asal normaller gﬁsterqesinin simirladi§i bSlgenin alani :
- '

F .

g =27 «(®V >

!
/

olacafjindan,
Fy = 27 (1-n) -<‘ﬁ+e”ﬁ*,(§g (TE+ Kb)ds+ E%(t‘t‘:’%ﬂ%"x‘ﬁ‘; b ) ds)




Fy= 2T Gen) - g zn, t Y ds - %,x@’,b)ds

\

-E[ -95 'c*(r?,?)ds + {c t(K,? >ds + K“(R,F) ds
—

(C)

- T
+ (Scﬁ) Kn,b Hds + (C)C<n’)t yds + ‘(‘é) K(n b>ds] '

—r

(C)

Fy= 2 T (1—n)-£z€§)t(<n t">+<n"‘_5) ds -856 KRB >+<n,?>)ds
eee——————e '————-—-w‘—"——"'"
o} _ o
Fy= 2 T(1-n) . , . _ (I11.2.2)

Teorem II.9.2 ye gdre bu alanin 2l olmasi gerektigin-
den, '

2T = 217 -2n17 =22nT = 0=>n w» 0

elde edilir. : E
Buradan gu teoremleri verebiliriz:

1

TEOREM TII.2,1l. .
Birim dual kiire {izerine ¢izilmis her kapali dual e§-

rinin asal normaller gdstergesine g¢izgiler uzayinda kar-

silik gelen kapali regle yilizeyin agilim uzunlugu ve agi-

lim agisi sirasi ile Ly = 0, Ay = 0 dar. ‘

Ayrica E.Study doniiglimiine gdre gu teoremi de ifade ede-
biliriz .: .

TEOREM III.2.2. .
Birim dqual kire ylizeyi {izerine ¢izilmis kapali bir (C)

dual egrisinin asal normaller g&stergesine ¢izgiler uza-
yinda a¢ilim agisi AN=0 olan bir koni ylizeyi karsrlik
gelir. Koni yilizeyinin ¢izilmesine kargilik gelen n sayi-
s1 (C) egrisinin segiliginden baffzmsiz olarak n=0 dir.

/

IIT.3. BINORMALLER GUSTERGESININ QIZGILER UZAYINDAKY
KARSILIGI

TeorevaI.7.l'e gbre binormaller gbstergesi igin,
Fg = 277 (1-n) ~{ B,V > (II1.3.1)

yazilabilir. Buradaki (E,?) yi hesaplayalim. :
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- >

(B, V> = (b+éb , o (ct +Kb )ds +e56 (€T +CTHEHE) as)

(C) (C) v
L)

95 t<-}3,-1‘:'>ds + QS K@E) ds + (92) f‘(—g,?) ds+ ()

@ () t(b,tyds -

;5 x*<'6"£> ds + ?(5 %S '13">ds + %c(%’*,?) ds+ {é)K@ b)ds

t((b t*)+ oy D) ds

-’-

il
393

7<

Q,

0n

m

n

+

o
— —y ¥ :
<B,v> ='-§g)l( ds +E~95 K" as A
dir. ' .
Bu deferi (III.3.1) de yerine yazarsak binormaller gds-

tergesinin 51n1rlad1§1 b&lgenin alan: ig¢in,

- - K* :
Fp = 2 (1-n) %E)K ds E%Z) ds f(III.3'2)

deferini elde ederiz.

(I1.8.9)'a gére Lp agilim uzunlugu igin,
-(b,v S+ (" v> |
) (TE ZE+ KB + KD ) agpxby ‘fg) D

—

Ly=b,

“"“’w‘ % — -
= -éﬁc-)t(b.t Yds +-¥6;)'C(b,t Dds +~é)x<b,b> ds

: + ‘fﬁ K"(—g,-]?>ds + .gs)c<b t>ds +95

(C)

aﬁ“’

K (5‘:?) ds

%F({STE‘) +<%“,—€>)ds +.6 K* as

(C)

Q
*
LB= K" ds

()
dir. '

$u halde genel olarak herhangi bir (C) kapal:i dual ef§~
risinin binormaller g8stergesine karsilik gelen regle ylizey
koni de&ildir. Bunu bir teoremle ifade edebiliriz :
!

TEOREM TII.3.1.

Birim dual kiire ylizeyi iizerine g¢gizilmisg herhangi bir (C)
dual kapali kiiresel ejrisinin binormaller gdstergesine
¢izgiler uzayinda kars:ilik gelen kapal: regle ylizeyin
agilim uzunludu ele alinan (C) e4risinden bafimsiz de-
gildir ve Ly = 25, K'ds ile bellidir, .
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III.4. OSKULATOR DUZLEMDEKI BIRIM VEKTORLERIN
GOSTERGELERININ CIZGILER UZAYINDAKT \
KARSILIKLARI
Edrimizin oskiilatér diizleminde bulunan ve edriYe siki
gsekilde bagdli olan butun birim dual vektbrlerl gz ¢&nline ala-
lim. Bunlardan birisi M olsun,.

4= K+E L ve B=p+f olmak lizere,

34' = —'I"’coso(-& ﬁcosﬁ Sekil ITT.4.1.

- - - o )

M = Tcosof+ Nsind{ (TII.4.1)

dir.
q s : ! s -’
M birim dual vektdri M = M+eM*bigimindedir.

-y

B

vz

& Xp
i M
Sekil III.4.1.

Bunu (IIT.4.1) daki formda ele alir (I.4.2) ve (I.4.3)
formiillerine g&re diizenlersek;

-

— : - )
M = i’ue’i’r?* = (-g-kE.t“) (cosX - E_o<*sino() + (n+ E—n'”) {sinA +€o<*cos¢><)
T:’cos« -E_-t':’o(*sinc( + E_E’* cosk + TRsin« + E_'ﬁ’o(”coso(
+ ET¥* sinx

I3

-

M

burada,

Tcosox + Dsink+ € (-tol'sink + t*cosK + T KXCosa + Asin )

Il

—> -> . —» . iy .,
W = tcoso + Rsinx, M= —toCbink + £ cosx + Tl COSAHNELNK

dir.

Edrimizin oskulator duzlemlnde bulunan ve efriye sik:
sekilde bagli olan M birim dual Vektorlerlnln birim ‘dual ki~
resel g8stergelerine ¢izgiler uzayinda kargilik gelen regle
ylizeylerin ag¢ilim uzunluklarini Ly ile gdsterelim.

’ —p

veya




a1

-3 . ) p— . , T
L, = (t cosX+ —ﬁs1n°< ’ J’C) { ‘Cté‘-l-ﬁ,t 3 é‘\gz* +H ) ds>
\

+ <-—g(’§ino( + Tcosx+ ?;)c{(“cosd. + Tsina, 7
Ly = (c) (?,?‘)Zbosm ds 4-.5?@'\’?:?2)1%050(& » + _,(C)Qt,b)l( cos de
‘95(‘C)<t b>le~coso< ds + (g\ f\-ﬁ',?}mimf\ds + <) (n,t}t’éino( ds
Séc)@ / B3k sinxds +§SC\ \?TQ}K"%jno( ds |
QC)« ty>Tosind ds - ‘SPC (\—t',b> KlsinK ds+ (C}({:&,?)Ccoso( ds
+ v(qg) (t,b}Kcosa ds +9%C) 1(?I>u?éoscxds+ﬂj(c)<;:g>k('éosq ds

() <—;11$?>ZSino( ds +.86(C) (?’,‘g>&sin0< ds ,

7

i

LM =95(C) 'C*coso( ds —‘ﬁ(c)to?‘sino{ ds‘

+_§5 oy Kcosx (<t P S+ <t b)) ds«héc)tsn\o( (<n t:~)+<}'§‘t >)ds
+ 1) K sine ((n-ﬁ's-l— (n b)) ds | °

.LM =—¢(C) g~ cos‘:(v-ds —ﬁcc)‘cd'sinx ds (IT1T.4.2) -

dir.
> . '
M dual birim vekt&riiniin dual kiiresel g&stergesinin sinir-

ladi1§i1 kiiresel alan Teorem II.7.1l'e gbre :

F.,, = 27 (1-n) -—(ﬁ,7>

M
olacagindan, ,
Fy = 2T (1-n) [(t cosx+ Nsine + E(—- t o{5in + £*cos + TelCose
+ T*sink ) ,
%‘c) (Tt +KD )ds +E‘('(5c) (T +TE +KD +K*D ) ds>}
Fy = 20T (2-n) = ,gs(.c)<t t)Tcosxds +,95(C)<t bYKcosx ds

+ () <n t)tsnxo( ds + (C)<n b}i(snwds +£ (C) (t,t§"CCOSD< ds

— —t
€ (c) (t,t}tcoscx ds i—g./q(sc).(t LﬁKcos«ds +£(C) (e b K*c':osox ds

0 <n t)ts:LnO(ls-}-cg(Sc) <n t>cs:rnodsi-sﬁc\ (n, b)!csmuxas

+£ C)<n b))?‘mno( ds - ﬁc%t,t)mmno@ ds




a2
~&0). {t,Byxelsin ds +69§C) { titDtcosx ds

__—>

-y

J;ES?C) (?3)#(’6050( ds +¢ () (Hﬁ?}zsind ds +f_9(5c)<?§;b>xsino< ds

FM = 21 (1-n) —.gc)tcoso(ds -ESQ,C) cosx ds *eﬁc)cozesinc( ds

#-Eﬁc) K cos«((?,?‘) + (?‘,F)) ds ﬂc)tsim((ﬁ',?)+ (?1‘,?} )ds
. ——e—— ——

o
- —
+J%C) K sinx (<M)ds ,

o

FM = 27(1-n) - (é) TcosX ds -E(S%‘c) 'cq‘c.oso( ds "9(§C)C°(’§,in’x ds)

dir. Bu deferi, (III.4.2) ye qgbre,
| FM = 277 {(1-n) -—9(5(:) ccosK ds - F_LM

seklinde yazabiliriz.
Teorem II.10.5'e gdre biz bu alanin 277 oldufunu bili-
yoruz. O halde, ‘ '

\

2M = 27 (1+-n) -ﬁc) TcosKkds ~ELy ,

=}2n’}T+9(5C) TcosX ds +‘ELM = 0=0+0

Ly
Ay

bulunur. Buradan su tecoremleri verebiliriz =

veya
- Sé(c)tcoscxds = 2nT =20

#

1t}

TEOREM IIT.4.1.

Birim dual kiire lizerine ¢izilmis her kapali dual edri-

nin oskiilatdr diizleminde bulunan ve efriye siki sekil-
de badli olan bir birim dual vektdriin kiiresel gbster -
gesine ¢izgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle

e . .. . N N
ylizeyin ag¢ilim uzunludu LMz )\‘tc050(~td51n0() as=0

. (C
ve agilim agiecl EM = - (C)t0030<ds = 2nTT=0 dir.




TEOREM IITI.4.2.
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leri elde edilir. Bu ise M :'¥'olma31 demektlr.

sekilde siraliyabiliriz:

TEOREM III.5.1.

Birim dual kiire yiizeyi ﬁzérine ¢izilmig bir (C)' kapali e§-
risinin oskiilatdr diizleminde yatan herhangibir M birim vek-
t8riinliin kiliresel gfstergesinin ¢izgiler uzayindaki E.Study
resmi, agilim agisi -

- ~ Co5¥X -
>‘M - )"ccoso(ds - ’éc)’CdS = anmr=0

olan bir konidir.
Burada X =" alinirsa Teorem III.l.2. deki L ve )& deder-

III.5. ORTAK OZELIKLER ,

Her {i¢ cins g8sterge icin ortak olan 6zelikleri agadidaki

Birim dual kiire ylizeyi tizerine ¢izilmig her kapali dual eg§-

rinin kiiresel kapali Tegetler, Normaller ve Binormaller g&s-
tergelerine ¢izgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle
ylizeylerin ag¢ilim uzunluklari ve agilim agilarai bu gdster-
gelere badli olmayip, verilen kiiresel kapali ef§riye badli-
dar.

TEOREM III.5.2.

Birim dual kﬁrevyﬁzeyini iki egit parcaya b8Slen kapali eg-
rilerin ¢izgiler uzayindaki E. Study resimleri birer koni-
dir. ' .

Jacobi Teoremlerinin ¢izgiler uzaylndaki karsailiklari ig¢in

ters teoremlerin ifade ve ispatlara miimkiin goriilmemektedir,



SONUGC

Jacobi Teoremleri D-Modiilde birim dual kiire {izerinde
ele alinda. E. Study DOnilislimiinden yararlanarak bu teoremle -
rin 3- boyutlu ¢izgiler Uzayindaki karslllklarl arastirildzl.

Bu genellestirme yamilirken kapali regle yiizeylerin
Ag¢ilaim Uzunluklari ile Ag¢ilim Ag¢ilarinin dual kiliresel hare-

ketlerde gorililmeleri bize cesaret kazandird:.

Jacobi Teoremlerinin 3- boyutlu GQizgiler Uzayindaki yli-
zeyler teorisi y&niinden koni‘yuzeyleriyle ilgili olduklari g&-
riildii. Bo6ylece Jacobi Teoremlerinin ¢izgiler Uzayindaki kar-
slllkiarlnln birer Koni Yilizeyi olduklari gdsterildi.

Varilan yeni sonug¢lar, Jacobi Teoremlerinin Cizqiler
Uzayindaki karsgiliklari olarak, teoremler halinde ifade ve is-
pat edildi.
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