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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Bu çalışma 22.01.2021 tarihinde aşağıdaki jüri tarafından Matematik Anabilim

Dalı Matematik Programında Yüksek Lisans Tezi olarak kabul edilmiştir.
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iv
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1. GİRİŞ ....................................................................................................... 1

2. GENEL KISIMLAR .................................................................................. 6

3. MALZEME VE YÖNTEM ......................................................................... 10

3.1. CHANDRASEKHAR-KENDALL METODU .............................................. 10
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TCP1 : 1-boyutlu kompleks projektif uzayın holomorfik teğet demeti
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ve ayrıca Radon dönüşümü ile alan denkleminin çözümü, ultrahiperbolik dalga denkleminin
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1. GİRİŞ

Rotasyon (curl) operatörü düz Öklidyen uzay R3’de tanımlanmış olup bu operatörün

özvektörleri ile ilgili çalışmalar yıllar öncesine dayanmaktadır. Bilinen ilk çalışmalar

Gromeka ve Beltrami tarafından yapılmıştır [1, 2]. Bu nedenle bu özvektörler, özellikle

hidrodinamikte Beltrami alanı olarak adlandırılır (Bkz. Ek 1).

Sabit özdeğere sahip Beltrami alanları üzerinde sistematik olarak ilk defa Trkal

çalışmıştır [3, 4]. Bu alanlar fizikte ve matematikte akışkanlar dinamiği, plazma fiziği

ve manyetohidrodinamik, elektromanyetizma, astrofiziksel manyetik alanlar, alan teorisi,

kontakt geometri ve harmonik morfizmalar alanlarında karşımıza çıkmaktadır.

Trkalyan vektörlerin alan teorik örnekleri olarak, kuvvet içermeyen (force-free) alanları

[5-13] (Bkz. Ek 1) ve Öklidyen topolojik kütleli Abelyan ayar teorisini verebiliriz [14-16].

Topolojik kütleli teoriler 1981 yılında Schonfeld, 1982 yılında ise Deser, Jackiw ve

Templeton tarafından (2+1) boyutlu Minkowski uzayı veya 3 boyutlu Öklidyen uzayda

tanımlanmıştır [14-16]. Üç boyutlu teoriler günümüzde fizik ve matematik kavramlarının

çalışılması için bir laboratuvar görevi görmektedir. Topolojik kütleli teoriler standart

Maxwell, Yang-Mills, Einstein terimlerinin yanında topolojik orjinli Chern-Simons

teriminden gelen topolojik kütle terimini içermektedir [17].

Bu çalışmada Rot operatörünün sabit özdeğere sahip özvektörlerini Trkalyan alan olarak

isimlendireceğiz.

Sabit veya sabit olmayan özdeğere sahip kuvvet içermeyen alanlar (manyetohidrodinamik ve

plazma fiziği) ve Beltrami alanları (akışkanlar dinamiği) doğal olarak zaman boyutu hariç üç

boyutlu uzayda tanımlanır. Bundan dolayı Trkalyan alanlarla ilgili Öklid ize sahip, genellikle

düz manifoldlar üzerinde çalışılmıştır. Literatürde bu konuyla ilgili çok fazla çalışmada

bulunmaktadır. Bu çalışmaların hepsini burada aktarmak mümkün değildir.

Topolojik kütleli Abelyan ayar teorisi aslen üç boyutlu bir teori olduğundan doğal olarak üç

boyutlu uzayda veya uzayzamanda tanımlanır [14-16]. Bu alan benzer bir özdeğer eşitliği
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sağladığından Lorentziyen ize sahip Trkalyan alana örnek olarak gösterilebilir.

Topolojik kütleli Abelyan ayar teorisi fizikte manyetik monopoller [18-20] ve instantonlar

[21-23], anyonlar [24-28] ve vorteksler [29, 33], Hall etkisi [28, 34, 35], süpersimetrik

teoriler [36, 37] ve sicim teorisi [37], yüksek sıcaklık süper iletkenliği [38], değişmeli

olmayan (noncommutative) geometri [35, 39, 40], holografi [41] ve AdS/CFT karşılıklılığı

(correspondence) [42-44] alanlarında karşımıza çıkmaktadır.

Öklid ize sahip düz uzay R3 üzerinde tanımlı Trkalyan alanlarla ilgili dikkate değer çözüm

metodları bulunmaktadır.

Örneğin, Chandrasekhar-Kendall [9] Trkalyan alanların çözümü için bir metod vermiştir.

Chandrasekhar ve Kendall, kuvvet içermeyen manyetik alan problemini, rot operatörünün

sabit özdeğere sahip özvektörleri ile ifade ederek çözümü polodial ve torodial vektör

alanlarının toplamı olarak ifade etmişlerdir.

Ayrıca, (3+1) boyutlu Lorentziyen uzayzamanda Maxwell denklemlerinin Hertz

potansiyeliyle çözümünde, konformal Killing vektörü kullanılarak Chandrasekhar-Kendall

çözümü Benn ve Kress tarafından elde edilmiştir [45].

Diğer bir metod, R3 üzerinde tanımlı Trkalyan alanlarla ilgili mini-twistör çözümüdür [46] .

Fiziksel ve matematiksel önemine rağmen, Lorentziyen uzayzamanda (ve Öklid ize

sahip eğri uzayzamanda) tanımlı Trkalyan alanlarla ilgili sistematik çözüm yöntemleri

geliştirilmemiştir.

Biz bu tez çalışmasında, (2+1) boyutlu Lorentziyen ize sahip uzayzamanda tanımlı Trkalyan

alanlar üzerinde çalışacağız.

Öncelikle bu alanlar için düz veya eğri uzayzamanda Chandrasekhar-Kendall metodunu

geliştireceğiz. İkinci olarak yine bu denklem için R2+1 uzayzamanında geçerli

mini-twistör çözümünü sunacağız. Daha sonra ultrahiperbolik dalga denkleminin

indirgemeleri üzerinde çalışacağız. R2+2 uzayzamanında tanımlı ultrahiperbolik dalga

denkleminin John (X-ışını) dönüşümü çözümünü indirgeyerek bir çözüm sunacağız.

Ayrıca, Radon dönüşümü yaklaşımında Minkowski uzayzamanının düzlemsel uzaysal

kısmının doğrulardan oluştuğunu varsayarak çözüm sunacağız. En son olarak yine R2+2
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uzayzamanında tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin twistör çözümünün indirgemesi

metodunu yazacağız.

Bölüm 3.1’de, Chandrasekhar-Kendall metodunda diferansiyel formlardan faydalanacağız.

Eğri uzayzamandaki Trkalyan alan, vektör Klein-Gordon denklemini sağlar. Bu alanı, skaler

Klein-Gordon tipi bir denklemi sağlayan Debye potansiyeli ile bir konformal Killing 1-formu

içeren Hansen 1-formlarını kullanarak ifade edeceğiz [47, 48].

Topolojik kütleli Abelyan ayar teorisinde, tek bir serbestlik derecesine sahip eksitasyonların

skaler bir alanla temsil edildiği daha önce tartışılmıştır [15, 44]. Minkowski uzayzamanında

tanımlı bu teorinin çözümü serbest, kütleli skaler, sadece Klein-Gordon, alanı cinsinden

verilir [15]. Bu durum özel bir Killing 1-formun varlığından kaynaklanmaktadır. Daha

sonra göreceğimiz gibi farklı Killing 1-formlar kullanıldığında Klein-Gordon denklemi daha

karmaşık hale gelir.

Chandrasekhar-Kendall metodundaki genelleştirmemiz, eğri uzayzaman (veya uzay)

üzerinde tanımlı Trkalyan alanları, skaler alan: Debye potansiyeli ve uyumlu bir konformal

Killing 1-form cinsinden kurmamızı sağlayacaktır.

Geliştirdiğimiz Chandrasekhar-Kendall metodu için, öncelikle Minkowski uzayzamanında

çeşitli koordinatlar kullanarak çözüm örnekleri sunacağız. Bu örneklerde Öklidyen silindirik

Chandrasekhar-Kendall çözümüne karşılık gelen Minkowskiyen çözüm sınıfları üzerinde

duracağız. Bu sınıfın en alt düzeydeki üyesi, radyasyon yaymayan nokta yükünden

kaynaklanan, zamandan bağımsız bir alandır. Bu alan monopoller, vorteksler ve anyonlar

kapsamında bir çok kez çalışılmıştır [16, 24-27].

Ayrıca, Anti-de Sitter (AdS) uzayının bir Poincaré yaması ve daha sonra de Sitter (dS)

uzayzamanında çözüm örnekleri sunacağız. AdS uzayzamanında tanımlı topolojik kütleli

elektromanyetik alanlarla ilgili daha önce yapılan çalışmalarda bulunan çözümlerin [43, 44]

benzerlerini burada Chandrasekhar-Kendall metoduyla geliştireceğiz.

Bölüm 3.2’de, Minkowski uzayzamanı: R2+1 üzerinde tanımlı Trkalyan alan denklemini

mini-twistörleri kullanarak çözeceğiz.

Mini-twistör uzayı ilk defa Hitchin tarafından tanımlanmıştır [49], (ayrıca referans [50]’ye

bakınız), Minkowski uzayzamanı üzerindeki mini-twistörler Ward’ın makalesinde detaylı
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olarak açıklanmıştır [51]. Mini-twistör uzayı R3’de yönlendirilmiş doğruların oluşturduğu

uzay TS2’dir. Bunu TCP1 olarak da yazmak mümkündür [49]. Bu mini-twistör uzayı, (3+1)

boyutlu Minkowski uzayzamanının twistör uzayının zaman ötelemesi ile verilen Killing

vektörünün etkisine bölümü olarak da bulunabilir.

Çok basit bir ifade ile twistör teorisi, (3+1) boyutlu Minkowski uzayzamanında tanımlı dalga

denklemi için holomorfik fonksiyonlar kullanılarak kontur integral çözümünün yazılmasına

dayanır [52].

R2+1 üzerinde tanımlı Klein-Gordon denkleminin çözümünü, R3+1 üzerinde tanımlı

hiperbolik dalga denkleminin twistör çözümünün uzaysal harmonik (y koordinatında)

indirgemesi şeklinde yazabiliriz. Böyle bir mini-twistör gösterimi yazarak Minkowski

uzayzamanı üzerinde tanımlı Trkalyan alan denkleminin mini-twistör çözümünü sunacağız.

Bu indirgeme sonucu Trkalyan alanı, bir ışınsal (null) form, keyfi bir fonksiyon ve üstel bir

çarpan cinsinden ifade edeceğiz.

Bu ifadede, harmoniklik koşulunda seçilen integrasyon çarpanının uzayzaman kısmı üstel

çarpan olarak yer alır. Böylece çözümlerde seçilen integrasyon çarpanının uzayzaman

kısmını içeren benzer formlara ulaşılır. Bu tez çalışmasında, Trkalyan alan çözümünü,

harmoniklik koşulunun genel çözümünü kullanarak yazacağız.

Ayrıca bu bölümde, Chandrasekhar-Kendall metodunda Debye potansiyeli için mini-twistör

çözüm örnekleri vereceğiz.

Daha sonra R2+2 üzerinde tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin çözümlerinin

indirgemesini çalışacağız.

Bölüm 3.3’de R2+2 uzayzamanında tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John

(X-ışını) dönüşümü çözümünün indirgemesini sunacağız. Klasik John (X-ışını) dönüşümü

twistör teorisinin öncülü olarak görülebilir [53].

R2+2 üzerinde tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John dönüşümü [54] ile

verilen çözümün indirgemesini yaparak, R2+1 üzerinde tanımlı Klein-Gordon denkleminin

çözümünü sunacağız ve Trkalyan alan çözümünü kuracağız.

Bu indirgeme sonucu bulduğumuz çözüm mini-twistör çözümünün reel bir benzeri olarak
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görülebilir. Klasik John dönüşümü ve twistörler arasındaki ilişki üzerine daha önce çeşitli

çalışmalar yapılmıştır [55-57]. Bizim bulduğumuz ifade de bu ilişkinin mini-twistörler için

bir örneğini oluşturmaktadır.

Radon dönüşümü metodunda ise Minkowski uzayzamanının düzlemsel uzaysal kesitinin

noktalar yerine doğrulardan oluştuğunu varsayacağız. Bunun sonucunda Trkalyan alan

denklemlerinin daha basit hale geldiğini göreceğiz.

Bölüm 3.4’de ise R2+2 üzerinde tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin twistörel

çözümünü [56] indirgeyerek çözüm yazacağız.

Kompaktlaştırılmış, John dönüşümünün twistörel versiyonunu Woodhouse [56], Guillemin

ve Sternberg [58] tarafından tartışılmıştır. Woodhouse ultrahiperbolik ize sahip düz

uzayzamanda twistör bağlantısının bir analizini sunmuştur. Ultrahiperbolik dalga

denkleminin herhangi bir lokal çözümünün, R2+2’nin reel twistör uzayına ait bir

fonksiyondan üretilebileceğini göstermiştir [53].

Bu yöntemlerin her biri, altında yatan geometrik yapıya bağlı olarak kendine has yapı

ve özelliklere sahip olduğu için bunların her birinin detaylı olarak ayrı ayrı çalışılması

gerekmektedir. Fakat biz burada öncelikle bu metodları sunacağız. Bunların yapılarının tek

tek çalışılması ayrı ve daha detaylı bir yaklaşım gerektirmektedir.
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2. GENEL KISIMLAR

Trkalyan alanlar, rot operatörünün sabit ν özdeğerine sahip özvektörleridir ve

∇∇∇×××FFF(((xxx)))−νFFF(((xxx))) = 0, (2.1)

denklemi ile verilir. Standart koordinatlar kullanarak, baz vektörleri eee1, eee2, eee3 olmak üzere

bileşenleri A(x,y,z), B(x,y,z), C(x,y,z) olan vektörü FFF(((xxx))) = (A,B,C) şeklinde yazarsak

∇∇∇ ××× FFF(((xxx))) = (∂C/∂y − ∂B/∂ z,∂A/∂ z − ∂C/∂x,∂B/∂x − ∂A/∂y) ile verilir. Denklem

(2.1)’den

∂C
∂y
− ∂B

∂ z
−νA = 0,

∂A
∂ z
− ∂C

∂x
−νB = 0,

∂B
∂x
− ∂A

∂y
−νC = 0, (2.2)

eşitliklerine ulaşırız. Denklem (2.1)’de her iki tarafın diverjansını alırsak ∇∇∇ ··· (((∇∇∇×××FFF))) = 0

olduğundan ∇∇∇ ···FFF = 0 buluruz.

Yine denklem (2.1)’de her iki tarafın rotasyonelini (curl) aldığımızda ∇∇∇
2FFF =−k2FFF , (k = ν)

olduğunu kolayca görebiliriz, [(∇∇∇××× (((∇∇∇×××FFF))) = ∇∇∇(((∇∇∇ ···FFF)))−∇∇∇
2FFF].

Bu denklemi diferansiyel formları kullanarak yazacağız.

Öklid uzayı R3’de ds2 = dx2+dy2+dz2 metriği ile Hodge-yıldız operatörü ?(dy∧dz) = dx,

?(dz∧dx) = dy, ?(dx∧dy) = dz ve ?2 = 1 olarak tanımlanır, (ilgili notasyon ve kabuller için

Bölüm 3.1’in girişinde verilen referansa bakınız). Alan 2-formu: F’nin bileşenleri A(x,y,z),

B(x,y,z) ve C(x,y,z) olmak üzere F = Ady∧dz+Bdz∧dx+Cdx∧dy ise ?F = Adx+Bdy+

Cdz olarak bulunur. Trkalyan alan denklemi (2.1)’i

(?d−ν)?F = 0, (2.3)

şeklinde yazabiliriz. Bu denklemin her iki tarafına d? işlemini uygularsak dF = 0 buluruz ve

yine denklem (2.2) ile aynı sonuçlara ulaşırız.

Bu denklemi düz veya eğri, Öklidyen veya Lorentziyen ize sahip manifoldlar üzerinde

çözmeyi amaçlıyoruz.
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Minkowski uzayzamanı R2+1’de ds2 =−dt2+dx2+dz2 metriği ile Hodge-yıldız operatörü

?(dt ∧ dx) = −dz, ?(dx ∧ dz) = dt, ?(dz ∧ dt) = −dx ve ?2 = −1 olarak tanımlanır,

(ilgili notasyon ve kabuller için Bölüm 3.1’in girişinde verilen referansa bakınız).

Alan 2-formu: F’nin bileşenleri A(t,x,z), B(t,x,z) ve C(t,x,z) olmak üzere

F = Adt ∧ dx + Bdx ∧ dz + Cdz ∧ dt ise ?F = −Adz + Bdt − Cdx şeklinde bulunur.

Dolayısıyla denklem (2.3)’den

∂C
∂ z
− ∂A

∂x
−νB = 0,

∂B
∂ z

+
∂A
∂ t
−νC = 0, − (

∂B
∂x

+
∂C
∂ t

)−νA = 0, (2.4)

eşitliklerine ulaşırız.

Giriş kısmında ifade ettiğimiz üzere bu çalışmada Trkalyan alan denklemini çözmek için 4

tane metot kullanacağız.

1. Chandrasekhar-Kendall metodunun Lorentziyen ize (veya Öklidyen ize) sahip

3-boyutlu (düz veya eğri) manifoldlara genelleştirilmesi,

2. Mini-twistör metodu,

3. Ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John dönüşümü (X-ışını) çözümünün

indirgenmesi ve Radon dönüşümü,

4. Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistör çözümünün indirgenmesi.

Bu dört metodu daha detaylı olarak sırasıyla aşağıdaki şekilde ifade edebiliriz.

Chandrasekhar-Kendall, HHH manyetik alan olmak üzere ∇∇∇
2HHH + λ 2HHH = 0 vektör-dalga

denkleminin çözümünü vermiştir. Bu denklemin bağımsız üç çözümü ψ skaler bir fonksiyon

ve ∇∇∇
2
ψ + λ 2ψ = 0 olmak üzere LLL = ∇∇∇ψ , TTT = ∇∇∇× (λψ) ve SSS = (1/λ )∇∇∇× T ile verilir.

Manyetik alan HHH = TTT +++SSS = (1/λ )∇∇∇2× (λψ)+∇∇∇× (λψ) şeklinde ifade edilir [9]. Bunları

bölüm 3.1’de diferansiyel formları kullanarak yazacağız. Böylece Chandrasekhar-Kendall

metodunu Öklidyen veya Lorentziyen ize sahip düz ve eğri manifoldlara genelleştireceğiz.

Mini-twistörler ilk defa Hitchin tarafından tanımlanmıştır [49] (ayrıca referans [50]’ye

bakınız), Minkowski uzayzamanı üzerindeki mini-twistörler Ward’ın makalesinde detaylı

olarak açıklanmıştır [51]. Mini-twistör uzayı R3’de yönlendirilmiş doğruların oluşturduğu

uzay TS2’dir. Bunu TCP1 olarak da düşünebiliriz [49]. Ayrıca TCP1 mini-twistör uzayı,



8

C3 (karmaşıklaştırılmış Öklid metriğine göre) uzayındaki kompleks ışınsal (null) düzlemleri

parametrize eder [49, 51].

En basit ifade ile twistör teorisi, (3+1) boyutlu Minkowski uzayzamanında tanımlı dalga

denkleminin çözümünü holomorfik fonksiyonların kontur integralleri ile ifade etmeye

dayanır [52].

Reel R2+1 uzayzamanının mini-twistör uzayı TRP1, R2+1’deki ışınsal (null) düzlemlerin

uzayıdır [59]. Bunun bir kompleks genişlemesi (kompleksifikasyonu) TCP1 ise

bir holomorfik teğet demetidir. Biz mini-twistörler için kompleks bir bakış açısı

benimseyeceğiz.

Bölüm 3.2’de Minkowski uzayzamanı R2+1’deki Klein-Gordon denkleminin çözümünü,

R3+1 üzerinde tanımlı hiperbolik dalga denkleminin twistör çözümünün uzaysal harmonik

(y koordinatında) indirgemesi ile yazacağız. Bu çözümü kullanarak R2+1 üzerinde tanımlı

Trkalyan alan denkleminin çözümünü kuracağız.

R2+2 üzerinde tanımlı (−∂ 2/∂ t2+∂ 2/∂x2−∂ 2/∂y2+∂ 2/∂ z2)ψ = 0: ultrahiperbolik dalga

denklemi α1 = x + y, α2 = t + z, β1 = t − z, β2 = x− y değişkenleri ile ∂ 2ψ/∂α1∂β2−

∂ 2ψ/∂α2∂β1 = 0 John denklemi haline gelir.

John denkleminin çözümü John (X-ışını) dönüşümü ile verilir. Schwartz uzayı S(R3)’e ait bir

fonksiyonunun John (X-ışını) dönüşümü, bu fonksiyonun R3’deki doğrular üzerinde integrali

olarak tanımlanır. Bu nedenle bu dönüşüm özellikle matematiksel tomografide X-ışını olarak

da adlandırılır.

Bölüm 3.3’de R2+1 üzerinde tanımlı Klein-Gordon denkleminin çözümünü R2+2 üzerinde

tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John (X-ışın) dönüşümü ile verilen

çözümünün indirgemesiyle sunacağız ve bunu kullanarak Trkalyan alan çözümünü

kuracağız.

Kompaktlaştırılmış bir John dönüşümü, RP3 (R3’ün bir kompaktlaştırılması) uzayında

düzgün bir fonksiyonun, yönlü jeodezikler üzerinde integrali olarak verilmiştir [56].

Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistör çözümü Woodhouse tarafından yapılmıştır

[56]. Bu çözüm R4’de bulunan 2-düzlemlerin oluşturduğu Grassmannian uzayı üzerinde

tanımlıdır ve John’un ultrahiperbolik dalga denklemini sağlar [53].
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Bölüm 3.4’de R2+2 üzerinde tanımlı ultrahiperbolik dalga denklemini 56. referansın

notasyonu ile ifade edeceğiz: (∂ 2/∂ t2
1 + ∂ 2/∂ t2

2 − ∂ 2/∂x2
1− ∂ 2/∂x2

2)ψ = 0. Bu denklemin

twistör çözümünün indirgemesini yaparak R2+1 üzerinde tanımlı Klein-Gordon denkleminin

çözümünü sunacağız. Bu çözümü kullanarak Trkalyan alan çözümünü yazacağız.
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3. MALZEME VE YÖNTEM

3.1. CHANDRASEKHAR-KENDALL METODU

Bu bölümde Chandrasekhar-Kendall metodunu diferansiyel formlarla ifade ederek

Lorentziyen ize sahip (veya Öklidyen ize sahip düz veya eğri) uzayzamanda tanımlı Trkalyan

alan denklemini çözeceğiz.

Trkalyan alan 2-formu F , (∆− cν2) ? F = 0 denklemini sağlar. Mn boyutlu manifold

üzerinde Laplace-Beltrami operatörü ∆ = (d+δ )2 = δd+dδ ve ωr için dış türevin eşleniği

(kodiferansiyel) Öklid ize sahip metrikte δωr = (−1)n.(r+1)+1 ?d ?ωr, Lorentziyen ize sahip

metrikte δωr = (−1)n.(r+1) ? d ? ωr olarak tanımlanmıştır [60]. Böylece Öklid ize sahip

metrikte c=1
[
(4−ν2)?F = 0, (Helmholtz denklemi)

]
, Lorentziyen ize sahip metrikte ise

c=-1
[
(4+ν2)?F = 0,(Klein-Gordon denklemi)

]
olur, (Bkz. Ek 2).

Laplace-Beltrami operatörü, Öklid ve Lorentziyen izde sırasıyla Laplasyen veya

D’alembertiyen (dalga) operatörlerine karşılık gelir. Biz bu bölümde Laplace-Beltrami

operatörünü her ikisi yerine de kullanacağız.

Hansen vektörleri [47, 48], R3 üzerinde tanımlı vektörel Helmholtz denkleminin çözümü

için kullanışlı bir ayrışma sağlar [9]. Bu vektörleri diferansiyel formlarla ifade edeceğiz.

Chandrasekhar-Kendall metodundaki T , S ve L 1-formlarını

T = ?d(ψω), S =
1
ν
?dT =

1
ν
?d ?d(ψω), L = dψ, (3.1)

şeklinde ifade edebiliriz. Buradaki Debye potansiyeli ψ skaler bir fonksiyon olmak üzere

Helmholtz (Öklid iz) ve Klein-Gordon (Lorentziyen iz) denklemlerini sağlar. Ayrıca ω’yı

aşağıda göreceğimiz üzere belirli bir konformal Killing 1-form olarak alacağız. T, S ve L

sırasıyla torodial, poloidal ve skaloidal 1-formlar olarak isimlendirilir ( Ref. 13 ve oradaki

referanslara bakınız.)

Bu denklemden görüleceği üzere ?dT = νS eşitliği zaten sağlanmaktadır. Ayrıca
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?d(T +S) = ν(T +S) olması için ?dS = νT eşitliğine ihtiyacımız vardır.

Chandrasekhar-Kendall metodunda, denklem (2.3)’ün çözümü olan ?F

?F = T +S = ?d(ψω)+
1
ν
?d ?d(ψω), (3.2)

şeklinde tanımlanır. Chandrasekhar-Kendall ayar potansiyeli: A = ψω + (1/ν) ? d(ψω),

F = dA olarak yazılabilir.

T ve S 1-formlarını ω ve dω terimlerini sonra kullanmak üzere form olarak koruyarak

yazarsak

T = ?(dψ ∧ω)+ψ ?dω =
√
|g|∇µψωνgµαgνβ

εαβγdxγ +ψ ?dω, (3.3)

S = 1
ν
[?d ? (dψ ∧ω)+?(dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω]

= 1
ν
[(−1)s(∆ψω +∇µ∇νψωµdxν −∇µψ∇µωνdxν +∇µψ∇νωνdxµ)

+? (dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω],

(3.4)

olarak buluruz (Bkz. Ek 2).

T ve S 1-formlarını eşitlik (3.2)’de yerine yazarsak

?F = ?(dψ ∧ω)+ψ ?dω +
1
ν
[?d ? (dψ ∧ω)+?(dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω], (3.5)

bulunur. Böylece Trkalyan alan denklemi (2.3)’ün sol tarafını

(?d−ν)?F = 1
ν
[?d ?d ?d(ψω)−ν2 ?d(ψω)]

= 1
ν
?d[(−1)s(∆ψω +∇µ∇νψωµdxν −∇µψ∇µωνdxν +∇µψ∇νωνdxµ)

+? (dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω−ν2(ψω)],

(3.6)

şeklinde ifade ederiz. Dolasıyla (?d−ν)?F = 0 denklemi ancak ve ancak ?dS = νT [eşitlik

(3.3), (3.4)](modülo kapalı form) olursa sağlanır.

Eğer ω’yı bir konformal Killing 1-form olarak alırsak (manifold üzerinde tanımlı konformal
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Killing vektör X’in metrik duali: ωµ = gµνXν ;LX g = 2κg)

∇µων +∇νωµ = 2κg, (3.7)

eşitliği ile denklem (3.6)’nın sağ tarafını daha sade bir şekilde ifade edebiliriz. Ayrıca s

metrikteki (−) sayısı olmak üzere ∇µων +∇νωµ = 2κδ
µ

ν ⇒ ∇νων = 3κ = (−1)s ? d ?ω

eşitliklerine ulaşırız [dolayısıyla bir Killing 1-form (κ = 0) ko-kapalı (co-closed) ?d?ω = 0].

Böylece, ∇µ∇νψ = ∇ν∇µψ olduğundan denklem (3.6)’daki üç terimi

∇µ∇νψω
µdxν −∇µψ∇

µ
ωνdxν +∇µψ∇

ν
ωνdxµ = d(LX ψ)+κdψ, (3.8)

şeklinde yazabiliriz. Bu eşitliği denklem (3.6)’da kullanarak

(?d−ν)?F = 1
ν
?d
[
(−1)s4ψω + 1

3 ?d ?ω ∧dψ +?(dψ ∧?dω)

+ψ ?d ?dω−ν2ψω
]
,

(3.9)

denklemini elde ederiz (d2LX ψ = 0). Böylece alan denklemi (2.3)’ün sağlanması için

(−1)s4ψω +
1
3
?d ?ω ∧dψ +?(dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω−ν

2
ψω = 0, (3.10)

şartının (modülo kapalı 1-form) sağlanması gerektiğini görürüz. Bu denklemdeki ilk ve

son terimler, Bölüm 1.GİRİŞ kısmında bahsedildiği gibi serbest, kütleli skaler, sadece

Klein-Gordon, alan denklemi [15] (Lorentziyen iz) oluşturur. Chandrasekhar-Kendall’ın

orjinal çözümündeki Helmholtz denklemi (Öklidyen iz) bu terimlerin benzerlerini içerir [9].

Uygun bir ω konformal Killing 1-form seçimiyle arada kalan üç terimi yok etmek mümkün

olabilir.

Eğer ω 1-formu kapalı dω = 0 veya duali kapalı (ko-kapalı: co-closed) ?d ?ω = 0 (hatta

?dω ∼ ω) ise denklem (3.10) daha basit bir hale gelir. Bunun yanı sıra ?d ? dω terimi, ∆ω

ve manifoldun eğriliği ile ilişkilidir.

Ayrıca, bu formülleri yukarıdaki gibi yerel koordinatlar yerine dual çatıda da ifade edebiliriz.

Böylece ω’yı konformal Killing 1-form (metriğe bağlı olarak konformal Killing vektörün

metrik duali) olarak alırsak ve denklem (3.10)’u çözersek ψ 0-formunu buluruz. Bu ψ ve ω

ile (3.2) denkleminden alan 2-formu F’yi kurarız.
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3.1.1. Düz Öklidyen Uzayda Çözüm Örneği

Örnek 3.1.1.1 Öklid uzayında x1 = (u2 − v2)/2, x2 = uv, x3 = z parabolik silindirik

koordinatları kullanırsak, bu durumda metrik ds2 = ηabωaωb, ηab = dia(1,1,1) ve dual çatı

ω1 = Adu, ω2 = Adv, ω3 = dz, (A2 = u2 + v2 ) olmak üzere

ds2 = A2du2 +A2dv2 +dz2, (3.11)

şeklinde ifade edilir. Bu metrik için bir (κ = 0 için) Killing 1-formunun (metrik katsayıları z

koordinatından bağımsız olduğu için) ω = dz olduğu görülür.

Böylece dω = 0 ve d ? ω = 0 olduğundan (3.10) denklemi ∆ψ − λ 2ψ = 0 Helmholtz

denklemi haline gelir. Daha açık olarak ∆ψ = −1/A2(ψuu + ψvv) − ψzz olmak üzere

Helmholtz denklemini 1/A2(ψuu + ψvv) + ψzz + λ 2ψ = 0 şeklinde yazarız. Bu denklemi

değişkenlerine ayırabilmek için ψ(u,v,z) = U(u)V (v)Z(z) olarak alırsak Z′′ + α2Z = 0,

U ′′−(k2u2+c)U = 0 ve V ′′−(k2v2−c)V = 0
(
α2 = k2+λ 2, c: ayrılma sabiti

)
diferansiyel

denklemlerine ulaşırız. Buradaki son iki denklem, yeni değişkenleri ũ = (2k)1/2u ve

ṽ = (2k)1/2v alırsak Ü + [p+ (1/2)− (1/4)ũ2]U = 0 ve V̈ + [q+ (1/2)− (1/4)ṽ2]V = 0

parabolik silindir diferansiyel denklemlerine iner. [c̃= c/(2k), p=−c̃−(1/2), q= c̃−(1/2)

ve (̇) = d/d(ũ/ṽ)]. Bu diferansiyel denklemlerin çözümü Dp parabolik-silindirik fonksiyon

ile verilir [75, s.116-s.117]. Böylece çözümü

ψ =
(

a1e−iαz+a2eiαz
)[

b1Dp(
√

2ku)+b2D−p−1(i
√

2ku)
][

c1Dq(
√

2kν)+c2D−q−1(i
√

2kv)
]
,

(3.12)

şeklinde buluruz. Eğer a2 = 1, b1 = 1, c1 = 1 ve a1 = 0, b2 = 0, c2 = 0 alırsak

ψ = eiαzDp(
√

2ku)Dq(
√

2kv) şeklinde ifade edebiliriz. Böylece (3.2) denkleminden ?F

1-formunu

?F = eiαz

2

{
√

2k
[
−Dp(Dq+1−qDq−1)du+Dq(Dp+1− pDp−1)dv

]
− 1

λ

[
iα
√

2k
[
Dq(Dp+1− pDp−1)du+Dp(Dq+1−qDq−1)dv

]
+2k2DpDqdz

]}
,

(3.13)
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şeklinde buluruz. Bu çözüm alan denklemini sağlar [(?d−λ )?F = 0].

3.1.2. Minkowski Uzayzamanında Çözüm Örnekleri

R2+1 uzayzamanında t, x ve z koordinatlarını kullanarak örnekler çözeceğiz.

Mini-twistörlerde y koordinatında indirgeme yazacağımız için burada y koordinatı

yerine z koordinatını kullanacağız.

Örnek 3.1.2.1. Minkowski uzayzamanının z > 0, |t| < z çeyrek diliminde tanımlı Rindler

dilimi üzerinde t = r sinhϕ , x = x, z = r coshϕ : z2− t2 = r2 koordinatlarını kullanabiliriz.

Bu durumda metrik ds2 = ηabωaωb, ηab = dia(−1,1,1) ve dual çatı ω0 = rdϕ , ω1 = dx,

ω2 = dr şeklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2, eşitlik (2.6)]. (ϕ→ τ: zamansal koordinat, Rindler

uzayzamanı ds2 =−z2dt2 +dx2 +dz2 metriği ile tanımlanır [61]).

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 0 için) Killing 1-formlarını bulabiliriz.

Bu denklemleri sağlayan bir Killing 1-formunu ω = ω1 olarak alabiliriz [Bkz. Ek 2.1,

denklem (2.7)]. Böylece, dω = 0 ve d ?ω = 0 olduğundan (3.10) denklemi ∆ψ +ν2ψ = 0

Klein-Gordon denklemi haline gelir. Daha açık olarak, Laplace-Beltrami operatörü

∆ψ = (1/r2)ψϕϕ − ψrr − (1/r)ψr − ψxx olmak üzere Klein-Gordon denklemini

(1/r2)ψϕϕ −ψrr− (1/r)ψr−ψxx +ν2ψ = 0 şeklinde yazarız. Bu denklemi değişkenlerine

ayırabilmek için ψ(ϕ,x,r) = Φ(ϕ)X(x)R(r) olarak alırsak X ′′+κ2X = 0, Φ′′−m2Φ = 0 ve

r2R′′+ rR′− (λ 2r2 +m2)R = 0, (λ 2 = κ2 +ν2) diferansiyel denklemlerine ulaşırız.

Buradaki son denklem, u = λ r kullanarak, modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner:

u2R̈+ uṘ− (u2 +m2)R = 0 [(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür

ve 2.tür modifiye Bessel fonksiyonları: Im ve Km cinsinden verilir [75, s.5]. Böylece Debye

potansiyelini

ψ(ϕ,x,r) =
(

a1e−iκx +a2eiκx
)(

b1e−mφ +b2emϕ

)[
c1Im(u)+ c2Km(u)

]
, (3.14)

u > 0, olarak buluruz. Eğer a1 = 1, b2 = 1 ve a2 = 0, b1 = 0, c1 = 0 olarak alırsak,

ψ(ϕ,x,r) = cemϕ−iκxKm(u) fonksiyonu ve ω = ω1 Killing 1-formunu kullanarak (3.5)
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eşitliğinden F 2-formunu

F = cκemϕ−iκx{[( imt
r2 − mκz

νr2

)
Km(u)+

(
− iλ z

2r + λκt
2νr

)(
Km−1(u)+Km+1(u)

)]
dz∧dx

+
[
−
( im2

νr2 +
iλ 2

2ν

)
Km(u)+ iλ

2νr

(
Km−1(u)+Km+1(u)

)
− iλ 2

4ν

(
Km−2(u)+Km+2(u)

)]
dz∧dt

+
[(
− imz

r2 + mκt
νr2

)
Km(u)+

( iλ t
2r −

κλ z
2νr

)(
Km−1(u)+Km+1(u)

)]
dt ∧dx

}
,

(3.15)

buluruz. Bu durumda eğer m = 0 alırsak ψ(t,x,z) = ce−iκxK0(u) fonksiyonunu ve aynı

Killing 1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden F alan 2-formunu

F = cκ
λ

ν
e−iκx

[(
iν sinhϕ−κ coshϕ

)
K1(u)dt ∧dx

+
(
iν coshϕ−κ sinhϕ

)
K1(u)dx∧dz+ iλK0(u)dt ∧dz

]
,

(3.16)

buluruz.

Örnek 3.1.2.2. Minkowski uzayzamanında metrik ds2 = ηabωaωb, ηab = dia(−1,1,1) ve

dual çatı ω0 = dt, ω1 = dx, ω2 = dz şeklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2.1, eşitlik (2.8)].

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 0 için) Killing 1-formları bulabiliriz. Bu

denklemleri sağlayan bir Killing 1-formunu ω = xdt − tdx olarak alabiliriz [Bkz. Ek 2.1,

denklem (2.9)]. Daha açık olarak, Laplace-Beltrami operatörü ∆ψ = ψtt −ψxx−ψzz olmak

üzere denklem (3.10)’dan x∆ψ−2ψx+ν2xψ = 0 ve t∆ψ+2ψt +ν2tψ = 0 denklemleri elde

edilir. Bu iki denklemden xψt + tψx = 0 eşitliğine ulaşırız. Bu denklemleri değişkenlerine

ayırabilmek için ψ(t,x,z) = ψ(r(t,x),z) = R(r)Z(z) olarak alırsak Z′′ + aκ2Z = 0 ve

R′′ + (3/r)R′ − λ 2R = 0,
(
λ =

√
aκ2 +ν2 ve r =

√
x2− t2, t = r sinhτ , x = r coshτ:

τ zamansal koordinat olmak üzere bir önceki örnekte olduğu gibi Rindler metriği,
√

a=−i veya
√

a= 1: a=∓1
)

diferansiyel denklemlerine ulaşırız. Buradaki son denklemde

R(r) = (1/r)H(r) dönüşümünü uygularsak r2H ′′ + rH ′ − (λ 2r2 + 1)H = 0 denklemine

ulaşırız.

Bu denklem, u = λ r kullanarak, aκ2 + ν2 < 0 için Bessel diferansiyel denklemine iner:

u2Ḧ + uḢ +(u2− 1)H = 0, [(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür

ve 2.tür Bessel fonksiyonları J1 ve Y1 cinsinden verilir [75, s.4]. Eğer aκ2 + ν2 > 0 ise
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bu denklem modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner: u2Ḧ + uḢ − (u2 + 1)H = 0,

[(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür ve 2.tür modifiye Bessel

fonksiyonları: I1 ve K1 cinsinden verilir [75, s.5]. Böylece çözümü

ψ = e−iκz
[
c1I1(λ r)+ c2K1(λ r)

]
/r, (3.17)

şeklinde buluruz. Eğer c1 = 0, c2 = 1 alırsak ψ = e−iκzK1(λ r)/r fonksiyonu ve ω = xdt−tdx

Killing 1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden ?F 1-formunu

?F = e−iκz
[1

r
K1(λ r)

(
νx− iκt

)
dt− 1

r
K1(λ r)

(
νt− iκx

)
dx−λK0(λ r)dz

]
, (3.18)

buluruz.

Örnek 3.1.2.3. Minkowski uzayzamanında (uzaysal düzlemde) t = t , x= r cosϕ , z= r sinϕ :

x2 + z2 = r2 polar koordinatları kullanarak metrik ds2 = ηabωaωb, ηab = dia(−1,1,1) ve

dual çatı ω0 = dt, ω1 = dr, ω2 = rdϕ şeklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2.1, eşitlik (2.10)].

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 0 için) Killing 1-formlarını bulabiliriz.

Bu denklemleri sağlayan bir Killing 1-formu ω = ω0 olarak alabiliriz [Bkz. Ek-2.1,

denklem (2.11)]. Böylece dω = 0 ve d ?ω = 0 olduğundan (3.10) denklemi ∆ψ +ν2ψ = 0

Klein-Gordon denklemine iner. Daha açık olarak, ∆ψ = ψtt −ψrr− (1/r)ψr− (1/r2)ψϕϕ

olmak üzere Klein-Gordon denklemini ψtt−ψrr−(1/r)ψr−(1/r2)ψϕϕ +ν2ψ = 0 şeklinde

ifade edebiliriz. Bu denklemin değişkenlerine ayrılabilmesi için ψ(t,r,ϕ) = T (t)R(r)Φ(ϕ)

alırsak T ′′+ aκ2T = 0, Φ′′+m2Φ = 0 ve r2R′′+ rR′− (λ 2r2 +m2)R = 0 (λ 2 = ν2− aκ2)

diferansiyel denklemlerine ulaşırız.

Buradaki son denklem, u = λ r kullanarak modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner:

u2R̈+ uṘ− (u2 +m2)R = 0 [(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür

ve 2.tür modifiye Bessel fonksiyonları: Im ve Km cinsinden verilir [75, s.5]. Böylece Debye

potensiyelini

ψ(t,r,ϕ) =
(

a1e−i
√

aκt +a2ei
√

aκt
)(

b1e−imφ +b2eimϕ

)
[
c1Im(u)+ c2Km(u)

]
,

(3.19)

u> 0, buluruz. Eğer a1 = b1 = 1 ve a2 = b2 = c1 = 0 alırsak ψ(t,r,ϕ) = ce−i(mϕ+
√

aκt)Km(u)
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fonksiyonunu ve ω = ω0 Killing 1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden F alan 2-formunu

F = ce−i(mϕ+
√

aκt){[(−imz
r2 + m

√
aκx

νr2

)
Km(u)+

(
λx
2r −

i
√

aκλ z
2νr

)(
Km−1(u)+Km+1(u)

)]
dt ∧dx

+
[

im
√

aκ

νr Km(u)− λ

2νr

(
Km−1(u)+Km+1(u)

)
+ λ 2

4ν

(
Km−2(u)+2Km(u)

+Km+2(u)
)]

dx∧dz

+
[( imx

r2 + m
√

aκz
νr2

)
Km(u)+

(
λ z
2r +

i
√

aκλx
2νr

)(
Km−1(u)+Km+1(u)

)]
dt ∧dz

}
,

(3.20)

buluruz. Bu durumda, m = 0, c1 = 0 ve c2 =− q
2π

alırsak ψ(t,x,z) = (−q/2π)e−i
√

aκtK0(u)

fonksiyonunu ve aynı Killing 1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden F alan 2-formunu

F = − q
2π

λ

ν
e−iκ

√
at
[(

ν cosϕ− i
√

aκ sinϕ
)
K1(u)dt ∧dx+λK0(u)dx∧dz

+
(
ν sinϕ + i

√
aκ cosϕ

)
K1(u)dt ∧dz

]
,

(3.21)

buluruz.

Kaynak 1-formunu içeren alan denkleminden: ?d ?F −ν ?F = J,
(
J = J0dt + J1dx+ J2dz,

F = F01dt ∧ dx + F12dx ∧ dz + F20dz ∧ dt ⇒ ?F = F12dt − F20dx − F01dz
)

(F01,1 +F02,2)+ νF12 = −J0, (F01,0 +F12,2)+ νF02 = −J1 ve (F02,0−F12,1)− νF01 = −J2

eşitliklerine ulaşırız.

Literatürdeki vektör notasyonu ile tutarlılık amacıyla bu denklemleri vektörler cinsinden

ifade edeceğiz [24-27].

Elektrik alan vektörü EEE = E1eee1 +E2eee2 (E1 = E1, E2 = E2) ve manyetik alan B olmak

üzere F = E1dt ∧ dx + Bdx ∧ dz + E2dt ∧ dz, (E1 = F01,B = F12,E2 = F02) şeklinde

yazabiliriz. Alan denkleminden (∂1E1 + ∂2E2) + νB = −J0, (∂0E1 + ∂2B) + νE2 = −J1

ve (∂0E2 − ∂1B) − νE1 = −J2 eşitliklerini elde ederiz. Böylece eşitlik (3.21)’den

elektrik alanının bileşenlerini E1 = −(q/2π)(λ/ν)e−iκ
√

at(ν cosϕ − i
√

aκ sinϕ
)
K1(λ r)

ve E2 = −(q/2π)(λ/ν)e−iκ
√

at(ν sinϕ + i
√

aκ cosϕ
)
K1(λ r), manyetik alanı ise

B =−(q/2π)(λ 2/ν)e−iκ
√

atK0(λ r) buluruz. Bunları polar koordinatlarda

EEE = − q
2π

λ

ν
e−iκ

√
at(νeeer(ϕ)+ i

√
aκeeeϕ

)
K1(λ r),

B = − q
2π

λ 2

ν
e−iκ

√
atK0(λ r),

(3.22)
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şeklinde ifade edebiliriz, [eeer(ϕ) = cosϕeee1 + sinϕeee2 ve eeeϕ =−sinϕeee1 + cosϕeee2].

Bu alanın rrr = r1eee1 + r2eee2 = 0’daki davranışını anlayabilmek için, xz-düzleminde, orjin

merkezli, r yarıçaplı D diski üzerinde ilk denklemi: (∂1E1 + ∂2E2) + νB = −J0 (Gauss

Yasası) integre ederek

∫
D

∇∇∇ ···EEE d2x+ν

∫
D

Bd2x =−
∫
D

J0 d2x, (3.23)

buluruz, (r → ∞ için D tüm düzlemi kaplar). Bu eşitliğin sol tarafındaki birinci integrali,

Green teoremini kullanarak hesaplayabiliriz. Böylece

∫
D

∇∇∇ ···EEE d2x =
∫
C

EEE d `̀̀ =−qe−iκ
√

at
λ rK1(λ r), (3.24)

buluruz, [d `̀̀ = eeer(ϕ)rdϕ , eeer(ϕ) ⊥ C = ∂D]. Diskin yarıçapı: r → ∞ için

Km(u) ∼
√

π/2e−u/u1/2 olduğundan (λ > 0 varsayacağız, u = λ r) bu integral yok

olur.

Aynı eşitliğin sol tarafındaki ikinci integrali ise [umKm(u)]′ =−uKm−1(u) kullanarak m=1 ve

u→ 0 iken K1(u)∼= 1/u olduğundan, [u→ ∞ iken uK1(u)→ 0]

φB =
∫
D

Bd2x =−q
1
ν

e−iκ
√

at
∞∫

u=0

K0(u)udu =−q
1
ν

e−iκ
√

at , (3.25)

buluruz.

Böylece

∫
D

J0 d2x =−νφB = qe−iκ
√

at , (3.26)

denklemine ulaşırız. Bu denklemin çözümünü J0 = qe−iκ
√

atδ (r) olarak buluruz.

Örnek 3.1.2.4. Minkowski uzayzamanında Ω sabit açısal hız olmak üzere dönen bir çatıda

[62] metrik için t = t, x = r cos(ϕ +Ωt), z = r sin(ϕ +Ωt) : x2 + z2 = r2 koordinatlarını

kullanabiliriz. Bu durumda metrik ds2 = ηabωaωb, ηab = dia(−1,1,1) ve dual çatı ω0 = dt,

ω1 = dr, ω2 = r(dϕ +Ωdt) şeklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2.1, eşitlik (2.12)].
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Konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 0 için) Killing 1-formları bulabiliriz.

Bu denklemleri sağlayan bir Killing 1-formunu ω = ω0 olarak alabiliriz [Bkz. Ek-2.1,

denklem (2.13)]. Böylece dω = 0 ve d ?ω = 0 olduğundan (3.10) denklemi ∆ψ +ν2ψ = 0

Klein-Gordon denklemine ulaşırız. Daha açık olarak, Laplace-Beltrami operatörü

∆ψ = [(∂t −Ω∂ϕ)
2 − (1/r)∂r(r∂r)− (1/r2)∂ 2

ϕ ]ψ olmak üzere Klein-Gordon denklemini

[(∂t−Ω∂ϕ)
2−(1/r)∂r(r∂r)−(1/r2)∂ 2

ϕ ]ψ+ν2ψ = 0 şeklinde ifade edilebiliriz. Bu denklemi

değişkenlerine ayırabilmek için ψ(t,r,ϕ) = T (t)R(r)Φ(ϕ) olarak alırsak Φ′′+m2Φ = 0,

T ′′+ 2iΩmT ′+ (aκ2−Ω2m2)T = 0 ve r2R′′+ rR′− (λ 2r2 +m2)R = 0 (λ 2 = ν2− aκ2)

diferansiyel denklemlerine ulaşırız.

Buradaki son denklem, u = λ r kullanarak modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner:

u2R̈+ uṘ− (u2 +m2)R = 0 [(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür

ve 2.tür modifiye Bessel fonksiyonları: Im ve Km cinsinden verilir [75, s.5]. Böylece Debye

potensiyelini

ψ(t,r,ϕ) =
(
b1e−i(Ωm+

√
aκ)t +b2ei(Ωm+

√
aκ)t)(a1e−imφ +a2eimϕ

)[
c1Im(u)+ c2Km(u)

]
,

(3.27)

u > 0, olarak buluruz (
√

a = −i veya
√

a = 1 : a = ∓1). Bu potansiyel Ω → 0 için

eşitlik (3.19)’a iner. Eğer a1 = 1, b1 = 1 ve a2 = 0, b2 = 0, c1 = 0 olarak alırsak

ψ(t,r,ϕ) = ce−imϕe−i(Ωm+
√

aκ)tKm(u) fonksiyonu ve ω = ω0 Killing 1-formunu kullanarak

(3.5) eşitliğinden F alan 2-formunu

F = ce−i
(

mϕ+(Ωm+
√

aκ)t
){[

m2

νr Km(u)+ λ

2ν

(
Km−1(u)+Km+1(u)

)
−λ 2r

4ν

(
Km−2(u)+2Km(u)+Km+2(u)

)]
dr∧dϕ

+
[
imKm(u)+

i
√

aκλ r
2ν

(
Km−1(u)+Km+1(u)

)]
dϕ ∧dt

+
[(m2Ω

νr +
√

aκm
νr

)
Km(u)+

(
λΩ

2ν
+ λ

2

)(
Km−1(u)+Km+1(u)

)
−λ 2Ωr

4ν

(
Km−2(u)+2Km +Km+2(u)

)]
dr∧dt

}
,

(3.28)

buluruz. Bu durumda eğer m = 0 alırsak ψ(t,r,ϕ) = ce−i
√

aκtK0(u) fonksiyonu ve aynı
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Killing 1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden F alan 2-formunu

F = cλe−i
√

aκt
[

λ r
ν

K0dr∧dϕ +
(
−K1+

λΩr
ν

K0

)
dr∧dt +

i
√

aκr
ν

K1dt∧dϕ

]
, (3.29)

buluruz.

Örnek 3.1.2.5. Minkowski uzayzamanında t = t, x = ccoshucosv, z = csinhusinv eliptik

koordinatlarını kullanabiliriz [63]. Bu durumda metrik ds2 = ηabωaωb, ηab = dia(−1,1,1)

ve h2 = c2(cosh2 u− cos2 v) için dual çatı ω0 = dt, ω1 = hdu, ω2 = hdv olmak üzere

ds2 =−dt2 +h2du2 +h2dv2, (3.30)

şeklinde ifade edilebilir. Bu metrik için bir (κ = 0 için) Killing 1-formu (metrik katsayıları t

koordinatından bağımsız olduğu için) ω = dt olarak alınabilir.

Böylece dω = 0 ve d ?ω = 0 olduğundan (3.10) denklemi ∆ψ + λ 2ψ = 0 Klein-Gordon

denklemine iner. Daha açık olarak, ∆ψ =ψtt−(1/h2)(ψuu+ψvv) olmak üzere Klein-Gordon

denklemini ψtt − (1/h2)(ψuu + ψvv) + λ 2ψ = 0 şeklinde ifade edebiliriz. Bu denklemi

değişkenlerine ayırabilmek için ψ(t,u,v) = T (t)U(u)V (v) olarak alırsak T ′′ + ω2T = 0

ve U ′′ − (a− 2qcosh2u)U = 0 modifiye Mathieu ve V ′′ + (a− 2qcos2v)V = 0 Mathieu

diferansiyel denklemlerine ulaşırız [ω2 = p + λ 2, a = σ − ε/2, q = ε/4, ε = pc2, p ve

σ ayrılma sabitleridir].

Bu diferansiyel denklemlerin çözümleri sırasıyla U(u): modifiye Mathieu ve V (v): Mathieu

fonksiyonları cinsinden verilir [68, s.952]. Böylece çözümü

ψ(t,u,v) = (a1e−iωt +a2eiωt)U(u)V (v), (3.31)

olarak buluruz. Eğer a1 = 1 , a2 = 0 alırsak ψ(t,u,v) = e−iωtU(u)V (v) şeklinde yazabiliriz.

Bu örnekte F alan 2-formunu bulmayacağız.

Örnek 3.1.2.6. Minkowski uzayzamanında u = (t − z)/
√

2, v = (t + z)/
√

2, x = x ışınsal

(null) koordinatları kullanabiliriz. Bu durumda metrik ds2 =ηabωaωb, ηab’nin sıfırdan farklı

bileşenleri −η01 =−η10 = η22 = 1 ve dual çatı ω0 = du, ω1 = dv, ω2 = dx şeklinde ifade

edilebilir [Bkz. Ek-2.1, eşitlik (2.14)].
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Konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 0 için) Killing 1-formları bulabiliriz.

Bu denklemleri sağlayan bir Killing 1-formunu ω = ω0, ω = ω1 veya ω = ω2’den

herhangi biri olarak alabiliriz [Bkz. Ek-2.1, denklem (2.15)]. Böylece dω = 0 ve d ?ω = 0

olduğundan (3.10) denklemi ∆ψ + λ 2ψ = 0 Klein-Gordon denklemine iner. Daha açık

olarak, Laplace-Beltrami operatörü ∆ψ = 2ψuv−ψxx olmak üzere Klein-Gordon denklemini

2ψuv−ψxx +λ 2ψ = 0 şeklinde buluruz. Burada

ψ(u,v,x) = e−ikvG(u,x), G(u,x) = e−i(λ 2/2k)u
φ(u,x) (3.32)

alırsak, φ(u,x) fonksiyonunun 2ikφu + φxx = 0 şeklinde Schrodinger tipi bir denklemi

sağladığını görürüz.

Bu denklemin bir çözümü φ(u,x) = exp[i(b3/2k)u(x− b3u2/6k2)]Ai[b(x− b3u2/4k2)], b

sabit: [b] = L−1 ile verilir [64]. Bu çözümü kullanarak Trkalyan alan 2-formunu kurabiliriz.

Örnek 3.1.2.7. Minkowski uzayzamanında, iki parçalı hiperboloidin üst kısmına karşılık

gelecek şekilde t = r coshθ , x = r sinhθ cosϕ , z = r sinhθ sinϕ , r > 0 : t2− (x2 + z2) = r2

koordinatlarını kullanabiliriz. Bu durumda metrik ds2 = ηabωaωb, ηab = dia(−1,1,1) ve

dual çatı ω0 = dr, ω1 = rdθ , ω2 = r sinhθdϕ , şeklinde ifade ederiz [Bkz. Ek-2.1, eşitlik

(2.16)]. (r→ τ: zamansal koordinat, Milne uzayzamanı ds2 =−dt2 + t2(dχ2 + sinh2
χdθ 2)

metriği ile tanımlanır [65]).

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 1 için) konformal Killing 1-formları

bulabiliriz. Bu denklemleri sağlayan bir konformal Killing 1-formu ω = −rω0 olarak

alabiliriz [Bkz. Ek-2.1, denklem (2.17)], [Bir diğer seçenek: κ = 0 için Killing 1-form

ω = coshθω0 + sinhθω1]. Böylece dω = 0 ve ?d ?ω = −3 olduğundan (3.10) denklemi

∆ψ + ν2ψ = 0 Klein-Gordon denklemine iner (d2ψ = 0). Daha açık olarak,

∆ψ = (1/r2)[(r2ψr)r − (1/sinhθ)(sinhθψθ )θ − (1/sinh2
θ)ψϕϕ ] olmak üzere Klein-

Gordon denklemini (1/r2)[(r2ψr)r− (1/sinhθ)(sinhθψθ )θ − (1/sinh2
θ)ψϕϕ ]+ν2ψ = 0

olarak yazabiliriz. Bu denklemi değişkenlerine ayırabilmek için ψ(r,θ ,ϕ) = R(r)H(θ)Φ(ϕ)

alırsak Φ′′ + m2Φ = 0, r2R′′ + 2rR′ + [ν2r2 − l(l + 1)]R = 0 küresel Bessel diferansiyel

denklemi ve−H ′′−(coshθ/sinhθ)H ′+[l(l+1)+m2/sinh2
θ ]H = 0 Legendre diferansiyel

denklemine ulaşırız.

Küresel Bessel diferansiyel denkleminin çözümü sırasıyla 1.tür ve 2.tür küresel Bessel
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fonksiyonları jl ve yl cinsinden verilir [75, s.9]. Legendre diferansiyel denkleminin çözümü

sırasıyla Legendre ve assosye Legendre fonksiyonları Pm
l ve Qm

l cinsinden verilir [68,

s.974-975]. Böylece çözümü

ψ(r,θ ,ϕ) =
(
b1 jl(νr)+b2yl(νr)

)(
c1e−imφ + c2eimϕ

)[
a1Pm

l (coshθ)+a2Qm
l (coshθ)

]
,

(3.33)

buluruz. Eğer a1 = b1 = c2 = 0 , a2 = b2 = c1 = 1 ve l = m = 0 olarak alırsak

ψ(r,θ ,ϕ) = y0(νr)Q0
0(coshθ) fonksiyonu ve ω = −rω0 konformal Killing 1-formunu

kullanarak (3.5) eşitliğinden ?F 1-formunu

?F =
(
− y1 +

1
νr

y0

) 1
sinhθ

ω1 + y0
1

sinhθ
ω

2, (3.34)

buluruz.

3.1.3. Anti-de Sitter Uzayzamanında Çözüm Örnekleri

Anti-de Sitter (AdS) uzayzamanı, Lorentziyen ize ve negatif sabit skaler eğriliğe sahip

bir manifolddur. Bu manifoldun bir Poincaré yamasında [66] metriği ds2 = ηabωaωb,

ηab = dia(−1,1,1) ve dual çatıyı ω0 = (L/z)dt, ω1 = (L/z)dx, ω2 = (L/z)dz şeklinde

ifade edebiliriz [Bkz. Ek-2.1, eşitlik (2.18)]. Bu durumda Laplace-Beltrami operatörü

∆ψ = (1/L2)
[
z2(ψtt−ψxx)− z(zψz)z +2zψz

]
olur.

Örnek 3.1.3.1. Bu metrikte konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 0 için) Killing

1-formları bulabiliriz. Bu denklemleri sağlayan bir Killing 1-formunu ω = (1/L)(1/z)ω0

olarak alabiliriz [Bkz. Ek 2.1, denklem (2.19)]. Böylece dω = (−2/z3)dz∧dt ve d ?ω = 0

olduğundan (3.10) denklemi L2∆ψ +2zψz− (4−λ 2L2)ψ = 0, ψt = 0 şekline iner, (λ = ν).

Bu denklemi değişkenlerine ayırabilmek için ψ(x,z) = X(x)Z(z) alırsak X ′′−m2X = 0 ve

z2Z′′−3zZ′+4Z +(m2z2−λ 2L2)Z = 0 diferansiyel denklemlerine ulaşırız.

Buradaki son denklem Z(z) = z2H(z) dönüşümü ile z2H ′′ + zH ′ + (m2z2 − λ 2L2)H = 0

şeklinde yazılır. Bu denklem, u = mz ve µ = λL kullanılarak, m2 > 0 için Bessel diferansiyel

denklemine iner: u2Ḧ + uḢ + (u2 − µ2)H = 0, [(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin

çözümü sırasıyla 1.tür ve 2 tür Bessel fonksiyonları: Jµ ve Yµ cinsinden verilir [75, s.4].

Eğer m2 < 0 ise bu denklem modifiye Bessel denklemine iner: u2Ḧ +uḢ− (u2 +µ2)H = 0,
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[(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür ve 2.tür modife Bessel

fonksiyonları: Iµ ve Kµ cinsinden verilir [75, s.5]. Böylece çözümü

ψ(x,z) =
(

a1e−imx +a2eimx
)

z2
[
c1Iµ(u)+ c2Kµ(u)

]
, (3.35)

olarak buluruz. Eğer a2 = c2 = 1 ve a1 = c1 = 0 alırsak ψ(x,z)= eimxz2Kµ(mz) fonksiyonunu

ve ω = (1/L)(1/z)ω0 Killing 1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden ?F 1-formunu

?F =
1
L2 eimxz

{
λLKµ(mz)ω0−

[
λLKµ(mz)−mzKµ+1(mz)

]
ω

1+ imzKµ(mz)ω2

}
, (3.36)

buluruz. Bu çözüm (?d−λ )?F = 0 alan denklemini sağlar.

Örnek 3.1.3.2. Aynı metrikte bir Killing 1-formunu ω = (1/L)(1/z)ω1 olarak da alabiliriz

[Bkz. Ek 2.1, eşitlik (2.19)]. Böylece dω = (−2/z3)dz ∧ dx ve d ? ω = 0 olduğundan

(3.10) denklemi L2∆ψ + 2zψz − (4 − λ 2L2)ψ = 0, ψx = 0 şekline iner, (λ = ν). Bu

denklemi değişkenlerine ayırabilmek için ψ(t,z) = T (t)Z(z) olarak alırsak T ′′−κ2T = 0 ve

z2Z′′−3zZ′+4Z− (κ2z2 +λ 2L2)Z = 0 diferansiyel denklemlerine ulaşırız.

Buradaki son denklem Z(z) = z2H(z) dönüşümü ile z2H ′′ + zH ′ − (κ2z2 + λ 2L2)H = 0

şeklinde yazılır. Bu denklem, u = κz ve µ = λL kullanılarak, κ2 < 0 için Bessel diferansiyel

denklemine iner: u2Ḧ + uḢ + (u2 − µ2)H = 0, [(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin

çözümü sırasıyla 1.tür ve 2 tür Bessel fonksiyonları: Jµ ve Yµ cinsinden verilir [75, s.4].

Eğer κ2 > 0 ise bu denklem modifiye Bessel denklemine iner: u2Ḧ +uḢ− (u2 +µ2)H = 0,

[(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür ve 2.tür modife Bessel

fonksiyonları: Iµ ve Kµ cinsinden verilir [75, s.5]. Böylece çözümü

ψ(t,z) =
(

a1e−κt +a2eκt
)

z2
[
c1Iµ(u)+ c2Kµ(u)

]
, (3.37)

şeklinde ifade edebiliriz. Eğer a2 = c2 = 1 ve a1 = c1 = 0 alırsak ψ(t,z) = eκtz2Kµ(κz)

fonksiyonu ve (3.5) denkleminden ?F 1-formunu

?F =
1
L2 eκtz

{
−
[
λLKµ(κz)−κzKµ+1(κz)

]
ω

0+λLKµ(κz)ω1−κzKµ(κz)ω2

}
, (3.38)

olarak buluruz. Bu çözüm (?d−λ )?F = 0 alan denklemini sağlar.
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Örnek 3.1.3.3. Aynı metrikte bir Killing 1-formunu ω = (1/L)(1/z)(ω0 ∓ ω1) olarak

da alabiliriz [Bkz. Ek 2.1, eşitlik (2.19)]. Böylece dω = −2/z3(dz ∧ dt ∓ dz ∧ dx) ve

d ?ω = 0 olduğundan (3.10) denklemi L2∆ψ + 2zψz− (4− λ 2L2)ψ = 0 ve ψt ±ψx = 0

şekline iner, (λ = ν). Bu denklemi değişkenlerine ayırabilmek için ψ(t,x,z) = T (t)X(x)Z(z)

alırsak T ′′ − a2T = 0, X ′′ − a2X = 0 ve z2Z′′ − 3zZ′ + (4 − λ 2L2)Z = 0 diferansiyel

denklemlerine ulaşırız. Buradan a ∈ C olmak üzere çözümü

ψ(t,x,z) = eate∓ax[c1z2−λL + c2z2+λL], (3.39)

buluruz. Böylece ψ(t,x,z) = eate∓axz2±λL fonksiyonu ve ω = (1/L)(1/z)(ω0∓ω1) Killing

1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden ?F 1-formunu

?F = 2
λ

L
eate∓axz1±λL

(
ω

0∓ω
1
)
, (3.40)

olarak buluruz. Bu çözüm (?d−λ )?F = 0 alan denklemini sağlar.

Yukarıdaki örneklere benzer çözümler daha önce Ref. 43’de (AdS/CFT karşılıklılığında

ayar alan dalgalanmaları ile bağlantılı olarak, ışınsal koordinatlarda bir Fourier açılımı

kullanarak) ve Ref 44’de (topolojik kütleli alanı skaler alanların kombinasyonu biçiminde

yeniden tanımlayarak, belli modları skaler alan olarak alarak) tartışılmıştır. Ref. 44’de,

yazarlar belirli fiziksel nedenlerden dolayı Bessel fonksiyonlarını kullanmıştır. Yukarıdaki

çözüm örneklerini Bessel fonksiyonları kullanarak da kurmak münkündür. Bu çözümlerin

fiziksel özelliklerine değinmeyeceğiz.

Örnek 3.1.3.4. Aynı metrikte kompozit bir çözüm için ψω = (1/L)(1/z)(ψ0ω0∓ψ1ω1)

olarak alabiliriz. Böylece (3.9) denkleminden L2∆ψ0 + 2zψ0z − (4 − λ 2L2)ψ0 = 0,

L2∆ψ1 + 2zψ1z− (4− λ 2L2)ψ1 = 0 ve ψ0t ±ψ1x = 0 (Örnek 3.1.3.1 ve Örnek 3.1.3.2’ye

bakınız) denklemlerine ulaşırız, (λ = ν). Bu denklemleri değişkenlerine ayırabilmek için

ψ0(t,x,z) = T (t)X(x)Z(z) olarak alırsak T ′′ − κ2T = 0, X ′′ + κ2X = 0 ve

z2Z′′− 3zZ′+ 4Z− (2κ2z2 +λ 2L2)Z = 0 diferansiyel denklemlerine ulaşırız. Buradaki son

denklemde Z(z) = z2H(z) dönüşümünü uygularsak z2H ′′ + zH ′ − (2κ2z2 + λ 2L2)H = 0

denklemini buluruz.

Bu denklem µ = λL, u = νz, (ν =
√

2κ2) kullanılarak, ν2 < 0 için Bessel diferansiyel

denklemine iner: u2Ḧ + uḢ + (u2 − µ2)H = 0, [(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin
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çözümü sırasıyla 1.tür ve 2 tür Bessel fonksiyonları: Jµ ve Yµ cinsinden verilir [75, s.4].

Eğer ν2 > 0 ise bu denklem modifiye Bessel denklemine iner: u2Ḧ +uḢ− (u2 +µ2)H = 0,

[(̇) = d/du]. Bu diferansiyel denklemin çözümü sırasıyla 1.tür ve 2.tür modife Bessel

fonksiyonları: Iµ ve Kµ cinsinden verilir [75, s.5]. Böylece çözümü

ψ0 = eκte±iκxz2
[
c1Iµ(νz)+ c2Kµ(νz)

]
, (3.41)

ψ1 = iψ0 şeklinde ifade edebiliriz. Eğer c2 = 1 ve c1 = 0 alırsak ψ0 = eκte±iκxz2Kµ(νz)

fonksiyonunu ve ω = (1/L)(1/z)(ω0∓ω1) Killing 1-formunu kullanarak (3.5) eşitliğinden

?F 1-formunu

?F =
1
L2 eκte±iκxz

{
± iνz K̇µ(νz)

(
ω

0∓ iω1)+λLKµ

(
νz)(ω0∓ iω1)±2iκzKµ(νz)ω2

}
,

(3.42)

olarak buluruz
(
ξ K̇µ = µKµ−ξ Kµ+1, ξ = νz

)
. Bu çözüm (?d−λ )?F = 0 alan denklemini

sağlar.

3.1.4. de Sitter Uzayzamanında Çözüm Örnekleri

de Sitter (dS) uzayzaman, Lorentziyen ize ve pozitif sabit skaler eğriliğe sahip bir

manifolddur.

Örnek 3.1.4.1. de Sitter (dS) [67] uzayzamanında metriği ds2 = ηabωaωb ve dual çatıyı

ω0 = Adt, ω1 = (1/A)dr, ω2 = rdθ [A2(r) = 1−Λr2] şeklinde ifade edebiliriz [Bkz. Ek

2.1, eşitlik (2.20)].

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi çözerek (κ = 0 için) Killing 1-formları bulabiliriz.

Bu denklemleri sağlayan bir Killing 1-formu ω = Aω0 olarak alabiliriz [Bkz. Ek

2.1, denklem (2.21)]. Böylece dω = (−2Λr)dr ∧ dt ve d ? ω = 0 olduğundan

(3.10) denklemi ∆ψ + 2Λrψr + (4Λ + λ 2)ψ = 0 ve ψt = 0 haline gelir, (λ = ν).

Laplace Beltrami operatörü ∆ψ = (1/A2)ψtt − (A2ψrr + ψr/r − 3Λrψr) − ψθθ/r2

olmak üzere bu denklemi A2ψrr + (1 − 5Λr2)ψr/r − ψθθ/r2 − (4Λ + λ 2)ψ = 0

şeklinde yazabiliriz. Bu denklemi değişkenlerine ayırabilmek için ψ(r,θ) = R(r)Θ(θ)

alırsak r2(1−Λr2)R
′′
+ r(1− 5Λr2)R

′ − [(4Λ + λ 2)r2 + m2]R = 0 ve Θ′′ + m2Θ = 0 ve



26

diferansiyel denklemlerini elde ederiz.

Bu denklemi σ2 = Λ, σ2r2
0 = 1 (r0: ufuk), f 2 = λ 2/σ2, g2 = m2/σ2r2

0 ve x = r/r0 olmak

üzere radyal denklem: x2(1− x2)R
′′
+ x(1−5x2)R

′− [(4+ f 2)x2 +g2]R = 0 olarak da ifade

edebiliriz (R(x) boyutsuz değişkenler kullanır).

Eğer ζ = 1− x2 olmak üzere R(x) = (1−ζ )±g/2S(ζ ) olarak alırsak, a = 1+(±g± i f )/2 ,

b = 1+(±g∓ i f )/2 ve c = 2 için ζ (1−ζ )S̈+[c−(a+b+1)ζ ]Ṡ−abS = 0: hipergeometrik

denklemine [68] iner, [(̇) = d/dξ ].

Böylece ufkun içinde çözüm: ψ(r,θ) = e∓imθ (r/r0)
±gF (a,b,c;1 − (r/r0)

2) ve

R(x) = x±gF (a,b,c;1 − x2) ile verilir. Burada F (a,b,c;1 − x2) hipergeometrik

fonksiyondur. Eğer m = 0⇒ g = 0 alırsak R = S = F ve ψ = F (a,b,c;ζ ) fonksiyonunu

ve ω = ζ dt Killing 1-formunu kullanarak (3.5) denkleminden ?F 1-formunu

?F =−λζFdt−2(1−ζ )( ˙ζF )dθ , (3.43)

olarak buluruz (a = 1± i f/2, b = 1∓ i f/2 ve c = 2). Bu çözüm (?d − λ ) ? F = 0 alan

denklemini sağlar.

3.2. MİNİ-TWİSTÖR METODU

Bu bölümde Minkowski uzayzamanı: R2+1 üzerinde tanımlı Trkalyan alan denklemini

mini-twistör metodunu kullanarak çözeceğiz. Bu çözümü, (3+1) boyuttaki dalga

denkleminin twistör çözümünü indirgeyerek kuracağız.

Mini-twistörler ilk defa Hitchin tarafından tanımlanmıştır [49] (ayrıca referans [50] ye

bakınız), Minkowski uzayzamanı üzerindeki mini-twistörler Ward’ın makalesinde detaylı

olarak açıklanmıştır [51]. Mini-twistör uzayı R3’de yönlendirilmiş doğruların oluşturduğu

uzay TS2’dir. Bunu TCP1 olarak da düşünebiliriz [49]. Ayrıca TCP1 mini-twistör uzayı,

C3 (karmaşıklaştırılmış Öklid metriğine göre) uzayındaki kompleks ışınsal (null) düzlemleri

parametrize eder [49, 51].

En basit ifade ile twistör teorisi, (3+1) boyutlu Minkowski uzayzamanında tanımlı dalga

denkleminin çözümünü, holomorfik fonksiyonların kontur integralleri ile ifade etmeye
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dayanır [52].

Reel R2+1 uzayzamanının mini-twistör uzayı TRP1 [59], R2+1’deki ışınsal (null)

düzlemlerin oluşturduğu manifold S × R’dir [51]. Bunun bir kompleks genişlemesi

(kompleksifikasyonu) TCP1 ise bir holomorfik teğet demetidir. Biz mini-twistörler için

kompleks bir bakış açısı benimseyeceğiz.

Karmaşıklaştırılmış (kompleks) Minkowski uzayzamanının mini-twistör uzayı TCP1’in

bir yamasına ait (η ,ω) koordinatlarını kullanacağız. Burada η ∈ C, TCP1 demetinin

lifi üzerindeki koordinat, ω ∈ CP1 ise demetin bazı CP1’deki koordinat olmak üzere

η = t− z+2xω +(t + z)ω2, [çakışım: (incidence) bağıntısı] olarak tanımlanır [51].

Reel (gerçel) R2+1, özellikle analitik olmayan çözümler açısından dikkatli çalışılması

gereken bir durumdur.

Mini-twistör uzayını kompaktifiye etmek mümkündür. Bu durumda C’nin kopyası olan lifler

CP1 haline gelir. Bu yolla yapılarımızı daha da genelleştirebiliriz.

R2+1 üzerinde tanımlı Klein-Gordon denkleminin çözümünü, R3+1 üzerinde tanımlı

hiperbolik dalga denkleminin twistör çözümünün uzaysal harmonik (y koordinatında)

indirgemesi olarak yazabiliriz. Bu çözümü kullanarak Trkalyan alan çözümünü kurabiliriz.

Trkalyan alan F = Adt ∧ dx + Bdx ∧ dz + Cdz ∧ dt Minkowski uzayzamanında vektör

Klein-Gordon denklemini

�2
3A =−k2A, �2

3B =−k2B , �2
3C =−k2C, ν = k (3.44)

sağlar (Bkz. Ek 3). Burada �2
3 = ∂ 2/∂ t2−∂ 2/∂x2−∂ 2/∂ z2 [(2+1) boyutta dalga operatörü]

ile verilir.

Dalga denklemi �2
4ψ = 0’ın çözümü [ (3+1) boyutta dalga operatörü: �2

4 = ∂ 2/∂ t2−∇2,

∇2 = ∂ 2/∂x2 +∂ 2/∂y2 +∂ 2/∂ z2]

ψ(x,y,z, t) =
∫
C

g[ω(t + z)+(x+ iy),ω(x− iy)+(t− z),ω]dω

=
∫
C

g(p,q,ω)dω,
(3.45)
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şeklinde verilir [69]. Burada g: p = x + iy + ω(t + z) , q = t − z + ω(x− iy) ve ω’nın

holomorfik bir fonksiyonudur.

Bu ve daha sonraki bölümlerde, literatürde olduğu gibi türev operatörünün integral operatörü

ile yer değiştirebildiğini kabul edeceğiz.

Yeni değişkenlerimizi p = ξ +ωv, q = ωξ + u, u = t− z, v = t + z, ξ = x+ iy, ξ = x− iy

şeklinde tanımlarsak ψ(u,v,ξ ,ξ ) =
∫

C
g(ξ +ωv,ωξ +u,ω)dω olur. Bu değişkenlerle dalga

denklemini: ∂ 2ψ/∂u∂v−∂ 2ψ/∂ξ ∂ξ = 0 şeklinde ifade ederiz.

Klein-Gordon denkleminin: �2
3φ = −ν2φ çözümü için, (3+1) boyuttaki dalga denkleminin

çözümünün uzaysal harmonik (y koordinatında) indirgemesini yazacağız. Bu indirgemeyi

∂ψ

∂y
=−ikψ, (3.46)

eşitliğini kullanarak yazacağız. Eşitlik (3.45)’de verilen g fonksiyonunun değişkenleri

p = x + iy + ω(t + z), q = t − z + ω(x− iy) ve ω olduğundan ∂/∂ t = ω∂/∂ p + ∂/∂q,

∂/∂x = ∂/∂ p + ω∂/∂q, ∂/∂y = i(∂/∂ p− ω∂/∂q), ∂/∂ z = ω∂/∂ p− ∂/∂q buluruz.

Böylece (3.46) ve (3.45) eşitliklerinden

i(
∂ψ

∂ p
−ω

∂ψ

∂q
) =−ikψ ⇒ ∂ψ

∂ p
−ω

∂ψ

∂q
=−kψ, (3.47)

ulaşırız. Bu türevleri integralin içinde yazarak

∫
C

(
∂

∂ p
−ω

∂

∂q
)g(p,q,ω)dω =

∫
C

−kgdω ⇒ (
∂

∂ p
−ω

∂

∂q
)g(p,q,ω) =−kg, (3.48)

denklemine ulaşırız. Bu denklemi çözmenin metotlarından biri integrasyon çarpanı

kullanmaktır.

İntegrasyon çarpanını g(p,q,ω) = e−kph(p,q,ω) olarak alırsak, değişkenlerin türevleri

∂g/∂ p = e−kp(−kh+∂h/∂ p) ve ∂g/∂q = e−kp∂h/∂q olduğundan

∂h
∂ p
−ω

∂h
∂q

= 0, (3.49)

bulunur. Bu denklemin çözümü h(p,q,ω) = H(ηx(ω),ω) ile verilir. Burada H,

ηx(ω) = ω p+q = t− z+2ωx+(t + z)ω2 ve ω’nın holomorfik bir fonksiyonudur. Böylece
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g(p,q,ω) = e−kpH(ηx(ω),ω) olur.

Eşitlik (3.45)’den

ψ = e−iky
φ(t,x,z), (3.50)

elde ederiz. Buradaki φ fonksiyonu

φ(t,x,z) =
∫
C

e−k[x+ω(t+z)]H(ηx(ω),ω)dω, (3.51)

(2+1) boyutta Klein-Gordon denklemini: �2
3φ = −k2φ sağlar. Bu çözüm k = 0 için dalga

denkleminin çözümüne iner: �2
3φ = 0.

Bir diğer integral çarpanını g(p,q,ω) = e−(k/2)(p−q/ω)H(ω p + q,ω) olarak alabiliriz.

Böylece (3.45) eşitliğinden ψ = e−ikyφ(t,x,z) buluruz ve buradaki φ fonksiyonu

φ(t,x,z) =
∫
C

e−
k
2 [ω(t+z)−(t−z)/ω]H(ω p+q,ω)dω, (3.52)

2+1 boyutta Klein-Gordon denklemini: �2
3φ = −k2φ sağlar. Ayrıca bu çözüm k = 0 için

dalga denkleminin çözümüne dönüşür : �2
3φ = 0.

Denklem (3.48)’in herhangi bir çözümünü bu formda yazabiliriz. Yeni değişkenleri:

α = ω p + q, β = ω p − q, ω şeklinde tanımlarsak ∂/∂ p = ω(∂/∂α + ∂/∂β ),

∂/∂q = ∂/∂α−∂/∂β buluruz. Böylece denklem (3.48)

∂g
∂β

=−k
2

1
ω

g, (3.53)

şekline iner. Bu denklemin genel çözümü

g(α,β ,ω) = e−(k/2)(1/ω)β h(α,ω), α = η(ω) (3.54)

olarak bulunur. Bu çözümü

g(p,q,ω) = e−
k
2 (p−q/ω)H(ω p+q,ω), (3.55)
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olarak da ifade edebiliriz. Buradan da Klein-Gordon denklemini sağlayan ve (3.52) eşitliği

ile verilen φ fonksiyonunu

φ(t,x,z) =
∫
C

e−
k
2 [(t+z)ω−(t−z)/ω]H(ηx(ω),ω)dω, ηx(ω) = ω p+q. (3.56)

buluruz.

Trkalyan alanın her bir bileşeni, denklem (3.44)’de yazıldığı üzere Klein-Gordon denklemini

sağladığı için Trkalyan alanı

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∫
C

[L,M,N]e−k f dω, (3.57)

şeklinde yazabiliriz. Burada L(ηx,ω), M(ηx,ω) ve N(ηx,ω): ηx = t− z+ 2xω +(t + z)ω2

ve ω’nın keyfi birer holomorfik fonksiyonudur. Burada f için uzaysal-harmoniklik şartının

genel çözümünde çıkan [Bkz. eşitlik (3.56)] f = (1/2)[(t + z)ω − (t− z)/ω] fonksiyonunu

kullanacağız. Trkalyan alan F’nin bileşenlerini

A =
∫
C

e−
k
2 [(ω−1/ω)t+(ω+1/ω)z]L(ηx,ω)dω,

B =
∫
C

e−
k
2 [(ω−1/ω)t+(ω+1/ω)z]M(ηx,ω)dω,

C =
∫
C

e−
k
2 [(ω−1/ω)t+(ω+1/ω)z]N(ηx,ω)dω,

(3.58)

şeklinde yazabiliriz. Denklem (2.4)’den

−2ωLη − (1−ω
2)Nη = k[M+

(1+ω2)

2ω
N], (3.59)

2ωMη +(1+ω
2)Nη = k[−L− (1−ω2)

2ω
N], (3.60)

(1+ω
2)Lη − (1−ω

2)Mη = k[−(1−ω2)

2ω
L+

(1+ω2)

2ω
M+N], (3.61)

denklemlerine ulaşırız (Bkz. Ek 3).

Burada integrallerin içine keyfi holomorfik fonksiyonlar eklemek veya C konturunu

değiştirmek gibi kohomoloji (sheaf cohomology) argümanlarından kaçınacağız.
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Denklem (3.59) ve (3.60)’dan

−2ω[(1+ω
2)Lη − (1−ω

2)Mη ] = k[−(1−ω
2)L+(1+ω

2)M+2ωN], (3.62)

buluruz. Denklem (3.61) ve (3.62)’den

(1−ω
2)L− (1+ω

2)M−2ωN = 0, (3.63)

denklemini buluruz. Denklem (3.63)’den Nη = (1−ω2)
2ω

Lη− (1+ω2)
2ω

Mη eşitliği bulunur. Nη ’yı

sırayla denklem (3.59), (3.60) ve (3.61)’de yerine yazarsak

−(1+ω2)

2ω
[(1+ω

2)Lη − (1−ω
2)Mη ] = k

(1−ω2)

4ω2 [(1+ω
2)L− (1−ω

2)M], (3.64)

(1−ω2)

2ω
[(1+ω

2)Lη − (1−ω
2)Mη ] =−k

(1+ω2)

4ω2 [(1+ω
2)L− (1−ω

2)M], (3.65)

(1+ω
2)Lη − (1−ω

2)Mη = 0, (3.66)

denklemlerini buluruz. Buradan

(1+ω
2)L− (1−ω

2)M = 0, (3.67)

denklemine ulaşırız. Böylece u(η ,ω): η ve ω’nın keyfi bir holomorfik fonksiyonu olmak

üzere L(η ,ω) = (1−ω2)u(η ,ω), M(η ,ω) = (1+ω2)u(η ,ω) ve N(η ,ω) = −2ωu(η ,ω)

çözümüne ulaşırız.

Böylece f = 1/2[(t + z)ω− (t− z)/ω] olmak üzere Trkalyan alanı

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∫
C

[(1−ω
2),(1+ω

2),−2ω]e−k f u(η ,ω)dω, (3.68)

şeklinde ifade ederiz. Burada [(1−ω2),(1+ω2),−2ω], C2+1’de ışınsaldır.

Örnek 3.2.1. Öklid uzayı üzerindeki Lundquist çözümüne benzer [46] bir çözüm için

u(η ,ω) = 1/ω2 seçelim ve ω = eiθ , t = r sinhϕ , z = r coshϕ parametrizasyonunu

kullanalım. Eşitlik (3.68)’den f = (1/2)[(t + z)ω − (t− z)/ω] = zcosθ + it sinθ ve k = ν
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olmak üzere

A(x) = 2
∫
C

sinθe−ν(zcosθ+it sinθ) dθ ,

B(x) = 2i
∫
C

cosθe−ν(zcosθ+it sinθ) dθ ,

C(x) = −2i
∫
C

e−ν(zcosθ+it sinθ) dθ ,

(3.69)

denklemlerine ulaşırız. Ek 3.1.1’deki (3.6), (3.7) ve (3.8) eşitliklerinde a = 0, b = 0,

p = −νz, q = −iνt alırsak (b− p)2 +(a+ q)2 = ν2r2, A± iB = ν2r2(coshϕ ∓ sinhϕ)2 ve

C∓ iD = ν2r2 buluruz. Ayrıca (3.6) ve (3.7) eşitliklerinde m = 1, (3.8) eşitliğinde m = 0

alırsak F 2-formunu

F =−4πi[sinhϕI1(νr)dt ∧dx+ coshϕI1(νr)dx∧dz+ I0(νr)dz∧dt], (3.70)

buluruz. Bu alan, Örnek 3.1.2.1’deki (3.14) eşitliği ile verilen potansiyelden meydana gelen

en alt düzeydeki çözüme karşılık gelir (r = 0’da singüler olmayan kısım, m = 0, κ = 0,

c2 = 0).

Zamandan bağımsız bir alan için u(η ,ω) = e−(k/2ω)[(1−ω2)/(1+ω2)]ηυ(ω) olarak seçelim

[Bkz. Örnek 3.2.2.2]. Eşitlik (3.68)’den

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∫
C

[(1−ω
2),(1+ω

2),−2ω]e−k( 1−ω2

1+ω2 x+ 2ω

1+ω2 z)
υ(ω)dω, (3.71)

buluruz. Kompleks düzlemde yeniden parametrize etmek için ω = −i(ω ′ + 1)/(ω ′ − 1)

kesirli lineer dönüşümünü uygularsak Trkalyan alan

F(x)= [A(x),B(x),C(x)]= 2
∫
C

[(1+ω
′2),−2ω

′,−i(1−ω
′2), ]ek(ω ′+1/ω ′

2 x+ω ′−1/ω ′
2i z)a(ω ′)dω

′,

(3.72)

şeklinde ifade edilebilir.

Örnek 3.2.2. Eşitlik (3.72)’de ω ′ = eiθ ve a(ω ′) = 1/ω ′2 olarak seçelim. x = r cosϕ ve
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z = r sinϕ olmak üzere eşitlik (3.68)’den

A(x) = 4i
∫
C

e(kxcosθ+kzsinθ) cosθ dθ ,

B(x) = −4i
∫
C

e(kxcosθ+kzsinθ) dθ ,

C(x) = −4i
∫
C

e(kxcosθ+kzsinθ) sinθ dθ ,

(3.73)

buluruz. Ek 3.1.1’deki (3.6), (3.7) ve (3.8) eşitliklerinde a = b = 0, p = kx, q =−kz alırsak

(b− p)2 +(a+q)2 = k2r2, C∓ iD = k2r2 ve A± iB = k2r2(cosϕ∓ isinϕ)2 buluruz. Ayrıca

(3.6) ve (3.7) eşitliklerinde m = 1, (3.8) eşitliğinde m = 0 alırsak Trkalyan alanı

F = 8πi[cosϕI1(kr)dt ∧dx− I0(kr)dx∧dz− sinϕI1(kr)dz∧dt], (3.74)

buluruz. Bu alan, Örnek 3.1.2.3’deki (3.19) eşitliği ile verilen potansiyelden meydana gelen

(sabit bir çarpana kadar, k = ν) en alt düzeydeki çözüme karşılık gelir (singüler olmayan

kısım: c2 = 0, m = 0, κ = 0).

Eşitlik (3.72)’de ξ = k(ω ′ − 1/ω ′)/2
[
⇒ k(ω ′ + 1/ω ′)/2 = −

√
ξ 2 + k2

]
dönüşümünü

uygularsak Trkalyan alan

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =−4
1
k

∫
C

[√
ξ 2 + k2,k,−iξ

]
e
(
−x
√

ξ 2+k2−izξ

)
b(ξ )dξ , (3.75)

şeklinde ifade edilebilir.

Örnek 3.2.3. Eşitlik (3.75)’de k > 0 , x > 0 ve z > 0 olmak üzere b(ξ ) = 1/
√

ξ 2 + k2 olarak

seçerek reel eksen [ξ = s, s ∈ R: Bkz. Örnek 3.2.2.4] üzerinde integre edersek

A(x) = −41
k

∞∫
−∞

e−x
√

ξ 2+k2
[cos(zξ )− isin(zξ )]dξ ,

B(x) = −4
∞∫
−∞

e−x
√

ξ 2+k2 1√
ξ 2 + k2

[cos(zξ )− isin(zξ )]dξ ,

C(x) = 41
k

∞∫
−∞

e−x
√

ξ 2+k2 s√
ξ 2 + k2

[icos(zξ )+ sin(zξ )]dξ ,

(3.76)
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eşitliklerini elde ederiz. Ek 3.1.1’deki (3.11), (3.12) ve (3.13) eşitliklerinden F 2-formunu

F = 8[cosϕK1(kr)dt ∧dx+K0(kr)dx∧dz+ sinϕK1(kr)dt ∧dz], (3.77)

şeklinde buluruz. Bu alan, Örnek 3.1.2.3’deki (3.19) eşitliği ile verilen potansiyelden

meydana gelen en alt düzeydeki çözüme karşılık gelir (singüler kısım: c1 = 0, λ = ν = k,

m = 0, κ = 0).

3.2.1. Keyfi İntegrasyon Çarpanı

Denklem (3.48)’i çözebilmek için farklı bir integrasyon çarpanı da seçebiliriz. İntegrasyon

çarpanını

g(p,q,ω) = e−k f̃ h(p,q,ω) = e−k f̃ H(ηx(ω),ω), (3.78)

olarak seçelim. Eşitlik (3.48)’den

∂ f̃
∂ p
−ω

∂ f̃
∂q

= 1, (3.79)

yani ∂ f̃/∂y = i eşitliğine ulaşırız.

Denklem (3.44)’den

2ωMη +(1+ω
2)Nη =−kL+ k(M+ωN) f̃p + k(ωM+N) f̃q,

−2ωLη − (1−ω
2)Nη = kM− k(L−ωN) f̃p− k(ωL+N) f̃q,

(1+ω
2)Lη − (1−ω

2)Mη = kN + kω(L+M) f̃p + k(L−M) f̃q.

(3.80)

eşitliklerine ulaşırız. Burada örneğin, yukarıda yaptığımız gibi f̃ = (1/2)(p− q/ω) olarak

seçersek bu eşitlikler (3.59), (3.60) ve (3.61) denklemlerine iner.

Denklem (3.80)’den yukarıdakine benzer bir yol ile (3.63) ve (3.67) denklemlerini elde

ederiz. Bunlar yine benzer şekilde (3.68) çözümünü verir ( f → f̃ , (3.79) koşulunu sağlayacak

şekilde).

Böylece çözüm, seçilen integrasyon çarpanının uzayzaman kısmını içeren benzer formdadır.

Bundan dolayı farklı bir integrasyon çarpanı için de benzer sonuca ulaşabiliriz.
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Denklem (3.48) ile verilen harmoniklik koşulunun herhangi bir çözümü, f̃ =(1/2)(p−q/ω)

kullanılarak yazılabilir [Bkz. eşitlik (3.53) ve (3.55)]. Böylece, (y’ye bağlı kısım hariç)

f = (1/2)[ω(t + z)− (t− z)/ω] ile bulduğumuz (3.68) eşitliğine benzer bir çözüme ulaşırız.

Denklem (3.48)’in harmoniklik koşulu için, yukarıda kullandığımız integrasyon çarpanının:

g(p,q,ω) = e−kph(p,q,ω) ilgili uzayzaman kısmı olarak seçilirse f = x +ω(t + z) olur.

[Bkz. eşitlik (3.51)]. Benzer bir mantıkla, bu f = x+ω(t + z) ile (3.68) eşitliğinden yine

benzer bir çözüme ulaşırız.

Örnek 3.2.1.1. f = x +ω(t + z), g(ηx(ω)) = ηn
x (ω) ve h(ω) = (ω −ω0)

m olmak üzere

u(η ,ω) = g(ηx(ω))/h(ω) seçelim. m = 1, ω0 = 0 ve k = ν için u(η ,ω) = ηn
x (ω)/ω

fonksiyonu ve eşitlik (3.68)’den

A(x) =
∫
C

(1−ω
2)e−ν [x+ω(t+z)]

η
n
x (ω)/ω dω,

B(x) =
∫
C

(1+ω
2)e−ν [x+ω(t+z)]

η
n
x (ω)/ω dω,

C(x) =
∫
C

(−2ω)e−ν [x+ω(t+z)]
η

n
x (ω)/ω dω,

(3.81)

buluruz. Cauchy integral formülünden Trkalyan alanı

F = 2πie−νx(t− z)n[dt ∧dx+dx∧dz], (3.82)

şeklinde buluruz.

Eğer ω0 6= 0, u(η ,ω) = ηn
x (ω)/(ω−ω0) alırsak eşitlik (3.68)’den

A(x) =
∫
C

(1−ω
2)e−ν [x+ω(t+z)]

η
n
x (ω)/(ω−ω0)dω,

B(x) =
∫
C

(1+ω
2)e−ν [x+ω(t+z)]

η
n
x (ω)/(ω−ω0)dω,

C(x) =
∫
C

(−2ω)e−ν [x+ω(t+z)]
η

n
x (ω)/(ω−ω0)dω,

(3.83)

elde ederiz. Cauchy integral formülünden Trkalyan alanı

F = 2πie−ν [x+ω0(t+z)]
η

n
x (ω0)[(1−ω

2
0 )dt ∧dx+(1+ω

2
0 )dx∧dz−2ω0dz∧dt], (3.84)
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şeklinde buluruz.

Daha genel bir çözüm için g(ηx(ω)) =
∞

∑
n=0

anηn
x (ω) holomorfik fonksiyonunu ve ω0 = 0

alırsak u(η ,ω) = g(ηx(ω))/ω fonksiyonu ve eşitlik (3.68)’den

A(x) =
∫
C

(1−ω
2)e−ν [x+ω(t+z)]g(ηx(ω))/ω dω,

B(x) =
∫
C

(1+ω
2)e−ν [x+ω(t+z)]g(ηx(ω))/ω dω,

C(x) =
∫
C

(−2ω)e−ν [x+ω(t+z)]g(ηx(ω))/ω dω,

(3.85)

elde ederiz. Böylece Trkalyan alanı

F = 2πie−νxg(t− z)[dt ∧dx+dx∧dz], (3.86)

şeklinde buluruz.

3.2.2. Chandrasekhar-Kendall Metodunda Debye Potansiyeli İçin Mini-Twistör
Çözümleri

Skaler Klein-Gordon denkleminin: �2
3φ =−k2φ , (k = σ ) çözümünü,

φ(t,x,z) =
∫
C

e−σ f H(ηx(ω),ω)dω, f =
1
2
[ω(t + z)− 1

ω
(t− z)], (3.87)

şeklinde yazabiliriz. Chandrasekhar-Kendall metodunda (3.2) denklemi ile verilen Trkalyan

alandaki Debye potensiyelini: ψ = φ olarak alabiliriz.

Örnek 3.2.2.1. Eşitlik (3.14) ile verilen potansiyel, (1+1) boyutta geçerli (x koordinatı

dışında) Klein-Gordon denklemini sağlayan bir çözümdür [(1+1) boyutta Klein-Gordon

denklemi: �2
2φ + ν2φ = 0, �2

2 = ∂ 2
t − ∂ 2

z ]. Bu potansiyelin tekil olmayan (nonsingular)

kısmını (c2 = 0) r = 0’da, eşitlik (3.87)’de H = ω−m−1, ω = eiθ seçersek, C: merkezi orjin
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olan birim çember (t = r sinhϕ ve z = r coshϕ) olmak üzere

φ = e−ikx
∫
C

e−ν f H(ηx(ω),ω)dω,

= ie−ikx
∫
C

e(−iνt sinθ−νzcosθ)e−imθ dθ ,

= 2πi(−1)mIm(νr)emϕ−ikx, λ
2 = ν

2−κ
2

(3.88)

şeklinde ifade edebiliriz. [k = κ , Bkz. Ek 3.1.1’deki (3.9) eşitliğinde a = b = 0, p = −νz,

q = −iνt alırsak (b − p)2 + (a + q)2 = ν2r2, A − iB = ν2r2(coshϕ + isinhϕ)2 ve

C+ iD = ν2r2 buluruz, In(−ξ ) = (−1)nIn(ξ )].

Örnek 3.2.2.2. Eşitlik (3.88)’de m = 0 ve k = 0 için λ = σ = ν ve H = ω−1 seçersek

φ =
∫
C

e−ν f H(ηx(ω),ω)dω = 2πiI0(νr), (3.89)

çözümüne ulaşırız.

Eğer alan ∂tφ = αφ şartını sağlıyorsa; φ(t + γ,x,z) = eαγφ(t,x,z), eşitlik (3.87)’den

(1+ω2)Hη = [α −σ(1−ω2)/(2ω)]H denklemini buluruz. Zamandan bağımsız (α = 0)

bir alan için ν(ω) keyfi bir fonksiyon olmak üzere

φ =
∫
C

e−σ( 1−ω2

1+ω2 x+ 2ω

1+ω2 z)
ν(ω)dω. (3.90)

şeklinde yazabiliriz. Kompleks düzlemde yeniden parametrize edebilmek için

ω = −i(ω ′ + 1)/(ω ′ − 1) [ω ′ = (ω − i)/(ω + i)] kesirli lineer dönüşümünü uygularsak

dω = 2idω ′/(ω ′−1)2 ve a(ω ′) =−(1/2)(1+ω2)ν(ω)(i/ω ′) olmak üzere

φ =
∫
C

eσ(
ω ′+1/ω ′

2 x+ω ′−1/ω ′
2i z)a(ω ′)dω

′, (3.91)

buluruz. Bu fonksiyon, 2 boyutta ∇2
2φ −σ2φ = 0,

(
∇2

2 = ∂ 2
x +∂ 2

z
)

(Helmholtz) denklemini

sağlar, .

Örnek 3.2.2.3. Eşitlik (3.91)’de ω ′ = eiθ , x = r cosϕ , z = r sinϕ ve a(ω ′) = −i/ω ′,
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[ν(ω) = 2/(1+ω2)] seçersek Ek 3.1.1’deki (3.5) eşitliğinden n = 0 için

φ =

2π∫
0

eσr cos(θ−ϕ) dθ = 2πI0(σr), (3.92)

çözümüne ulaşırız.

Eşitlik (3.91)’de ξ = σ(ω ′−1/ω ′)/2 dönüşümünü uygularsak

φ =
∫
C

e−x
√

ξ 2+σ2−izξ b(ξ )dξ , (3.93)

elde ederiz.

Örnek 3.2.2.4. Eşitlik (3.93)’de σ > 0, x > 0, z > 0 için b(ξ ) = 1/
√

ξ 2 +σ2 seçersek Ek

3.1.1’deki eşitlik (3.11)’den

φ =

∞∫
s=−∞

e−x
√

s2+σ2−izs 1√
s2 +σ2

ds = 2K0(σr), (3.94)

çözümüne ulaşırız. Burada ξ = s, s ∈ R : Riemann küresinde kapalı bir kontur olarak

düşünülebilir.

Örnek 3.2.2.5. Eşitlik (3.93)’de σ > 0, x > 0, z > 0 için b(ξ ) = ξ seçersek Ek 3.1.1’deki

eşitlik (3.14)’den

φ =

∞∫
s=−∞

e−x
√

s2+σ2−izssds =−iσ2 sin2ϕK2(σr), (3.95)

çözümüne ulaşırız.

Bunların yanında

φ(t,x,z) =
∫
C

e−σ f
[

ηx(ω)

ω

]n 1
ω

dω, (3.96)

formundaki alanları kısaca inceleyeceğiz (Ref.46’da Öklid izde tartışılmıştır). İntegrali

parametrize edebilmek için ω = −ieiu alırsak η/ω = 2(x + t sinu − izcosu) ve

f =−it cosu+ zsinu olur.
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Örnek 3.2.2.6. Eşitlik (3.96)’da n = 1 alırsak

φ = 2i
2π∫

u=0

e−σ f (x+ t sinu− izcosu)du, (3.97)

eşitliğine ulaşırız. Burada t = Rsinhθ sinhϕ , x= Rcoshθ ve z= Rsinhθ coshϕ olmak üzere

φ = 2iR
2π∫

u=0

e−σRsinhθ sin(u−iϕ)[coshθ − isinhθ cos(u− iϕ)]du,

= 2iR
2π∫

u=0

e−σRsinhθ sinu[coshθ − isinhθ cosu]du,

(3.98)

elde ederiz. İntegraldeki birinci terimin çözümünü Ek 3.1.1’deki eşitlik (3.8)’de a = b = 0,

p = m = 0, q =−σr ve C = σr olmak üzere

φ = 4πixI0(σr), r = Rsinhθ (3.99)

buluruz (İntegraldeki ikinci terim sıfırdır.)

3.3. ULTRAHİPERBOLİK DALGA DENKLEMİ: KLASİK JOHN
DÖNÜŞÜMÜNÜN İNDİRGEMESİ VE RADON DÖNÜŞÜMÜ

Bu bölümde ultrahiperbolik dalga denkleminin çözümünü veren klasik John (X-ışını)

dönüşümünün ışınsal olmayan (non-null) indirgemesini kullanarak Trkalyan alanı kuracağız.

R2+2 uzayında tanımlı ultrahiperbolik dalga denklemi

(
− ∂ 2

∂ t2 +
∂ 2

∂x2 −
∂ 2

∂y2 +
∂ 2

∂ z2

)
ψ = 0, (3.100)

ile verilir. Bu denklem α1 = x+ y, α2 = t + z, β1 = t− z, β2 = x− y koordinatları ile

∂ 2ψ

∂α1∂β2
− ∂ 2ψ

∂α2∂β1
= 0, (3.101)

haline (John denklemi) gelir.

Schwartz uzayı S(R3)’e (R3’de hızla azalan fonksiyonların uzayı, Bkz. Ek 4) ait bir g(x)
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fonksiyonunun John (X-ışını) dönüşümü, βββ noktasından ααα vektörü yönünde geçen doğru

üzerinde bu fonksiyonun integrali

X [g](ααα,βββ ) =

∞∫
−∞

g(αααs+βββ )ds, (3.102)

olarak tanımlanır [70]. Burada s∈R bir parametre olmak üzere x = αααs+βββ , βββ = (β1,β2,β3)

noktasından ααα = (α1,α2,α3) vektörü yönünde geçen doğruyu göstermektedir.

Eğer ααα = (α1,α2,1), βββ = (β1,β2,0) parametrizasyonunu kullanırsak [55, 70],

xxx = (x1,x2,x3) = (α1s + β1,α2s + β2,s) (Bu parametrizasyon x3=sabit düzlemine paralel

olan yatay doğruları temsil etmez) olmak üzere John (X-ışını) dönüşümünü

X [g](α1,α2;β1,β2) =

∞∫
−∞

g(α1s+β1,α2s+β2,s)ds, (3.103)

şeklinde yazarız.

John dönüşümü (3.103) denklem (3.101)’i sağlar: X [g] = ψ . Aynı zamanda denklem

(3.101)’in çözümü de eşitlik (3.103) şeklinde yazılır. Dolayısıyla bu John dönüşümü, (3.101)

denkleminin bütün çözümlerini verir ve bütün çözümler (3.103) eşitliği şeklinde yazılır

[53]. Böylece John denkleminin çözümü (3.103) eşitliği ile verilir: ψ = X [g], g(x1,x2,x3)

fonksiyonu Schwartz uzayı S(R3)’e (R3’de hızla azalan fonksiyonların uzayı) ait olmak

üzere

ψ(α1,α2;β1,β2) =

∞∫
−∞

g(α1s+β1,α2s+β2,s)ds, (3.104)

şeklinde yazabiliriz.

Ultrahiperbolik dalga denkleminin indirgemesi için

∂ψ

∂y
= kψ, (3.105)

eşitliğini kullanacağız. Bu eşitlik, (3.104) eşitliğini kullanarak (∂/∂α1 − ∂/∂β2)g = kg,
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(
∂/∂y = ∂/∂α1−∂/∂β2

)
haline iner. Böylece

(
s

∂

∂x1
− ∂

∂x2

)
g = kg, (3.106)

elde ederiz. Eğer p = x1 + sx2, q = x1− sx2, s olacak biçimde yeni değişkenler tanımlarsak

∂/∂x1 = ∂/∂ p+∂/∂q ve ∂/∂x2 = s(∂/∂ p−∂/∂q) olduğundan bu eşitlikten

∂g
∂q

=
k
2

1
s

g, (3.107)

denklemine ulaşırız. Bu denklemin genel çözümü

g(x1,x2,x3) = e(k/2)(1/s)qh(p,s), (3.108)

p = x1 + sx2 = η(s) = t − z+ 2xs+(t + z)s2, h(p,s) = H(η ,s), şeklindedir. Daha değişik

integrasyon çarpanları ile de bu denklemi çözmek denenebilir. Fakat biz eşitlik (3.108) ile

verilen genel çözümü kullanacağız. Böylece eşitlik (3.104)’den

ψ = X [g] = eky
φ(t,x,z), (3.109)

elde ederiz. Bu eşitlikteki φ fonksiyonunu

φ(t,x,z) =
∞∫
−∞

e−
k
2 [(t+z)s−(t−z)/s]H(η ,s)ds, (3.110)

η = p= x1+sx2 = β1+(α1+β2)s+α2s2 = t−z+2xs+(t+z)s2, Klein-Gordon denklemini

sağlar: �2
3φ + k2φ = 0 . Bu çözüm k = 0 için dalga denkleminin çözümüne iner: �2

3φ = 0.

Bu integral, mini-twistör metodunda (3.57) eşitliği ile verilen Trkalyan alanı kurabilmek için

kullandığımız (3.56) eşitliğinin bir benzeri olarak görülebilir, (ω = s, Im[ω] = 0).

Örnek 3.3.1. Eşitlik (3.110)’da H(η ,s) = δ (s− c) ve c = ea seçersek φ = e−k(t sinha+zcosha)

buluruz.

Trkalyan alan F’nin bileşenleri Klein-Gordon denklemi (3.44)’ü sağladığından

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∞∫
−∞

e−k f [L,M,N]ds, (3.111)
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yazabiliriz. Denklem (2.4)’den

−2sLη − (1− s2)Nη = k
[
M+

(1+ s2)

2s
N
]
, (3.112)

2sMη +(1+ s2)Nη = k
[
−L+

(−1+ s2)

2s
N
]
, (3.113)

(1+ s2)Lη − (1− s2)Mη = k
[(−1+ s2)

2s
L+

(1+ s2)

2s
M+N

]
, (3.114)

eşitliklerine ulaşırız (Bkz. Ek 4). Denklem (3.112) ve (3.113)’den

−2s[(1+ s2)Lη − (1− s2)Mη ] = k[−(1− s2)L+(1+ s2)M+2sN], (3.115)

bulunur. Eşitlik (3.114) ve (3.115)’den

(1− s2)L− (1+ s2)M−2sN = 0, (3.116)

denklemine ulaşırız. Bu denklemden Nη = [(1− s2)/(2s)]Lη − [(1+ s2)/(2s)]Mη buluruz.

Bu eşitliği (3.112), (3.113) ve (3.114) denklemlerinde yerine yazarsak

−(1+ s2)

2s
[(1+ s2)Lη − (1− s2)Mη ] = k

(1− s2)

4s2 [(1+ s2)L− (1− s2)M], (3.117)

1− s2

2s
[(1+ s2)Lη − (1− s2)Mη ] =−k

(1+ s2)

4s2 [(1+ s2)L− (1− s2)M], (3.118)

(1+ s2)Lη − (1− s2)Mη = 0, (3.119)

elde ederiz. Bu eşitliklerden

(1+ s2)L− (1− s2)M = 0, (3.120)

denklemi bulunur. Buradan u(η ,s); η ve s nin keyfi bir foksiyonu olmak üzere

L(η ,s) = (1− s2)u(η ,s), M(η ,s) = (1+ s2)u(η ,s) ve N(η ,s) = −2su(η ,s) çözümlerine

ulaşırız.

Böylece f = (1/2)[(t+z)s−(t−z)/s] ve η(s) = t−z+2xs+(t+z)s2 olmak üzere Trkalyan
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alanı

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∞∫
−∞

[(1− s2),(1+ s2),−2s]e−k f u(η ,s)ds, (3.121)

şeklinde ifade ederiz.

Bu ifade mini-twistör metoduyla bulduğumuz (3.68) eşitliğinin reel bir hali olarak da

düşünülebilir (ω = s , s ∈ R).

3.3.1. Radon Dönüşümü

Alan denklemi (2.3), (2.4) ve Klein-Gordon denklemi
(
�2

3φ + λ 2φ = 0
)

çözümünde

farklı bir yaklaşım için, Minkowski uzayzamanı: R2+1’, uzay: R2 ve zaman: R olarak

ayrıştırabiliriz. Burada düz uzaysal kesitin: R2 noktalar yerine doğrulardan oluştuğunu

varsayacağız. Bu uzaysal kesit R2 düzlemi üzerinde, Radon dönüşümünü kullanarak

çalışacağız. Bu düzlemdeki doğruların oluşturduğu S×R uzayında alan denklemlerinin

basitleştiğini göreceğiz.

R2 uzayındaki doğrular, S × R uzayındaki noktalarla parametrize [κ birim normal ve

(ortogonal) p orjine olan uzaklık] edilebilir. Bu nedenle sistemimizi R2 uzayındaki

doğrular yerine S×R uzayındaki noktalar üzerinde tanımlı, zamana bağlı bir alan olarak

düşünebiliriz. Bu iki resim Radon dönüşümü ile birbirine bağlanır.

Schwartz uzayına (R3’de hızla azalan fonksiyonların uzayı) ait φ(t,x) fonksiyonunun Radon

dönüşümü [71], bu fonksiyonun, birim normal vektörü κκκ = (cosϕ,sinϕ) ve xxx = (x,z) olmak

üzere orijinden p = κκκ · xxx kadar uzaklıkta bulunan doğru üzerinde integralidir ve

φ̂(t, p,κκκ) =
∫
R2

φ(t,x)δ (p−κκκ ··· xxx)d2x, (3.122)

şeklinde ifade edilir.

Bu Radon dönüşümü uzaysal türevleri eşleştirir: ∂/∂x→ κ1∂/∂ p , ∂/∂ z→ κ2∂/∂ p, [71] .

Böylece (2.4) denklemi

Ĉt +κ1B̂p =−λ Â, κ2Ĉp−κ1Âp = λ B̂, κ2B̂p + Ât = λĈ, (3.123)
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şekline iner (λ = ν) ve S × R uzayında, (2+1) boyuttaki Klein Gordon denklemini

φ̂tt − φ̂pp + λ 2φ̂ = 0 olarak ifade ederiz. Ayrıca Â, B̂, Ĉ bileşenleri de (1+1) boyuttaki bu

Klein-Gordon denklemini sağlar.

Bu Klein-Gordon denklemini değişkenlerine ayırabilmek için φ̂ = T̂ (t)P̂(p) alırsak, a =∓1

olmak üzere T̂ ′′+ aκ2T̂ = 0 ve P̂′′− (λ 2− aκ2)P̂ = 0 diferansiyel denklemlerine ulaşırız.

Bu denklemlerden λ 2 − aκ2 = −ν2 < 0, (a = 1 ⇒ λ ,κ,ν ∈ R) olmak üzere çözümü

φ̂(t, p,κκκ) = e−i
√

aκteiν p şeklinde buluruz. Ters Radon dönüşümü ise

φ(t,xxx) =− 1
4π2

2π∫
ϕ=0

dϕ

∞∫
−∞

φ̂p

p−κκκ ··· xxx
d p, (3.124)

şeklinde verilir. Böylece xxx = (r cosϕ,r sinϕ), ν > 0 ve ζ = νr olmak üzere Ek 4’deki (4.1)

eşitliğinden çözüm φ(t,xxx) = (ν/2)e−i
√

aκtJ0(νr) şeklinde bulunur.

(Reel) R2+1’in mini-twistör uzayının, ışınsal (null) düzlemlerin oluşturduğu N = S×R

uzayı olduğunu hatırlatırız [51, 72, 73]. Whittaker çözümünün Lorentziyen versiyonu dalga

denkleminin çözümlerini sağlar [51]. Bu N üzerindeki fonksiyonlarla, R2 üzerindeki

fonksiyonlar arasındaki Radon dönüşümü ile ilgilidir.

3.4. ULTRAHİPERBOLİK DALGA DENKLEMİ: TWİSTÖR ÇÖZÜMÜNÜN
İNDİRGEMESİ

Bu bölümde ultrahiperbolik dalga (John) denkleminin twistör çözümünün ışınsal olmayan

(non-null) indirgemesini kullanarak Trkalyan alanı kuracağız.

Klasik John dönüşümünün kompaktlaştırılmış bir hali, RP3 ( R3’ün bir kompaktlaştırılması)

uzayında düzgün bir fonksiyonun yönlü jeodezikler üzerinde integralini almaya dayanır.

Bu R4’de bulunan 2-düzlemlerin oluşturduğu Grassmannian uzayı üzerinde tanımlıdır ve

ultrahiperbolik dalga denklemini sağlar [53]. Bu yakın ilişki, twistör metodlarını kullanarak

Guillemin ve Sternberg [58], Woodhouse [56] tarafından tartışılmıştır.

Woodhouse, ultrahiperbolik ize sahip düz uzayzamanda twistör yapısının bir analizini

sunmuştur [56]. Ultrahiperbolik dalga (John) denkleminin herhangi bir lokal çözümünün

R2+2 uzayının reel twistör uzayında bir fonksiyondan üretilebileceğini göstermiştir [53].



45

Ultrahiperbolik dalga denklemini, Ref. 56’nın notasyonu ve gösterimi ile

(
∂ 2

∂ t2
1
+

∂ 2

∂ t2
2
− ∂ 2

∂x2
1
− ∂ 2

∂x2
2

)
ψ = 0, (3.125)

şeklinde yazabiliriz.

Eğer yeni değişkenler: u1 = (t1− x1)/2, u2 = (t2− x2)/2, v1 = (t1 + x1)/2, v2 = (t2 + x2)/2

tanımlarsak bu denklem

∂ 2ψ

∂u1∂v1
+

∂ 2ψ

∂u2∂v2
= 0, (3.126)

denklemine iner.

Yeni değişkenleri: ξ = x1 + ix2, τ = t1 + it2, ω = ξ + zτ , ω = ξ + zτ olarak alırsak bu

denklemin çözümü

ψ(ξ ,τ,ξ ,τ) =
1

2πi

∮
C:|z|=1

f (ω,ω,z)
1
z

dz =
1

2πi

∮
C:|z|=1

f (ξ + zτ,ξ + zτ,z)
1
z

dz, (3.127)

kontur integrali şeklinde verilir [56].

Bu çözümün indirgemesi için

∂ψ

∂ t1
= kψ, (3.128)

eşitliğini kullanacağız. Bu eşitlik (3.127) eşitliğini kullanarak (z̄∂/∂ω + z∂/∂ω̄) f = k f ,(
∂/∂ t1 = z̄∂/∂ω + z∂/∂ω̄

)
şekline iner. Böylece

(
z

∂

∂ω
+ z

∂

∂ω

)
f = k f , (3.129)

denklemine ulaşırız.

Bu denklemi α = zω− zω , β = zω + zω değişkenlerini kullanarak

∂ f
∂β

= k
1
2

1
zz

f , (3.130)
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şeklinde yazabiliriz. Bu denklemin genel çözümü

f (α,β ,z) = e(k/2)(1/zz)β H(α,z)

= e(k/2)(1/zz)β H(η ,z), α = η(z),
(3.131)

şeklinde bulunur. Burada α = η(z) = zω − zω = (z − z)x1 + i(z + z)x2 + 2izzt2 ve

β = zω + zω = (z+ z)x1+ i(z− z)x2+2zzt1 eşitlikleri ile verilir. Böylece eşitlik (3.127)’den

ψ =
1

2πi
ekt1φ(t,x1,x2), (3.132)

elde ederiz. Buradaki φ(t,x1,x2) fonksiyonu

φ(t,x1,x2) =
∮

C:|z|=1

e
k
2 [(z+z)x1+i(z−z)x2]H(η ,z)

1
z

dz, (3.133)

η = (z−z)x1+ i(z+z)x2+2it2 ve zz = |z|2 = 1 olmak üzere (�2
3+k2)φ = 0 (Klein-Gordon)

denklemini sağlar. Bu çözüm k = 0 için dalga denkleminin çözümüne iner: �2
3 = 0.

Örnek 3.4.1. Eşitlik (3.133)’de H(η ,z) = e(n/2)η ve z = eiθ seçersek

φ = ieint
2π∮

θ=0

ek(x1 cosθ−x2 sinθ)ein(x1 sinθ+x2 cosθ) dθ , (3.134)

buluruz, η = 2i(t + x1 sinθ + x2 cosθ). Ek 3.1.1’deki (3.8) eşitliğinde m = 0, p = kx1,

q = −kx2, a = nx2 ve b = nx1 alırsak x2
1 + x2

2 = r2 olmak üzere C = (k2− n2)r2 ve D = 0

buluruz. Böylece k2−n2 = ν2 > 0 olmak üzere çözümü

φ = 2πieintI0(νr), (3.135)

şeklinde yazarız.

Örnek 3.4.2. Eşitlik (3.133)’de H(η ,z)=η ve z= eiθ seçersek η = 2i(t+x1 sinθ +x2 cosθ)
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ve

φ =−2
2π∮

θ=0

e(kx1 cosθ−kx2 sinθ)(t + x1 sinθ + x2 cosθ)dθ ,

=−2t
2π∮

θ=0

e(kx1 cosθ−kx2 sinθ) dθ −2
2π∮

θ=0

e(kx1 cosθ−kx2 sinθ)(x1 sinθ + x2 cosθ)dθ ,

(3.136)

buluruz. Bu integralin ikinci kısmı sıfırdır. Böylece integralin birinci kısmından çözümü

φ =−4πtI0(kr), (3.137)

k > 0, şeklinde yazarız [Ek 3.1.1’deki (3.8) eşitliğinde, m = a = b = 0, p = kx1 ve q =−kx2

alırsak x2
1 + x2

2 = r2 olmak üzere C = k2r2 ve D = 0 buluruz].

Trkalyan alanı [bileşenleri Klein-Gordon denklemi (3.44)’ü sağladığından]

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∮

C:|z|=1

ekg(L,M,N)
1
z

dz, (3.138)

şeklinde ifade edebiliriz. Burada g = (1/2)[(z + z)x1 + i(z− z)x2] ve L(η ,ω), M(η ,ω),

N(η ,ω) ise η = (z− z)x1 + i(z+ z)x2 + 2it2 ve z’nin keyfi birer fonksiyonudur. Böylece

denklem (2.4)’den

−(z− z)Lη + i(z+ z)Nη = k[
1
2
(z+ z)L+M− 1

2
i(z− z)N], (3.139)

2iLη + i(z+ z)Mη = k[− i
2
(z− z)M+N], (3.140)

(z− z)Mη +2iNη =−k[L+
(z+ z)

2
M], (3.141)

eşitliklerine ulaşırız (Bkz. Ek 5). Eşitlik (3.139) ve (3.140)’dan

i(z+ z)[(z− z)Mη +2iNη ] = ik(z+ z)L− i
k
2
[(z− z)2−4]M+2k(z− z)N, (3.142)

buluruz. Eşitlik (3.141) ve (3.142)’den

i(z+ z)L+ i(zz+1)M+(z− z)N = 0, (3.143)
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denklemine ulaşırız. Buradan Nη = −i[(z + z)/(z− z)]Lη − i[(zz + 1)/(z− z)]Mη olarak

bulunur. Bunu (3.139), (3.140) ve (3.141) eşitliklerinde yazarsak

2
z− z

[2Lη +(z+ z)Mη ] = 0 (3.144)

z+ z
z− z

[2Lη +(z+ z)Mη ] =−
k
2
[2L+(z+ z)M], (3.145)

2Lη +(z+ z)Mη =−k
(z+ z)2

2(z− z)
[2L+(z+ z)M], (3.146)

buluruz, (zz = |z|2 = 1 ). Bu denklemlerden

2L+(z+ z)M = 0, (3.147)

elde ederiz. Böylece u(η ,z): η ve z’nin keyfi bir fonksiyonu olmak üzere

L(η ,z) =−(z+ z)u(η ,z), M(η ,z) = 2u(η ,z) ve N = i(z− z)u(η ,z) çözümlerine ulaşırız.

Böylece g = (1/2)[(z+ z)x1 + i(z− z)x2] olmak üzere Trkalyan alan çözümünü

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∮

C:|z|=1

[−(z+ z),2, i(z− z)]ekgu(η ,z)
1
z

dz, (3.148)

buluruz.

Bu dönüşümün geometrik bir açıklaması [51], Nakata’nın R2+2 uzayında belirsiz self-dual

bir metrik için twistör karşılıklılığı kapsamında tartışmasından çıkar [72, 73]. Nakata,

S×R ışınsal düzlemlerin kümesiyle özdeşleştirilen S×R silindiri üzerinde bir dönüşüm

kullanarak dalga denkleminin çözümünü vermiştir. Bu dönüşümün tersi, (ters) Radon

dönüşümü (t = 0 düzlemi, ışınsal düzlemlerle ara kesiti düz doğrular olan başlangıç düzlemi

[51] olarak düşünerek) kullanarak elde edilir.

Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistörel çözümünün indirgemesi:(3.134) Klein-Gordon

denklemi için, bu dönüşümün bir genellemesini vermektedir. Bu genelleme indirgemeden

gelen bir üstel çarpan ile mümkün olmaktadır. Bu dönüşüm üstel Radon tipi bir dönüşüm

formundadır [74].

Eğer k = 0 alırsak (3.133) ile verilen integral dönüşümü, Nakata tarafından

tartışılan dönüşüme iner (η ′ = η/2i = t + x1 sinθ + x2cosθ = t + x1 sinθ ′ + x2cosθ ′,
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ω = eiθ = ei(π/2−θ ′), ışınsal düzlem denklemi), (diğer bir deyişle Whittaker çözümünün

Lorentziyen versiyonu [51]) .

Böylece, eşitlik (3.148) ile (reel) Minkowski uzayında tanımlı Trkalyan alanlar için bu

uzaydaki ışınsal düzlemlerin oluşturduğu S×R silindiri üzerinde başka bir mini-twistörel

ifadesi sunulmuştur.

Ayrıca TCP1 mini-twistör uzayı ile bağlatılı olarak,−iη sınır |λ |= 1 üzerindeki γ ile çakışır:

−iη = γ , z = λ−1, z̄ = λ . Sınır |λ | = 1, belirtilen koordinat dönüşümü altındaki z ∈ R

doğrusuna karşılık gelir.
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4. BULGULAR

Bu tez çalışmasında, uzayzamanda tanımlı Trkalyan alan denkleminin çözümü için

Chandrasekhar-Kendall, mini-twistör, klasik John (X-ışını) ve Radon dönüşümü

yöntemlerini sunduk. Topolojik kütleli Abelyan ayar teorisi, uzayzamanda tanımlı Trkalyan

alanlar için bir örnektir. Bu teori çeşitli fiziksel konularda ve matematiksel yapılarda ortaya

çıkmaktadır.

Biz bu tez çalışmasında (2+1) boyutta Lorentziyen ize sahip manifoldlar üzerinde çalıştık.

Birinci olarak Chandrasekhar-Kendall metodu ile çözüm sunduk. Chandrasekhar-Kendall

yöntemi ile hem eğri hem de düz manifoldlar üzerinde çalışılabilir. Bu çözümde

Hansen 1-formları, skaler bir fonksiyon (Debye potensiyeli) ve konformal Killing 1-form

kullanılmıştır. Debye potansiyeli, skaler Klein-Gordon ve Helmholtz denklemlerinin bir

çözümüdür.

Chandrasekhar-Kendall metoduyla (bölüm 3.1) (?d − ν) ? F = 0 denkleminin çözümü

için LX g = 2κg ile verilen (3.7) denklemini sağlayan ω konformal Killing 1-form ve

(−1)s4ψω + (1/3) ? d ? ω ∧ dψ + ?(dψ ∧ ?dω) + ψ ? d ? dω − ν2ψω = 0 ile verilen

denklem (3.10)’u sağlayan ψ olmak üzere T ve S 1-formları

?F = T +S

T = ?(dψ ∧ω)+ψ ?dω =
√
|g|∇µψωνgµαgνβ

εαβγdxγ +ψ ?dω,

S =
1
ν
[(−1)s(∆ψω−∇µ∇νψω

µdxν −∇µψ∇
µ

ωνdxν +∇µψ∇
ν
ωνdxµ)

+?(dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω],

(4.1)

şeklinde verilir. Daha sonra ?F bulunabilir. Farklı ω ve ψ için farklı çözümler üretebiliriz.

İkinci yöntemimizde, R2+1 Minkowski uzayzamanında tanımlı Trkalyan alanlar için twistör

teorisi ile çözüm sunduk. Daha sonra bu denklemi, düz uzayzamanda, twistör teori ve integral

geometri tekniklerini kullanarak çözdük.
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Mini-twistör metoduyla f = (1/2)[(t + z)ω− (t− z)/ω] olmak üzere çözüm

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∫
C

[(1−ω
2),(1+ω

2),−2ω]e−k f u(η ,ω)dω, (4.2)

şeklinde bulunmuştur. Ayrıca ∂ f̃/∂y= i koşulunu sağlayan farklı f fonksiyonları için çözüm

aynı formda çıkar. Fakat en genel çözüm f = (1/2)[(t + z)ω− (t− z)/ω] ile verilir.

Üçüncü yöntemimiz, R2+2 üzerinde tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John

(X-ışını) dönüşümü çözümünün indirgemesidir. Klasik John (X-ışını) dönüşümü çözümünün

indirgemesi metoduyla, f = (1/2)[(t + z)s− (t− z)/s] olmak üzere

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∞∫
−∞

[(1− s2),(1+ s2),−2s]e−k f u(η ,s)ds, (4.3)

şeklinde bulunmuştur. Bu çözüm mini-twistör metoduyla bulduğumuz çözüm ile benzerlik

göstermektedir. Bu ifade ω ∈ R, ω = s için (4.2) denkleminin reel hali olarak görülebilir.

Radon dönüşümü, R2+1 Minkowski uzayzamanının uzay ve zaman: R2 × R olarak

ayrışmasına dayanmaktadır ve düzlemsel uzaysal kısım olan R2 doğrulardan oluşur.

Doğruların oluşturduğu S×R uzayında daha basit denklemlerle çalışmak mümkündür.

Dördüncü yöntemimiz ise R2+2 üzerinde tanımlı ultrahiperbolik dalga denkleminin twistör

çözümünün indirgemesidir. Bu bölümde Trkalyan alanları başka bir twistörel gösterimle

ifade ettik; R2+1 üzerindeki ışınsal (null) düzlemlerin uzayında üstel dönüşüm kullandık.

Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistör çözümünü indirgeme metoduyla Trkalyan alan

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] =
∮

C:|z|=1

[−(z+ z),2, i(z− z)]ekgu(η ,z)
1
z

dz, (4.4)

şeklinde bulunmuştur,
(
g = 1/2[(z+z)x1+ i(z−z)x2]

)
. Bu da Trkalyan alan denkleminin bir

başka mini-twistörel çözümünü oluşturur.

Bu yöntemlerin her birinin altında yatan geometrik yapıya bağlı olarak kendine özgü çözüm

tipleri vardır.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Trkalyan alan denkleminin çözümü için kullandığımız dört metottan ilki olan

Chandrasekhar-Kendall metoduyla, Öklidyen veya Lorentziyen ize sahip eğri veya

düz manifoldlarda çalışmak mümkündür. Biz, diferansiyel formları kullanarak, bu yöntemin

Lorentziyen ize (veya Öklidyen ize) sahip 3-boyutlu (düz veya eğri) manifoldlara

genelleştirilmesini sunduk. Burada kullandığımız ?d operatörü hem Öklidyen hem de

Lorentziyen manifoldlarda çok temel bir operatördür.

Bu yöntem kullanılarak Lorentziyen veya Öklidyen ize sahip çeşitli manifoldlar

üzerinde çözümler üretilebilir. Chandrasekhar-Kendall metodunun genelleştirilmesi, girişte

bahsettiğimiz matematik ve fiziğin çeşitli alanlarında, yeni çözümler bulmak için

kullanılabilir. Örneğin, güneş patlamalarında meydana çıkan manyetik bulutlar için daha

gerçekçi modellemeler oluşturulabilir.

Daha sonra Minkowski uzayzamanı: R2+1 üzerinde tanımlı Trkalyan alanları kurabilmek

için twistör teori ve integral geometri metodlarını kullandık.

Diğer üç yöntem; mini-twistör, ultrahiperbolik dalga denkleminin John (X-ışını) dönüşümü

ile verilen çözümün indirgemesi ve ultrahiperbolik dalga denkleminin twistör çözümünün

indirgemesi ile düz manifoldlarda çalışmak mümkündür.

Biz, bu yöntemlerle, Trkalyan alan denkleminin yeni bir çözümünü sunduk.

Bu yöntemlerin çeşitli şekil veya yönde geliştirilmesi denenebilir. Örneğin sabit eğrilikli

uzayzamanda bu metodları kullanmak akla ilk gelen yollardan birisidir.

İntegral geometri, günümüzde bir çok alanda kullanılmaktadır. Bu çalışmalar integral

geometrinin kendisine de matematiksel katkı sağlamaktadır. Bu alanlardan ilk akla gelen

örnek tomografidir.

Daha önce AdS/CFT karşılıklılığı çerçevesinde Trkalyan: Maxwell-Chern-Simons

alanlarının çalışıldığını ifade etmiştik. Günümüzde bunlar yeni integral geometri

metodları, örneğin horosiklik (horocycles) dönüşüm, Gel’fand Graev Radon dönüşümü
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kullanılarak bazı alanlar için çalışılmıştır [79-81]. Bu integral geometri metodları ile

Maxwell-Chern-Simons için çalışmak da denenebilecek ilgi çekici yollardan birisidir.

Ayrıca kullandığımız yöntemler ve altında yatan geometrik yapılar daha derinlemesine

incelenebilir.

Sonuç olarak, bu yöntemler uzayzaman üzerindeki Trkalyan alanları daha iyi kavramamızı

sağlayabilir. Örneğin topolojik kütleli ayar teorisi ile bağlantılı matematiksel yapılar ve

çeşitli fiziksel kavramları daha iyi anlamamıza yardımcı olabilir.
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EKLER

EK 1. Trkalyan Alanlar

EEE elektrik alanı, BBB manyetik alan ve v akış hızı olmak üzere elektrik yüklü bir plazma

üzerinde manyetik alanın yarattığı Lorentz kuvveti FFF =q EEE+qvvv×××BBB ile verilir.

Manyetik Lorentz kuvvetinin sıfır olması (force-free) için akımın manyetik alana paralel

olması gereklidir.

Geometrik birimlerdeki Maxwell denklemleri jjj akım olmak üzere

∇∇∇×××EEE =−∂BBB
∂ t

, (1.1)

∇∇∇ ···EEE = ρ, (1.2)

∇∇∇×××BBB =
∂EEE
∂ t

+ jjj, (1.3)

∇∇∇ ···BBB = 0, (1.4)

şeklindedir.

Elektrik alanının sıfır olduğu durumda Lorentz kuvvetini jjj=qvvv olmak üzere FFF = jjj××× BBB

ile ifade edebiliriz. Kuvvet içermeyen (force-free) durumda FFF = 0 olacağından jjj×××BBB = 0

olur. Bu eşitlik jjj//BBB olduğu durumda gerçekleştiğinden ν sabit veya koordinatlara bağlı

bir fonksiyon olmak üzere jjj = νBBB diyebiliriz. Maxwell denklemlerinden üçüncüsü yani

(1.3)’den EEE = 0 olduğu için ∇∇∇×××BBB = jjj eşitliği elde edilir. Yani ∇∇∇×××BBB = νBBB olur. Lorentz

kuvveti formülü jjj×××BBB = 0 dan (((∇∇∇×××BBB)))×××BBB = 0 eşitliğine ulaşırız. Buradan da ∇∇∇×××BBB = νBBB

yazabiliriz.

Ayrıca aynı denklemi şu şekilde de elde etmek mümkündür. Riemann-Silberstein vektörü

GGG = EEE + iBBB, (1.5)
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şeklinde verilir. Denklem (1.1) ve (1.3)’den

∇∇∇×××GGG = i
∂GGG
∂ t

+ i jjj, (1.6)

eşitliğine ulaşırız. Denklem (1.2) ve (1.4)’den

∇∇∇ ···GGG = ρ, (1.7)

buluruz.

Denklem (1.5) ve (1.6)’da GGG = e−iωtFFF(((xxx))), akım: jjj = 0 ve yük: ρ = 0 olarak alırsak Maxwell

denklemlerinin Riemann-Silberstein vektörü cinsinden ifadesini

∇∇∇×××FFF = ωFFF ,

∇∇∇ ···FFF = 0,
(1.8)

şeklinde buluruz.

Beltrami alanı, akışkanlar dinamiğinde durağan (stationary) Euler denkleminin bir

çözümüdür. Burada uuu akış hızı vektörü, p basınç olmak üzere R3 üzerinde durağan Euler

denklemleri

(uuu ···∇∇∇)))uuu =−∇∇∇p,

∇∇∇...uuu = 0,
(1.9)

şeklinde yazılır. Vektörel özdeşlikten ilk denklemi ∇∇∇(uuu2/2)−uuu× (∇∇∇×××uuu) =−∇∇∇p şeklinde

yazabiliriz. Buradan basınç: p=0 için uuu × (∇∇∇ × uuu) = 0 eşitliğini buluruz. Bu eşitlik

uuu//(∇∇∇×××uuu) olduğunda gerçekleştiğinden λ herhangi bir fonksiyon olmak üzere ∇∇∇×××uuu = λuuu

yazabiliriz.

EK 2. Chandrasekhar-Kendall Metodu

Trkalyan alan denklemi (?d− ν) ?F = 0 olmak üzere (∆− cν2) ?F = 0 eşitliği sağlanır.

Burada Öklidyen ize sahip metrikte c=1, Lorentziyen ize sahip metrikte c=-1 olduğunu

aşağıdaki gibi gösterebiliriz.

∆ ?F − cν2 ?F = 0, ∆ ?F = (δd + dδ ) ?F , Öklid ize sahip metrikte δd ?F = ?d ? d ?F ,
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dδ ?F = 0 olduğundan ∆ ?F = ?d ? d ?F = ν2 ?F olarak yazabiliriz,
(
?? = 1, dF = 0,

δωr = (−1)n(r+1)+1?d ?ωr
)
. Böylece ∆?F = cν2?F eşitliğinden ν2?F = cν2?F⇒ c= 1

bulunur. Lorentziyen ize sahip metrikte ise δd ?F = − ? d ? d ?F , dδ ?F = 0 olduğundan

∆ ?F = −(?d ? d ?F) = −ν2 ?F olarak yazabiliriz,
(
δωr = (−1)n(r+1) ? d ?ωr, ?? = −1,

dF = 0
)
. Böylece ∆?F = cν2 ?F denkleminden −ν2 ?F = cν2 ?F ⇒ c =−1 bulunur.

Chandrasekhar-Kendall metodunu diferansiyel formlarla ifade edebilmek için T ve S

1-formlarını aşağıdaki gibi buluruz.

n uzay boyutunu göstermek üzere Hodge ? işleminin tanımı

?(dxµ1∧ ...∧dxµp) =
1

(n− p)!

√
|g|gµ1ν1...gµpνpεν1...νpνp+1...νn−pdxνp+1∧ ...∧dxνn−p, (2.1)

ile verilir.

Metrik izindeki (-) sayısı s ve manifold üzerindeki metrik tensör g olmak

üzere εµαβ = (−1)s|g|gµρgασ gβδ ερσδ ile verilir. Ayrıca ψ 0-form olmak üzere

∆ψ =−∇α∇αψ ile verilir.

Chandrasekhar-Kendall metodundaki T 1-formu

T = ?d(ψω) = ?(dψ ∧ω)+ψ ?dω

=
√
|g|∇µψωνgµαgνβ εαβγdxγ +ψ ?dω,

(2.2)

şeklinde bulunur.

Chandrasekhar-Kendall metodundaki S 1-formu

S = 1
ν
?dT = 1

ν
?d ?d(ψω) = 1

ν
[?d ? (dψ ∧ω)+?(dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω]

= 1
ν
[?d(

√
|g|∇µψωνgµαgνβ εαβγdxγ)+?(dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω],

(2.3)

∇σ (
√
|g|) = 0, ∇σ (εαβγ) = 0, ∇σ (gµα) = 0, ∇σ (gνβ ) = 0, şeklinde bulunur.

Ayrıca ∆ψ =−∇µ∇µψ olmak üzere

?d(
√
|g|∇µψωνgµαgνβ

εαβγdxγ)= (−1)s[∆ψω+∇µ∇νψω
µdxν−∇µψ∇

µ
ωνdxν +∇µψ∇

ν
ωνdxµ ]
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eşitliğini buluruz. Böylece S 1-formunu

S = 1
ν
[(−1)s(∆ψω +∇µ∇νψωµdxν −∇µψ∇µωνdxν +∇µψ∇νωνdxµ)

+? (dψ ∧?dω)+ψ ?d ?dω],
(2.4)

şeklinde de ifade edebiliriz.

EK 2.1. Konformal Killing Denklemi

Konformal Killing denklemi LX g = 2κg ile verilir (κ koordinatların fonksiyonu ve g

metrik). Ayrıca X konformal Killing vektör olmak üzere LX gµν =∇µXν +∇νXµ şeklindedir.

Buradan ω konformal Killing vektörü X’in metrik duali olmak üzere bu denklemi

∇µων +∇νωµ = 2κgµν (2.5)

şeklinde yazabiliriz. Burada Γα
µν = (1/2)gαβ (gµβ ,ν +gνβ ,µ −gµν ,β ) ve ω = ωαdxα olmak

üzere ∇µων = ∂µων −Γα
µνωα ile verilir. Konformal Killing denklemi κ = 0 için çözülürse

Killing 1-form , κ = 1 için çözülürse konformal Killing 1-form vektörü elde edilir. Ayrıca

Γα
µν = Γα

νµ dır. Örnekler için bu denklemler ve çözümleri aşağıdaki gibidir.

Örnek 3.1.2.1: Metrik

ds2 =−r2dϕ
2 +dx2 +dr2, (2.6)

olmak üzere

∂0ω0− (1/r)ω0 = −κr2,

∂0ω1 +∂1ω0 = 0,

∂0ω2 +∂2ω0 = 0,

∂1ω1 = 2κ,

∂1ω2 +∂2ω1 = 0,

∂2ω2 = 2κ,

(2.7)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 0 iken ω = (0,1,0) vektörü bu

denklemleri sağladığı için bir Killing vektördür, böylece ω = ω1 olarak alabiliriz.
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Örnek 3.1.2.2: Metrik

ds2 =−dt2 +dx2 +dz2, (2.8)

olmak üzere

∂0ω0 = −κ,

∂0ω1 +∂1ω0 = 0,

∂0ω2 +∂2ω0 = 0,

∂1ω1 = κ,

∂1ω2 +∂2ω1 = 0,

∂2ω2 = κ,

(2.9)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 0 iken ω = (x,−t,0) vektörü bu

denklemleri sağladığı için bir Killing vektördür, böylece ω = xω0− tω1 olarak alabiliriz.

Örnek 3.1.2.3: Metrik

ds2 =−dt2 +dr2 + r2dϕ
2, (2.10)

olmak üzere

∂0ω0 = −κ,

∂0ω1 +∂1ω0 = 0,

∂0ω2 +∂2ω0 = 0,

∂1ω1 = κ,

∂1ω2 +∂2ω1− (2/r)ω2 = 0,

∂2ω2 + rω1 = κr2,

(2.11)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 0 iken ω = (1,0,0) vektörü

denklemleri sağladığı için bir Killing vektördür, böylece ω = ω0 olarak alabiliriz.

Örnek 3.1.2.4: Metrik

ds2 =−dt2 +dr2 + r2(dϕ +Ωdt)2, (2.12)
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olmak üzere

∂0ω0 = κ(−1+Ω2r2),

∂0ω1 +∂1ω0−2Ω2rω1 +(2Ω/r)ω2 = 0,

∂0ω2 +∂2ω0−2Ωrω1 = 2κΩr2,

∂1ω1 = κ,

∂1ω2 +∂2ω1−4Ωrω1 +(2/r)ω2 = 0,

∂2ω2 + rω1 = κr2,

(2.13)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 0 iken ω = (1,0,0) vektörü

denklemleri sağladığı için bir Killing vektördür, böylece ω = ω0 olarak alabiliriz.

Örnek 3.1.2.6: Metrik

ds2 =−dudv−dvdu+dx2, (2.14)

olmak üzere

∂0ω0 = 0,

∂0ω1 +∂1ω0 = −2κ,

∂0ω2 +∂2ω0 = 0,

∂1ω1 = 0,

∂1ω2 +∂2ω1 = 0,

∂2ω2 = κ,

(2.15)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 0 iken ω = (1,0,0), ω = (0,1,0) ve

ω = (0,0,1) vektörleri denklemleri sağladığı için birer Killing vektördür, böylece ω = ω0,

ω = ω1 veya ω = ω2 olarak alabiliriz.

Örnek 3.1.2.7: Metrik

ds2 =−dr2 + r2dθ
2 + r2sinh2

θdϕ
2, (2.16)
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olmak üzere

∂0ω0 = −κ,

∂0ω1 +∂1ω0− (2/r)ω1 = 0,

∂0ω2 +∂2ω0− (2/r)ω2 = 0,

∂1ω1− rω0 = κr2,

∂1ω2 +∂2ω1−2(coshθ/sinhθ)ω2 = 0,

∂2ω2− r sinh2
θω0 + sinhθ coshθω1 = κr2 sinh2

θ ,

(2.17)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 1 iken ω = (−r,0,0) vektörü

denklemleri sağladığı için bir konformal Killing vektördür, böylece ω = −rω0 olarak

alabiliriz.

Örnek 3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.3.3: Metrik

ds2 = (L/z)(−dt2 +dx2 +dz2), (2.18)

olmak üzere

∂0ω0 +(1/2z)ω2 = −κ(L/z),

∂0ω1 +∂1ω0 = 0,

∂0ω2 +∂2ω0 +(1/z)ω0 +(1/z)ω2 = 0,

∂1ω1− (1/2z)ω2 = κ(L/z),

∂1ω2 +∂2ω1 +(1/z)ω1 = 0,

∂2ω2 +(1/2z)ω2 = κ(L/z),

(2.19)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 0 için ω = ( 1
Lz ,0,0), ω = (0, 1

Lz ,0)

ve ω = ( 1
Lz ,∓

1
Lz ,0) vektörleri denklemleri sağladığı için birer Killing vektördür, böylece

ω = (1/L)(1/z)ω0, ω = (1/L)(1/z)ω1 veya ω = (1/L)(1/z)(ω0∓ω1) olarak alabiliriz.

Örnek 3.1.4.1: Metrik

ds2 =−A2(r)dt2 +(1/A2(r))dr2 + r2dθ
2, (2.20)
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olmak üzere (A2(r) = 1−Λr2)

∂0ω0−Λr(1−Λr2)ω1 = κ(−1+Λr2),

∂0ω1 +∂1ω0 +(2Λr)/(1−Λr2)ω0 = 0,

∂0ω2 +∂2ω0 = 0,

∂1ω1− (Λ/r)/(1−Λr2)ω1 = κ(1/1−Λr2),

∂1ω2 +∂2ω1− (2/r)ω1 = 0,

∂2ω2 + r(1−Λr2)ω1 = κr2,

(2.21)

konformal Killing denklemlerine ulaşırız. Buradan κ = 0 için ω = (A2,0,0) vektörü

denklemleri sağladığı için bir Killing vektördür, böylece ω = Aω0 olarak alabiliriz.

Ayrıca ωa temel 1-form, ωab bağlantı 1 formu, Ra
b eğrilik 2-formu ve Ra

bcd Riemann eğriliği

olmak üzere Ra
b = dωa

b + ωa
c ∧ωb

c = (1/2)Ra
bcdωc ∧ωd ile verilir. Burada Rba = −Rab,

Rabcd =−Rbacd =−Rabdc ve Rabcd =Rcdab eşitlikleri sağlanır. Rcd =Ra
cad: Ricci tensör omak

üzere Rab = Rba dır. Ra
a ise skaler eğriliktir.

EK 2.2. Hipergeometrik Denklem Ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

Hipergeometrik denklem a,b ve c sabit sayılar olmak üzere

x(1− x)
d2ϕ(x)

dx2 +[c− (a+b+1)x]
dϕ(x)

dx
−abϕ(x) = 0, (2.22)

şeklinde verilir. Bu denklemin x = 0 , x = 1 ve x = ∞ olmak üzere 3 tane singüler noktası

bulunmaktadır. |x|< 1 bölgesinde bir çözümü F (a,b;c;x) hipergeometrik fonksiyon olmak

üzere ϕ1 = F (a,b,c;x) ile ifade edilir. Hipergeometrik fonksiyon hipergeometrik serilerle

ifade edilir.

EK 2.3. Assosye Legendre Fonksiyonları

Assosye Legendre diferansiyel denkleminin: (1−x2)y′′−2xy′
[
l(l+1)− m2

1−x2

]
y = 0 çözümü

Pm
l (x) 1. tür assosye Legendre fonsiyonu ve Qm

l (x) 2. tür assosye Legendre fonksiyonudur.

m = 0 için bu fonksiyonlar Legendre fonksiyonlarına iner, 2. tür Ql(x) fonsiyonunun
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yineleme bağıntıları

(x2−1)Q′l(x) = (l +1)[Ql+1(x)− xQl(x)],

Q′l+1(x)− xQ′l(x) = (l +1)Ql(x),
(2.23)

ile verilir [75, s.161], [76, s.184]

EK 3. Mini-Twistör Metodu

Trkalyan alan F 2-formunun bileşenleri (2+1) boyuttaki Klein-Gordon denklemini sağlar.

Daha açık olarak, bileşenler A(t,x,z) ,B(t,x,z) ve C(t,x,z) olmak üzere (2.4) denkleminden

�2
3A = ν

∂C
∂ t −

∂ 2B
∂ z∂ t +

∂B
∂x −

∂ 2C
∂ z∂x +

∂ 2B
∂ t∂ z +

∂ 2C
∂x∂ z

= ν(∂C
∂ t +

∂B
∂x ) = ν(−νA) =−ν2A =−k2A, ν = k

(3.1)

�2
3B = − ∂ 2A

∂ z∂ t −
∂ 2C
∂x∂ t +ν

∂A
∂x +

∂ 2C
∂ t∂x −ν

∂C
∂ z +

∂ 2A
∂ t∂ z

= −ν(∂C
∂ z −

∂A
∂x ) =−ν2B =−k2B, ν = k

(3.2)

�2
3C = −ν

∂A
∂ t −

∂ 2B
∂x∂ t +

∂ 2A
∂ z∂x +

∂ 2B
∂ t∂x −ν

∂B
∂ z −Axz

= −ν(∂A
∂ t +

∂B
∂ z ) =−ν2C =−k2C, ν = k

(3.3)

(3.44) denklemine ulaşırız.

Denklem (3.59), (3.60) ve (3.61)’i elde edebilmek için, eşitlik (3.58) ile verilen F’nin

bileşenlerinin türevlerini

At =
∫
C

e−k f [(−k/2)(ω−1/ω)L+(1+ω
2)Lη ]dω ,

Ax = 2
∫
C

e−k f
ωLη dω ,

Bx = 2
∫
C

e−k f
ωMη dω ,

Bz =
∫
C

e−k f [(−k/2)(ω +1/ω)M+(−1+ω
2)Mη ]dω ,

Ct =
∫
C

e−k f [(ω−1/ω)N dω +(1+ω
2)Nη ]dω ,
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Cz =
∫
C

e−k f [(−k/2)(ω +1/ω)N +(−1+ω
2)Nη ]dω ,

şeklinde buluruz,
(

f = (1/2)[(t + z)ω − (t − z)/ω] ve ηx(ω) = t − z + 2xω + (t + z)ω2)
. Böylece (2.4) denkleminden ν = k olmak üzere (3.59), (3.60) ve (3.61) denklemlerine

ulaşırız.

EK 3.1. Modifiye Bessel Fonksiyonları

Modifiye Bessel diferansiyel denkleminin: x2y′′+xy′−(x2+ν2)y = 0 çözümü sırasıyla 1.tür

modifiye Bessel fonksiyonu Iν(x) (non-singüler) ve 2.tür modifiye Bessel fonksiyonu Kν(x)

(singüler) ile verilir.

2.tür Bessel fonksiyonunun yineleme bağıntıları

zKν−1(z)− zKν+1(z) = −2νKν(z)

Kν−1(z)+Kν+1(z) = −2 d
dzKν(z)

K−ν(z) = Kν(z)
d
dzK0(z) = −K1(z)

zd
z Kν(z)+νKν(z) = −zKν−1(z)

zd
z Kν(z)−νKν(z) = −zKν+1(z)

(3.4)

ile verilir [68, s.929].

EK 3.1.1. Modifiye Bessel Fonksiyonlarının Kontur İntegral İfadeleri

1.tür modifiye Bessel fonksiyonunun integral ifadesi

In(ξ ) =
1
π

π∫
θ=0

eξ cosθ cosnθ dθ , (3.5)

ile verilir [77, s.376]. Buradan In(−ξ ) = (−1)nIn(ξ ) eşitliğini yazabiliriz. Eşitlik (3.5)’i

kullanarak gerekli formülleri üretebiliriz.

A= p2−q2+a2−b2 , B= 2(pq+ab) , C = p2+q2−a2−b2 , D= 2(ap+bq) , m= 0,1,2, ...
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olmak üzere

2π∫
θ=0

epcosθ+qsinθ sin(acosθ +bsinθ −mθ)dθ =

iπ[(b− p)2 +(a+q)2]−m/2[(A+ iB)m/2Im(
√

C− iD)− (A− iB)m/2Im(
√

C+ iD)],

(3.6)

2π∫
θ=0

epcosθ+qsinθ cos(acosθ +bsinθ −mθ)dθ =

π[(b− p)2 +(a+q)2]−m/2[(A+ iB)m/2Im(
√

C− iD)+(A− iB)m/2Im(
√

C+ iD)],

(3.7)

2π∫
θ=0

epcosθ+qsinθ ei(acosθ+bsinθ−mθ) dθ = 2π[(b− p)2+(a+q)2]−m/2(A−iB)m/2Im(
√

C+ iD)],

(3.8)

ile verilir [68, s.496].

Burada a = b = 0 , p = −ξ , q = 0 seçersek ve Im(−ξ ) = (−1)mIm(ξ ), (
√

C = p = −ξ )

eşitliğini kullanarak

2π∫
θ=0

e−ξ cosθ e−imθ dθ = 2π(−1)mIm(ξ ), (3.9)

buluruz. Ayrıca (3.5) eşitliğinden

2π∫
θ=0

e−ξ cosθ cosmθ dθ = 2π(−1)mIm(ξ ),

2π∫
θ=0

e−ξ sinθ cosmθ dθ = 0, (3.10)

yazabiliriz.

2.tür modifiye Bessel fonksiyonları için aşağıdaki integral ifadeleri

∞∫
s=0

e−x
√

s2+σ2 1√
s2 +σ2

cos(zs)ds = K0(σ
√

x2 + z2), (3.11)
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[78, s.17] ve

∞∫
s=0

e−x
√

s2+σ2
cos(zs)ds = σ

x√
x2 + z2

K1(σ
√

x2 + z2), (3.12)

[78, s.16] ve

∞∫
s=0

e−x
√

s2+σ2 s√
s2 +σ2

sin(zs)ds = σ
z√

x2 + z2
K1(σ

√
x2 + z2), (3.13)

[78, s.75] ve

∞∫
s=0

e−x
√

s2+σ2
sin(zs)sds = σ

2 xz
x2 + z2 K2(σ

√
x2 + z2), (3.14)

[78, s.75], Re[σ ]> 0 , Re[x]> 0 ve z > 0 kullanacağız.

EK 4. Ultrahiperbolik Dalga Denklemi: Klasik John Dönüşümü Çözümünün
İndirgemesi

Schwartz uzayı: S(Rn), f ∈C∞(Rn) ve α,β ∈ Nn
0 olmak üzere |x| → ∞ için xα∂ β f (x)→ 0

koşulunu sağlayan f : Rn→C fonksiyonlarının topolojik vektör uzayıdır. Burada α,β ∈Nn
0

ve f ∈ S(Rn) için ‖ f‖α,β = sup
Rn
|xα∂ β f | eşitliği yazılabilir.

Denklem (3.112), (3.113) ve (3.114)’ü elde edebilmek için, eşitlik (3.111) ile verilen F’nin

bileşenlerinin türevlerini

Ax = 2
∞∮
−∞

e−k f Lηsds,

At =

∞∮
−∞

e−k f [−k
2
(−1+ s2)

s
L+(1+ s2)Lη ]ds,

Bx = 2
∞∮
−∞

e−k f Mηs]ds ,

Bz =

∞∮
−∞

e−k f
[
− k

2
(1+ s2)

s
M+(−1+ s2)Mη

]
ds,
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Ct =

∞∮
−∞

e−k f [−k
2
(−1+ s2)

s
N +(1+ s2)Nη ]ds ,

Cz =

∞∮
−∞

e−k f [−k
2
(1+ s2)

s
N +(−1+ s2)Nη ]ds,

buluruz,
(

f = (1/2)[(t + z)s− (t − z)/s] ve η = t − z + 2xs + (t + z)s2
)

. Böylece (2.4)

denkleminden ν = k olmak üzere (3.112), (3.113) ve (3.114) denklemlerine ulaşırız.

Ayrıca Ek 3.1.1’deki (3.6) eşitliğinde (analitik süreklilikten) n = 0 için ξ → iζ ⇒ I0(ξ )→

J0(ζ ) olmak üzere

J0(ζ ) =
1
π

π∫
θ=0

eiζ cosθ dθ , (4.1)

olarak ifade edilir [77, s.360].

EK 5. Ultrahiperbolik Dalga Denklemi: Twistör Çözümünün İndirgemesi

Denklem (3.139), (3.140) ve (3.141)’i elde edebilmek için, eşitlik (3.138)’de verilen F’nin

bileşenlerinin türevlerini

At = 2i
∮

C:|z|=1

ekgLη

1
z

dz ,

Ax1 =
∮

C:|z|=1

ekg
[
k
(z+ z)

2
L+(z− z)Lη

]1
z

dz ,

Bx1 =
∮

C:|z|=1

ekg
[
k
(z+ z)

2
M+(z− z)Mη

]1
z

dz ,

Bx2 = i
∮

C:|z|=1

ekg
[
k
(z− z)

2
M+(z+ z)Mη

]1
z

dz ,

Ct = 2i
∮

C:|z|=1

ekgNη

1
z

dz ,

Cx2 = i
∮

C:|z|=1

ekg
[
k
(z− z)

2
N +(z+ z)Nη

]1
z

dz ,
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buluruz,
(

g= (1/2)[(z+z)x1+ i(z−z)x2] ve η = (z−z)x1+ i(z+z)x2+2it2
)

. Böylece (2.4)

denkleminden ν = k olmak üzere (3.139), (3.140) ve (3.141) denklemlerine ulaşırız.
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Doğum Yeri Zonguldak
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