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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler Aciklama

TS? : 2-kiirenin teget demeti

TCP! : 1-boyutlu kompleks projektif uzayin holomorfik teget demeti
TRP! : 1-boyutlu reel projektif uzayin teget demeti

S(R?) : Schwartz uzay1

d : Dag tiirev (diferansiyel)

0 : Dig tiirevin eslenigi (kodiferansiyel)

* : Hodge yi1ldiz dualite operatorii

F : Alan 2-formu

guv : Manifold iizerinde metrik

X : Konformal Killing vektorii

Lx : Lie tiirevi

A,V : Topolojik kiitle

A : Laplace-Beltrami operatorii

o, : r-form

D% : 2+1 boyutta dalga operatorii

D% : 3+1 boyutta dalga operatorii

V? : Diiz uzayda Laplace operatorii

O(x—xp) : Dirac delta fonksiyoneli

D, : Parabolik-silindirik fonksiyon

I Y : m. mertebeden 1. ve 2. tiir Bessel fonksiyonlar1

Ly, K, : m. mertebeden 1. ve 2. tiir modifiye Bessel fonksiyonlari
U(u), V(v) : Modifiye Mathieu ve Mathieu fonksiyonlari

Jis Vi : [. mertebeden 1. ve 2. tiir kiiresel Bessel fonksiyonlari
PO : [. mertebeden 1. ve 2. tiir assosye Legendre fonksiyonlari

F(a,b;c;x) : Hipergeometrik fonksiyon

Kisaltmalar Aciklama

AdS : Anti de Sitter
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das : de Sitter

Rot : Rotasyonel (curl); V X operatorii
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1. GIRIS

Rotasyon (curl) operatorii diiz Oklidyen uzay R3’de tamimlanmis olup bu operatériin
ozvektorleri ile ilgili caligmalar yillar Oncesine dayanmaktadir. Bilinen ilk c¢aligmalar
Gromeka ve Beltrami tarafindan yapilmigtir [1, 2]. Bu nedenle bu 6zvektorler, 6zellikle

hidrodinamikte Beltrami alan1 olarak adlandirilir (Bkz. Ek 1).

Sabit 6zdegere sahip Beltrami alanlar iizerinde sistematik olarak ilk defa Trkal
calismistir [3, 4]. Bu alanlar fizikte ve matematikte akigkanlar dinamigi, plazma fizigi
ve manyetohidrodinamik, elektromanyetizma, astrofiziksel manyetik alanlar, alan teorisi,

kontakt geometri ve harmonik morfizmalar alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir.

Trkalyan vektorlerin alan teorik ornekleri olarak, kuvvet icermeyen (force-free) alanlari

[5-13] (Bkz. Ek 1) ve Oklidyen topolojik kiitleli Abelyan ayar teorisini verebiliriz [14-16].

Topolojik kiitleli teoriler 1981 yilinda Schonfeld, 1982 yilinda ise Deser, Jackiw ve
Templeton tarafindan (2+1) boyutlu Minkowski uzay:1 veya 3 boyutlu Oklidyen uzayda
tammlanmugtir [14-16]. Ug boyutlu teoriler giiniimiizde fizik ve matematik kavramlarinin
calistlmast icin bir laboratuvar gorevi gormektedir. Topolojik kiitleli teoriler standart
Maxwell, Yang-Mills, Einstein terimlerinin yaninda topolojik orjinli Chern-Simons

teriminden gelen topolojik kiitle terimini icermektedir [17].

Bu c¢alismada Rot operatoriiniin sabit 6zdegere sahip 6zvektorlerini Trkalyan alan olarak

isimlendirecegiz.

Sabit veya sabit olmayan 6zdegere sahip kuvvet icermeyen alanlar (manyetohidrodinamik ve
plazma fizigi) ve Beltrami alanlar1 (akigkanlar dinamigi) dogal olarak zaman boyutu harig {i¢
boyutlu uzayda tanimlanir. Bundan dolay: Trkalyan alanlarla ilgili Oklid ize sahip, genellikle
diiz manifoldlar iizerinde c¢alisilmistir. Literatiirde bu konuyla ilgili ¢ok fazla ¢alismada

bulunmaktadir. Bu calismalarin hepsini burada aktarmak miimkiin degildir.

Topolojik kiitleli Abelyan ayar teorisi aslen ii¢ boyutlu bir teori oldugundan dogal olarak {i¢

boyutlu uzayda veya uzayzamanda tanimlanir [14-16]. Bu alan benzer bir 6zdeger esitligi



sagladigindan Lorentziyen ize sahip Trkalyan alana ornek olarak gosterilebilir.

Topolojik kiitleli Abelyan ayar teorisi fizikte manyetik monopoller [18-20] ve instantonlar
[21-23], anyonlar [24-28] ve vorteksler [29, 33], Hall etkisi [28, 34, 35], siipersimetrik
teoriler [36, 37] ve sicim teorisi [37], yliksek sicaklik siiper iletkenligi [38], degismeli
olmayan (noncommutative) geometri [35, 39, 40], holografi [41] ve AdS/CFT karsiliklilig1

(correspondence) [42-44] alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir.

Oklid ize sahip diiz uzay R? iizerinde tanimli Trkalyan alanlarla ilgili dikkate deger ¢coziim

metodlar1 bulunmaktadir.

Ornegin, Chandrasekhar-Kendall [9] Trkalyan alanlarin ¢oziimii icin bir metod vermistir.
Chandrasekhar ve Kendall, kuvvet icermeyen manyetik alan problemini, rot operatoriiniin
sabit 0zde8ere sahip Ozvektorleri ile ifade ederek ¢Oziimii polodial ve torodial vektor

alanlarinin toplami olarak ifade etmislerdir.

Ayrica, (3+1) boyutlu Lorentziyen uzayzamanda Maxwell denklemlerinin Hertz
potansiyeliyle ¢oziimiinde, konformal Killing vektorii kullanilarak Chandrasekhar-Kendall

¢Ozlimii Benn ve Kress tarafindan elde edilmistir [45].
Diger bir metod, R iizerinde tanimli Trkalyan alanlarla ilgili mini-twistor ¢oziimiidiir [46] .

Fiziksel ve matematiksel onemine ragmen, Lorentziyen uzayzamanda (ve Oklid ize
sahip egri uzayzamanda) tanimli Trkalyan alanlarla ilgili sistematik ¢6ziim yoOntemleri

gelistirilmemistir.

Biz bu tez ¢calismasinda, (2+1) boyutlu Lorentziyen ize sahip uzayzamanda tanimli Trkalyan

alanlar iizerinde calisacagiz.

Oncelikle bu alanlar icin diiz veya egri uzayzamanda Chandrasekhar-Kendall metodunu
gelistirecegiz. Ikinci olarak yine bu denklem icin R?T! uzayzamaninda gegerli

mini-twistor ¢oziimiinii  sunacagiz. Daha sonra ultrahiperbolik dalga denkleminin

R2+2

indirgemeleri {izerinde calisacagiz. uzayzamaninda tamimli ultrahiperbolik dalga

denkleminin John (X-151m1) doniisiimii ¢6ziimiinii indirgeyerek bir ¢odziim sunacagiz.
Ayrica, Radon doniisiimii yaklasiminda Minkowski uzayzamaninin diizlemsel uzaysal

kismmin dogrulardan olustugunu varsayarak ¢oziim sunacagiz. En son olarak yine R>*2



uzayzamaninda tanimli ultrahiperbolik dalga denkleminin twistor ¢oziimiiniin indirgemesi

metodunu yazacagiz.

Boliim 3.1°de, Chandrasekhar-Kendall metodunda diferansiyel formlardan faydalanacagiz.
Egri uzayzamandaki Trkalyan alan, vektor Klein-Gordon denklemini saglar. Bu alani, skaler
Klein-Gordon tipi bir denklemi saglayan Debye potansiyeli ile bir konformal Killing 1-formu

iceren Hansen 1-formlarini kullanarak ifade edecegiz [47, 48].

Topolojik kiitleli Abelyan ayar teorisinde, tek bir serbestlik derecesine sahip eksitasyonlarin
skaler bir alanla temsil edildigi daha 6nce tartisilmigtir [15, 44]. Minkowski uzayzamaninda
taniml1 bu teorinin ¢oziimii serbest, kiitleli skaler, sadece Klein-Gordon, alani cinsinden
verilir [15]. Bu durum 06zel bir Killing 1-formun varhigindan kaynaklanmaktadir. Daha
sonra gorecegimiz gibi farkl Killing 1-formlar kullanildiginda Klein-Gordon denklemi daha

karmagik hale gelir.

Chandrasekhar-Kendall metodundaki genellestirmemiz, egri uzayzaman (veya uzay)
tizerinde tanimli Trkalyan alanlari, skaler alan: Debye potansiyeli ve uyumlu bir konformal

Killing 1-form cinsinden kurmamizi saglayacaktir.

Gelistirdigimiz Chandrasekhar-Kendall metodu i¢in, oncelikle Minkowski uzayzamaninda
cesitli koordinatlar kullanarak ¢6ziim érnekleri sunacagiz. Bu orneklerde Oklidyen silindirik
Chandrasekhar-Kendall ¢oziimiine karsilik gelen Minkowskiyen ¢oziim siniflart iizerinde
duracagiz. Bu smifin en alt diizeydeki liyesi, radyasyon yaymayan nokta yiikiinden
kaynaklanan, zamandan bagimsiz bir alandir. Bu alan monopoller, vorteksler ve anyonlar

kapsaminda bir ¢cok kez caligilmistir [16, 24-27].

Ayrica, Anti-de Sitter (AdS) uzaymnin bir Poincaré yamasi ve daha sonra de Sitter (dS)
uzayzamaninda ¢oziim Ornekleri sunacagiz. AdS uzayzamaninda tanimli topolojik kiitleli
elektromanyetik alanlarla ilgili daha once yapilan caligmalarda bulunan ¢oziimlerin [43, 44]

benzerlerini burada Chandrasekhar-Kendall metoduyla gelistirecegiz.

Bolim 3.2°de, Minkowski uzayzamant: R2*+! {izerinde tamimli Trkalyan alan denklemini

mini-twistorleri kullanarak ¢cozecegiz.

Mini-twistor uzay: ilk defa Hitchin tarafindan tanimlanmistir [49], (ayrica referans [50]’ye

bakiniz), Minkowski uzayzamani iizerindeki mini-twistdrler Ward’in makalesinde detayli



olarak aciklanmustir [51]. Mini-twistor uzayr R*’de yonlendirilmis dogrularin olusturdugu
uzay TS?dir. Bunu TCP! olarak da yazmak miimkiindiir [49]. Bu mini-twistor uzayi, (3+1)
boyutlu Minkowski uzayzamaninin twistdr uzaymin zaman otelemesi ile verilen Killing

vektoriiniin etkisine bolimii olarak da bulunabilir.

Cok basit bir ifade ile twistor teorisi, (3+1) boyutlu Minkowski uzayzamaninda tanimli dalga
denklemi i¢in holomorfik fonksiyonlar kullanilarak kontur integral ¢oziimiiniin yazilmasina

dayanir [52].

R2+1 izerinde tanimli Klein-Gordon denkleminin ¢Oziimiinii, R3*! {izerinde tanimli
hiperbolik dalga denkleminin twistdr ¢Oziimiiniin uzaysal harmonik (y koordinatinda)
indirgemesi seklinde yazabiliriz. Boyle bir mini-twistor gosterimi yazarak Minkowski
uzayzamani lizerinde tanimli Trkalyan alan denkleminin mini-twistor ¢6ziimiinii sunacagiz.
Bu indirgeme sonucu Trkalyan alani, bir 1s1msal (null) form, keyfi bir fonksiyon ve iistel bir

carpan cinsinden ifade edecegiz.

Bu ifadede, harmoniklik kosulunda secilen integrasyon c¢arpaninin uzayzaman kismu iistel
carpan olarak yer alir. Boylece ¢Oziimlerde secilen integrasyon c¢arpaninin uzayzaman
kismini1 iceren benzer formlara ulasilir. Bu tez ¢alismasinda, Trkalyan alan ¢oziimiinii,

harmoniklik kosulunun genel ¢6ziimiinii kullanarak yazacagiz.

Ayrica bu boliimde, Chandrasekhar-Kendall metodunda Debye potansiyeli i¢cin mini-twistor

¢coziim Ornekleri verecegiz.

Daha sonra R**? iizerinde tamimli ultrahiperbolik dalga denkleminin ¢oziimlerinin

indirgemesini calisacagiz.

Boliim 3.3’de R?*? uzayzamaninda tanimli ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John
(X-151n1) doniisiimii ¢oziimiiniin indirgemesini sunacagiz. Klasik John (X-151n1) doniisiimii

twistor teorisinin Onciilii olarak goriilebilir [53].

R**2 iizerinde tamimli ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John doniisiimii [54] ile
verilen ¢oziimiin indirgemesini yaparak, R>*! iizerinde tanimli Klein-Gordon denkleminin

¢cOziimiinii sunacagiz ve Trkalyan alan ¢6ziimiinii kuracagiz.

Bu indirgeme sonucu buldugumuz ¢6ziim mini-twistdr ¢oziimiiniin reel bir benzeri olarak



goriilebilir. Klasik John doniisiimii ve twistorler arasindaki iligki iizerine daha 6nce cesitli
calismalar yapilmistir [55-57]. Bizim buldugumuz ifade de bu iligkinin mini-twistorler i¢in

bir 6rnegini olusturmaktadir.

Radon doniistimii metodunda ise Minkowski uzayzamaninin diizlemsel uzaysal kesitinin
noktalar yerine dogrulardan olustugunu varsayacagiz. Bunun sonucunda Trkalyan alan

denklemlerinin daha basit hale geldigini gorecegiz.

Boliim 3.4’de ise R>*? iizerinde tammli ultrahiperbolik dalga denkleminin twistorel

cOziimiinii [56] indirgeyerek ¢oziim yazacagiz.

Kompaktlastirilmis, John doniisiimiiniin twistorel versiyonunu Woodhouse [56], Guillemin
ve Sternberg [58] tarafindan tartistlmisti. Woodhouse ultrahiperbolik ize sahip diiz
uzayzamanda twistor baglantisinin bir analizini sunmusgtur. Ultrahiperbolik dalga
denkleminin herhangi bir lokal ¢oziimiiniin, R>*?’nin reel twistor uzaymna ait bir

fonksiyondan iiretilebilecegini gdstermistir [53].

Bu yoOntemlerin her biri, altinda yatan geometrik yapiya bagl olarak kendine has yapi
ve oOzelliklere sahip oldugu i¢in bunlarin her birinin detayli olarak ayr1 ayri ¢alisilmasi
gerekmektedir. Fakat biz burada oncelikle bu metodlar1 sunacagiz. Bunlarin yapilarinin tek

tek calisilmasi ayr1 ve daha detayli bir yaklagim gerektirmektedir.



2. GENEL KISIMLAR

Trkalyan alanlar, rot operatdriiniin sabit v 6zdegerine sahip 6zvektorleridir ve
V x F(x)—VvF(x) =0, 2.1

denklemi ile verilir. Standart koordinatlar kullanarak, baz vektorleri e, e,, e3 olmak iizere
bilesenleri A(x,y,z), B(x,y,z), C(x,y,z) olan vektorii F(x) = (A,B,C) seklinde yazarsak
V x F(x) = (dC/dy — dB/dz,0A/dz — dC/dx,dB/dx — dA/dy) ile verilir. Denklem
(2.1)’den

dC JB JdA dC dB JA
8_y_8_z_VA_0’ a—z—x—\’B—O, a—a—y—vc—()» (2.2)

esitliklerine ulagiriz. Denklem (2.1)’de her iki tarafin diverjansini alirsak V- (V x F) =0
oldugundan V - F = 0 buluruz.

Yine denklem (2.1)’de her iki tarafin rotasyonelini (curl) aldigimizda V’F = —i*F ,(k=vV)
oldugunu kolayca gorebiliriz, [(V x (V x F) = V(V-F) — V*F].

Bu denklemi diferansiyel formlar1 kullanarak yazacagiz.

Oklid uzay1 R¥’de ds? = dx? +dy* + dz* metrigi ile Hodge-y1ldiz operatorii x(dy A dz) = dx,
*(dz Adx) = dy, x(dx Ndy) = dz ve x> = 1 olarak tanimlanur, (ilgili notasyon ve kabuller igin
Boliim 3.1%in girisinde verilen referansa bakiniz). Alan 2-formu: F’nin bilesenleri A(x,y, z),
B(x,y,z) ve C(x,y,z) olmak tizere F = Ady Adz+ Bdz Ndx+Cdx A\dy ise xF = Adx+ Bdy +
Cdz olarak bulunur. Trkalyan alan denklemi (2.1)’1

(xd — V) *F =0, (2.3)

seklinde yazabiliriz. Bu denklemin her iki tarafina d* islemini uygularsak dF = 0 buluruz ve

yine denklem (2.2) ile ayn1 sonuglara ulasiriz.

Bu denklemi diiz veya egri, Oklidyen veya Lorentziyen ize sahip manifoldlar iizerinde

cozmeyi amagliyoruz.



Minkowski uzayzamam R>T!"de ds® = —dt? + dx* + dz* metrigi ile Hodge-y1ldiz operatorii
*(dt A dx) = —dz, x(dx Ndz) = dt, x(dz Ndt) = —dx ve %> = —1 olarak tanimlanur,
(ilgili notasyon ve kabuller i¢in Bolim 3.1'in girisinde verilen referansa bakiniz).
Alan 2-formu: F’nin bilesenleri A(t,x,z), B(t,x,z) ve C(t,x,z) olmak iizere
F = Adt Ndx + Bdx Ndz + Cdz \dt ise xF = —Adz + Bdt — Cdx seklinde bulunur.
Dolayisiyla denklem (2.3)’den

dC 0JA 0B 0A JdB dC
————VB—O, a—Z—FE—VC—O, —(E—FE)—VA—O, (24)

esitliklerine ulasiriz.

Giris kisminda ifade ettigimiz iizere bu calismada Trkalyan alan denklemini ¢6zmek icin 4

tane metot kullanacagiz.

1. Chandrasekhar-Kendall metodunun Lorentziyen ize (veya Oklidyen ize) sahip

3-boyutlu (diiz veya egri) manifoldlara genellestirilmesi,
2. Mini-twistor metodu,

3. Ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John doniigiimii (X-151n1) ¢6ziimiiniin

indirgenmesi ve Radon doniisiimii,

4. Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistor ¢6ziimiiniin indirgenmesi.

Bu dort metodu daha detayli olarak sirasiyla agsagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Chandrasekhar-Kendall, H manyetik alan olmak iizere V’H + A*H = 0 vektor-dalga
denkleminin ¢oziimiinii vermigtir. Bu denklemin bagimsiz ii¢ ¢6ziimii y skaler bir fonksiyon
ve V2y + A2y = 0 olmak iizere L= Vy, T =V x (Ay) ve § = (1/A)V x T ile verilir.
Manyetik alan H =T + 8 = (1/2)V? x (Ay) 4+ V x (1) seklinde ifade edilir [9]. Bunlari
boliim 3.1°de diferansiyel formlar1 kullanarak yazacagiz. Boylece Chandrasekhar-Kendall

metodunu Oklidyen veya Lorentziyen ize sahip diiz ve egri manifoldlara genellestirecegiz.

Mini-twistorler ilk defa Hitchin tarafindan tanimlanmustir [49] (ayrica referans [50]'ye
bakiniz), Minkowski uzayzamani lizerindeki mini-twistorler Ward’in makalesinde detayl
olarak agiklanmistir [51]. Mini-twistor uzay1 R*’de yonlendirilmis dogrularin olusturdugu

uzay TS*'dir. Bunu TCP' olarak da diisiinebiliriz [49]. Ayrica TCP! mini-twistor uzayi,



C? (karmagiklastirilmis Oklid metrigine gore) uzayindaki kompleks 1smsal (null) diizlemleri

parametrize eder [49, 51].

En basit ifade ile twistor teorisi, (3+1) boyutlu Minkowski uzayzamaninda tanimli dalga
denkleminin ¢oziimiinii holomorfik fonksiyonlarin kontur integralleri ile ifade etmeye

dayanir [52].

Reel R2*! uzayzamaninin mini-twistor uzayt TRP!, RZ+1*deki 1sinsal (null) diizlemlerin
uzayidir [59]. Bunun bir kompleks genislemesi (kompleksifikasyonu) TCP' ise
bir holomorfik teget demetidir. Biz mini-twistorler icin kompleks bir bakis acisi

benimseyecegiz.

Bolim 3.2°de Minkowski uzayzamani R**!’deki Klein-Gordon denkleminin ¢oziimiinii,
R3*! {izerinde taniml1 hiperbolik dalga denkleminin twistor ¢oziimiiniin uzaysal harmonik
(y koordinatinda) indirgemesi ile yazacagiz. Bu ¢oziimii kullanarak R>*! iizerinde taniml

Trkalyan alan denkleminin ¢6ziimiinii kuracagiz.

R>*?2 iizerinde tanimli (—9? /91> + 92 /dx* — 3% /dy* 4+ 9° /dz*) w = 0: ultrahiperbolik dalga
denklemi o = x4y, ap =t+2z B =t —2z B = x — y degiskenleri ile d>y/da;dB; —
9>y /d 09 By = 0 John denklemi haline gelir.

John denkleminin ¢6ziimii John (X-1s1n1) doniistimii ile verilir. Schwartz uzay1 S (R3)’e ait bir
fonksiyonunun John (X-151n1) doniisiimii, bu fonksiyonun R>’deki dogrular iizerinde integrali
olarak tanimlanir. Bu nedenle bu doniisiim 6zellikle matematiksel tomografide X-1s1n1 olarak

da adlandirilir.

Boliim 3.3°de R?*! iizerinde tanimli Klein-Gordon denkleminin ¢oziimiinii R**? iizerinde
taniml1 ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John (X-151n) doniisiimii ile verilen
cOziimiiniin indirgemesiyle sunacagiz ve bunu kullanarak Trkalyan alan ¢6ziimiini

kuracagiz.

Kompaktlastirilmis bir John déniisiimii, RP? (R*’iin bir kompaktlastirilmasi) uzayinda
diizgiin bir fonksiyonun, yonlii jeodezikler iizerinde integrali olarak verilmigstir [56].
Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistdr ¢oziimii Woodhouse tarafindan yapilmigtir
[56]. Bu ¢oziim R*de bulunan 2-diizlemlerin olusturdugu Grassmannian uzayi iizerinde

tanimlidir ve John’un ultrahiperbolik dalga denklemini saglar [53].



Boliim 3.4’de R**? iizerinde tanmimli ultrahiperbolik dalga denklemini 56. referansin
notasyonu ile ifade edecegiz: (92/dt? + 9%/9t3 — 9% /dx7 — 9 /dx3)y = 0. Bu denklemin
twistor ¢oziimiiniin indirgemesini yaparak R>*! iizerinde tanimli Klein-Gordon denkleminin

¢cOziimiinii sunacagiz. Bu ¢oziimii kullanarak Trkalyan alan ¢6ziimiinii yazacagiz.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. CHANDRASEKHAR-KENDALL METODU

Bu boliimde Chandrasekhar-Kendall metodunu diferansiyel formlarla ifade ederek
Lorentziyen ize sahip (veya Oklidyen ize sahip diiz veya egri) uzayzamanda tanimli Trkalyan

alan denklemini ¢6zecegiz.

Trkalyan alan 2-formu F, (A — cv?) % F = 0 denklemini saglar. M" boyutlu manifold
iizerinde Laplace-Beltrami operatdrii A = (d + 8)? = §d +d 3§ ve @, icin dis tiirevin eslenigi
(kodiferansiyel) Oklid ize sahip metrikte S ®, = (— 1)”'(r D+ dx o, Lorentziyen ize sahip
metrikte @, = (—1)"*1) « d « @, olarak tammlanmustir [60]. Boylece Oklid ize sahip
metrikte c=1 [(A —Vv2) % F = 0, (Helmholtz denklemi)} , Lorentziyen ize sahip metrikte ise
c=-1 [(A + v2) % F = 0,(Klein-Gordon denklemi)] olur, (Bkz. Ek 2).

Laplace-Beltrami operatorii, Oklid ve Lorentziyen izde sirasiyla Laplasyen veya
D’alembertiyen (dalga) operatorlerine karsilik gelir. Biz bu boliimde Laplace-Beltrami

operatoriinii her ikisi yerine de kullanacagiz.

Hansen vektorleri [47, 48], R3 iizerinde tanimh vektorel Helmholtz denkleminin ¢cOzimil

icin kullanigh bir ayrisma saglar [9]. Bu vektorleri diferansiyel formlarla ifade edecegiz.

Chandrasekhar-Kendall metodundaki T , S ve L 1-formlarini

1 1
T =*d(yw), S:;*dT:;*d*d(I//co), L=dy, 3.1)

seklinde ifade edebiliriz. Buradaki Debye potansiyeli y skaler bir fonksiyon olmak iizere
Helmholtz (Oklid iz) ve Klein-Gordon (Lorentziyen iz) denklemlerini saglar. Ayrica @’y1
asagida gorecegimiz iizere belirli bir konformal Killing 1-form olarak alacagiz. T, S ve L
sirastyla torodial, poloidal ve skaloidal 1-formlar olarak isimlendirilir ( Ref. 13 ve oradaki

referanslara bakiniz.)

Bu denklemden goriilecegi iizere +«dT = vS esitligi zaten saglanmaktadir. Ayrica
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*d(T +8) = v(T +S) olmast igin xdS = vT esitligine ihtiyacimiz vardir.
Chandrasekhar-Kendall metodunda, denklem (2.3)’iin ¢6ziimii olan xF
1
*F:T+S:*d(1//a))+;*d*d(q/w), (3.2)

seklinde tanimlanir. Chandrasekhar-Kendall ayar potansiyeli: A = yo + (1/v) xd(yo),
F = dA olarak yazilabilir.

T ve S 1-formlarint @ ve dw terimlerini sonra kullanmak {izere form olarak koruyarak

yazarsak
T=x(dyAo)+yxdo=/|g|Vy wwvg““gvﬁeaﬁydx7+ Uxdo, (3.3)
S = Sxd*(dYyNo)+*x(dyA*xdo)+ y*dxdo]

1
v
1
v

[(—1)*(Ayw +V, VyyotdxY -V, yVEo,dx’ +V,yVYo,dx) (3.4)
+x(dy Axdw)+ yxdxdo),

olarak buluruz (Bkz. Ek 2).

T ve S 1-formlarini esitlik (3.2)’de yerine yazarsak
1
*F =x(dyNo)+y*xdo+ ;[*d* (dyNo)+*(dyA*xdo)+yxdxdw],  (3.5)
bulunur. Béylece Trkalyan alan denklemi (2.3)’iin sol tarafini

(xd —V)xF = %[*d*d*d(l//a)) —V2xd(yw)]
Lwd[(-1)*(Ay 0+ V,Vyyotdx’ —V,yVHroydx’ +V,pVY o,d)
+x(dy Axdw) + yxdxdw — v (yo)],
(3.6)

seklinde ifade ederiz. Dolasiyla (xd — v) x F = 0 denklemi ancak ve ancak xdS = vT [esitlik
(3.3), (3.4)](modiilo kapali form) olursa saglanir.

Eger @’y1 bir konformal Killing 1-form olarak alirsak (manifold iizerinde taniml1 konformal
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Killing vektor X ’in metrik duali: @, = guvX"; £xg = 2Kg)

esitligi ile denklem (3.6)’nin sag tarafin1 daha sade bir sekilde ifade edebiliriz. Ayrica s
metrikteki (—) sayis1 olmak iizere VA @y + Vy 0t = 2k8) = VYo, =3k = (—1) +xd* o
esitliklerine ulagiriz [dolayisiyla bir Killing 1-form (k = 0) ko-kapali (co-closed) xd x @ = 0].
Boylece, V,Vy ¥ =V, V, y oldugundan denklem (3.6)’daki li¢ terimi

VuVyyordx’ -V yVFoydx” +V,yVYoydxt = d(Lxy) + kdy, (3.8)
seklinde yazabiliriz. Bu esitligi denklem (3.6)’da kullanarak

(xd—V)xF = 1xd[(—1)Ayo+ixdxoAdy+*(dy A*do) (3.9)
+yxd*do—viyo], '

denklemini elde ederiz (d2>£xw = 0). Boylece alan denklemi (2.3)’iin saglanmas icin
1
(-1)Ayo+ 3 *dxONdY+*(dYy ANxdo) + yxdxdw — viyo =0, (3.10)

sartinin (modiilo kapali 1-form) saglanmasi gerektigini goriiriiz. Bu denklemdeki ilk ve
son terimler, Bolim 1.G1R1S kisminda bahsedildigi gibi serbest, kiitleli skaler, sadece
Klein-Gordon, alan denklemi [15] (Lorentziyen iz) olusturur. Chandrasekhar-Kendall’in
orjinal ¢oziimiindeki Helmholtz denklemi (Oklidyen iz) bu terimlerin benzerlerini igerir [9].
Uygun bir @ konformal Killing 1-form secimiyle arada kalan ii¢ terimi yok etmek miimkiin

olabilir.

Eger @ 1-formu kapali dw = 0 veya duali kapali (ko-kapali: co-closed) xd x @ = O (hatta
*d® ~ o) ise denklem (3.10) daha basit bir hale gelir. Bunun yan1 sira xd xd® terimi, A®

ve manifoldun egriligi ile iligkilidir.
Ayrica, bu formiilleri yukaridaki gibi yerel koordinatlar yerine dual catida da ifade edebiliriz.

Boylece w’y1 konformal Killing 1-form (metrige bagli olarak konformal Killing vektoriin
metrik duali) olarak alirsak ve denklem (3.10)’u ¢cozersek y O-formunu buluruz. Bu y ve @

ile (3.2) denkleminden alan 2-formu F’yi kurariz.
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3.1.1. Diiz Oklidyen Uzayda Céziim Ornegi

Ornek 3.1.1.1 Oklid uzayinda x! = (u?> —v?)/2, x> = uv, x> = z parabolik silindirik
koordinatlar1 kullanirsak, bu durumda metrik ds® = 1,0 ®”, Ny, = dia(1,1,1) ve dual ¢at1

o' = Adu, w?> = Adv, ®* = dz, (A> = u> +v* ) olmak iizere
ds* = A%du® + A*dv? + dZ?, (3.11)

seklinde ifade edilir. Bu metrik i¢in bir (k = 0 i¢in) Killing 1-formunun (metrik katsayilar1 z

koordinatindan bagimsiz oldugu icin) @ = dz oldugu goriiliir.

Boylece dw = 0 ve d x @ = 0 oldugundan (3.10) denklemi Ay — A%y = 0 Helmholtz
denklemi haline gelir. Daha agik olarak Ay = —1/A%(W, + W) — W, olmak iizere
Helmholtz denklemini 1/A%(W,, + W) + Wo, + A2y = 0 seklinde yazariz. Bu denklemi
degiskenlerine ayirabilmek icin w(u,v,z) = U(u)V(v)Z(z) olarak alirsak Z" + o>Z = 0,
U" — (Ku*+c)U =0ve V" — (kK*v* —c)V =0 (a* = k* + A2, c: ayrilma sabiti) diferansiyel
denklemlerine ulagiriz. Buradaki son iki denklem, yeni degiskenleri & = (2k) Y2y ve
7 = (2k)'/?v alirsak U + [p+ (1/2) — (1/4)@?]JU = 0 ve V + [q+ (1/2) — (1/4)7*]V =0
parabolik silindir diferansiyel denklemlerine iner. [¢ = c¢/(2k), p=—¢—(1/2),q=¢—(1/2)
ve () = d/d(ii/V)]. Bu diferansiyel denklemlerin ¢oziimii D, parabolik-silindirik fonksiyon
ile verilir [75, s.116-s.117]. Boylece ¢oziimii

Y= <a1€7iaz—|—a2€ia1) [lep(\/gcu)—l—sz_p_](i\/gm)} [Cqu(\/ﬂV)—FCQD_q_l(i\/ﬂ{v) ,
(3.12)

seklinde buluruz. Eger a =1, by =1, ¢c; =1 ve a; =0, by =0, ¢, = 0 alirsak
v = %D, (v 2ku)D,(v/2kv) seklinde ifade edebiliriz. Boylece (3.2) denkleminden F

1-formunu

ioz

*F = %{ﬂ[—l)p(DqH—qu_l)du+Dq(Dp+1—pD,,_l)dv}
-1 [ioc\/ﬂ[Dq(D,,+1 —pD,_1)du+D,(Dyy1 — gDy 1)dv] (3.13)

22D, D,dz | }
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seklinde buluruz. Bu ¢6ziim alan denklemini saglar [(xd — A) x F = 0].

3.1.2. Minkowski Uzayzamamnda Coziim Ornekleri

R>*! uzayzamaninda ¢, x ve z koordinatlarini kullanarak Ornekler ¢ozecegiz.
Mini-twistorlerde y koordinatinda indirgeme yazacagimiz i¢in burada y koordinati

yerine z koordinatin1 kullanacagiz.

Ornek 3.1.2.1. Minkowski uzayzamamnin z > 0, |t| < z ceyrek diliminde tanimli Rindler
dilimi iizerinde t = rsinh @, x = x, z=rcosh@: 722 — 12 = r? koordinatlarini kullanabiliriz.
Bu durumda metrik ds*> = 1., 0*@", Ny = dia(—1,1,1) ve dual ¢at1 @° = rdo, ®' = dx,
w? =dr seklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2, esitlik (2.6)]. (¢ — 7: zamansal koordinat, Rindler

uzayzamani ds® = —z2dt*> 4+ dx* + dz? metrigi ile tanimlanir [617).

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi ¢ozerek (k = O icin) Killing 1-formlarin1 bulabiliriz.
Bu denklemleri saglayan bir Killing 1-formunu @ = @' olarak alabiliriz [Bkz. Ek 2.1,
denklem (2.7)]. Boylece, dw = 0 ve d x @ = 0 oldugundan (3.10) denklemi Ay + vzw =0
Klein-Gordon denklemi haline gelir. Daha acgik olarak, Laplace-Beltrami operatorii
Ay = (1/r)VWop — Wi — (1/1)¥, — Yy olmak iizere Klein-Gordon denklemini
(1/r)Wop — Wrr — (1/7) W, — Wi + V2 = 0 seklinde yazariz. Bu denklemi degiskenlerine
ayirabilmek icin w(¢,x,r) = ®(0)X (x)R(r) olarak alirsak X" 4 kX = 0, ®" —m?® =0 ve
R" 4+ rR — (A*r? +m?)R = 0, (A> = K + v?) diferansiyel denklemlerine ulasiriz.

Buradaki son denklem, u = Ar kullanarak, modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner:
u?R 4+ uR — (u> +m*)R = 0 [() = d/du). Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii sirasiyla 1.tiir
ve 2.tir modifiye Bessel fonksiyonlari: /,, ve K, cinsinden verilir [75, s.5]. Boylece Debye

potansiyelini
Y(9.5r) = (@€ + @) (b1e™™ +bre™) [e1ln(w) + Kn(w)|,  (14)

u > 0, olarak buluruz. Eger aj =1, b =1 ve ap =0, by =0, ¢y = 0 olarak alirsak,

v(Q,x,r) = ce™ K, (1) fonksiyonu ve ® = @' Killing 1-formunu kullanarak (3.5)
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esitliginden F' 2-formunu

F = CK.em(pfin
{[@ﬂz ) Kon()+ (4 5 (Kt 0+ Ko ()| 2

[ ) 12
+| = (Y + 5 ) Kn() + 53

K1 (1) + K1 () (3.15)
Koo (i) + K,,H_z(u))] dz Adt

w—:—'%5><Km_1<u>+Km+1<u>>]dmdx}7

+H( 28 K

vr?

+

buluruz. Bu durumda eger m = O alirsak w(t,x,z) = ce”"**Ky(u) fonksiyonunu ve ayni

Killing 1-formunu kullanarak (3.5) esitliginden F alan 2-formunu

F = cx%e—"’“ [(iv sinh ¢ — kcosh @) K (u)dt A dx (3.16)
+(ivcosh @ — ksinh @) K; (u)dx Adz + iAKo(u)dr Adz|, .

buluruz.

Ornek 3.1.2.2. Minkowski uzayzamaninda metrik ds*> = 1,,0*®@", Ny = dia(—1,1,1) ve
dual cat1 ®° = dt, o' = dx, ®* = dz seklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2.1, esitlik (2.8)].

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi ¢ozerek (k = 0 i¢in) Killing 1-formlar1 bulabiliriz. Bu
denklemleri saglayan bir Killing 1-formunu @ = xdt — tdx olarak alabiliriz [Bkz. Ek 2.1,
denklem (2.9)]. Daha agik olarak, Laplace-Beltrami operatorii Ay = Wy — Yy — W, olmak
iizere denklem (3.10)’dan xAy — 2y, + vZxy = 0 ve tAy +2y; + vty = 0 denklemleri elde
edilir. Bu iki denklemden xy; + ry, = O esitligine ulagiriz. Bu denklemleri degiskenlerine
ayirabilmek icin y(z,x,z7) = w(r(t,x),z) = R(r)Z(z) olarak alirsak Z” + ax’Z = 0 ve
R" + (3/r)R — A’R = 0, (?L — Va2 +vZ ve r = Vx2—12, t = rsinhT , x = rcosh:
T zamansal koordinat olmak iizere bir Onceki Ornekte oldugu gibi Rindler metrigi,
Va=—iveya\Ja=1l:a=7F 1) diferansiyel denklemlerine ulasiriz. Buradaki son denklemde
R(r) = (1/r)H(r) doniisiimiinii uygularsak r*H” + rH' — (A*r> + 1)H = 0 denklemine

ulagiriz.

Bu denklem, u = Ar kullanarak, ak? + v < 0 icin Bessel diferansiyel denklemine iner:
w?H +uH + (u> — 1)H = 0, [() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii sirastyla 1.tiir

ve 2.tiir Bessel fonksiyonlar1 J; ve Y| cinsinden verilir [75, s.4]. Eger ak® + v > 0 ise
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bu denklem modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner: u?H + uH — (u*> + 1)H = 0,
[() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii sirasiyla 1.tiir ve 2.tir modifiye Bessel

fonksiyonlart: I} ve Kj cinsinden verilir [75, s.5]. Boylece ¢6ziimii
l//=€_iKZ C1]1(/11’)+C2K1(lr) /r, (3.17)

seklinde buluruz. Eger ¢c; = 0, ¢ = 1 alirsak y = e~ *2K7 (A r) /r fonksiyonu ve & = xdt —tdx

Killing 1-formunu kullanarak (3.5) esitliginden xF 1-formunu
1l 1
«F = ¢~ 1Kz [—Kl (Ar)(vx—ikt)dt — =K (Ar) (vt — ikx)dx — QLKO(lr)dz] ) (3.18)
r r

buluruz.

Ornek 3.1.2.3. Minkowski uzayzamaninda (uzaysal diizlemde) t =7 , x = rcos ¢, z=rsin @ :
x? + 72 = r? polar koordinatlar1 kullanarak metrik ds®> = 1N,,0*®", Ny = dia(—1,1,1) ve

dual cat1 ®° = dt, o' = dr, ®* = rd ¢ seklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2.1, esitlik (2.10)].

Konformal Killing denklemi (3.7)’y1 ¢ozerek (k = O icin) Killing 1-formlarin1 bulabiliriz.
Bu denklemleri saglayan bir Killing 1-formu @ = @° olarak alabiliriz [Bkz. Ek-2.1,
denklem (2.11)]. Boylece dw = 0 ve d x @ = 0 oldugundan (3.10) denklemi Ay + vy =0
Klein-Gordon denklemine iner. Daha agik olarak, Ay = Wy, — W, — (1/7) W, — (1/7%) Yoo
olmak iizere Klein-Gordon denklemini W, — W, — (1/7) W, — (1/7%) Woe + vy = 0 seklinde
ifade edebiliriz. Bu denklemin degiskenlerine ayrilabilmesi igin y(¢,r, @) = T (¢t)R(r)P(¢)
alirsak T" + ax*T = 0, " +m?>® = 0 ve r*R" +rR — (A*r* +m*)R =0 (A> = v? — ax?)

diferansiyel denklemlerine ulasiriz.

Buradaki son denklem, u = Ar kullanarak modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner:
w?R 4+ uR — (u> +m*)R = 0 [() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii sirasiyla 1.tiir
ve 2.tiir modifiye Bessel fonksiyonlari: 7, ve K,,, cinsinden verilir [75, s.5]. Boylece Debye

potensiyelini

y(t,ne) = (alefi*/am +azei\/a'<’> <b1€*"m¢ + bzeim‘p>

(3.19)
[C]Im(u) + CZKm(u)} )

u >0, buluruz. Eger a; = by =1 ve ap = b, = cy =0 alirsak y(t,r,@0) = ce_i(m"’Jr\/a’(’)Km(u)
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fonksiyonunu ve @ = ®° Killing 1-formunu kullanarak (3.5) esitliginden F alan 2-formunu

F = ce imo+yaxr)

vr? 2vr

{ [(% n m\/akx)Km(u) n (% . i\/ﬁxlz) (Km—l(u) +Km+1(u))]dl‘/\dx

TR, ) o (K 10+ Kt 0) 4 5K 201 2K0(0) 20
—|—Km+2(u))] dxN\dz

+ _(%x + m\/;lKZ)Km@t) + (%—f + l\/25+lx) (Km_l(bt> +Km+1(u))] dt /\dz}7
buluruz. Bu durumda, m =0, ¢; =0 ve ¢ = — 5% alirsak y(z,x,z) = (—q/2m)e V¥ Ko (u)

fonksiyonunu ve ayni Killing 1-formunu kullanarak (3.5) esitlig¢inden F alan 2-formunu

A —ik\/a 7 ;
F = —5LZ%e K\ft[(vcos(p—l\/EKsm(p)Kl(u)dt/\dx+lK0(u)dx/\dz G21)
+(vsin@ +iy/akcos @)K, (u)dt /\dz} ,

buluruz.

Kaynak 1-formunu iceren alan denkleminden: xd x FF — v« F = J, (] = Jodt + J1dx + Jordz,
F = Fydt N dx + Fipdx N dz + Foodz N dt = xF = Fppdt — Fhodx — F()ldz)
(Foi,1 + Foo2) + VFi2 = —Jo, (Fo1,0+ Fi22) + VFop = —Ji ve (Foo0 — Fi2,1) — VFoy = — >

esitliklerine ulasiriz.

Literatiirdeki vektor notasyonu ile tutarlilik amaciyla bu denklemleri vektorler cinsinden

ifade edecegiz [24-27].

Elektrik alan vektorii E = Ele; + E2e, (E l_F 1, E? = E») ve manyetik alan B olmak
iizere F = E'dt A dx + Bdx A dz + E%dt ANdz, (E\ = Fy1,B = F2,E; = Fy) seklinde
yazabiliriz. Alan denkleminden (9E! + ,E?) + vB = —Jy, (E! + B) + VE> = —J
ve (E? — d;B) — VE' = —J, esitliklerini elde ederiz. Boylece esitlik (3.21)’den
elektrik alanmin bilesenlerini E' = —(q/27r)(l/v)e*”‘\/at(VCosgD — iy/aksin@)K;(Ar)
ve E2 = —(q/2m)(A/v)e" Ve (vsing + i\/akcos@)K;(Ar), manyetik alani ise
B = —(q/2m)(A%/Vv)e V@ Ky(Ar) buluruz. Bunlari polar koordinatlarda

E — _zi%e—ik\/‘;f(ver((p)+i\/5Ke<p)K1(M)a

T
| (3.22)
B = —LAiag, ),
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seklinde ifade edebiliriz, [e,(¢@) = cos Qe +sin @e, ve e; = —sin e + cos @e;].

Bu alanin r = r'e; + r?e; = 0’daki davramisim anlayabilmek icin, xz-diizleminde, orjin
merkezli, r yaricapli D diski iizerinde ilk denklemi: (d1E' + 6,E?) 4 vB = —Jy (Gauss

Yasasi) integre ederek
[V-E@xv [Bdx=— [ (3.23)
D D D

buluruz, (r — oo i¢in D tiim diizlemi kaplar). Bu esitligin sol tarafindaki birinci integrali,

Green teoremini kullanarak hesaplayabiliriz. Boylece

/V-Edzx: /Edﬁz —qe VU rK, (Ar), (3.24)
D C

buluruz, [df = e, (Q)rdp, e, (@) L C = 9dD]. Diskin yaricapi: r — o igin
Kn(u) ~ /m/2¢e " /u'/? oldugundan (A > O varsayacagiz, u = Ar) bu integral yok

olur.

Aymi esitligin sol tarafindaki ikinci integrali ise [u™ K, (1))’ = —uK,,_1(u) kullanarak m=1 ve

u — 0 iken K (u) = 1/u oldugundan, [u — o iken uKj (u) — 0]

U e [ 1
0 = /dex = —q;e_”(\/’;l / Ko(u)udu = —q;e_”(\/at, (3.25)
D u=0
buluruz.
Boylece
/ Jod®x = —vop = ge VA (3.26)
D

denklemine ulagiriz. Bu denklemin ¢oziimiinii Jo = ge~"*V# §(r) olarak buluruz.

Ornek 3.1.2.4. Minkowski uzayzamamnda Q sabit acisal hiz olmak iizere donen bir ¢atida
[62] metrik igin t = ¢, x = rcos(Q + Qt), z = rsin(@ + Q) : x> + 72 = r? koordinatlarmi
kullanabiliriz. Bu durumda metrik ds*> = 1, ®°®”, Ny, = dia(—1,1,1) ve dual cat1 0° = dt,
o' = dr, ®* = r(d + Qdt) seklinde ifade edilir [Bkz. Ek-2.1, esitlik (2.12)].
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Konformal Killing denklemi (3.7)’yi1 cozerek (k = O icin) Killing 1-formlar1 bulabiliriz.
Bu denklemleri saglayan bir Killing 1-formunu @ = @° olarak alabiliriz [Bkz. Ek-2.1,
denklem (2.13)]. Boylece dw = 0 ve d x @ = 0 oldugundan (3.10) denklemi Ay + vzl// =0
Klein-Gordon denklemine ulagiriz. Daha acik olarak, Laplace-Beltrami operatorii
Ay = [(0, — Qdp)* — (1/r)0,(rd,) — (1/ r2)8(,2,]l// olmak iizere Klein-Gordon denklemini
[(0, —Q0y)*— (1/r)0(rd,) — (1/r*) 95w+ vy = 0 seklinde ifade edilebiliriz. Bu denklemi
degiskenlerine ayirabilmek icin y(t,r,@) = T (¢t)R(r)®(¢) olarak alirsak ®” + m*® = 0,
T" 4 2iQmT’ + (ax? — Q*m?*)T = 0 ve r’R" +rR' — (A’ + m*)R = 0 (A% = v? — aK?)

diferansiyel denklemlerine ulasiriz.

Buradaki son denklem, u = Ar kullanarak modifiye Bessel diferansiyel denklemine iner:
w?R +uR — (u> +m*)R = 0 [() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii sirasiyla 1.tiir
ve 2.tiir modifiye Bessel fonksiyonlari: 7, ve K,,, cinsinden verilir [75, s.5]. Boylece Debye

potensiyelini

l,l/(l‘,i’,(P) _ (ble—i(9m+\/ﬁic)t_|_bzei(Qm+\/Zm)t) (ale_im¢ _|_a2€im(p)

(3.27)
[e1hm(u) + 2K (u)]

u > 0, olarak buluruz (y/a = —i veya \/a = 1: a = F1). Bu potansiyel Q — 0 i¢in
esitlik (3.19)’a iner. Eger a; =1, by =1 ve a, =0, by =0, ¢; = 0 olarak alirsak
v(t,r, @) = ce MmPe~iQmVan) g (1) fonksiyonu ve @ = o° Killing 1-formunu kullanarak

(3.5) esitliginden F alan 2-formunu
F — Ce—i(m(p-i—(Qm—l-\/ﬁK)t)

{ [’C—il(m(u) + 2 (K1 () + K1 (u))

_ﬁ_ir (Km—Z(u) + 2Km(u) + Km—l—Z(”))] dr N\ d(P
+ [ime(u) + VAT (e () + Ko (u))} do Ndt
[ (2 4 Y () 4 (A2 4+ 4) (Ko () + Ko ()

vr

(3.28)

— 20 (K (u) + 2K + Km+2(u))] dr \dt } :

buluruz. Bu durumda eger m = 0 alirsak y(z,r, @) = ce V' Ky(u) fonksiyonu ve ayni
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Killing 1-formunu kullanarak (3.5) esitliginden F alan 2-formunu

- 10 :
F = che iVant TrKOdr/\dq)-l— (—Kl -l—TrKo)dr/\dt—i- l\/zerldt/\d(p], (3.29)

buluruz.

Ornek 3.1.2.5. Minkowski uzayzamaninda t = ¢, x = ccoshucosv, z = csinhusinv eliptik
koordinatlarini kullanabiliriz [63]. Bu durumda metrik ds?> = 100", Ny, = dia(—1,1,1)

ve h? = cz(cosh2 U — cos> v) i¢in dual gati ®° = dt, o' = hdu, ©* = hdv olmak iizere
ds* = —di® + i du? + h2dv?, (3.30)

seklinde ifade edilebilir. Bu metrik i¢in bir (k = 0 i¢in) Killing 1-formu (metrik katsayilari

koordinatindan bagimsiz oldugu i¢in) @ = dt olarak alinabilir.

Boylece dw = 0 ve d x® = 0 oldugundan (3.10) denklemi Ay + A%y = 0 Klein-Gordon
denklemine iner. Daha agik olarak, Ay = v, — (1/h?) (W, + W,,) olmak iizere Klein-Gordon
denklemini W — (1/h%)(Wuy + W) + A2y = 0 seklinde ifade edebiliriz. Bu denklemi
degiskenlerine ayirabilmek igin y(t,u,v) = T(t)U(u)V (v) olarak alirsak T" 4+ @*T = 0
ve U"” — (a — 2gcosh2u)U = 0 modifiye Mathieu ve V" + (a — 2qcos2v)V = 0 Mathieu
diferansiyel denklemlerine ulasiniz [0 = p+ A%, a =0 —¢ /2, g =¢€/4, € = pct, p ve

o ayrilma sabitleridir].

Bu diferansiyel denklemlerin ¢oztimleri sirastyla U (u): modifiye Mathieu ve V (v): Mathieu

fonksiyonlari cinsinden verilir [68, 5.952]. Boylece ¢oziimii
v(t,u,v) = (aje " + are" U (u)V (v), (3.31)

olarak buluruz. Eger a; = 1, ap = 0 alirsak y(t,u,v) = e *®'U(u)V (v) seklinde yazabiliriz.

Bu 6rnekte F alan 2-formunu bulmayacagiz.

Ornek 3.1.2.6. Minkowski uzayzamaninda u = (t —z)/v/2, v = (t +z)//2, x = x 151sal
(null) koordinatlar1 kullanabiliriz. Bu durumda metrik ds? = Nap O w?, Nap nin sifirdan farkl
bilesenleri —1g; = —N19 = N2z = 1 ve dual cati ®° = du, ®' = dv, ®* = dx seklinde ifade
edilebilir [Bkz. Ek-2.1, esitlik (2.14)].
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Konformal Killing denklemi (3.7)’yi1 cozerek (k = O icin) Killing 1-formlar1 bulabiliriz.
Bu denklemleri saglayan bir Killing I-formunu @ = o°, ® = o' veya ® = w*’den
herhangi biri olarak alabiliriz [Bkz. Ek-2.1, denklem (2.15)]. Boylece dw =0 ve dx @ =0
oldugundan (3.10) denklemi Ay + A%y = 0 Klein-Gordon denklemine iner. Daha acik
olarak, Laplace-Beltrami operatorii Ay = 2y,,, — Y, olmak lizere Klein-Gordon denklemini

2W,, — Wix + A2y = 0 seklinde buluruz. Burada
v(u,v,x) = e ®Gu,x), G(u,x)= e*’.(lz/zk)“q)(u,x) (3.32)

alirsak, ¢(u,x) fonksiyonunun 2ik¢, + ¢, = O seklinde Schrodinger tipi bir denklemi

sagladigini goriiriiz.

Bu denklemin bir ¢oziimii ¢ (u,x) = exp[i(b> /2k)u(x — b>u? /6k*)|Ai[b(x — b3u? /4k?)], b

sabit: [b] = L~ ile verilir [64]. Bu ¢6ziimii kullanarak Trkalyan alan 2-formunu kurabiliriz.

Ornek 3.1.2.7. Minkowski uzayzamaninda, iki pargali hiperboloidin iist kismina karsilik
gelecek sekilde t = rcosh @, x = rsinh@cos @, z = rsinh@sing, r > 0: 1> — (x2 —|—z2) =2
koordinatlarini kullanabiliriz. Bu durumda metrik ds* = Nap O w?, Nap = dia(—1,1,1) ve
dual cati @° = dr, ' = rd@, ®* = rsinh 6d @, seklinde ifade ederiz [Bkz. Ek-2.1, esitlik
(2.16)]. (r — 7: zamansal koordinat, Milne uzayzamani ds? = —dt* + 1> (d xz + sinh? xd 92)

metrigi ile tammmlanir [65]).

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi ¢ozerek (kK = 1 i¢in) konformal Killing 1-formlar
bulabiliriz. Bu denklemleri saglayan bir konformal Killing 1-formu @ = —r@° olarak
alabiliriz [Bkz. Ek-2.1, denklem (2.17)], [Bir diger secenek: k¥ = 0 i¢in Killing 1-form
® = cosh@ay + sinh O w']. Boylece dw = 0 ve xd x @ = —3 oldugundan (3.10) denklemi
Ay + v’y = 0 Klein-Gordon denklemine iner (d?w = 0). Daha agik olarak,
Ay = (1/r)[(r*y,), — (1/sinh8)(sinh Oyp)e — (1/sinh?B)yye] olmak iizere Klein-
Gordon denklemini (1/r2)[(r*y;), — (1/sinh 6)(sinh 8yg)g — (1/sinh? 8) Wpe] + vy =0
olarak yazabiliriz. Bu denklemi degiskenlerine ayirabilmek i¢in y(r,0,¢) = R(r)H(0)®(¢)
alirsak @ + m?>® = 0, r’R" +2rR' + [v?r* — I(I + 1)]R = 0 kiiresel Bessel diferansiyel
denklemi ve —H" — (cosh @/ sinh 8)H' +-[I(14- 1) +m?/ sinh? 8]H = 0 Legendre diferansiyel

denklemine ulagiriz.

Kiiresel Bessel diferansiyel denkleminin ¢6ziimii sirasiyla 1.tiir ve 2.tiir kiiresel Bessel
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fonksiyonlar1 j; ve y; cinsinden verilir [75, s.9]. Legendre diferansiyel denkleminin ¢oziimii
sirastyla Legendre ve assosye Legendre fonksiyonlar1 P/" ve Q) cinsinden verilir [68,

s.974-975]. Boylece ¢coziimii

v(r,0,0) = (biji(vr)+bayi(vr))(cie™™? + cre™?)

(3.33)
[alplm(cosh ) + a0} (cosh 9)] )

buluruz. Eger ay = by =¢c; =0, ap = by =c; =1 ve | = m = 0 olarak alirsak

v(r,0,9) = yo(vr)0Q)(cosh6) fonksiyonu ve ® = —r@® konformal Killing 1-formunu
kullanarak (3.5) esitli§inden xF 1-formunu

1 1 1
F= (— — ) 2 34
* ME0) Sime T 05me @ (0.34)

buluruz.

3.1.3. Anti-de Sitter Uzayzamamnda Co6ziim Ornekleri

Anti-de Sitter (AdS) uzayzamani, Lorentziyen ize ve negatif sabit skaler egrilige sahip
bir manifolddur. Bu manifoldun bir Poincaré yamasinda [66] metrigi ds®> = 1,,0°®”,
Nap = dia(—1,1,1) ve dual ¢atiy1 ®° = (L/z)dt, o' = (L/z)dx, ®* = (L/z)dz seklinde
ifade edebiliriz [Bkz. Ek-2.1, esitlik (2.18)]. Bu durumda Laplace-Beltrami operatorii
Ay = (1/12) [2(vi — ) —2(2w2)- + 22y olur

Ornek 3.1.3.1. Bu metrikte konformal Killing denklemi (3.7)’yi ¢ozerek (k = 0 i¢in) Killing
1-formlar1 bulabiliriz. Bu denklemleri saglayan bir Killing 1-formunu @ = (1/L)(1/z)@°
olarak alabiliriz [Bkz. Ek 2.1, denklem (2.19)]. Béylece dw = (—2/7°)dz Adt ve d % ® =0
oldugundan (3.10) denklemi LAy + 22y, — (4 — A%2L?)y = 0, y, = 0 sekline iner, (A = v).
Bu denklemi degiskenlerine ayirabilmek icin y(x,z) = X (x)Z(z) alirsak X" —m?X =0 ve
727" — 377" +4Z + (m*z* — A*L?)Z = 0 diferansiyel denklemlerine ulagiriz.

Buradaki son denklem Z(z) = z>H(z) doniisiimii ile z2H" + zH' + (m*z> — A2L*)H = 0
seklinde yazilir. Bu denklem, u = mz ve 4 = AL kullamlarak, m> > 0 icin Bessel diferansiyel
denklemine iner: u?H + uH + (u> — u?>)H = 0, [() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin
¢Ozlimil sirastyla 1.tiir ve 2 tiir Bessel fonksiyonlari: J, ve Y, cinsinden verilir [75, s.4].

Eger m? < 0 ise bu denklem modifiye Bessel denklemine iner: u>H + uH — (u®> + u?)H =0,
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[() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii sirasiyla 1.tiir ve 2.tir modife Bessel

fonksiyonlari: I, ve K, cinsinden verilir [75, s.5]. Boylece ¢oziimii
W52 = (@107 axe™) 2 |e1l (1) + o (w) (339)

olarak buluruz. Eger ay = ¢ = 1 ve a; = ¢; = 0 alirsak y(x,z) = ™ z*K}, (mz) fonksiyonunu

ve @ = (1/L)(1/z)®° Killing 1-formunu kullanarak (3.5) esitliginden +F 1-formunu
1 .
*F = Ee’mxz{/lLKu (mz) @’ — [QLLKM (mz) —mzKy 1 (mz) | o' +imzK, (mz)a)z}, (3.36)

buluruz. Bu ¢oziim (xd —A) x F = 0 alan denklemini saglar.

Ornek 3.1.3.2. Aym metrikte bir Killing 1-formunu @ = (1/L)(1/z)®" olarak da alabiliriz
[Bkz. Ek 2.1, esitlik (2.19)]. Boylece dw = (—2/z%)dz Adx ve d + ® = 0 oldugundan
(3.10) denklemi L*Ay + 2zy, — (4 — A2L?)y = 0, y, = 0 sekline iner, (A = v). Bu
denklemi degigkenlerine ayirabilmek icin y(t,z) = T(t)Z(z) olarak alirsak 7" — k2T = 0 ve
27" —3z7' +4Z — (k%7% + A’L*)Z = 0 diferansiyel denklemlerine ulasiriz.

Buradaki son denklem Z(z) = z2H(z) doniisiimii ile z2H” + zH' — (k22> + A’L*)H = 0
seklinde yazilir. Bu denklem, u = kz ve u = AL kullamilarak, k2 < 0 icin Bessel diferansiyel
denklemine iner: u?H 4 uH + (u> — u?>)H = 0, [() = d/du). Bu diferansiyel denklemin
¢Oziimii sirastyla 1.tiir ve 2 tiir Bessel fonksiyonlari: J,; ve Y); cinsinden verilir [75, s.4].
Eger k> > 0 ise bu denklem modifiye Bessel denklemine iner: u?H +uH — (u* + u*)H =0,
[() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii sirasiyla 1.tiir ve 2.tir modife Bessel

fonksiyonlari: 1;; ve K, cinsinden verilir [75, s.5]. Boylece ¢oziimii
y(t,z) = <a1e_m +a2em>zz [cllu (u) —I—czKﬂ(u)] , (3.37)

seklinde ifade edebiliriz. Eger ay = ¢ = 1 ve a; = ¢; = 0 alirsak y(t,z) = €X' 72K, (kz)

fonksiyonu ve (3.5) denkleminden xF 1-formunu

*xF = ]%e'“z{ - [QLLKN(Kz) — KzKuH(Kz)] 0’ + ALK, (kz)0' — K‘ZKM(KZ)(DZ}, (3.38)

olarak buluruz. Bu ¢oziim (%d — A) % F = 0 alan denklemini saglar.
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Ornek 3.1.3.3. Aymi metrikte bir Killing 1-formunu @ = (1/L)(1/z)(®° F ®') olarak
da alabiliriz [Bkz. Ek 2.1, esitlik (2.19)]. Boylece dw = —2/23(dz/\dt Fdz ANdx) ve
d* ® = 0 oldugundan (3.10) denklemi L?Ay +2zy, — (4 — A2L*)y =0 ve y; £y, = 0
sekline iner, (A = v). Bu denklemi degiskenlerine ayirabilmek i¢in y/(¢,x,z) = T ()X (x)Z(z)
alirsak T" — a?’T = 0, X" —a*’X = 0 ve 727" — 3zZ' + (4 — A*’L*)Z = 0 diferansiyel

denklemlerine ulagiriz. Buradan a € C olmak tizere ¢oziimii
w(t,x,2) = e eT¥[c1 227 4 7MY, (3.39)

buluruz. Boylece y(z,x,z) = e¥eT® 2+ fonksiyonu ve @ = (1/L)(1/z)(0° T o) Killing

I-formunu kullanarak (3.5) esitliginden xF 1-formunu
A at Fax _1+AL 0 1
*F :226 etz (a) Fo >, (3.40)

olarak buluruz. Bu ¢6ziim (%d — A )+ F = 0 alan denklemini saglar.

Yukaridaki orneklere benzer ¢oziimler daha once Ref. 43’de (AdS/CFT karsiliklilifinda
ayar alan dalgalanmalar1 ile baglantili olarak, 1sinsal koordinatlarda bir Fourier a¢ilimi
kullanarak) ve Ref 44°de (topolojik kiitleli alan1 skaler alanlarin kombinasyonu bi¢iminde
yeniden tanimlayarak, belli modlar1 skaler alan olarak alarak) tartisilmistir. Ref. 44°de,
yazarlar belirli fiziksel nedenlerden dolay1 Bessel fonksiyonlarini kullanmistir. Yukaridaki
¢Oziim Orneklerini Bessel fonksiyonlar1 kullanarak da kurmak miinkiindiir. Bu ¢oziimlerin

fiziksel ozelliklerine deginmeyecegiz.

Ornek 3.1.3.4. Ayn1 metrikte kompozit bir ¢oziim i¢in wo = (1/L)(1/z)(wo@® F yi0")
olarak alabiliriz. Boylece (3.9) denkleminden L>Awg + 2zyo, — (4 — A2L?)yy = 0,
L>Ayy + 22y, — (4 — A*L?)y; = 0 ve wy £ yp, = 0 (Ornek 3.1.3.1 ve Ornek 3.1.3.2°ye
bakiniz) denklemlerine ulasiriz, (A = v). Bu denklemleri degiskenlerine ayirabilmek igin
Wwo(t,x,z) = T(1)X(x)Z(z) olarak alwsak 7”7 — x*T = 0, X" + k’X = 0 ve
27" —377' 4+ 47 — (2K%7% + A’L?)Z = 0 diferansiyel denklemlerine ulagiriz. Buradaki son
denklemde Z(z) = z°H(z) doniisiimiinii uygularsak z2H" 4 zH' — (2?22 + A2L?)H = 0

denklemini buluruz.

Bu denklem g = AL, u = vz, (v = V2k2) kullanilarak, v?> < 0 i¢in Bessel diferansiyel
denklemine iner: u?H + uH + (u> — u?>)H = 0, [() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin
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¢Oziimii sirastyla 1.tiir ve 2 tiir Bessel fonksiyonlari: J,; ve Y, cinsinden verilir [75, s.4].
Eger v > 0 ise bu denklem modifiye Bessel denklemine iner: u?H +uH — (u*> + u*)H =0,
[() = d/du]. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii sirasiyla 1.tir ve 2.tir modife Bessel

fonksiyonlar1: I, ve K, cinsinden verilir [75, s.5]. Boylece ¢oziimii
W = Mt [cllu(vz) + 2Ky (vz)|, (3.41)

v = iy seklinde ifade edebiliriz. Eger ¢ = 1 ve ¢; = 0 alirsak yp = e e*72K), (vz)
fonksiyonunu ve @ = (1/L)(1/z)(®° ¥ ') Killing 1-formunu kullanarak (3.5) esitliginden
*F 1-formunu

1 ; ;
«F = Ee’“ei”‘xz{ +ivz Ky(vz) (0’ Fiw') + ALKy (vz)(0° Fio') :I:ZiK‘ZK“(VZ)(Dz},

(3.42)

olarak buluruz (& K, = uK, — &K, 11, & = vz). Bu¢oziim (xd — A) * F = 0 alan denklemini

saglar.

3.1.4. de Sitter Uzayzamaninda Coziim Ornekleri

de Sitter (dS) uzayzaman, Lorentziyen ize ve pozitif sabit skaler egrilie sahip bir

manifolddur.

Ornek 3.1.4.1. de Sitter (dS) [67] uzayzamaninda metrigi ds> = n,,0%®” ve dual catiyi
o = Adt, ' = (1/A)dr, ®*> = rd@ [A*(r) = 1 — Ar?] seklinde ifade edebiliriz [Bkz. Ek
2.1, esitlik (2.20)].

Konformal Killing denklemi (3.7)’yi ¢ozerek (k = 0 i¢in) Killing 1-formlar1 bulabiliriz.
Bu denklemleri saglayan bir Killing I-formu @ = Aw® olarak alabiliriz [Bkz. Ek
2.1, denklem (2.21)]. Boylece dw = (—2Ar)dr ANdt ve d* ® = 0 oldugundan
(3.10) denklemi Ay + 2Ary, + (4A + A%y = 0 ve y, = 0 haline gelir, (A = v).
Laplace Beltrami operatoriic Ay = (1/A?)w;, — (A2, + W, /r — 3Ary,) — woe/r?
olmak iizere bu denklemi A2y, + (1 — SAP?)y,/r — wge/r* — (4A + A*)y = 0
seklinde yazabiliriz. Bu denklemi degiskenlerine ayirabilmek icin y(r,0) = R(r)®(0)
alirsak r2(1 — Ar)R" 4+ r(1 —5AP)R — [AA+ AP +m?R =0 ve O + m?® =0 ve
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diferansiyel denklemlerini elde ederiz.

Bu denklemi 62 = A, 62,,(2) =1 (ro: ufuk), f> = A2?/0?, g% = mz/Gzr(z) ve x = r/rop olmak
iizere radyal denklem: x2(1 —x2)R" +x(1 — 5x2)R — [(4 + f2)x% + g%|R = 0 olarak da ifade
edebiliriz (R(x) boyutsuz degiskenler kullanir).

Eger ¢ = 1 —x? olmak iizere R(x) = (1 — {)*$/28({) olarak alrsak, a = 1+ (£g+if)/2,
b=1+(+gFif)/2vec=2i¢in {(1—{)S+[c— (a+b+1){]S—abS = 0: hipergeometrik
denklemine [68] iner, [() =d/dE].

Boylece ufkun icinde c¢oziim: w(r,0) = eT™0(r/rg)*8.F (a,b,c;1 — (r/ry)?) ve
R(x) = x*8F(a,b,c;1 — x*) ile verilir. Burada % (a,b,c;1 — x*) hipergeometrik
fonksiyondur. Eger m = 0 = g = 0 alursak R =S = % ve y = % (a,b,c; {) fonksiyonunu

ve @ = {dt Killing 1-formunu kullanarak (3.5) denkleminden xF 1-formunu
*F = —ALFdt —2(1 — &) (L.F)de, (3.43)

olarak buluruz (@ = 1 £if/2, b =1Fif/2 ve ¢ = 2). Bu ¢dziim (%d — A1)« F = 0 alan

denklemini saglar.

3.2. MINI-TWISTOR METODU

Bu boliimde Minkowski uzayzamani: R>*! iizerinde tamimli Trkalyan alan denklemini
mini-twistor metodunu kullanarak c¢ozecegiz. Bu c¢oziimii, (3+1) boyuttaki dalga

denkleminin twistor ¢oziimiinii indirgeyerek kuracagiz.

Mini-twistorler ilk defa Hitchin tarafindan tanimlanmigtir [49] (ayrica referans [50] ye
bakiniz), Minkowski uzayzaman iizerindeki mini-twistdrler Ward’in makalesinde detayli
olarak aciklanmustir [51]. Mini-twistor uzayr R*’de yonlendirilmis dogrularin olusturdugu
uzay TS*'dir. Bunu TCP! olarak da diisiinebiliriz [49]. Ayrica TCP! mini-twistor uzayi,
C? (karmagiklastirilmig Oklid metrigine gore) uzayindaki kompleks 1sinsal (null) diizlemleri

parametrize eder [49, 51].

En basit ifade ile twistor teorisi, (3+1) boyutlu Minkowski uzayzamaninda tanimh dalga

denkleminin ¢6ziimiinii, holomorfik fonksiyonlarin kontur integralleri ile ifade etmeye
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dayanir [52].

Reel R%**! uzayzamanmin mini-twistor uzayr TRP' [59], R2*!’deki 1smsal (null)
diizlemlerin olusturdugu manifold S x R’dir [51]. Bunun bir kompleks genislemesi
(kompleksifikasyonu) TCP! ise bir holomorfik teget demetidir. Biz mini-twistorler icin

kompleks bir bakis acis1 benimseyecegiz.

Karmasgiklastirilmis (kompleks) Minkowski uzayzamanimin mini-twistér uzayr TCP!in
bir yamasima ait (1, ®) koordinatlarin1 kullanacagiz. Burada 1 € C, TCP' demetinin
lifi tizerindeki koordinat, @ € CP! ise demetin bazi CP'’deki koordinat olmak tizere

nN=t—z+2xo+(t+z) w2, [cakisim: (incidence) bagintisi] olarak tanimlanir [51].

Reel (gercel) R?T!, ozellikle analitik olmayan ¢oziimler acisindan dikkatli calisilmasi

gereken bir durumdur.

Mini-twistor uzayini kompaktifiye etmek miimkiindiir. Bu durumda C’nin kopyasi olan lifler

CP! haline gelir. Bu yolla yapilarimizi daha da genellestirebiliriz.

R?**! iizerinde tammli Klein-Gordon denkleminin ¢oziimiinii, R3*! iizerinde tanimh
hiperbolik dalga denkleminin twistor ¢Oziimiiniin uzaysal harmonik (y koordinatinda)

indirgemesi olarak yazabiliriz. Bu ¢6ziimii kullanarak Trkalyan alan ¢oziimiinii kurabiliriz.

Trkalyan alan F = Adt N\ dx + Bdx A\ dz + Cdz N\ dt Minkowski uzayzamaninda vektor

Klein-Gordon denklemini
[3A = —kA, 2B = —k’B, O3C=—k*C, v=k (3.44)

saglar (Bkz. Ek 3). Burada [ = 9% /9t> — 9% /dx* — 9% /dz* [(2+1) boyutta dalga operatorii]

ile verilir.

Dalga denklemi (0Jy = 0’1 ¢6ziimii [ (3+1) boyutta dalga operatorii: (05 = 9%/9t> —
= 02/9x? + 92 /9dy* + 9?/97*]

w(x,y,2,1) :/g[a)(H—z)+(x+iy),co(x—iy)+(t—z),w]d(o

C
/Pq,
C

(3.45)
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seklinde verilir [69]. Burada g: p=x+iy+ o(t+2z) , ¢ =1t—z+ o(x —iy) ve @ nin

holomorfik bir fonksiyonudur.

Bu ve daha sonraki boliimlerde, literatiirde oldugu gibi tiirev operatoriiniin integral operatorii

ile yer degistirebildigini kabul edecegiz.

Yeni degiskenlerimizi p = & + wv, g = a)g—ku, u=t—z,v=t+z §=x+iy, g:x— iy

seklinde tammlarsak y (i, v, &, &) = / g(& + v, & +u, w)dw olur. Bu degiskenlerle dalga
40

denklemini: 02y /dudv — 9>y /dEIE = 0 seklinde ifade ederiz.

Klein-Gordon denkleminin: D%(p = —v?¢ ¢oziimii icin, (3+1) boyuttaki dalga denkleminin

cOziimiiniin uzaysal harmonik (y koordinatinda) indirgemesini yazacagiz. Bu indirgemeyi

Qﬂ:—m% (3.46)
dy

esitligini kullanarak yazacagiz. Esitlik (3.45)’de verilen g fonksiyonunun degiskenleri
p=x+iy+o(t+z), q=1t—z+ o(x—iy) ve ® oldugundan d/dt = ®wd/dp + d/dq,
d/dx = d/dp+ ®wd/dq, d/dy = i(d/dp — ®wd/dq), d/dz = ®wd/dp — d/dq buluruz.
Boylece (3.46) ve (3.45) esitliklerinden

dy ay

— ity = Y oY iy, (3.47)

(8w_ 8w)
: dp dq

ap g

ulagiriz. Bu tiirevleri integralin icinde yazarak
d d d d

— — 0= do= [ —kgd — — W= = —k 3.48

C/<ap w3 )s(p.q.0)do C/ gdo = (5~ 03 )s(p.q.0) = ks, (43)

denklemine ulagiriz. Bu denklemi ¢Ozmenin metotlarindan biri integrasyon c¢arpani

kullanmaktir.

Integrasyon carpanim g(p,q,®) = e *Ph(p,q,®) olarak alirsak, degiskenlerin tiirevleri
dg/dp = e *P(—kh+ dh/dp) ve dg/dq = e *Pdh/dq oldugundan

oh  dh

bulunur. Bu denklemin c¢oziimi h(p,q,®) = H(ny(w),®) ile verilir Burada H,

(@) = ®p+q =1 —7+20x + (t +z) ®* ve ® nin holomorfik bir fonksiyonudur. Béylece
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g(p,q,0) = e *PH(n,(®), ®) olur.

Esitlik (3.45)’den
y=e"9(r,x,2), (3.50)
elde ederiz. Buradaki ¢ fonksiyonu

¢ (1,x,2) = / ¢ Kol H(n (0), 0)do, (3.51)
C

(2+1) boyutta Klein-Gordon denklemini: D%(p = —k?¢ saglar. Bu ¢oziim k = 0 icin dalga

denkleminin ¢oziimiine iner: D%q) = ([,

Bir diger integral carpanm g(p,q,®) = ¢~ K24/ H(wp + ¢, ) olarak alabiliriz.
Boylece (3.45) esitliginden y = e~ *¢ (¢, x,7) buluruz ve buradaki ¢ fonksiyonu

0 (r,x,2) = / e 2[0H)~(-2/0l g (@) + ¢, 0) do, (3.52)
C

2+1 boyutta Klein-Gordon denklemini: D%q) = —k?¢ saglar. Ayrica bu ¢oziim k = 0 igin

dalga denkleminin ¢6ziimiine doniisiir : D%(P =0.

Denklem (3.48)’in herhangi bir ¢oziimiinii bu formda yazabiliriz. Yeni degiskenleri:
o =0wp+gq, B =0op—gq o scklinde tammlarsak d/dp = w(d/da + d/IP),
d/dq=d/da — d/dP buluruz. Béylece denklem (3.48)

dg k1

B~ 20° (3.53)
sekline iner. Bu denklemin genel ¢oziimii

g(a.B,0) = W2Ph(a,0), a=n(0) (3.54)

olarak bulunur. Bu ¢oziimii

2(p,q,0) = e 2PV H(0p+q,0), (3.55)
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olarak da ifade edebiliriz. Buradan da Klein-Gordon denklemini saglayan ve (3.52) esitligi

ile verilen ¢ fonksiyonunu

0(tx.2) = [ B0 (n, (o), 0)do, n(@)=wptq  (356)
c

buluruz.

Trkalyan alanin her bir bileseni, denklem (3.44)’de yazildig1 iizere Klein-Gordon denklemini

sagladigi i¢in Trkalyan alan1

F(x) = [A(x), B(x),C(x)] = / L, M,Nle ™ do, (3.57)
C

seklinde yazabiliriz. Burada L(1,, ®), M(1y,®) ve N(Ne, ®): Ny =t — 2+ 2x0 + (¢t + 2) ©?
ve ®’nin keyfi birer holomorfik fonksiyonudur. Burada f i¢in uzaysal-harmoniklik sartinin
genel ¢oziimiinde ¢ikan [Bkz. esitlik (3.56)] f = (1/2)[(t +z)@ — (t — z) /@] fonksiyonunu

kullanacagiz. Trkalyan alan F’nin bilesenlerini

4 = [etloononoiyn, o)do,

C
B — /e—lg[(w—l/w)t+(w+1/w)z}M(nx’ w) do, (3.58)
C
C — /e’2‘[(a)1/w)t+(w+1/w)z}N(nx7 0)do,
C
seklinde yazabiliriz. Denklem (2.4)’den
1 2
20Ly — (1— )Ny = kM + %N], (3.59)
w2
20My +(1+ a)z)Nn =k[-L— (lz—a?)N]’ (3.60)
1-w? 1+ @?
(1+0*)Ly — (1 - ©*)My :k[—( S )L+ ( ;Fw )M+N], (3.61)

denklemlerine ulagiriz (Bkz. Ek 3).

Burada integrallerin icine keyfi holomorfik fonksiyonlar eklemek veya C konturunu

degistirmek gibi kohomoloji (sheaf cohomology) argiimanlarindan kaginacagiz.
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Denklem (3.59) ve (3.60)’dan
—20[(1+ 0*)Ly — (1 - ©*)My] = k[~ (1 — 0*)L+ (1 + &*)M +20N], (3.62)
buluruz. Denklem (3.61) ve (3.62)’den

(1—0*)L—(1+w*)M —20N =0, (3.63)

. , _ (1-0?) (1+0?) By )
denklemini buluruz. Denklem (3.63)’den Ny = Ly— My, esitligi bulunur. Ny’y1

2w 20

sirayla denklem (3.59), (3.60) ve (3.61)’de yerine yazarsak

2 2
—%[(1 +@*)Ly — (1 — 0*)My] = k(14—w0;)[(1 +0*)L— (1 —w?*)M], (3.64)
—m2 2
%[(1 +@*)Ly — (1 — 0*)My] = —k%[(l +0*)L—(1—w?)M], (3.65)
(1+0*)Ly — (1 - @*)My =0, (3.66)
denklemlerini buluruz. Buradan
(14 0*)L— (1 —0*)M =0, (3.67)

denklemine ulagiriz. Boylece u(n,®): 1 ve @’nin keyfi bir holomorfik fonksiyonu olmak
iizere L(n, ) = (1 — 0*)u(n, 0), M(n,0) = (1 + 0)u(n, ) ve N(1,0) = —20u(1, )

coziimiine ulagirz.

Boylece f = 1/2[(t+z)® — (t — z) /@] olmak iizere Trkalyan alani

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] = /[(1 —0?),(1+0?),—20]e “u(n,0)do, (3.68)
C

seklinde ifade ederiz. Burada [(1 — ®?), (1 + ®?), —2®], C>**"de 1gmsaldir.

Ornek 3.2.1. Oklid uzay1 iizerindeki Lundquist ¢oziimiine benzer [46] bir ¢bziim igin
u(n,w) = 1/w* secelim ve o = ¢®

kullanalim. Esitlik (3.68)’den f = (1/2)[(t +z)®w — (t —z)/®] = zcosO +itsinO ve k = v

, t = rsinh¢, z = rcosh¢ parametrizasyonunu
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olmak tizere

Alx) = 2/‘Sinee—v(zcose—i-itsine)de7
C

B(x) — zi/coseev(zcos@+itsin9)d9, (3.69)
c
C()C) — _2i/e—v(zc039+itsin9)d9
C

denklemlerine ulasiriz. Ek 3.1.1°deki (3.6), (3.7) ve (3.8) esitliklerinde a = 0, b = 0,
p=—Vvz,q=—ivt alirsak (b— p)> + (a+q)* = v*r?, A+ iB = v*r*(cosh @ F sinh ¢)? ve
C ¥ iD = v?r? buluruz. Ayrica (3.6) ve (3.7) esitliklerinde m = 1, (3.8) esitliginde m = 0

alirsak F' 2-formunu
F = —4mi[sinh @I (vr)dt Adx+ cosh @I} (vr)dx Ndz+ Ip(vr)dz A\ dt], (3.70)

buluruz. Bu alan, Ornek 3.1.2.1°deki (3.14) esitligi ile verilen potansiyelden meydana gelen
en alt diizeydeki ¢oziime karsilik gelir (r = 0’da singiiler olmayan kisim, m = 0, Kk = 0,

Cy = 0).

Zamandan bagimsiz bir alan i¢in u(n,®) = e*(k/za’)[(l’“’z)/(”wz)mU(a)) olarak secelim

[Bkz. Ornek 3.2.2.2]. Esitlik (3.68)’den

k(17w2x+ 20

F(x) =[A(x),B(x),C(x)] = / [(1-0%),(1+@%), —20]e e HaYy(w)do, (3.71)

c

buluruz. Kompleks diizlemde yeniden parametrize etmek icin @ = —i(@’ +1)/(@’ — 1)

kesirli lineer doniisiimiinii uygularsak Trkalyan alan

o'+1/0 | o'-1/0’
Nt

F(x) =[A(x),B(x),C(x)] =2 / (14 0?), =20, —i(1— ©?),]e" 7 (0 do,
C

seklinde ifade edilebilir.

Ornek 3.2.2. Esitlik (3.72)’de @' = ¢® ve a(@') = 1/®" olarak segelim. x = rcos @ ve
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z = rsin ¢ olmak iizere esitlik (3.68)’den

Alx) = 4i / elkreosO+kzsing) oo 9 70

C
B(x) _ _4i/e(kxcosﬂ+kzsin9)d9, (3.73)
C
C(X) — _4i/e(ka089+kZSin9) Sinede,
C

buluruz. Ek 3.1.1°deki (3.6), (3.7) ve (3.8) esitliklerinde a = b = 0, p = kx, g = —kz alirsak
(b—p)*+(a+q)* = k*r*, CFiD = k*r* ve A+ iB = k*r?*(cos ¢ F isin ¢)? buluruz. Ayrica
(3.6) ve (3.7) esitliklerinde m = 1, (3.8) esitliginde m = 0 alirsak Trkalyan alani

F = 8mi[cos @I, (kr)dt Ndx — Iy(kr)dx N dz — sin @I (kr)dz A dt], (3.74)

buluruz. Bu alan, Ornek 3.1.2.3’deki (3.19) esitligi ile verilen potansiyelden meydana gelen
(sabit bir carpana kadar, k = V) en alt diizeydeki ¢coziime karsilik gelir (singiiler olmayan

kisim: ¢ =0, m =0, k =0).

Esitlik (3.72)de & = k(o' — 1/0)/2 [= k(0 + 1/@')/2 = —\/&>+k?] doniisiimiinii
uygularsak Trkalyan alan

,_n

F() = 4G, B(),C)) = ~4 [ [ (&2 482k, i | VER D) ag, 375)

seklinde ifade edilebilir.
Ornek 3.2.3. Esitlik (3.75)’de k > 0, x > 0 ve z > 0 olmak iizere b(&) = 1/+/&E2 + k2 olarak

secerek reel eksen [€ = s, s € R: Bkz. Ornek 3.2.2.4] iizerinde integre edersek

Alx) = -4l / V& o5 (2€) — isin(zE)] dE,

B(x) = —4/ _xvgz+k2\/&T[cos(zé)—zsm(zﬁ)] dé, (3.76)

Cl) = 4} / VEE S licos(cE) + sin(e€)]dE,

NGE
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esitliklerini elde ederiz. Ek 3.1.1°deki (3.11), (3.12) ve (3.13) esitliklerinden F 2-formunu
F = 8[cos oK (kr)dt N dx+ Ko(kr)dx A dz+ sin K| (kr)dt A dz], 3.77)

seklinde buluruz. Bu alan, Ornek 3.1.2.3’deki (3.19) esitligi ile verilen potansiyelden
meydana gelen en alt diizeydeki ¢oziime karsilik gelir (singiiler kisim: ¢; =0, A = v =k,

m=0, k=0).

3.2.1. Keyfi Integrasyon Carpam

Denklem (3.48)’i ¢ozebilmek igin farkli bir integrasyon garpani da secebiliriz. Integrasyon

carpanini

2(p,q,0) = e M h(p,q,0) = e M H(n(0), 0), (3.78)
olarak secelim. Esitlik (3.48)’den

af _
ap

of

w8_q =8 (3.79)

yani d f/dy = i esitligine ulasiriz.
Denklem (3.44)’den

20Mp + (1 + ©*)Ny = —kL+k(M + oN) f, + k(@M +N) f,,
—20Ly — (1 — ®*)Ny = kM — k(L — @N) f, — k(@L+N)f,, (3.80)
(1+®*)Ly — (1 — @*)My = kN + ko (L+ M) f, + k(L — M) f,.

esitliklerine ulagiriz. Burada érnegin, yukarida yaptigimiz gibi f = (1/2)(p — ¢/ ®) olarak
secersek bu esitlikler (3.59), (3.60) ve (3.61) denklemlerine iner.

Denklem (3.80)’den yukaridakine benzer bir yol ile (3.63) ve (3.67) denklemlerini elde
ederiz. Bunlar yine benzer sekilde (3.68) ¢oziimiinii verir (f — f, (3.79) kosulunu saglayacak
sekilde).

Boylece ¢oziim, sec¢ilen integrasyon ¢carpaninin uzayzaman kismini iceren benzer formdadir.

Bundan dolayi farkl bir integrasyon ¢arpani icin de benzer sonuca ulagabiliriz.
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Denklem (3.48) ile verilen harmoniklik kosulunun herhangi bir ¢oziimii, f = (1/2)(p —q/®)
kullanilarak yazilabilir [Bkz. esitlik (3.53) ve (3.55)]. Boylece, (y’ye bagh kisim haric)
f=01/2)[o(t+z) — (t — z)/ ] ile buldugumuz (3.68) esitligine benzer bir ¢oziime ulagiriz.

Denklem (3.48)’in harmoniklik kosulu i¢in, yukarida kullandi§imiz integrasyon ¢arpaninin:
g(p,q,®) = e *Ph(p,q, w) ilgili uzayzaman kismu olarak segilirse f = x + @(t + z) olur.
[Bkz. esitlik (3.51)]. Benzer bir mantikla, bu f = x4 @(r + z) ile (3.68) esitliginden yine

benzer bir ¢oziime ulasiriz.

Ornek 3.2.1.1. f = x+ @(t +z2), g(N(®)) = N (@) ve h(®) = (® — wp)™ olmak iizere
u(n,o) = g(ny(w))/h(w) secelim. m =1, @y =0 ve k = v i¢in u(n, ) = N} (w)/o®
fonksiyonu ve esitlik (3.68)’den

AW = [(1=e)erottinie)/odo,

B(x) - C/(l+w%””“’“*zﬂn::(w)/wdw, G381)
Cly) = C/(—Zw)eV[”“’(t“)]n)?(w)/wdw,
C
buluruz. Cauchy integral formiiliinden Trkalyan alani
F =2mie” " (t —z)"[dt Ndx+dx Ndz], (3.82)
seklinde buluruz.
Eger my # 0, u(n,®) = n?(o)/(® — wp) alirsak esitlik (3.68)’den
AW = [(1- e tettEinio)/ (@ - w) do,
B(x) = C/(l o) O 0) /(0 - o) do, (383)
c) = C/<—2w>e-v[x+“’<f+z>1n::(w)/(w - an)do,
C

elde ederiz. Cauchy integral formiiliinden Trkalyan alan1

F =2mie” P ool+3lnm (o) [(1 — o )dt Adx+ (1+ & )dx Adz —2wpdz Adt], (3.84)
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seklinde buluruz.

Daha genel bir ¢oziim i¢in g(ny(w)) = ¥ a,n?(®) holomorfik fonksiyonunu ve wy = 0
n=0
alirsak u(n, ®) = g(nx(w))/o fonksiyonu ve esitlik (3.68)’den

Alx) = /(1—wz)e_v[”“’(t”)]g(ﬂx(w))/G’dw:
(1+ 0?)e EretEle(n (0)/0do, (3.85)

(—2w)e el Hlg(n(w))/ 0 da,

Q\Q\Q

elde ederiz. Boylece Trkalyan alanm
F =2mie”g(t —z)[dt Ndx+dx Ndz], (3.86)

seklinde buluruz.

3.2.2. Chandrasekhar-Kendall Metodunda Debye Potansiyeli Icin Mini-Twistor
Coziimleri

Skaler Klein-Gordon denkleminin: D%(Z) = —k%¢, (k= 0 ) ¢oziimiinil,

[w(t—i—z)—%(t—z)], (3.87)

0(.x7) = [ TH((0). 0)d0,  f=3

c
seklinde yazabiliriz. Chandrasekhar-Kendall metodunda (3.2) denklemi ile verilen Trkalyan

alandaki Debye potensiyelini: ¥ = ¢ olarak alabiliriz.

Ornek 3.2.2.1. Esitlik (3.14) ile verilen potansiyel, (1+1) boyutta gecerli (x koordinati
disinda) Klein-Gordon denklemini saglayan bir ¢oziimdiir [(1+1) boyutta Klein-Gordon
denklemi: D%q) +v2p =0, D% = 8,2 — 822]. Bu potansiyelin tekil olmayan (nonsingular)

kismini (¢; = 0) r = 0’da, esitlik (3.87)’de H = o " o=¢" secersek, C: merkezi orjin
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olan birim ¢cember (# = rsinh ¢ ve z = rcosh ¢) olmak iizere

b= [t o
C

_ l-e—ikx/e(—ivtsinﬂ—chosﬂ)e—imG d9, (3.88)
C

= 2i(— 1)L (vr)e" R, A =P i

seklinde ifade edebiliriz. [k = K, Bkz. Ek 3.1.1°deki (3.9) esitliginde a =b =0, p = —vz,
g = —ivt alirsak (b — p)? + (a + q)> = v*r?, A —iB = v?>r*(cosh¢ + isinh@)? ve
C+iD = v?r? buluruz, I,(—&) = (—1)"I,(€)].

Ornek 3.2.2.2. Esitlik (3.88)de m=0ve k=0icin A =06 = v ve H = 0~ ! secersek

¢ = /e_VfH(nx(a)), o)dw = 2wily(vr), (3.89)
(&

cOziimiine ulagiriz.

Eger alan d,¢ = a¢ sartim sagliyorsa; @(t + v,x,2) = e*Y¢(¢,x,z), esitlik (3.87)’den
(14+ @*)Hy = [a@ — o(1 — ®?)/(2w)]H denklemini buluruz. Zamandan bagimsiz (& = 0)

bir alan i¢in v(w) keyfi bir fonksiyon olmak tizere

-0 | 20
o= / G Ry (o) do. (3.90)
C

seklinde yazabiliriz. Kompleks diizlemde yeniden parametrize edebilmek icin
ow=—i(0+1)/(0—1) [0 = (0—1i)/(w+i)] kesirli lineer doniisiimiinii uygularsak
do =2ido' /(@' —1)? ve a(@') = —(1/2)(1 + ®*)v(®)(i/@") olmak iizere

o'+1/0 | o' -1/
0 :/ea(gwg,.z)a(w/)dw/, (3.91)
C

buluruz. Bu fonksiyon, 2 boyutta V3¢ — 6%¢ =0, (V3 = 97 + 92) (Helmholtz) denklemini

saglar, .

Ornek 3.2.2.3. Esitlik (3.91)’de @' = ¢®, x = rcos@, z = rsing ve a(®') = —i/@,
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[v(w) =2/(1+ »?)] segersek Ek 3.1.1°deki (3.5) esitliginden n = 0 igin
27

¢ = / e%7s(0=9) g — 271y (o), (3.92)
0

coziimiine ulagiriz.

Esitlik (3.91)’de £ = o(®' — 1/®') /2 doniigiimiinii uygularsak

0= [ VERT REpE) ag, (3.93)
C

elde ederiz.

Ornek 3.2.2.4. Esitlik (3.93)’de 6 > 0, x > 0, z > 0 igin b(&) = 1/1/E2 + 62 secersek Ek
3.1.1°deki esitlik (3.11)’den

0 — / o XV o7 izs ds = 2Ky (o), (3.94)

Vs? 4+ o2

§—=—o0

¢oziimiine ulagiriz. Burada & = 5, s € R: Riemann kiiresinde kapali bir kontur olarak

diisiiniilebilir.

Ornek 3.2.2.5. Esitlik (3.93)’de 6 > 0, x > 0, z > 0 igin b(§) = £ segersek Ek 3.1.1°deki
esitlik (3.14)’den

o — / Vi g0 g sin20Ks(or), (3.95)

§=—00

cOziimiine ulagiriz.

Bunlarin yaninda

_ )" 1

1x,7) = Gf[%] ~do, 3.96

o(txz) = [ 2] (3.96)
C

formundaki alanlar1 kisaca inceleyecegiz (Ref.46’da Oklid izde tartigilmustir). Integrali

parametrize edebilmek icin ® = —ie™ alirsak N/® = 2(x + tsinu — izcosu) ve

f = —itcosu—+ zsinu olur.
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Ornek 3.2.2.6. Esitlik (3.96)’da n = 1 alirsak

2r
o =2i / e %S (x+1sinu— izcosu) du, (3.97)
u=0

esitligine ulasiriz. Burada r = Rsinh 0 sinh ¢, x = Rcosh 6 ve z = Rsinh 0 cosh ¢ olmak iizere

21
¢ =2iR [ e ORSINhOSINU=i®)[c06h O — isinh 6 cos(u — i) du,
u=0
o (3.98)
= 2iR / ¢~ ORsinhOsinuleo6h @ — isinh O cos u] du,
u=0

elde ederiz. Integraldeki birinci terimin ¢oziimiinii Ek 3.1.1°deki esitlik (3.8)’de a = b = 0,

p=m=0,g=—or ve C = orolmak lizere
¢ = 4mixly(or), r = Rsinh 6 (3.99)

buluruz (integraldeki ikinci terim sifirdir.)

3.3. ULTRAHIPERBOLIK DALGA DENKLEMI: KLASIK JOHN
DONUSUMUNUN INDIRGEMESI VE RADON DONUSUMU

Bu boliimde ultrahiperbolik dalga denkleminin ¢oziimiinii veren klasik John (X-151n1)

doniistimiiniin 1s1nsal olmayan (non-null) indirgemesini kullanarak Trkalyan alani kuracagiz.

R?*+2 uzayinda taniml ultrahiperbolik dalga denklemi

02 02 02 02
-t -+ =0 3.100
( or? + dx2  0y? + 8z2) v=>u ( )
ile verilir. Bu denklem oy = x+y, o =t +z, B =t —z, fo = x — y koordinatlari ile

Py Py
d0udf, Jdmdf

0, (3.101)

haline (John denklemi) gelir.

Schwartz uzay1 S(R?)’e (R*’de hizla azalan fonksiyonlarin uzayi, Bkz. Ek 4) ait bir g(x)
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fonksiyonunun John (X-1g1n1) doniisiimii, B noktasindan @ vektorii yoniinde gegen dogru

tizerinde bu fonksiyonun integrali
xlgl(e.B) = [ glas+B)ds. (3102
olarak tanimlanir [70]. Burada s € R bir parametre olmak iizere x = as+ B, B = (B1, B2, B3)

noktasindan & = (o, 0p, 03) vektorii yoniinde gecen dogruyu gostermektedir.

Eger o = (oq,m;,1), B = (Bi1,B2,0) parametrizasyonunu kullanirsak [55, 70],
x = (x1,x2,x3) = (a15+ Bi,00s + Bo,s) (Bu parametrizasyon x3=sabit diizlemine paralel

olan yatay dogrular1 temsil etmez) olmak {izere John (X-151n1) doniisiimiinii
X[gl(an,00;B1,B2) = / g(ais+Pr,ons+Pa,s)ds, (3.103)

seklinde yazariz.

John doniigiimii (3.103) denklem (3.101)’i saglar: X[g] = w. Aym zamanda denklem
(3.101)’in ¢oziimii de esitlik (3.103) seklinde yazilir. Dolayisiyla bu John doniisiimii, (3.101)
denkleminin biitiin ¢oziimlerini verir ve biitiin ¢oziimler (3.103) esitligi seklinde yazilir
[53]. Boylece John denkleminin ¢oziimii (3.103) esitligi ile verilir: y = X|g|, g(x1,x2,x3)
fonksiyonu Schwartz uzayr S(R?)’e (R*’de hizla azalan fonksiyonlarin uzay1) ait olmak

uzere
y(ay,0n;P1,B) = /g(Oﬂ1S+[31,062S+ﬁ275)dS, (3.104)

seklinde yazabiliriz.

Ultrahiperbolik dalga denkleminin indirgemesi icin

Wy (3.105)
dy

esitligini kullanacagiz. Bu esitlik, (3.104) esitligini kullanarak (d/do; —d/dBy)g = kg,
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(9/dy=09/day —d/d ) haline iner. Boylece

PR
(sa—x]—a—xz>g:kg, (3.106)

elde ederiz. Eger p = x1 + sx2, ¢ = x1 — sx2, s olacak bicimde yeni degiskenler tanimlarsak

d/dxy=0/dp+3d/dqve d/dx, =s(d/dp—3d/dq) oldugundan bu esitlikten

L =Z"g (3.107)
denklemine ulasiriz. Bu denklemin genel ¢coziimii

g(x1,x0,x3) = %2 U9ap(p ), (3.108)

p=x1+sx2="n(s) =t—z+2xs+ (t+2)s*, h(p,s) = H(N,s), seklindedir. Daha degisik
integrasyon carpanlari ile de bu denklemi ¢ozmek denenebilir. Fakat biz esitlik (3.108) ile

verilen genel ¢6ziimii kullanacagiz. Boylece esitlik (3.104)’den
v=X[g]|=eY(r,x,2), (3.109)

elde ederiz. Bu esitlikteki ¢ fonksiyonunu

k

0 (t,x,2) = / e 2 Fs=(=2/s () ds, (3.110)
N =p=x1+sx=Pi+ (a1 +B2)s+ s> =t — 7+ 2xs+ (¢t +z)s?, Klein-Gordon denklemini
saglar: D%qf) +k?>¢ = 0 . Bu ¢oziim k = 0 i¢in dalga denkleminin ¢oziimiine iner: D%(Z) =0.

Bu integral, mini-twistor metodunda (3.57) esitligi ile verilen Trkalyan alani kurabilmek i¢in

kullandigimiz (3.56) esitliinin bir benzeri olarak goriilebilir, (0 = s, Im|w] = 0).

Ornek 3.3.1. Esitlik (3.110)’da H(1,s) = 8(s — ¢) ve ¢ = “ secersek ¢ = ¢~ k(tsinha+zcosha)

buluruz.

Trkalyan alan F’nin bilegenleri Klein-Gordon denklemi (3.44)’li sagladigindan

F(x) = [A(x),B(x),C(x)] = /e—kf[L,M,N] ds, (3.111)
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yazabiliriz. Denklem (2.4)’den

1 2

—25Ly — (1—5%)Ny, :k[M+( s )N}, (3.112)

A
2 (—1+57)
25My + (14 52Ny = k| =L+ N, (3.113)
2 2 (=1+5) (1457

(14 5%)Ly — (1 — %)My :k[ Lt M4, (3.114)

A) S

esitliklerine ulagiriz (Bkz. Ek 4). Denklem (3.112) ve (3.113)’den

—25[(1+ %)Ly — (1 — s*)Mp] = k[ (1 —s*)L+ (1 +s*)M + 25N, (3.115)
bulunur. Esitlik (3.114) ve (3.115)’den

(1—s*)L—(14s*)M—2sN =0, (3.116)

denklemine ulagiriz. Bu denklemden Ny = [(1 —s52)/(2s)]Ly — [(1 +s%)/(25)|My buluruz.
Bu esitligi (3.112), (3.113) ve (3.114) denklemlerinde yerine yazarsak

2 2
_a ’ZLSS n + 2Ly — (1= s2)Mp] = k%[(l +SL—(1-sHM],  (B.117)
_2 2
12SS [(1+5%) Ly — (1 —s*)Mp] = _k(1;;2s >[(1+s2)L—(1 —s5)M], (3.118)
(145%)Ly — (1= %)My =0, (3.119)
elde ederiz. Bu esitliklerden
(1+5*)L—(1—5*)M =0, (3.120)

denklemi bulunur. Buradan u(m,s); n ve s nin keyfi bir foksiyonu olmak iizere
L(n,s) = (1 —s?)u(n,s), M(n,s) = (1 +s2)u(n,s) ve N(n,s) = —2su(n,s) ¢oziimlerine

ulasiriz.

Boylece f = (1/2)[(t+z)s— (t —z)/s] ve n(s) =t —z+2xs+ (¢ +z)s? olmak iizere Trkalyan
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alam
F(x) = [A(x)7B(x)7C(x)] = /[(1 _S2)7 (1 +SZ)7—2S]€_kf”(UaS) dS, (3121)

seklinde ifade ederiz.

Bu ifade mini-twistor metoduyla buldugumuz (3.68) esitli§inin reel bir hali olarak da

diisiiniilebilir (0 = s, s € R).

3.3.1. Radon Doniisiimii

Alan denklemi (2.3), (2.4) ve Klein-Gordon denklemi (D%(}) +lz¢ = O) cOziimiinde
farkli bir yaklasim icin, Minkowski uzayzamani: R?>*!’, uzay: R? ve zaman: R olarak
ayristirabiliriz. Burada diiz uzaysal kesitin: R? noktalar yerine dogrulardan olustugunu
varsayacagiz. Bu uzaysal kesit R? diizlemi iizerinde, Radon doniisiimiinii kullanarak
calisacagiz. Bu diizlemdeki dogrularin olusturdugu S x R uzayinda alan denklemlerinin

basitlestigini gorecegiz.

R? uzayindaki dogrular, S x R uzayimndaki noktalarla parametrize [k birim normal ve
(ortogonal) p orjine olan uzaklik] edilebilir. Bu nedenle sistemimizi R? uzayindaki
dogrular yerine S x R uzayindaki noktalar iizerinde tanimli, zamana bagl bir alan olarak

diisiinebiliriz. Bu iki resim Radon doniisiimii ile birbirine baglanir.

Schwartz uzayina (R>’de hizla azalan fonksiyonlarin uzay1) ait ¢ (¢, x) fonksiyonunun Radon
doniigiimii [71], bu fonksiyonun, birim normal vektorii K = (cos @, sin @) ve x = (x,z) olmak

tizere orijinden p = K - x kadar uzaklikta bulunan dogru iizerinde integralidir ve

é(t,p.x /¢ t,x)8(p—x-x)d’x, (3.122)

seklinde ifade edilir.
Bu Radon doniisiimii uzaysal tiirevleri eslestirir: d/dx — k19/dp, d/dz — k»d/dp, [T1] .

Boylece (2.4) denklemi

Ci+xiB,=-AA, 1C,—KxA,=1B, kB,+A =21C, (3.123)
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sekline iner (A = v) ve S x R uzayinda, (2+1) boyuttaki Klein Gordon denklemini
& — ¢A)pp + A2¢ = 0 olarak ifade ederiz. Ayrica A, B, C bilesenleri de (1+1) boyuttaki bu

Klein-Gordon denklemini saglar.

Bu Klein-Gordon denklemini degiskenlerine ayirabilmek icin ¢ = 7'(f)P(p) alirsak, a = F1
olmak iizere 7" + ax®>T = 0 ve P" — (A? — ax?)P = 0 diferansiyel denklemlerine ulasiriz.
Bu denklemlerden A% —ax? = —v> <0, (a = 1 = A,k,v € R) olmak iizere ¢oziimii

@ (t, p,x) = e IVaK VP seklinde buluruz. Ters Radon déniisiimii ise

~

o (t,x) = —2/ /oo ¢ ~dp, (3.124)

seklinde verilir. Boylece x = (rcos @, rsin@), v > 0 ve { = vr olmak tizere Ek 4°deki (4.1)
esitliginden ¢oziim ¢ (1,x) = (v/2)e~ Ve Jy(vr) seklinde bulunur.

(Reel) R?>*!in mini-twistor uzayinin, 1smsal (null) diizlemlerin olusturdugu .4/ = S x R
uzay1 oldugunu hatirlatiriz [51, 72, 73]. Whittaker ¢coziimiiniin Lorentziyen versiyonu dalga
denkleminin ¢oziimlerini saglar [51]. Bu .4 iizerindeki fonksiyonlarla, R? iizerindeki

fonksiyonlar arasindaki Radon doniisiimii ile ilgilidir.

3.4. ULTRAHIPERBOLIK DALGA DENKLEMI: TWISTOR COZUMUNUN
INDIRGEMESI

Bu boliimde ultrahiperbolik dalga (John) denkleminin twistor ¢oziimiiniin 151nsal olmayan

(non-null) indirgemesini kullanarak Trkalyan alan1 kuracagiz.

Klasik John doniisiimiiniin kompaktlagtirilmig bir hali, RP? ( R?’iin bir kompaktlagtirilmasi)
uzayinda diizgiin bir fonksiyonun yonlii jeodezikler iizerinde integralini almaya dayanir.
Bu R*de bulunan 2-diizlemlerin olusturdugu Grassmannian uzay1 iizerinde tanimhidir ve
ultrahiperbolik dalga denklemini saglar [53]. Bu yakin iligki, twistor metodlarini kullanarak
Guillemin ve Sternberg [58], Woodhouse [56] tarafindan tartigilmigtir.

Woodhouse, ultrahiperbolik ize sahip diiz uzayzamanda twistor yapisinin bir analizini
sunmustur [56]. Ultrahiperbolik dalga (John) denkleminin herhangi bir lokal ¢oziimiiniin

R?*+2 uzayinin reel twistor uzayinda bir fonksiyondan iiretilebilecegini gostermistir [53].
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Ultrahiperbolik dalga denklemini, Ref. 56’ nin notasyonu ve gosterimi ile

2 2 2 &
- - - =0 3.125
(azf MFT A ax§> v=> G125

seklinde yazabiliriz.

Eger yeni degiskenler: u; = (t; —x1)/2, up = (t, —x2) /2, vi = (t1 +x1) /2, vo = (t2 +x2) /2

tanimlarsak bu denklem

%y N riy
du;0vy  durdvy

0, (3.126)

denklemine iner.

Yeni degiskenleri: & = x| +ixy, T =t +itr, ® = & +77, ® = & + 77T olarak alirsak bu

denklemin ¢oziimii

w(é,rf,ﬂ:%ﬂi ]4 f(w,w,z)%dzzzim 7{ f(é-l—Zr,E-l—z?,z)%dz, (3.127)

C:|z|=1 Cilz|=1
kontur integrali seklinde verilir [56].
Bu ¢oziimiin indirgemesi i¢in

dy
3, = kv (3.128)

esitligini kullanacagiz. Bu esitlik (3.127) esitligini kullanarak (zd/d® + zd/d®)f = kf,

(0/9t1 =70/dw+29 /I @) seKline iner. Boylece

_d d
(755 +232)f =K. (3.129)
denklemine ulagiriz.

Bu denklemi o = zw —Zo, B = z@ + 7@ degiskenlerini kullanarak

o _ L1
55—kt (3.130)
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seklinde yazabiliriz. Bu denklemin genel ¢6ziimii

f(at,B,2) = e k/2)(1/2)B g H(a,2)

i (3.131)
= W2EPH(, 2),  a=n(2),

seklinde bulunur. Burada @ = n(z) = z0 —zZ0 = (z — 2)x1 + i(z + 2)x2 + 2izzty ve

B =z0+70 = (z+7)x1 +i(z—7)x2 + 2271 esitlikleri ile verilir. Boylece esitlik (3.127)’den

Y=o M (1,x1,x0), (3.132)

elde ederiz. Buradaki ¢ (¢,x;,x;) fonksiyonu

¢(I,X1,x2)= f e%[(z—i—Z)le(z—Z)xz]H(n7Z)ldz’ (3.133)
Z
Cilz|=1

N = (z—2)x1 +i(z+2)x2 +2it2 ve 22 = |z|*> = 1 olmak iizere ((05 + k%) ¢ = 0 (Klein-Gordon)

denklemini saglar. Bu ¢6ziim k& = 0O icin dalga denkleminin ¢oziimiine iner: D% =0.

Ornek 3.4.1. Esitlik (3.133)’de H(1,z) = ¢™/?7 ve 7 = ¥ segersek

21
¢ — ieint \% ek(X] cos 0—xp sinG)ein(xl sin9+x2c0s9) de, (3134)

buluruz, n = 2i(t + x;8in 0 + xpcos 0). Ek 3.1.1°deki (3.8) esitliginde m = 0, p = kxy,
q = —kxp, a = nxp ve b = nx; alirsak x% +x% = r? olmak iizere C = (k> —n?)r> ve D =0

buluruz. Boylece k> — n> = v> > 0 olmak iizere ¢oziimii
¢ = 2mie™ Iy(vr), (3.135)

seklinde yazariz.

Ornek 3.4.2. Esitlik (3.133)’de H(1n,z) =N ve z = €' secersek 1 = 2i(t +x1 sin @ +x;cos H)
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veE
271
¢ =-2 f elkricosO—knsing) ;4 v\ sin @ + x,cos6)d,
6=0
o - (3.136)
— ¢ f e(kxl cos 0 —kx, sin 6) do —2 f e(kxl cos O —kx; sin ) (X] sin @ + xo COSQ)dQ,
6=0 6=0

buluruz. Bu integralin ikinci kismu sifirdir. Boylece integralin birinci kismindan ¢oziimii
¢ = —4mtly(kr), (3.137)

k > 0, seklinde yazariz [Ek 3.1.1°deki (3.8) esitliginde, m =a=b =0, p = kx| ve ¢ = —kx;

alirsak x7 +x3 = r? olmak iizere C = k*r? ve D = 0 buluruz].

Trkalyan alani [bilegenleri Klein-Gordon denklemi (3.44)’ii sagladigindan]

F(x) = [A(x), B(x),C(x)] = 7{ ekg(L,M,N)%dz, (3.138)
C:lz|=1

seklinde ifade edebiliriz. Burada g = (1/2)[(z +2)x1 +i(z —2)x2] ve L(n,w), M(n,®),
N(n,w) ise n = (z—2)x1 +i(z+Z)xp + 2it, ve z’nin keyfi birer fonksiyonudur. Boylece
denklem (2.4)’den

(=)L + i+ 2Ny = k[%(erZ)LJrM— %i(z _N, (3.139)
DLy +i(z+2)My = k[—é(z _ )M LN], (3.140)
(z— )My +2iNy = —k[L+ (ZzﬂM], (3.141)

esitliklerine ulasiniz (Bkz. Ek 5). Esitlik (3.139) ve (3.140)’dan
k
i(2+2)[(a—2)Mpy +2iNg] = ik(z+2)L—i7[(z~ 72 —4M+2k(z—Z)N,  (3.142)
buluruz. Esitlik (3.141) ve (3.142)’den

i(z+2)L+i(zz+ 1) M+ (z—2)N =0, (3.143)
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denklemine ulasiriz. Buradan Ny = —i[(z +2)/(z — 2)|Ly — i[(z2 + 1)/(z — Z)|My olarak
bulunur. Bunu (3.139), (3.140) ve (3.141) esitliklerinde yazarsak

é[an (2 4+2)My] =0 (3.144)
z+z _ k B
(z4+7)?

2L + (z+2)My = —k 2L+ (z+7)M), (3.146)

2(z—32)

buluruz, (zZ = |z|> = 1 ). Bu denklemlerden
2L+ (z+7)M =0, (3.147)

elde ederiz. Boylece u(m,z): n ve z'nin keyfi bir fonksiyonu olmak iizere

L(n,z) =—(z+2)u(n,z), M(n,z) =2u(n,z) ve N = i(z—7)u(n,z) ¢oziimlerine ulasiriz.

Boylece g = (1/2)[(z+2)x1 +i(z —Z)x2] olmak iizere Trkalyan alan ¢oziimiinii

FO = M0.B0.CI = [e+2). 20620t d (149
C:lz|=1

buluruz.

Bu doniisiimiin geometrik bir aciklamasi [51], Nakata’nin R?*2

uzayinda belirsiz self-dual
bir metrik icin twistor karsilikliligi kapsaminda tartismasindan ¢ikar [72, 73]. Nakata,
S x R 1s1nsal diizlemlerin kiimesiyle 0zdeslestirilen S x R silindiri tizerinde bir doniisiim
kullanarak dalga denkleminin ¢Oziimiinii vermistir. Bu doniisiimiin tersi, (ters) Radon
doniisiimii (# = 0 diizlemi, 1s1nsal diizlemlerle ara kesiti diiz dogrular olan baslangi¢ diizlemi

[51] olarak diisiinerek) kullanarak elde edilir.

Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistorel ¢6ziimiiniin indirgemesi:(3.134) Klein-Gordon
denklemi i¢in, bu doniisiimiin bir genellemesini vermektedir. Bu genelleme indirgemeden
gelen bir iistel carpan ile miimkiin olmaktadir. Bu doniisiim iistel Radon tipi bir doniisiim

formundadir [74].

Eger k = 0 alwsak (3.133) ile verilen integral doniisiimii, Nakata tarafindan

tartisilan doniisiime iner (N’ = N/2i =t + x1sin 6 + xpc0s0 = t + x18in 6" + xc056’,
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o = e = ¢i(7/2-6) 1sinsal diizlem denklemi), (diger bir deyisle Whittaker ¢oziimiiniin

Lorentziyen versiyonu [51]) .

Boylece, esitlik (3.148) ile (reel) Minkowski uzayinda tanimli Trkalyan alanlar icin bu
uzaydaki 1sinsal diizlemlerin olusturdugu S x R silindiri iizerinde baska bir mini-twistorel

ifadesi sunulmustur.

Ayrica TCP' mini-twistor uzay1 ile baglatili olarak, —in sinir |A| = 1 iizerindeki y ile ¢akigir:
—in =Y, z=A"1, 2= A. Smr |A| = 1, belirtilen koordinat doniisiimii altindaki z € R

dogrusuna karsilik gelir.
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4. BULGULAR

Bu tez calismasinda, uzayzamanda tanimli Trkalyan alan denkleminin ¢6ziimii igin
Chandrasekhar-Kendall, mini-twistor, klasik John (X-1s1n1) ve Radon doniisiimii
yontemlerini sunduk. Topolojik kiitleli Abelyan ayar teorisi, uzayzamanda tanimlhi Trkalyan
alanlar icin bir 6rnektir. Bu teori ¢esitli fiziksel konularda ve matematiksel yapilarda ortaya

cikmaktadir.
Biz bu tez ¢alismasinda (2+1) boyutta Lorentziyen ize sahip manifoldlar {izerinde calistik.

Birinci olarak Chandrasekhar-Kendall metodu ile ¢oziim sunduk. Chandrasekhar-Kendall
yontemi ile hem egri hem de diiz manifoldlar iizerinde calisilabilir. Bu c¢oziimde
Hansen 1-formlari, skaler bir fonksiyon (Debye potensiyeli) ve konformal Killing 1-form
kullanilmigtir. Debye potansiyeli, skaler Klein-Gordon ve Helmholtz denklemlerinin bir

¢cOziimidiir.

Chandrasekhar-Kendall metoduyla (bolim 3.1) (xd — v) x F = 0 denkleminin ¢oziimii
icin £xg = 2xg ile verilen (3.7) denklemini saglayan @ konformal Killing 1-form ve
(=1 Ay + (1/3) xd % & Ndy +*(dy Axd®) + yxd xdwo — v’yo = 0 ile verilen
denklem (3.10)’u saglayan y olmak iizere T ve S 1-formlari
*F=T+S
T=x(dyAo)+yxdo=/|g|V, yo,g"%"Peyp,dx" + yxdo,
1 4.1)
S = ;[(—I)S(Awa) -V Vyyotdx' =V, yVFodx’ +V,yVY o,ddt)

+x(dy A*dw) + y*d*xdw),
seklinde verilir. Daha sonra xF bulunabilir. Farkl1 @ ve y icin farkli ¢oziimler iiretebiliriz.

Ikinci yontemimizde, R?*! Minkowski uzayzamaninda tanimli Trkalyan alanlar icin twistor
teorisi ile ¢6ziim sunduk. Daha sonra bu denklemi, diiz uzayzamanda, twistor teori ve integral

geometri tekniklerini kullanarak ¢ozdiik.



51
Mini-twistér metoduyla f = (1/2)[(t +z)® — (t — z) /@] olmak iizere ¢6ziim

F(x) =[A(x),B(x),C(x)] = /[(1 —0?),(1+0?), —20le ¥ u(n,0)do, 4.2)
c

seklinde bulunmustur. Ayrica d f/dy = i kosulunu saglayan farkli f fonksiyonlari igin ¢oziim
ayn1 formda ¢ikar. Fakat en genel ¢ozim f = (1/2)[(t +z)® — (t —z)/ o] ile verilir.

Ugiincii yontemimiz, R>*? {izerinde taniml ultrahiperbolik dalga denkleminin klasik John
(X-151n1) doniisiimii ¢oztimiiniin indirgemesidir. Klasik John (X-1s1n1) doniisiimii ¢oziimiiniin

indirgemesi metoduyla, f = (1/2)[(t 4+ z)s — (t — z) /s] olmak iizere
F(x) = [A(x),B(x),C(x)] = /[(1 =), (1+5%), =2s]e ™ u(n,s)ds, (4.3)

seklinde bulunmustur. Bu ¢6ziim mini-twistdr metoduyla buldugumuz ¢oziim ile benzerlik

gostermektedir. Bu ifade w € R, w = s i¢in (4.2) denkleminin reel hali olarak goriilebilir.

Radon doniisiimii, R?>*! Minkowski uzayzamamnin uzay ve zaman: R? x R olarak
ayrigmasina dayanmaktadir ve diizlemsel uzaysal kisim olan R? dogrulardan olusur.

Dogrularin olusturdugu S x R uzayinda daha basit denklemlerle ¢aligmak miimkiindiir.

Dérdiincii yontemimiz ise R?>*2 iizerinde tanimli ultrahiperbolik dalga denkleminin twistor
¢Oziimiiniin indirgemesidir. Bu boliimde Trkalyan alanlar1 bagka bir twistorel gosterimle
ifade ettik; R>*! iizerindeki 1smsal (null) diizlemlerin uzayinda iistel doniisiim kullandik.

Ultrahiperbolik dalga denkleminin twistor ¢éziimiinii indirgeme metoduyla Trkalyan alan

FO) = AWBWCWI = § [0, 2= 2l un, o) e @
C:lz|=1

seklinde bulunmustur, (g = 1/2[(z+32)x1 +i(z—Z)x2]). Bu da Trkalyan alan denkleminin bir

bagka mini-twistorel ¢oziimiinii olugturur.

Bu yontemlerin her birinin altinda yatan geometrik yapiya bagh olarak kendine 6zgii ¢6ziim

tipleri vardir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Trkalyan alan denkleminin ¢6ziimii i¢in kullandigimiz dort metottan ilki olan
Chandrasekhar-Kendall metoduyla, Oklidyen veya Lorentziyen ize sahip egri veya
diiz manifoldlarda ¢alismak miimkiindiir. Biz, diferansiyel formlar1 kullanarak, bu yontemin
Lorentziyen ize (veya Oklidyen ize) sahip 3-boyutlu (diiz veya egri) manifoldlara
genellestirilmesini sunduk. Burada kullandigimiz xd operatoriic hem Oklidyen hem de

Lorentziyen manifoldlarda ¢ok temel bir operatordiir.

Bu yontem kullamlarak Lorentziyen veya Oklidyen ize sahip cesitli manifoldlar
tizerinde ¢oziimler iiretilebilir. Chandrasekhar-Kendall metodunun genellestirilmesi, giriste
bahsettigimiz matematik ve fizigin cesitli alanlarinda, yeni c¢oziimler bulmak icin
kullanilabilir. Ornegin, giines patlamalarinda meydana cikan manyetik bulutlar i¢in daha

gercekci modellemeler olusturulabilir.

RZ—H

Daha sonra Minkowski uzayzamani: iizerinde tanimli Trkalyan alanlar1 kurabilmek

icin twistor teori ve integral geometri metodlarim kullandik.

Diger ii¢ yontem; mini-twistor, ultrahiperbolik dalga denkleminin John (X-1s1n1) doniisiimii
ile verilen ¢oziimiin indirgemesi ve ultrahiperbolik dalga denkleminin twistor ¢oziimiiniin

indirgemesi ile diiz manifoldlarda calismak miimkiindiir.
Biz, bu yontemlerle, Trkalyan alan denkleminin yeni bir ¢6ziimiinii sunduk.

Bu yontemlerin cesitli sekil veya yonde gelistirilmesi denenebilir. Ornegin sabit egrilikli

uzayzamanda bu metodlart kullanmak akla ilk gelen yollardan birisidir.

Integral geometri, giiniimiizde bir cok alanda kullamilmaktadir. Bu calismalar integral
geometrinin kendisine de matematiksel katki saglamaktadir. Bu alanlardan ilk akla gelen

ornek tomografidir.

Daha once AdS/CFT karsilikliligi cercevesinde Trkalyan: Maxwell-Chern-Simons
alanlarmin c¢alisildigim1  ifade etmistik. Giiniimiizde bunlar yeni integral geometri

metodlar1, 6rnegin horosiklik (horocycles) doniisiim, Gel’fand Graev Radon doniisiimii
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kullanilarak bazi alanlar i¢in ¢aligilmistir [79-81]. Bu integral geometri metodlart ile

Maxwell-Chern-Simons i¢in calismak da denenebilecek ilgi ¢ekici yollardan birisidir.

Ayrica kullandigimiz yontemler ve altinda yatan geometrik yapilar daha derinlemesine

incelenebilir.

Sonug olarak, bu yontemler uzayzaman iizerindeki Trkalyan alanlar1 daha iyi kavramamizi
saglayabilir. Ornegin topolojik kiitleli ayar teorisi ile baglantili matematiksel yapilar ve

cesitli fiziksel kavramlar1 daha iyi anlamamiza yardimci olabilir.
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EKLER

EK 1. Trkalyan Alanlar
E elektrik alani, B manyetik alan ve v akis hiz1 olmak iizere elektrik yiiklii bir plazma

tizerinde manyetik alanin yarattigi Lorentz kuvveti F =q E+4qv X B ile verilir.

Manyetik Lorentz kuvvetinin sifir olmasit (force-free) icin akimin manyetik alana paralel

olmasi gereklidir.

Geometrik birimlerdeki Maxwell denklemleri j akim olmak tizere

JoB
VXE__W’ (1.1)
V.-E=p, (1.2)
JE
VXB—E—F], (1.3)
V-B=0, (1.4)

seklindedir.

Elektrik alaninin sifir oldugu durumda Lorentz kuvvetini j=qv olmak iizere F = j X B
ile ifade edebiliriz. Kuvvet icermeyen (force-free) durumda F = 0 olacagindan j X B =0
olur. Bu esitlik j//B oldugu durumda gergeklestiginden v sabit veya koordinatlara bagh
bir fonksiyon olmak iizere j = VB diyebiliriz. Maxwell denklemlerinden iiglinciisii yani
(1.3)’den E = 0 oldugu icin V x B = j esitligi elde edilir. Yani V X B = vB olur. Lorentz
kuvveti formiilii j X B =0 dan (V x B) x B = 0 esitligine ulagiriz. Buradan da V x B = VB

yazabiliriz.

Ayrica ayn1 denklemi su sekilde de elde etmek miimkiindiir. Riemann-Silberstein vektorii

G=E +iB, (1.5)
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seklinde verilir. Denklem (1.1) ve (1.3)’den

VxG:iaa—?—i-ij, (1.6)

esitligine ulasiriz. Denklem (1.2) ve (1.4)’den
V.G=p, (1.7)

buluruz.

Denklem (1.5) ve (1.6)’da G = e_i“”F(x), akim: j =0 ve yiik: p = 0 olarak alirsak Maxwell
denklemlerinin Riemann-Silberstein vektorii cinsinden ifadesini
V X F = oF,

(1.8)
V.F=0,

seklinde buluruz.

Beltrami alani, akigkanlar dinamiginde duragan (stationary) Euler denkleminin bir
¢oziimiidiir. Burada u akis hiz1 vektorii, p basing olmak iizere R? iizerinde duragan Euler
denklemleri

(u ‘ V)u = _Vp7

(1.9)
Viu=0,

seklinde yazilir. Vektorel 6zdeslikten ilk denklemi V(u?/2) —u x (V x u) = —Vp seklinde
yazabiliriz. Buradan basing: p=0 igin u x (V x u) = 0 esitligini buluruz. Bu esitlik
u//(V x u) oldugunda gergeklestiginden A herhangi bir fonksiyon olmak iizere V x u = Au

yazabiliriz.

EK 2. Chandrasekhar-Kendall Metodu
Trkalyan alan denklemi (xd — v) % F = 0 olmak iizere (A — cv?)x F = 0 esitligi saglanir.
Burada Oklidyen ize sahip metrikte c=1, Lorentziyen ize sahip metrikte c=-1 oldugunu

asagidaki gibi gosterebiliriz.

AxF —cV?«F =0, AxF = (6d +d&) * F, OKlid ize sahip metrikte §d x F = xd xd x F,
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ddxF =0 oldugundan AxF = xd xd xF = vZ x F olarak yazabiliriz, (** =1,dF =0,
Sw, = (—1)"++ xdx @, ). Boylece AxF = cv?xF esitliginden V2« F = cV>xF = c=1
bulunur. Lorentziyen ize sahip metrikte ise 0d x F = —xdxd xF, dd x F = 0 oldugundan
AxF = —(xd%dxF) = —v?x F olarak yazabiliriz, (§@, = (—1)"0V) xdx @, »x = —1,

dF = 0). Boylece AxF = cv? x F denkleminden —v?«F = cv?>xF = ¢ = —1 bulunur.

Chandrasekhar-Kendall metodunu diferansiyel formlarla ifade edebilmek i¢cin T ve S

1-formlarin1 agsagidaki gibi buluruz.

n uzay boyutunu gostermek iizere Hodge * isleminin tanimi

1
K(dxt A Ndr) = 1/ |g|eMV L gh ey vy, dX TN AR (2.1)

(n—p)!

ile verilir.

Metrik izindeki (-) sayist s ve manifold {izerindeki metrik tensér g olmak
iizere e*B = (—1) ]g\g“pg“"gﬁ‘sspog ile verilir. Ayrica y O-form olmak iizere

Ay = =V, V%y ile verilir.
Chandrasekhar-Kendall metodundaki T 1-formu

T = xd(yo)=*xdyNo)+yxdo

= \/Evu‘l’wvg“agvﬁsaﬁydxy“‘ y*do, =
seklinde bulunur.
Chandrasekhar-Kendall metodundaki S 1-formu
S = 1xdT =1lxdxd(yw) = L1xdx(dy o) +x(dyAxdo)+ yrdxdo] @3)
= Lxd(\/g|Vuwwygh®g P eyp dx?) + x(dy Axdw) + yxdxdw),

Vo(1/Igl) =0, Vs (€upy) =0, Vo (gH*) =0, V(g"#) = 0, seklinde bulunur.

Ayrica Ay = -V, VHy olmak iizere

*d(\/]g|Vy V/wvg“agvﬁ saﬁydxy) = (—-1)'[Ayo+V,Vyyo'd’ =V, yVFoydx’ +V,uVY oydxt]
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esitligini buluruz. Boylece S 1-formunu

S = Jl(=1)(Ayo+V,Vyyordx” —V,yVFro,dx’ +V,yVYo,dx*)

+x (dY A*xdo) + y*dxdo],

<|=

2.4)
seklinde de ifade edebiliriz.

EK 2.1. Konformal Killing Denklemi
Konformal Killing denklemi £xg = 2kg ile verilir (k koordinatlarin fonksiyonu ve g
metrik). Ayrica X konformal Killing vektor olmak iizere £xguv = V Xy +Vy X}, seklindedir.

Buradan @ konformal Killing vektorii X in metrik duali olmak iizere bu denklemi

seklinde yazabiliriz. Burada '/, = (1/2)g*B (8up,v +8&vB.u — 8uv,p) Ve @ = Wxdx® olmak
tizere V @y = dy @y — Fﬁ‘v @y, ile verilir. Konformal Killing denklemi x = 0 icin ¢oziiliirse
Killing 1-form , k = 1 i¢in ¢oziiliirse konformal Killing 1-form vektorii elde edilir. Ayrica

Fﬁv = F?,‘” dir. Ornekler icin bu denklemler ve ¢oziimleri asagidaki gibidir.

Ornek 3.1.2.1: Metrik
ds®> = —rzd(p2 +dx* +dr?, (2.6)

olmak tizere

dowo— (1/r)wy = —xr?,

dw+dy = 0,

don+dwy = 0, 27
o1y = 2k,

d1, + d, ) = 0,

X0 = 2K,

konformal Killing denklemlerine ulagiriz. Buradan k¥ = 0 iken @ = (0,1,0) vektorii bu

denklemleri sagladig1 icin bir Killing vektordiir, boylece @ = o' olarak alabiliriz.
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Ornek 3.1.2.2: Metrik
ds* = —dt* + dx* + d2, (2.8)

olmak tizere

do @y = —K,
dw; + iy = O,
doan +hay = 0, 2.9)
o1 = K,
iy +dho = 0,
hw, = K,

konformal Killing denklemlerine ulagiriz. Buradan x = 0 iken ® = (x,—#,0) vektorii bu

denklemleri sagladig1 icin bir Killing vektordiir, boylece @ = xw° —rw! olarak alabiliriz.

Ornek 3.1.2.3: Metrik
ds® = —di* +dr* + r*d¢?, (2.10)

olmak tizere

do o = —K,

dow; + Iy = 0,

do@, + A @y = 0, @11
01 = K,

i+ o —(2/r)an = 0,

A, + ray = K7,

konformal Killing denklemlerine ulasiriz. Buradan k¥ = 0 iken @ = (1,0,0) vektorii

denklemleri sagladig i¢in bir Killing vektordiir, boylece @ = " olarak alabiliriz.

Ornek 3.1.2.4: Metrik

ds* = —dt* +dr* +r*(d + Qdr)?, (2.12)



olmak tizere

do @y

oy + 9y @ — 2Q%rw; + (2Q/r) an
Ay + Ay — 2Qrw;

o1y

d1@n + Ao —4Qrew; + (2/r)w;
hw, +ro

konformal Killing denklemlerine ulasiriz.
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(2.13)

Buradan ¥ = 0 iken ® = (1,0,0) vektorii

denklemleri sagladig1 icin bir Killing vektordiir, boylece @ = w° olarak alabiliriz.

Ornek 3.1.2.6: Metrik
ds> = —dudv — dvdu + dx?,

olmak tizere

do @y = 0,
dow +01wy = —2K,
dwn+dhay = 0,
o1 = 0,
dim;y+dhw = 0,
hn = K,

(2.14)

(2.15)

konformal Killing denklemlerine ulagiriz. Buradan k = 0 iken ® = (1,0,0), @ = (0,1,0) ve

® = (0,0,1) vektorleri denklemleri sagladigi igin birer Killing vektordiir, boylece @ = @°,

® = o' veya @ = @ olarak alabiliriz.

Ornek 3.1.2.7: Metrik

ds* = —dr* +r*de* + r2sinh29d(p2,

(2.16)
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olmak tizere

(90(1)0 = —K,

do @y + J gy — (2/1’)601 = 0,

Ao + wy — (2 = 0,

b + dhwp — (2/r)an 2.17)
diw) —ray = K'rz,

01 + drw; —2(coshO/sinhB)w, = 0,

@, — rsinh? Oy + sinh@coshOw; = «rZsinh?6,

konformal Killing denklemlerine ulasiriz. Buradan k¥ = 1 iken @ = (—r,0,0) vektorii
denklemleri sagladigi icin bir konformal Killing vektordiir, boylece @ = —r@” olarak

alabiliriz.

Ornek 3.1.3.1, 3.1.3.2, 3.1.3.3: Metrik
ds® = (L/z)(—di* + dx* 4+ d7%), (2.18)

olmak tizere

oo + (1/22) 0 = —K(L/2),

o) + d1 = 0,

Ao, + dhan + (1/z)wp + (1/2), = 0, (2.19)
dio — (1/22) o = Kk(L/z),

dyan + oy + (1/z)w; = 0,

By + (1/22) 0 = x(L/3),

konformal Killing denklemlerine ulagiriz. Buradan x = 0 igin @ = (LLZ,O,O), o = (0, LLZ,O)

ve ® = (Liz,q:LiZ,O) vektorleri denklemleri sagladigi i¢in birer Killing vektordiir, boylece

o= (1/L)(1/2)@°, o = (1/L)(1/z)®" veya ® = (1/L)(1/z)(w° F o) olarak alabiliriz.

Ornek 3.1.4.1: Metrik

ds* = —A*(r)dt* + (1/A%(r))dr* + r*d 6, (2.20)
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olmak iizere (A%(r) = 1 — Ar?)

dowy — Ar(1 — Ar?)w; = Kk(—1+Ar?),

dow; +dywp+ (2Ar) /(1 = Ar*)wy = 0,

Aoy + hay = 0, 221)
A — (A/r)/(1 —Ar?) oy = k(1/1-Ar?),

01+ b, — (2/r)m = 0,

82a)2—|—r(1—/\r2)a)1 = K,

konformal Killing denklemlerine ulasiriz. Buradan k = 0 icin @ = (A2,0,0) vektorii

denklemleri sagladig1 icin bir Killing vektordiir, boylece @ = Aw" olarak alabiliriz.

Ayrica @” temel 1-form, @, baglant1 1 formu, Ry, egrilik 2-formu ve R, Riemann egriligi
olmak iizere R¢ = dof + o A wf = (1/2)R¢ ,0° A ©? ile verilir. Burada Ry, = —Rp,
Rapea = —Rpaca = —Rapdc V€ Rapca = Reqap esitlikleri saglamr. R.; = R ;: Ricci tensor omak

tizere R, = Ry, dir. RY ise skaler egriliktir.

EK 2.2. Hipergeometrik Denklem Ve Hipergeometrik Fonksiyonlar
Hipergeometrik denklem a,b ve c sabit sayilar olmak iizere

d*¢(x)

x(1—x) e

- (a+b+1)x]dd—x — abg(x) =0, (2.22)

seklinde verilir. Bu denklemin x =0, x = 1 ve x = o olmak lizere 3 tane singiiler noktasi
bulunmaktadir. |x| < 1 bolgesinde bir ¢oziimii .7 (a, b; c; x) hipergeometrik fonksiyon olmak
tizere ¢ = % (a,b,c;x) ile ifade edilir. Hipergeometrik fonksiyon hipergeometrik serilerle

ifade edilir.

EK 2.3. Assosye Legendre Fonksiyonlari

m2
1—x2

P"(x) 1. tiir assosye Legendre fonsiyonu ve Q}(x) 2. tiir assosye Legendre fonksiyonudur.

Assosye Legendre diferansiyel denkleminin: (1 —x?)y” —2xy’ |[(I+1) — y =0 ¢oziimii

m = 0 i¢in bu fonksiyonlar Legendre fonksiyonlarina iner, 2. tir Q;(x) fonsiyonunun
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yineleme bagintilari

(o= 1)Q)(x) = (I+ 1)[Qr1(x) —xQ;(x)],
041 (x) —xQ)(x) = (14 1)y (x),

(2.23)

ile verilir [75, s.161], [76, s.184]

EK 3. Mini-Twistor Metodu
Trkalyan alan F' 2-formunun bilegenleri (2+1) boyuttaki Klein-Gordon denklemini saglar.

Daha agik olarak, bilesenler A(z,x,z) ,B(t,x,z) ve C(t,x,z) olmak tizere (2.4) denkleminden

2 _ aCc 9?2 9B _ 9*c | 9*B |, J*C

D3A - vw_m+_x_azax+m+axaz (3 1)
_ dC | 9B\ _ +,(_ 24 12 _ )
= V(5 +%)=V(-VA)=-VA= kA, v=k

2p 2?A  9*c 0A | 9*C oC | 9*A

D3B — T 9z0t  0Jxdt + v% + drox VB_Z + 0107 (3 2)
_ IC A\ _ _2p_ 12 E '
= V(5 -5)=-VB=—kB, v=k

2 _ 0A  9*°B | 9%A 9%B 0B

D3C 3 _VW T Jxot + dz0x + drdx va_z _AXZ (3.3)

= —V(Z+2%)=—vc=-kC, v=k

(3.44) denklemine ulasiriz.

Denklem (3.59), (3.60) ve (3.61)’i elde edebilmek icin, esitlik (3.58) ile verilen F’nin

bilesenlerinin tiirevlerini

A= /ekf[(—k/2)(a) o)L+ (1+ 0¥ Ly do,
C

A= Z/e_kfa)Ln do,
C

B, = 2/ekfa)Mn do,
C

B, — /e—kf[(—k/z)(co+ 1/ o)M+(~1+0*)My)do
C

a

_ /ekf[(a) —1/0)Ndo+ (1+ 0*)Ny|do,
C
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C.= /e_kf[(—k/Z)(a) +1/0)N + (—1+0*)Nyldo,
C

seklinde buluruz, (f = (1/2)[(t +2)o — (t —2)/ @] ve Ny(®) =t — 7+ 2x® + (t + 7)®?
>. Boylece (2.4) denkleminden v = k olmak iizere (3.59), (3.60) ve (3.61) denklemlerine

ulasiriz.

EK 3.1. Modifiye Bessel Fonksiyonlar:
Modifiye Bessel diferansiyel denkleminin: x2y" 4 xy’ — (x* 4+ v?)y = 0 ¢6ziimii sirasiyla 1.tiir
modifiye Bessel fonksiyonu 7, (x) (non-singiiler) ve 2.tiir modifiye Bessel fonksiyonu K, (x)

(singiiler) ile verilir.

2.tiir Bessel fonksiyonunun yineleme bagintilari

7Ky 1(2) —zKv4+1(z) = —2vK,(2)
Ky 1(z) +Kyy1(z) = —2%Kv (z)
K_v(z = Ky(z
(9 /@) o
i:Ko(2) = —Ki(z)
Z%Kv (Z) + VKy (Z) = —zKy— (Z>
2Ky (z) - vKy(z:) = —Kyi(2)
ile verilir [68, s.929].
EK 3.1.1. Modifiye Bessel Fonksiyonlarinin Kontur Integral Ifadeleri
1.tiir modifiye Bessel fonksiyonunun integral ifadesi
1 T
B(E) =~ / £ 0510 40, (3.5)
6=0

ile verilir [77, s.376]. Buradan I,(—&§) = (—1)"I,(&) esitligini yazabiliriz. Esitlik (3.5)’i

kullanarak gerekli formiilleri iiretebiliriz.

A=p>—¢*+a*—b*> ,B=2(pg+ab),C=p*+q*—a>—b*>,D=2(ap+bq) ,m=0,1,2,...
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olmak tizere

2n
/ ePe0s0+4sin0 gin(4cos @ + bsin@ —mB) dO =
J (3.6)

in[(b— p)* + (a+q)*)"*[(A+iB)"1,,(VC—iD) — (A~ iB)"*1,(v'C +iD)],

2w
/ ePeos0FasinG cog(acos O+ bsind —m0)do =
oo 3.7)

z[(b—p)? + (a+q)*] "*[(A+iB)"*1,,(v/C—iD)+ (A —iB)"/?I,(/C + iD)],

2
/ epcos@+qsinGei(acose+bsin97m9) do = 271'[(b—p)2+ (a+q)2]fm/2(A_l-B)m/ZIm(mH,
0=0

(3.8)
ile verilir [68, 5.496].
Buradaa=b=0, p=—&, g =0 segersek ve I,(—&) = (—=1)",,(§), VC =p = —&)
esitligini kullanarak

21

/ ¢~Ec0s0,-imb g _ o1y (E), (3.9)
0=0

buluruz. Ayrica (3.5) esitliginden

o 21
/ e_écosecosmede :27’[(—1)mlm(§)’ / €_§Sinecosm6d9 :O, (310)
yazabiliriz.

2.tir modifiye Bessel fonksiyonlari i¢in asagidaki integral ifadeleri

[ e ] s
/e_x sz+62ﬁCOS(ZS)dS:KQ<G X2‘|‘Z2), (311)
S o
s=0
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[78, s.17] ve
_ ‘/S2+02 . X ) )
e cos(zs)ds = 6 ———=K (0 V/x2 +72), (3.12)
[78,s.16] ve
WS z
e % % in(zs)ds = 0———K, (62 + 2), (3.13)
; N (25) 212 i )
§S=
[78,s.75] ve
/ e VS sin(zs)sds = GZ%Kz(G\/ x2+72%), (3.14)
X +2z
s=0

[78, 5.75], Re[c] > 0, Re[x] > 0 ve z > 0 kullanacagz.

EK 4. Ultrahiperbolik Dalga Denklemi: Klasik John Doniisiimii Coziimiiniin
Indirgemesi

Schwartz uzayt: S(R"), f € C*(R") ve a, B € NI olmak iizere |x| — oo i¢in x*9P f(x) — 0
kosulunu saglayan f : R” — C fonksiyonlarinin topolojik vektor uzayidir. Burada o, § € Nj

ve f € S(R") igin || f|| o p = sup |x*9PB f| esitligi yazilabilir.
Rn

Denklem (3.112), (3.113) ve (3.114)’ii elde edebilmek i¢in, esitlik (3.111) ile verilen F’nin

bilesenlerinin tiirevlerini

A, =2 f e*kansds,

i k(—1+s2
A = fe—kf[_E&L+(1+s2>Ln]ds,
N

B, =2 jl{ e M Mpys)ds ,

[ k(145
B, = %e_kf[—iﬂM—k(—l—i—sz)Mn] ds,
s

—o0
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i k(—1+s
C = fe_kf[—E@N+(l+s2)Nn]ds,
S

C,= %e_kf[—%{%NvL (—1+5%)Ny]ds,

—o0

buluruz, <f =(1/2)[(t+z)s—(t—2)/s] ve n =t —z+2xs+ (1 + z)52>. Boylece (2.4)
denkleminden v = k olmak iizere (3.112), (3.113) ve (3.114) denklemlerine ulagiriz.

Ayrica Ek 3.1.1°deki (3.6) esitliginde (analitik siireklilikten) n = 0 i¢in & — i§ = IH(&) —

Jo(&) olmak iizere

T

1 .
JO(C):E/e‘CC"SBdG, @1
0=0

olarak ifade edilir [77, s.360].

EK 5. Ultrahiperbolik Dalga Denklemi: Twistor Coziimiiniin Indirgemesi
Denklem (3.139), (3.140) ve (3.141)’i elde edebilmek icin, esitlik (3.138)’de verilen F’nin

bilesenlerinin tiirevlerini

1
Al‘ =2 % ekgLrl_dZ .
Z
C:lz|=1
Z 1
Ay = j{ k8 [kML—i— (Z—Z)Ln} Edz,

2
C:lz|=1

+z 1
By, = f ek [k(z > Z)M+(Z—Z)Mn]gdz,
C:lz|=1

— kg (Z B Z) = l
By, =1 j{ e [k—z M+ (z+z)Mn] . dz,
C:lz|=1

1
C, =2i ﬂ{ XNy~ dz,
Z
C:lz|=1
—z 1
Cp, =i f ekg[kuN+(z+Z)Nn —dz.

2
C:lz|=1
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buluruz, (g =(1/2)[(z+72)x1 +i(z—2)x2] ve N = (z—2)x1 +i(z+Z)x2 + 2it2> . Boylece (2.4)
denkleminden v = k olmak iizere (3.139), (3.140) ve (3.141) denklemlerine ulagiriz.
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