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Bu c¢aligmada Once varyans analizi ve regresyon arasindaki iligki incelenecek,
daha sonra tek yonlii varyans analizi incelenip iki veya daha fazla defisken olmasi
durumunda ¢ok yonlii varyans analizi modelleri ele alinacaktir. Bu tipteki modellere ait
gozlem degerlerinin X katsayr matrisinin direkt (kronecker) ¢arpimlaria daha sade bir
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The purpose of this work is first to investigate the relation between analysis of
variance (ANOVA) and regression. Then we investigate single factor, two factor and
multi factor analysis of variance. We will show that coefficient matrix X can be put into
a simpler form using direct product. Since generalized inverse is important in variance

analysis we calculate generalized inverse of matrix X by using direct product then we

obtain estimation of parameters.
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GIRIS Seval SUZULMUS

GIRIS

Istatistik, herhangi bir veri grubundaki degiskenlik ile ilgilenir. Bu degigkenligi
Ozetlemenin en iyi yolu varyans analizi tablosu olarak bilinir. Varyans analizi modelleri
(ANOVA) bir bagimh ve bir veya daha fazla bagimsiz degisken arasindaki iligkinin
¢aligiimas igin ¢ok yonlii bir istatistiksel aragtir.

Istatistik¢i, deney diizenleme bilgisiyle tireticiye katkida bulunabilmektedir. Gerek
sanayide gerek tarim alaninda ve diger tiim bilim dallannda amag verimliligi ve etkinligi
aragtirmak olunca deneysel ¢aliymanin yapilmas: zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir.

Istatistikte; y=XPB +¢ linecer modeli goz oniine ahndiginda, modeldeki y = XB
lineer sistemi, her zaman bir ¢6ziime sahip olmayabilir. Eger ¢6ziim yoksa bir yaklagik
¢6ziim bulunmas: istenir. Varyans analizi modellerin tasanm matrisleri 6zel forma sahip
olduklanindan, bu tiir matrisler direkt (kronecker) garpimlar yardimiyla daha sade bir
sekilde ifade edilebileceinden, normal esitliklerin genel ¢6ziimii kolaylikla bulunur.
XXB=X"Y normal egitliklein en kisa ¢oziiminin (shortest solution)

B=(X'X)*X'Y=X'Y oldugu (Kim ve Lee (1986)) gz 6nine almrsa, Y=XB+¢

modelinin tasanm matrisinin X*, Moore-Penrose tersinin kullamlmasiyla varyans analizi
modelinin en kisa ¢oziimii bulunabilir. Béylece genellestirilmis inversler yardimtyla lineer
modellerdeki parametrelerin  tahminleri yapilarak, bu tahminlerin varyanslan
hesaplanabilir. Bu ¢alismada;

Boliim 1°de “Tek Faktorlii Varyans Analizi”; Bolim 2’de “Iki Faktorli Varyans
Analizi” ele alinarak, bu modellerdeki parametrelerin en kiigiik kareler tahmin edicileri
bulunup, s6z konusu modeller igin varyans analizi (ANOVA) tablosu hazirland: ve ilgili
hipotezler yapildi. B6liim 3’de “Smiflandirma Modellerinde Direkt Carpimin Kullamm ve
Genelletirilmis Inversin Uygulanmasr” incelenerek, latin kare diizeni g6z oniine ahmp
bununla ilgili rnekler verildi.
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1. TEK FAKTORLU VARYANS ANALIZI
1.1 Regresyon Analizi ve Varyans Analizi Arasindaki iligki

Regresyon analizi bir veya daha fazla bafimsiz degisken ile bir bagimh degisken
arasindaki istatistiksel iligki ile ilgilidir. Regresyon modellerinde bagimh ve bagimsiz
degiskenler nicel degigkenlerdir. Regresyon fonksiyonu bagimsiz degisken veya
degiskenler ile genel ortalama arasindaki dogal istatistiksel iligkiyi belirler. Regresyon
modellerinde oldugu gibi varyans analizi modellerinde de bagmh degisken nicel
degiskendir. Temelde, regresyon modelleri ile varyans analizi modelleri arasindaki fark iki
bashk altinda toplanabilir:

i) Varyans analizi modellerinde bagimsiz degiskenler nitel degiskenler

olabilirler. (Cinsiyet, cografik bolge, ... gibi)
ii) Bagimsiz degiskenler nicel ise bunlar ve bagimli degisken arasinda bir
istatistiksel iligki hakkinda varyans analizinde herhangi bir kabul
yapilmaz. Boylece; regresyon analizinde kargilagilan regresyon
fonksiyonunun belirlenmesi igin duyulan ihtiyag varyans analizinde karsgimiza
¢ikmaz.
Regresyon analizi ve varyans analizi arasindaki iligki agagidaki ornek ile daha agik bir
sekilde gorilebilir.

Satig fiyat: ve satis hacmi arasindaki iliskiyi incelemek igin ti¢ farkh satig
fiyatinda (bagimsiz degisken) yapilan satiglan (bagimh degisken) g6z Oniine alahm. Satig
fiyatlan 50, 60, 70 birim olsun. Her bir degisken nicel degiskendir. Bagimsiz degiskenin
her bir diizeyi igin satig hacminin bir olasihk dagihm vardir ve bu olasihk dagilimlaninin
ortalamalan regresyon egrisi iizerinde olur ki, bu egri satig fiyat1 ve ortalama satig hacmi
arasindaki iligkiyi gosterir. Bu durum gekil 1’ de gorildiigiu gibidir. Ayni galigma igin

varyans analizi modeli gekil 2’ deki gibidir.
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ﬁq fiyat diizeyinin her biri, satig hacmi ile ilgili olasilik fonksiyonuna sahip ayn
kitleler olarak islemden gegirilir. Ug diizeydeki nicel farklar ve beklenen satig hacmi
icin onlarin istatistiksel iligkisi varyans analizi modelinde g6z 6niine alinmaz.

Y ‘
.7 M3
. i
X

Sekil 1 (Regresyon Modeli)
P Ms

Sekil 2 (Varyans Analizi Modeli)

Bagimsiz degiskenler nitel oldugunda, regresyon analizi veya varyans analizi
modelleri arasinda segim yapmak igin temel bir prensip yoktur. Ancak bagimsiz
degiskenler nicel olduklan zaman durum farkh olup o6zel bir istatistiksel yap1
igermeyen tek yonlii bir analiz (varyans analizi) yapiir ve diBer taraftan istatistiksel
yap! igeren analiz (regresyon analizi) yapilir. Istatistiksel yapi hakkinda ciddi
tereddiitler varsa once istatistiksel yap: iizerinde kisitlamalar yapilmaksizin bagumh
degisken tizerinde bagimsiz degiskenlerin etkisini gormek igin varyans analizi modeli
alimir, daha sonra bagimsiz degiskenlerin nicel ‘ Ozelliklerinden yararlanmak igin

regresyon analizi yapilir.

A

i
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Varyans analizi ve regresyon analizi ile ilgili olarak detayh bir gekilde
aragtirmalar yapilmigtir. Bunlardan bazilar;

Searle (1971, 1982, 1987), Kendall ve Stuart (1976), Neter ve ark. (1990)’drr.
Searle (1987) de sismflandirma modellerinde her bir gézede esit sayida gézlem olmamasi

durumuyla ilgili detayl bir gekilde inceleme yapilmigtir.

1.2 Varyans Analizi Kavram

Bagimsiz bir ya da daha ¢ok degisken ile bagimli degisken arasindaki iligkiyi
incelemek igin, varyans analizi kullanilir. Bu kesimde varyans analizinin tek faktorli

varyans analizi modelleri agiklanacaktir.

Tamm 1.2.1: Incelenecek olan bagimsiz degiskene “faktoér” denir. Ornegin; penisilinin

tiretimi sicakligin bir fonksiyonudur. Burada sicaklik bir faktordiir.

Tanmm 1.2.2: Faktorlerin sayisina bagh olarak; ¢aligmalara “tek faktérla™, “iki faktorli™,
“A¢ faktorli” veya “cok faktoérlii” ¢aligma denir.

Omegin; tek faktor gelik imalathaneleri olabilir. Burada aragtincimin ilgisi,
degisik imalathanelerin geligin sertligine etkisi Gizerinde yogunlagabilir. Bir bilgisayarda
151 ve yitkseklige bagli akim artigtyla ilgili ¢aligma ise iki faktorlidiir.

Tammm 1.2.3: Bir faktoriin 6zel bir durumuna bu faktoriin “diizeyi” denir. Ornegin;
sicaklik faktoriinde 25 °C, 55 °C ve 60 °C bu faktoriin ii¢ diizeyidir.

Tammm 1.2.4: Diizeyleri nitelik olarak birbirinden farkli olan faktorlere nitel faktorler,
diizeyleri bir 6lgii lizerinde sayisal olarak ifade edilebilen faktoriere nicel faktorler denir.

Satig fiyat1 bir nicelik belirten faktor olup reklam cesitleri bir nitelik belirten faktordiir.



TEK FAKTORLU VARYANS ANALIZI Seval SUZULMUS

Tamm 1.2.5: Tek faktorlii galigmalarda faktoriin her bir diizeyine “iglem™ denir. Cok

faktorli caligmalarda ise faktorlerin diizeylerinin bir kombinasyonuna iglem denir.

1.3 Model I - Sabit Etkiler

Faktor diizeylerinin rasgele segimi s6z konusu olmadigi zaman Model I kullanihir.,
Bagka bir ifadeyle; modeldeki etkilerin hepsi sabit ise modele “sabit etkiler modeli” veya
“Model I”” denir. Ornegin; matematik 6gretmek igin ii¢ yontemin kullamlmastyla ilgili bir
galiymada Model I kullanilir.

Faktor diizeyleri biiyiik bir kitleden alinan bir 6rneklem ise Model IT kullamlabilir.
Burada amag, aldifimiz Orneklem degil, biyik kitlenin incelenmesidir. Bu modele
“Rasgele Etkili Model” denir. Model I,

Yi=ptey;  i=1,2,..k

i=1,2, .., 0 (1.3.1)
seklinde ifade edilebilir. Burada:
Y;;: i -inci faktor diizeyinin j-inci deneyde ortaya ¢ikan tepki (response) degeridir.
u; : Parametreler olup i-inci faktor diizeyinin ortalamasidir.

g;: N(0, 0°) dagiimh, bagimsiz hata terimleridir. i=1,2,..,k ; j=1,2, .., n

Bu_modelin_onemli zellikleri sunlardir :

1. Y; gozlem degeri iki bilegenle meydana getirilebilir:
a) | , sabitterim ; b) g; , rastgele hata terimi.
2. E(g;) =0 oldugundan,
E(Yy) = 4
3. u; sabit oldugundan
o*(Yy) =" (&) =©°
dur.
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4. Her bir g;, normal dafilima sahip olduundan, Yj lerin her biri de normal dagilima
sahiptir. Ciinkii Yj , €5 nin lineer fonksiyonudur.
5. Hata terimleri birbirinden bagimsiz varsayilir. €; ler bagimsiz olduklarindan Yj; ler de
bagimsizdirlar.
6. Y; ler N (1 ,6°) dagalimhidirlar.
Model I’
Yi=u.+1ite; (1.3.2)
i=1,2,3,.,k ve j=1,2,3...,n
olarak da yazabiliriz. Burada:
u .; Tim gozlemlerin ortak sabit bilegenidir. (genel ortalama)
T, ; i-inci faktor etkisidir.
& ; N(0,0%) dagihimh bagimsiz hata terimidir. (1.3.1) ve (1.3.2) den
M= W
yazabiliriz. Buradan;
Ti T Wl
bulunur,

1 k
u.= EZM

i=1

oldugundan;

K
> =0

i=1
dir. Y, i-inci faktor diizeyi igin j -inci birim iizerindeki gozlemi gosterir. i-inci faktor

diizeyi igin gozlem degerlerinin toplam;
nj
Yi. = ZYIJ >
=1

i-inci faktor diizeyi i¢in 6rneklem ortalamast;
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— 1 &
Yi. =_Z~Y1_| s
0 =1

tiim g6zlemlerin toplamu,

Y=Y,
i

tiim gbzlemlerin ortalamast ise;

olup burada ;

K
N=>'n,
i1
dir.

1.4 Parametrelerin Tahmini

Varyans analizi modelinin parametreleri bilinmediginden 6meklem verilerinden
tahmin etmeliyiz.

(1.3.1)’ deki Model Icin : En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri:

En kiigiik kareler yontemine goére; gozlemlerin beklenen degerden sapmalarnin
karelerinin toplami, parametrelere gére en kiigiik yapiimalidir. Model (1.3.1) de y; tiim
kitlelerde Yj; lerin ortalamasi olarak tammlandigindan

E(Yy) = i
dir. Béylece minimum yapilmas: gereken kareler toplamu;

Q ZIZ§(Yij —'Ui)z

seklindedir. Q toplamlarin her birinin minimum yapilmasiyla en kiigiik yapilabilir. Bilindigi
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gibi, orneklem ortalamasi sapmalarin karelerinin toplamuni: en kiigiik yapar. Béylece, [i;

ile gosterilen u; nin en kiigiik kareler tahmin edicisi Y; dir. Yani,

ﬁi=Y.

1.

dir. Model (1.3.2) igin;
Q=ZZ(Yij —H, “Ti)z
i

olacaktir. Eger
i.=Y.
ise; bu durumda,

-Y.

<l

%i=

dir.
1.5 Kalanlar (Rezidiiler)

(1.3.1) deki model igin e; kalam
&= Yy [; = Yij r —\71
seklinde tammlanir. Boylece kalan, gozlemin saptanan faktor diizeyinin, 6rneklem
ortalamasindan sapmasini gosterir. Kalanin bu tanimini (1.3.2) modeline uygularsak;
b+t =Y.+, -Y)=Y,
oldugu g6z 6niine alinirsa;
e =Yy~ Y;
elde edilir. Her bir faktor diizeyi i¢in kalanlarin toplamu stfirdir. Yani;
nzeJ =0 i=1,23,..k
i=t

dir. Varyans analizi modelinin giiciiniin kontrolii igin kalanlar kullamlir.
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1.6 Genel Kareler Toplammm Pargalanmasi

Y; lerin toplam degiskenligi, Y genel ortalamadan sapmalan ile dlgiiliir ve
Yi- Y.
seklindedir. Toplam degiskenligin bilinen 6lgiisii, sapmalarin karelerinin toplami olup soyle
gosterilir:

SSTO= 3" > (Y; ~Y.)?
i

Faktor diizeyi ortalamasi ve genel ortalama arasindaki fark:
¥.-Y.)
dir. Her bir gozlem ve onun faktér diizeyi ortalamas: arasindaki sapma ise:
(Y; - %)
olsun. Buradan,
Y - Y=Y -Y.)+(Y;-Y)
yazilir. Boylece toplam sapma; faktor diizeyi ortalamasinin genel ortalamadan sapmasi ve

Yj ile onun faktor diizeyi ortalamasi arasindaki sapmanin toplami olarak ifade edilebilir.

Yazdigimz son esitligin her iki tarafinin karesini alip, i ve j izerinden toplama gegersek;

ZZ(_Y_I _—Y—)(Yg —?1) =0
j

olacagindan;
22 -Y) =Y Y)Y (Y - L)
i i i

elde edilir. Islemlerin kareleri toplamina esit olan, sagdaki ilk terim SSTR ile, hatalarin
kareler toplamina egit olan ikinci terim ise SSE ile gosterilirse, buradan,

SSTO = SSTR + SSE
yazilir. Goriildigi gibi SSTO’nun pargalanmasi toplanabilirdir. SSE, tahmin edilmig olan
faktor diizeyi ortalamalarmin, gézlemlerden farkliiginin (degisiminin) bir 6lgiisiidiir. Her
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bir faktor diizeyi igin gozlemler arasindaki degisim (varyasyon) ne kadar az ise SSE degeri
o kadar kigiik olur. SSE = 0 ise bir faktér diizeyi igin tiim gozlemler aymidir ve bu tiim
faktor diizeyleri igin saglamir. Bir faktor diizeyi igin gézlemler kendi aralarinda ne kadar
farkl olursa SSE o kadar biiyiik olur.

SSTR ise, tahmin edilmis olan faktor diizeyi ortalamalari arasindaki farkliligin bir

olgiisiidiir. Eger tahmin edilmis olan tiim faktér diizeyi ortalamalar1 Y; lar aym ise SSTR=
0 dir. Y; lar ne kadar gok farkli ise, SSTR degeri o kadar biiyiik olacaktir.

SSTO, N-1 serbestlik derecesine (s.d)

SSTR, k-1 serbestlik derecesine (s.d)

SSE, N-k serbestlik derecesine (s.d)
sahiptir. Karelerin ortalamasi, her bir kareler toplamim kendi serbestlik derecesine bélerek
bulunabilir. Boylece, iglemin karelerinin ortalamast;

MSTR = 218
k-1)
dir. Hata karelerinin ortalamasi ise;
SSE
(N-k)

seklindedir. Faktor diizeyi ortalamalarinin esitliginin testi igin;

MSE =

Hy:py=p, = = Wy
H, : Tim y, ler esit degil.

seklinde bir hipotez kurulabilir. Béyle bir hipotezi test etmek igin;

Fe MSTR
MSE

test istatistigi kullanilir. MSTR nin beklenen degeri;

1
E(MSTR) = 62 +[(k _1)]; nt;’

10
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MSE nin beklenen degeri ise;

E(MSE) = ¢*
seklinde olup, sonugclar asagidaki tabloda gosterilir. Bu tabloya varyans analizi
(ANOVA) tablosu denir.

Tablo 1 Tek Faktorlii Varyans Analizi ANOVA)

Degisim Kareler Toplami Kareler Ort.
Kaynagi | s.d. S.S. Kareler F EMS
Top./s.d.
_ v _V SSTR /(k —1)
Gruplar SSTR = Zni(Yi. Y..)2 ——3 , 1 2
- - -1 _ A, —
s | € , SSTRI(-1) | SSE/(N-k)| o+ >y —p)

- v \2

Rezidii | Nk | SSE=22.(%-Y)" | sserneig o
i
SSTO = Yi. - ? 2

Toplam | N-1 Z;( i~ Y.)

Faktor dizeyleri etkilerinin analizi igin faktor diizeyleri ortalamasiyla ilgili giiven
araliklari olugturulur. Faktorlerin herhangi iki diizeyinin ortalamalan farklar icin de giiven
araliklar1 olusturularak iki iglemin veya iki faktor diizeyinin kargilagtinilmas: yapilir. Bu
islemler igin izlenen yol agagidaki gibidir:

i-inci faktor diizeyi ortalamasi p, igin 1— o diizeyli giiven arahgy,

2
dir. Burada; Y; , ; nin yansiz tahmin edicisi olup, E(Y;,)=p; ve Y, mn varyansi —

n;

dir. Giiven arali1 bulurken;

11
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ifadesinin N-k serbeslik dereceli t-dagilimina sahip oldugu goéz Onine almr. o2

bilinmediginden o7 yansiz tahmin edicisi olan MSE =s? degeri kullanilir.

i- inci ve i’ -inci faktor diizeyleri (i #i') fark: igin 1- o diizeyli gliven arahigs;

dir. Burada, D=Y, -V, , t o(N-k) Nek serbeslik dereceli t- dafilmmnmn tablo
K

degeridir. Tamimlanan D tahmin edicisi D=y, —u; ortalamal, op’ = 62(—]—+-1,—]
n; g
1

varyanshi olup o bilinmediginde yerine yansiz tahmini olan MSE degeri kullanilirsa

Y

D-D

Sp

dagilimi N-k serbestlik dereceli t dagilimina sahiptir. Burada;

sp=./MSE i+ 1,
;

dir. Daha sonraki béliimlerde s6z edilecek olan simflandirma modellerindeki parametreler

i¢in de benzer sekilde giiven araliklari olugturulabilir.
(1.3.1) deki model matris notasyonu ile
Y =Xute
seklinde ifade edilebilir. En kigiik kareler (E.K.K) yontemi Model I i¢in uygulandiginda;
X'Xp=XY
normal denklemlerin ¢6zimiidiir. Modele gore;, gdzlemlerin vektorii Y, bilinmeyen

parametrelerin vektorii p, katsayilar matrisi X ile X'X ve X'Y matrisleri sirasiyla;

12
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Y=[Yu Yiz... Yio; Y, Yy oo Yoy ooneo. Y1 Yiz ... Y, ]

o=, M2, e, Bx Jia

[10..0vuc..0
10.0uurne.0

10.........0
01.........0
01.........0

Ol......... 0

| cesereeeed ok

L Jkxk

XY=|#,
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olup, p niin EKK tahmin edicisi;

<

fi= (XX"XY =

o

dir.
XAy =LY, .Y, %5, Ty e T Yy .Y, ]
oldugu g6z oniine alinirsa uydurulmug model igin; SSTR (Kareler toplami);
' ko
SSTR = (X4) (X)) = >°n,Y;”
i=1
Rezidii kareler toplam ise; Y'Y=(Y-X ) (Y-Xn)+(Xp)'Xp) dan
k nj k _d _
SSE=Y'Y-SSTR=Y>Y;?->'n,¥,” = 2 2 (Y; - Y.
i=1 j=1 i=1 i
olarak bulunur. k bilegenli,
Hy: pu=0
H,:p=0
hipotezini test etmek igin
F = {{'X"X[ /(- D} /{(Y - XY (Y - X@) /(N -K)}
den;

(N k) SSTR
SSE

dagilimim elde ederiz. Bu dagilm Y n,u,>/c”. merkezi olmama parametresi ile F

dagilimidir. H , hipotezi dogru ise bu dafilim merkezi F(k-1,N-k) dagilim olur. o anlam
diizeyinde F;(k—1, N—k) > F ise H, red, aksi halde kabul edilir. Burada; F;, k-1, N-k
serbestlik dereceli tablo degeridir. Hesaplamalarda kolaylik saglamas: agisindan;

14
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(8] ()

=

SSTR = -
é n; N
2
o)
SSE= TY -T2
1] i i

seklinde yazilir.

Ornek 1: Tek—Fakt('irlii Varyans Analizi i¢in Anova

Bir tiiketici organizasyonu (kurulusu) kullanilmig araba igin nakit teklifinin
buyiikliigi tizerinde, otomobil sahiplerinin yagimn etkisi tizerinde galigmigtir. Bunun igin;
kullamlmig araba sahiplerinden olugan ve her grupta 12 kisi olmak iizere ii¢ yag grubu
(geng, orta, yasl) olusturularak deney igin, 6 yasinda orta fiyath bir araba segilmigtir.
Bolgedeki araglardan segilen 36 aracin sahiplere atanmasinda rastgelelik kullanitmugtir.
Teklifler (10 milyon iizerinden) asagidaki gibidir. (Neter ve ark. (1990))

Tablo 2 Tek Faktorlii Varyans Analizi Verileri
j
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12
1Geng | 23 25 21 2 21 2 20 23 19 22 19 21
2 Orta 28 2y 21 29 26 29 27 30 28 27 26 29
3Yagh | 23 20 25 29 22 23 29 20 19 20 22 21

seklindedir.

Tablo 3 Tek Faktorlii Varyans Analizi Ornegi icin Anova

Kareler Serbestlik Kareler F
Toplami derecesi Ortalamasi P
Fiyal  Gruplar 316.722 2 158.361 | 63.601 | .000
arasi
G"I‘;'a’ 82.167 33 2.490
Toplam 398.889 35

15
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o = 0.05 6nem diizeyinde,
Ho il =y =H,
H, :u, ler esit degil.
hipotezini test edelim.
Fy =63.601
F. =332
dir. Fy; >F; oldugundan H, reddedilir. Yani; ayni araba i¢in farkli yas gruplan

farkli nakit teklifinde bulunmuglardir. Simdi faktér diizeyleri ortalamalan igin giiven
aralif1 olusturalim:
N=36,k=3, a=0.05 olmak iizere; t,q;5(33) = 2.042

dir. Y, =215, Y, =2775, Y; =21.416 ve MSE=249 oldufu goz oniine

alinirsa;
. T - MSE , . .
W, igin Y, F t5475(33) 7 den giiven arahig (20.57 ; 22,43)

U, igin Y, F toer5(33) -I%—Fi den giiven arah1 (26.82 ; 28.68)

s igin Y F tge5(33). MLSZE > den giiven aralif1 (20.49 ; 22,35)
bulunur. Boylece; % 95 giivenle geng grubunun tekliflerinin ortalamasinin 20.57
birim ile 22.43 birim arasinda oldugunu séyleyebiliriz. Diger yag gruplan igin de
benzer yorum yapilabilir.

Geng ve orta yag grubunun ortalamalar: farki igin % 95 giiven diizeyli giiven
aralify,

< 11
Y, - Y, )F too5(33).,| MSE| —+—
(_—1. 2.) 0,975( )‘/ (12 12)

den,
=757 p;—Uy < —-493

bulunur. Boylece; % 95 giivenle orta yas grubimun teklifinde geng grup teklifinden
4.93 ile 7.57 birim arasinda fazlalik oldugunu séyleyebiliriz.

16
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2. iKi FAKTORLU VARYANS ANALIZI
2.1 Etkilesim ve Toplanabilirlik
Bu boliimde iki faktorli caligmalar i¢in varyans analizini ele alacagiz.

2.1.1 Faktor Diizeyi Ortalamalar:

Burada satir bir faktére , siitun ise baska bir faktore karsilik gelir. Ornegin ; satig
miktan tizerinde reklam ve paket tipinin etkisi incelenmek istenirse satira paket tiplerini,
siituna ise reklam gesitlerini yazabiliriz. i ile satir sayilann, j ile siitun sayilarmi
gosterelim. i=1,2,....,a ; j=1,2,..., b olmak iizere; j-inci siitun i¢in ortalama;,

1a
;= ;guﬁ 2.1.1)

i-inci siitun igin satir ortalamast ;

1
B = B—Zuij (2.12)
=l
dir. Genel ortalama ise;
1
po= =D Dl (2.1.3)
ab 55
veya (2.1.1) ve (2.1.2) esitliklerinin kullamlmasiyla
1 1
Bo=—D == (2.1.4)
a b5
seklinde yazilabilir.

17
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2.1.2 Ozel (Spesifik) Etkiler:
A faktori i-inci diizeyindeyken B nin j diizeyinin 6zel etkisi;

Big) = by~ (2.1.5)
ile gosterilir. Aym sekilde, B-faktoriiniin j-diizeyi ig¢in A-faktoriiniin i- diizeyinin 6zel
etkisi de;

Qi = My — U (2.1.6)

seklinde tanmimlanur.
2.1.3 Temel Etkiler:

B-faktoriiniin j-diizeyindeki temel etkisi

B;= %Z Bioy =B~ @2.1.7)
olarak tammlamr. Benzer sekilde, A faktoriiniin i-diizeyinin temel etkisi ise;

o = %gai@ S— 2.18)
dir. Buradan;

Do;=0 ve D B;=0
i i

oldugunu goriiriz. O halde; her faktoriin temel etkilerinin toplam sifirdir.
2.1.4 Toplanabilir Faktor Etkileri:

Genel olarak toplanabilir faktor etkileri;
Hy =0 +o; +B;

ya da (2.1.7) ve (2.1.8) egitliklerini kullanarak;

18



IKI FAKTORLU VARYANS ANALIZI Seval SUZULMUS

By =M TR —H1
seklinde yazilabilir. Biitiin islem ortalamalar yazilan son iki egitlik gibi pargalandiginda;
“faktorlerin etkilesmedigini™ ya da “faktor etkilerinin toplanabilir oldugunu”

soyleriz.
2.1.5 Etkilesim:

A-faktériiniin i-inci diizeyinin B-fakt6riiniin j-inci diizeyi ile etkilegimi;

(@B)y =p; — (. +a; +B;) (2.1.9)
seklinde ifade edilir veya a; ve B; tammindan

(OLB)ij ol el e A (2.1.10)
dir. Eger iki faktor toplanabilir ise, butiin (af);; etkilesimleri sifira esittir.
(aP); etkilesimi; B-faktori j dizeyinde iken A-faktoriiniin i-diizeyindeki ozel etkisi
a;; ile A faktoriiniin i-diizeyindeki (o) temel etkisi arasindaki fark olarak da
yorumlanabilir. O zaman:

(af)y = o — (2.1.11)
dir. Benzer gekilde; A-faktoril i-inci diizeyindeyken B-faktoriinin j-inci 6zel etkisi B;;)
ile B-faktoriiniin j-inci diizeyindeki (B;) ortalama temel etkisi arasindaki fark olarak da
yazilabilir. Yani ;

(@B); =Bis —B; (2.1.12)
dir. Situn veya satirlar lizerinden toplam alindifinda etkilesimlerin toplaminin sifir
oldugu, yani

> @B); = (@B); =0
i i

oldugu goriilir. Boylece; tiim etkilegimlerin toplami da sifirdir. Yani ;

19
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> @B); =0
i j

dir.

Etkilesimin varligani, asagidaki kosullardan biriyle belirleyebiliriz:

1. Biitiin y; lerin p_+a; +B; ile ifade edilip edilemeyecegi;

2. B-faktoriiniin herhangi iki diizeyi i¢in tepki ortalamalar1 farkinin, A-faktériiniin biitiin
dizeyleri i¢in ayn: olup olmadigy,

3. A-faktoriniin herhangi iki diizeyi i¢in tepki ortalamalan farkinin, B-faktoriiniin biitiin
duzeyleri igin ayn1 olup olmadigs;

4. Bir grafikteki faktor diizey egrilerinin parelel olup olmadigini incelemekle

belirlenebilir.
2.2 iki Faktorli Cahsmalarda Sabit Etkiler

Model-I de A faktoriiniin (a) diizeyi B faktoriiniin ise (b) diizeyi vardir. Bu iki
faktoriin (ab) faktor diizey kombinasyonlar: da incelenir. ab iglemlerinden her biri icin
gozlem sayisi n dir. Diyelim ki; A’nin i-inci diizeyde B’nin j-inci diizeyde oldugu islem
igin k-1nc1 gozlem,;

Y (i=1,2,..,a; j=1,2,..,b; k=1,2,...,n)
dir. Iki faktorlii caligmalar icin sabit etkili varyans analizi modeli;

Yy =u_ +o; +B; +(0B); +&4 2.2.1)

seklinde gosterilir. Burada p_, B8;, ve (aB )lJ sabiflerdir ve

D=0 5 36, =0 ve F(0p); =X (ap); =0

1

kisitlamalan ~ vardir. g, N(@,6%) dagihmli gozlemsel olmayan bagimsiz

degiskenlerdir. E(Yy,) = p_+o; +B;+(@B); ve o’(Yy)=o’
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dir. Yy lar bagimsiz normal dafilimh rastgele degiskenlerdir. Boylece modelimizi
genel bir sekilde;

Yy ~Nl, +o; +B; +@B)y, o)
olarak yazabiliriz. (aB); =0 ise modelin etkilesimsiz, (aB); # 0 ise etkilegimli sekli

s6z konusudur.
2.3 iki Faktorlii Etkilesimsiz Model

Etkilesimsiz, iki faktorliher gozede n tane gozlemi bulunan model igin
denklemimiz;

Y =pn+oy +B; +ex (23.1)
i=1,2,..,a ; j=1,2..,b; k=1,2,..,n
seklindedir. Burada a;, A-faktoriniin i-inci diizeyinin temel etkisini; B; ise, B-

faktoriiniin j-inci diizeyinin temel etkisini gostermektedir. €, ise, hata terimidir.

‘Bu modelin normal denklemleri,
Y = abnﬁ.+an&.i +naZBJ
Yi.. = bnl:l + bn&.i + nZ ﬁ] (232)
Y_] = anﬁ"‘ ﬂz&.i +a.n[§1
olup, bu (a+b+1) bilinmeyenli, a+b+1 tane toplam esitlikten olusan bir lineer sistemdir.
Burada a+b-1 tane lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyon vardur.
Yiu -Y = (?1 -Y, )+ (Y—J - ?)"' (Yijk -Y, - -Y—J + ?)
esitliginin her iki tarafimin karesi alimip i, j, k tzerinden toplama gegilirse ¢apraz
terimlerin garpimu sifir olacagindan;

21



IKi FAKTORLU VARYANS ANALIZI Seval SUZULMUS

;gg(viﬂ( -Y.f =z>_:z(?i..—Y..)2+zzz(?j.—?..)’
+ZZZ( Yy -Y, -Y;+Y )

bulunur. Buradan,

DI IRLONNR SRR
+;zj:§(Yijk‘Y )z

olur. Bu denklemi;
SSTO = SSA + SSB + SSE
olarak da yazabiliriz. Burada;
SSTO ; (abn-1)
SSA; (a-1)
SSB ; (b-1)
SSE ; (abn-a-b+1)
serbestlik derecesine sahiptir. A faktoriiniin kareler ortalamasi;

MSA = SSA

a-1
B faktoriiniin kareler ortalamast,

Mssts_B
b-1

dir. Rezidii (hata) kareler ortalamas: ise;

SSE

MSE = —m8m—m——
abn-a-b+1

dir. SSA nin beklenen degeri,

+———-Za

1—1

SSB nin beklenen degeri;

22



IKi FAKTORLU VARYANS ANALIZi Seval SUZULMUS

2 an 2
o' +—— :
b-12P

SSE nin beklenen degeri ise;

02

seklindedir. Satir etkisini yani;
Hy:a; =0 Vi igin (A fakt6riiniin etkisi yoktur).
H, :a; #0 Vi igin (A faktérinin etkisi vardir).

hipotezini test etmek igin,

MSA
F (a-1,abn-a-b+l) — M_SE

test istatistigi kullamlir. Stitun etkisini test etmek igin ise;
Hy :B; =0 Vj igin (B faktoriiniin etkisi yoktur).
H, :B; #0 V] igin (B faktortiniin etkisi vardir).

hipotezi kurulur ve bu test igin

MSB
F(b—Labn—a—b+l)) = M—SE

test istatistii kullanilir.

Bazi durumlarda, a; veya B; parametrelerinin lineer kombinasyonlarinin tahmin

edicileri istenebilir. Bu parametrik fonksiyonlarin ne zaman tahmin edilebilir oldugu
agagidaki sekilde belirlenebilir.

D cio; ve Y- d;p; seklindeki fonksiyonlar ancak ve ancak sirasiyla » ¢;=0 ve
Zd, = 0 oldugunda tahmin edilebilir. Bunlarin en iyi yansiz tahmin edicileri sirasiyla;

PRCIEDD c;Y;,

> 4B =24,

dir. Buradaki c; ve d, lere kontrast (kisitlama) denir.
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Tablo 4 Etkilesimsiz iki Faktorli Model icin Varyans Analizi ANOVA)

Degisim Kareler Serbestlik Kareler
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi F EMS
(D.K) (s.8) (s.d) (M.S)
FaktorA | SSA (@-1) Msa | MSA | a b0 s
MSE a—1
. MSB 2 an 2
Faktor B SSB b-1 MSB —_— o' +— .
1) MSE b-1 ZBJ
Rezidii SSE abn-a-b+1 MSE o2
Toplam SSTO abn-1

Ornek 2: iki Faktorlii Etkilesimsiz Model i¢cin Varyans Analizi

Cilt temizligi yapmak iizere, i¢ temizlik maddesi ¢ farkli kisi Gzerinde
deneniyor. Bu kisiler her temizlik maddesini sirayla cildine siiriiyor. Siirmesinden sonra
sekiz saat beklenip, cildin temizlik durumu élgiliiyor. Olgiim sonuglart su sekildedir.
(Dunn ve Clark (1974))

Tablo 5 Etkilesimsiz iki Faktorli Model I¢in Varyans Analizi Verileri

Temizlik Bireyler
Maddesi 1 2 3
A 1.25 2.30 145] Y, =1.66
B 0.87 1.45 0.65 Y, =0.99
c 1.1 1.38 2.99 Y, =182
Y, =1.07 Y, =171 Y, =1.69 Y =149
a) Uygun Model:

olup, model matris notasyonu ile;
Y=XB+e
seklinde gosterilebilir. Burada;
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X:(j3 s, 3®l3, 15 ®j3)

Y':[Yu > Y, Yz, Yo, Yo, Yo3, Y5, Y, Y33]

Y'=(1.25,230,145,087,1.45,0.65, 1.11,138,2.99)

ﬁ'=ll~l: a , Gy, O3, Bl > ﬁz > ﬁa]

8':[311 > 812 8135 €21, €23, €33, B31, B33, 533] ve 8i_i~1ND(0>62)
dir. EX K. uygulanirsa; iglem etkileri:

@ =Y -Y =017 , &,=Y,-Y =-05
dir. Blok etkileri:

, 0;=Y,-Y =033

ﬁl =Y1‘Y. =-042 , ﬁz =Y2 —Y__:O.ZZ s ﬁ3=?.3_Y..:0-20
3 3 .
bulunur. Gériildigi gibi Z&i =0 , ZBj =0
i=1 =1

dur.

b) Varsayimlarimz:
1. i. Temizlik maddesinin j. kiginin cildi iizerinde uygulandiktan sonra elde

edilen 6lgiim sonuglan (Y ler) bir normal dagilimdan gelmektedir. (9 tane

dagilim var.)
2. Bu 9 dagilimin ortalamalan sirasiyla;

—

fi+&, +B, =1.49+0.17+(-0.42) = 1.24
i+, +B, =149+0.17+(0.22)=1.88
f+a, "‘E

3 =149+0.17+(0.20) =1.86

| (i+8;+B; =1.49+033+(0.20)=2.02 |
olup, toplanabilirlik 6zelligi bulunmaktadir.

3. Farkli temizlik maddesinin farkl kisiler iizerinde uygulanmasi sonucu elde

edilen 9 sonucun hepsinin varyanslan birbirine esittir.
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4. Ortalamadan sapmalar (g; ler) istatistiksel olarak bagimsizdir.

¢. Varyans Analizi Tablosu:

Tablo 6 Etkilegimsiz iki Faktorlii Model Ornegi icin Anova Tablosu

Degisim Kareler | Serbestlik Kareler
Kaynagi Toplami Derecesi | Ortalamasi F EMS
(DK) (S.8) (s.d. M.S)
Satirlara Ait 1.16 2 0.581 1.008 | o> +-;- o’
3
Situnlara Ait | 0.79 2 0307 | 0668 | o*+>> B’
DXl
Rezidilye Ait 2.30 4 0.576 o2
Toplam 4.21 8

d) a = 0.01 6nem diizeyinde

Hy:a,=0 i=1,2,3

H,:a; 20

hipotezini test edelim:

dir. F; <F; oldugundan H, kabul edilir. Yani; temizlik maddelerinin cilt temizligi

F, =1.008

F, =18.0

tizerindeki etkileri aymidur.

¢) o = 0.01 6nem diizeyinde

H,:B;=0 i=1,2,3

Ha:Bj¢0
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hipotezini test edelim:
F, = 0.668
F; =18.0
dir. Fy < F; oldugundan H, kabul edilir. Yani; bloklar arasinda bir cevap farklilif

yoktur. Diger bir deyisle; bireylerin cilt temizligi tizerindeki etkileri aymdir.
2.4 Iki Faktorli Etkilesimli Model

Her g6zede n tane gézlem bulunan ve iki faktorii olan, etkilegimli, bir deney igin
genel model denklemi;

Yk = i T8 (2.4.1)
ya da;

Yijk=u+ai+Bj+(aBij+eijk i=1,2,...,a; j=1,2,..,b; k=1,2,...,n

seklindedir. Burada o ve P iki faktori gostermektedir. o;, i = 1, 2, .., a igin A
faktorunun; B, ise j = 1, 2, ..., b igin B faktorintin diizeylerini ve k = 1, 2, ..., n her
gozedeki gozlemleri gostermektedir. Kitle ortalamalann kullamlarak yazilan model
denklemi;
Y — 0. = (,—n.) + (U.j. —H...) + (llg —Ui —H; +P«...) + Y —uy  (24.2)
seklindedir. Burada p; , (i, j) gozesinin ya da deneme kombinasyonunun gergek
ortalamasim gostermektedir. Modeldeki etkilegim terimi goze etkisinden, A ve B nin ana
etkileri ¢ikarilarak;

g-u)-@o-n)-(y-u)=ng —w —ny +n,  (243)
bulunur. (2.4.2) de kitle ortalamasi yerine orneklemden elde edilen tahmin edicileri
yazilirsa, elde edilen 6rneklem modeli,

Yix ~Y. = (?i.. —Y..)Jf (YJ —?...)"' Y; -Y. _Yj. _?...)"'(Yijk _?ij.)
olur. Bu ifadenin karesi alinip, i, j, k tizerinden toplanirsa ikili ¢apraz terimlerin garpim

sifir olacagindan;
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i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
bulunur. Bu yazim; genel kareler toplaminin, A faktorii igin ortalamalar arasi kareler
toplamu, B faktori igin ortalamalar arasi kareler toplami ve AB etkilesimi icin kareler
toplamu ile hata kareler toplaminin toplamina esit oldugunu belirtir. O halde yazdigimiz

en son denklemi,
;Z%(Yijk - Y)z = anll(?l —?)2 + anZ(?J - ?)2
EORAAR AR BRI MR

SSTO = SSA + SSB + SSAB + SSE
seklinde yazabiliriz. Her kareler toplam digerlerinden bagimsizdir. Boylece herhangi bir
kareler toplamu ilgili serbestlik derecesine boliiniirse, sonuglar bafimsiz ki-kare
dagilimina sahip olacak ve F testi yapilabilecektir.
Serbestlik derecelerinin pargalanmast ile;
(abn-1) = (a-1) + (b-1) + (a-1)(b-1) + ab(n-1)
esitligi bulunur. Burada etkilegim igin verilen serbestlik derecesi, gozeler igin verilen
(ab-1) serbestlik derecesinden ana etkilere iligkin serbestlik derecesinin ¢ikarilmast ile;
(ab-1) - (a-1) - (b-1) = ab-a-b+1 = (a-1)(b-1)
olarak bulunur. Islemin karelerinin ortalamast;
SSTR
(ab-1
A faktoriiniin karelerinin ortalamasz;

MSA:ﬁé
a—1

MSTR =

B faktoriiniin karelerinin ortalamasi,
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MSst_SE
a—1

Etkilesimin kareler ortalamast;

___SSAB
(a-1)b-1)

Rezidii (kalan) kareler toplami ise;

_ SSE
ab(n-1)

MSAB

MSE

olarak bulunur. Buna gore; ti¢ degisik hipotez test edilebilir: Satir etkisini yani;
H,:a; =0 Vi igin. (A nin etkisi yoktur).

H, :a; #0 Vi i¢in. (A mn etkisi vardir).

hipotezini test etmek igin,
MSA
F (a-Lab(n-1)) — TVI—SI_E— =Fy

test istatistigi kullanilir. o anlam diizeyinde Fp(a—1, ab(n —1)) < Fy ise H o Ted,
aksi halde kabul edilir. Burada, F, a-1, ab(n-1) serbestlik dereceli tablo degeridir.
Siitun degigkeninin etkisini yani;

H, :B; =0 Vj icin (B nin etkisi yoktur).

H, :B;#0 V)] i¢in (B nin etkisi vardir).

hipotezini test etmek igin;

. _ MSB
(b-Lab(n-1)) — Mﬁ

test istatistigi kullamlir. Etkilesim etkisini;
H, :(aB); =0 Vi,jicin. (AB etkilesim etkisi yoktur).
H, :(OLB)ij #0 Vi,jicin. (AB etkilesim etkisi vardur).
hipotezini test igin ise,
- _ MSAB
((a~1)(b-1), ab(n-1)) — MSE

test istatigi kullamlir. SSA’mn beklenen degeri,
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bn
2 2
a—-1 !

dir. SSB’nin beklenen degeri;

an 2
c* to 728

dir. SSAB’nin beklenen degeri,

(a 1)(b 1)

PO D ACH

dir. SSE’nin beklenen degeri ise;

seklindedir.

Tablo 7 Etkilesimli iki Faktorli Model i¢in Varyans Analizi ANOVA)

Degigim Kareler | Serbestlik Kareler
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi F EMS
(D.K) (8.8) (sd.) (K.0)
FakiorA | SSA a-1 MSA MSA o2 +ﬂ2aiz
MSE -1
.. MSB 2 an 2
Faktor B §SB b-1 MSB —_ —_ i
MSE o rpi 2P
MSAB n
Etkilesim | SSAB | (a-1)(b-1) MSAB MSE (a-nb-1 2. 2Py
Rezidii SSE ab(n-1) MSE o2
Genel
SSTO abn-1
Toplam
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Ornek 3: (Ornek 1 ile ilgili)

Her bir yag grubunda, 6 erkek, 6 kadin gémiillii olarak kullaniimugtir.
Gozlemler (10 milyon olarak), araba sahiplerinin yagina (Faktor A) ve cinsiyetine
(Faktor B) gore agagidaki gibi simflandirilmugtir. (Neter ve ark. (1990))

Tablo 8 Etkilesimli iki Faktorlii Varyans Analizi Verileri

Faktér B
(Araba Sabhiplerinin Cinsiyeti)
Faktér A ji=1 j=2
(Yas) Erkek Kadin

i=1Geng 21 21
23 22
19 20
22 21
22 19
23 25

Y1 =130 Y12 =128

Y1 =21.66 Y2 =21.33

i=20rta 30 26
29 29
26 27
28 28
27 ' 27
27 29

Yo =167 Y, =166

Yo =27.83 Yo, =27.66
25 23
i=3Yagh 22 19
23 20
21 21
22 20
21 20
Ya1 =134,Y5 =22.33 Yap =123,Yap =20.5
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On hesaplamalar agagidaki gibidir:

1 2 3
Y, 215 27.75 2142
Y‘j‘ 23.94 23.16
Y 23.55
Model;

y

Yy =p+a;+B;+@B); +e5 i=1,2,3;j=1,2;k=12,..,6

olup, gozlemler normal dagihima sahiptir, esit varyanshdir ve o> varyansh olup

birbirinden bagimsizdir.

a) Varyans Analiz Tablosu:

Tablo 9 Etkilesimli iki Faktorli Etkilesimli Model Ornegi icin Anova

Degigim Kareler Serbestlik Kareler
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi F EMS
(D.K) (S.8) (s.d) (K.O.)
FaktorA | 316.722 2 158.361 | 66.291 o2 +8Y o
FakiorB | 5444 1 5444 | 2279 o? +183 ;2
Etkilesim 5.056 2 2.528 1.058 o2+ SZZ (aﬁ)ijz
Rezidii 71.667 30 2.389 o2
Genel
398.889 35
Toplam

b) Ho:ai=0i=1,2,3

H,:0;20

Ug yas grubu izerinde, nakit teklifi bakimindan

olmadigimi o =0.05 6nem diizeyinde test edelim:
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Fy =66.291
Fr =3.32
Fy > Py olduBundan H, rededilir. Yani; farkls yas gruplan sarkh nakit teklifinde
bulunmusglardir.
c) H,:B;=0
H,:B;#0
Cinsiyet bakimindan nakit teklifi izerinde bir farkl 1k olup olmadifim1 o =0.05

O6nem diizeyinde test edelim:
Fy =2.279
F; =4.17
dir. Fy <F; oldugundan H, kabul edilir. Yani cinsiyetin nakit teklifi {izerinde
etkisi yoktur.
d) H,: (OLB)k =0 (etkilesim etkisi yoktur).
H, :(OLB)k # 0 (etkilesim etkisi vardir).
Hipotezini test edelim.
F, =1.058
Fp =3.32.

Fy < F; oldugundan H; kabul edilir. Yani; etkilesim etkisi yoktur. A

T

v

Genc Ora VC‘E;SI:

Sekil 3 (Cinsiyet Egrisi)
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Arabalar i¢in yapilan teklifler her iki cinsiyet grubunda orta yaslilarda daha fazla
olmakla birlikte kadin ve erkeklerin yaptiklar teklifler kabaca paralellik gostermektedir.

Buradan gérsel olarak etkilesim olmadigim soyleyebiliriz.

2.5 Latin Kare Diizeni

Her denemenin her satir ve siitununda yalniz bir defa denendigi bir diizene latin
kare diizeni denir. Tek faktér var ve rastgelelik igin iki kisitlama var. Diizen kare
olmalidir. Verilen bir problem igin kullanilabilecek latin kare diizeni miimkiin olan
degisik latin kareler arasindan rastgele olarak segilebileceginden bu diizende
rastgeleligin kayboldugu dogru degildir.

A, B, C ile u¢ iglemi gosterelim. Latin kare diizeninde iglemler i¢in latin
harflerini kullanmak daha uygundur. Haftamin giinlerini (Pazartesi, Sali, Carsamba) ve
(1, 2, 3) operatérlerini blok degiskenleri olarak gézoniinde bulunduralim. Latin kare

diizeni asagidaki gibi olabilir.
Operatior
Giin 1 2 3
Pazartesi B A C
Sali A C B
Carsamba C B A

Omegin; 1-inci operatoriin Pazartesi giiniinde B iglemi, Sal1 giiniinde A iglemi,
Cargamba giiniinde ise C iglemi vardir. Aym seyler diger iki operator igin de gegerlidir.
Islem sayilan artik¢a diizenleme sayis1 izl olarak artar. r = 5 igin 161.280 tane

farkls diizenleme vardir.

Bir latin kare modelinde o; ile gosterilen satir etkileri; B; ile gosterilen siitun

etkileri ve (ocB)k ile gosterilen iglem etkileri vardir. Bu ii¢ degisken arasinda etkilesimin
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olmadig kabul edilir. Boylece model toplanabilirdir. Sabit islem ve blok etkileri i¢in

model;

Yig =H. +oy; +B;+ (), *€ijk)
i=1,2,...,r ; j=L2,...,r ; k=12,..,r
seklindedir. Burada; p  sabit ve a;, B;, (ocB)k ise;

Yo =2 B;=2 (o), =0
kisitlamalan altinda sabitlerdir.
s ~N0.0?)
dagilimh bagimsiz degiskenlerdir. Diizende gozelerde tekrar olmadifindan €y,

notasyonu kullamilmugtir. Her blok degiskeni ayni sayida iglem icerdiginden gozlemlerin

sayist r’ dir. Her bir operator her bir islemi yapar ve her bir giinde tiim islemler yapilir.

Bir latin kare tasaninunda:

1. r tane iglem vardir.

2. Her biri r tane sinif igeren, iki tane blok degiskeni vardir.

3. Diizendeki her satir ve her siitunda biitiin iglemler vardir. Yani ; her bir blok

degiskeninin her bir sinifi sadece bir tekrar igerir.

2.5.1 Latin Kare Diizeninin Avantajlari ve Dezavantajlar:

Avantajlar:

1. Iki blok degiskeninin kullanimi deneysel hatalarin degiskenliginde tek blok
degiskeninden daha fazla indirgemeye olanak saglar.
2. Islem etkileri kiigiik 6lgekli bir deneyden galigilabilir. Bu 6zel olarak én veya pilot

caligmalarda yararl olur.
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Dezavantajlar:

1. Her blok degiskeninin simiflarninin sayist iglemlerin sayisina esit olmali. Az sayida
islemlerle galigildifx zaman deneysel hatalarin serbestlik dereceleri azalir. Ote yandan,
¢ok sayida iglemlerle galisildiginda deneysel hatalarin serbestlik dereceleri gerekenden
daha fazla olabilir.

2. Modelin varsayimlari simrhidir. Diger bir deyisle; iki blok degigkeni ve iglemler
arasinda etkilegim olmadig gibi iki blok degigkeni arasinda da etkilegim yoktur.

3. Iki blok degiskeni farkli sayida simiflara sahip olamaz.

4. Bazi etkilegimler varsa, model uygun olmaz, rezidiiniin hata kareler ortalamasi, gok

bityiik olur ve iglem etkileri birbirine kargir.

Verilen sayida iglemler igin birgok latin kare diizeni vardir. Kargilagilabilecek latin kare

diizenlerinden 4 tanesi:
-1 . -3 — 4
A BZC A CB B AC CBA
B CA B AC CBA A CB
C AB CBA ACB B AC

r=3 i¢in 12 farkh diizenleme olup bu diizenlemeler agagida verildigi gibidir.

—1 2 -3 —4
ABC A CB B AC B CA
B CA B AC CBA CAB
CAB CBA ACB ABZC
. T 6 S S -8
CAB CBA A BC ACB
A BC ACB CAB CBA
BCA B AC B CA B AC
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-9 10 11 —12
B AC B CA C AB CBA
A CB ABZC B CA B AC
CBA C AB A BC A CB

2.5.2 Varyans Analizi Ve Testler

Satir , siitun ve iglem igin toplamlar ve ortalamalar sirasiyla ;

— Y
Y, = Z Yijk ’ Y, = _rl‘
]
- Y.
Y; = Z Yige ’ Y= _rj‘
Y= Z Yijk ’ Y.k - Tk
ij
Genel toplam ve ortalama;
Y. :ZZYijk ve ?:‘Y‘i
i j

seklinde gosterilir.

2.5.3 Parametreler ve En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri

Parametre Tahmin Edicisi
B, f =Y,
Q; &=Y, -Y,
B i ﬁ ji= —_] —?
(@B @B) =Y, -Y
O halde modelimiz;
Y=Y +Y;+Y, -2,
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ve rezidii (kalan)

ek = Yik _?ijk = Yk - _Y_i.. - ?_] - ?.k + Z—Y—

dir.

Burada Kareler Toplanu Su Sekilde Gosterilir:

Satirlara ait kareler toplami;
SSA = I‘Z(?l - ?)2 >
siitunlara ait kareler toplamu;

ssB=rY (¥, -Y.) ,
J

iglemlere ait kareler toplamu,
sSTR=ry. (Y, -Y ) .
K

rezidiiye ait kareler toplamu;

SSE = ZZ(Yijk =Y, -Y, -Y, +2Y )2 ,
i j

genel kareler toplamu ise;

SSTO :ZZ(Yijk “Y..)z s
i j

seklindedir.

r? tane gozlem oldugundan SSTO’nun serbestlik derecesi r2-1 dir. r tane
satir ve siitun degiskeni; ayni zamanda r tane islem oldugundan bunlarn kareler
toplam1 r-1 serbestlik derecesine sahiptir. Hata kareler ortalamasimin serbestlik
derecesi ise su sekilde bulunur:

(r?-1)-3(r-1)=(r-1)(r-2)
dir. Islem etkilerini test etmek igin; yani

H,: (aB), =0

H, : (o), #0
seklindeki bir hipotezi test etmek igin;
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o MSTR
MSE

test istatii kullamlir. Satir degiskeninin etkisini, yani
Hy:0;=0
H,:o; #0

hipotezini test etmek igin;

5 MSA
MSE

test istatigi; siitun degiskeninin etkisini, yani
H,:B;#0
hipotezini test etmek igin ise;

_ MSB
MSE

istatistikleri kullanilir. Eger;

F>Fl-a; r-1, (r—er—Z)] ise H,'n
red, aksi halde kabul ederiz. SSA min beklenen degeri;
2% :

r—1
dir. SSB nin beklenen degeri;
o’ + r—z—&z—
r—1
dir. SSTR nin beklenen degeri;

o’ + 1r————Z @p),”

r-1

o2 +r

dir. SSE nin beklenen degeri;

02

dir.
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Tablo 10 Latin Kare Modeli icin Varyans Analizi (ANOVA)

Degisim Kareler Serbestlik Kareler
Kaynagi Toplami Derecesi Ortalamasi F EMS
(DK) (s.8) (s.d) M.S.)
. SSA MSA > oy
Satirlara Ait SSA - MSA = 2 1
' r-1 r—1 | MSE | © *TT
" , SSB MSB > B
Siitunlara Ait SSB - MSB = 2 i
! r-1 r—1 | MSE | © *TT
MSTR («B)>
islemlere Ait SSTR r-1 MSTR = er:R MSE o?+r Zr —
SSE
Rezidiye At | SSE | (-D¢-2) | " E= -2 2

Toplam SSTO r2 -1

Incelenen modeller diginda ¢ok faktérlii ANOVA modelleri igin de benzer
sekilde yaklagimla incelemeler yapilabilir.

Ornek 4: Latin Kare Modeli icin Anova:

Bugday mahsulii (A, B, C, D) ad1 verilen 4 farkh giibrenin etkisi dlgilmek
isteniyor. Dért farkl bugday ve dort farkl toprak pargasi kullamiliyor. Her bir toprak
kendi iginde 4 esit alt bolgeye aynliyor ve bir latin kare tasanmm kullaniliyor. (Dunn
ve Clark (1974))

Tablo 11 Latin Kare Ornegi icin Varyans Analizi Verileri

Bugday Tipi Toprak Pargalar
1] 355(A)] 245@B)| 147(C)] 35.5(D)
2|  143@B) 62(C)| 13.7(D)| 24.5(A)
3 14.1(C) 16.2(D) 343(A) | 19.7(B)
4| 150D)| 645(A)| 34.6(B)| 19.0(C)
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On hesaplamalar agagidaki sonuglari vermektedir:

1 2 3 4
Y. 2755 1467 2107 3327
Y, 1972 2785 2432  24.67
Y, 397 2327 135 2010
Y 24.14

a) Varyans Analiz Tablosu Olusturalim:

Tablo 12 Latin Kare Ornegi I¢cin Anova

Degisim Kareler Serbestlik Kareler
Kaynagi Toplami Derecesi | Ortalamasi F EMS
(D.K) (8.8) (s.d) (MS)
Satirlara 2
) 776.36 3 258.78 254 | o%4 42&_
Ait 3
28
Siituniara Ait | 134.45 3 44 .81 0.44 G2 4 44&="1
3
2
24 Z (°‘B)k
Islemiere Ait | 1489.69 3 496.53 488 c -+ 3
Rezidilye Ait | 609.69 6 101.61 o2
Toplam 3010.21 15

b) Modelimizin Varsayimlari:

1. Tim gozlemler normal dagilima sahiptir.

2. Bunlar esit varyanshdir.

3. Aralarinda etkilesim yoktur. Yani Y nin ortalamast p+a; +B;+(aB), dir. Diger
bir deyigle G¢ degisken arasinda etkilesim olmadif kabul edilir. Béylece model
toplamsaldr.
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4. g lann hepsi birbirinden bagimsizdir.

¢  Hy:(af) =0

H, :(aB), %0
hipotezini yani; giibreye bagh olarak iirinler arasinda bir farklilifin olup olmadigini
o = 0.01 6nem diizeyinde test edelim:

F; =4.88

Fp =99.2
olup, F; < F; oldugundan H, kabul edilir. Yani; giibreye bagli olarak uriinler
arasinda bir farkhlik yoktur.

d) Hy:a;=0

H,:a; %0
hipotezini yani; bugdaymn dort farkh tipi iizerinde verim bakimindan bir farklilik olup
olmadigini o = 0.01 6nem diizeyinde test edelim:

F, =2.54

Fr =992
Fy <F; oldugundan H, kabul edilir.(Bugdaymn doért farkh tipi tzerinde verim
bakimindan bir farklilik yoktur.)

e) Hy:B;=0
H,:B;#0
hipotezini o =0.01 6nem diizeyinde test edelim:
F, =0.44
F, =992
F; < F; oldugundan H, kabul edilir. Yani; toprak par¢alarimin verim tzerindeki
etkisi aymidir.
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f) Bugdayin her birinden elde edilen iiriin ortalamasi igin nokta tahminini bulalim:

_35.5+24.5+14.7+35.5

Y,
1. 2

=27.55 (1. Bugday tipinden elde edilen

ortalama {iriin)

- _143+62+13.7+245

Y, 2 =14.67 (2. Bugday tipinden elde edilen
ortalama {iriin)

Y, = 141+162 ;34'3 197 107 (3. Bugday tipinden elde edilen
ortalama {iriin)

Y, =120+643 ! 34.6+190 _ 33 27 (4. Bugday tipinden elde edilen

ortalama tiriin)

g) Her bir giibreden elde edilen iiriin ortalamasini tahmin edelim:

A Giibresinden elde edilen iiriin ortalamasi = Dl : e 39.7
B Giibresinden elde edilen iiriin ortalamasi = Pl : TEREd © 23.27
C Gibresinden elde edilen tirtin ortalamasi = 147+62 ;14'1 190 _ 13.49
D Giibresinden elde edilen tiriin ortalamasi = 35.5+13.7 : 162+150 _ 20.1

h) Her bir toprak pargasindan elde edilen iriin ortalamasim tahmin edelim:

1. Toprak pargasindan elde edilen iiriin ort. = 35.5+143+14.1+15.0 =19.72

4

2. Toprak pargasindan elde edilen iiriin ort. = 245+62+162+64.5 27.85

4

3.Toprak parcgasindan elde edilen iriin ort. = 147+13.7+343+346 24.32

4
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4 Toprak pargasindan elde edilen tiriin ort. = 35.5+245+197+190 _ 24.67

4

i) Parametrelerin E K K tahmin edicileri:

=Y =2755-2414=341
=Y =1467-24.14=-947

1
Y,
a,=Y, -Y =21.07-24.14=-3.07
Y, -Y_ =3327-24.14=9.13

B, =Y,-Y =1972-24.14=-4.42

B,=Y,-Y =27.85-24.14=3.71
By =Y,-Y =2432-24.14=0.18
Bs=Y,-Y =24.67-24.14=053

(aB)l =Y— "?

@B),=Y,-Y =2327-2414=-087

39.7-24.14=15.56

©B); =Y, -Y_ =13.49-24.14=-10.65
©B), =Y, -Y =20.10-24.14=-4.04
dir.
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3. SINIFLANDIRMA MODELLERINDE DIREKT CARPIMIN
KULLANIMI VE GENELLESTIRILMiS INVERSIN UYGULANMASI

3.1 Direkt (Kronecker) Carpim

Bu boliimde; siniflandirma modellerinde kargimiza ¢ikan tasanm matrislerini
direkt ¢arpimlarla ifade edip, bu matrislerin M-P inverslerinin hesaplanmasini ele
alarak, soz konusu modeller i¢in en kiigiik kareler (E.K.K.) ¢6ziimii bulunacaktir.

Tamm 3.1.1: A: mpxn;, tipinde matris ve B: m;xn; tipinde bagka bir matris olsun. O
zaman A ve B’nin direkt ¢arpimu myn;xniny boyutunda olup, C=A®B seklinde
gosterilir. (Graybill (1983))

Abu Abu ...... Abln
Aby, Aby, ...... Aby,

Abp

Bu tamim sol direkt ¢arpimdir. Sag direkt ¢arpimi da benzer gekilde tammlayabiliriz.
C matrisinin m;n; tane my x n; boyutunda alt matrisi vardir. j-inci alt matrisi
C; = Aby

seklinde gosterilir. Bazen direkt ¢arpim;
C=[Cil=[Ab;] i=1,2,..,my; j=1,2,..,m

seklinde yazilir.
3.1.1 Direkt Carpimin Ozellikleri:

1. Her boyutta iki matrisin direkt ¢arpim1 yapilabilir.
2. A ve B herhangi iki matris ise;

A®B#B®A

(A®B) =A'®B’

tr(A®B)= [tr(a)] [tr(B)]
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3. A ve B herhangi iki matris ve a bir skaler ise;
(2A)®B=A®(aB)=a(A®B).
4. A, B, C herhangi {i¢ matris ise;
(A®B)®C=A®(B®C).
5. A:m;Xn;; B: mgxny, F:nixk, ve G:n,xk, ise o zaman ;
(A®B)(F®G)=(AF)®(BG).
6. A: m;Xm, nonsingiler bir matris ve B : myxm, nonsingiiler bir matris ise o
zaman A ® Bnonsingiiler olup tersi ;
(AxB)' =A"'xB™
seklindedir.Genel olarak;
(A®B)' = A*®B*

drr.

7. P ve Q ortogonal matrisler ise ; P ® Q da ortogonaldir.
AO..... 0

8. AQI= ? A ? = diag(A)
00..... A

9. A®B=(A®I)(I®B).
10. A ve B: m xm tipinde iki matris ve C:nxn tipinde bir matris ise bu durumda,

(A+B)®C=(ARC)+(B®C).
3.2 Genellestirilmis invers Tammlan ve Ozellikleri

g—invers kavram ilk defa Moore tarafindan 1920 yilinda ortaya atilmig olup
Penrose (1955) de asagida verilen tammi saglayan g-inversin tek oldugunu
gostermigtir. Tanimlanan g-invers tek olmasina ragmen Rao (1962), Bjerhammer
(1958) Wilkinson (1958), Bose (1959), Milliken (1971) gibi baz1 aragtirmacilar
teklik ihtiyacindan vazgegerek g—inversin istatistikteki uygulamalarinda verilen dort

kosuldan bazilarim1 saglayan ve sagladiklar1 kosullara gore adlandinlan invers
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kullanmiglardir. Bu inversler igin lineer fonksiyonlarin tahminleri ve varyanslan
degismemektedir. Kennedy ve Gentle (1980), Kempthrone (1980) ve Lowerre (1982)
gibi aragtirmacilar da ozel istatistiksel modeller i¢in g-invers elde edilmesinde

katkida bulunmuglardir.

Tanmm: 3.2.1 mxn tipindeki bir A matrisi i¢in asagidaki kosullani saglayan A"
matrisine A matrisinin Genellestirilmis Inversi (Moore-Penrose Inversi) denir.
(Graybill (1983))

i) AATA=A

ii) ATAAT = A"

iii) AA" simetrik

iv) ATA simetrik
Kisaltma olarak; genellestirilmig invers ifadesi yerine g-invers veya M-P invers
ifadesini kullanacagiz. g-invers kavram biitiin matrislere uygulanabilen bir kavram
oldugundan matris teorisinde olduk¢a Onemlidir. g-inversler bir matrisin karesel,
fakat singiiler oldugunda ya da karesel olmadifi durumlarda da bir inverse sahip
olabilecegini gostermektedir.

g-invers hesaplanmasi igin pek gok yontem gelistirilmigtir. Graybill (1983)
de bir ¢ok yontem ele almugtir. Shinozaki ve ark. (1972a) da g — invers hesaplamasi
ile ilgili direkt yontemleri, Shinozaki ve ark. (1972b) de iteratif y6ntemleri

incelemiglerdir.

3.2.1 M-P Inversinin Ozellikleri: (Graybill (1983))

1. Her A matrisi bir tek g-inverse sahiptir.
2. mx n tipindeki A matrisinin g-inversi n x m tipindedir.
3. A matrisinin transpozunun (devriginin) g-inversi, g-inversinin transpozuna egittir.
Yani;
(A) =A%y
dir.
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4. A" min g-inversi A dir. Yani;

(A" =A
seklindedir.
5. (A'A)" =AY (AN

dir.
6. (AA)Y = AA* ve (A*A)"=A*A

7. A matrisi simetrik bir matris ise A" matrisi de simetriktir. Yani; A = A’ ise

At =(A*Y

dir.

8. A matrisi simetrik ise
AAT=ATA

dir.

9. nxn tipindeki bir A matrisi igin a;=a; ise A matrisine simetriktir denir. nxn
tipindeki bir A matrisinin kendisiyle ¢arpimi yine kendisini veriyorsa A matrisine
idempotenttir denir. Yani,

A’=A
ise A matrisi idempotenttir.

A matrisi simetrik ve idempotent ise A matrisinin g-inversi kendisidir. Yani;

A=A'=A’ise A=A
dir.

10. AA*, A*A, I-A*A, 1- AA" matrisleri simetrik ve idempotenttir.
Bilindigi gibi singiiler olmayan A ve B matrisleri i¢in

( AB)—I - BIA!
dir.

Bu ozellik g-inversler i¢in her zaman gegerli degildir. Ancak bazi O6zel
durumlarda gegerlidir. 5. ve 6. 6zelliklerde gegerli oldugu gibi asagidaki durumlarda
da gegerlidir.

11. A ve B matrisleri r rankli olup sirasiyla m x r ve rx n tipinde matrisler ise,

(AB)* =B*A*
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dir.
12. P: mxm tipinde, Q: nxn tipinde ortogonal matrisler ve A: mxn tipinde bir
matris olsun.
(PAQ)" =Q'A™P
dur.

13. A matrisi singiiler olmayan bir matris ise;

At =A"
dir.
14. Rank(A) = Rank(A™*)
dir.

15. A: m x n tipinde tam satir rankl: bir matris ise
AT =A(AA)! ve AAT =1

dir. Tam siitun rankl: ise
AT =(A'A)TA’ ve ATA=1

dir. A nin ranki ne olursa olsun;
At =A'(AA) =(A'A)TA’

dir.

16. c bir skaler olmak iizere,
(cA)" =~(A)’
c

dir.
17. Stfirdan farkli nx 1 bir a vektérii igin;
at =(a'a)'a’
dir.
18. Biitiin elemanlar: 1 olan m x n tipindeki A matrisinin g-inversi;

A+ —_ (_]_) AI
mn

dir.
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3.3 M-P Inverslerle Lineer Denklem Sistemlerinin Coziimii

Ax =b geklindeki lineer denklem sisteminin ¢oziimini g-inversleri goz
Oniine alarak aragtiralim.
Teorem 3.3.1: Ax =0 sisteminin tutarl: olabilmesi i¢in (yani ¢éziimiinin olmasi
i¢in) gerek ve yeter kosul,

AA™b =b olmasidir. (Graybill(1983)
Ispat: Kabul edelim ki sistem tutarl1 olsun. Yani,

Ax, =b

olacak gekilde bir x; ¢oziim vektorii olsun. Ax; =b yi soldan AA™ ile garparsak;

AATAx, = AA'D
Ax, = AA™b
b=AA"D
oldugu goruliir.

AA*b =D olsun. x =A"b alalim. Ax =b de bunu yerine yazarsak;

AA*b=b olur ki; bu bize x = A*b nin bir ¢6ziim olduunu gosterir. Yani; sistem

tutarhdir.

Teorem 3.3.2: Ax = b sistemi bir ¢oziime sahip ise nx 1 tipindeki her h vektori igin;
x=A"b+(I-A*A)h
bir ¢oziimdiir. ( Graybill (1983)).

Tanim 3.3.1: Ax =0 tutarh sistemi verilsin. Bu sistemin bir x ¢6ziimii, ¢éziimler
arasinda en kiigiik 6klid normuna sahip ise bu x ¢6ziimiine en kisa ¢6ziim (shortest
solution) denir. (Kim ve Lee (1986))

Teorem 3.3.3: Ax =b sistemi tutarl ise;

x=A"D
en kisa ¢oziimdiir. (Kim ve Lee (1986))
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Ispat: Ax =b tutarh oldugundan, kabul edelim ki; x, Ax =b yi saglasmn. x =A"b
yi goz oniine alalm. AA*b=b dir. x=A'b+(x—A"b) yazalm. u=A'D ve

v=x—A"b olsun. x=u+v olur. O halde;

xX=u+v)(u+v)=uu+vv+uv+vu

=uu+2uv+vy
dir.
Fakat,
uv=b'(A*Y(x-A'b) ,  b'=x'A’ oldupundan,
-xA(a*)x-A") ,  (A*A) =A*A oldugundan,
=x'A*Alx - A*b)
=x'A*(Ax—AA*b) ,  AA*b=b oldugundan,
=x'A*(b—b)=0 oldugundan, x’x = u'u+v'v olup buradan; v'u <x'x
yani; |jufl <{x| oldugu gorilir.

Teorem 3.3.4: X'XB = X'Y normal denklemlerini goz oniine alalim. B=X*Y en
kisa ¢oziimdiir. (Kim ve Lee (1986))

ispat:  Ozellik 3 ten; (XX)'=X'(X')" ve  zellik 5 ten;
(XX)* = X*(X')* oldugunu biliyoruz. Teorem 3.3.3’ten; en kisa ¢oziim,
B =(XX) XY

=X* (X)) XY

=x*(xx*) Y

= X*XX*Y

=X'Y
oldugu goriilir.
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3.4Tek Yonlii Simiflandirma

Her gozede esit sayida gozlem olmak tizere tek yonli simflandirmada
modelimiz,

Y =u+a; +g;
i=1,2..,k;, j=1,2,...,n

dir. Burada; p, genel ortalama; o, i-inci faktor etkisi, &, ise hata terimidir.

110......0
110......0
il : BN
110......0 €19
101......0 L :
101......0 1 &,
1o : a,

X 1.0 G @0 @1 5 Boa) e
i &
| O | “
HE €4o
110...... 1 :
110......1 &4 |
110......1

olmak iizere ; Y = XB+e yazlabilir. X tasarnim matrisi N x (k +1) boyutunda olup

K
(Zn =kn = N] k rankhdir.

i=1

jn ®Ty
=], ®J, +J, QL =7, &1, +J;)

o . in @iy
XX'=(Jn ®Jk’.ln ®Ik)(J Jk)
XY =(1/n?)7, ®f, - (1/k+1)1]

v eyt -] (1/n)j; ® i
X' =X(XX') =m[(1/n)j;®[(1k+l;1k—1kﬂ
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Her gozede esit sayida gozlem olmayip sirasiyla n,,n,,...,n, tane gozlem

oldugunda; X" matrisimizde n’ lerin yerine sirastyla n,, n,,...,n, yazilirsa,

( (llnl)j;ll (1/n2)j;12 (llnk)j;lk 1
(k/nl)j;l] _(1/n2)j:12 _(l/nk)j:lk
X*=——|-Un)i, G&/ny)ii, -@/ny)ip,

- @ny)iy, —WUn,)in,  (/nyiy,
elde edilir. Tahmin edilen ﬁ vektorii ise;
k —
DY /k+1
B=X'Y=| =,

i=1

olarak bulunur.

3.5 Her Gézede n-Gozlem ve Birbirini Etkileme Olmaksizin iki Yénlii

Smiflandirma

Modelimiz;

Yy = pu+o; +B; +&5 i=12,..,a; j=1,2,..,b; k=1,2,..,n
seklindedir. Burada, u, genel ortalama; «;, i-inci faktor etkisi;, B;, j-inci faktor etkisi
olup, &y ise hata terimidir. X tasarim matrisi abn x (a+b+1) tipinde, a+b-1 rankl

olup;

X=(ja ®jy ®ja> ja ®Jp ®Ls» Jn ®L, ®J,)
seklindedir.

XX'=J,®),®J,+],®J, QI +J, ®I, ®J,

(XX')" =J,/n* ®J, /b* @I, +J, /n® ®I, ®J, /a’
+J_ /n?2@(/bYi/(ab+a+b)-1/a—1/blJ. ®JF. /a
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n®ip®j;
jh ®j, ®/bl(ab+a+b), - (b+1)],
i.®[@b+a+b), —(@a+1)1,]®]. /a

1

X =XXX) =————
(xx) n(ab+a +b)

ve

Y /n(ab+a+b)
B=X*Y=|Y, /bn — (b+1)Y /bn(ab+a+b)
Y;/an — (a+1)Y_/an(ab+a+b)

bulunur. Burada,

dir.

3.6 Her Gozede n-Gozlem ve Birbirini Etkileme Oldugunda iki Yénlii

Siniflandirma

Modelimiz;
Y =uta; +B; +(aB); +ey
i=1,2,...a ; j=1,2,..,b ; k=12, ..,n
seklindedir. Burada; ., genel ortalama; «a;, i-inci faktor etkisi; B;, j-inci faktor etkisi
ve ((JLB)lj etkilegim terimi olup, &;; ise hata terimidir.
X=(jp ®jy ®asn ®Jp BL,,Jn ©1, By, Jy ®1, ®1,)
tasarim matrisi abnx (ab+a+b+1) tipinde olup ab rankhdur.
XX'=j, ®(1, +3,)(1, +7,)

] J J
XX =2 @I, -2 |®| I, -2
(xx) n? [" b+1] (“ a+1)

Buradan,
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in ®jy B,
1 J; ®j{)®[(a+1)1a_Ja]

+:X’XX'+=
X =X(xx) n(a+1)b+1)| jx ®[b+1)1, -7, 107,
j; ®[(b+1)1b _Jb]®[(a'+1)la _Ja
ve
Y ]
n(a+l)(b+1)
Y., Y,
A vt nb+1) n(a+1)b+1)
p=XY= Y, Y
n(a+1) n(a+1)b+1)
E_ Y. _ Y.j. 3 Y
| n n(b+1) n(a+1) n(a+1)(b+1)J

bulunur. Gorildaga gibi g-invers hesaplanirken, g- inversler igin 15. ézellikteki
X+ = X'(xxl)+

esitligi kullanilmugtir.

Kim ve Sunwoo(1989) bazi o6zel kosullan saglayan matrislerin (M-P)
inversini hesaplama yontemlerini ele almiglardir. Siniflandirma modellerinde
kargilagilan tasarim matrisleri, bu tipte tasarim matrislerdir. S6z konusu calisma
Teorem 3.6.1 de ifade edildigi gibidir. Bu ¢caligmada X* hesaplanirken;

X" =(XX)*X’

esitligi g6z6niine alinmgtir.

Teorem 3.6.1: Eger, Nxm, tipindeki {Xll i=0,1,2,...,k} matrisleri mg =1

olmak tizere

XX, =g , X =i i=0.1.2...k icin
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, N c N s
Xin =meixmj > (Jmimj =Jmijmj) 1# ] 1¢n
i

kosulunu sagliyorlarsa bu durumda;

parcalanmig matrisinin M-P tersi, X",
r 1 .
1+M, In

. 1+M,
X* = | T, T

Z |-

0
- M
li_k]

m, X} —
kM 1+M0 kaNJ

RS
“~m.

olup, heriigin M; ="
i M

drr.
Simiflandirma modellerindeki tasarim matrislerinin g-inversinin hesaplanmasi
icin Teorem 3.6.1 uygulanabilir. Teorem 3.6.1’nin latin kare diizeninde nasil

uygulanacag ele alinacaktir.
3.7 Latin Kare Diizeninin Genel Formiille Gosterimi

Modelimiz,
y=1p +X,0+X,B +X,(@B)+ €

seklinde olup;
a' = (al’azv"aar) s B' = (Bl > BZ EARA] Br ) > ((XB)’ = ((aB)P(aB)Z’“"(aB)r)

dir.
i 0 ... 0 I, Vo
X, = 0 ]r ...... O X, = I X, = \:’1
0 0 ..... I 12, L2, Vit |2,
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Vo=I ve V,=o0;(I,) ise I ’nin satirlariin devirsel degisimi ile ile elde edilen

s 3 2 . - c .
matrislerdir. My =~ veM;=— i=l, 2, 3 i¢in tasarim matrisinin teoremi
r r

sagladigin1 gormek kolaydir. Bu durumda,
[i Xl XZ X3]

matrisinin M-P tersi:

1,

r+3) 7
r+2

rX(r+3) e’

| -

T

lX’ r+2 ¥
r

15,

T

X* =

2 —rz(r+3) xe?

N r+2
P +3)

J

a2
n
seklindedir. (Kim ve Sunwoo (1989))

Latin kare diizeninde r =3 alarak ¢6ziim vektorii bulalim: Bu durumda;

[100]
010
001
001
X, =(j; ®1;) 5 X,=(,®j;) ; X;=|100| olup;
010
010
001
(100},
11 1001 [100] [100]

100 010 010

100 001 001

010 [a, 100 [B, 001| [(oB),

u+|010| |a,| +/010| |B,| +/100] |(@B),
010 Oy I 001 BS 3x1 010 (aB)Z‘) 3x1
001 100 010

)-<
]
T T = T o T S e
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X+

X+
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Fu+al+ﬁ1+(al3)1 |
p+oy +B, "‘(‘xﬁ)z
l-l+°‘1+’33+(°‘|3)3
u+a, +8; +(°‘B)3
= u+a, +B, +(@B),
w+a, +B; +(0B),
H+o +pB; +(°‘ﬂ)z
u+ogz +pB, “‘(OLB):;
oq | MTO3 +Bs+(aﬁ)1_9,d
1
Ellllllllll]
1 11000 0 0 O] 11111111 1]
%000111000-352111111111
0000O00O0T1 1 1} 11111111 1]
1 001 001 0 O] 111111111
§010010010—5—54—111111111
00100100 1 11111111 1]
1 06 001 00 0 1] 11111111 T1]
§010001100—~534111111111
710011000 1 0] 111111111
=50 A
15 8L -1, 8, IR L o
s, | e X=g
513 ®J3 _513 ®j; 3[X2]—g[13x9]
3X-5gh 80| 30612 0s0]]

it
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[1y., i
5[19] Yin

3 -2[0] | | Yo
X+Y - 6

,1 5
3[X2 ]_ —6— [J3x9] Y232

']-2
B1-20]]

~9x1

olup,ﬁ ¢Oziim vektori;

ly“
2
5.«
3(Ym + Y, +Y133)”EY
5.4
3(Y213 + Yoy +Y232)'EY
S5,
3(Yy1p + Yoz + Y331)—‘6‘Y

S
3(Yyu + Yoz + Yslz)‘gY

O |-

S
3(Yia + Yoo, + Yins) - "6"Y

S
3(Yiss + Yops + Ym)‘gY

S
3(Yiny + Yan +Y331)"EY

5
3(Yy52 + Y2 + Y12) - EY

5
L3(Y133 + Y13+ Yag3 )= S Y

olarak bulunur. Burada:
Y = [Ym +Yips + Yia3 + You3 + You; + Yogo + Yy + Y3 + Y33y ]=Y...
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Simdi; Bolim 2, Ornek 4’ te s6z edilen latin kare diizeni igin ¢6ziim vektorii bulalim:

Bu durumda;
X1:G4®I4) > X2=(I4®j4) >
1 00 000 01 0100100
X'_OlOOlO 00001 0O0T10O0
*1001001001000000O0°1
0001001001001°000],
olup;
o B: (@B),
Y=(is ®j u+ (s ®Ly )64 :: + (14 ®ja s g: + [X3]15x4 Ezg;:
Calga Ba ax1 (@B), 4x1
Ra [u+a, +B, +(@B), ]
Y12 n+oy +B; +(ap),
Yis3 p+a; +B; +(aB);
Yiu p+oy +B, +(aB),
Yoz p+a, +B; +(@p),
Y53 pto, +B, +(af);
Y534 n+ao, +B; +(aB),
Y= You _ pt+a, +B, +(af),
Y313 pt+ogs +p; +(aB);
Y324 B+os +B, +(aB),
Y331 H+oas +B; +(aB)
Yas p+og + By +(aB),
Yau ptoy +B; +(@f),
Yun p+oy, +8, +(aB),
Y3, n+ay +B; +(aB),
| Yoz f1gq  LBH s +Bs+(@B)s |1,
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[1111111111111111]
1111111111111111
1111111111111111
(1111111111111111 |

[1111111111111111]
1111111111111111
1111111111111111
| 1111111111111111 |
[1111111111111111 ]
1111111111111111
1111111111111111

(1111111111111111 |

[

X2 ]
X3 12D ]

A5 ]2 ]

13x16

’

i
iﬁ.ll 111111111111 1]
28
[1111000000000000 ]
1/10000111100000000| 3
4/0000000011110000/| 56
|0000000000001111 |
. [1000100010001000]]
X =W= 110100010001000100] 3
4/0010001000100010]| 56
|0001000100010001 |
1000000100100100 |
110100100000010010| 3
4/0010010010000001 | 56
(0001001001001000 |
(1., . |
i r ® 1 4
28"4 Ja
1., 3 .
214 ®I4 _“5—6‘J4 ®J4 1
X*=W= ) 3 ya da X+:I€
214®j2-§gj4®j:1
1 3
X - =T,97
% 37 5674 Ja | ]
seklindedir.
4 )
7[)16]
A% ] 2P ]
X+Y=—1— 7 X |:Ylll Ym Y133 Y144 Y212 Y223 Y234 Y241 Y313 Y324j|
16 4[X'2]__6_{J4 16] Yoz, Yoz Yauu Yau YaszYass
7 X.
,1 6
4[X3]——7-[J4x16]




SINIFLANDIRMA MODELLERI ve GENELLESTIRILMIS INVERSLER Seval SUZULMUS

iy”
7

4(Y111 + Yo + Yia3 + Y144)— SY’E‘
'4(Y212 + Y3 + Yp3u + Yz41)‘gY*
4(Y313 + Yap4 + Ya31 + Yago )‘ S‘Y*
A(Y41q + Yigr + Yogy + Yops) - gY‘
4(Y111 + Y, + Y3 + Y414)_gY$
B=— 4(Y122 + Yoz + Yags + Yaz1) - gY*
4(Y133 + Yo + Y3, + Y432)_ gYﬁ
4(Y144 + Yo + Y3 + Y443)— %Y*
4(Y111 + Yoq1 + Yy + Yo )- %Yﬁ

6«
4(Y122 + Y555+ Yy + Y432) 7 Y

6 »
4(Y133 + Yo + Y33 + Y443)_7Y

6. »
4(Y144 + Ya34 + Yaoq + Y414)“ 7Y
L. J413x1

olarak bulunur. Burada:

Y11+ Yige + Yias + Yiag + Youu + Yous + Youu + Youy + Y35 + Yy
*
Y = +Y53+ Yo + Yy + Yo + Y5 + Yuus

dir. Yy lari gozoniine alarak sonucu yazalim:

~ 113.796 6.855 —6.019 0.380 12.580 —0.969
7.155 3.630 3.980 19.005 2.580 —7.195 -0.595

olarak bulunur.
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SONUC Seval SUZULMUS

SONUC

Bu ¢aligmada varyans analizi modellerinden tek faktorlii, etkilesim olmasi ve
olmamas: durumunda iki faktorlii ve latin kare diizeni olarak bilinen siniflandirma
modelleri ele alindi. Bu modellerdeki parametrelerin en kiigiik kareler tahmin edicisi ve
direkt carpimlar kullanilarak, parametrelerin Moore-Penrose Inversi yardimiyla
tahminleri elde edildi. Benzer yaklagimla diger simflandirma modellerindeki
parametrelerin de hem en kiigiik kareler, hem de Moore-Penrose Invers yardimiyla
tahmin edicileri elde edilebilir.



KAYNAKLAR Seval SUZUILMUS

KAYNAKLAR

BJERHAMMER, A., 1958. A Generalized Matrix Algebra. Translation Royal Instit.
Technology, Stockhom 124, 1-32.

BOSE, R.C., 1959. Unpublished Lecture Notes on Analysis of Variance. Univ. North
Corofina. Chapel Hill.

DUNN, O.J. and CLARK, V.A., 1974. Applied Statistics: Analsis of Variance and
Regression. John Wiley and Sons, Inc., New York, 387s.

GRAYBILL, F.A., 1983. Matrices With Applications In Statistics. Wadsworth,
California, 461s.

KEMPTHRONE, O., 1980. Lecture Note For Linear Models. Unpublished.

KENDALL, M.G., and STUART, A., 1976. The Advanced Theory of Statistics.
Charles Griffin & Company Limited, Londan, 3, 557s.

KENNEDY, W.J., Getle J.E., 1980. Statistical Computing. Marcel Dekker Inc.

KIM, B.C,, and LEE, J.T. , 1986. The Moore-Penrose Inverse For The
Classificatory Models. Journal of the Korean Statistical Society, 15: 46-61.

KIM, B.C., and SUNWOO, H.S., 1989. The Moore-Penrose Inverse Matrix For The
Balanced Anova Models. J. Japanese Soc. Comp. Statist., 2:1-7.

LOWERRE, J.M.,, 1982. An Introduction To Modern Matrix Methods And Statistics.
The American Statistican, 36: 113-115.

MILLIKEN, G.A., 1971. New Criteria For Estimabilith For Linear Models.
Anals. Math.Soc, 5: 1588-1594.

MILLIKEN, G.A., and GRAYBILL, F.A,, 1972. Interaction Models For The
Latin Square. The Austr. J. of Statistics, 14(2): 129-138.

NETER, J., WASSERMAN, W., and KUTNER, M.H., 1990. Applied Linear
Statistical Methods., Richard D. Irwin, Inc., 1181s.

PENROSE, R, 1955. A Generalized Inverse For Matrices. Proc. Cambridge
Philos Soc. 51, 406-413.



KAYNAKLAR Seval SUZULMUS

RAOQO, C.R,, 1962. A Note on a Generalized Inverse of A Matrix With Application
To Problems In Mathematical Statistics., Journal Royal Statistical Society, 24,
152-158.

SEARLE, SR., 1971. Linear Models. John Wiley and Sons, Inc., New York, 532s.
, 1982. Matrix Algebra Useful For Statistics. John Wiley Inc., New York,
438s.

. 1987. Linear Models For Unbalanced Data., John Wiley and Sons,

Inc., New York, 536s.

SHINOZAKI, N., SIBUYA, M., and TANABE, K., 1972a. Numerical

algorithms for the Moore - Penrose inverse of a matrix: Direct Methods,
Ann. Inst. Statist. Math., 24: 193-203.
, 1972b. Numerical Algorithms For The Moore- Penrose Inverse of A
Matrix: Iterative Methods, Ann. Inst. Statist. Math., 24: 621-629.
WILKINSON, G.N., 1958. Estimation of Missing Values For The Analysis of the
Complete Data. Biometrics 14, 257-286.

65



OZGECMIS

1974 Adana dogumluyum. ilk, orta, lise 6grenimimi Adana’ da tamamladim.
1992 yilinda Gukurova Universitesi Matematik Boliimiinii kazandim. Hazirlik sinifindan
muaf olarak 1996 yilinda mezun oldum. Aym yil, aym bolimde yiiksek lisans
programuna basladim. 1998 Subat ayinda da Osmaniye Meslek Yiiksek Okulu’ nda

Ogretim Gorevlisi olarak goreve bagladim. Halen ayn1 gorevimi siirdiirmekteyim.



