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1. GİRİŞ   
 

Mekanikte ve mühendislikteki problemlerde kullanılan varyasyonel metotlar, 

ekstremum prensibini kapsayan metotlar olup bunlar gerçeğe en yakın 

sonuçları bulmamızı sağlayan metotlardır. Bu çalışmada, Prof. Dr. Toshio 

MURO’nun Nortwestern Üniversitesinde anlattığı ders notlarından, Tatsuhito 

KOYA’nın kitabındaki uygulamalardan, Prof. Dr. John Willes’in kitabındaki ve 

çeşitli kitaplardaki problemlerden yararlanılarak bu metotlar birbirleri ile 

karşılaştırılmıştır. 
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2. DİREKT METODLAR [ ]3  

 
Sadece istisnai durumlarda kapalı formdaki varyasyonel problemlerin 

diferansiyel denklemlerinin integrali alınır. Bu, diğer çözüm metotlarını 

aramada doğal olarak kullanılır. Direkt metot olarak adlandırılan metodun 

temel fikrinde, varyasyonel problem, sonlu sayıdaki değişkenlerin 

fonksiyonlarına ait mutlak ekstremum problemlerinin limit durumu olarak 

kabul edilir. Bu sonlu sayıdaki değişkenlerin fonksiyonunun ekstremum 

problemi, düzenli metotlarla çözülür, daha sonra limite geçildiğinde, uygun 

varyasyonel problemin çözümünü sağlar.  

 

[ ])(xyI  fonksiyoneline, değişkenlerin sonsuz bir grubunun fonksiyonu olarak 

bakılabilir. Eğer kabul edilebilir fonksiyonların kuvvet serilerine açılabildiğini 

kabul edecek olursak, yani, 

 

...., x .... xaxax)( n210 +++++= naaxy   ya da Fourier Serilerinde, 

 

∑
∞

=

++=
1

0 sincos
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xy                                                                 (2.1) 

 

ya da )(xnϕ  fonksiyonu verildiğinde, 

 

∑
∞

=

=
0

)()(
n

nn xaxy ϕ                                                                                         (2.2) 

 

formundaki diğer seri çeşitlerinde bu iddia kesinlik kazanır. ∑
∞

=

=
0

)()(
n

nn xaxy ϕ  

seri formunda verilen )(xy  fonksiyonunu tanımlamak için bütün an 

katsayılarının değerlerinin verilmesi gerekir ve bu yüzden [ ])(xyI  

fonksiyonelinin değeri bu durumda, ,....,, .... ,a ,a, 210 naa  sayılarının sonsuz bir 
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düzeninde tayin edilerek verilecektir. Örneğin, [ ])(xyI  fonksiyoneli 

değişkenlerin sonsuz bir grubunun fonksiyonudur. Yani, 

 

[ ])(xyI = ϕ  ( ,...., .... ,a ,a, 210 naa )                                                                (2.3) 

 

olur. Genellikle, sonlu sayı ya da değişkenlerin fonksiyonlarının varyasyonel 

problemleri ve ekstremum problemleri arasındaki fark, varyasyonel 

durumlarda, bir ekstremum için sonsuz sayıdaki değişkenlerin 

fonksiyonlarının araştırılmasıdır. Böylelikle, direkt metotların temel 

düşüncesinin yukarıda da bahsedildiği gibi, sonlu sayıdaki değişkenlerin 

fonksiyonlarının ekstremum problemleri için varyasyonel problemlerin limit 

durumu olarak kabul edilmesi gayet doğaldır. 

 

Değişkenlerin hesaplanması alanındaki araştırmaların ilk periyodu boyunca, 

Euler, şu anda sonlu - farkların direkt metodu olarak adlandırılan bir metoda 

başvurmuştur. Çok uzun bir süre bu metot kullanılmıştır. 

 

Diğer direkt metot olan Ritz Metodu, çeşitli varyasyonel problemlerin 

çözümünde büyük ölçüde katkıda bulunmuştur. 

 

Üçüncü direkt metot, L. Kantorovich tarafından hazırlanmış olup, birkaç 

bağımsız değişkenin fonksiyonlarına bağlı olan fonksiyonellerde uygulanabilir 

ve Ritz metodunun uygulandığı alanlarda sınır bulmak için kullanılır. 

 

Dördüncü direkt metot ise sınır-değer problemleri için kullanılan Galerkin 

Metodudur. 
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3. EULER DENKLEMİ 
 
Aşağıdaki fonksiyoneli minimum yapan )(xy fonksiyonunu arıyoruz. 

 

( )[ ] xdyxfyxqyxpy
x

x
∫ ++′=Ι

1

0

)(2)()()( 22                                                      (3.1)  

 

 problemin sınır şartları 1100 )(,)( yxyyxy == olsun [ ]1 . p , q  ve f  

fonksiyonları 10 xxx ≤≤  aralığında sürekli ve p > 0 , q >0  dır. p >0  ve q >0  

şartlarına, )(yI ’nin minimumu bulmak için,  daha sonra ihtiyaç duyacağız. 

Eş. 3.1’ deki integralin değeri )(xy  fonksiyonuna bağlıdır.  Problemin 

çözümünü )(xyy =  ile gösterelim ve karşılaştırma fonksiyonu,  

 

)()( xxyy αη+=                                                                                      (3.2)  

 
α  bir parametre ve  η  keyfi sürekli bir fonksiyon olmak üzere sınırları, 

0)( 0 =xη , 0)( 1 =xη olsun. 0=α  olduğunda, )()( xxyy αη+=  karşılaştırma 

fonksiyonu çözüm fonksiyonu olur. Sınır şartları, karşılaştırma fonksiyonu için 

çözüme özdeş olmalıdır ve sınır şartları için )(xy  sağlanmalıdır. 

 
Şekil 3.1. )(xyy = fonksiyonu ve )()( xxyy αη+=  karşılaştırma 
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[ ] [ ] [ ]
[ ]

( )[ ]{ }

{ }

[ ]{ }∫

∫

∫

∫

+′+

++′′+

++′=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
++′+′

=+Ι

1

0

1

0

1

0

1

0

)()()()(

(3.3))()()()()()()()(2

)()(2)()()()(

)()()(2
)()()()()()()()(

222

22

22

x

x

x

x

x

x

x

x

dxxxqxxp

dxxxfxxyxqxxyxp

dxxyxfxyxqxyxp

dx
xxyxf

xxyxqxxyxpxxy

ηηα

ηηηα

αη
αηηααη

 

 

veya, 

 

[ ] [ ]

[ ]

[ ]{ } (3.6))()()()(

(3.5)()()()()()()()(2

(3.4))()()(

1

0

1

0

2222

2

∫

∫

+′=Ι

++′′=Ι

Ι+Ι=Ι−+Ι

x

x

x

x

dxxxqxxp

dxxxfxxyxqxxyxp

xyxxy

ηηαδ

ηηηαδ

δδαη

                                            

Burada Iδ  birinci varyasyon, )(2 Iδ ikinci varyasyon işlemini gösterir. α  keyfi, 

[ ])(xyI ’in minimum olması için aşağıdaki şart sağlanmalıdır,  

 

0=Ιδ                                                                                                            (3.7) 

 

Birinci terimin integrali, Eş. 3.7’ deki kısmi integralidir. 

 

[ ] ∫ ∫∫ ′′−=′′−′=′′
1

0

1

0

1

0

1

0

)()(
x

x

x

x

x
x

x

x

dxypdxypypdxyp ηηηη                                 (3.8) 
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Eş. 3.10’ nun sınır değerleri Eş. 3.4’ deki şartlardır. Bunu Eş. 3.9’ da 

yazarsak, 

 

[ ]{ }∫ =++′′−
1

0

0)()()()()()(
x

x

dxxxfxyxqxyxp η                        (3.9) 

 

Her )(xη  için )(xη  in katsayısı,  

 

0)()()(])()([ =++′′− xfxyxqxyxp                                (3.10) 

 

Problemin çözümü, Eş. 3.10’ daki diferansiyel denklemin çözümünün sınır 

şartları ile 1100 )(,)( yxyyxy ==  şartlarının birlikte çözümüdür. Bu 

denkleme Euler-Lagrange denklemi denir. Eş. 3.10’ daki şart, )(yI ’nin 

maximum veya minimum olma şartının sağlanmasıdır. [ ]1  

 

 İkinci varyasyon Ι2δ  için p > 0  ve q > 0  şeklinde seçmek, problemin 

minimum problemi olmasını garanti eder. Bu, )(xf  fonksiyonunun minimum 

değer alması için 0)('' >xf  şartını sağlaması ile aynı anlamdadır. 

 

3.1. Örnek [ ]1  

 

[ ] dxxyyyy ∫ ++′=Ι
π

0

22 2)()(   

 

fonksiyonunu minimize eden )(xy  fonksiyonunu arıyoruz. Şartlarımız, 

1)(,1)0( == πyy  olsun. Eş. 3.1’ deki fonksiyonelimiz de 

xxfxqxp === )(,1)(,1)(  olduğu için Eş. 3.10’ daki Euler denkleminden   

0'' =−− xyy  olur. Bu diferansiyel denklemin çözümü, 
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xSinhxcCoshxcy −+= 21  şeklindedir. Bu denklemde sınır şartlarımız yerine 

koyulursa,  

 

π
ππ

Sinh
CoshCC −

== 21 ,1  olur. Genel çözüm, xSinhx
Sinh

CoshCoshxy −⋅
−

+=
π
ππ

 

biçimindedir. Varyasyon hesabının temel lemması Eş. 3.9’ dan Eş. 3.10’  nun 

türemesiyle olmuştur. 

 

3.2. Örnek [ ]3  

 

Apsis ekseninin etrafında döndürüldüğünde bir minimum alan yüzeyi 

oluşturan belirlenmiş sınır noktası ile bir eğri bulalım. 

 

Bildiğimiz gibi bir dönmenin yüzeyinin alanı, [ ] dxyyxyS
x

x
∫ +=

1

0

2'12)( π   

biçimindedir. İntegral sadece  y  ve 'y  fonksiyonlarına bağımlı ve 

1
'

' cFyF
y
=−  ya da verilen durumda, 

 
'2

'2
1'2

1
1

yyy y c
y y

+ − =
+

     

 

  biçiminde olacaktır. Sadeleştirmeden sonra 12'1
c

y
y

=
+

 elde ederiz. Bu 

denklemin integralini almanın en basit yolu Sinhty ='  yerine koyması ile olur. 

Sonra, Coshtcy 1=  ve dtc
Sinht

dtSinhtc
y
dydx 2

1
' ===  elde edilir. Buradan  

21 ctcx +=   olur. Böylece parametrik denklemi, 21 ctcx += , Coshtcy 1=  olan 

istenilen yüzey, bir doğrunun dönüştürülmesi ile oluşturulur. t  parametresini 

yok ederek, dönüşümü zincir yüzeyi olarak adlandırılan  yüzeyler oluşturan 
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bir zincirler ailesi olan 
1

2
1 ,

c
cxCoscy −

=   elde ederiz. 1c ve 2c sabitleri ile 

verilen sınır noktaları boyunca istenilen doğrunun geçişinin koşulunda 

bulunur. 

 

3.3. Örnek (Brachistochrone Problemi) [ ]2   

 

A dan B’ye en kısa zamanda kayan bir parça tarafından üzerinden geçilen,  A 

ve B noktalarını bağlayan eğrinin denklemini bulalım. (Sürtünme ve ortamın 

direnci göz ardı edilmiştir). 

 

Koordinat merkezini A’ya koyup, x eksenini yatay ve y eksenini dikey 

yapalım. Parçacığın hızı gy
dt
ds 2= dir. Bundan dolayı )0,0(A  dan 

),( 11 yxB  noktasına hareket ederken geçen zamanı, 

 

[ ] ∫
+

=
1

0

2'1
2
1)(

x

y
y

g
xyt   buluruz . Sınır koşullarımız 11 )(,0)0( yxyy == olur. 

Euler denklemini uygularsak yani cFyF
y
=− '

'  de yerine koyarsak, 

 

c
yy

y
y
y

=
+

−
+

)1(

1
2'

2'2'

ve sadeleştirmeden sonra, c
yy

=
+ )1(
1

2'
veya  

1
2' )1( cy =+   elde ederiz. 'y için cot t kullanarak, 

 

.)2sin2(
2

)
2
2sin(

,)2cos1(sin2
cot

cotsin2

),2cos1(
2

sin
cot1

2
1

21

1
2

1
1

'

12
12

1

ctt
c

cttcx

dttcdttc
t

dtttc
y
dydx

tctc
t

cy

+−=+−=

−====

−==
+

=
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buluruz. t2 yerine t  koyarak parametre dönüştürülürse ve eğer 

02 =c olduğunu hesaba katarsak  0=y  için 0=x  dır. Buradan denklemi 

aşağıda verilen bir sikloid ailesi denklemi elde ederiz, 

 

)cos(
2

,)sin(
2 11

1
11

1 tt
c

ytt
c

x −=−=  

 

),( 11 yxB noktasından geçen sikloidin geçiş koşulundan dolayı 
2
1c dönen 

dairenin yarıçapıdır. Bu yüzden Brachistochrone bir sikloiddir. 

 

 
Şekil 3.2.  Brachistroschrone eğrisi 
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4. RİTZ METOD [ ]4,1  

 

Ritz Metodunun önemli fikri, [ ])(xyI  fonksiyonelinin değerleri, varyasyonel 

problemin keyfi kabul edilebilir eğrileri üzerinde düşünülmez, fakat 

),.....(),....,(),( 21 xwxwxw n fonksiyon   dizilerinin   ilk   n   fonksiyonun   sabit 

katsayılarıyla oluşturulmuş muhtemel her ∑
=

=
n

i
iin xwy

1

)(α lineer 

kombinasyonları üzerinde düşünülebilir.  

 

∑
=

=
n

i
iin xwy

1

)(α  fonksiyonları, eldeki problem dahilinde kabul edilebilir 

olmalıdır. Bu, )(xwi  fonksiyon dizilerinin seçiminde kesin şartları etkiler. 

Böyle lineer kombinasyonlarda, [ ])(xyI  fonksiyoneli, α1, α2,… αn 

katsayılarının bir ϕ(α1, α2,... αn) fonksiyonuna dönüşür. ϕ(α1, α2 ... αn) 

fonksiyonunun ekstremize olması için bu α1, α2,... αn katsayıları seçilir.Bu 

yüzden   α1, α2,... αn katsayıları 0=
∂
∂
α
ϕ , (i=l ,2,...,n) denklem sisteminden 

belirlenmelidir.  

 

n  ∞ için limite geçişte ,eğer limit varsa elimizdeki varyasyonel problemin 

kesin çözümü olan [ ])(xyI  fonksiyonelini ve )(1 xw , )(2 xw )(3 xw ,…, )(xwn ,... 

dizilerini düzenleyen kesin şartlar için, 

 

∑
=

α=
n

1i
iin )x(wy                                                                                           (4.1) 

 

fonksiyonunu elde ederiz. Eğer limite geçmez ve kendimizi sadece 

∑
=

α=
n

1i
iin )x(wy  fonksiyonunun ilk n terimi ile sınırlı kılarsak varyasyonel 

problemin yaklaşık çözümünü elde etmiş oluruz. Eğer bu metod, 

fonksiyonelin mutlak minimumunun araştırılmasında kullanılırsa, 
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fonksiyonelin mutlak minimum değeri yüksek elde edilir. Çünkü, her kabul 

edilebilir eğri üzerindeki fonksiyonelin minimumu, ∑
=

=
n

i
iin xwy

1
)(α  formundaki 

eğriler üzerinde, kabul edilebilir eğri sınıfının kısımlarında, yine aynı 

fonksiyonelin minimumunu geçmez. Aynı metodla fonksiyon 

maksimumlaştırıldığı zaman  fonksiyonelin yaklaşık maksimum değerini eksik 

olarak buluruz. 

 

∑
=

α=
n

1i
iin )x(wy  fonksiyonlarının kabul edilebilir olması için en başta gerekli 

olan şey, sınır şartlarını sağlamasıdır. Örneğin, 0)()( 10 == xyxy  elemanter 

probleminde ya da ijβ 'ler katsayı olmak üzere, 

 

1,0,0)()( '
21 ==+ jxyxy ijij ββ                                                                        (4.2) 

  

için bu sınır şartlarının sağlayan koordinat fonksiyonlarını seçmek  basit iştir. 

Açıkça söylemek gerekirse ∑
=

α=
n

1i
iin )x(wy , her αi için aynı sınır şartlarını 

sağlar. Örneğin, sınır şartlarını 0)()( 10 == xyxy   formunda alalım. Koordinat 

fonksiyonları için, )()()()( 10 xxxxxxwi ϕ−−=  olarak seçebiliriz. Burada 

)(xϕ 'ler, sürekli fonksiyonlar ya da, 

 

,...)2,1(
)(

sin)(
01

0 =
−
−

= k
xx
xxk

xwk
π                                                           (4.3) 

 

Burada, 0)1()( == ii wxw  şartını sağlayan diğer  fonksiyonlardır. Eğer şartlar 

homojen değilse, örneğin; 0y  ve 1y   sayılarından en az biri sıfırdan farklı 

olmak üzere, 11,00 )()( yxyyxy ==  ise varyasyonel problemin çözümünü, 

∑
=

+α=
n

1i
0iin )x(w)x(wy  formunda aramak daha basittir. Burada, 
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0000 )(,)( yxwxw =  ve 110 )( yxw =   sınır şartlarını ve mevcut bütün )(xwi 'ler 

ise homojen sınır şartlarını sağlar. Örneğin böyle bir durumda 

0)()( 1 == xwxw ioi  dır. Böyle bir seçimde çok açıktır ki, her bir iα  için )(xyn  

fonksiyonları verilen sınır şartlarını sağlar. )(0 xw  fonksiyonu için, 

 

00
01

01
0 y)xx(

xx
yy

)x(w +−
−
−

=                                                                       (4.4)  

 

lineer fonksiyonu seçebiliriz. Genel olarak söylemek gerekirse bu, 

),....,2,1(,0 ni
i

==
∂
∂
α
ϕ  denklem sistemleri çözmek için çok zor bir 

problemdir. Eğer bilinmeyen fonksiyon ve onun türevlerinde kuadratik olan I 

fonksiyonelinin bir ekstremumu için test edersek, bu problem açık olarak   

basitleştirilmiş   olur.   Bu   durumda denklemleri   ),...,2,1(,0 ni
i

==
∂
∂
α
ϕ  

denklemleri αi, noktasında lineerdir. 

 

Koordinat fonksiyonları olarak adlandırılan ,..., 21 ww  , nw , ... fonksiyonlarının 

bir dizisinin seçimi, açık şekilde sonraki işlemlerin zorluk derecesini etkiler ve 

bu yüzden metodun başarısı, büyük ölçüde fonksiyonların koordinat 

sisteminin seçimine bağlıdır. 

 

Süregelenler, bütün I[ 1 2 3( , , ,..., )nz x x x x ] fonksiyonellerine uygulanır. Bu 

durumda iw , fonksiyonları 1 2 3, , ,..., nx x x x  değişkenlerinin fonksiyonları 

olmalıdır. Fonksiyoneller birkaç fonksiyona bağlıdır. 

 

Ritz Metodu, genellikle matematiksel fizik problemlerinin kesin ya da yaklaşık 

çözümlerinde uygulanır. Örneğin,  D tanım kümesinde, 
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2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂                                                                                                   (4.5) 

 

Poisson denkleminin bir çözümünü bulmak gerekliyse, D' nin sınırında seçili 

z değerleri için, bu problem verilen denklemin bir Ostrogradsky denklemi 

olduğu bir fonksiyonun ekstremumundaki varyasyonel problem tarafından 

tekrar yerine konulabilir. Bu durumda bu fonksiyonel, 

 

dydxyxfz
y
z

x
z

D
∫∫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ ),(2

22

                                                           (4.6) 

 

olacaktır. Bu fonksiyonelin z ekstremum fonksiyonu direkt metodların 

herhangi biriyle bulunabilir. Matematiksel fizik problemleri, düzenli bir şekilde, 

bir ekstremum için, bilinmeyen ve onun türevlerinde kuadratik olan 

fonksiyonellerin araştırılmasına indirgenir ve böylece zaten belirtildiği gibi, 

Ritz Metodunun kullanımı kolaylaşır. Varyasyonel problemin istenen 

çözümüne yaklaşımların Ritz Metoduyla elde edilen yakınsaklığı ve ayrıca bu 

yaklaşımların doğruluk derecesinin saptaması sorusu oldukça zordur. Bu 

yüzden kendimizi birkaç noktaya sınırlı kılacağız. Bu kesinlik için I[y(x)] 

fonksiyoneline bakışımız, 

 

[ ] ( ) dxxyxyxFxyI
x

x
∫=

1

0

)('),(,)(                                                                       (4.7) 

 

şeklinde olacaktır. Bu fonksiyonelin minimumu ile ilgilendiğimizi farz edelim. 

Koordinat fonksiyonlarının∑
=

α
n

1k
kk )x(w

 

(n yeterince büyük) lineer 

kombinasyonu tarafından 1.derece yakınlıktaki herhangi bir doğruluk 

derecesine yakın sayılabilen her bir kabul edilebilir fonksiyon anlamında 

tamamlayan ,...,...,, 21 nwww koordinat fonksiyon dizisini düşüneceğiz.  Sonra 
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açık bir şekilde, minimumlaştırılmış dizi olarak adlandırılan ny  dizisinin, 

∑
=

α=
n

1k
kkn )x(wy şeklinde olduğu ,...,...,, 21 nyyy fonksiyonlarını elde etmek için 

Ritz metodu kullanılabilir. Örneğin, fonksiyonelin değerlerinin bir dizisi olan 

[ ] [ ] [ ]1 2, ,..., ,...nI y I y I y  dizisi, [ ])(xyI  fonksiyonelinin değerlerinin 

minimumuna ya da düşük bir sınırına yakınsar.  

 

Fakat, [ ])(xyILim nn ∞→
 olması, en azından [ ] )()( xyxyILim nn

=
∞→

olmasını 

gerektirmez. Minimumlaştırılmış bir dizi, kabul edilebilir fonksiyonların 

sınıfında ekstremum fonksiyonlarına dönüşmeyebilir. Gerçekten aşağıda 

görüldüğü gibi, 

 

[ ] ( ) dxxyxyxFxyI
x

x
n∫=

1

0

)('),(,)(                                                                      (4.8) 

 

fonksiyoneli, 

 

[ ] ( ) dxxyxyxFxyI
x

x
∫=

1

0

)('),(,)(                                                                       (4.9) 

 

fonksiyonelinden farklı olabilir. Sadece integrasyon aralığının her yerinde, 

)(xyn birinci yakınlıktaki )(xy 'e yakınsadığı zaman ayrıca ( )10 , xx  aralığının 

uygun küçük parçaları üzerinde de )(xyn  ve )(xy  fonksiyonları ve türevleri 

radikal bir şekilde farklı olur. Böylece ( )10 , xx  aralığının kalan kısmında 

yakınsak kalır (Şekil 4.1). Bu nedenden dolayı, nyyy ,...,, 21  

minimumlaştırılmış dizileri kabul edilebilir fonksiyonlar sınıfında bir limite 

sahip olamaz. Böylece nyyy ,...,, 21  fonksiyonlarının      kendileri      kabul 

edilebilir olacaklardır.   
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Şekil 4.1. ( )10 , xx  aralığında yakınsaklık 

 

Örneğin, 0)(,0)( ≥< xqxp  olmak üzere, uygulamalarda sık sık karşılaşılan, 

 

∫ ==++=
1

0

2 0)1()0(,])()(')([
2

yydxyxfyxqyxpI                                     (4.10) 

tipindeki fonksiyoneller için, sadece ( ),....2,1sin2)( == kxxwk π  koordinat 

fonksiyonları verilen fonksiyoneli minimumlaştıran )(xy  fonksiyonuna 

yaklaşımların, Ritz Metoduyla elde edilen yakınsaklığı kanıtlanmamış, ayrıca 

son olarak | )(xy -y(x)| kesin hata tahminleri de verilmiştir. ( )1,0  aralığındaki 

| )(xy -y(x)| maksimum tahminlerinden birini verirsek, 

 

[ ]
≤⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+

≤−
∫

2/52

1

0

2
2/1

22
)(min2

)(

)1(
)()( 

1
1

xp

dxxf

n
xmaksqxpmaks

n
yymaks n

ππ
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π+

π
+ p(x)min  q(x) maks1)x(pmaxx                                                        (4.11) 

 

Bu karşılaştırmalı basit durumda hatanın tahmini çok zordur. Bu nedenlerle 

Ritz Metoduyla ya da diğer metotlarla elde edilmiş kesin sonuçlan tahmin 

etmek için teorik olarak eksik fakat genelde pratik yolla güvenilir olan şu yol 
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izlenir; 

 

)(xyn  ve )(1 xyn+  'i hesapladıktan sonra ( )10 , xx   aralığındaki birkaç noktada, 

bu fonksiyonlar arasında bir karşılaştırma yapılır. Eğer bu değerler istenen 

doğruluğun limitleriyle çakışıyorsa o zaman )(xyn , bu varyasyonel problemin 

istenen kesinlikteki çözümü olarak alınır. Fakat )(xyn  ve )(1 xyn+ 'in değerleri 

verilen doğruluğun limitlerinde   seçilen   birkaç   noktada çakışmıyorsa, 

)(1 xyn+  ve )(2 xyn+ 'in değerleriyle karşılaştırılır.  Bu  işlem, )(xy kn+  ve  

)(1 xy kn ++ ’in değerlerinin verilen       doğruluktaki limitleriyle çakışana kadar 

devam eder. 

 

4.1. Örnek [ ]5  

 

Sabit kalınlıklı üçgen şeklindeki sabit cismin titreşimlerinin çalışmasında, 

 

∫ =′=−′′=
1

0

223 0(1)yy(1) ,)( dxbxyyaxI  

 

fonksiyonelinin bir ekstremumunu test etmek zorundayız. Sınır şartlarını 

sağlayan koordinat fonksiyonları için, 

 
122222 )1(,....,)1(,)1(,)1( −−−−− kxxxxxxx    

 

alabiliriz. Böylece, ∑
=

−−α=
n

1k

1k2
kn x)1x(y  olur. Biz, bunu sadece ilk iki terim 

için düşünürsek, )()1( 21
2

2 xxy αα +−=  değerini elde ederiz. Sonra, 

 

[ ] dx ])()1()426([
1

0

2
21

42
212

3
22 ∫ +−−−+== xxbxxaxyII ααααα  
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[ ] ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−+−+−=

280105
2

30
6)2(

5
24)2(

2
221

2
12

2212
2

212
αααα

αααααα bayI  

 

burada, ekstremum için gerekli şartlar olan, 

 

0v  ve0v

2

2

1

2 =
α∂
∂

=
α∂
∂ ,  

 

vebaba 0
1055

2
30 21 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − αα 0

1805
2

1055
2

21 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − αα baba  

 

formunu alır. 021 ==αα  çözümünden farklı ve üçgen şeklindeki cismin 

titreşiminin varlığına uygun olan çözümleri elde etmek için, lineer homojen 

denklem sisteminin determinantının sıfır olması gereklidir. Yani, 

 

2    
30 5 105 0

2 2    
5 105 5 280

b ba a

b ba a

− −
=

− −
 

 

veya, 

 

0
105

ba
5
2

280
ba

5
2

30
ba

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −   

 

olur. Bu denklem "frekans denklemi" olarak adlandırılır. Bu denklem, 

btxytxu cos)(),( =  fonksiyonu tarafından tanımlanmış üçgen şeklindeki 

cismin doğal titreşimlerinin b frekansını tanımlar. Frekans denkleminin iki 

tane b1 ve b2 köklerinin küçük olanı, üçgen şeklindeki cismin titreşiminin 

temel sesinin yaklaşık frekans değeri sağlar. 
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4.2. Örnek [ ]4  

 

Prizma ya da bir silindirin dönme kuvvetinin katıldığı problemlerde bir 

ekstremum noktası için, 

 

[ ] ∫∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

=
D

dxdyx
y
zy

x
zyxzI

22

),(  

 

fonksiyonelinin araştırılması gerekir. Eliptik bir dik  kesiti olan bir silindir için D 

bölgesinde tanımlı integrasyon, 1
b
y

a
x

2

2

2

2

=+ elipsi tarafından sınırlandırılmış 

oluşacaktır. Bu durumda, sadece xy  koordinat fonksiyonunu alarak, 

 

[ ] [ ]2222
111 b)1(a)1(

4
abvz     v,xy z −α++α
π

==α=  

 

Bir ekstremum için gerekli şart olan 0v1 =
α∂

∂

 

bu durumda, 

0)1()1( 22 =−++ ba αα  formunu alır ve buradan sonuç,  

 

xy
ba
ab

22

22

122

22

ba
a-bxyz    ,

+
==

−
−

= αα   olur. 

 

4.3. Örnek [ ]3  

 

D tanım kümesi kenarları 2a ve 2b olan (-a ≤ x ≤ a ;-b ≤  y ≤b)  bir dikdörtgen 

ise,  xy, xy3, x3y koordinat fonksiyonlarını yerine koyarak yani, 

 

yxxyxyz 3
3

3
213 α+α+α=   

 

aşağıdaki sonuç elde edilir; 
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[ ] ∫ ∫
− − ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

==
a

a

b

b

dxx
y
z

y
x
z

zII dy 
2

3
2

3
33

2
3

22
52

2

23
52

1
3

5
3

7
4

5
3

7
4)1(

3
4 ααα ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

babaababab

31
33

32
2233 )1(ba

3
8)ba(ba

5
8

α−α−αα+−   

 

Bir ekstremum için gerekli şartlar olan 

3 3 3
1 2 3

1 2 3

0, 0, 0,   , ,  I I I α α α
α α α
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 değerlerinin hesaplanmasına olanak 

verir, 

 

,
)ba(ba107)ba(7
)ba(ba135)ba(7

222266

222266

1 +++
−+−

−=α  

,
)ba(ba321)ba(21

)b35a3(a7
222266

222

2 +++
+

−=α  

.
)(321)(21

)335(7
222266

222

3 bababa
bab

+++
+

−=α  

 

4.4. Örnek [ ]2  

 

Kenarları a ve b olan )0;0( byax ≤≤≤≤ ) D dikdörtgeninin sınırında sıfıra 

eşit olan )y,x(f
y

z
x

z
2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂ denkleminin D içindeki bir çözümünü bulunuz. 

 

Bu dikdörtgenin içinde (x,y) fonksiyonunun düzgün yakınsak ikili Fourier 

serilerine açılabildiği kabul edilir. Yani, 

 

∑∑
∞

=

∞

=

ππ
β=

1p 1q
pq b

yqsin
a
xpsin)y,x(f  
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olarak yazılabilir. Bu sınır-değer problemi, Ostrogradsky denklemi olarak 

verilen denklem için bir fonksiyonelin bulunduğu varyasyonel probleme 

indirgenebilir. Daha sonra direkt metodların birini kullanarak bu fonksiyoneli 

ekstremize eden fonksiyonu buluruz. Böylece asıl sınır - değer problemin 

çözümünü buluruz. Buradan, 

 

)y,x(f
y

z
x

z
2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂  denklemi, 

 

[ ] ∫∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
D

dxyxzf
y
z

y
zxyI dy ),(2)(

22

 

 

fonksiyoneli için bir Ostrogradsky denklemidir. D tanım kümesinin sınırında 

koordinat fonksiyonlarının bir sistemi için, 

 

sin sin ( , 1, 2,...)x ym n m n
a b
π π

=  

 

alalım. Bütün bu fonksiyonlarının ve lineer kombinasyonlarının her biri, D'nin 

sınırı üzerinde 0z =  sınır şartını sağlar. Bu fonksiyonlar bütünlük özelliğine 

de sahiptirler. 

∑∑
∞

=

∞

=

ππ
α=

1p 1q
pqm.n b

yqsin
a
xpsinZ  

 

alarak, 

 

[ ]
22

.
1 10 0

2 sin sin
a b

nm
n m nm pq

p q

z znm x yI Z z p q dxdy
x y a b

π πβ
∞ ∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∑∫ ∫  

∑∑ ∑∑
= = = =

βα+α⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

π
=

n

1p

m

1q

n

1p

m

1q
pqpq

2
pq2

2

2

22

2
ab

b
q

a
p

4
ab   
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elde edeceğiz. Eğer sin sin ( , 1, 2,...)x yp q p q
a b
π π

= koordinat fonksiyonlarının 

D'de bir ortogonal sistem oluşturduğunu hesaba katarsak bu sonuç hemen 

elde edilir. Örneğin, 1p p=  ve 1q q=  durumları hariç herhangi 1 1, , ,p q p q  

pozitif tamsayıları için, ∫∫ =
ππππ

D
11 0dxdy

b
yqsin

a
xpsin

b
yqsin

a
xpsin   ayrıca 

1pp =   ve  1qq =   için,  ∫∫ =
ππ

D

22

4
abdxdy

b
yqsin

a
xpsin  bulunur. 

 

 Bunlardan sadece 
b
yqcos

a
xpsin,

b
yqsin

a
xpsin ππππ fonksiyonlarının karelerini 

içerenler hesaba katılır. Açıkça I[znm] bir ekstremum için 

( )0 1,..., , 1,...,
pq

p n q mϕ
α
∂

= = =
∂

 temel gerekli şartı tarafından belirlenmiş 

α11, α12,..., αnm katsayılarının bir ϕ(α11, α12,..., αnm) fonksiyonudur. 

 

Bu durumda bu denklem sistemi, 0
b
q

a
p

pq
2

2

2

2

2

pq =β+π⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+α

 

formundadır. 

Buradan, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

2

2

2

2
2

b
q

a
p

pq
pq

π

β
α

 

bulunur. Sonuç olarak, 

 

 2 22
1 1

2 2

1 sin sinpq
nm

p q

x yZ p q
p q a b
a b

β π π
π

∞ ∞

= =

= −
+

∑∑    

 

 elde edilmiş olur. 
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5. KANTOROVİCH METOD [ ]6,3,1  

 

Birkaç bağımsız değişkenin  fonksiyonlarına bağlı olan [ ]1 2 3( , , ,..., )nI z x x x x  

fonksiyonellerine Ritz metodu uygulanırken, fonksiyonların bir koordinat 

sistemi, ),....,,( 211 nxxxw , ),....,,( 212 nxxxw ,..., ),....,,( 21 nm xxxw ,... olarak seçilir.  

Varyasyonel problemin yaklaşık çözümü, kα  katsayıları sabitler olmak üzere, 

 

),....,,( 21
1

n

m

k
kkm xxxwz ∑

=

= α                                                                                    (5.1)
                     

 

formunda aranır. Kantorovich Metodu, fonksiyonların bir koordinat sistemini, 

 

),....,,( 211 nxxxw , ),....,,( 212 nxxxw ,..., ),....,,( 21 nm xxxw ,...                               (5.2) 

 

olarak seçmeyi gerekli bulur ve yaklaşık çözüm ayrıca, 

 

),....,,()( 21
1

n

m

k
kikm xxxwxz ∑

=

= α                                                                              (5.3)
   

 

formunda da aranır. Fakat )( ik xα  katsayıları sabitler değildir. Bağımsız 

değişkenlerin bilinmeyen fonksiyonlarıdır. 

 

),....,,()( 21
1

n

m

k
kikm xxxwxz ∑

=

= α                                                                              (5.4) 

                                                                             

tipindeki fonksiyonların sınıfında [ ]zI fonksiyoneli, bir bağımsız değişkenin m 

tane ),(1 ixα ),(2 ixα ... )(, im xα  fonksiyonlarına bağlı olan 

[ ])(x),....,(x ),(x imi2i1 αααI  fonksiyoneline dönüşür. )(x),....,(x ),(x imi2i1 ααα  

fonksiyonları, I  fonksiyonelini ekstremize etmek için seçilirler. 
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Eğer daha sonra m ∞ için limite geçersek, kesin şartlar altında kesin bir 

çözüm elde etmek mümkün olur. Fakat, limite geçiş uygulanmazsa bu metod 

yaklaşık bir çözümü verir. Genel olarak,  aynı koordinat fonksiyonlarıyla ve 

aynı m sayıdaki terimler Ritz metodunu kullanmaktan daha doğru olur. Bu 

metodun daha büyük kesinliği, )(x ikα  değişkenleriyle verilen, 

 

),....,,()( 21
1

n

m

k
kikm xxxwxz ∑

=

= α                                                                              (5.5)                        

 

fonksiyon sınıfının, αk sabiti ile verilen, 

 

),....,,( 21
1

n

m

k
kkm xxxwz ∑

=

= α                                                                                    (5.6)          
 

 

fonksiyon sınıfından daha geniş olması gerçeğine bağlıdır. Böylece, 

 

),....,,()( 21
1

n

m

k
kikm xxxwxz ∑

=

= α                                                                              (5.6)                  
 

 

tipindeki fonksiyonlara göre, varyasyonel problemin çözümüne daha iyi 

yakınsayan fonksiyonları bulmak )x   ,....,x   ,x(w n21k

m

1k
k∑

=

α (αk’ lar sabitler) 

formundaki fonksiyonlara göre daha mümkündür. 

 

Örneğin,   )(,)( 21 xyxy ϕϕ ==    eğrileri   ve   0xx = , 1xx =  doğruları   

tarafından sınırlanan D tanım kümesi boyunca uzayan, 

 
1 2

0 1

( )

( )

, , , ,
x x

x x

z zI F x y z dxdy
x y

ϕ

ϕ

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫                                                                     (5.7) 
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fonksiyonelinin bir ekstremum için araştırıldığını kabul edelim. Şekil 5.1’  de 

görüldüğü gibi ),( yxz  fonksiyonlarının değerleri D tanım kümesinin sınırında 

verilmiştir. ),....,(),....,,(),,( 21 yxwyxwyxw n  koordinat fonksiyonlarının bir 

dizisini seçelim. 

 

 
Şekil 5.1. D tanım kümesi 

 

Bu dizinin ilk m fonksiyonu için düşündüğümüz zaman ve fonksiyonların  

∑
=

α=
m

1k
kkm )y,x(w)x(z  toplam formunda varyasyonel problemin çözümünü 

ararken ya da )(xkα 'ten )(xuk 'e işaretleri değiştirerek, 

 

),(....),(),(),( 2211 yxwuyxwuyxwuyxz mmm +++= zm(x,y)                             (5.8) 

 

elde ederiz. Burada kw  bizim seçtiğimiz fonksiyonlardır ve ku ’larda 

tanımladığımız fonksiyonlardır. Böylece I fonksiyoneli ekstremize olur. 

 

[ ] ∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
1

0

2

1

)(

)(

,),,(,,),(
x

x

x

x

mm
mm dy

y
z

x
z

yxzyxFdxyxzI
ϕ

ϕ

                                         (5.9) 

 

elde ederiz. İntegrali alınan ifade, y 'nin bilinen bir fonksiyonu olduğunda, 

integrasyon y 'ye bağlı yapılabilir ve [ ]),( yxzI m  fonksiyoneli, 
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[ ]
1

0

1 1( , ) ( , ( ),..... ( ), ',..., ' )
x

m m
x

I z x y x u x um x u u dxϕ= ∫                                           (5.10) 

formunda bir fonksiyonel olacaktır. )(x(x),...., (x), m21 uuu  fonksiyonları seçilir 

ve böylece [ ]),( yxzI m  fonksiyoneli ekstremize olur. (x)iu 'ler, 

 

0

0

0

22

11

=′−

−−−−−−−−

=′−

=′−

mmu

u

u

u
dx
d

u
dx
d

u
dx
d

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

    

 

Euler denklem sistemini sağlamalıdır. Keyfi sabitler seçilir ve böylece ),( yxzm  

fonksiyonu 0xx =  ve 1xx =  doğruları üzerinde verilen sınır şartlarını sağlar. 

 

5. 1. Örnek [ ]7  

 

Integrasyonun tanım kümesinin sınırında 0=z  olmak üzere, 

[ ]
22

( , ) 2  
a b

a b

z zI z x y z dxdy
x y− −

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  araştırınız. İntegrasyonun tanım 

kümesi, bybaxa ≤≤−≤≤− ;  olan bir dikdörtgendir. Biz )()( 22
1 xuybz −=  

formunda bir çözüm arıyoruz. Daha sonra by ±=  doğruları üzerindeki sınır 

şartları sağlanacaktır. Fonksiyonel, 

 

[ ] ∫
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+′=

a

a

dxubububzI 32325
1 3

8
3
8

15
16  

 

olmak üzere, bu fonksiyonel için Euler denklemi,  
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22 4
5

2
5

b
u

b
u −=−′′  

 

ve bu denklem sabit katsayılarla lineer bir denklem olup genel çözüm, 

 

1 2
5 5 1cosh sinh
2 2 2

x xu c c
b b

= + +  

 

1c  ve 2c  sabitleri )()( azaz =−  sınır şartlarından belirlenir. 

2 1
10,

52cosh
2

c c
a
b

= = −   den son olarak, 

5cosh1 21
2 5cosh

2

x
bu
a
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  elde ederiz. Sonuç olarak, 

 

2 2
1

5cosh1 2( ) 1
2 5cosh

2

x
bz b y
a
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 

bulunur. Eğer daha kesin bir cevap istenirse çözüm, 

)()()()( 2
222

1
22

2 xuybxuybc −+=  formunda aranabilir. 

 

Örnek 5.2. [ ]5  

 

Şekil 5.2’ de verilen b x vex
3
3y =±=

 
doğrularıyla sınırlı ikizkenar üçgen 

şeklindeki D tanım kümesi üzerinde 1−=Δz  denkleminin sürekli bir 

çözümünü bulunuz.  
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Tanım kümesinin sınırı üzerinde çözüm sıfırdır. 1−=Δz  denklemi, 

 

[ ] ∫ ∫
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
b

0

x
3
3

x
3
3

22

dxdy z2
y
z

x
zzv  

 

fonksiyoneli için bir Ostrogradsky denklemidir ve integrasyonun tanım 

kümesinin sınırında 0=z ' dır. Kantrovich metoduna göre ilk yaklaşımı, 

 
Şekil 5.2. İkizkenar üçgen 

 

)(
3
3

2

2
1 xuxyz

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  formunda arayacağız. 1z 'in seçimleri için x

3
3y ±=  

doğruları üzerinde sınır    şartları    sağlanır, y 'ye    göre integrasyondan  

sonra [ ]1zI  fonksiyoneli, 

 

[ ] dxuxuxuuxuxzI
b

)1530102(
405

38 3234

0

25
1 ++′+′= ∫  

 

formunu alır. Bu fonksiyonel için Euler denklemi, 
4

15552 =−′+′′ uuxux  

olacaktır. Bu tipteki lineer denklemler, diferensiyel denklemler teorisinde, 
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Euler denklemi olarak adlandırılır. Bu homojen olmayan denklemin bir özel 

çözümünün 
4
3u −=  olduğu açıktır. Biz, kxu=  formundaki karşılıklı homojen 

denklemin bir çözümünü arıyoruz. Sonuç olarak, 
4
3xcxcu 52

1 −+= −  elde 

ederiz. 0=x  noktasının yakınında u  çözümü sınırlı olmalıdır, ardından 2c  

sıfıra eşit seçilmeli ve 0)( =bu  şartından, 
4
3

1 −=c  bulunur. Sonuç olarak, 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 22

1 3
11

4
3 xy

b
xz   

 

 elde edilir. 
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6. GALERKİN METODU [ ]3,1  

 

Sınır - değer problemleri, diğer direkt metod tarafından da (varyasyonel 

olmayan) yaklaştırılır. Bu, Galerkin Metodu  olarak adlandırılır. Bu metod, 

lineer sınır değer problemlerin çözümü için kısmen uygundur. Ama birçok 

lineer olmayan problemlere de uygulanabilir.  

 

0)(,0)( 10 == xyxy  homojen sınır şartlarıyla verilen, 

 

)()()( ''' xfyxqyxpy =++                                                                            (6.1) 

 

ikinci mertebeden lineer denklemlerine uygulanan Galerkin Metodunu 

veriyoruz. Homojen olmayan 0)(,0)( 10 == xyxy  sınır şartları 

)xx(
xx
yy

yyz 0
01

01
0 −

−
−

−−=  değişken değişimi ile hemen homojen şartlara 

indirgenir.  

 

Eş. 6.1 açık bir şekilde,  

 

( ) ( )L y f x=                                                                                                  (6.2) 

 

olarak yazılabilir. ),( 10 xx  aralığında ,....)2,1(0)()( 1 === nxwxw non sınır  

şartlarını sağlayan sürekli, lineer bağımsız, 

 

),...(),...,(),( 211 nnn xwxwxw                                                                            (6.3) 

 

 fonksiyon sisteminin tamamını seçelim. Eş. 6.3’ de ilk n fonksiyonun, 

 

∑
=

α=
n

1i
iin )x(wy                                                                                           (6.4) 
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şeklindeki lineer kombinasyonu formunda, sınır - değer probleminin yaklaşık 

çözümünü arayacağız. Eş. 6.1’ de yn'i yerine koyup αi (i=l,2,...,n) katsayılarını 

seçelim, böylece, 

 

)x(f)x(wL
n

1i
11 −⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
α∑

=

                                                                                  (6.5) 

 

fonksiyonu her ),...,2,1()( nixwi =  fonksiyonlarının [ ]ixx ,0  aralığında 

ortogonaldir. 

 

∫ ∑ ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=

1

0

1,2,....n)(i  0)()()(
1

11

x

x
i

n

i
dxxwxfxwα

                                

(6.6) 

 

 ny
 
in )(~

1
1 xwy

i
i∑

∞

=

= α  kesin  çözümüne dönüşmesini beklemek n ∞ iken 

doğaldır. Elde edilen seriler yakınsak ise ve ikinci mertebeden terimsel türevi 

sağlarsa, ( ) ( )L y f x−%  fonksiyonu, [ ]0 , ix x  aralığında ortogonaldir. Eş.6.3’ de  

tamamlanınca bunu ( ) ( )L y f x−% ≡ 0 olması izler. Buradan, 

 

y~ , )(~
0xy  = 0)(~

1 =xy  sınır şartlarını da sağlar. Çünkü her, 0)()( 10 == xwxw ii  

olur. Nadir olarak, bütün αi noktalarını, bu noktalarda lineer olan Eş.6.3’ den 

elde etmek ve n ∞ için limite geçmek mümkün hale gelir. Bu nedenle, bu 

αi’lerden biri, düzenli olarak kendisini çok küçük bir sonlu n sayısına sınırlar. 

( 5,4,3,2=n  ve bazen 1=n ) 

 

Burada, sadece n tane )(xwi  fonksiyonlarını seçmek zorundayız. Bu yüzden 

bütünlük hali bozulur ve )(xwi 'leri lineer bağımsız olarak ve 

0)()( 10 == xwxw ii  sınır şartlarını sağlayacak biçimde seçilmelidir. Bu 

koordinat fonksiyonları için sık sık, 
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,...)()(,........,)()(,)()(,))(( 101
3

01
2

010 xxxxxxxxxxxxxxxx n −−−−−−−− (6.4) 

 

polinomlarını alırız. Burada koordinat merkezini x0 noktasına taşımak daha 

uygundur. Eş. 6.4’ de 00 =x  dır. Ya da, 

 

),...,2,1(
)(

sin
01

0 nn
xx
xxn

=
−
−π   trigonometrik fonksiyonları alınır. Bu metod, 

her sıralı n-li denklemlere, denklem sistemlerine ve kısmi diferansiyel 

denklemlere uygulanabilir. 

 

6.1. Örnek [ ]5,1  

 

Bir dikdörtgen plakada  stres alanının yaklaşık sonucunu bulunuz. Airy’nin 

stres fonksiyonunu Ψ  olarak yazarsak, Ψ  diferansiyel denklemi aşağıdaki 

gibi olur, 

 

02 4

4

22

4

4

4

=
∂
Ψ∂

+
∂∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

yyxx   
                                            

Daha sonra, 

 

,,,
2

2

2

2

2

yxxy xyyx ∂∂
Ψ∂

−=
∂
Ψ∂

=
∂
Ψ∂

= σσσ
 

 

olur ve sınır şartlarını aşağıdaki gibi alırız, 

 

içinax ±=  0,1 2

2

=Ψ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Ψ xyyy b

ys                                                                                
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içinay ±=    0=Ψ=Ψ xyxx                                 

( )( )( )...
6

1
2
1 2

3
2

21
2222

2

2
2 +++−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Ψ yaxaabyax

b
ysy

                      
 

seçersek  sınır şartlarını sağlamış oluruz. Bunu Eş. 6.5’ deki denklemde 

yazarsak, 

 

( )∫ ∫
− −

=ΨΨ∇
b

b

a

a

dxdy 04 δ                                               

 

olur. Buradan, 

 

( ) ( ) ( )...2
21

222222 ++−−=Ψ xaabyax δδδ                                                       
 

yazarız. İlk yaklaşım olarak sadece 1a ’i sıfırdan farklı alırız. Daha sonra,  

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) 0

224333224

222222

21
22

1
2222

1
222

=−−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+−−−∫ ∫

− −

dxdybyax

b
saaxabyaxaby

b

b

a

a

                  

 

olur. Buradan, 

 

,

7
64

49
256

7
64 4224

2

1

abab

b
s

a
++

=

                                        

( ) ( )

( )( )
( )( ) .16

,34

341

2222

1
2222

1
22222

2

2

xybyax

aaxay

abyax
b
ys

xy

yy

xx

−−−=

−−=

−−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

σ

σ

σ
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6.2. Örnek [ ]7  

 

0=++ kxxvxm &&&                                                                                     
 

denklemini çözelim. Başlangıçtaki şartlar, 

 

içinx 0=    0=t  

içinVx 0=&  0=t   

                                            

olsun. Burada Ritz metodunu kullanmak,  

 

[ ] ( )dtxxtFx
t

∫=Ι
1

0

,, &
  

 

ifadesinin fonksiyonel bir şekli olmadığı için zordur. Bu zorluk Galerkin 

metodu ile ortadan kaldırılabilir. Bu metod x’i sağlamak için kullanılır. 

 

( ) 0
1

0

=++∫
t

xdtkxxvxm δ&&&
                                            

 

Farz edelim ki, 

 

( ) ( )1cossin 10 −+= −− teateVtx tt
                                                                  

                             

olsun. Burada 1a ’in herhangi bir değeri için bu fonksiyon sağlanmaktadır. 

Buradan, 

 

( ) 11cos atex t δδ −= −
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 elde edilir. Son iki eşitliği, 

 

( ) 0
1

0

=++∫
t

xdtkxxvxm δ&&&
 

 

 integralinde yerine konulursa, 

 

( ) ( ) 033222 10010 =−+−+− aVkVVaVm   
 

 elde edilir. Daha sonra sonuç aşağıdaki gibi olur, 

 

( )
km

VkVm
a

32
322 0

1 −
−+

=
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7. SONUÇLAR 
 

i. Biz verilen problemi çözerken yani minimum veya maksimumunu 

bulacağımız fonksiyonu ararken, direkt metotlarla çözmeyi diğer metotlarla 

çözüm yapmaya tercih ederiz. 

 

ii. Bu direkt metotlarla çözmekte zorlandığımız problemlerde, varyasyonel 

metotlar gerçeğe en yakın analatik çözümleri bulmamızı sağlar. 

 

iii. Bu varyasyonel metotlar, Euler metodu, Ritz metodu, Kantorovich metodu 

ve Galerkin metodudur. Ayrıca bu metotların sınır şartları, destekleyici şartlar 

ve süreklilik şartları çözümleri de incelenebilir. 

 

iv. Çoğu zaman Ritz metodu ile çözüm yapmak, problemi Euler denklemi ile 

çözmekten  daha kolay bir duruma getirir. 

 

v. Direkt ve direkt olmayan metodun karışımı olan Kantorovich metodu ile 

Ritz metodu arasında az bir fark vardır. Kantorovich metodu bazı durumlarda 

Ritz metodundan daha açık bir çözüm sağlar. 

 

vi. Galerkin metodu sınır değişken problemlerinin yaklaşım metodunu 

oluşturur. Bu metod, Euler denklemini çözmek için kullanılan yaklaşım 

metodudur. Ayrıca Ritz metodu kullanıldığında elde ettiğimiz deneme 

fonksiyonları doğal sınır şartlarını sağlamak zorunda değilken, Galerkin 

metodu ile bu sorun ortadan kalkarak bütün sınır şartları sağlanır. 
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