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1. GiRIS

Mekanikte ve muhendislikteki problemlerde kullanilan varyasyonel metotlar,
ekstremum prensibini kapsayan metotlar olup bunlar gercege en yakin
sonuglart bulmamizi saglayan metotlardir. Bu galismada, Prof. Dr. Toshio
MURO’nun Nortwestern Universitesinde anlatti§i ders notlarindan, Tatsuhito
KOYA'nin kitabindaki uygulamalardan, Prof. Dr. John Willes’in kitabindaki ve
cesitli kitaplardaki problemlerden yararlanilarak bu metotlar birbirleri ile

kargilastiriimistir.



2. DIREKT METODLAR |[3]

Sadece istisnai durumlarda kapali formdaki varyasyonel problemlerin
diferansiyel denklemlerinin integrali alinir. Bu, diger ¢6zim metotlarini
aramada dogal olarak kullanilir. Direkt metot olarak adlandirilan metodun
temel fikrinde, varyasyonel problem, sonlu sayidaki degiskenlerin
fonksiyonlarina ait mutlak ekstremum problemlerinin limit durumu olarak
kabul edilir. Bu sonlu sayidaki degiskenlerin fonksiyonunun ekstremum
problemi, duzenli metotlarla ¢ézulur, daha sonra limite gecildiginde, uygun

varyasyonel problemin ¢ézUmunu saglar.

I[y(x)] fonksiyoneline, dediskenlerin sonsuz bir grubunun fonksiyonu olarak

bakilabilir. Eger kabul edilebilir fonksiyonlarin kuvvet serilerine agilabildigini

kabul edecek olursak, yani,

y(X) =a,X+a,X+a,X+....+a,X, +..., yada Fourier Serilerinde,

y(x):a—20+2an cosnx + b, sinnx (2.1)
n=1

ya da ¢,(x) fonksiyonu verildiginde,
y(x) = a,p,(x) (2.2)
n=0

formundaki diger seri ¢esitlerinde bu iddia kesinlik kazanir. y(x) :Zan(pn (x)

n=0

seri formunda verilen y(x) fonksiyonunu tanimlamak icin butin an
katsayilarinin  deg@erlerinin  verilmesi gerekir ve bu ylzden I[y(x)]

fonksiyonelinin degeri bu durumda, a,, a,, a,,....,a,,...., sayllarinin sonsuz bir



diizeninde tayin edilerek verilecektir. Ornegin, I[y(x)] fonksiyoneli

degdiskenlerin sonsuz bir grubunun fonksiyonudur. Yani,

Ilyx)]= o (a,, &, a,,....,a,,....) (2.3)

olur. Genellikle, sonlu sayi ya da degiskenlerin fonksiyonlarinin varyasyonel
problemleri ve ekstremum problemleri arasindaki fark, varyasyonel
durumlarda, bir ekstremum icin sonsuz sayidaki degdiskenlerin
fonksiyonlarinin  arastiriimasidir.  Boylelikle, direkt metotlarin  temel
dusuncesinin yukarida da bahsedildigi gibi, sonlu sayidaki degiskenlerin
fonksiyonlarinin ekstremum problemleri i¢in varyasyonel problemlerin limit

durumu olarak kabul edilmesi gayet dogaldir.

Degiskenlerin hesaplanmasi alanindaki arastirmalarin ilk periyodu boyunca,
Euler, su anda sonlu - farklarin direkt metodu olarak adlandirilan bir metoda

basvurmustur. Cok uzun bir sture bu metot kullaniimigtir.

Diger direkt metot olan Ritz Metodu, cesitli varyasyonel problemlerin

¢6zUmunde buyuk olgude katkida bulunmustur.

Uglincti direkt metot, L. Kantorovich tarafindan hazirlanmis olup, birkac
badimsiz degiskenin fonksiyonlarina bagl olan fonksiyonellerde uygulanabilir

ve Ritz metodunun uygulandigi alanlarda sinir bulmak igin kullanilir.

Doérdincl direkt metot ise sinir-deger problemleri icin kullanilan Galerkin
Metodudur.



3. EULER DENKLEMi

Asagidaki fonksiyoneli minimum yapan y(x)fonksiyonunu ariyoruz.

1) = [P0y +a00y? + 21 (yJax (3.1)

problemin sinir sartlari y(x,)=Yy,, Y(x)=y, olsun [1]. p, q ve f
fonksiyonlari x, <x< x, araliginda sirekli ve p>0, q>0 dir. p>0 ve q>0
sartlarina, 1(y)’nin minimumu bulmak igin, daha sonra ihtiya¢ duyacagiz.
Es. 3.1° deki integralin degeri y(x) fonksiyonuna bagldir. Problemin

¢6zUmunU y = y(x) ile gosterelim ve karsilastirma fonksiyonu,

y =y(x) +an(x) (3.2)

a bir parametre ve 71 keyfi slrekli bir fonksiyon olmak Uzere sinirlari,
n(X,) =0, n(x;)=0o0lsun. =0 oldugunda, y=y(x)+an(x) karsilastirma

fonksiyonu ¢6zum fonksiyonu olur. Sinir sartlari, karsilastirma fonksiyonu igin

¢cbzume Ozdes olmahdir ve sinir sartlart i¢in  y(x) saglanmalidir.

y=y(x)+ an(x)

y
| y=y(x)

Yo
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l
]

:

i
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Sekil 3.1. y = y(x) fonksiyonu ve y = y(x) + an(x) karsilastirma



POy () + an' () +a)[y(x) + an(x)]
9 +amal=| {+2f(X)[y(X)+0ﬂ7(X)] >

Xo

~ [{eea(y0)? +aeay200+ 21 (y 0 Jox

+2a[ (POOY (9709 + 400 Y0+ T () }dx (33)

Xo

+a [ POl (O +a00n? (9o

veya,

1y(x) +an()]-1ly(x)]=a+5°1 (34)
a1 = 2a [ [p()Y ()00 + G0V + (I (xJix 35
51 = a* [ {p00ly 0O + a0 (i (36)

Burada 81 birinci varyasyon, §%(1)ikinci varyasyon islemini gosterir. a keyfi,

I[y(x)]’in minimum olmasi igin agagidaki sart saglanmaldir,

=0 (3.7)

Birinci terimin integrali, Es. 3.7’ deki kismi integralidir.

[ wy'midx [py'nle - [ (py")'ndx = [ (py")'mdx (3.8)

Xo Xo



Es. 3.10° nun sinir degerleri Es. 3.4’ deki sartlardir. Bunu Es. 3.9 da

yazarsak,

T 000y 0] +a09y00 + £ ()i =0 (3.9)

Her n(x) icin n(x) in katsayisi,

=[P(YY' I +a(x)y(x) + £(x) =0 (3.10)

Problemin ¢6zimu, Es. 3.10° daki diferansiyel denklemin ¢ézUmundn sinir

sartlart ile  y(x,)=Y, , y(X)=Yy, sartlarinin birlikte ¢6ziGmudur. Bu
denkleme Euler-Lagrange denklemi denir. Es. 3.10° daki sart, I(y)’nin

maximum veya minimum olma sartinin saglanmasidir. [1]

ikinci varyasyon 5’1 icin p>0 ve >0 seklinde segmek, problemin
minimum problemi olmasini garanti eder. Bu, f(x) fonksiyonunun minimum

deger almasi igin f (x) > 0 sartini saglamasi ile ayni anlamdadir.

3.1. Ornek [1]

1) = [(y)? + v+ 2xy] x

fonksiyonunu minimize eden y(x) fonksiyonunu ariyoruz. Sartlarimiz,
y(0) =1, y(n)=1 olsun. Es. 3.17 deki fonksiyonelimiz  de
p(x)=1, g(x)=1,f(x)=x oldugu icin Es. 3.10" daki Euler denkleminden

y —y-x=0 olur. Bu diferansiyel denklemin ¢6zimd,



y = ¢, Coshx + ¢,Sinhx — x seklindedir. Bu denklemde sinir sartlarimiz yerine
koyulursa,

_7=Coshz 1ur. Genel ¢6ziim, y:Coshx+—”_COSh”-Sinhx—x

C,=1C
=L G, Sinhz Sinhz

bicimindedir. Varyasyon hesabinin temel lemmasi Es. 3.9’ dan Es. 3.10° nun

tiremesiyle olmustur.
3.2. Ornek [3]

Apsis ekseninin etrafinda dondurdldigunde bir minimum alan yuzeyi

olusturan belirlenmis sinir noktasi ile bir egri bulalim.

Bildigimiz gibi bir donmenin ylzeyinin alani, s[y(x)]zzﬂfy 1+y? dx

bicimindedir. integral sadece y ve Yy fonksiyonlarina bagiml ve

F-y F, =¢, yada verilen durumda,

y
J1+y?

denklemin integralini almanin en basit yolu y' = Sinht yerine koymasi ile olur.

biciminde olacaktir. Sadelestirmeden sonra =c, elde ederiz. Bu

Sonra, y=c,Cosht ve dx= ﬂ = %r:tdt =C, dt elde edilir. Buradan
y [

X=¢ct+c, olur. Boylece parametrik denklemi, x=c;t+c,, y=c,Cosht olan

istenilen ylzey, bir dogrunun dénuastirtlmesi ile olusturulur. t parametresini

yok ederek, donusimu zincir ylzeyi olarak adlandirilan ylUzeyler olusturan



Lo . X—cC
bir zincirler ailesi olan y=c, , Cos 2

elde ederiz. c, ve c, sabitleri ile
Cl

verilen sinir noktalari boyunca istenilen dogrunun gegisinin kosulunda

bulunur.

3.3. Ornek (Brachistochrone Problemi) [2]

A dan B’ye en kisa zamanda kayan bir parga tarafindan Uzerinden gegilen, A
ve B noktalarini baglayan egrinin denklemini bulalim. (Surtinme ve ortamin

direnci g6z ardi edilmistir).

Koordinat merkezini A'ya koyup, x eksenini yatay ve y eksenini dikey

yapalim. Parcacigin hizi %: 2gy dir. Bundan dolayr A(0,0) dan

B(x,,y,) noktasina hareket ederken gecen zamani,

buluruz . Sinir kosullarimiz y(0)=0, y(x,) =Y, olur.

Euler denklemini uygularsak yani F — y'Fy. = c de yerine koyarsak,

J1+y? y?

— =C ve sadelestirmeden sonra,

Jy o Jya+y?)

(1+y?)=c, elde ederiz. y igin cott kullanarak,

=Cc veya

1
Vy@a+y?)

c, L, G
= =¢,sn“t =—=(1-cos2t),
1+cot?t ' 2( )
2c, Sint cott dt .
dx=d—¥= 1 =2c,sin’t dt = ¢, (1-cos2t) dt,
y cott

x:cl(t—¥)+c2 :0—21(2t—5in2t)+c2.



buluruz. 2t yerine t koyarak parametre donusturalirse ve eger
c, =0 oldugunu hesaba katarsak y=0 igin x=0 dir. Buradan denklemi

asagida verilen bir sikloid ailesi denklemi elde ederiz,

c . c
X :El(tl —-sint,), v :El(tl — cost,)

B(x,,y,) noktasindan gegen sikloidin gegis kosulundan dolayi C—zldc'jnen

dairenin yarigapidir. Bu yuzden Brachistochrone bir sikloiddir.

h

|
!
y

Sekil 3.2. Brachistroschrone egrisi
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4. RITZ METOD [14]

Ritz Metodunun 6nemli fikri, I[y(x)] fonksiyonelinin degerleri, varyasyonel
problemin keyfi kabul edilebilir egrileri Uzerinde dustunulmez, fakat

W, (X), W, (X),...., W, (X),.....fonksiyon  dizilerinin ilk n fonksiyonun sabit
katsayilariyla olusturulmus muhtemel her Yy, = Zoziwi (x) lineer
i=1

kombinasyonlari Uzerinde dusunulebilir.

yn:z(xiwi(x) fonksiyonlari, eldeki problem dahilinde kabul edilebilir
i=1

olmahdir. Bu, w,(x) fonksiyon dizilerinin segiminde kesin sgartlari etkiler.
Béyle lineer kombinasyonlarda, I[y(x)] fonksiyoneli, o1, ag,... on

katsayilarinin bir ¢(o4, ag,... an) fonksiyonuna doéndsir. ¢(aq, o2 ... dn)

fonksiyonunun ekstremize olmasi i¢in bu a4, ap,... a, katsayilari segilir.Bu

yuzden a4, ap,... an katsayilari 2—(/):0, (i=l ,2,...,n) denklem sisteminden
(04

belirlenmelidir.

n—> oo icgin limite geciste ,eger limit varsa elimizdeki varyasyonel problemin
kesin ¢dozumu olan I[y(x)] fonksiyonelini ve w,(X),w,(X) W;(X),..., W,(X),...

dizilerini dizenleyen kesin sartlar icin,
Yn :Zaiwi(x) (4.1)
i=1

fonksiyonunu elde ederiz. EJer limite gegcmez ve kendimizi sadece

Y =Zaiwi(x) fonksiyonunun ilk n terimi ile sinirh kilarsak varyasyonel
i=1

problemin yaklagik ¢6zUminlu elde etmis oluruz. Eger bu metod,

fonksiyonelin mutlak  minimumunun arasgtirlmasinda kullanilirsa,
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fonksiyonelin mutlak minimum degeri yluksek elde edilir. Clnku, her kabul

edilebilir egri tzerindeki fonksiyonelin minimumu, y, =Zo¢iwi (x) formundaki
i=1

egriler Uzerinde, kabul edilebilir egri sinifinin kisimlarinda, yine ayni
fonksiyonelin minimumunu gegcmez. Ayni metodla fonksiyon
maksimumlastirildigi zaman fonksiyonelin yaklagik maksimum degerini eksik

olarak buluruz.

Y. =Zaiwi(x) fonksiyonlarinin kabul edilebilir olmasi i¢in en basta gerekli
i=1

olan sey, sinir sartlarini saglamasidir. Ornegin, y(x,) = y(x,) =0 elemanter

probleminde ya da g 'ler katsayi olmak Uzere,

ﬂljy(xi)+ﬂ2jyl(xi):0 , =01 (4.2)

icin bu sinir sartlarinin saglayan koordinat fonksiyonlarini se¢gmek basit istir.

Agikca soylemek gerekirse vy, :Zaiwi(x), her o, igin ayni sinir sartlarini
i=1

saglar. Ornegin, sinir sartlarini y(x,) = y(x,) =0 formunda alalim. Koordinat
fonksiyonlarr igin, w,(X) =(X—X,)(Xx—X,)¢(x) olarak segebiliriz. Burada
@ (X) 'ler, surekli fonksiyonlar ya da,

kKz(X—Xg)

W, (X) =sin (k=12,..) (4.3)

1~ "o

Burada, w; (x) =w, (1) =0 sartini saglayan diger fonksiyonlardir. Eger sartlar
homojen degilse, ornegin; y, ve y, sayilarindan en az biri sifirdan farkli

olmak Uzere, y(X,)=Y, Y(x,)=Y, ise varyasyonel problemin ¢ézimind,

yn=2aiwi(x)+wo(x) formunda aramak daha Dbasitti. Burada,
i=1
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Wo(X) , Wy (X,) =Y, V& Wy(X,) =Yy, sinir gartlarini ve mevcut butin w; (x) 'ler
ise homojen sinir sartlarini  saglar. Ornegin bdyle bir durumda
w, (X,)=w,(x,) =0 dir. Boyle bir segimde gok agiktir ki, her bir ¢, icin y, (x)

fonksiyonlari verilen sinir sartlarini saglar. w, (x) fonksiyonu igin,

Wo(x) =220 (x —x) + y, (4.4)

1~ 2o

lineer fonksiyonu secebiliriz. Genel olarak sdylemek gerekirse bu,

§—¢=0 , (1=12,...,n) denklem sistemleri ¢dzmek igin ¢ok zor bir
&

problemdir. Eger bilinmeyen fonksiyon ve onun turevlerinde kuadratik olan |
fonksiyonelinin bir ekstremumu igin test edersek, bu problem agik olarak

basitlestiriimis olur. Bu durumda denklemleri 5—(/):0 , (i=212,..,n)

denklemleri o, noktasinda lineerdir.

Koordinat fonksiyonlari olarak adlandirilan w,,w,,... , w, , ... fonksiyonlarinin

bir dizisinin se¢imi, acik sekilde sonraki iglemlerin zorluk derecesini etkiler ve
bu ylzden metodun basarisi, buylk oOlgide fonksiyonlarin koordinat

sisteminin secimine baghdir.

Suregelenler, batan I[z(x,,X,, X,,...,X,)] fonksiyonellerine uygulanir. Bu

durumda w;, fonksiyonlari X,X,,X,,...,X, degigskenlerinin fonksiyonlar

olmalidir. Fonksiyoneller birka¢ fonksiyona baghdir.

Ritz Metodu, genellikle matematiksel fizik problemlerinin kesin ya da yaklasik

goziumlerinde uygulanir. Ornegin, D tanim kiimesinde,
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2 2
aXZ ayZ

Poisson denkleminin bir ¢cozUmunu bulmak gerekliyse, D' nin sinirinda segili
z degerleri icin, bu problem verilen denklemin bir Ostrogradsky denklemi
oldugu bir fonksiyonun ekstremumundaki varyasyonel problem tarafindan

tekrar yerine konulabilir. Bu durumda bu fonksiyonel,

”[(%)2 +(%) + 2z (X, y)] dx dy (4.6)

D

olacaktir. Bu fonksiyonelin z ekstremum fonksiyonu direkt metodlarin
herhangi biriyle bulunabilir. Matematiksel fizik problemleri, dizenli bir sekilde,
bir ekstremum igin, bilinmeyen ve onun tlrevlerinde kuadratik olan
fonksiyonellerin arastiriimasina indirgenir ve boylece zaten belirtildigi gibi,
Ritz Metodunun kullanimi kolaylagir. Varyasyonel problemin istenen
¢6zimune yaklagimlarin Ritz Metoduyla elde edilen yakinsakligi ve ayrica bu
yaklagimlarin dogruluk derecesinin saptamasi sorusu oldukg¢a zordur. Bu
yuzden kendimizi birka¢ noktaya sinirh kilacagiz. Bu kesinlik igin 1[y(x)]

fonksiyoneline bakigimiz,
100 = [ F(x y00, y'(x)) dx @.7)

seklinde olacaktir. Bu fonksiyonelin minimumu ile ilgilendigimizi farz edelim.

Koordinat fonksiyonlanngockwk(x) (n  yeterince buylk) lineer
k=1

kombinasyonu tarafindan 1.derece vyakinliktaki herhangi bir dogruluk

derecesine yakin sayilabilen her bir kabul edilebilir fonksiyon anlaminda

tamamlayan w,,w,,...,w_,...koordinat fonksiyon dizisini dustinecegiz. Sonra
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acik bir sekilde, minimumlastiriimis dizi olarak adlandirilan vy, dizisinin,
Y. =Zakwk(x) seklinde oldugu v, ,Y,,...,Yy,,...fonksiyonlarini elde etmek icin
k=1

Ritz metodu kullanilabilir. Ornegin, fonksiyonelin degerlerinin bir dizisi olan
1[v.] A[Yo].- 1 [V,]..  dizisi, 1[y(x)] fonksiyonelinin  degerlerinin

minimumuna ya da dusuk bir sinirina yakinsar.

Fakat, LimlI[y,(x)] olmasi, en azindan Lim I[y,(x)]= y(x)olmasini

gerektirmez. Minimumlastirilmis bir dizi, kabul edilebilir fonksiyonlarin
sinifinda ekstremum fonksiyonlarina dénudsmeyebilir. Gergekten asagida

goraldugu gibi,

X

1ye]= [F(x y(, v, () dx (4.8)
fonksiyoneli,
1[y00]= [ F(x y0,y'(x)) de 4.9)

Xo

fonksiyonelinden farkl olabilir. Sadece integrasyon araliginin her yerinde,

y, (x) birinci yakinliktaki y(x)'e yakinsadigi zaman ayrica (xo,xl) araliginin
uygun kigik pargalari Gzerinde de y,(x) ve y(x) fonksiyonlari ve tlrevleri
radikal bir sekilde farkli olur. Bdylece (x,,x,) araliginin kalan kisminda
yakinsak kalir (Sekil 4.1). Bu nedenden dolayl, V,,Y,,..Y,

minimumlastirilmis dizileri kabul edilebilir fonksiyonlar sinifinda bir limite

sahip olamaz. Boylece vy,,VY,,....y, fonksiyonlarinin kendileri kabul

edilebilir olacaklardir.
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y=¥a(x)

P

0 Xo X

Sekil 4.1. (x,,%,) arahginda yakinsaklik

Ornegin, p(x) <0, q(x) >0 olmak lzere, uygulamalarda sik sik karsilagilan,

L= [[p()y +a()y” + F()yldx, y(0)=y(@)=0 (4.10)

tipindeki fonksiyoneller icin, sadece Wk(x):\/isinyzx (k =1,2,....) koordinat
fonksiyonlari verilen fonksiyoneli minimumlastiran y(x) fonksiyonuna

yaklagimlarin, Ritz Metoduyla elde edilen yakinsakligi kanittanmamis, ayrica

son olarak |y(x)-y(x)| kesin hata tahminleri de verilmigtir. (0,1) araligindaki

| y(x)-y(x)| maksimum tahminlerinden birini verirsek,

1

. — [ £200dx
maksly - y, | < —=—| maks p(x) + L dX } 2 <
y-v,| n+1[ PO+ e | 00T
x{max|p(x)| +imaksq(x) +min p(x)} (4.11)
T

Bu karsilastirmall basit durumda hatanin tahmini ¢ok zordur. Bu nedenlerle
Ritz Metoduyla ya da diger metotlarla elde edilmis kesin sonuglan tahmin

etmek igin teorik olarak eksik fakat genelde pratik yolla glvenilir olan su yol
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izlenir;

y,(x) ve y,..(X) 'i hesapladiktan sonra (xo,xl) araligindaki birka¢ noktada,

bu fonksiyonlar arasinda bir kargilastirma yapilir. Eger bu degerler istenen

dogrulugun limitleriyle cakigiyorsa o zaman vy, (x), bu varyasyonel problemin
istenen kesinlikteki ¢c6zumu olarak alinir. Fakat y,(x) ve vy, ., (x)'in degerleri

verilen dogrulugun limitlerinde  segilen  birkag  noktada gakismiyorsa,

V... (X) ve vy, ,(X)'in degerleriyle kargillastinhir. Bu islem, vy, ., (x) ve
Y. (X)'in degerlerinin verilen dogruluktaki limitleriyle ¢cakisana kadar

devam eder.

4.1. Ornek [5]

Sabit kalinlikl Gggen seklindeki sabit cismin titresimlerinin ¢galismasinda,
1

| = I(axsy”z —bxy?)dx, y(@1)=y'(1)=0
0

fonksiyonelinin bir ekstremumunu test etmek zorundayiz. Sinir sartlarini

saglayan koordinat fonksiyonlari igin,

(x-1?%, (x-1)2x, (x =D 2x2,....,(x =D *x**

alabiliriz. Boylece, vy, :Zock(x—l)zxk‘1 olur. Biz, bunu sadece ilk iki terim
k=1

icin dusunrsek, y, = (x-1)*(a, + a,X) degerini elde ederiz. Sonra,

1
1, =1y, ]= [[ax* (6a,x+ 20, —4ar,)” —bx(x ~1)* (et; + @,%)°] dx
0



17

b a’ 2ma, a,
- + +
30 105 280

I[yz] =al(ay - 20‘2)2 +%a2(“1 —2a,) + 60522

burada, ekstremum igin gerekli sartlar olan,

N _gvedz _p,
o, oo,

( bj (2 b j (2 b 2. b
a-— |y +|-a-——|a,=0 ve |-a-—— |, +|—a———= 1|2, =0
30 5 105 5 105 5 180

formunu alir. o, =a, =0 g¢ozumunden farkli ve uggen seklindeki cismin

titresiminin varligina uygun olan ¢ozimleri elde etmek igin, lineer homojen

denklem sisteminin determinantinin sifir olmasi gereklidir. Yani,

b 2 b
a—— a

30 5 105|
2, b 2 b
5° 105 5 280

veya,

(>3 (3]
a-—|-a-—|-|=za-—| =0
30A5 280 5 105

olur. Bu denklem "frekans denklemi" olarak adlandirilir. Bu denklem,
u(x,t) = y(x)cosbt fonksiyonu tarafindan tanimlanmig Uggen seklindeki
cismin dogal titresimlerinin b frekansini tanimlar. Frekans denkleminin iki
tane by ve by koklerinin kiguk olani, dggen seklindeki cismin titresiminin

temel sesinin yaklasik frekans degeri saglar.
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4.2. Omek [ 4]

Prizma ya da bir silindirin dénme kuvvetinin katildigi problemlerde bir

ekstremum noktasi igin,

1[z(x,y)]= .LJ.H%— yjz + (%+ xT]dxdy

fonksiyonelinin arastiriimasi gerekir. Eliptik bir dik kesiti olan bir silindir igin D

X2 y2
2tz
a- b

bolgesinde tanimli integrasyon, =1lelipsi tarafindan sinirlandiriimis

olusacaktir. Bu durumda, sadece xy koordinat fonksiyonunu alarak,

z,=axy, V[z]=v, =%[(oc +1)%a° + (0 —1)°b?]

Bir ekstremum igin gerekli sart olan %zo bu durumda,

ool

(e +1)a” + (e —1)b? = 0 formunu alir ve buradan sonug,

4.3. Ornek [3]

D tanim kimesi kenarlari 2a ve 2b olan (-a < x <a ;-b < y <b) bir dikdortgen

ise, xy, xy>, X’y koordinat fonksiyonlarini yerine koyarak yani,
Z, = o XY + a,Xy° + o X’y

asagidaki sonug elde edilir;
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ab 2 2
” ( j (%erj dx dy
-a-b ay
3 2 2 2
:ﬂabs(al—1)2+4ab L a,” +4a°h sy a’
3 7 5 7 5

—§a3b3(a2 +b*)a 0, —gaab?’(ocl ~Doa,

Bir ekstremum icin gerekli sartlar olan
ol, ol, ol, y .~

—=0, —=0, —=0, «, a,, a; degerlerinin hesaplanmasina olanak
oo, 6a2 Oa,

verir,

_ 7(a° - b°) +135a°b’(a° - b?)
7(a° + b°) +107a%b?(a® + b?)’

7a*(3a® + 35b%)
21(a® + b®) + 321a’b?*(a® + b?) ’

s ==

7b?(35a% + 3b?)
21(a® +b®) +321a%b?(a® +b?)

Oy =—

4.4. Ornek [2]

Kenarlari a ve b olan (0<x<a ; 0<y<Db)) D dikdértgeninin sinirinda sifira

822 az

esitola =f(x,y) denkleminin D igindeki bir ¢dzimunu bulunuz.

Bu dikdoértgenin iginde (x,y) fonksiyonunun dizgun yakinsak ikili Fourier

serilerine acilabildigi kabul edilir. Yani,

f(x,y) = ZZqusmp qun_y

p=1 g=1 b
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olarak yazilabilir. Bu sinir-deger problemi, Ostrogradsky denklemi olarak
verilen denklem igin bir fonksiyonelin bulundugu varyasyonel probleme
indirgenebilir. Daha sonra direkt metodlarin birini kullanarak bu fonksiyoneli
ekstremize eden fonksiyonu buluruz. Boylece asil sinir - deger problemin

¢OzUmunu buluruz. Buradan,

2 2
0z +a——f(x y) denklemi,

ox?  oy?

Iy(x)]= jD j [[%jz {%)2 +2zf (X, y)]dx dy

fonksiyoneli igin bir Ostrogradsky denklemidir. D tanim kimesinin sinirinda

koordinat fonksiyonlarinin bir sistemi igin,
sinm”—xsinn”—y (mn=12..)
a b

alahm. BUtln bu fonksiyonlarinin ve lineer kombinasyonlarinin her biri, D'nin
sinirt Uzerinde z=0 sinir sartini saglar. Bu fonksiyonlar butinlik 6zelligine

de sahiptirler.

=iia smp—smq—y
p=1 g=1 b

alarak,

ab 2
[Z,0] ”“a;”m] +(aznm Zznmzz,ﬁpq sin p—smq Y ldxdy
2% X b

oy p=1 g=1

Zab n m 2 ab n m
=TE4 ZZ(p_z %}a§q+?zzapqﬁpq

p1g1\a p-L g-1
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elde edecegiz. Eger sin pﬁ?xsinq”—y (p,q=12,...) koordinat fonksiyonlarinin

b
D'de bir ortogonal sistem olusturdugunu hesaba katarsak bu sonu¢ hemen

elde edilir. Ornegin, p=p, ve gq=g, durumlari hari¢ herhangi p,q,p,,q,

pozitif tamsayilari igin, ”smp—smq—ysmpl smqlgdxdy 0 ayrica
a

o b
p=p, ve q=gq, icin, ”sinzpﬂsinzqn—ydxdyzﬁ bulunur.
o a b 4
. mX . Ty Ty : -
Bunlardan sadece sin p—squ smp cosqFfonks,lyonIarlnln karelerini
a a

icerenler hesaba  katilir.  Aglkga I[z,m] bir ekstremum igin

;—(0:0 (p:J,...,n , q:J,...,m) temel gerekli sarti tarafindan belirlenmis
apq

a1, 012,..., Onm Katsayilarinin bir (o4, a2, ..., anm) fonksiyonudur.

2 2

Bu durumda bu denklem sistemi, %q[p_”L%jnZ*qu:O formundadir.
a’

Buradan, Ay = bulunur. Sonug olarak,

elde edilmis olur.
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5. KANTOROVICH METOD [1,36]
Birkag bagimsiz degiskenin fonksiyonlarina bagh olan 1[z(x,X,, X;,.... X,)]

fonksiyonellerine Ritz metodu uygulanirken, fonksiyonlarin bir koordinat

sistemi, W, (X, Xy eeeey X ) s Wo (Xgy Xpyeeees X, ) 5eeey W (Xg, Xy ey X, ) ... Olarak  segilir.

Varyasyonel problemin yaklasik ¢gozumu, ¢, katsayilari sabitler oimak tzere,

Zpy = D W, (Xy, Xg e X)) (5.1)

k=1
formunda aranir. Kantorovich Metodu, fonksiyonlarin bir koordinat sistemini,
W (Xg 5 X gereny X ) s Wa (X5 X geeny Xy ) geeey W (X X yeveny X ) e (5.2)

olarak segmeyi gerekli bulur ve yaklasik ¢6zUm ayrica,

Zp =iak (X)W (Xys X000 X, ) (5.3)

formunda da aranir. Fakat o, (x;) katsayilari sabitler degildir. Bagimsiz

degiskenlerin bilinmeyen fonksiyonlaridir.
Zpn = . (X )W, (X, Xp eeenr X,) (5.4)
k=1

tipindeki fonksiyonlarin sinifinda I[z]fonksiyoneli, bir bagimsiz degigkenin m
tane a, (%), ay(X), .., (X) fonksiyonlarina bagli olan
e, (X,), &, (X, ), (X;)]  fOnksiyoneline déndsir. o, (X,), &, (X, ). &, (X;)

fonksiyonlari, 1 fonksiyonelini ekstremize etmek igin segilirler.
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Eger daha sonra m—-> igin limite gecgersek, kesin sartlar altinda kesin bir
¢ozum elde etmek mumkun olur. Fakat, limite gegis uygulanmazsa bu metod
yaklasik bir ¢ézimu verir. Genel olarak, ayni koordinat fonksiyonlariyla ve
ayni m sayidaki terimler Ritz metodunu kullanmaktan daha dogru olur. Bu

metodun daha buyuk kesinligi, «, (x;) dediskenleriyle verilen,

Zpy = 2 o (X)W (X, X ey X)) (5.5)
k=1
fonksiyon sinifinin, o sabiti ile verilen,

Zpy = D W (Xg, Xg e X,) (5.6)

k=1

fonksiyon sinifindan daha genis olmasi gergegine baglidir. Boylece,

z, =Zm:ozk(xi)wk (X3 Xg ey X)) (5.6)

tipindeki fonksiyonlara gore, varyasyonel problemin ¢ézumune daha iyi

yakinsayan fonksiyonlari bulmak Zakwk(xl, X,y X, ) (0’ lar sabitler)
k=1

formundaki fonksiyonlara gére daha mamkundur.

Ornegin, y=¢,(X), y=9,(x) egrileri  ve X=X,, X=X, dogrulari

tarafindan sinirlanan D tanim kiimesi boyunca uzayan,

X 5 (X)
0z 01
|:J' I F(x,y,z,&,ajdxdy (5.7)

Xo @1 (X)
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fonksiyonelinin bir ekstremum icin arastirildigini kabul edelim. Sekil 5.1’ de

goruldugu gibi z(x,y) fonksiyonlarinin degerleri D tanim kiimesinin sinirinda
verilmistir. ~ w, (X, y),W,(X,Y),...., W, (X, ¥),.... koordinat fonksiyonlarinin bir

dizisini secgelim.

Ay y=a(x)
//_.
D
~— ]
y=uix
0 >’
X9 Xy

Sekil 5.1. D tanim kiimesi

Bu dizinin ilk m fonksiyonu icin dusindigumuz zaman ve fonksiyonlarin

z, ZZak(x)wk(x,y) toplam formunda varyasyonel problemin ¢ézimuna
k=1

ararken ya da «, (x) 'ten u, (x)'e isaretleri degistirerek,

Zpy (X, Y) = UgW (X, Y) + UWy (X, Y) + e U W (X, Y) Zim(X,Y) (5.8)

elde ederiz. Burada w, bizim sectigimiz fonksiyonlardir ve u,’larda

tanimladigimiz fonksiyonlardir. Boylece | fonksiyoneli ekstremize olur.

X ?2(x)

[z, (6 y)]= x| F(x,y,zm(x,yx

Xo »(x)

0z 0z
m o 59
™ ij (5.9)

elde ederiz. Integrali alinan ifade, y'nin bilinen bir fonksiyonu oldugunda,

integrasyon y'ye bagh yapilabilir ve 1]z, (x,y)] fonksiyoneli,
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[z, (X, ¥)] = T¢(x,u1(x), ..... um(x),u, ',...,u,, ' )dx (5.10)

formunda bir fonksiyonel olacaktir. u,(x),u,(x),....,u.,(x ) fonksiyonlari segilir

ve bdylece [z, (x,y)] fonksiyoneli ekstremize olur. u, (x) ler,

d
(/)ul_&@h:
d
(Duz_&WZZ
d
- ’_0
¢um dXWm

Euler denklem sistemini saglamalidir. Keyfi sabitler segilir ve boylece z, (X, Y)

fonksiyonu x =X, ve x =X, dogrulari Gzerinde verilen sinir sartlarini saglar.

5.1. Ornek [7]

Integrasyonun  tanim  kumesinin  sinirnda z=0 olmak uzere,
a b 82 .
z(x y) '” ( J ( ] —2z |dxdy arastiriniz. Integrasyonun tanim
-a-b

kiimesi, —a<x<a ; —b<y<b olan bir dikdortgendir. Biz z, = (b® — y*)u(x)
formunda bir ¢ozUm ariyoruz. Daha sonra y =+b dogrulari Gzerindeki sinir

sartlari saglanacaktir. Fonksiyonel,

= I {Eb?’u'2 +§b3u2 —§b3u}dx
15 3 3

olmak Uzere, bu fonksiyonel icin Euler denklemi,
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ve bu denklem sabit katsayilarla lineer bir denklem olup genel ¢ozim,

u :clcosh\/§§+czsinh\/§§+l
2b 2b 2

c, ve c, sabitleri z(-a)=1z(a) simir gartlarindan  belirlenir.

c,=0,c, = 1 den son olarak,
2cosh >a
2b
1 cosh Sx
u==1 2D elde ederiz. Sonug olarak,
5a
cosh, = —
2b
1 cosh 2;)(
21=5(b2—y2) 1 =
cosh, |- —
2b

bulunur. Eger daha kesin bir cevap istenirse ¢6zum,

¢, = (02y*)u,(x) + (b - y?)?u,(x) formunda aranabilir.
Ornek 5.2. [5]

Sekil 5.2° de verilen y:ingex:b dogrulariyla sinirl ikizkenar uggen

seklindeki D tanim kumesi Uzerinde Az=-1 denkleminin surekli bir

¢O6zUmunu bulunuz.
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Tanim kiimesinin siniri Gzerinde ¢dézum sifirdir. Az =-1 denklemi

fonksiyoneli icin bir Ostrogradsky denklemidir ve integrasyonun tanim

kimesinin sinirnda z=0"' dir. Kantrovich metoduna gore ilk yaklasimi

y
A
NE)
= —X
3
o > .
x=b
3
= —x
3

Sekil 5.2. ikizkenar ticgen

2
[yz—[ng ]u(x) formunda arayacagiz. z,'in segimleri igin y:igx
dogrulari tUzerinde sinir  sartlari  saglanir, y'ye

gore integrasyondan
sonra | [z,] fonksiyoneli,

z,] =108 J.(2x5 "2 +10x*uu’ + 30x°u’ +15x°u)dx

formunu alir.

Bu fonksiyonel igin Euler denklemi, xzu”+5xu'—5u:E

olacaktir. Bu tipteki lineer denklemler, diferensiyel denklemler teorisinde
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Euler denklemi olarak adlandirilir. Bu homojen olmayan denklemin bir 6zel

¢ozumunun u:—% oldugu agiktir. Biz, u=X* formundaki kargilikl homojen

e 5 3
denklemin bir ¢6zimlniu ariyoruz. Sonug olarak, u=cX+cC°x 5—2 elde
ederiz. x=0 noktasinin yakininda u ¢6zumu sinirli olmahdir, ardindan c,

sifira esit secilmeli ve u(b) =0 sartindan, c, = —% bulunur. Sonug olarak,

elde edilir.
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6. GALERKIN METODU [1,3]

Sinir - deger problemleri, diger direkt metod tarafindan da (varyasyonel
olmayan) yaklastirilir. Bu, Galerkin Metodu olarak adlandirilir. Bu metod,
lineer sinir deger problemlerin ¢ézuma i¢in kismen uygundur. Ama birgok

lineer olmayan problemlere de uygulanabilir.

y(X,) =0, y(X,) =0 homojen sinir sartlariyla verilen,

y +p(x)y +a(x)y=f(x) (6.1)

ikinci mertebeden lineer denklemlerine uygulanan Galerkin Metodunu

veriyoruz. Homojen olmayan  y(x,)=0, y(x))=0 sir sartlan

z:y—yo—@(x—xo) degisken degisimi ile hemen homojen sartlara

1 XO

indirgenir.
Es. 6.1 acik bir sekilde,
L(y) = f(x) (6.2)

olarak vyazilabilir. (x,,x,) araliginda w,(x,)=w,(x,)=0 (n=212,....)sInir

sartlarini saglayan surekli, lineer bagimsiz,

W, (%), W, (X5)yeees W (X, ),y (6.3)

fonksiyon sisteminin tamamini segelim. Es. 6.3’ de ilk n fonksiyonun,

Yn =Zn:aiwi(x) (6.4)
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seklindeki lineer kombinasyonu formunda, sinir - deger probleminin yaklasik
¢6zUmunu arayacagiz. Es. 6.1’ de y,'i yerine koyup a, (i=1,2,...,n) katsayilarini

secelim, boylece,
L(Zn: oclwl(x)) —f(x) (6.5)

fonksiyonu her w,(x) (i=12..,n) fonksiyonlarinin [xo,xi] araliginda

ortogonaldir.

X

| Kzn:alwl(x)] — f (x)}wi (x)dx =0 (i =1,2,....n) (6.6)

Xo

y, in YzZalwi(x) kesin ¢6zimulne donusmesini beklemek n—>oo iken
i=1

dogaldir. Elde edilen seriler yakinsak ise ve ikinci mertebeden terimsel turevi

saglarsa, L(¥)- f(x) fonksiyonu, [x,,x] arahginda ortogonaldir. Es.6.3’ de

tamamlaninca bunu L(y)— f(x)= 0 olmasi izler. Buradan,

Y, Y(X,) = Y(x) =0 sinir sartlarini da saglar. Cinkl her,w, (x,) =w.(x,) =0
olur. Nadir olarak, butun o; noktalarini, bu noktalarda lineer olan Es.6.3’ den
elde etmek ve n>x icin limite gegmek mumkun hale gelir. Bu nedenle, bu

o;'lerden biri, duzenli olarak kendisini gok kuguk bir sonlu n sayisina sinirlar.
(n=2345 ve bazen n=1)

Burada, sadece n tane w,(x) fonksiyonlarini segmek zorundayiz. Bu yuzden
butinlik hali  bozulur ve w,(x)'leri lineer bagdmsiz olarak ve
W, (X,) =W, (x,) =0 sinir sartlarini saglayacak bicimde secilmelidir. Bu

koordinat fonksiyonlari igin sik sik,
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(X—XO)(X—Xl) , (X—XO)Z(X—Xl) , (X_XO)S(X_Xl) yraveene ,(X—Xo)n(X—Xl),...(6.4)

polinomlarini alinz. Burada koordinat merkezini xo noktasina tagimak daha

uygundur. Es. 6.4’ de x, =0 dir. Yada,

sinw (n=212,...,n) trigonometrik fonksiyonlari alinir. Bu metod,

Xy = X
her sirali n-li denklemlere, denklem sistemlerine ve kismi diferansiyel

denklemlere uygulanabilir.

6.1. Ornek [1,5]

Bir dikdortgen plakada stres alaninin yaklagik sonucunu bulunuz. Airy’nin
stres fonksiyonunu ¥ olarak yazarsak, ¥ diferansiyel denklemi asagidaki

gibi olur,

o'y oY o'Y

+ + 0
axll ax28y2 ay4
Daha sonra,
oy o’y o’y
Ox="722' O9y=_ 71 Oy=— '
oy OX OXoy

olur ve sinir gartlarini asagidaki gibi aliriz,

x=taicin ¥ = s(l——j, Y, =0
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y=taigin ¥, =¥, =0

Y = %sy{l—%i} + (x2 —az)(y2 —bZXa1 +a,X> +a,y° + )

secgersek sinir sartlarini saglamis oluruz. Bunu Es. 6.5’ deki denklemde

yazarsak,

U.—‘U

_T 4‘I’)é‘l’dxdy 0
olur. Buradan,
oW = (X2 —alz)z(y2 —b2)2(5a1 + 3, X% + )

yazariz. llk yaklagim olarak sadece &’i sifirdan farkl aliriz. Daha sonra,

ii24y ~b?)'a,32(3x? —a%)3y% —b? Ja, + 24(x ~a%)a, - }

o"'—'c'

(x? —a2)(y? -b?fdxdy = 0

olur. Buradan,

NS
a, = :
—64b4 245;a2b2 +—64a4

o :s(l_g_j}zl(xz_az)«syz_bz)al

= 4(y2 - aZXBX2 - az)al,
= —16(x2 — az)(y2 —bz)xy
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6.2. Ornek [7]

mX+vx+kx=0
denklemini ¢dzelim. Baslangigtaki sartlar,

x=0 icin t=0
X=V,icin  t=0

olsun. Burada Ritz metodunu kullanmak,

ty

I[x]= j F(t,x, x)dt

0

ifadesinin fonksiyonel bir sekli olmadigi icin zordur. Bu zorluk Galerkin

metodu ile ortadan kaldirilabilir. Bu metod x’i saglamak igin kullanilir.

ty
j (MX + v + kx)oxdt = 0
0

Farz edelim ki,

x(t)=V,e " sint+a,e " (cost —1)

olsun. Burada &'in herhangi bir degeri i¢in bu fonksiyon saglanmaktadir.

Buradan,

5 =e"(cost —1)%,



elde edilir. Son iki esitligi,

t
j (MX + v + kx)oxdt = 0

0

integralinde yerine konulursa,
m(- 2V, +2a,)- 2V, +k(3V, -3a,)=0
elde edilir. Daha sonra sonug asagidaki gibi olur,

~(2m+2v -3k,
Y 2m-3k
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7. SONUCLAR

i. Biz verilen problemi ¢6zerken yani minimum veya maksimumunu
bulacagimiz fonksiyonu ararken, direkt metotlarla ¢bézmeyi diger metotlarla

¢OzUm yapmaya tercih ederiz.

ii. Bu direkt metotlarla ¢cozmekte zorlandigimiz problemlerde, varyasyonel

metotlar gercege en yakin analatik ¢éztUmleri bulmamizi saglar.

iii. Bu varyasyonel metotlar, Euler metodu, Ritz metodu, Kantorovich metodu
ve Galerkin metodudur. Ayrica bu metotlarin sinir sartlari, destekleyici sartlar

ve sureklilik sartlari cozimleri de incelenebilir.

iv. Cogu zaman Ritz metodu ile ¢ézum yapmak, problemi Euler denklemi ile

cozmekten daha kolay bir duruma getirir.

v. Direkt ve direkt olmayan metodun karisimi olan Kantorovich metodu ile
Ritz metodu arasinda az bir fark vardir. Kantorovich metodu bazi durumlarda
Ritz metodundan daha agik bir ¢ozim saglar.

vi. Galerkin metodu sinir degisken problemlerinin yaklasim metodunu
olusturur. Bu metod, Euler denklemini ¢bzmek igin kullanilan yaklagim
metodudur. Ayrica Ritz metodu kullanildiginda elde ettigimiz deneme
fonksiyonlari dogal sinir sartlarini saglamak zorunda degilken, Galerkin

metodu ile bu sorun ortadan kalkarak buttn sinir sartlari saglanir.
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