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OZET

Vektor Alanlarinin Diferensiyel Geometrisi ve Uygulamalari
Elif TURKAY
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNiVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Subat 2022, Sayfa: ix +31

Son zamanlarda Oklid uzaymda rektifiye altmanifoldlar tanimlanmis ve smiflandirilmistir. Bu
caligmalar aslinda 3-boyutlu Oklid uzayinda rektifiye egriler i¢in yapilan calismalarin bir genellemesidir. Bu
calismada ilk olarak keyfi bir Riemann manifoldunda rektifiye altmanifold kavram: verilmektedir. Daha
sonra Riemann manifoldlarinda torklu vektor alanlar1 detaylica incelenmekte ve bu vektor alani ile taniml
Riemann manifoldlarinin bir smiflandirilmasi verilmektedir. Ardindan bu vektor alanm ile birlikte verilen
Riemann manifoldunda rektifiye altmanifoldlar agiklanmaktadir. Ayrica torklu potansiyel vektdr alanina
sahip Ricci solitonlar incelenmektedir. Son olarak Ricci solitonlarla ilgili elde edilen bazi sonuglar
verilmektedir ve uygulamalar1 detaylica incelenmektedir.

Anahtar Kelimeler: Torklu vektor alani, Rektifiye altmanifold, Riemann manifold, Dairesel vektor alani,
Twisted ¢arpim, Ricci soliton
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ABSTRACT

Differential Geometry of Vector Fields and Its Applications
Elif TURKAY
Master's Thesis
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February 2022, Pages: ix + 31

Recently, rectifying submanifolds in Euclidean space have been defined and classified. These studies are
actually a generalization of the studies for rectifying curves in 3-dimensional Euclidean space. In this study,
firstly, the concept of rectifying submanifold in an arbitrary Riemannian manifold is given. Then, torqued
vector fields in Riemannian manifolds are examined in detail and a classification of Riemannian manifolds
defined by this vector field is given. Then rectifying submanifolds in the Riemannian manifold given with
this vector field are explained. In addition, Ricci solitons with torqued potential vector fields are studied.
Finally, some results about Ricci solitons are given and their applications are examined in detail.

Keywords: Torqued vector field, Rectifying submanifold, Riemannian manifold, Concircular vector field,
Twisted product, Ricci soliton
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

boyM : M manifoldunun boyutu

E3 : 3-boyutlu Oklid uzay1

E™ : n-boyutlu Oklid uzay1

gr : F’nin metrik tensorii

Jr : gr in konformal metrik tensorii
HS : f’nin Hessian’1

Imh, : p noktasinda ilk normal uzay
Im (Vhp) : p noktasinda ikinci normal uzay
Leg : g metrik tensoriin Lie tiirevi
Ric : Ricci tensorii

.M : p noktasindaki tanjant uzay
TpJ'M : p noktasindaki normal uzay
TC]; : Kanonik torklu vektor alani
ZN : Z’nin normal bileseni

zT : Z'nin tegetsel bileseni

Vf : f fonksiyonunun gradienti
A(ln f) :In f’in Laplacian

<, > : I¢ carpim

[0, 11 : Norm

A : Vektorel carpim
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1. GiRis

E3, <, > i¢ carpimina sahip 3-boyutlu Oklid uzay1 olsun. I = (a, b) bir reel aralik olmak iizere
bir x: I - E3 birim hizli uzay egrisini géz oniine alalim. Bu egrinin konum vektdrii x ise teget
vektorii de x" = t ile gosterilir.

Genel olarak bazi s ler igin t'(s) = 0 olabilir; ancak, ¢alisma boyunca t'(s) # 0 oldugunu
kabul edelim. O zaman t’ = kn olacak sekilde pozitif bir k fonksiyonu segilebilir. Burada t’ egrilik
vektor alani, n asli normal vektor alani ve k egrinin egriligi olarak adlandirilabilir. t sabit uzunluklu
oldugu i¢in n, t’ye ortogonaldir. Binormal vektor alani ise b = t X n seklinde tanimlanir, bu hem
t hem de n igin ortogonal bir birim vektor alanidir. ' = —tn denklemindeki 7 ise egrinin torsiyonu
olur.

Bu egri i¢in Serret-Frenet denklemleri

t' = kn,
n' = —kt + b, (1.1)
b’ = —1n.

seklinde verilir. Egrinin her noktasinda {t,n},{t,b} ve {n, b} ile kapsanan diizlemler sirasiyla
oskiilator diizlem, rektifiye diizlem ve normal diizlem olarak bilinir.

Temel diferansiyel geometriden, eger E3’deki bir egrinin konum vektdrii her noktada oskiilatdr
diizlemde yatiyorsa, bu egrinin diizlemde yattig1, eger konum vektorii her noktada normal diizlemde
yatiyorsa bir kiire lizerinde yattig1 iyi bilinmektedir.

Bu agiklamalardan sonra ‘Bir x: 1 — E3 uzay egrisinin konum vektdrii ne zaman rektifiye
diizlemde yatar?’ sorusu bir¢ok aragtirmacinin zihnini mesgul etmistir. [1]’de bdyle bir egri
rektifiye egri olarak adlandirilmistir. Bu ¢aligmada rektifiye egrilerinin bir¢ok temel 6zelligi elde
edilmistir ve 6zellikle biitiin rektifiye egriler siniflandirilmistir. Rektifiye egrilerinin centrodes,
sabit oran egriligi ve kivrim manifoldlan ile ilgili olduguda [2-7] de belirtilmistir.

[8]’de rektifiye egriler kavrami bir Oklid uzaymdaki rektifiye altmanifoldlar kavramina
genisletilmistir ve rektifiye altmanifoldlar siniflandirilmastir.

Bir M (yar1) Riemann manifoldu iizerindeki v vektor alani her x € TM igin

Vyv =X + Y (X)v (1.2)
sartin1 sagliyorsa torklu form vektor alani olarak isimlendirilir [9], burada ¢ bir fonksiyon, i bir
1-form ve V da M’nin Levi-Civita konneksiyonudur [10,11]. Eger (1.2) esitligindeki 1 1-formu
0zdes olarak sifir ise 0 zaman v dairesel vektor alani olur [11-14]. Eger ¢ = 1 ve p = 0 ise bu
durumda v es zamanli vektor alan1 olarak isimlendirilir [11,14]. ¢ = 0 iken (1.2) esitligini saglayan
v vektdr alam tekrarli vektor alani olarak adlandirilir. Eger ¢ =9 = 0 ise o zaman (1.2)

esitligindeki v paralel vektor alan1 olarak adlandirilir.



Eger bir (M, g) Riemann manifoldu tizerindeki & vektor alani

Leg + Ric = Ag (1.3)
esitligini sagliyorsa bir Riccei soliton tanimlar, burada Lgg, ’ye uygun g metrik tensoriin Lie
turevidir. Ric ise (M, g)’nin Ricci tensorii olup, A da bir sabittir. Bir Ricci solitonu (M, g, &, 1) ile
gosterecegiz. Burada & vektor alanina Ricci solitonun potansiyel vektor alani denir. Bu (M, g, &, 1)
Ricci solitonu 4 >0, 1 =0 veya 4 < 0 olmast durumuna gore sirasiyla kiigiilen, sabit veya
genisleyen olarak isimlendirilir [15-19]. Bir keyfi Ricci solitonu ¢ potansiyel vektor alaninin sifir
veya Killing oldugu bir durumdur, bu durumda da metrik Einstein metrigidir.

Kompakt Ricci solitonlar Ricci akiginin sabit noktalaridir:

298 = —2Ric(g (1)

esitligi metrik uzaydan onun bdliim modiil diffeomorfizmlerine ve Glgeklerine tanimlidir ve
kompakt manifoldlar iizerinde genellikle Ricci akiginin patlama sinirlarini ortaya ¢ikarir. Ayrica
Ricci solitonlar Ricci akigindaki tekilligin olusumunu modelliyor ve bunlar kendine benzer
¢Oziimlere uygundur [19].

Son yirmi yil boyunca, Ricci solitonlarin geometrisi bir¢ok matematik¢i igin ilgi odagi
olmustur. Ozellikle 1904’te Poincare hipotezinin uzun siireli ¢dziimii icin Ricci solitonlar:
uygulayan Grigori Perelman’dan sonra daha da 6nemli hale gelmistir [19].

Bu galigmada, ilk olarak keyfi bir Riemann manifoldunda rektifiye altmanifoldlar kavrami
verilmistir. Daha sonra Riemann manifoldlarinda torklu vektor alanlari verilmis ve torklu vektor
alanma sahip Riemann manifoldlarinin bazi siniflandirilmalar incelenmistir. Bir torklu vektor
alanina sahip bir Riemann manifoldunda rektifiye altmanifoldlarin bazi karakterizasyonlari
incelenmistir.

Bir diger bolimde ise Riemann manifoldlar1 {izerindeki biitiin torklu vektdér alanlar
siiflandirilmistir. Ayrica torklu potansiyel vektor alanina sahip Ricci solitonlar incelenmistir.
Ozellikle bir (M, g, T, A) Ricci solitonu eger T torklu potansiyel vektdr alanina sahip ise 0 zaman
(M, g)’nin hemen hemen yari-Einstein manifold olmast durumu verilmistir. Bu durumda
(M, g)’nin bir Einstein manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sartin ' torklu vektor alaninin bir
dairesel vektor alan1 olmasi gerektigi ispat halinde verilmistir. Son olarak Ricci solitonlarla ilgili
elde edilen baz1 sonuglara deginilmistir.

Yukarida kisaca verilen ¢aligsmalarla ilgili elde edilen sonuglar ve uygulamalar ise tezin son

kisminda detaylica verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde daha sonraki boliimlere temel teskil eden bazi 6nemli kavramlara ve agiklamalara yer
verilecektir.
Tamm 2.1. Bos olmayan bir climle A ve bir K cismi {istiinde bir vektor uzay1 V olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir f: A x A — V fonksiyonu varsa A’ya V ile birlestirilmis afin uzay denir
[20].

A)VPQREeAinf(P,Q)+f(QR) =f(P,R)

A)VP EAveVa€eVigin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi vardr.
Tanim 2.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V’de bir i¢ ¢arpim islemi
olarak

<,>:VxV->R

X = (X1, 0, Xp)
Y=Y

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimm ile A’da uzaklik ve ac1 gibi metrik kavramlar

(X'Y) ->< X,y >= Z?:lXiYi {

tammlanabilir. Bdylece bu afin uzay Oklid uzay adini alir [20].
Tanim 2.3. E™’de bir agik alt ctimle U olmak tizere f: U — R fonksiyonun k-ymci mertebeden
biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* smifindan diferensiyellenebilirdir
denir [20].
Tanim 2.4. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki énermeler dogru ise M bir n-boyutlu
topolojik manifold (veya kisaca topolojik n- manifold) dur denir [20].

(M1): M bir Hausdorff uzayidir.

(M2): M’nin herbir agik alt ctimlesi E™’¢ veya E™’in bir agik alt ciimlesine homeomorftur.

(M3): M sayilabilir coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.
Tanim 2.5. X = R x R3 -» R3

(@,B) »axp=p(anp)

seklinde taniml1 X i¢ islemine vektorel carpim islemi ve a X B vektoriine de vektorel ¢arpim denir
[20].
Tamim 2.6. V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay A olsun. P € A ve v € V igin (P, ?) sirali
ikilisine A afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir [20].
Tamm 2.7. {T,(P), ®, R, +,., ®} vektor uzayina, A afin uzaymin P € A noktasindaki tanjant uzayi
denir ve kisaca T4 (P) ile gosterilir [20].
Tamm 2.8. v,w € X (R") olsun. p € R™ igin (D,w)pp) = Dypyw esitligiyle tammli D,w

vektor alanina w’nin v yoniindeki kovaryant tlirevi denir [20].



Tanmim 2.9. E™’in bir hiperylizeyi M ve M’nin birim normal vektor alani, N ile verilsin. E™ de
Riemann konneksiyonu D olmak iizere, V X € y(M) i¢in

S(X) = DyN
seklinde tanimli, S doniisiimiine M iizerinde sekil operatdri veya M’ nin Weingarten doniisiimii
denir [20].
Tanim 2.10. V bir reel vektor uzay1 olsun. V iizerinde bir i¢ ¢carpim diye asagidaki aksiyomlar ile
tanimlanan bir <,>: V x V — R doniisiimiine (reel degerli fonksiyona) denir ve degeri u,v € V
olmak tizere < u, v > seklinde gosterilir [21].

1) Simetri aksiyomu:

<uv>=<v,u>Vuvev

2) Bilineerlik aksiyomu:

<auy+bu,, v>=a<u;,v>+b<u,v>

<u,avy +bv, >=a<uv,>+b<uv, >

3) Pozitif tanimlilik:

<uu>=20vuvev,

<uu>=0su= 0.
Tamm 2.11. Bir reel vektor uzay1 iizerinde belli bir i¢ ¢arpim tanimlanirsa bu vektor uzayina bir i¢
carpim uzay1 denir.

V bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. ||u|| = /< u,u > seklinde tammlanan ifadeye V i¢ ¢arpim
uzayinda bir u vektoriiniin normu (veya uzunlugu) denir [21].
Tanim 2.12. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. V s € I i¢in |a’(s)| = 1ise M egrisi
(I, @) koordinat komsuluguna gore birim hizli egridir denir [22].
Tanmm 2.13. U, R™ uzayinin agik bir alt ciimlesi olsun. U’nun her bir q noktasina, g noktasinda bir
teget vektor karsilik getiren bir fonksiyona, U iistiinde bir vektor alani denir [22].
Tamm 2.14. a:1 - R™ egrisi Ustindeki X vektor alanin bilesenlerinin her biri diizgiin
fonksiyonlar ise X vektor alani diizgiin vektor alanidir denir [22].
vektoriline a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektor alan1 denir [22].

Tanmim 2.16. R3 uzayimda birim hizli a: I —» R3 egrisi igin N(s) = IIZ”gII esitligiyle belirli N(s)

vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektor alani (birim dik vektor alani) denir [22].

Tanmim 2.17. R3 uzayinda bir M yiizeyinin her bir p noktasina
lp: Ty(M) X T, (M) > R, |,(vp, wp) =< v, wp, >
fonksiyonuna karsilik getiren | fonksiyonuna, M fiistiinde birinci temel form denir.

lp: T,(M) X T,(M) - R, ||,(vp, w,) =< S(vp),wp, >



bi¢iminde tanimli || fonksiyonuna, M {stiinde ikinci temel form denir [22].
Tamm 2.18. Kabul edelim ki M yiizeyi r(x,y) = (a(x,y),b(x,y),c(x,y)) ile verilmis olsun.
Burada diferensiyellenebilir a, b, ¢ fonksiyonlarina r’nin koordinat fonksiyonlari adi verilir. Bu
durumda birinci ve ikinci temel formun katsayilar

E=<n,1n>F=<n,n>G66=<n,n >,

L=<1,n>M=< Ty, 1N >N =< Tyy, >,

ile verilir. Burada

W Ty X1,
e X1yl

yiizeyin birim normal vektor alanidir. Yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleri sirastyla

__ EN+GL-2FM
T 2(EG-F?2) ’
LN-M2
K=
EG-F?
ile verilir [22].

Tanmim 2.19. M, R3 uzayinda bir yiizey olsun.

ViM = Upen Tp(R?)
bi¢ciminde bir V fonksiyonu her p € M icin V(p) €T, (R3) onermesini dogruluyorsa V
fonksiyonuna, M yiizeyi istiinde bir vektor alan1 denir, M ylizeyinin her bir p noktasina, p
noktasindaki T, (R3) uzayinin bir elemanini karsilik getiren bir V fonksiyonuna M yiizeyi {istiinde
bir vektdr alan1 denir.

Her p € M igin V(p) € T,,(M) ise V ye M iistiinde teget vektdr alam denir. Her p € M igin
V(p) vektorii T,(M) uzayma dik ise V’ye M iistiinde dik vektor alan1 denir.

V, M iistiinde bir vektor alani ise p € M igin

V) = 3L V() 5 (P)
bi¢imindedir. Burada V* fonksiyonlari, M’den R’ye giden fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar diizgiin
ise V’ye M iistiinde diizgiin vektdr alan1 denir. V (p) yerine V}, gdsterimi de kullamlir [22].
Tanim 2.20. U, R™ uzayinin bir agik altkiimesi olsun. U’nun her bir q noktasina, g noktasinda bir
kotanjant vektor karsilik getiren bir fonksiyona, U listiinde bir kotanjant vektor alan1 veya 1-form
denir [22].
Tamm 2.21. (M, g) ve M siras1 ile m boyutlu Riemann manifold ve n boyutlu keyfi manifold
olsun. Bu durumda i: M —» M immersiyonunu goz niine alalim. i immersiyonu M {izerine i*g ile
tanimli simetrik, bilineer ve pozitif tanimli form, yani Riemann metrigi indirger. Bu formu da g ile

gosterelim. Bu durumda (M, g) bir Riemann manifoldu ve i de izometrik immersiyon olur [23].



Tamm 2.22. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde torsiyonsuz ve g
metrigi ile uyumlu (Vg = 0) bir tek V lineer konneksiyon vardir. Verilen konneksiyona Levi-Civita
konneksiyon, Riemann konneksiyon veya metrik konneksiyon adi verilir [23].
Tanim 2.23. M bir Riemann manifoldu olsun. Eger a: I = M egrisinin teget vektor alan1 & boyunca
paralel ise egriye jeodeziktir denir. Oklidyen uzayda dogrular birer jeodeziktir. Keyfi bir
manifoldda jeodezik kavrami dogruya karsilik gelen geometrik nesneler olarak disiiniilebilir.
Ornegin kiirede iki noktay1 birbirine baglayan en kisa uzunluga sahip egri, yani kiirenin jeodezigi,
biiylik ¢cemberlerdir. Bu egriler kiirenin merkezinden gegen diizlemler ile kiirenin kesisimi olan
egrilerdir. Bu tiir egriler uzun mesafe hava ulagiminda takip edilen yollardir, ¢iinkii bir noktadan
diger noktaya en kisa zamanda gidilebilecek yol bu jeodezik lizerindedir [23].
Tanim 2.24. (M, g) bir Riemann manifoldu ve f: (M, g) = C* (M, R) bir fonksiyon olsun. (M, g)
tizerinde f fonksiyonunun gradyenti Vf, M iizerinde bir vektor alanidir ve X € I'(TM) igin

g(Vf, X) = df (X) = X(f)
olarak tammlanir. R™ Oklidyen uzay ve {ey, ..., e,,} standart bazi olsun. Bu durumda f fonksiyonun
gradyenti

Vf =X ei(He
dir [23].
Tamm 2.25. (M, g) bir Riemann manifoldu ve f:(M,g) = C*(M,R) fonksiyon olsun. Bu
durumda

Hp:T(TM) X T(TM) —» C*(M,R)

X, Y) = He(X,Y) = g(he (X),Y)

tensoriine (M, g) tizerinde f fonksiyonunun Hessiyan formu denir. f fonksiyonunun Hessiyan
tensort self-adjoint oldugundan, Hessiyan formu (M, g) tizerinde simetriktir [23].
Tamm 2.26. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M lizerinde lokal ortonormal vektor
alanlar1 e, ..., e, olsun. Bu durumda X,Y € y(M) igin

S:x(M) x y(M) - C*(M,R)

X, V) ->SX,Y) =izR(.,X)Y

doniisiimii ile tanimli (2,0)-mertebeli

SX,Y) =¥ g(R(e;, X)Y, e)
tensor alanina (M, g) manifoldunun Ricci tensorii adi verilir. M manifoldunun Ricci operatorii Ric
ise,

g(RicX,Y) =S5X,Y)
ile tammlanir [23].
Tanim 2.27. ¢, r. mertebeden kovaryant tensor olsun. v4,v,, ..., v, € V ve o permiitasyonu igin,

eger (l)(va(l),v(,(z), ...,vg(r))=¢)(v1,v2,...,vr) ise ¢ tensOriine simetrik tensor, eger



¢(UU(1),UU(2), ...,va(r)) = sgnog(vy,Vy, ..., V) ise ¢ tensoriine anti-simetrik tensor adi verilir.
Simetrik tensorlerin uzayi ve anti-simetrik kovaryant tensorlerin uzayi, kovaryant tensorlerin uzayi
olan T (V) uzaymin altuzaylaridir ve sirastyla X7 (V) ve A™ (V) ile gosterilir. . mertebeden anti-
simetrik kovaryant tensorlere kisaca r-form denir [23].
Tamm 2.28. (M, g) bir Riemann manifoldu ve X manifold iizerinde bir vektor alani olsun. Eger
Lyg = 0 ise X vektor alanina Killing vektor alan1 ad1 verilir. Kolayca goriiliir ki X vektor alaninin
Killing olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y, Z € y(M) igin

9g(WwX,2) + g(VzX,Y) =0
olmasidir [23].
Tamm 2.29. (M, g) bir Riemann manifoldu ve a: I = M yay parametresi ile parametrelendirilmis

bir egri olsun. Eger

__da
17 as

EEE = k1E,

as

aiEi = _ki—lEi—l + kiEi+1ﬁVi = 2, e, ' — 1
ds

VaiEr = —ky_1Er_4,

as

olacak sekilde a-boyunca {E;}/_; ortonormal gatis1 varsa a-egrisine r. mertebeden Frenet egrisi
denir, burada ky, ..., k,_q, I lzerindeki pozitif fonksiyonlardir, bu fonksiyonlara a egrisinin
egrilikleri denir [23].
Tamim 2.30. M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold {izerindeki diferensiyellenebilir
vektor alanlarinin kiimesi y(M) olsun. Bu durumda

g: x(M) X x(M) = C*(M)
ile tamml1 g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani VX,Y € y(M) igin

(@ g(Xx,Y) = g(¥,X),

b) gX,X) 20veVXicing(X,X) =0=X=0
sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir. Bu
durumda (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir [23].
Tammm 2.31. M bir manifold, X manifold iizerinde bir vektdr alan1 ¢; de 1-parametreli
doniistimlerin grubu olsun. Bu durumda @, M iizerinde bir tensdr alani olmak iizere, @ tensoriiniin

X vektor alanina gore Lie tiirevi
(Lx®), = lim [, — (§:®),], p € M

ile tanimlanir, burada @, T((p_l(p)) tensor cebirinden T (p) tensor cebirine bir izomorfizmadir ve
(@P)p = §Py-1)

ile tanimlanir [23].



Tamm 2.32. Bir ¢:S — § difeomorfizmasini diisiinelim. Eger, S iizerinde tamimli, her yerde
sifirdan farkly, tiirevlenebilir bir A2 fonksiyonu ve herp € S, vy, v, € T, (S) igin

(dop(v1), dgp (v2)) = A2 (p){(v1, v2)p
ise, ¢ difeomorfizmasi bir konformal doniisiim olarak adlandirilir; bu durumda S ve S yiizeyleri
konformaldir denir [24].
Tanim 2.33. Eger p € S noktasinda k; = k, ise, p noktasina S yiizeyinin bir umbilik noktasi1 denir;
0zel olarak diizlemsel noktalar (k; = k, = 0) umbilik noktalardir. Kiiredeki ve diizlemdeki tiim
noktalar umbilik noktalardir [24].
Aciklamalar 2.1. x: M —» M, M Riemann manifoldu baska bir M Riemann manifoldunun izometrik
immersiyonu olsun. Her p € M noktasi i¢in T, M ile p noktasindaki tanjant uzay1 Tle ile de normal
uzay1 gosterelim. Burada dogal ortogonal bir ayrisim:

T,M = T,M ®T;-M 2.1

Sirastyla M ve M nin Levi-Civita konneksiyonlarin1 V ve V ile gosterelim. Gauss ve
Weingarten formiilleri sirasiyla

ViY = VY + h(X,Y),

Vyé = —AgX + Dxé
verilsin [25,26]. Burada X, Y vektor alanlart M’ye teget ve &, M’ye normal , h ikinci temel form, D
normal konneksiyon ve A da M’nin sekil operatdriidiir.

Verilen bir p € M noktasi igin E™ de Im h,, ile gosterilen M nin ilk normal uzay1

Im h, = Span{h(X,Y):X,Y € T,M}
ile verilen bir alt uzaydir.

p de her ¢ normal vektorii i¢in Ag sekil operatorii T, M nin self-adjoint endomorfizmidir.
h ikinci temel form ile A sekil operatorii arasinda

(AeX,Y) = (h(X,Y),¢)
bagintis1 vardir, burada {,) hem M ambient uzay1 iizerinde hem de M iizerindeki i¢ carpimdir.

TM@TM iizerindeki konneksiyona gore h’in Vh kovaryant tiirevi

(VxW) (Y, Z) = Dx(h(Y,2)) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)
ile tanimlanir.

Verilen bir p € M noktasi i¢in

Im (Vh,) = {(Vxh)(Y,Z): X,Y,Z € T,M
dir. Im (Vhp) alt uzay1 p noktasinda ikinci normal uzay olarak adlandirilir.

Codazzi denklemi

R, VZ)E = Txh)(¥,2) — Tyh) (X, Z)
seklindedir, burada (R(X,Y)Z)*, R(X,Y)Z nin normal bilesenidir.



Bir x:1 - E3 rektifiye egrisinin tanmimindan x’in x konum vektdr alam bazi A ve u
fonksiyonlari i¢in

x(s) = A()t(s) + u(s)b(s)
esitligini saglar.

so € Iiken k(sy) # 0 olacak sekilde x: I — E3 egrisi igin s, noktasindaki ilk normal uzay
n(sq) asli normal vektorii tarafindan gerilen dogrudur. Buradan, s, noktasindaki rektifiye diizlem
5o noktasindaki ilk normal uzaya ortogonal olan diizlemden baska bir sey degildir. Bu yiizden,
E™nin T,E™’in alt uzay1 olarak adlandirilan M altmanifoldu igin p € M noktasinda Ima, ilk
normal uzayina ortogonal komplemani bu p noktasinda M nin rektifiye uzayidir [27].

Simdi asagidaki tanimlar verilebilir.
Tanim 2.34. V bir M Riemann manifoldu iizerinde sifirdan farkli bir vektor alani olsun, M de M’nin
bir altmanifoldu olsun, V’nin V" normal bileseni M iizerinde her yerde sifirdir. O zaman M’nin
(V’ye gore) bir rektifiye altmanifold olmasi igin gerek ve yeter sart p € M’ nin her noktasinda

(V(p), Imh,) = 0
olmasidir [27].
Tamm 2.35. Bir M Riemann manifoldunun bir M altmanifoldu eger p € M noktas1 icin

ImVh,, & Imh,,
ise twisted olarak adlandirilir [27].

Tanim 2.35°den E3’deki bir egrinin twisted olmasi igin gerek ve yeter sart her noktada
stfirdan farkl torsiyona sahip olmasidir denilir.
Tamm 2.36. iki yar1 Riemann manifoldu (B, gg) ve (F, gr)’nin B X; F twisted ¢arpimlar

g=9s+21gr (2.2)
yar1 Riemann metrigi ile verilen B X F seklinde bir carpim manifoldudur, burada A, B X F iizerinde
twisting fonksiyonu olarak adlandirilan pozitif bir fonksiyondur.

Ozellikle, eger (2,2)’deki A fonksiyonu sadece B’ye bagl ise warped ¢arpimi olarak
adlandirilir ve A fonksiyonuna warping fonksiyonu denir [27].
Tamm 2.37. (B, gg) ve (F, gr) iki yar1 Riemann manifoldunun twisted carpimi B X; F eger A
twisted fonksiyonu B iizerinde sadece f’e bagli ve F {izerinde sadece k’ya bagli diger bir

fonksiyonun c¢arpimi olarak ifade edilemiyorsa proper olarak adlandirilir [27].



3. REKTIFIYE ALTMANIFOLDLAR VE TORKLU VEKTOR
ALANLARI

Bu bolimde [27]’de verilen torklu vektdr alanlari, torklu vektor alanina gore rektifiye
altmanifoldlarin karakterizasyonlar1 ve dairesel vektor alania gore rektifiye altmanifoldlarin temel

ozelliklerine yer verilecektir.

3.1. Torklu Vektor Alanlari

M yar1 Riemann manifoldu iizerindeki bir v vektor alani eger bazi ¢ fonksiyonu, y 1-formu
ve herhangi bir X € TM vektori igin

Vyv=¢pX +yX)v
saglantyorsa torklu form olarak adlandirilir, burada V, M’ nin Levi-Civita konneksiyonudur [9,28].
y l-formu firetici form olarak adlandirilir ve ¢ fonksiyonu v’nin konformal skaleri olarak
adlandirilir [10].

Kolaylik i¢in agagidaki tanim yapilmistir.

Tamm 3.1.1. (Yar1) Riemann manifoldu {izerinde higbir yerde sifir olmayan bir 7 vektor alani
asagidaki iki sart1 sagliyorsa bir torklu vektor alani olarak adlandirilir.

VT =X +a(X)T vea(T) =0 (3.1)
¢ fonksiyonu ve a 1-formu sirastyla torklu fonksiyonu ve 7 torklu vektdr alaninin torklu formu
olarak adlandirilir [27].

Bir T torklu vektor alan1 dairesel vektor alani degilse yani torklu formu asikar degilse
proper olarak adlandirilir.

Bu boliimiin temel sonucu asagida verilmistir.

Teorem 3.1.1. Bir M Riemann n-manifoldunun bir torklu vektor alani olmasi i¢in gerek ve yeter
sart bir I X; F twisted ¢arpiminin lokal olmasidir. Burada [ bir a¢ik aralik, F Riemann (n — 1) -
manifold ve A twisting fonksiyondur [27].

Ispat: 7°nun bir M Riemann n-manifoldu iizerinde bir torklu vektdr alan1 oldugunu farz edelim.
p = |T| olsun. O zaman

T = peq 3.2)
dir, burada e;, M iizerinde bir birim vektor alanidir.(3.1) ve (3.2)’den

ppey = Vy T = (Tpley + p*V, e
elde edilir. V, eq, e;’e dik oldugundan

Ve,er =0veT(Inp) = ¢ (3.3)

bulunur.



(3.3)’deki ilk denklem, e; integrallenebilir egrilerin M’de jeodezik oldugunu gosterir.
Boylece, D = Span{e;} de alinirsa D tamamen jeodezik bir yapi olur, yani D integrallenebilir bir
dagilimdir ve onun kisimlar1 M’de tamamen jeodeziktir.

Bir e; birim vektor alan1 M iizerinde e4, ... , e, lokal bir ortonormal ¢atiya genisletilebilir.

Eger

Vejei = 22=1W¢'k (epex.i=1,..,n (3.4)
alinirsa 0 zaman wf = —w}, elde edilir.

D1 = Span{e,, ..., e,} de yerine koyulsun. O zaman (3. 1) ve (3. 2)’nin tiirevinden j = 2,
..., igin

pe; + a(e;)pe; = Ve, T = (ejp)es + pVees (3.5)
dir. (3.4) ve (3.5)’den

w(e) = %ajk,j,k =2,..,n, (3.6)

a(ej) =ej(Inp),j=2,..,n 3.7
bulunur.

Ayrica, (3.1) ve (3.2)

a(e;) =0 (3.8)
Vverir.

Denklem (3.6) D1’in kisimlart M’nin tamamen umbilik hiperyiizeyleri olan
integrallenebilir bir dagilim oldugunu gosterir. Bu nedenle R’nin bir sonucu ¢ikar. Ponge ve H.
Reckziegel [29], M’nin bir I X; F twisted carpimi lokaldir, burada I bir agik aralik, F bir Riemann

(n — 1)-manifold ve 4, I X F lizerinde pozitif bir fonksiyondur, bdylece M nin g metrik tensorii

_ 0
el—g

g=ds?*+ A1?gg (3.9)

ile

dan alir.

(3.2) ve (3.3)’den, ’nun torklu fonksiyonunun ¢ = Z—?’i sagladig bilinir. Ustelik (3.7) ve
(3.8) den T’nun a torklu formu dmr(V(In f))’in dual 1-formu oldugu ¢ikar, burada g: [ X; F —
F dogal izdiisim ve V(In f) de In f’in gradyentidir.

Tersine M’ nin bir (3.9) metrigi ile verilen bir F Riemann (n — 1)-manifoldu ile bir acik

araligin I X; F twisted ¢arpimi oldugunu kabul edelim. O zaman F’e teget olan V ler i¢in

a 9 _ (dInA
Vég_o’ VVas_( ds )V (3.10)
elde edilir [26,29,30].
a
v = /1£ (3.11)
alabiliriz.
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O zaman (3.10) ve (3.11)’den

AN,

Vo= (%) = (3.12)

d A a
V== +(Z)v.v 1o (3.13)
cikar.

Simdi M {izerinde ¢ skaler fonksiyonunu

oA
=2 (3.14)

ile tamimlayalim ve M iizerinde a 1-formunu

a(5) =0
3 (3.15)
a(V) =V({InA),eger V L P
ile tanimlayalim.

O zaman (3.11)-(3.15)’den

Vyv = X + a(X)v, her X € TM igin

a(v)=0
elde edilir, sonug olarak I X, F twisted carpimi v = /1% ile verilen bir torklu vektor alanina
sahiptir.

Teorem 3.1.1in ispatinda verilen ayn1 metot uygulanarak asagidaki teorem ve agiklamalar
elde edilir [27].

Teorem 3.1.2. Bir M Lorentzian n-manifoldunun bir time-like torklu vektor alanina sahip olmasi
i¢in gerek ve yeter sart M’ nin bir lokal I X; F twisted ¢arpimi olmasidir, burada I bir agik aralik,
F bir Riemann (n — 1)-manifold 6yle ki M’deki metrik

g =—ds*+ 2%gg
dir, burada A, I X F iizerinde pozitif bir fonksiyondur.

Aciklama 3.1.1. Teorem 3.1.2, [12]’de verilen Teorem 1 in genisletilmisi olarak kabul edilebilir.
Aciklama 3.1.2. Temel diferensiyel geometride bir yiizeyde verilen kapali olmayan basit bir egri
y i¢in, ylizey y boyunca bir jeodezik koordinat pargasina sahiptir. Ciinkii bir ylizey tizerindeki her
jeodezik koordinat parcasi, ylizeydeki bir twisted ¢arpim metrigi oldugundan twisted ¢arpimlar
yogun bir sekilde mevcuttur. Sonug olarak Teorem 3.1.1°e gore bir torklu vektor alana sahip
Riemann manifoldlarinin birgok 6rnegi vardir.

Diger taraftan [30]’da boyF > 1 iken (B, gg) ve (F, gp) nin B X F twisted ¢arpimu bir
Einstein manifold olmasi durumunda proper olmadig: bilinmektedir. Diger bir deyisle, B Xf F, ¢
warped fonksiyonu olmak lizere (B, gg) ve (F,gr) nin B X4 F warped ¢arpim olarak ifade
edilebilir, burada g, gp’in konformal metrik tensoriidiir. Sonug olarak, her Riemann manifoldun

bir proper twisted ¢arpimi lokal olarak ifade edilemez.
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Agciklama 3.1.3. Bir [ X F twisted ¢arpim manifoldunda bir koordinat sistem {s, u, ..., u, } olsun
Syle ki g = ¥} =2 9 duydu” olan

g = tds?* + A?gg
ile verildigi diistintilsiin. Boyle bir koordinat sistemi [ X; F twisted ¢arpimi iizerinde bir jeodezik
koordinat pargasi olarak kabul edilebilir.

Bir M Riemann manifoldu tizerindeki bir vektor alan1 eger M’deki bazi f fonksiyonlarmin
gradyenti Vf ise gradyent vektor alani olarak adlandirilir.

Bu durumda torklu vektor alanlari i¢in asagidaki 6nerme verilebilir.
Onerme 3.1.1. Eger bir M Riemann manifoldu iizerinde bir torklu vektor alan1 bir gradyent alani
ise, o zaman bir dairesel vektor alanidir [27].
Ispat: T, torklu fonksiyonu ¢ ve torklu formu & olan bir (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir
torklu vektdr alani olsun. O zaman (3.1) deki iki sart saglanir. Farz edelim ki " nun M’deki bir f
fonksiyonu i¢in gradyent vektor alam Vf olsun. f’nin Hessian’1t H/

HI(X,Y) = XYf = (VxV)f = Xg(¥,Vf) — g(VxY,Vf) = g(¥, Vx(V())

=g, VxT) = pg(X,Y) + a(X)g(Y,T) (3.16)

saglanir.

f’nin Hessian’t H/ (X,Y), X ve Y de simetrik oldugundan, (3.16)’dan M’ye teget olan X
ve Y vektor alanlari i¢in

aX)gl¥,7) = a(Y)g(X,T) (3.17)
elde edilir.

Eger X ve Y vektor alanlarim1 X = T ve Y L T olacak sekilde secersek, (3.17) *den

0= a(V)g(T,7)
buluruz.

T torklu vektor alan1 Tanim 3.1.17°e gore hicbir yerde sifir olmadigindan (3.17)’den 7’ya
dik herhangi bir Y igin a(Y) =0 elde ederiz. Bu nedenle, bunu (3.1)’deki ikinci sartla
birlestirdikten sonra a@ = 0 elde ederiz. Sonu¢ olarak, T torklu vektor alani bir dairesel vektor

alanidir.

3.2. Bir Torklu Vektor Alanmma  Gore  Rektifiye  Altmanifoldlarin
Karakterizasyonlari
M bir T torklu vektor alani ile donatilmis bir Riemann m-manifold olsun. 7ya gore M nin
rektifiye altmanifoldlarinin ¢ok basit karakterizasyonlari asagidaki gibidir.
Teorem 3.2.1. M bir T torklu vektdr alani ile verilen M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. Eger 7°nun T'T tegetsel bileseni M iizerinde sifirdan farkli ise 0 zaman M’ nin (T’ya gore)

rektifiye altmanifold olmast igin gerek ve yeter sart 7’7 *nin, M {izerinde torklu formda vektor alani
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olmasidir ki onun konformal skaleri torklu fonksiyonunun kisitlamasi ve {irete¢ formu M iizerinde
J’nun torklu formunun kisitlamasidir [27].

ispat: M bir T torklu vektdr alani ile verilen M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun. M
ile kasitlt T’ nun

T=TT+TVN [(2.1)e gore] (3.18)
ortogonal ayrisimini diisiinelim, burada 77 ve TV sirastyla 7 nun tegetsel ve normal bilesenleridir.

(3.1), (3.18) ve Gauss ve Weingarten formiillerinden herhangi bir X € TM igin

OX +aX)T =VyT =V, TT + h(X,TT) — ApnX + DxTV (3.19)
bulunur. (3.19)’daki tegetsel bilesenler karsilagtirildiktan sonra

ArnX = VyTT — X —a(X)TT (3.20)
elde edilir. Benzer sekilde, (3.19)’daki normal bilesenleri kargilastirarak

DTN = a(X)TN — h(X,TT)
elde edilir.

Simdi farz edelim ki M, T"’ya gore bir rektifiye altmanifold olsun. O zaman Tanim 2.34’den
M iizerinde TV ’nin sifir olmadig1 bilinir. Ayrica Tanim 2.34’den

(T,h(X,Y)) = 0,her X,Y € TM igin (3.21)
elde edilir ki bu esitlik A-n = 01 verir. (3.20)’den

VyTT = X + a(X)TT
yazilabilir. Bu yilizden 7’7, M {izerinde torklu formda vektdr alanidir ki onun konformal skaleri M
tizerinde J’nun torklu fonksiyonunun kisitlamasi ve iirete¢ formu M {izerinde I ’nun torklu
formunun kisitlamasidir.

Tersine, farz edelim ki 77, M iizerinde torklu formda vektor alanidir ki onun konformal
skaleri M {izerinde 7 ’nun torklu fonksiyonunun kisitlamasi ve iiretici formu M iizerinde T ’nun
torklu formunun kisitlamasi olsun. O zaman M ile teget herhangi bir X vektori igin

V7T = X + a(X)TT (3.22)
olur. Bu nedenle (3.20) ile (3.22) birlestirildikten sonra A-n = 0 elde edilir. Buradan (3.21) elde
edilir. Sonug olarak M, T*ya gore M’nin rektifiye altmanifoldudur sonucu elde edilir.

Hatirlarsak M Riemann manifoldu iizerinde sifirdan farkli bir vektor alan1 Z, eger

VyxZ = ¢pX, her X € TM igin (3.23)
saglarsa dairesel vektdr alani olarak adlandirilir, burada ¢ bir fonksiyon ve V, M’nin Levi-Civita
konneksiyonudur. ¢ fonksiyonu Z’nin dairesel fonksiyonu olarak adlandirilir (bakiniz [12] dairesel
vektor alanmin kisa tarihgesi). Agikcasi, agikar bir torklu formuna sahip torklu vektdr alani (yani
a = 0) bir dairesel vektor alanidir.

Bir dairesel vektor alani eger (3.23)’deki ¢ fonksiyonu 1’e esitse es zamanli vektor alani

olarak adlandirilir [14].
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Asagidaki sonug Teorem 3.2.1°den kolayca elde edilir.

Teorem 3.2.2. M, ZT # 0 iken Z # 0 dairesel vektor alanina sahip bir ¥ Riemann manifoldunun
bir altmanifoldu olsun. O zaman M ’nin, Z’ye gore bir rektifiye altmanifold olmasi i¢in gerek ve
yeter sart Z nin tegetsel bileseni Z7 *nin, M iizerinde Z’nin dairesel fonksiyonunun kisitlamasi ile
verilen dairesel fonksiyonunun bir dairesel vektdr alan1 olmasidir [27].

Ispat: M, ZT # 0 iken Z # 0 dairesel vektdr alanma sahip bir ¥ Riemann manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. A¢ikca goriilityor ki, dairesel vektor alam1 Z keyfi torklu formu olan bir torklu
vektor alanidir.

Farz edelim ki M, Z’ye gore M’nmn rektifiye altmanifoldu olsun. O zaman Teorem
3.2.1’den M iizerinde Z nin ZT tegetsel bileseni bir torklu formda vektdr alanidir dyle ki onun
konformal skaleri M iizerinde Z nin torklu fonksiyonunun kisitlamasi ve Z keyfi torklu forma sahip
oldugu i¢in tirete¢ formu keyfi 1-formdur.

Sonug olarak, Z” dairesel vektdr alam dyle ki dairesel fonksiyon M iizerinde Z nin dairesel
fonksiyonunun kisitlamasidir. Terside benzer bir hesaplama ile gosterilebilir.

Asagidaki sonug Teorem 3.2.2°nin dogrudan bir sonucudur.

Sonu¢ 3.2.1. M, ZT # 0 iken Z # 0 es zamanh vektdr alanina sahip bir M Riemann manifoldunun
bir altmanifoldu olsun. O zaman M ’nin, Z’ye gore bir rektifiye altmanifold olmasi igin gerek ve

yeter sart Z’nin ZT tegetsel bileseninin M iizerinde bir es zamanl vektdr alam olmasidir [27].

3.3. Dairesel Vektor Alanina Gore Rektifiye Altmanifoldlarin Temel Ozellikleri

Bir dairesel vektor alam Z ile donatilmis M’nimn rektifiye altmanifoldlarmin iki temel
0zelligi asagidaki 6nerme ile verilebilir.
Onerme 3.3.1. M bir Z dairesel vektor alani ile verilen bir Riemann m-manifold olsun. Eger M,
Z’ye gére M’nin bir rektifiye altmanifoldu ise o zaman

(1) ZN’nin sabit uzunlugu # 0

(2) Z"’nin ¢ dairesel fonksiyonu ¢ = ZT (In p) ile verilir, burada p = |Z7| dir [27].
Ispat: M bir Z dairesel vektor alani ile verilen bir Riemann m-manifold olsun. Farz edelim ki M,

Z’ye gore M’ min bir rektifiye altmanifoldudur. O zaman tanimdan ZV # 0 olur.

Simdi (3.23) uygulandiginda (3.19)’daki denklem

©X =VyZT + h(X,ZT) — A,nX + DyZV (3.24)
indirgenir. (3.24)’deki normal bilesenlerle karsilastirildiginda herhangi bir X € TM i¢in

DyZN = — h(X,ZT) (3.25)
bulunur.

(3.21) ve (3.25)’den (Z, Dy ZN) = 0 sonucu ¢ikar. Buradan

X(ZN,ZNy =0
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elde edilir, Z" nin sabit uzunlugu # 0 kastedilir. Bu ifadeyle (1) saglanur.

M iizerinde A,n = 0 oldugundan (3.24)’den M ile teget X icin
VyZT = ¢X

bulunur. Eger p = |ZT| yerine koyulursa, o zaman
Z" = pe,

olur, burada e, M ile teget bir birim vektor alanidir.
X = e, iken (3.26) ile (3.27)’den
per =V, Z" = (e1p)e; + pVe,eq

bulunur, bu ise
@ =e1p,Vee; =0

esitliklerini verir.
Ayrica X =V L e; iken (3.26) ve (3.27)’den
Vp=0,herV L e, igin

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

oldugu goriiliir. Simdi (3.28) ve (3.29)’dan M iizerinde bir s fonksiyonunun var oldugu anlagilir,

Oyle ki p = p(s) ve e = % dir. Buradan ¢ = p’(s) elde edilir. Sonug olarak (3.27) ile ifade (2)

elde edilir.
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4. TORKLU VEKTOR ALANLARININ RicCi SOLIiTONLARA
UYGULANMASI

Bu boliimde [31]’de verilen torklu vektor alanlarinin siniflandirilmasi, torklu vektor alanlarinin
Ricci solitonlara uygulamalari, kanonik torklu vektdr alanina sahip Ricci solitonlara yer

verilecektir.

4.1. Torklu Vektor Alanlarinin Siniflandirilmasi

g = ds? metrigine sahip 1-boyutlu bir M Riemann manifoldu i¢in M iizerinde sifirdan farkli
T = pd/ds vektor alant

VT =2LX
esitligini saglar. Bu nedenle 1-boyutlu Riemann manifold tizerinde sifirdan farkli vektor alani bir
torklu vektdr alamidir. Bu yiizden bu ¢aligma boyunca boyutu 2 den biiyiikk olan Riemann
manifoldlar tizerindeki torklu vektdr alanlarini géz dniine alacagiz.
Tamm 4.1.1. (B, gg) ve (F, gr) iki yari-Riemann manifoldunun B X F twisted ¢arpimi

g=9p+f2gr (4.1)
metrigine sahip B X F g¢arpim manifoldudur, burada f, B X F flizerinde tanimli pozitif bir
fonksiyondur ve twisting fonksiyon olarak adlandirilir.

Eger (4.1) esitligindeki f fonksiyonu sadece B’ye bagli ise o zaman bu ¢arpim warped
carpim olarak adlandirilir ve f’de warping fonksiyon adim alir [31].

B ve F’den B X F’e tanimli vektor alanlarinin liflerinin climlesini sirastyla L(B) ve L(F)
gosterecegiz.

Simdi ispat1 [27] de bulunan asagidaki teoremi verelim.
Teorem 4.1.1. Eger M Riemann manifoldu bir T torklu vektor alanina sahip ise o zaman T
genellikle I"ya teget olacak sekilde M lokal olarak bir I X; F twisted ¢arpimudir, burada I bir agik
araliktir.

Tersine herhangi bir [ X F twisted ¢arpimi i¢in I’ya hemen hemen teget olacak sekilde bir
T torklu vektor alant mevcuttur [31].

Teorem 4.1.1 gdz 6niine alinirsa asagidaki tanim ve teoremi verebiliriz.
Tamm 4.1.2. Bir T vektor alam eger I'ya teget ise o zaman [ X, F twisted carpim ile
birlestirilmistir denir [31].

Simdi torklu vektdr alaninin bir siniflandirilmasi olan asagidaki sonucun ispatini verebiliriz.

Teorem 4.1.2. [ X F twisted ¢arpimi ile birlestirilen her T" torklu vektor alani

P
T=uf5;



formundadir, burada s, I’nin yay uzunlugu parametresi, u, F lizerinde sifirdan farkli bir fonksiyon
ve f de twisting fonksiyonudur [31].
Ispat: M, f twisting fonksiyonuna sahip M = I X ¢ F seklinde bir twisted ¢arpimi olsun. O zaman
M’nin metrik tensorii

g=ds*+f?gp (4.2)
ile verilir, burada s, 'nin yay uzunlugu parametresi ve gr de F’nin metrik tensoriidiir.

M ftzerinde v = ufd/ds seklinde taniml bir vektor alanini géz oniine alalim, burada u, F

tizerinde sifirdan farkli bir fonksiyondur. O zaman

of
V,v = KoV

Vv = (VIn(uf)v +u3LV
yazabiliriz. Boylece v = ufd/ds, ¢ = udf /ds torklu fonksiyonuna sahip (3.1) esitligini saglayan
bir torklu vektor alani olur ve a tork formu her V € L(F) vektorii alani igin

a(w)=0vea(V) =V(nuf)
sartlarini saglar.

Simdi T7yu [ X¢ F ile irtibath olarak keyfi bir torklu vektor alani olarak segelim. O zaman
tanimdan

Vi T =X +aX)T vea(T) =0 4.3)
yazilabilir. T, I’ya teget oldugundan

T=pap=|T| (44)
alabiliriz. Ardindan (4.3) ve (4.4) esitliklerinden

P9 35 = VT = TP) 35+ p°Va 3¢ (4.5)

olur. Diger bir deyisle (4.2) esitliginden I X¢ F’nin Levi-Civita konneksiyonu her V' € L(F) vektor

alani i¢in
a _ _ g 9 _aUnf)
v%£_O’V%V_VVas_ s % (4.6)
esitliklerini saglar [32]. Boylece (4.5) esitliginden ve (4.6)’nin ilk denkleminden
d(Inp)
p=p a“sp 4.7)
elde edilir. (4.3), (4.4) ve (4.6)’nin ikinci denkleminde her V' € L(F) igin

6(lr1f)V

]
oV +a(V)T =V, T = (Vp)z +p—;

bulunur. Boylece
add
9 =p L a) = v(np) (48)
elde edilir. (4.7) ve (4.8) denklemleri gbz 6niine alinirsa

a —_—
a(lnf—lnp) =0
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yazilabilir.

F ilizerinde baz1 p fonksiyonlar i¢in p = puf alinabilir. Boylece ispatlanmis olur. Teorem
4.1.2’nin bir uygulamasi olarak, Einstein manifoldlar1 iizerindeki torklu vektor alanlarinin bir
siiflandirilmasi asagidaki teoremde verilebilir.

Teorem 4.1.3. Bir M Einstein manifoldu iizerindeki her T torklu vektor alam

T=0 (4.9)
formundadir, burada Z, M iizerinde dairesel vektdr alamdir ve {, Z{ = 0 sartim1 saglayan bir
fonksiyondur.

Tersine (4.9) formundaki her vektor alan1 M tizerinde bir torklu vektor alanidir [31].

Ispat: 7 bir M Riemann manifoldu iizerinde torklu vektor alan1 olsun. O zaman Teorem 4.1.2 Ty =
0 sartin1 saglayan sifirdan farkli baz1 M fonksiyonlari i¢in I = uf d/0ds olacak sekilde M nin bir

[ X¢ F twisted garpimu oldugunu verir. Ozellikle eger M bir Einstein manifold ise o zaman M lokal
olarak, fwarping fonksiyonuna sahip bir I Xf F warped carpimi olur, burada F, F’e konformal
olarak esdeger bir Riemann manifoldudur [30]. Boylece

T=¢f2
elde edilir ki burada ¢, Tu = 0 sartin1 saglayan bir fonksiyondur.

Simdi Z = f 8/0s alimirsa (4.6) esitliginden her V € L(F) igin

_9fa
V%Z ds s’
s 8 of
VyZ = fvvg =¥V (4.10)

bulunur. Sonug olarak Z{ = 0 iken T = {Z olacak sekilde bir dairesel Z vektor alan1 mevcuttur.
Tersine, (4.9) ile verilen vektor alaninin bir torklu vektor alani oldugu gosterilebilir. Teorem
4.1.2’°nin bir diger uygulamasi agagidaki sekilde verilebilir.
Sonug 4.1.1. Sabitlere kadar, I X, F warped ¢arpimi ile baglantili en fazla bir tane dairesel vektor
alan1 vardir [31].
Ispat: Z; ve Z,, I Xy F warped carpimi ile baglantili iki dairesel vektor alani olsunlar. Teorem
4.1.2’den F lizerinde 4 ve u, sabitleri i¢in
Zi == i =12
yazilabilir. (4.6), (4.10) ve dairesel vektor alaninin tanimi g6z oniine almirsa her V € L(F) i¢in
O =Wz = n(VR) 5o+ w5V
elde edilir. Boylece Vu; = 0 bulunur. Burada p; ve u, sabitlerdir. O halde Z; ve Z, sadece bir sabit
ile birbirinden farklidir.
Hatirlatma 4.1.1. Eger v; ve v, bir M Riemann manifoldu iizerinde iki eg zamanl vektor alani ise

ozaman i = 1,2 i¢in Vyv; = X olur. O halde
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V(v —v,) =0
olur. Bdylece v, = v, + ¢ yazilabilir, burada c bir paralel vektordiir. Yani Vc = 0 dir. Sonug
olarak, paralel vektorlere kadar, bir Riemann manifoldu {izerinde en fazla bir tane es zamanli vektor

alan1 mevcuttur [31].

4.2. Torklu Vektor Alanlarimin Ricci Solitonlara Uygulamalar:

(M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. a, b birer fonksiyon ve a bir 1-form olmak tizere
eger (M, g)’nin Ricci tensori

Ric = ag + ba®a
esitligini sagliyorsa (M, g) bir yari-Einstein manifoldu olarak adlandirilir.

Yari-Einstein manifoldlar1 Einstein alan denklemlerinin tam ¢6ziimii ¢alisirken, konformal
flat uzaylarinin yari-umbilik hiperyiizeylerinin géz Oniine alinmasi ile birlikte ortaya ¢ikmusgtir.
Ozellikle iyi bilinen Robertson-Walker (spacetime) yari-Einstein manifoldudur [33].

Sabit egrilikli uzaylardaki yari-Einstein hiperyiizeyleri lizerinde bir¢cok sonug elde edilmistir
[34-36]. Son zamanlarda yari-Einstein manifoldlar1 birgok arastirmaci tarafindan ele alinmaktadir
[37-41].

Hatirlatma 4.2.1. Bilindigi kadariyla yari-Einstein terimi ilk olarak 1980’li yillarda kullanilmistir
[42,43].

Bir (M, g) yari-Riemann manifoldunda Ricci tensori

Ric = ag + ba®a + cfRf
esitligini saglar ise genellestirilmis yari-Einstein manifold [44],

Ric = ag + ba®p + cfQ®a veya Ric = ag + bE)
esitligini saglar ise karisik yari-Einstein manifold [45] (veya hemen hemen yari-Einstein manifold
[46]) olarak adlandirilir. Burada a, b, ¢ fonksiyon, a, § 1-form ve E de M {iizerinde sifir olmayan
bir (0, 2) simetrik tensordiir.

Bu bolimde ise (torklu vektdr alanlarmin simiflandirilmasi ve Ricci solitonlar igin
uygulamalar) ele alinan asagidaki ifadelere yer verilecektir.

Tanim 4.2.1. Bir yari-Riemann manifoldu eger onun Ricci tensorii

Ric = ag + b(BQy + yQB)
sartin1 saglarsa hemen hemen yari-Einstein olarak adlandirilir, burada a, b bazi fonksiyonlar ve S,
y birer 1-formdur [31].

Asagida torklu potansiyel alanlara sahip Ricci solitonlarin bazi sonuglarin verecegiz.
Onerme 4.2.1. Bir (M, g, 7, 1) Ricci solitonun potansiyel alan bir T° torklu vektor alam ise o

zaman (M, g) bir hemen hemen yari-Einstein manifoldudur [31].
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Ispat: Kabul edelim ki (M, g, T, 1) potansiyel alam torklu vektor alani olan bir Ricci soliton olsun.
O zaman (3.1)

LrX,Y) = g(VxT,Y) + g(VyT, X)

=209X,Y)+aX)g(T,Y)+ a(Y)g(T,X) (4.11)

olarak yazilabilir, burada X, Y M’ye teget vektor alanlaridir.

(1.3) ve (4.11) birlikte diistiniiliirse

Ric(X,Y) = (A= @)g(X,¥) =5 a(X)g(T,Y) =5 a(¥)g (T, X) (4.12)
elde edilir. Eger 7 ’nun dual 1-formu y ile gosterilirse (4.12)

Ric=QA—-¢@)g — % (a®y +yQa)
seklinde yazilir. Boylece (M, g) bir hemen hemen yari-Einstein manifoldu olur. Buradan (4.11)
g0z Oniine alinirsa agsagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug 4.2.1. Bir M Riemann manifoldu iizerindeki 7" torklu vektdr alaninin Killing vektor alani
olmasi igin gerek ve yeter sart bir tekrarli vektor alaninin

VT = a(X)T vea(T) =0
esitligini saglamasidir, burada « bir 1-formdur [31].

boyM > 3 olmak tizere (M, g) bir Einstein manifold ise (M, g, ¢, A) Ricci solitonu, agikar
olarak adlandirilir. Bu agiklamadan sonra asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.2.1. T torklu potansiyel alanina sahip bir (M, g,T, 1) Ricci solitonunun asikar olmasi
icin gerek ve yeter sart 7 ’nun bir dairesel vektor alan1 olmasidir [31].
ispat: (M, g, T, A)’nin n-boyutlu bir Riemann manifoldu {izerinde Ricci solitonu oldugunu kabul
edelim. O zaman M’ye teget her X, Y vektdr alani igin (4.12) esitligi saglanir. Ozellikle her V dik
vektor alani i¢in

Ric(T,V) = —5a(M)g(T,V) —5a(V)g(T,T)
yazilabilir. T torklu vektor alan1 oldugundan a(7") = 0 olur. Boylece T’ya dik her V dik vektor
alani i¢in

Ric(T,V) = —5a(V)g(T,T) (4.13)
olur. O halde eger (M, g) bir Einstein manifold ise (4.13)’den a(V)g(T,T) = 0 yazilabilir. T
sifirdan farkli oldugundan J’ya ortogonal olan her V vektorii igin a(V) = 0 elde edilir. Ayrica
a(T) = 0 oldugundan a = 0 olur. Béylece T potansiyel alani bir dairesel vektor alani olur.

Tersine, eger (M, g, Z, 1) bir dairesel Z vektor alanina sahip Ricci solitonu ise 0 zaman bazi
¢ fonksiyonlari i¢in VyZ = @X yazilabilir. Boylece M ye teget her X, Y icin

(Lzg)X,Y) = g(VxZ,Y) + g(VyZ,X) = 299(X,Y)
olur. Son esitlik (1.3) ile beraber diistiniiliirse

Ric(X,Y) = (A — @)g(X,Y) (4.14)
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bulunur. Bu ise (M, g)’nin bir Einstein manifold olmasi1 demektir. Sonu¢ olarak Ricci soliton
agikardir.

Hatirlatma 4.2.2. boyM > 3 olmak iizere (M, g, ¢, 1) bir Ricci soliton olsun. Eger Ricci solitonun
& bir potansiyel alani bir dairesel Z vektor alani ise o zaman Z bazi ¢ sabitleri i¢in VyZ = cX
esitligini saglar. Bu ise asagidaki sekilde goriilebilir. 4, (4.14)’de verilen bir sabit ve boyM > 3
oldugundan (4.14)’deki ¢ fonksiyonu da (M, g) bir Einstein manifold oldugundan, bir sabit olur
[31].

4.3. Kanonik Torklu Vektor Alana Sahip Ricci Solitonlar

Bu kisimda Teorem 4.1.1 bakis acisiyla asagidaki teorem ve sonug verilebilir. lk olarak
asagidaki tanimi verelim.

Tanmm 4.3.1. Bir [ X F twisted ¢arpimu igin, f d/0s torklu vektor alani I X F’in kanonik torklu
vektor alani olarak adlandirilir, burada s, I tizerindeki yay uzunlugu parametresidir. f d /s kanonik
vektor alanin TC{l ile gosterecegiz [31].

Teorem 4.1.1’den, eger bir M Riemann manifoldu torklu vektor alanina sahip ise o0 zaman M
lokal olarak bir I Xy F twisted ¢arpimdir, burada f twisting fonksiyonu ve F bir (n-1)-boyutlu
Riemann manifoldudur.

Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.1. Eger (1 X F, g, TC’;, ), TCZ kanonik torklu vektor alanina sahip bir Ricci soliton ise
0 zaman

a) TCQ bir dairesel vektor alanidir,

b) (I X5 F, g) bir Einstein manifolddur [31].

Ispat: Kabul edelim ki (I XrF,g, TC];,A) potansiyel alan TC]; torklu kanonik vektor alanina sahip

bir Ricci soliton olsun. O zaman T = TC’; icin (3.1) saglanir ve M’ye teget her X, Y igin

(£,49) K1) = 209, 1) + a(N)g(Th¥) + a(V)g (T X) (4.15)
olur. (1.3) ve (4.15) birlikte diisiiniiliirse

Ric(X,Y) = (A= )g(X, V) — 5 a(X)g(71,Y) — 5 a()g(74, X) (4.16)
elde edilir.

TC{I, [ X F tizerinde kanonik torklu vektor alani oldugundan

g=ds*+ f2ge. T =f= (4.17)
bulunur. Boylece (4.8)’den her V € L(F)vektdr alan1 igin

o =fs,a(V)=V(nf) (4.18)
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olur. a(7;) = 0 oldugundan (4.16), (4.17) ve (4.18) esitliklerinden V, W € L(F) vektor alanlart
i¢cin
Ric(Th, T4) = A= f)f? (4.19)
. v(r?
Ric(TL, V) = - % (4.20)
Ric(V,W) = (@A - f)g(V,W)
bulunur. M, I X F twisted garpiminin agik kismi oldugundan her V, W € L(F) vektor alanlari i¢in

Ric(TL, 7)) = (1 = n)ffys, n = dimM (4.21)
Ric(TL,V) = 2 —=n)V(f) (4.22)
Ric(V,W) = RicF(V,W) + B —n){VW(nf) — (VEW)(n )} +

(n—DVn HWAnf) — gV, WH{A(nf) + g(V(n ), V(In )} (4.23)

yazilir [30], burada A(In f), M iizerinde In f’in Laplacianidir.

(4.19) ve (4.21) esitliklerinden

A =n)fss = A= f)f (4.24)
bulunur. Diger bir deyisle (4.20) ve (4.22) esitliklerinden her V € L(F) i¢in

A —2)V(f) =V(?)
elde edilir.

(4.23) diferensiyel denklemi ¢dziildiikten sonra bazi k = k(s) fonksiyonlar i¢in

4(n—2)f; — 2 =k(s) (4.25)
bulunur. (4.25) esitliginde tlirev alinirsa

fio = % (4.26)
elde edilir. (4.26) esitligi (4.24)’de yerine yazilirsa

(n=3)fs=m-1

yazilabilir.

k'(s)

5 F2m-2)2 (4.27)

(4.25) denklemi f; i¢in ¢dziliir ve (4.27) denkleminde yerine yazilirsa

(m—=3)f3—[(n—3)k(s) + 8(n—2)?A1f = 2(n? — 3n + 2)k'(s) (4.28)
elde edilir. (4.28) denklemi f twisting fonksiyonunun sadece s’e bagl bir fonksiyon oldugunu
verir, fakat F iizerinde degildir. Boylece I X; F bir warped ¢arpimidir. Dolayisiyla TC]; kanonik
torklu vektor alani dairesel bir vektor alanidir.

Sonug olarak Teorem 4.2.1°den (I Xs F, g) bir Einstein manifold olur.
Hatirlatma 4.3.1. Z dairesel potansiyel alanina sahip (M, g,Z,4) Ricci solitonlart tam olarak
[47] de belirlenmistir.
Hatirlatma 4.3.2. Eger Teorem 4.3.1 de (I Xf F,g) iizerinde tanimlanan Ricci solitonlarin

potansiyel alani [ X F ile uyumlu keyfi bir torklu vektor alani ise o zaman Teorem 4.1.2°den F
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lizerindeki bazi p fonksiyonlart i¢in T = puf d/0s olur. Bu durumda [ Xz F twisted carpimin1 goz

oniine alabiliriz, burada f = uf ve F da §r = —u®gr metrigine sahip bir manifolddur. O zaman

§ = ds? + f? g metrigine sahip (I Xz F, §, T, 1) bir Ricci solitondur ki onun T potansiyel alam

I %z F’m TC}; kanonik torklu vektor alanidir [31].

Teorem 4.3.1°in bir uygulamasi olarak asagidaki sonug verilebilir.
Sonug¢ 4.3.1. (l XrF,g, TC};,A), potansiyel alan1 olan Tcg kanonik torklu vektor alanina sahip sabit
bir Ricci soliton olsun. Eger boyF > 2 ise o zaman asagidakiler gegerlidir [31].

a) TC]; bir paralel vektor alanidir.

b) f bir sabittir. (c’ye esit)

¢) (Ix.F,g) bir Ricci-flat manifolddur.

d) F Ricci-flattir.
Ispat: (1 Xr F, g, TC’;,A), potansiyel alani olan TC’; kanonik torklu vektor alanina sahip bir Ricci
soliton olsun. O zaman Teorem 4.3.1’den TC{I bir dairesel vektor alanidir. Boylece bazi ¢
fonksiyonlari i¢in

Vx T = oX (4.29)
bulunur. (4.16) esitliginden I X F Ricei tensortiniin her X, ¥ vektor alani igin

Ric(X,Y) =LA —¢@)gX,Y) (4.30)
esitligini sagladigr goriiliir. boyF = 2 ve I X¢ F’in bir Einstein manifold olmasindan dolay1 (4.30)
esitligi ¢ nin b gibi bir sabit oldugunu verir. Dolayisiyla (4.29)’dan

VTl = bx (4.31)
elde edilir. Simdi kabul edelim ki Ricci soliton sabit olsun. O zaman A =0 olur. (4.30)
denkleminden her X, Y vektor alani i¢in

Ric(X,Y) = —bg(X,Y) (4.32)
bulunur.

Diger bir deyisle (4.29) denkleminden R Riemann egrilik tensorii

R(X,TL)TL = VxVyr Th - Vs VxT — Vixss, Th=0

esitligini saglar. Boylece Ric(i]"cg,ﬂ"cl; = 0 olur. Dolayisiyla b = 0 elde edilir ve (4.32)’den

[ X¢ F’in bir Ricci-flat manifold oldugu gortlir. Ayrica (4.31)’den Tcg’in bir paralel vektor alani
oldugu bulunur ve (4.19)’dan f; = 0 elde edilir. Béylece f bir sabittir ve F, Ricci-flat olur.
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S. MATERYAL VE METOT

Rektifiye altmanifoldlar ve torklu vektdr alani, torklu vektor alanlari ve bazi uygulamalari, es
zamanli vektor alanlari, konformal vektor alanlari, dairesel vektor alanlar1 ve Ricci solitonlarin
geometrisi bazi arastirmacilar tarafindan ¢alisilmistir. Bu caligmalar bazi 6zel vektor alanlarinin
ozelliklerini ve uygulamalarini icermekte ve prestijli dergilerde yaymlanmis makalelerdir. Vektor
alanlarmin diferensiyel geometride 6nemli bir yere sahip oldugu ve bir¢ok uygulamasinin oldugu
aciktir. Literatiirde yukarida verilen ve daha baska konu ile alakali ¢alismalari incelemek ve bu
caligmalarda deginilmeyen vektor alanlarmin 6zelliklerini incelemek, daha sonra yapilacak
calismalara bir on bilgi olusturacaktir. Ayrica acik problemler iizerinde durularak eger
hesaplamalardan énemli sonuglar ¢ikarilip bu sonuglar anlamlandirilirsa ¢alisma 6zgiin bir degere
de kavusacaktir. Bu baglamda konu ile ilgili kaynaklar incelendi, bununla ilgili makale ve kitaplar
aragtirildi. Ayni zamanda Riemann manifoldu {izerinde vektor alanlar incelendi ve farkli uzaydaki

karsiliklar1 aragtirildi.



6. BULGULAR

Bu c¢alismada, ilk olarak keyfi bir Riemann manifoldunda rektifiye altmanifoldlar kavrami
verilmistir. Daha sonra Riemann manifoldlarinda torklu vektor alanlar1 verilmis ve torklu vektor
alanma sahip Riemann manifoldlarinin bazi siniflandirilmalar incelenmistir. Bir torklu vektor
alanma sahip bir Riemann manifoldunda rektifiye altmanifoldlarin bazi karakterizasyonlar
incelenmigtir. Riemann manifoldlart {izerindeki biitiin torklu vektor alanlari siniflandirilmstir.
Ayrica torklu potansiyel vektdr alanina sahip Ricci solitonlar incelenmistir. Ozellikle her Ricci
solitonu eger torklu potansiyel vektor alanina sahip ise o zaman hemen hemen yari-Einstein
manifold olmas: durumu verilmis ve Einstein manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sartin torklu
vektor alaninin bir dairesel vektor alami olmasi gerektigi kanitlanmugstir. Son olarak Ricci
solitonlarla ilgili elde edilen bazi sonuglara deginilmis, calismalarla ilgili elde edilen sonuglar ve

uygulamalar detaylica incelenmistir.



7. SONUCLAR

1) Keyfi bir Riemann manifoldunda rektifiye altmanifoldlar kavrami verildi.

2) Riemann manifoldlarinda torklu vektor alanlar: verildi.

3) E3’deki bir egrinin twisted olmasi igin gerek ve yeter sart her noktada sifirdan farkli
torsiyona sahip olmasidir.

4) Bir M Riemann n-manifoldunun bir torklu vektor alani olmasi igin gerek ve yeter sart bir
I X, F twisted ¢arpiminin lokal olmasidir teoremi verildi.

5) Torklu vektor alana sahip Riemann manifoldlarinin bir¢ok 6rnegi oldugu goriildii.

6) Her Riemann manifoldun bir proper twisted ¢arpimi lokal olarak ifade edilemez sonucu
elde edildi.

7) Bir M Riemann manifoldu iizerinde bir torklu vektor alan1 bir gradyent alani ise, o zaman
bir dairesel vektor alani oldugu goriildii.

8) Torklu vektor alanina sahip bir Riemann manifoldunda rektifiye altmanifoldlarin bazi
karakterizasyonlari incelendi.

9) M, ZT # 0 iken Z # 0 dairesel vektdr alanina sahip bir M Riemann manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. O zaman M 'nin, Z’ye gore bir rektifiye altmanifold olmasi i¢in gerek
ve yeter sartin Z’nin tegetsel bileseni Z7’nin, M iizerinde Z’nin dairesel fonksiyonunun
kisitlamasi ile verilen dairesel fonksiyonunun bir dairesel vektor alani oldugu gorildii.

10) M, ZT # 0 iken Z # 0 es zamanli vektor alanina sahip bir ¥ Riemann manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. O zaman M nin, Z’ye gore bir rektifiye altmanifold olmas: igin gerek
ve yeter sartin Z’nin Z7 tegetsel bileseninin M iizerinde bir es zamanli vektor alan1 oldugu
goriildi.

11) Riemann manifoldlar tizerindeki torklu vektor alanlart siniflandirildi.

12) Sabitlere kadar, I X;, F warped carpimi ile baglantili en fazla bir tane dairesel vektor alani
oldugu goriildii.

13) Paralel vektorlere kadar, bir Riemann manifoldu iizerinde en fazla bir tane es zamanl
vektor alan1 mevcut oldugu sonucuna varildi.

14) Torklu vektor alanina sahip Ricci solitonlar incelendi.

15) Bir (M, g,T, 4) Ricci solitonun potansiyel alani bir T torklu vektor alani ise o zaman
(M, g) bir hemen hemen yari-Einstein manifoldudur 6nermesi verildi.

16) Bir M Riemann manifoldu tizerindeki 7" torklu vektor alaninin Killing vektor alan1 olmasi
icin gerek ve yeter sart olarak bir tekrarli vektor alaninin VyT = a(X)T ve a(T) =

0 esitligini saglamasi gerektigi goriildii.



17) T torklu potansiyel alanina sahip bir (M, g, T, 1) Ricci solitonunun agikar olmasi igin gerek

ve yeter sartin 7 ’nun bir dairesel vektor alan1 olmasi1 gerektigi goriildii.
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