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ÖZET

VİSKOELASTİK DENKLEM SİSTEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN PATLAMASI
YÜKSEK LİSANS TEZİ

Ayşe FİDAN

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 
FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

2017

         Bu tezin ilk bölümünde diferansiyel denklemler hakkında bilgi verilmiş 
olup basit anlamda blow up ve konkavlık karşılaştırılmıştır.

İkinci bölümde denklem hakkında bilgi verilecek olup çözümlerin patlaması 
ile ilgili günümüze kadar yapılan çalışmalar tarihi gelişimiyle ele alınmıştır.

Üçüncü bölümde tez boyunca gerekli olan temel tanım, teorem ve 
eşitsizlikler verilmiştir.

Dördüncü bölümde ise zayıf dampig terim içeren viskoelastik denklem 
sisteminin pozitif başlangıç enerjisi için çözümlerinin patlaması çalışılmıştır.

Anahtar Kelimeler: Patlama, Viskoelastik denklem, Zayıf damping terim.
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ABSTRACT

BLOW UP OF SOLUTIONS FOR A SYSTEM OF VISCOELASTIC 
EQUATION

MASTER THESIS

Ayşe FİDAN

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2017

In the first chapter of this thesis, differential equations are given, but in a 
simple sense, blow up and concavity are compared.

In the second chapter, the historical developments of the blow up of 
solutions are investigated. 

In the third chapter, the basic definitions, theorems and inequalities that 
will be used in this thesis are provided.

The fourth chapter is weak damping terms  that contain the blow up of 
solutions for a system of Viscoelastic wave equation for positive initial energy is 
studied.

Keywords: Blow up, Viscoelastic wave equation, Weak damping term.
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KISALTMALAR VE SİMGELER 

 

n
R   : n boyutlu Euclid uzayı 

Ω   : 
n

R  de sınırlı bir bölge 

∂Ω  : Ω  bölgesinin sınırı 

( )C Ω   : Sürekli fonksiyonlar uzayı 

( ),m p
W Ω  : Sobolev uzayı 

( )p
L Ω  : p. mertebeden Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

( )m
H Ω  : Hilbert uzayı 

∆   : Laplace operatörü 

∇   : Nabla operatörü (Gradiyent) 
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Ayşe F·IDAN

1. G·IR·IŞ

Uygulamal¬ bilimlerde do¼gan¬n temel kanunlar¬n¬n veya günlük hayatta kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z

birçok problemin adi veya k¬smi diferansiyel denklemlerle modellenebilmesi çok önem-

lidir. Bu yüzden uygulamal¬ bilimlerde bir çok problem (ki bu �zik, kimya, biyoloji ve

mühendislik alan¬yla ilgili problemler olabilir) diferansiyel operatörler içeren denklem-

lerle veya denklem sistemleri ile modellenebilmektedir.

Do¼grusal olmayan diferansiyel denklemler do¼grusal denklemlere oranla gerçek dünya

olaylar¬yla daha ba¼glant¬l¬ ve do¼grusal diferansiyel denklemler gerçek dünya ile ilgili

birçok özelli¼gi ifade etmekte yetersiz kald¬¼g¬ için oluşturulan bu modellerin bir ço¼gu

do¼grusal olmayan diferansiyel denklemler olur.

Oluşturulan bu modellerde amaç öncelikle bu problemleri matematiksel ifadelerle

formülize etmek, sonra da bu problemler için yaklaş¬k bir çözüm bulmak veya en

az¬ndan çözümün davran¬̧s¬yla ilgili bir �kre sahip olmak. Denklemin iyi tan¬ml¬ bir

çözümünü bulmak için Hadamard kural¬ gere¼gi, varl¬k, teklik ve çözümün başlang¬ç

de¼gerine sürekli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬ araşt¬r¬lmal¬d¬r. Bu araşt¬rman¬n en güzel yan¬ çözümün

sonlu veya sonsuz bir zamanda davran¬̧s¬ her ne kadar çözüm tam olarak bilinmese de

çözüme yönelik bir �kre sahip olmam¬z¬ sa¼glamas¬d¬r.

1.1. BLOW UP

Blow up matematik problemlerinde patlama anlam¬ taş¬r. Kabaca, do¼grusal ol-

mayan problemlerde zaman sonlu bir T > 0 limitine yaklaşt¬¼g¬nda problemdeki de¼gi̧sken

veya de¼gi̧skenlerin sonsuza gitmesidir. De¼gi̧skenlerin sonsuz büyümesinden dolay¬ da

çözümler global olarak yok olur. Bu olay blow up (çözümün patlamas¬) veya global

çözümlerin yoklu¼gu olarak adland¬r¬l¬r.

Blow up adi diferansiyel denklemlerde oldukça temel düzeyde gerçekleşmektedir.

Basit bir örnekle ifade edecek olursak reel de¼gi̧skenli

u = u(t)

için çözümün patlamas¬na adi diferansiyel denklemler için basit bir örnek verelim;

8
<

:
u
0

= u2 (t) ;

u (0) = 1
2

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü u (t) = 1
2�t
dir. Bu örnek te t! 2� için u (t)!1

d¬r. Buna çözümün patlamas¬ (blow up) denir. Buradan adi diferansiyel denklemler

1



1. G·IR·IŞ

için çözümlerin patlamas¬ kavram¬ genelleştirilebilir. ilk ad¬m olarak p > 1 için u0 (t) =

up (t) denklemini verebiliriz. Daha genel olarak

u0 (t) = f (u)

denklemini verebiliriz. Burada f pozitif ve

Z 1

1

ds

f (s)
<1

koşulu alt¬nda süreklidir. Bu şart pozitif başlang¬ç koşuluyla herhangi bir çözümün

sonlu zamanda blow-up olmas¬ için gerek ve yeter şartt¬r. Adi diferasiyel denklem-

lerdeki bu çal¬̧smalar daha karmaş¬k problemler için araşt¬rmac¬lara blow-up teorisinin

geli̧smesine ve ilerlemesine ilham kayna¼g¬ olmuştur.

Patlama konusu özellikle 1960� l¬ y¬llarda; Kaplan (1963), Friedman (1965) ve Fu-

jita (1966) taraf¬ndan bu konuda genel bir yaklaş¬m verildikten sonra aktif olarak daha

kapsaml¬ araşt¬rmalar yap¬lm¬̧st¬r. Bu araşt¬rmalarda temel olarak f (u) do¼grusal ol-

mayan bir fonksiyondur. Bu durumda

ut ��u = f (u)

parabolik ve

utt ��u = f (u)

hiperbolik denklemleri için başlang¬ç s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬nm¬̧s ve bu problemin

blow up ¬ için yeter koşullar elde edilmi̧stir.

Bu tezin son bölümünde konkavl¬k metodu yard¬m¬yla denklemin çözümlerinin pat-

lamas¬n¬ gösterece¼giz. Bu nedenle konkavl¬k metodunu inceleyelim.

utt ��u+ g (ut) = f (u)

şeklindeki damping ve kaynak terim içeren denklemlerin patlamas¬n¬ Levine (1974),

Kalantarov ve Ladyzhenskaya (1978) incelemi̧stir. Levine g (ut) = ut şeklindeki do¼grusal

damping için denklemin patlamas¬n¬ "Konkavl¬k metodu" olarak bilinen kendi metodu

ile ele alm¬̧st¬r. Konkavl¬k metodunun temel �kri, problemin lokal çözümünün varl¬¼g¬

koşulu alt¬nda tan¬mlanan, denklemi ve s¬n¬r koşullar¬n¬ temsil eden pozitif bir F (t)

fonksiyonelini oluşturmak ve daha sonra herhangi bir � > 0 say¬s¬ için t zaman¬na

2



Ayşe F·IDAN

ba¼gl¬ bir F�� konkav fonksiyonu göstermektir. Bunun için

d2F�� (t)

dt2
= ��F�
�2 (t)

�
FF 00 � (1 + �)F 02

�
� 0

olmal¬d¬r. Bu da 8t � 0 için

FF 00 � (1 + �)F 02 � 0

olmas¬ ile mümkündür.

Blow up zaman¬ ise F (0) > 0 ve F 0 (0) > 0 için

T <
F (0)

�F 0 (0)

şeklinde elde edilir. Bu metot Levine taraf¬ndan verildi ve bu metod geni̧s bir uygulama

alan¬ bulmuştur.

Ayr¬ca F�� konkav fonksiyon oldu¼gundan

d2F��

dt2
� 0

diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼glar ve bu eşitsizlik için gerekli integrallerin al¬nmas¬ ile

F� (t) �
F�+1 (0)

F (0)� t�F 0 (0)

eşitsizli¼gi elde edilir. F� (t) fonksiyonu bu yüzden F 0 (0) > 0 koşuluyla sonlu zamanda

blow up olan bir fonksiyon ile alttan s¬n¬rl¬d¬r. Böylece blow up

T � =
F (0)

�F 0 (0)
> 0

T � zaman¬ndan önce veya tam T � zaman¬nda olmal¬d¬r. Bu tart¬̧sma kendi baş¬na

F (t) fonksiyonelinin gerçekten blow up oldu¼gunu tespit etmez fakat kesinlikle gösterir

ki çözüm klasik anlamda bütün zamanlar için var olamaz.

Fakat bu metod do¼grusal olmayan damping
�
g (ut) = ut jutj

p�1� ve kaynak terim
�
f (u) = u jujq�1

�
içeren denklemlere uygulanamamaktad¬r.

Ayn¬ zamanda Kalantarov ve Ladyzhenskaya 1978 y¬l¬nda yay¬nlanan çal¬̧smalar¬nda

Levine çal¬̧smalar¬n¬ temel alarak parabolik ve hiperbolik denklemlerinde blow up için

FF 00 � (1 + �)F 02 � �aF 2 � bFF 0

3



1. G·IR·IŞ

"Genelleştirilmi̧s Konkavl¬k Metodunu" nun çözümlerinin var olmamas¬ tart¬̧smas¬na

nas¬l geni̧sletilece¼gini gösterdiler.
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Do¼grusal olmayan hiperbolik ve parabolik denklemlerde başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger prob-

lemlerinin blow up ¬ üzerinde bir çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧s ve günümüzde de üzerinde etkin

olarak çal¬̧s¬lmaktad¬r.

Kirchho¤ tipi viskoelastik dalga denkleminin basit formu;

utt �M
�
k5uk2

�
4 u+

Z t

0

g (t� �)4 u (�) d� + h (ut) = f (u) ; (2.1)

2012 y¬l¬nda Li ve ark. 2015 y¬l¬nda Jie ve Fei taraf¬ndan (2.1) denklemi üzerinde çok

yayg¬n çal¬̧s¬lm¬̧s ve konkavl¬k metoduyla denklemin sonlu zamanda patlad¬¼g¬ kan¬tlan-

m¬̧st¬r.

M � 1 oldu¼gunda denklemimiz aşa¼g¬daki forma dönüşür;

utt �4u+

Z t

0

g (t� �)4 u (�) d� + h (ut) = f (u) : (2.2)

2003 ve 2006 y¬llar¬nda Messaoudi, 2009 y¬l¬nda Wang ve 2015 y¬l¬nda Lu ve ark.

taraf¬ndan (2.2) denkleminin varl¬¼g¬ ve sonlu zamanda patlamas¬ çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Daha sonra (2.1) denklemi sistem olarak M � 1 durumunda aşa¼g¬daki forma

dönüşür;

8
>><

>>:

utt �4u+

Z t

0

g1 (t� �)4 u (�) d� + ut = f1 (u; v) ;

vtt �4v +

Z t

0

g2 (t� �)4 v (�) d� + vt = f2 (u; v) :

(2.3)

2009 y¬l¬nda Han veWang (2.3) denklem sisteminin çözümünün varl¬¼g¬n¬ ve patlamas¬n¬

çal¬̧st¬lar daha sonra 2010 y¬l¬nda Messaoudi ve Houari bu çal¬̧smaya ek olarak çözümün

patlamas¬n¬ geli̧stirdiler. 2010 y¬l¬nda Houari baz¬ teknikler kullanarak çözümün pat-

lamas¬n¬ pozitif başlang¬ç enerjisi için geli̧stirdi.

2011 y¬l¬nda Ma ve ark. key� pozitif başlang¬ç enerjisi için (2.3) probleminin

çözümünün patlamas¬n¬ çal¬̧st¬lar.

2011 y¬l¬nda Houari ve ark., 2015 ve 2017 y¬lllar¬nda Pi̧skin taraf¬ndan (2.3) prob-

lemi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

5



2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

2012 y¬l¬nda Wu

8
>><

>>:

utt �M
�
k5uk22 + k5vk

2
2

�
4 u+

Z t

0

g (t� �)4 u (�) d� + jutj
p�1 ut = f1 (u; v) ;

vtt �M
�
k5uk22 + k5vk

2
2

�
4 v +

Z t

0

h (t� �)4 v (�) d� + jvtj
q�1 vt = f2 (u; v)

(2.4)

denklem sistemi için enerji azalmas¬n¬ ve çözümün patlamas¬n¬ çal¬̧sm¬̧st¬r.

2013 y¬l¬nda Li ve ark. güçlü damping terimli viskoelastik dalga denklem sisteminin

8
>><

>>:

utt �M
�
k5uk22

�
4 u+

Z t

0

g1 (t� �)4 u (�) d� ��ut = f1 (u; v) ;

vtt �M
�
k5vk22

�
4 v +

Z t

0

g2 (t� �)4 v (�) d� ��vt = f2 (u; v)

(2.5)

enerji azalmas¬n¬ çal¬̧st¬lar.

2014 y¬l¬nda Liu ve ark. ayn¬ denklem sisteminin enerji azalmas¬n¬ ve çözümünün

patlamas¬n¬ çal¬̧st¬lar.

Bu tez çal¬̧smas¬nda zay¬f damping terimli viskoelastik dalga denklem sistemi-

nin çözümlerinin key� pozitif başlang¬ç enerjisi için çözümlerinin patlamas¬ Konkavl¬k

metodu kullan¬larak elde edilmi̧stir.

6



Ayşe F·IDAN

3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olabilecek baz¬ tan¬mlar, uzaylar ve eşit-

sizlikler yer almaktad¬r (Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis

2011, Pi̧skin 2017).

3.1. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m ve Hilbert Uzay¬

Tan¬m 3.1.1. X vektör uzay¬ olsun. �!x 2 X vektörünü k�!x k reel say¬s¬na

dönüştüren ve aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan reel de¼gerli

k:k : X ! R

fonksiyonuna X üzerinde bir norm denir. 8�!x ;�!y 2 X ve 8a 2 K için

(N1) k
�!x k � 0; k�!x k = 0, �!x = 0;

(N2) ka
�!x k = jaj k�!x k ;

(N3) k
�!x +�!y k � k�!x k+ k�!y k (üçgen eşitsizli¼gi)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa X üzerinde norm ad¬n¬ al¬r ve bu durumda (X; k:k) ikilisine

bir normlu uzay ad¬ verilir, k�!x k gösterimine de �!x in normu denir.

(X; k:k) normlu uzay olsun. Bu durumda 8�!x ;�!y 2 X için

d (�!x ;�!y ) = k�!x ��!y k

şeklinde tan¬mlanan d fonksiyonu X üzerinde bir metriktir. Bu metri¼ge normun oluş-

turdu¼gu metrik denir.

Tan¬m 3.1.2. X normlu uzay¬ndaki bir dizi (xn) olsun. 8" > 0 için m;n � n�

oldu¼gunda

kxn � xmk < "

olacak şekilde " na ba¼gl¬ en az bir n� 2 N do¼gal say¬s¬ bulunabiliyorsa (xn) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3.1.3. X normlu uzay¬ndaki bir dizi (xn) olsun. Bu durumda

lim
n!1

kxn � xk = 0

7



3. MATERYAL VE METOT

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine yak¬nsak dizi denir ve bu

yak¬nsama

xn ! x

ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.4. (X; k:k) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisiX içinde bir limite sahip

ise (X; k:k) normlu uzay¬na tam normlu uzay veya Banach uzay¬ denir.

Tan¬m 3.1.5. X vektör uzay¬nda, k:k1 ve k:k2 iki norm olsun. c1; c2 > 0 sabitleri

için

c1 kxk1 � kxk2 � c2 kxk1

eşitsizli¼gi X uzay¬ndaki her x noktas¬ için geçerli ise, k:k1 ve k:k2 normlar¬ denk

normdur.

Tan¬m 3.1.6. K reel veya karmaş¬k bir vektör uzay¬ olsun.

(:; :) : X �X ! K

fonksiyonu 8 u; v 2 X ve a; b 2 R için aşa¼g¬daki özellikleri varsa, bu fonksiyona iç

çarp¬m denir;

(i) (u; u) � 0; (u; u) = 0, u = 0;

(ii) (u; v) = (v; u) (burada c; c 2 C nin karmaş¬k eşleni¼gini belirtir),

(iii) (au+ bv; w) = a (u;w) + b (v; w) :

K = R halinde (u; v) = (v; u) oldu¼gu hemen görülür.

Bir iç çarp¬m ile

kxk = (x; x)
1
2

tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonunun norm oldu¼gunu görmek oldukça kolayd¬r.

Normu yukar¬da oldu¼gu gibi bir iç çarp¬m taraf¬ndan tan¬mlanan uzaya iç çarp¬m

denir.

Tan¬m 3.1.7. Bir (X; (:; :)) iç çarp¬m uzay¬ndaki her Cauchy dizisi X içinde bir

limite sahip ise (X; (:; :)) iç çarp¬m uzay¬na Hilbert uzay¬ denir.

8



Ayşe F·IDAN

Tan¬m 3.1.8. Rn de bir nokta x = (x1; :::; xn) olsun. Burada norm jxj =
�Pn

j=1 x
2
j

� 1
2
ve iç çarp¬m ise

x � y =
Pn

j=1 xjyj

d¬r.

Tan¬m 3.1.9. X normlu uzay üzerindeki tüm s¬n¬rl¬ lineer fonksiyonellerin kümesi

X in dual uzay¬d¬r. X 0 veya X� ile gösterilen bu uzay

kfkX0 = sup
x2X;x 6=0

jf (x)j

kxkX
<1

normuyla bir Banach uzay¬d¬r. X 0 uzay¬n¬n duali (X 0)0 = X 00 şeklindeki lineer vektör

uzay¬d¬r ve ikinci dual olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3.1.10. X normlu uzay¬ndaki bir (xn) dizisi

lim
n!1

kxn � xkX = 0

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisi güçlü yak¬nsak dizidir. Bu

yak¬nsama xn ! x şeklindedir.

Tan¬m 3.1.11. (xn) ; X normlu uzay¬ndaki bir dizi olsun. Her f 2 X 0 için

lim
n!1

f (xn)! f (x)

sa¼glayacak şekilde x 2 X varsa (xn) dizisine zay¬f yak¬nsak dizi denir ve xn * x veya

xn
z
! x ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.12. (fn); X normlu uzay¬ üzerinde s¬n¬rl¬ lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

(a)

kfn � fk ! 0

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine güçlü yak¬nsakt¬r denir. fn ! f

şeklinde yaz¬l¬r.

(b) 8x 2 X için

fn(x)! f (x)

9



3. MATERYAL VE METOT

şeklinde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine zay¬f* yak¬nsakt¬r denir. fn
z�
�! f şeklinde

yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.1.13. � = (�1; :::; �n) pozitif �j lerin n-bileşenlisi ise � çoklu-indis olarak

tan¬mlan¬r. j�j =
Pn

j=1 �j dereceye sahip olan x
�; x� = x�11 :::x

�n
n şeklinde tan¬mlan¬r.

Benzer şekilde 1 � j � n için Dj = @=@xj ise, o zaman

D� = D�1
1 :::D

�n
n

j�j : dereceden bir diferansiyel operatördür. D(0;:::;0)u = u şeklindedir.

Tan¬m 3.1.14. E¼ger � 2 C (
) ; 
 bölgesinde s¬n¬rl¬ ve düzgün sürekli ise, 


bölgesinin kapan¬̧s¬ olan 
 bölgesinde de tek, s¬n¬rl¬ ve süreklidir. Cm
�


�
ile 0 � j�j �

m için 
 bölgesindeD�� lerin s¬n¬rl¬ ve düzgün sürekli oldu¼gu � 2 Cm (
) fonksiyonlar¬

belirtilir. (E¼ger 
 bölgesi s¬n¬rs¬z ise simgelerin yanl¬̧s kullan¬m¬ belirsizli¼ge yol açar;

örne¼gin, Rn = Rn olsa bile Cm
�
Rn
�
6= Cm (Rn) d¬r.) Cm

�


�
, CmB (
) nin kapal¬ alt

uzay¬d¬r. Bu nedenle Cm
�


�
uzay¬ da

k�kCmB (
)
= max

0�j�j�m
sup
x2


jD�� (x)j

normu ile Banach uzay¬d¬r.

3.2. Lebesgue Uzay¬ (Lp (
))

Tan¬m 3.2.1. 
; Rn de bir bölge ve p pozitif gerçel say¬ olsun. 
 da tan¬ml¬

ölçülebilir bütün u fonksiyonlar¬ s¬n¬f¬ aşa¼g¬daki koşul alt¬nda

R


ju (x)jp dx <1

Lp (
) uzay¬ denir. Bu uzay bir vektör uzay¬d¬r. 1 � p <1 olmak üzere bu uzay

kukLp(
) =
�R


ju (x)jp dx

�1=p

normuyla Banach uzayd¬r.

Tan¬m 3.2.2. 
, Rn uzay¬nda bir bölge, 1 � p � 1 olmak üzere 
 bölgesinde her

kompakt altkümesinde p: kuvveti integrallenebilir bütün ölçülebilir fonksiyonlar uzay¬

Lploc (
) uzay¬d¬r.

10
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Tan¬m 3.2.3. vol (
) =
R


1dx <1(
 bölgesi s¬n¬rl¬), 1 � p � q � 1 olsun. Bu

durumda u 2 Lq (
) ise u 2 Lp (
) d¬r ve

kukp � c kukq

d¬r. Burada c = (vol (
))(1=p)�(1=q) d¬r. Yani

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.2.4. L2 (
) ;

(u; v) =
R


u (x) v (x)dx

iç çarp¬m¬na göre Hilbert uzayd¬r.

Tan¬m 3.2.5. �1 � a < b � 1 olsun. ku (:)kX 2 Lp (a; b) koşulunu sa¼glayan

(a; b) den X e tan¬mlanm¬̧s u fonksiyonlar uzay¬ Lp (a; b;X) uzay¬d¬r ve bu uzay

kukLp(a;b;X) =

8
><

>:

�R b
a
ku (t)kpX dt

�1=p
; 1 � p <1

ess sup
t2(a;b)

ku (t)kX ; p =1

normu ile Banach uzayd¬r.

Benzer şekilde a < c < d < b şart¬yla her bir c; d için u 2 Lp (c; d;X) ise, o zaman

u 2 Lp (a; b;X) yaz¬l¬r ve p = 1 için u lokal integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 3.2.6. [0; T ] den X e tan¬mlanm¬̧s m. mertebeden türevleri sürekli olan u

fonksiyonlar uzay¬ Cm ([0; T ] ;X) uzay¬d¬r ve

kukCm([0;T ];X) = max
0�j�j�m

sup
t2[0;T ]

kD�u (t)kX

normu ile Banach uzayd¬r.
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3.3. Sobolev Uzay¬ (Wm;p (
))

Tan¬m 3.3.1. u 2 L1loc (
) ve � çoklu-indisi verilsin. 8' 2 C
1
0 (
) için

R


'vdx = (�1)j�j

R


uD�'dx

ise v 2 L1loc (
) fonksiyonuna u nun �: zay¬f türevi denir ve v = D�u şeklinde yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.3.2. 
, Rn de bir bölge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬ ve

1 � p � 1 olmak üzere,

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬ denir ve bu uzay

kukWm;p(
) =

 
P

0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p
; 1 � p <1;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) ; p =1

normlar¬ ile Banach uzayd¬r.

Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬ W
m;p
0 (
) d¬r.

Burada

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.3.3. p = 2 ise Wm;2 (
) = Hm (
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) d¬r. H
m (
)

uzay¬ndaki norm

kukHm(
) =

 
P

0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

!1=2

şeklindedir.

Tan¬m 3.3.4. Hm (
),

(u; v)Hm(
) =
P

0�j�j�m

(D�u;D�v)

iç çarp¬m¬ ile Hilbert uzayd¬r, burada (u; v) =
R


u (x) v (x)dx şeklinde L2 (
) deki iç

çarp¬md¬r.

12



Ayşe F·IDAN

H1
0 (
) uzay¬nda iç çarp¬m

(u; v)H1
0 (
)

=
R


rurvdx

d¬r ve norm

kukH1
0 (
)

=
�R


(ru)2 dx

�1=2

şeklindedir.

Bir 
 � Rn bölgesinde tan¬mlanan Sobolev uzaylar¬n¬n gömülme özelli¼gi, 
 böl-

gesinin düzgünlü¼güne ba¼gl¬d¬r. Bu özellikler, verilen bölgede sa¼glanan veya sa¼glan-

mayan geometrik koşullar ya da analitik koşullar türünden ifade edilir. Aşa¼g¬da bu

geometrik özelliklerden biri olan koni özelli¼ginden bahsedilecektir.

Tan¬m 3.3.5. Rn de Br1 (x) ve x noktas¬ d¬̧s¬nda Br2 (y) aç¬k yuvarlar¬n¬ göz önüne

al¬n¬rsa

Kx = Br1 (x) \ {x+ �(z � x) : z 2 Br2 (y) ; � > 0}

Kx e tepe noktas¬ x olan sonlu koni denir. 
; Rn de aç¬k bir bölge olmak üzere, e¼ger


 n¬n her x noktas¬ bir Kx � 
 konisinin tepesi ise ve bütün Kx konileri bir sonlu K

konisinden izomor�k ve izometrik dönüşümlerle elde edilebiliyorsa, o zaman 
 bölgesi

koni koşulunu sa¼glar denir.

Tan¬m 3.3.6. Sobolev Gömülme Teoremi. 
, Rn de koni özeli¼gine sahip aç¬k

bölge, m � 1 ve j � 0 şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p <1 olsun. Bu durumda

(¬) mp > n ise

W j+m;p (
) ,! CjB (
)

d¬r.

(¬¬) mp = n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q <1

veya

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

d¬r. Ayr¬ca p = 1 ise

W j+m;1 (
) ,! CjB (
)

d¬r.

13



3. MATERYAL VE METOT

(¬¬¬) mp < n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q � p�

veya

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � p�

d¬r.

Burada

p� =

8
<

:

np
n�mp

; n > mp

+1; n � mp

d¬r.

Wm;p yerineWm;p
0 uzay¬ al¬n¬rsa, 
 bölgesinde herhangi bir k¬s¬tlama yap¬lmaks¬z¬n

gömülmeler yine geçerli olur.

Teorem 3.3.7. Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi baz¬ p � q de¼gerleri için kompakt

ise, o zaman j
j <1 olur.

Teorem 3.3.8. Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi 1 � q < p özelli¼gini sa¼glayan baz¬

p ve q de¼gerleri için mevcut ise, o zaman j
j <1 olur.

3.4. Eşitsizlikler

Lemma 3.4.1. (Cauchy Eşitsizli¼gi). " > 0 ve a; b 2 R olsun. Bu durumda

jabj �
"

2
jaj2 +

1

2"
jbj2

d¬r.

Lemma 3.4.2. (Young Eşitsizli¼gi). " > 0; a; b � 0 ve p > 1 için 1
p
+ 1

q
= 1

olsun. Bu durumda

jabj �
jajp

p
+
jbjq

q

eşitsizli¼gi veya

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada C (") = ("p)�
q
p q�1 d¬r.

14
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Lemma 3.4.3. (Hölder Eşitsizli¼gi). 1 < p < 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. E¼ger

u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ise bu durumda uv 2 L (
) ve

kuvk1 � kukp kvkq

d¬r. p = 1 ise q =1 ve kvkq = ess sup



jvj al¬r¬z.

p = q = 2 iken bu eşitsizli¼ge Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼gi denir.

Lemma 3.4.4. (·Interpolasyon Eşitsizli¼gi). 1 � p � q � r ve 0 < � < 1 için
1
q
= �

p
+ 1��

r
olsun. E¼ger u 2 Lp (
) \ Lr (
) ise u 2 Lq (
) ve

kukLq(
) � kuk
�
Lp(
) kuk

1��
Lr(
)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Lemma 3.4.5. (Minkowski Eşitsizli¼gi). u; v 2 Lp (
) ve p � 1 olmak üzere

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
)

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Lemma 3.4.6. (Sobolev Eşitsizli¼gi). n > 1 olmak üzere 
 � Rn aç¬k olsun.

n > p, p � 1 ve u 2 W 1;p
0 (
) ise, o zaman

kukLnp=(n�p) (
) � C kDukLp(
)

şeklindedir. Burada C = C (p; n) d¬r.

n > p ve 
 s¬n¬rl¬ ise, o zaman u 2 C
�


�
ve

sup


juj � C j
j1=n�1=p kDukLp(
)

olur.

Lemma 3.4.7. (Green Özdeşli¼gi).

Z




v�udx =

Z

@


v
@u

@n
ds�

Z




rvrudx

d¬r. Burada n d¬̧sa do¼gru yönlendirilmi̧s birim vektör ve @u
@n
= n:ru d¬r.
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3. MATERYAL VE METOT

·Ispat. Tek boyutta

(vux)x = vxux + vuxx

tir. Benzer şekilde daha yüksek boyutlarda da

r (vru) = rvru+ v�u;

v�u = r (vru)�rvru

d¬r. Buradan integral al¬n¬rsa

Z




v�udx =

Z




r (vru) dx�

Z




rvrudx

olur. Burada ZZZ
:::dxdydz =

Z




:::dx

olarak gösterilmi̧stir. Diverjans teoreminden
R


rFdx =

R
@

F:nds oldu¼gundan

Z




v�udx =

Z

@


vru:nds�

Z




rvrudx;

Z




v�udx =

Z

@


v
@u

@n
ds�

Z




rvrudx

bulunur.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde (4.1.1) denklem sisteminin çözümlerinin patlamas¬n¬ elde edece¼giz.

4.1. Giri̧s

Bu bölümde do¼grusal olmayan viskoelastik dalga denklem sistemi için

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

utt �M
�
kOuk2

�
4 u+

Z t

0

g1 (t� �)4 u (�) d� + ut

= (p+ 1) jvjq+1 jujp�1 u; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

vtt �M
�
kOvk2

�
4 v +

Z t

0

g2 (t� �)4 v (�) d� + vt

= (q + 1) jujp+1 jvjq�1 v; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

u (x; t) = v (x; t) = 0; (x; t) 2 @
� (0; T ) ;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;

v (x; 0) = v0 (x) ; vt (x; 0) = v1 (x) ; x 2 
;

(4.1.1)

başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada 
, Rn (n = 1; 2; 3) de @


düzgün s¬n¬rl¬, s¬n¬rl¬ bir bölgedir. Burada p > 1; q > 1

s � 0; a > 0; b � 0; a+ b > 0; 
 > 0

için

M (s) = a+ bs


C1 de negatif olmayan bir fonksiyon ve gi : R+ ! R+ çekirdek fonksiyonudur.

Bu bölümde, çal¬̧sma boyunca kullan¬lacak baz¬ varsay¬mlar ve lemmalar verilecek-

tir.

Öncelikle aşa¼g¬daki varsay¬mlar¬ verelim:

(A1) gi : R+ �! R+ (i = 1; 2) 2 C1 [0;1) fonksiyonu, 8t � 0 için

1�

Z 1

0

gi (s) ds = li > 0;

l = min fl1; l2g ;

g (t) = max fg1 (t) ; g2 (t)g ;

şartlar¬n¬ sa¼glayan negatif olmayan ve artmayan diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

(A2) 8t � 0 için gi (t) � 0; g0i (t) � 0 d¬r.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

(A3) 8v 2 C1 [0;1) ve 8t > 0 (i = 1; 2) için

Z t

0

v (s)

Z s

0

e
(s��)
2 gi (s� �) v (�) d�ds � 0

d¬r.

Lemma 4.1.1. 8s � 0; a > 0; b � 0; a+ b > 0; 
 > 0 için

M (s) = a+ bs


olsun. Bu durumda

p+ q + 2

2
M (s)�

�
M (s) +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s � mis (4.1.2)

olacak şekilde mi > 0 sabiti vard¬r.

M (s) =

Z s

0

M (�) d�

d¬r (Li, Hong ve Liu 2012).

·Ispat. M (s) = a+ bs
 al¬narak

p+ q + 2

2
M (s)�

�
M (s) +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s

=
p+ q + 2

2

�Z s

0

M (�) d�

�
�

�
a+ bs
 +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s

=
p+ q + 2

2

�Z s

0

(a+ b� 
) d�

�
�

�
as+ bs
+1 +

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

�

=
p+ q + 2

2

�
a� +

b� 
+1


 + 1

����
s

0

� as� bs
+1 �
(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

=
p+ q + 2

2

�
as+

bs
+1


 + 1

�
� as� bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

=
(p+ q + 2)

2
as+

(p+ q + 2)

2

bs
+1


 + 1
� as� bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

=

�
p+ q + 2

2
� 1

�
as+

�
p+ q + 2

2 (
 + 1)
� 1

�
bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

=
(p+ q)

2
as+

�
p+ q + 2� 2
 � 2

2 (
 + 1)

�
bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

=
(p+ q)

2
as+

(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�
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=
(p+ q)

2
as+

(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1

�
(p+ q + 2)

2
s

�Z 1

0

gi (�) d� �
1

2

Z 1

0

gi (�) d� +
1

2

Z 1

0

gi (�) d�

�

(4.1.3) ten a > 0 ve b � 0 için
R1
0
g (�) d� < p+q

p+q+2
a al¬n¬rsa

p+ q + 2

2
M (s)�

�
M (s) +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s

>
(p+ q)

2
as+

(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1

�
(p+ q + 2)

2
s

�
p+ q

p+ q + 2
a�

1

2

�
p+ q

p+ q + 2

�
a+

1

2

Z 1

0

g (�) d�

�

=
(p+ q)

2
as+

(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1

�
(p+ q + 2)

2
s

2

4 p+ q

p+ q + 2
a�

�
p+q
p+q+2

�
a�

R1
0
g (�) d�

2

3

5

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 +

(p+ q + 2)

4

�
p+ q

p+ q + 2
a�

Z 1

0

g (�) d�

�
s

+
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q)

2
as+

(p+ q + 2)

4

�
p+ q

p+ q + 2
a�

Z 1

0

g (�) d�

�
s

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 +

(p+ q + 2)

4

�
p+ q

p+ q + 2
a�

Z 1

0

g (�) d�

�
s

olur. s � 0; a > 0; b � 0; a+ b > 0; 
 > 0 ve p+ q > 2
 (p+q�2
)
2(
+1)

bs
+1 > 0 dan

p+ q + 2

2
M (s)�

�
M (s) +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s

�
(p+ q + 2)

4

�
p+ q

p+ q + 2
a�

Z 1

0

gi (�) d�

�
s

basit bir hesaplamayla: m < n ) m < n � (n�m)
2

Bu durumda, Lemma 4.1.1 in

şartlar¬ndan mi =
(p+q+2)

4

h
p+q
p+q+2

a�
R1
0
gi (�) d�

i
seçersek

p+ q + 2

2
M (s)�

�
M (s) +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s � mis

bulunur.
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Şimdi b > 0 durumunu inceleyelim:

p+ q + 2

2
M (s)�

�
M (s) +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s

=
(p+ q)

2
as+

(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

Z 1

0

gi (�) d�

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

�Z 1

0

gi (�) d� �
1

2

Z 1

0

gi (�) d� +
1

2

Z 1

0

gi (�) d�

�

>
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q + 2)

2
s

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2

�

(p+q�2
)b
C
P (p+q+2)(
+1)

ku0k
2

2 �

R1
0
gi (�) d�

2

3

5

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q + 2) (p+ q � 2
) b ku0k
2

2

2C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
s

+

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs
+1 �

(p+ q � 2
) b ku0k
2

2

2C
P (
 + 1)
s

+

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
bs

 

s
 �
ku0k

2

2

C
P

!

+
(p+ q + 2) s

4

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�

s = kru (t)k22 al¬n¬p, Lemma 4.2.2 ve Poincaré eşitsizli¼gi kullan¬larak

p+ q + 2

2
M
�
kru (t)k22

�
�

�
M
�
kru (t)k22

�
+
p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
kru (t)k22

>
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
b kru (t)k22

�
kru (t)k2
2 �

1

C
P
ku0k

2

2

�

+
(p+ q + 2)

4
kru (t)k22

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�

�
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
b kru (t)k22

�
kru (t)k2
2 �

1

C
P
ku (t)k2
2| {z }

�

+
(p+ q + 2)

4
kru (t)k22

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�
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�
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
b kru (t)k22

�
kru (t)k2
2 �

1

C
P
C
P kru (t)k

2

2| {z }

�

+
(p+ q + 2)

4
kru (t)k22

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�

=
(p+ q � 2
)

2 (
 + 1)
b kru (t)k22

�
kru (t)k2
2 � kru (t)k

2

2

�

+
(p+ q + 2)

4
kru (t)k22

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�

=
(p+ q + 2)

4

�
(p+ q � 2
) b

C
P (p+ q + 2) (
 + 1)
ku0k

2

2 �

Z 1

0

gi (�) d�

�
kru (t)k22

olur. Burada m1 =
(p+q+2)

4

h
(p+q�2
)b

C
P (p+q+2)(
+1)
ku0k

2

2 �

R1
0
gi (�) d�

i
şeklinde yaz¬l¬rsa

Lemma 4.1.1 in ispat¬ tamamlanm¬̧s olur.

Not 4.1.1. M (s) = a + bs
; p > 1 + 2
; q > 1 + 2
 ve s � 0; a > 0; b � 0;

a+ b > 0; 
 > 0 olmak üzere;

Z 1

0

gi (�) d� <

8
<

:

p+q
p+q+2

a; a > 0; b � 0;
(p+q�2
)b

C
P (p+q+2)(
+1)
ku0k

2

2 ; b > 0;

(4.1.3)

burada Cp Poincaré eşitsizli¼gi sabitidir.

Lemma 4.1.2. Herhangi g 2 C1 ve � 2 H1 (0; T ) için

Z




Z t

0

g (t� �)4 � (�)�0 (t) d�dx = �
1

2
(g0 � r�) (t) +

1

2
g (t) kr�k2 (4.1.4)

= +
1

2

d

dt

�
(g � r�) (t)�

Z t

0

g (�) kr�k2 d�

�

d¬r(Rivera, Naso, Vuk 2004).

Lemma 4.1.3 (Konkavl¬k Metodu). t > 0; � > 0 sabitleri için, F (t) iki kez

diferansiyellenebilen ve

F 00 (t)F (t)� (1 + �) [F 0 (t)]
2
� 0 (4.1.5)

eşitsizli¼gini sa¼glayan pozitif bir fonksiyon olsun. E¼ger F (0) > 0 ve F 0 (0) > 0 ise bu

durumda öyle bir T � � F (0)
�F 0(0)

zaman¬ vard¬r ki limt!T � F (t) =1 olur (Levine 1974).
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·Ispat. � (t) = F�� (t) olsun. � nin birinci ve ikinci türevleri s¬ras¬yla,

�0 (t) =
�
F�� (t)

�0

= ��F���1 (t)F 0 (t) (4.1.6)

ve

�
00

(t) =
�
��F���1 (t)F 0 (t)

�0

= �� (��� 1)F���2 (t) [F 0 (t)]
2
� �F���1 (t)F 00 (t)

= ��F���2 (t)
h
F 00 (t)F (t)� (1 + �) [F 0 (t)]

2
i

(4.1.7)

olur. (4.1.7) eşitli¼ginden

F 00 (t)F (t)� (1 + �) [F 0 (t)]
2
� 0

kabülü göz önünde bulundurulursa

�
00

(t) � 0 (4.1.8)

olur. Yani � (t) = F�� (t) konkav fonksiyondur.

(4.1.6) eşitli¼ginde �0 (t) fonksiyonu negatiftir, dolay¬s¬yla � (t) azalan bir fonksiyon-

dur.

� (t) fonksiyonunun (0; � (0)) noktas¬ndaki te¼get do¼grusunun denklemi

� (t)� � (0) = �0 (0) : (t� 0)

ise

� (t) = � (0) + �0 (0) (t� 0)

= F�� (0)� �F���1 (0)F 0 (0) t (4.1.9)

olur. Bu te¼get do¼grusunun t eksenini kesti¼gi nokta (T �; 0) ise

0 = F�� (0)� �F���1 (0)F 0 (0)T �

olur. Buradan T � = F (0)
�F 0(0)

bulunur.
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Ayr¬ca (4.1.9) dan

F�� (t) = F�� (0)� �F���1 (0)F 0 (0) t;

1

F� (t)
=

1

F� (0)
�
�F 0 (0) t

F�+1 (0)
;

F� (t) =
F�+1 (0)

F (0)� �F 0 (0) t

olur. O halde t! T�c iken � (t)! 0 olur. Böylece limt!T�c
F (t) =1 bulunur.

4.2. Çözümün Patlamas¬

Bu k¬s¬mda (4.1.1) probleminin çözümünün patlamas¬n¬ Lemma 4.1.3 ten faydala-

narak gösterece¼giz. Bunu yapmak için önce aşa¼g¬daki fonksiyonelleri tan¬mlayal¬m:

J (t) =
1

2

Z t

0

g1 (�) d� kruk
2 +

1

2

Z t

0

g2 (�) d� krvk
2

+
1

2
[(g1 � ru) (t) + (g2 � rv) (t)]�

Z




jujp+1 jvjq+1 dx; (4.2.1)

ve

I (t) = M
�
kru (t)k2

�
kruk2 +M

�
krv (t)k2

�
krvk2

� (p+ q + 2)

Z




jujp+1 jvjq+1 dx: (4.2.2)

Ayr¬ca enerji fonksiyoneli:

E (t) =
1

2

�
kutk

2 + kvtk
2�+

1

2

�
M
�
kru (t)k22

�
+
1

2
M
�
krv (t)k22

��

�
1

2

Z t

0

g1 (�) d� kruk
2 �

1

2

Z t

0

g2 (�) d� krvk
2

+
1

2
[(g1 � ru) (t) + (g2 � rv) (t)]�

Z




jujp+1 jvjq+1 dx (4.2.3)

d¬r. Burada

(� �  ) (t) =

Z t

0

� (t� �)

Z




j (t)�  (�)j2 dxd�

=

Z t

0

� (t� �) k[ (t)�  (�)]k2 d�
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

d¬r. Son olarak tan¬m kümemiz

W =
�
(u; v) : (u; v) 2 H1

0 (
)�H1
0 (
) ; I (u; v) > 0

	
[ f(0; 0)g (4.2.4)

şeklindedir.

Şimdi enerji fonksiyonelinin artmayan bir fonksiyon oldu¼gunu gösterelim.

Lemma 4.2.1. 8t � 0 için E (t) artmayan bir fonksiyondur. Yani

E 0 (t) � �
�
kutk

2 + kvtk
2�+

1

2
[(g01 � ru) (t) + (g

0
2 � rv) (t)]

� 0 (4.2.5)

d¬r. Ayr¬ca

E (t) � E (0)�

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d� : (4.2.6)

yaz¬labilir.

·Ispat. (4.1.1) in ilk denklemini ut ve ikinci denklemini vt ile çarp¬p 
 bölgesi

üzerinde integral al¬n¬p, (4.1.3) ve (A1)-(A2) varsay¬mlar¬n¬ kullanarak (4.2.5) i elde

edece¼giz.

Z




[ututt + vtvtt] dx

| {z }
I1

�

Z




�
utM

�
kOuk2

�
4 u+ vtM

�
kOvk2

�
4 v

�
dx

| {z }
I2

+

Z




�
ut

Z t

0

g1 (t� �)4 u (�) d� + vt

Z t

0

g2 (t� �)4 v (�) d�

�
dx

| {z }
I3

+

Z




[utut + vtvt] dx

| {z }
I4

=

Z




�
ut (p+ 1) jvj

q+1 jujp�1 u+ vt (q + 1) juj
p+1 jvjq�1 v

�
dx

| {z }
I5

(4.2.7)

olur. Kolayl¬k olsun diye (4.2.7) nin terimlerini ayr¬ ayr¬ hesaplayal¬m:
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I1 için

Z




[ututt + vtvtt] dx =

Z




�
d

dt

1

2

�
jutj

2 + jvtj
2� dx

�

=
d

dt

1

2

Z




�
jutj

2 + jvtj
2� dx

=
1

2

d

dt

�
kutk

2 + kvtk
2� ;

I2 için; Green eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Z




�
utM

�
kOuk2

�
4 u+ vtM

�
kOvk2

�
4 v

�
dx (4.2.9)

=

Z




utM
�
kOuk2

�
4 udx+

Z




vtM
�
kOvk2

�
4 vdx

= �

Z




M
�
kOuk2

�
5 u5 utdx�

Z




M
�
kOvk2

�
5 v5 vtdx

= �

Z




M
�
kOuk2

� 1
2

d

dt
j5uj2 dx�

Z




M
�
kOvk2

� 1
2

d

dt
j5vj2 dx

= �M
�
kOuk2

� 1
2

d

dt

Z




j5uj2 dx�M
�
kOvk2

� 1
2

d

dt

Z




j5vj2 dx

= �
1

2
M
�
kOuk2

� d
dt
k5uk2 �

1

2
M
�
kOvk2

� d
dt
k5vk2

= �
1

2

d

dt

�
M
�
kOuk2

�
+M

�
kOvk2

��
;

I3 için; Green eşitli¼gi uygulayal¬m

Z




�
ut

Z t

0

g1 (t� �)4 u (�) d� + vt

Z t

0

g2 (t� �)4 v (�) d�

�
dx (4.2.10)

=

Z t

0

g1 (t� �)

Z




ut4 u (�) dxd� +

Z t

0

g2 (t� �)

Z




vt4 v (�) dxd�

= �

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5ut (t)5 u (�) dxd� �

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5vt (t)5 v (�) dxd�

= �

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5ut (t) [5u (�)�5u (t) +5u (t)] dxd�

�

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5vt (t) [5v (�)�5v (t) +5v (t)] dxd�

= �

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5ut (t) [5u (�)�5u (t)] dxd� �

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5ut (t)5 u (t) dxd�

�

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5vt (t) [5v (�)�5v (t)] dxd�

�

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5vt (t)5 v (t) dxd�
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=

Z t

0

g1 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5u (�)�5u (t)]2 dxd� �

Z t

0

g1 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5u (t)]2 dxd�

+

Z t

0

g2 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5v (�)�5v (t)]2 dxd� �

Z t

0

g2 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5v (t)]2 dxd�

=

Z t

0

g1 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5u (�)�5u (t)]2 dxd� +

Z t

0

g01 (t� �)
1

2

Z




[5u (�)�5u (t)]2 dxd�

�

Z t

0

g01 (t� �)
1

2

Z




[5u (�)�5u (t)]2 dxd�

�

Z t

0

g1 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5u (t)]2 dxd� �

Z t

0

g01 (t� �)
1

2

Z




[5u (t)]2 dxd�

�

Z t

0

g01 (t� �)
1

2

Z




[5u (t)]2 dxd� +

Z t

0

g2 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5v (�)�5v (t)]2 dxd�

+

Z t

0

g02 (t� �)
1

2

Z




[5v (�)�5v (t)]2 dxd� �

Z t

0

g02 (t� �)
1

2

Z




[5v (�)�5v (t)]2 dxd�

�

Z t

0

g2 (t� �)
1

2

d

dt

Z




[5v (t)]2 dxd� �

Z t

0

g02 (t� �)
1

2

Z




[5v (t)]2 dxd�

�

Z t

0

g02 (t� �)
1

2

Z




[5v (t)]2 dxd�

=
1

2

d

dt

Z t

0

g1 (t� �)

Z




[5u (�)�5u (t)]2 dxd� �
1

2

Z t

0

g01 (t� �)

Z




[5u (�)�5u (t)]2 dxd�

�
1

2

d

dt

Z t

0

g1 (t� �)

Z




[5u (t)]2 dxd� +
1

2

Z t

0

g01 (t� �)

Z




[5u (t)]2 dxd�

+
1

2

d

dt

Z t

0

g2 (t� �)

Z




[5v (�)�5v (t)]2 dxd� �
1

2

Z t

0

g02 (t� �)

Z




[5v (�)�5v (t)]2 dxd�

�
1

2

d

dt

Z t

0

g2 (t� �)

Z




[5v (t)]2 dxd� +
1

2

Z t

0

g02 (t� �)

Z




[5v (t)]2 dxd�

=
1

2

d

dt
(g1 � 5u) (t)�

1

2
(g01 � 5u) (t)�

1

2

d

dt

Z t

0

g1 (�) k5u (t)k
2 d�

+
1

2

Z t

0

g01 (�) k5u (t)k
2 d� +

1

2

d

dt
(g2 � 5v) (t)�

1

2
(g02 � 5v) (t)

�
1

2

d

dt

Z t

0

g2 (�) k5v (t)k
2 d� +

1

2

Z t

0

g02 (�) k5v (t)k
2 d�

=
d

dt

�
1

2
((g1 � 5u) (t) + (g2 � 5v) (t))

�
1

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t)k
2 d�

��

�
1

2
[(g01 � 5u) (t) + (g

0
2 � 5v) (t)] +

1

2

�Z t

0

g01 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g02 (�) k5v (t)k
2 d�

�
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I4 için

Z




[utut + vtvt] dx =

Z




�
(ut)

2 + (vt)
2� dx

= kutk
2 + kvtk

2 ; (4.2.11)

I5 için

Z




�
ut (p+ 1) jvj

q+1 jujp�1 u+ vt (q + 1) juj
p+1 jvjq�1 v

�
dx

=

Z




(p+ 1) ut juj
p jvjq+1 udx+

Z




(q + 1) vt jvj
q up+1dx

=
d

dt

Z




jujp+1 jvjq+1 dx (4.2.12)

d¬r. Bu ifadeler (4.2.7) de yaz¬l¬rsa

1

2

d

dt

�
kutk

2 + kvtk
2��

�
�
1

2

d

dt

�
M
�
kOuk2

�
+M

�
kOvk2

���

+
d

dt

�
1

2
((g1 � 5u) (t) + (g2 � 5v) (t))

�
1

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t)k
2 d�

��

�
1

2
[(g01 � 5u) (t) + (g

0
2 � 5v) (t)]

+
1

2

�Z t

0

g01 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g02 (�) k5v (t)k
2 d�

�

+ kutk
2 + kvtk

2

=
d

dt

Z




jujp+1 jvjq+1 dx

olur. Buradan

d

dt

�
1

2

�
kutk

2 + kvtk
2�+

1

2

�
M
�
kOuk2

�
+M

�
kOvk2

��

+
1

2
((g1 � 5u) (t) + (g2 � 5v) (t))�

1

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t)k
2 d�

�

�

Z




jujp+1 jvjq+1 dx

�

= �kutk
2 + kvtk

2 +
1

2
[(g01 � 5u) (t) + (g

0
2 � 5v) (t)]

�
1

2

�Z t

0

g01 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g02 (�) k5v (t)k
2 d�

�
:
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d¬r.

E (t) =
1

2

�
kutk

2 + kvtk
2�+

1

2

�
M
�
kOuk2

�
+M

�
kOvk2

��

�
1

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t)k
2 d�

�

+
1

2
((g1 � 5u) (t) + (g2 � 5v) (t))�

Z




jujp+1 jvjq+1 dx: (4.2.13)

al¬n¬rsa,

d

dt
E (t) = �kutk

2 + kvtk
2 +

1

2
[(g01 � 5u) (t) + (g

0
2 � 5v) (t)]

�
1

2

�Z t

0

g01 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g02 (�) k5v (t)k
2 d�

�

E 0 (t) = �
�
kutk

2 + kvtk
2�+

1

2
[(g01 � 5u) (t) + (g

0
2 � 5v) (t)]

�
1

2

�Z t

0

g01 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g02 (�) k5v (t)k
2 d�

�

� 0 (4.2.14)

E (t)� E (0) = �

Z t

0

�
kusk

2 + kvsk
2� ds+

1

2

Z t

0

[(g01 � 5u) (s) + (g
0
2 � 5v) (s)] ds

�
1

2

Z t

0

�Z t

0

g01 (�) k5u (t)k
2 d� +

Z t

0

g02 (�) k5v (t)k
2 d�

�
ds

� �

Z t

0

�
kusk

2 + kvsk
2� ds:

olur. Bu ifadenin (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

E (t) � E (0)�

Z t

0

�
kusk

2 + kvsk
2� ds (4.2.15)

elde edilir.

Lemma 4.2.2 gi (t), (A1) � (A2) varsay¬mlar¬n¬ sa¼glayan bir fonksiyon ve H (t)

iki kez diferansiyellenebilir sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda 8t 2 [0; T0) için
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(u (x; t) ; v (x; t)), (4.1.1) probleminin çözümü

8
<

:
H 00 (t) +H 0 (t) > 2

R t
0
g (t� �)

R


[5u (� ; x)5 u (t; x) +5u (� ; x)5 u (t; x)] dxd�

H (0) > 0; H 0 (0) > 0

(4.2.16)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsaH(t) fonksiyonu [0; T0) aral¬¼g¬nda kesinlikle artand¬r(Wang 2009):

·Ispat.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬ diferansiyel denklemi alal¬m:

8
<

:
h00 (t) + h0 (t) = 2

R t
0
g (t� �)

R


[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�

h (0) = H (0) ; h
0

(0) = 0:

Bu diferansiyel denklemin çözümü homojen ve özel çözümlerin toplam¬d¬r. Yani

h (t) = hh + hp d¬r.

Şimdi homojen k¬sm¬n çözümünü bulal¬m:

r2 + r = 0) r (r + 1) = 0; r1 = 0; r2 = �1

den

hh = c1 + c2e
�t

d¬r.

Şimdi hp yi de¼gi̧sen parametreler yöntemi ile bulal¬m

8
<

:
c01 + c02e

�t = 0

c01:0 + c
0
2e
�t = 2

R t
0
g (t� �)

R


[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�

d¬r. Buradan c2 yi bulal¬m

c02 = �2e
t

Z t

0

g (t� �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�

bir sonraki ad¬mda (0; t) aral¬¼g¬nda integral alaca¼g¬m¬z için kar¬̧s¬kl¬¼g¬ önlemek amac¬yla

t yerine � yazarsak

c02 = �2

Z �

0

e�g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�
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olur. Her iki taraf¬n (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬narak

c2 = �2

Z t

0

Z �

0

e�g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

bulunur.

Şimdi c1 i bulal¬m

c
0

1 = �c
0

2e
�t = 2

Z t

0

g (t� �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�

= 2

Z �

0

g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�

her iki taraf¬n (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬narak

c1 = 2

Z t

0

Z �

0

g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

bulunur. Böylece homojen k¬sm¬n çözümü

hp = c1 + c2e
�t

= 2

Z t

0

Z �

0

g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

�2e�t
Z t

0

Z �

0

e�g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

= 2

Z t

0

Z �

0

g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

�2

Z t

0

Z �

0

e��tg (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

= 2

Z t

0

Z �

0

�
1� e��t

�
g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

olur. Diferansiyel denklemin çözümü h (t) = hh + hp oldu¼gundan

h (t) = c1 + c2e
�t (4.2.17)

+2

Z t

0

Z �

0

�
1� e��t

�
g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

olur. Ayr¬ca h (0) = c1 + c2 dir.

h
0

(t) = �c2e
�t

+
d

dt
2

Z t

0

Z �

0

�
1� e��t

�
g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�
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ise h0 (0) = �c2 dir. Başlang¬ç koşullar¬ndan h0 (0) = 0 idi. h0 (0) = �c2 = 0 ise c2 = 0

olur. h (0) = c1 + c2 den c1 = h (0) olur. c1 ve c2 yi (4.2.17) de yerine yazal¬m.

h (t) = h (0) + 0:e�t

+2

Z t

0

Z �

0

�
1� e��t

�
g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

= h (0)

+2

Z t

0

Z �

0

�
1� e��t

�
g (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�d�

h0 (t) = 2

Z t

0

Z �

0

e��tg (� � �)

Z




[ru (� ; x)ru (�; x) +rv (� ; x)rv (�; x)] dxd�d�

= 2e�t
Z t

0

Z �

0

e�g (� � �)

Z




ru (� ; x)ru (�; x) dxd�d�

+2e�t
Z t

0

Z �

0

e�g (� � �)

Z




rv (� ; x)rv (�; x) dxd�d�

e� = e
�
2
+ ���

2
+ �
2

= e
�
2 :e

���
2 :e

�
2

yerine yazal¬m.

h0 (t) = 2e�t
Z t

0

Z �

0

e
�
2 :e

���
2 :e

�
2 g (� � �)

Z




ru (� ; x)ru (�; x) dxd�d�

+2e�t
Z t

0

Z �

0

e
�
2 :e

���
2 :e

�
2 g (� � �)

Z




rv (� ; x)rv (�; x) dxd�d�

= 2e�t
Z




Z t

0

e
�
2ru (�; x)

Z �

0

e
���
2 g (� � �) e

�
2ru (� ; x) d�d�dx

+2e�t
Z




Z t

0

e
�
2rv (�; x)

Z �

0

e
���
2 g (� � �) e

�
2rv (� ; x) d�d�dx

(A2) den

h0 (t) � 0
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her t 2 [0; T0) için olur.

h
0

(t) � 0 )

Z t

0

h
0

(t) dt �

Z t

0

0dt

) h (t)� h (0) � 0

) h (t) � h (0)

Yard¬mc¬ diferansiyel denklemimizden h (0) = H (0) oldu¼gundan h (t) � h (0) = H (0)

olur. Lemma 4.2.1 den H 0 (0) > 0 idi.

Yard¬mc¬ denklemimizden h0 (0) = 0 ise H 0 (0) > 0 = h0 (0) buradan H 0 (0) > h0 (0)

olur. t = 0 için göstermi̧s olduk.

Şimdi t > 0 için yani H
0

(t) > h
0

(t) oldu¼gunu çeli̧ski yöntemiyle gösterece¼giz.

Öncelikle t > 0 için H
0

(t) > h
0

(t), t > 0 eşitsizli¼ginin do¼gru olmad¬¼g¬n¬ varsayal¬m,

bu da aşa¼g¬daki gibi bir t0 zaman¬n¬n

t0 = min
n
t > 0 : H

0

(t) = h
0

(t)
o

oldu¼gu anlam¬na gelir.

Lemma 4.2.2 ve yard¬mc¬ denklemimizin çözümünden, t0 > 0 ve H
0

(t0) > h
0

(t0)

koşullar¬n¬ kullanarak ispata başlayal¬m.

8
<

:
H

00

(t) +H
0

(t) > 2
R t
0
g (t� �)

R


[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�

H (0) > 0; H
0

(0) > 0

8
<

:
h
00

(t) + h
0

(t) = 2
R t
0
g (t� �)

R


[ru (� ; x)ru (t; x) +rv (� ; x)rv (t; x)] dxd�

h (0) = H (0) ; h
0

(0) = 0

eşitsizliklerin sa¼g taraf¬ eşit oldu¼gundan

H
00

(t) +H
0

(t) > h
00

(t) + h
0

(t)

yard¬mc¬ diferansiyel denklemden

h (0) = H (0) ise H (0)� h (0) = 0

H
0

(0) > h
0

(0) ise H
0

(0)� h
0

(0) > 0
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yard¬mc¬ denklemden h
0

(0) = 0

Lemma 4.2.2 den H
0

(0) > 0

9
=

;

ise

H
0

(0) > h
0

(0) ise H
0

(0)� h
0

(0) > 0

olur. 8
>><

>>:

H
00

(t) +H
0

(t) > h
00

(t) + h
0

(t)

H (0)� h (0) = 0

H
0

(0)� h
0

(0) > 0

(4.2.18)

Bu denklemi çözelim.

H
00

(t)� h
00

(t) +H
0

(t)� h
0

(t) > 0 eşitsizli¼gini H
0

(t)� h
0

(t) 6= 0 a bölelim.

H
00

(t)� h
00

(t)

H 0 (t)� h0 (t)
+
H

0

(t)� h
0

(t)

H 0 (t)� h0 (t)
> 0

H
00

(t)� h
00

(t)

H 0 (t)� h0 (t)
+ 1 > 0

(0; t0) aral¬¼g¬nda integral alal¬m.

Z t0

0

H
00

(t)� h
00

(t)

H 0 (t)� h0 (t)
dt+

Z t0

0

1dt > 0

ln
h
H

0

(t)� h
0

(t)
���
t0

0
+ [tjt00 > 0

ise

ln
h
H

0

(t0)� h
0

(t0)
i
� ln

h
H

0

(0)� h
0

(0)
i
+ [t0 � 0] > 0;

ln
H

0

(t0)� h
0

(t0)

H 0 (0)� h0 (0)

> �t0 ise
H

0

(t0)� h
0

(t0)

H 0 (0)� h0 (0)

> e�t0

H
0

(t0)�h
0

(t0) > e�t0
�
H

0

(0)� h
0

(0)
�
eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ (4.2.18) den pozitiftir:

H
0

(t0) � h
0

(t0) > 0 ise H
0

(t0) > h
0

(t0) olur. Halbuki biz eşit kabul etmi̧stik.

Çeli̧ski elde ettik. O halde H
0

(t0) > h
0

(t0) d¬r.
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H
0

(t) > h
0

(t), t � 0 için sa¼glan¬r. Böylece H (t) kesinlikle artand¬r.

Lemma 4.2.3. (u0; v0) 2 (H1
0 (
) \H

2 (
)) � (H1
0 (
) \H

2 (
)) ; (u1; v1) 2

H1
0 (
)�H1

0 (
) ve Z




(u0u1 + v0v1) dx � 0 (4.2.19)

başlang¬ç koşullar¬ alt¬nda (4.1.1) probleminin (u (t) ; v (t)) lokal çözümü [0; T ) ar-

al¬¼g¬nda

I (u (t) ; v (t)) < 0;

şartlar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda [0; T ) aral¬¼g¬nda H (t) = ku (t; :)k22+kv (t)k
2
2 kesinlikle

artand¬r.

·Ispat. (4.1.1) probleminin lokal çözümü (u (t) ; v (t)) ve

I (t) =M
�
kru (t)k2

�
kruk2+M

�
krv (t)k2

�
krvk2�(p+ q + 2)

Z




jujp+1 jvjq+1 dx < 0;

olmak üzere basit bir hesaplamayla

H (t) = ku (t; :)k22 + kv (t; :)k
2
2

=

Z




ju (t)j2 dx+

Z




jv (t)j2 dx (4.2.20)

den
1

2

d

dt
H (t) =

Z




uutdx+

Z




vvtdx (4.2.21)

ve

1

2

d2

dt2
H (t)

=

Z




jutj
2 dx+

Z




uuttdx+

Z




jvtj
2 dx+

Z




vvttdx

=

Z




jutj
2 dx+

Z




jvtj
2 dx

+

Z




u

�
M
�
kOuk2

�
4 u�

Z t

0

g1 (t� �)4 u (�) d� � ut + (p+ 1) jvj
q+1 jujp�1 u

�
dx

+

Z




v

�
M
�
kOvk2

�
4 v �

Z t

0

g2 (t� �)4 v (�) d� � vt + (q + 1) juj
p+1 jvjq�1 v

�
dx
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=

Z




jutj
2 dx+

Z




jvtj
2 dx

| {z }
>0

+

Z




uM
�
kOuk2

�
4 udx

�

Z




u

Z t

0

g1 (t� �)4 u (�) d�dx�

Z




uutdx+

Z




u (p+ 1) jvjq+1 jujp�1 udx

+

Z




vM
�
kOvk2

�
4 vdx�

Z




v

Z t

0

g2 (t� �)4 v (�) d�dx

�

Z




vvtdx+

Z




v (q + 1) jujp+1 jvjq�1 vdx

�

Z




M
�
kOuk2

�
u4 udx�

Z




Z t

0

g1 (t� �) u4 u (�) d�dx

�

Z




uutdx+

Z




(p+ 1) jvjq+1 jujp�1 udx

+

Z




M
�
kOvk2

�
v4 vdx�

Z




Z t

0

g2 (t� �) v4 v (�) d�dx

�

Z




vvtdx+

Z




(q + 1) jujp+1 jvjq�1 vdx

(4.2.22)

(4.2.22) de birinci, ikinci, beşinci ve alt¬nc¬ terimlere Green eşitli¼gi uygulan¬rsa

=

Z




�
M
�
kOuk2

�
j5uj2 +M

�
kOvk2

�
j5vj2

�
dx+

Z




(p+ q + 2) jujp+1 jvjq+1 dx

�

Z




(uut + vvt) dx+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




Ou (�)Ou (t) dxd�

+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




Ov (�)Ov (t) dxd�

= �I (u; v)| {z }
>0

�

Z




(uut + vvt) dx+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




Ou (�)Ou (t) dxd�

+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




Ov (�)Ov (t) dxd�

> �

Z




(uut + vvt) dx+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




Ou (�)Ou (t) dxd�

+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




Ov (�)Ov (t) dxd�

= �
1

2

dH

dt
+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




Ou (�)Ou (t) dxd�

+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




Ov (�)Ov (t) dxd�
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eşitsizlikler düzenlenirse

1

2

d2H

dt2
> �

1

2

dH

dt
+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




Ou (�)Ou (t) dxd�

+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




Ov (�)Ov (t) dxd�

1

2

d2H

dt2
+
1

2

dH

dt
>

Z t

0

g1 (t� �)

Z




Ou (�)Ou (t) dxd�

+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




Ov (�)Ov (t) dxd� :

Lemma 4.2.2 den Lemma 4.2.3 ün ispat¬ tamamlan¬r.

Böylece H (t) = ku (t; :)k22 + kv (t; :)k
2
2 ; [0; T ) üzerinde kesinlikle artand¬r.

Teorem 4.2.1 (A1) � (A3) varsay¬mlar¬ alt¬nda, (u0; v0) 2 (H1
0 (
) \H

2 (
)) �

(H1
0 (
) \H

2 (
)) ve (u1; v1) 2 H1
0 (
)�H1

0 (
) başlang¬ç koşullar¬yla ve

E (0) > 0; (4.2.23)

I (u0; v0) < 0; (4.2.24)

Z




(u0u1 + v0v1) dx � 0; (4.2.25)

ku0k
2 + kv0k

2 �
(p+ q + 2) �

min fm1;m2g
E (0) ; (4.2.26)

şartlar¬ sa¼glans¬n. Böylece (4.1.1) probleminin çözümü T < 1 zaman¬nda patlar.

Yani

lim
t!T�

�
kutk

2 + kvtk
2� =1;

d¬r. Burada �, 
 üzerinde Poincaré eşitsizli¼gi sabitidir.

Lemma 4.2.4. (u0; v0) 2 (H
1
0 (
) \H

2 (
)) � (H1
0 (
) \H

2 (
)) ve (u1; v1) 2

H1
0 (
) � H1

0 (
) başlang¬ç koşullar¬yla ve Teorem 4.2.1 in varsay¬mlar¬ sa¼glan¬rsa,

(4.1.1) probleminin çözümü (u (x; t) ; v (x; t)) olmak üzere 8 t 2 [0; T ) için

I (u (t; x) ; v (t; x)) < 0; (4.2.27)

ku (t)k2 + kv (t)k2 �
(p+ q + 2) �

min fm1;m2g
E (0) ; (4.2.28)

sa¼glan¬r.
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·Ispat. Lemmam¬z¬n ispat¬n¬ çeli̧ski yöntemiyle ispatlayaca¼g¬z. Öncelikle (4.2.27)

nin [0; T ) aral¬¼g¬nda do¼gru olmad¬¼g¬n¬ kabul edelim. Bu aşa¼g¬daki gibi bir t1 zaman¬n¬n

t1 = min ft 2 (0; T ) : I (u; v) = 0g > 0; (4.2.29)

oldu¼gu anlam¬na gelir.

I (u; v) < 0 den, [0; t1) aral¬¼g¬nda ve Lemma 4.2.3 ile H (t) = ku (t; :)k
2
2+kv (t; :)k

2
2,

[0; t1) aral¬¼g¬nda kesinlikle artand¬r ki bu,

H (t) = ku (t; :)k22 + kv (t; :)k
2
2

> ku0k
2 + kv0k

2

�
(p+ q + 2) �

min fm1;m2g
E (0)

yaz¬labilir.

Buradan H (t) = ku (t; :)k22 + kv (t; :)k
2
2, [0; t1) üzerinde süreklidir. Böylece aşa¼g¬da

verilen eşitsizlik elde edilir.

H (t1) = ku (t1; :)k
2
2 + kv (t1; :)k

2
2 �

(p+ q + 2) �

min fm1;m2g
E (0) : (4.2.30)

Di¼ger yandan, (4.2.13) enerji fonksiyonelinden

E (t1) =
1

2

�
kutk

2 + kvtk
2�+

1

2

�
M
�
kOuk2

�
+M

�
kOvk2

��

�
1

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t1)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t1)k
2 d�

�

+
1

2
((g1 � 5u) (t1) + (g2 � 5v) (t1))�

Z




jujp+1 jvjq+1 dx

ve (4.2.6) dan

E (t1) � E (0)�

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d�

yaz¬labilir. Buradan

E (0) � E (t1) +

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d�

=
1

2

�
kutk

2 + kvtk
2�

| {z }
>0

+
1

2

�
M
�
kOuk2

�
+M

�
kOvk2

��
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�
1

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t1)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t1)k
2 d�

�

+
1

2
((g1 � 5u) (t1) + (g2 � 5v) (t1))

�

Z




jujp+1 jvjq+1 dx+

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d�

| {z }
>0

�
1

2

�
M
�
kOuk2

�
+M

�
kOvk2

��

�
1

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t1)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t1)k
2 d�

�

�

Z




jujp+1 jvjq+1 dx

olur. I (u; v) =M
�
kru (t)k2

�
kruk2+M

�
krv (t)k2

�
krvk2�(p+ q + 2)

R


jujp+1 jvjq+1 dx

idi I (u; v) = 0 kabulünden
R


jujp+1 jvjq+1 dx yerine

Z




jujp+1 jvjq+1 dx =
1

p+ q + 2

�
M
�
kru (t1)k

2� kruk2 +M
�
krv (t1)k

2� krvk2
�

=
1

p+ q + 2

�
p+ q + 2

2
M
�
kOu (t1)k

2�+
p+ q + 2

2
M
�
kOv (t1)k

2�

�
p+ q + 2

2

�Z t

0

g1 (�)

Z




k5u (t1)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�)

Z




k5v (t1)k
2 d�

�

�M
�
kru (t1)k

2� kru (t1)k
2 �M

�
krv (t1)k

2� krv (t1)k
2�

yaz¬labilir. O halde eşitsizli¼gimiz

(p+ q + 2)E (0) �
p+ q + 2

2
M
�
kOu (t1)k

2�+
p+ q + 2

2
M
�
kOv (t1)k

2�

�
p+ q + 2

2

�Z t

0

g1 (�) k5u (t1)k
2 d� +

Z t

0

g2 (�) k5v (t1)k
2 d�

�

�M
�
kru (t1)k

2� kru (t1)k
2 �M

�
krv (t1)k

2� krv (t1)k
2

�
p+ q + 2

2
M
�
kOu (t1)k

2�

�

�
M
�
kru (t1)k

2�+
p+ q + 2

2

Z t

0

g1 (�) d�

�
kOu (t1)k

2

+
p+ q + 2

2
M
�
kOv (t1)k

2�

�

�
M
�
krv (t1)k

2�+
p+ q + 2

2

Z t

0

g2 (�) d�

�
k5v (t1)k

2

yaz¬l¬r. Lemma 4.1.1 den

p+ q + 2

2
M (s)�

�
M (s) +

p+ q + 2

2

Z 1

0

gi (�) d�

�
s � mis; 8s � 0
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Ayşe F·IDAN

idi. O halde eşitsizli¼gimiz

(p+ q + 2)E (0)

� m1 kOu (t1)k
2 +m2 k5v (t1)k

2

� min fm1;m2g
�
kOu (t1)k

2 + k5v (t1)k
2�

olur. Poincaré eşitsizli¼gi ile birlikte

(p+ q + 2)E (0) � min fm1;m2g
1

�

�
ku (t1)k

2 + kv (t1)k
2�

H (t1) = ku (t1)k
2 + kv (t1)k

2 �
(p+ q + 2) �

min fm1;m2g
E (0)

olur. Bu durumda her t 2 [0; T ) için çeli̧ski elde ettik. Lemma 4.2.4 ün ispat¬ tamam-

lan¬r.

Teorem 4.2.1 in ·Ispat¬

Teoremi 1974 de Levine taraf¬ndan literatüre geçen konkavl¬k metodu ile ispatlay-

aca¼g¬z.

Yard¬mc¬ bir fonksiyon tan¬mlayal¬m:

F (t) = ku (t)k2 + kv (t)k2 +

Z t

0

�
ku (�)k2 + kv (�)k2

�
d�

+(t2 � t)
�
ku0k

2 + kv0k
2�+ � (t3 + t)2 (4.2.31)

burada t2; t3 ve � pozitif sabitler olup daha sonra tan¬mlanacak.

Fonksiyonumuzun bir ve iki kez türevlerini alal¬m.

F 0 (t) = 2

Z




(uut + vvt) dx+

Z t

0

Z




(uu� + vv� ) dxd� � ku0k
2 � kv0k

2

�
�
ku0k

2 + kv0k
2�+ 2� (t3 + t) ;

1

2
F 0 (t) =

Z




(uut + vvt) dx+

Z t

0

Z




(uu� + vv� ) dxd� + � (t3 + t) (4.2.32)
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ve

1

2
F 00 (t) =

Z




�
u2t + v2t

�
dx+

Z




(uutt + vvtt) dx+

Z




(uut + vvt) dx+ �

= kutk
2 + kvtk

2 +

Z




M
�
kruk2

�
u�udx

�

Z t

0

g1 (t� �)

Z




u4 u (�) dxd�

�

Z




(uut + vvt) dx+ (p+ 1)

Z




jvjq+1 jujp+1 dx

+

Z




M
�
kOvk2

�
v4 vdx+

Z




(uut + vvt) dx+ �

�

Z t

0

g2 (t� �)

Z




v4 v (�) dxd�

+(q + 1)

Z




jujp+1 jvjq+1 dx

elde ederiz. Green teoreminden

1

2
F 00 (t) = kutk

2 + kvtk
2 �

Z




M
�
kruk2

�
5 u5 udx

+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5u5 u (�) dxd�

�

Z




M
�
krvk2

�
5 v5 vdx+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5v5 v (�) dxd�

+(p+ q + 2)

Z




jujp+1 jvjq+1 dx+ �

= kutk
2 + kvtk

2 �M
�
kruk2

� Z




(5u)2 dx

+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5u (5u (�)�5u (t) +5u (t)) dxd�

�M
�
krvk2

� Z




(5v)2 dx+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5v (5v (�)�5v (t) +5v (t)) dxd�

+(p+ q + 2)

Z




jujp+1 jvjq+1 dx+ �

= kutk
2 + kvtk

2 �M
�
kruk2

�
k5uk2 +

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5u (5u (�)�5u (t)) dxd�

+

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5u5 u (t) dxd� �M
�
krvk2

�
k5vk2

+

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5v (5v (�)�5v (t)) dxd� +

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5v5 v (t) dxd�

+(p+ q + 2)

Z




jujp+1 jvjq+1 dx+ �
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olur.

F 00 (t) > 2
�
kutk

2 + kvtk
2�� 2M

�
kruk2

�
k5uk2

+2

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5u (5u (�)�5u (t)) dxd�

+2

Z t

0

g1 (t� �) k5u (t)k2 d� � 2M
�
krvk2

�
k5vk2

+2

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5v (5v (�)�5v (t)) dxd�

+2

Z t

0

g2 (t� �) k5v (t)k2 d�

+2 (p+ q + 2)

Z




jujp+1 jvjq+1 dx+ 2� (4.2.33)

Dördüncü ve alt¬nc¬ terimlere Young eşitsizli¼gi uygulayal¬m:

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5u (5u (�)�5u (t)) dxd�

= �

Z t

0

g1 (t� �)

Z




5u (5u (t)�5u (�)) dxd�

� �

�Z t

0

g1 (t� �)

Z




(5u)2 dxd� +
1

4

Z t

0

g1 (t� �)

Z




(5u (t)�5u (�))2 dxd�

�

= �

Z t

0

g1 (�) k5uk
2 d� �

1

4
(g1 � 5u) (t)

ve

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5v (5v (�)�5v (t)) dxd�

= �

Z t

0

g2 (t� �)

Z




5v (5v (t)�5v (�)) dxd�

� �

�Z t

0

g2 (t� �)

Z




(5v)2 dxd� +
1

4

Z t

0

g2 (t� �)

Z




(5v (t)�5v (�))2 dxd�

�

= �

Z t

0

g2 (�) k5vk
2 d� �

1

4
(g2 � 5v) (t)

olur.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bunlar (4.2.33) te yerine yaz¬l¬rsa ve (4.2.13) ten

F 00 (t) � (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�� 2M

�
kruk2

�
k5uk2

� (p+ q + 2)

Z t

0

g1 (�) k5uk
2 d� +

�
p+ q +

3

2

�
(g1 � 5u) (t)

�2M
�
krvk2

�
k5vk2 �

Z t

0

g2 (�) k5vk
2 d� +

�
p+ q +

3

2

�
(g2 � 5v) (t)

�2 (p+ q + 2)E (t) + (p+ q + 2)M
�
kru (t)k2

�
+ (p+ q + 2)M

�
krv (t)k2

�
+ 2�

� (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�+ (p+ q + 2)M

�
kru (t)k2

�

�2M
�
kruk2

�
k5uk2

� (p+ q + 2)

Z t

0

g1 (�) k5uk
2 d� + (p+ q + 2)M

�
krv (t)k2

�

�2M
�
krvk2

�
k5vk2

�

Z t

0

g2 (�) k5vk
2 d� � 2 (p+ q + 2)E (t) + 2�

= (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�

+2

�
(p+ q + 2)

2
M
�
kru (t)k2

�
�M

�
kruk2

�
k5uk2 �

(p+ q + 2)

2

Z t

0

g1 (�) k5uk
2 d�

�

+2

�
(p+ q + 2)

2
M
�
krv (t)k2

�
�M

�
krvk2

�
k5vk2 �

(p+ q + 2)

2

Z t

0

g2 (�) k5vk
2 d�

�

�2 (p+ q + 2)E (t) + 2�

� (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�+ 2m1 kruk

2 + 2m2 krvk
2 � 2 (p+ q + 2)E (t) + 2�

� (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�+ 2min fm1;m2g

�
kru (t)k2 + krv (t)k2

�

�2 (p+ q + 2)E (t) + 2� (4.2.34)

olur. (4.2.15) dikkate al¬narak

�E (t) � �E (0) +

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d�

yaz¬labilir. Bu eşitsizlik (4.2.34) te yaz¬l¬rsa

F 00 (t) � (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�+ 2min fm1;m2g

�
kru (t)k2 + krv (t)k2

�

+2 (p+ q + 2)

�
�E (0) +

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d�

�
+ 2�

= (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�+ 2min fm1;m2g

�
kru (t)k2 + krv (t)k2

�

�2 (p+ q + 2)E (0) + 2 (p+ q + 2)

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d� + 2� (4.2.35)
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olur. Sobolev Poincaré eşitsizli¼gi uygulan¬rsa:

F 00 (t) � (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�+ 2min fm1;m2g

1

�

�
ku (t)k2 + kv (t)k2

�

�2 (p+ q + 2)E (0) + 2 (p+ q + 2)

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d� + 2�

olur. Lemma 4.2.3. ve (4.2.26) dan

F 00 (t) � (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�+ 2min fm1;m2g

1

�

�
ku0k

2 + kv0k
2�

�2 (p+ q + 2)

�
E (0)�

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d�

�
+ 2�

� 0 (4.2.37)

oldu¼gu görülür. Buradan 8t 2 (0; T ) için F 00 (t) > 0 olur. Böylece

F 00 (t) > 0 ise

Z t

0

F 00 (t) dt > 0 ise [F 0 (t)jt0 > 0 ise F
0 (t)� F 0 (0) > 0 ise F 0 (t) > F 0 (0) ;

F 0 (0) > 0 oldu¼gundan F 0 (t) > 0

F 0 (t) > 0 ise

Z t

0

F 0 (t) dt > 0 ise [F (t)jt0 > 0 ise F (t)� F (0) > 0 ise F (t) > F (0) ;

F (0) > 0 oldu¼gundan F (t) > 0

Buradan F 0 (t) � 0 ve F (t) � 0: Böylece F 0 (t) ve F (t) fonksiyonlar¬n¬n [0; T )

aral¬¼g¬nda kesin artan oldu¼gunu elde ederiz.

Şimdi t1, t2 ve � pozitif sabitlerini tan¬mlayal¬m.

Teoremin koşullar¬ndan (4.2.26) dan ku0k
2
2+kv0k

2
2 >

2(p+q+2)�
minfm1;m2g+p+q+2

E (0) oldu¼gun-

dan

min fm1;m2g
�
ku0k

2 + kv0k
2�� (p+ q + 2) �E (0) > 0:

Böylece, � y¬ yeterince küçük seçersek

� (p+ q + 2) < min fm1;m2g
�
ku0k

2 + kv0k
2�� (p+ q + 2) �E (0) (4.2.38)
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olur. Sonuç olarak,

F 00 (t) � (p+ q + 4)
�
kutk

2 + kvtk
2�

+2 (p+ q + 2)

Z t

0

�
ku�k

2 + kv�k
2� d� + (p+ q + 4) �: (4.2.39)

t3 ü
p+ q

2

�Z




(u0u1 + v0v1) dx+ �t3

�
> ku0k

2 + kv0k
2 (4.2.40)

olacak şekilde yeterince büyük seçebiliriz.

(4.2.31), (4.2.32) ve (4.2.40) dan

t2 >
ku0k

2 + kv0k
2

p+q
2

�R


(u0u1 + v0v1) dx+ �t3

� (4.2.41)

=
F (0)
p+q
2

F 0(0)
2

=
4

p+ q

F (0)

F 0 (0)
:

Şimdi

A = ku (t)k2 + kv (t)k2 +

Z t

0

�
ku (�)k2 + kv (�)k2

�
d� + � (t3 + t)2 ;

B =
1

2
F 0 (t) =

Z




(uut + vvt) dx+

Z t

0

Z




(uu� + vv� ) dxd� + � (t3 + t) ;

C = kut (t)k
2 + kvt (t)k

2 +

Z t

0

�
ku� (�)k

2 + kv� (�)k
2� d� + �

olsun. (4.2.32) ve basit bir hesaplamayla, 8 s 2 R için

As2 � 2Bs+ C =

�
ku (t)k2 + kv (t)k2 +

Z t

0

�
ku (�)k2 + kv (�)k2

�
d� + � (t3 + t)2

�
s2

�2

�Z




(uut + vvt) dx+

Z t

0

Z




(uu� + vv� ) dxd� + � (t3 + t)

�
s

+ kut (t)k
2 + kvt (t)k

2 +

Z t

0

�
ku� (�)k

2 + kv� (�)k
2� d� + �
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As2 � 2Bs+ C = ku (t)k2 s2 � 2s

Z




uutdx+ kut (t)k
2 + kv (t)k2 s2

�2s

Z




vvtdx+ kvt (t)k
2 + s2

Z t

0

ku (�)k2 d�

�2s

Z t

0

Z




uu�dxd� +

Z t

0

ku� (�)k
2 d�

+s2
Z t

0

kv (�)k2 d� � 2s

Z t

0

Z




vv�dxd�

+

Z t

0

kv� (�)k
2 d� + s2� (t3 + t)2 � 2s� (t3 + t) + �

=

Z




�
s2 (u (t))2 � 2suut + (ut (t))

2� dx

+

Z




�
s2 (v (t))2 � 2svvt + (vt (t))

2� dx

+

Z t

0

Z




�
s2 (u (�))2 � 2suu� + (u� (�))

2� dxd�

+

Z t

0

Z




�
s2 (v (�))2 � 2svv� + (v� (�))

2� dxd�

+�
�
s2 (t3 + t)2 � 2s (t3 + t) + 1

�

=

Z




(su (t)� ut (t))
2 dx+

Z




(sv (t)� vt (t))
2 dx

+

Z t

0

Z




(su (�)� u� (�))
2 dxd�

+

Z t

0

Z




(sv (�)� v� (�))
2 dxd� + � (s (t3 + t)� 1)2

� 0

elde ederiz. Bunun daima s¬f¬rdan büyük olmas¬ için reel köklerinin olmamas¬ gerekir.

Reel kök olmamas¬ için de � < 0 olmas¬ gerekir ki bu;

4B2 � 4AC � 0;

B2 � AC � 0

demektir.

Her t 2 [0; T ) için (4.1.1) probleminin çözümü (u; v) olmak üzere

F (t) � A ise A � F (t)

F 00 (t) � (p+ q + 4)C ise C �
F 00 (t)

(p+ q + 4)
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ve

B2 � AC �

�
1

2
F 0 (t)

�2
� F (t)

F 00 (t)

(p+ q + 4)

(p+ q + 4)
�
B2 � AC

�
�

(p+ q + 4)

4
(F 0 (t))

2
� F (t)F 00 (t)

F (t)F 00 (t)�
(p+ q + 4)

4
(F 0 (t))

2
� � (p+ q + 4)

�
B2 � AC

�

� (p+ q + 4)
�
AC �B2

�

düzenlemeler yap¬l¬rsa

F (t)F 00 (t)�
(p+ q + 4)

4
(F 0 (t))

2
� 0

ve � = p+q
4
> 0; p+q+4

4
> 1 al¬n¬rsa

F (t)F 00 (t)� (1 + �) (F 0 (t))
2
� 0

elde ederiz. Ayn¬ zamanda

d

dt

�
F�� (t)

�
= ��F���1F 0 < 0;

d2

dt2
�
F�� (t)

�
= �� (��� 1)F���2F 0F 0 � �F���1F 00

= � (� + 1)F���2 (F 0)
2
� �F���1F 00

= ��F���2
h
F 00F � (1 + �) (F 0)

2
i

olur. Her t 2 [0; T ) aral¬¼g¬ içinde F���2 > 0 ve F 00F � (1 + �) (F 0)2 > 0 oldu¼gundan

d2

dt2
�
F�� (t)

�
< 0

olur. O halde F�� fonksiyonu konkav olur.

F�� konkav fonksiyon oldu¼gundan

d2F��

dt2
� 0

diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼glar ve bu eşitsizlik için gerekli integrallerin al¬nmas¬ ile

F� (t) �
F�+1 (0)

F (0)� t�F 0 (0)
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eşitsizli¼gi elde edilir. Burada F (0) > 0 koşuluyla sonlu bir T > 0 zaman¬ mevcuttur

ve bu zaman

T =
F (0)

�F 0 (0)
> 0

d¬r. Burada

� =
p+ q

4

oldu¼gundan

t! T �
4

p+ q

F (0)

F 0 (0)
� t2

olur. Buradan

lim
t!T�

kuk2 + kvk2 +

Z t

0

�
ku� (� ; x)k

2 + kv� (� ; x)k
2� d� =1;

lim
t!T�

kuk2 + kvk2 =1

d¬r. Böylece Teorem 4.2.1 in ispat¬ tamamland¬.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇLAR

Bu çal¬̧smada (4.1.1) probleminin çözümlerinin patlamas¬ Konkavl¬k metodundan
faydalan¬larak gösterilmi̧stir. Çözümlerin patlamas¬ farkl¬ metotlar kullan¬larak çal¬̧s¬la-
bilir. Ayr¬ca (4.1.1) probleminin enerji azalmas¬, üstel büyümesi gibi matematiksel
özellikleri de çal¬̧s¬labilir.
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