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OZET

VISKOELASTIK DENKLEM SISTEMININ COZUMLERININ PATLAMASI
YUKSEK LISANS TEZi

Ayse FIDAN

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2017

Bu tezin ilk boliimiinde diferansiyel denklemler hakkinda bilgi verilmis
olup basit anlamda blow up ve konkavlik karsilagtirilmistir.

Ikinci béliimde denklem hakkinda bilgi verilecek olup ¢dziimlerin patlamasi
ile ilgili glinlimiize kadar yapilan ¢caligmalar tarihi gelisimiyle ele alinmustir.

Uciincii béliimde tez boyunca gerekli olan temel tanmim, teorem ve
esitsizlikler verilmistir.

Dordiincii boliimde ise zayif dampig terim igeren viskoelastik denklem
sisteminin pozitif baslangi¢ enerjisi igin ¢dziimlerinin patlamasi caligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Patlama, Viskoelastik denklem, Zayif damping terim.

II1



ABSTRACT

BLOW UP OF SOLUTIONS FOR A SYSTEM OF VISCOELASTIC
EQUATION

MASTER THESIS

Ayse FIDAN

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2017

In the first chapter of this thesis, differential equations are given, but in a
simple sense, blow up and concavity are compared.

In the second chapter, the historical developments of the blow up of
solutions are investigated.

In the third chapter, the basic definitions, theorems and inequalities that
will be used in this thesis are provided.

The fourth chapter is weak damping terms that contain the blow up of
solutions for a system of Viscoelastic wave equation for positive initial energy is
studied.

Keywords: Blow up, Viscoelastic wave equation, Weak damping term.

v



Rn

KISALTMALAR VE SIMGELER

: n boyutlu Euclid uzay1
- R" de smirli bir bolge
: Q bdlgesinin sinir1

: Stirekli fonksiyonlar uzay1
: Sobolev uzay1
: p. mertebeden Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

: Hilbert uzay1

: Laplace operatorii

: Nabla operatorii (Gradiyent)
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1. GIRIS

Uygulamali bilimlerde doganin temel kanunlarinin veya giinliik hayatta kargilagtigimiz
birgok problemin adi veya kismi diferansiyel denklemlerle modellenebilmesi ¢cok 6nem-
lidir. Bu yiizden uygulamali bilimlerde bir ¢ok problem (ki bu fizik, kimya, biyoloji ve
miihendislik alaniyla ilgili problemler olabilir) diferansiyel operatorler iceren denklem-
lerle veya denklem sistemleri ile modellenebilmektedir.

Dogrusal olmayan diferansiyel denklemler dogrusal denklemlere oranla gergek diinya
olaylariyla daha baglantili ve dogrusal diferansiyel denklemler gercek diinya ile ilgili
bircok ozelligi ifade etmekte yetersiz kaldigi icin olusturulan bu modellerin bir ¢ogu
dogrusal olmayan diferansiyel denklemler olur.

Olugturulan bu modellerde amag 6ncelikle bu problemleri matematiksel ifadelerle
formiilize etmek, sonra da bu problemler i¢in yaklagik bir c¢oziim bulmak veya en
azindan coziimiin davranmigiyla ilgili bir fikre sahip olmak. Denklemin iyi taniml bir
¢oziimiinii bulmak icin Hadamard kurali geregi, varlik, teklik ve c¢oziimiin baglangig
degerine siirekli bagimlihig aragtirilmalidir. Bu aragtirmanin en giizel yani ¢oziimiin
sonlu veya sonsuz bir zamanda davranisi her ne kadar ¢oziim tam olarak bilinmese de

¢oziime yonelik bir fikre sahip olmamiz saglamasidir.

1.1. BLOW UP

Blow up matematik problemlerinde patlama anlami tagir. Kabaca, dogrusal ol-
mayan problemlerde zaman sonlu bir 7" > 0 limitine yaklastiginda problemdeki degisken
veya degiskenlerin sonsuza gitmesidir. Degiskenlerin sonsuz biiyiimesinden dolay1 da
¢oziimler global olarak yok olur. Bu olay blow up (¢oziimiin patlamasi) veya global
¢oziimlerin yoklugu olarak adlandirilir.

Blow up adi diferansiyel denklemlerde oldukca temel diizeyde gerceklesmektedir.

Basit bir ornekle ifade edecek olursak reel degiskenli
u = u(t)

i¢in ¢oziimiin patlamasina adi diferansiyel denklemler icin basit bir 6érnek verelim;

baglangi¢ deger probleminin ¢oztimii u (t) = 5 dir. Bu6rnek te t — 27 i¢in u (t) — oo

dir. Buna ¢oziimiin patlamasi (blow up) denir. Buradan adi diferansiyel denklemler

1



1. GIRIS

i¢in ¢oziimlerin patlamasi kavrami genellegtirilebilir. ilk adim olarak p > 1 i¢in «/ (¢) =

uP (t) denklemini verebiliriz. Daha genel olarak

denklemini verebiliriz. Burada f pozitif ve

°°ds<
— <

v f(s)

kosulu altinda siireklidir. Bu sart pozitif baslangic kosuluyla herhangi bir ¢oziimiin
sonlu zamanda blow-up olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir. Adi diferasiyel denklem-
lerdeki bu caligmalar daha karmasgik problemler i¢in arastirmacilara blow-up teorisinin
gelismesine ve ilerlemesine ilham kaynagi olmustur.

Patlama konusu 6zellikle 1960 i yillarda; Kaplan (1963), Friedman (1965) ve Fu-
jita (1966) tarafindan bu konuda genel bir yaklagim verildikten sonra aktif olarak daha
kapsamli aragtirmalar yapilmigtir. Bu aragtirmalarda temel olarak f (u) dogrusal ol-

mayan bir fonksiyondur. Bu durumda

u — Au = f (u)

parabolik ve

uy — Au = f (u)

hiperbolik denklemleri i¢in baglangi¢ sinir deger problemi ele alinmig ve bu problemin
blow up 1 icin yeter kosullar elde edilmistir.
Bu tezin son boliimiinde konkavlik metodu yardimiyla denklemin ¢oziimlerinin pat-

lamasini gosterecegiz. Bu nedenle konkavlik metodunu inceleyelim.

u — Au+ g (ug) = f (u)

seklindeki damping ve kaynak terim igeren denklemlerin patlamasim Levine (1974),
Kalantarov ve Ladyzhenskaya (1978) incelemigtir. Levine g (u;) = u; seklindeki dogrusal
damping i¢in denklemin patlamasini "Konkavlik metodu" olarak bilinen kendi metodu
ile ele almigtir. Konkavlik metodunun temel fikri, problemin lokal ¢oziimiiniin varligi
kogulu altinda tamimlanan, denklemi ve sinir kogullarim temsil eden pozitif bir F' (t)

fonksiyonelini olusturmak ve daha sonra herhangi bir o > 0 sayisi i¢in ¢ zamanina
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bagl bir F’~* konkav fonksiyonu gostermektir. Bunun igin

d>F~(t)

= —aF 72 (4) [FF' = (1+a) F?] <0

olmalidir. Bu da vVt > 0 igin
FF'—(1+a)F?>0

olmasi ile miimkiindiir.

Blow up zamani ise F'(0) > 0 ve F'(0) > 0 igin

£(0)

T
= aF (0)

seklinde elde edilir. Bu metot Levine tarafindan verildi ve bu metod genis bir uygulama
alan1 bulmustur.

Ayrica F~* konkav fonksiyon oldugundan

d>F=
—— <0
a2 —

diferansiyel esitsizligini saglar ve bu esitsizlik i¢in gerekli integrallerin alinmasi ile

o Fet(0)
20 2 5oy = tar 0

esitsizligi elde edilir. F'* (t) fonksiyonu bu yiizden F’ (0) > 0 koguluyla sonlu zamanda

blow up olan bir fonksiyon ile alttan simirhidir. Boylece blow up

£(0)

T =
aF"(0)

> 0

T* zamanindan once veya tam 7™ zamaninda olmalhdir. Bu tartisma kendi bagina
F (t) fonksiyonelinin gergekten blow up oldugunu tespit etmez fakat kesinlikle gosterir
ki ¢oziim klasik anlamda biitiin zamanlar i¢in var olamaz.

Fakat bu metod dogrusal olmayan damping (g (u¢) = uy [ue|” _1) ve kaynak terim
(f(u) =u ]u|q_1) iceren denklemlere uygulanamamaktadir.

Ayni zamanda Kalantarov ve Ladyzhenskaya 1978 yilinda yayimlanan ¢alismalarinda

Levine ¢aligmalarini temel alarak parabolik ve hiperbolik denklemlerinde blow up igin

FF'—(1+a)F? > —aF? - bFF'
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"Genellestirilmis Konkavlik Metodunu" nun coziimlerinin var olmamasi tartismasina
S S G S

nasil genisletilecegini gosterdiler.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Dogrusal olmayan hiperbolik ve parabolik denklemlerde baslangi¢-sinir deger prob-
lemlerinin blow up 1 iizerinde bir ¢ok ¢aligma yapilmig ve giiniimiizde de iizerinde etkin
olarak caligilmaktadir.

Kirchhoff tipi viskoelastik dalga denkleminin basit formu;

uy — M (||Vu||2) Au+ /0 gt —71)Au(r)dr + h(u) = f(u), (2.1)

2012 yilinda Li ve ark. 2015 yilinda Jie ve Fei tarafindan (2.1) denklemi iizerinde gok
yaygin caligilmig ve konkavlik metoduyla denklemin sonlu zamanda patladigi kanitlan-
migtir.

M =1 oldugunda denklemimiz agagidaki forma doniisiir;

utt—Au—i—/otg(t—T)Au(T)dT—i—h(ut):f(u). (2.2)

2003 ve 2006 yillarinda Messaoudi, 2009 yilinda Wang ve 2015 yilinda Lu ve ark.
tarafindan (2.2) denkleminin varligi ve sonlu zamanda patlamasi ¢ahgilmigtir.
Daha sonra (2.1) denklemi sistem olarak M = 1 durumunda asagidaki forma

doniigtir;

utt—Au—i-/tgl (t—7) Au(r)dr +u = fi (u,v),
0 (2.3)

¢
Utt—AU+/gg(t—T)AU(T)dT+vt:fg(u,v).
0

2009 yilinda Han ve Wang (2.3) denklem sisteminin ¢oziimiiniin varhigimi ve patlamasini
caligtilar daha sonra 2010 yilinda Messaoudi ve Houari bu calismaya ek olarak ¢oziimiin
patlamasin gelistirdiler. 2010 yilinda Houari baz1 teknikler kullanarak ¢oziimiin pat-
lamasini pozitif baglangic enerjisi icin geligtirdi.

2011 yihinda Ma ve ark. keyfi pozitif baglangi¢ enerjisi igin (2.3) probleminin
¢Oziimiiniin patlamasini caligtilar.

2011 yilinda Houari ve ark., 2015 ve 2017 yilllarinda Pigkin tarafindan (2.3) prob-

lemi ¢aligilmistir.
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2012 yilinda Wu

t
w = M (I7ull + I90l3) A ut [ o= Burdr+uf ™ w = fi w0),
0

t
o= (Il + Ivel) v+ [ =) B dr+ ol o = a0
0
(2.4)
denklem sistemi ic¢in enerji azalmasini ve ¢oziimiin patlamasimi ¢aligmigtir.

2013 yilinda Li ve ark. giiclii damping terimli viskoelastik dalga denklem sisteminin

¢
utt—M(Hqug)Au—l—/gl(t—T)Au(T)dT—Aut:fl(u,v), 05
0, 2.5
vtt—M(vaHg) Av+/gg (t—71)Av(r)dr — Avy = fo (u,v)
0

enerji azalmasini ¢aligtilar.

2014 yilinda Liu ve ark. aymi denklem sisteminin enerji azalmasini ve ¢dziimiiniin
patlamasini caligtilar.

Bu tez calismasinda zayif damping terimli viskoelastik dalga denklem sistemi-
nin ¢oziimlerinin keyfi pozitif baslangi¢ enerjisi i¢in ¢oziimlerinin patlamasi Konkavlik

metodu kullanilarak elde edilmigtir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar, uzaylar ve egit-
sizlikler yer almaktadir (Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis
2011, Pigkin 2017).

3.1. Normlu Uzay, I¢ Carpim ve Hilbert Uzay:

Tamim 3.1.1. X vektor uzay1 olsun. = € X vektoriinii | 7| reel sayisina

doniigtiiren ve agagidaki sartlar: saglayan reel degerli
I : X —=R

fonksiyonuna X {iizerinde bir norm denir. V7', 3 € X ve Va € K icin
(M) 17 = 0; [ 7] =04 7 =0;

(N2) [la|| = |al [ Z]];

(N3) 17+ G| < 12+ 17| (iggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adim alir ve bu durumda (X, ||.||) ikilisine
bir normiu uzay adi verilir, || 7’| gosterimine de =" in normu denir.

(X, ].]l) normlu uzay olsun. Bu durumda V', ¥ € X igin
d(7,y) =7 -7l
seklinde tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir. Bu metrige normun olug-
turdugu metrik denir.

Tanim 3.1.2. X normlu uzayindaki bir dizi (z,) olsun. Ve > 0 igin m,n > n,
oldugunda

|Tn — zm|| < e

olacak sekilde € na bagh en az bir n. € N dogal sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.3. X normlu uzaymdaki bir dizi (x,) olsun. Bu durumda

lim ||z, —z|| =0

n—oo
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esitligini saglayacak sekilde bir € X varsa (z,) dizisine yakinsak dizi denir ve bu
yakinsama,

Ty — @
ile gosterilir.

Tanim 3.1.4. (X, |.||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi X icinde bir limite sahip

ise (X, |.]|) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.

Tanim 3.1.5. X vektor uzayimnda, ||.||; ve |.||, iki norm olsun. ¢;, ¢z > 0 sabitleri

icin

cr[lzlly < llfly < e flzlly
esitsizligi X uzaymdaki her x noktasi igin gecerli ise, ||.||; ve ||.||, normlar1 denk
normdur.

Tanim 3.1.6. K reel veya karmagik bir vektor uzayi olsun.
(,): X xX—>K

fonksiyonu V u,v € X ve a,b € R icin agagidaki ozellikleri varsa, bu fonksiyona i¢
carpym denir;

(i) (wu) > 05 (u,u) = 0 & u =0,

(ii) (u,v) = (v,u) (burada ¢, ¢ € C nin karmagik eslenigini belirtir),

(iii) (eu+ bv,w) = a (u,w) + b (v,w).

K = R halinde (u,v) = (v,u) oldugu hemen goriiliir.

Bir i¢ carpim ile

D=

2]l = (2, )

tanimlanan |[.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukga kolaydir.
Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tamimlanan uzaya i¢ carpim

denir.

Tamim 3.1.7. Bir (X, (.,.)) i¢ carpim uzaymdaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir
limite sahip ise (X (.,.)) i¢ carpim uzayina Hilbert uzay: denir.
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Tanim 3.1.8. R" de bir nokta z = (z1,...,2,) olsun. Burada norm |z| =

N[

(Z;Ll x?) ve i¢ ¢carpim ise
Ty =i T

dir.

Tanim 3.1.9. X normlu uzay iizerindeki tiim sinirh lineer fonksiyonellerin kiimesi

X in dual uzagpdir. X' veya X* ile gosterilen bu uzay

|f ()]
|fllx = sup “—— < o0
zex 20 [|Z] x

normuyla bir Banach uzayidir. X’ uzaymm duali (X’) = X" seklindeki lineer vektor

uzayidir ve tkinci dual olarak adlandirilir.

Tanmim 3.1.10. X normlu uzayindaki bir (z,,) dizisi
lim ||z, — x|y =0

esitligini saglayacak gekilde bir z € X varsa (x,) dizisi gig¢li yakinsak dizidir. Bu

yakinsama z,, — x seklindedir.

Tanim 3.1.11. (z,,), X normlu uzayindaki bir dizi olsun. Her f € X’ i¢in

n—oo

saglayacak sekilde x € X varsa (z,,) dizisine zayif yakinsak dizi denir ve z,, — x veya

z . .. 7.
r, — x ile gosterilir.

Tanim 3.1.12. (f,), X normlu uzay: iizerinde simirh lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda
(a)
1fo = fIl =0
olacak sekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine gii¢li yakinsaktir denir. f, — f
seklinde yazilir.
(b) Vz € X i¢in
fulz) = f (2)
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seklinde bir f € X' varsa (f,) dizisine zayif* yakinsaktir denir. f, =, f seklinde

yazilir.

Tanim 3.1.13. o = («y, ..., ) pozitif o lerin n-bilegenlisi ise a ¢oklu-indis olarak
tanmmlanir. |a| =377 | a; dereceye sahip olan 2%, x* = z{"...z5" seklinde tanimlanir.

Benzer sekilde 1 < j < nicin D; = 0/0z; ise, o zaman
D* = Dy Do

|| . dereceden bir diferansiyel operatordiir. D%y = v geklindedir.

Tamim 3.1.14. Eger ¢ € C'(Q2), Q bolgesinde sinirh ve diizgiin siirekli ise,
bolgesinin kapamist olan  bolgesinde de tek, siirh ve siireklidir. O™ (ﬁ) ile0 < |a| <
m i¢in  bolgesinde D¢ lerin sinirh ve diizgiin stirekli oldugu ¢ € C™ () fonksiyonlar

belirtilir. (Eger €2 bolgesi sinirsiz ise simgelerin yanlg kullanimi belirsizlige yol agar;
ornegin, R* = R" olsa bile C™ (R") # C™ (R") di.) C™ (Q), C () nin kapah alt
uzayidir. Bu nedenle C™ (ﬁ) uzay1 da

|8llep@ = max sup| D6 (z)]

0<|a[<mzeq

normu ile Banach uzayidir.
3.2. Lebesgue Uzay1 (L? (Q2))

Tanim 3.2.1. 2, R" de bir bolge ve p pozitif gergel say1 olsun. ) da tanimh

olciilebilir biitiin u fonksiyonlar1 sinifi agagidaki kosul altinda
Jo lu (@) dz < oo
LP (2) wzayr denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1 < p < oo olmak iizere bu uzay

lall oy = (fy lu (@) dr) "

normuyla Banach uzaydir.

Tanmim 3.2.2. (), R" uzayinda bir bolge, 1 < p < oo olmak {izere €2 bolgesinde her
kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilir biitiin 6l¢iilebilir fonksiyonlar uzay:

LP

loc

(Q) uzayrdir.

10
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Tamm 3.2.3. vol () = [,1dz < oo(Q bolgesi siurh), 1 < p < ¢ < oo olsun. Bu
durumda u € L7 (Q) ise u € LP () dir ve

lull, < cllull,
dir. Burada ¢ = (vol (Q))P~%9 qir. Yani
L1(Q) — L7 ()

gomiilmesi gecerlidir.

Tamm 3.2.4. L?(Q),
(u,v) = [qu (z) v (z)dx

i¢ carpimina gore Hilbert uzaydir.

Tamm 3.2.5. —oc0 < a < b < oo olsun. ||u(.)||y € LP (a,b) kosulunu saglayan

(a,b) den X e tamimlanmig u fonksiyonlar uzay1 L? (a, b; X) uzayidir ve bu uzay

1/p
(@l de) ™ 1<p <o

esssup Ju(t)ly, = oo
te(a,b)

||u||LP(a,b;X) r

normu ile Banach uzaydir.
Benzer gekilde a < ¢ < d < b sartiyla her bir ¢, d i¢in u € L? (¢, d; X) ise, o zaman

u € LP (a,b; X) yazalir ve p = 1 i¢in u lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 3.2.6. [0,7] den X e tamimlanmig m. mertebeden tiirevleri siirekli olan u

fonksiyonlar uzay1 C™ ([0, 7] ; X) uzayedir ve

HU‘C’"L([O,T];X): max sup ||D% (?)]|x

0<al<myco,1]

normu ile Banach uzaydir.

11
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3.3. Sobolev Uzay:1 (W™? (Q))

Tamm 3.3.1. u € L}, () ve a ¢oklu-indisi verilsin. Vi € C§° () i¢in

Jovdr = (=1)l JquDpdx
ise v € L}, (Q) fonksiyonuna u nun «. zayf tirevi denir ve v = D% seklinde yazilr.

Tanim 3.3.2. €2, R" de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve

1 < p < oo olmak tizere,
WmP(Q)={ue LP(Q): D*uec LP(Q),0 < |a] <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir ve bu uzay

1/p
el wrman i) = ( > HD“UHL(Q)) , 1<p<oo,

0<|er|<m

||U||Wm1°°(ﬂ) :0<n‘12|1§ | D* UHLoo @>» P=00

normlari ile Banach uzaydir.
WP (Q) uzayinda C§° () uzaymn kapamsg1 Wy™* (Q) dur.
Burada

Wo™" () = WP (Q) — L7 (Q)
gomiilmesi gecerlidir.

Tamm 3.3.3. p = 2 ise W™2(Q) = H™(Q), W (Q) = H(Q) dir. H™(Q)

uzayindaki norm
1/2
o, 112
||U||Hm(sz) - ( > D U||L2(Q))

0<|a|<m

seklindedir.

Tanim 3.3.4. H™ (1),

(UJU)H"L(Q): >, (D%, D)

0<|al<m

i¢ carpiu ile Hilbert uzaydir, burada (u,v) = [u (z) v (z)dz seklinde L? () deki ig

carpimdir.

12
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H;j (Q) uzaynda i¢ garpim
(w,0) 1 () = Jo VuVvdz

dir ve norm
1/2
ull () = (Ja (Vu)® dz)

seklindedir.

Bir QQ C R™ bolgesinde tanimlanan Sobolev uzaylarinin gomiilme 6zelligi, €2 bol-
gesinin diizgiinliigiine baghdir. Bu ozellikler, verilen bolgede saglanan veya saglan-
mayan geometrik kosullar ya da analitik kosullar tiiriinden ifade edilir. Asagida bu

geometrik ozelliklerden biri olan koni 6zelliginden bahsedilecektir.

Tanim 3.3.5. R" de B,, (z) ve x noktas1 disinda B,, (y) acik yuvarlarini goz 6niine
alinirsa

K,=B, (x)n{zx+XNz—2x):2€ B, (y),\>0}

K, e tepe noktasi x olan sonlu koni denir. 2, R" de acik bir bolge olmak iizere, eger
() nin her x noktas1 bir K, C {2 konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri bir sonlu K
konisinden izomorfik ve izometrik déniigiimlerle elde edilebiliyorsa, o zaman §2 bolgesi

koni kosulunu saglar denir.

Tanim 3.3.6. Sobolev Gomiilme Teoremi. (2, R" de koni 6zeligine sahip agik

bolge, m > 1 ve 7 > 0 seklindeki tamsayilar ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda

(1) mp > n ise
Wit () © ¢ (@)

dir.

(11) mp = n ise

W (Q) o WIT(Q),  p<q<oo

veya

WP (Q) — L1(Q), p<q<oo

dir. Ayrica p =1 ise
WIHmL(Q) — C ()

dur.

13
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(1) mp < n ise

WP (Q) = WH(Q),  p<g<p

veya
wmr(Q) — L1(Q), p<q<p
dur.
Burada
np
p* — n—mp’ n > mp
+oo, n < mp
dir.

W™P yerine Wy"* uzay1 alimirsa, 2 bolgesinde herhangi bir kisitlama yapilmaksizin

gomiilmeler yine gecerli olur.

Teorem 3.3.7. W™ (Q) — L7(§2) gomiilmesi baz1 p < ¢ degerleri i¢in kompakt

ise, 0 zaman |{2| < oo olur.

Teorem 3.3.8. WP (Q)) — L7(Q) gomiilmesi 1 < ¢ < p 6zelligini saglayan bazi

p ve q degerleri i¢in mevcut ise, o zaman || < oo olur.
3.4. Esitsizlikler

Lemma 3.4.1. (Cauchy Esitsizligi). ¢ > 0 ve a,b € R olsun. Bu durumda

1

— b2
2&?’|

€
jab| < < Jaf* +

dir.

Lemma 3.4.2. (Young Esitsizligi). ¢ > 0, a,b > 0 ve p > 1 igin % + % =1

olsun. Bu durumda
P q
esitsizligi veya
lab| < ea? + C (g) b

_9

esitsizligi gegerlidir. Burada C'(¢) = (ep) » ¢! dur.

14
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Lemma 3.4.3. (Holder Esitsizligi). 1 < p < oo ve ; + ¢ = 1 olsun. Eger
ue LP(Q), ve L1(Q) ise bu durumda uv € L (§2) ve

lwolly < lfull, [lo]l,

dir. p=1ise ¢ = oo ve |[v]|, = esssup [v] alrz.
Q0

p = q = 2 iken bu egitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.

Lemma 3.4.4. (Interpolasyon Esitsizligi). 1 <p < ¢<rve0 < X < 1 igin

é — z_/: + =2 olsun. Eger u € LP () N L" (Q) ise u € L7 () ve

A 1-A
[l Loy < NullZooy 1l oy
esitsizligi yazilabilir.

Lemma 3.4.5. (Minkowski Esitsizligi). u,v € L? (2) ve p > 1 olmak iizere
Ju+ UHLP(Q) < HuHLP(Q) + HUHLP(Q)
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.4.6. (Sobolev Esitsizligi). n > 1 olmak iizere 2 C R" agik olsun.

n>p,p>1lveuc€ Wol’p () ise, o zaman

||U an/(nfp)(Q) S O ||Du||LP(Q)

seklindedir. Burada C' = C' (p,n) dir.

n > p ve ) smirh ise, o zaman u € C' (ﬁ) ve
Slgllp ul <C |Q|1/n71/p ”DUHLP(Q)

olur.

Lemma 3.4.7. (Green Ozdesligi).

/vAudx:/ v@ds—/VvVudx
Q o On 9

dir. Burada n disa dogru yonlendirilmig birim vektor ve % = n.Vu dir.

15
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Ispat. Tek boyutta

(Uuﬂ?)x = Uﬂ?ua: + Uua:a:

tir. Benzer sekilde daha yiiksek boyutlarda da
V (vVu) = VoVu + vAu,

vAu =V (vVu) — VoVu

dir. Buradan integral alinirsa

/vAudm:/V(vVu) dm—/VvVudx
Q Q Q

J[[ wtviz = [ o

olarak gosterilmistir. Diverjans teoreminden [, VFdz = [,, F.nds oldugundan

/UAudx:/ vVu.nds—/VvVud:U,
Q o0 Q

/vAud:U:/ v%ds—/VvVuda:
Q an On Q

olur. Burada

bulunur.

16
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4. ARASTIRMA BULGULARI
Bu béliimde (4.1.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin patlamasini elde edecegiz.
4.1. Giris

Bu boliimde dogrusal olmayan viskoelastik dalga denklem sistemi i¢in

p

¢
Uy — M (HVuHQ) A u+ / g1t —7) Au(r)dr +
0
— D) [, (w8 €% (0,T),
¢
vy — M (||Vv||2) Av—i—/gg (t—71)Av(r)dr + v,
et (4.1.1)
= (g+ 1) |[ul" o] v, (2,t) €Qx(0,T),
u(z,t) =v(z,t) =0, (z,t) €02 x(0,T),
U(.CE,O) :u()(x)a Ut(iU,O) =up (x),xEQ,

| v(2,0) = vy (z), v (2,0) =v1(2), v €

baglangi¢ ve siir deger problemi ele alinmigtir. Burada €2, R™ (n=1,2,3) de 0
diizgiin sinirh, sinirh bir bolgedir. Burada p > 1, ¢ > 1
s>0,a>0,06>0,a+0>0, v>0
icin
M (s) = a+ bs”

C' de negatif olmayan bir fonksiyon ve ¢g; : Rt — R* cekirdek fonksiyonudur.

Bu boliimde, calisma boyunca kullanilacak baz varsayimlar ve lemmalar verilecek-
tir.

Oncelikle agsagidaki varsayimlar: verelim:

(A1) g;: R* — R* (i=1,2) € C* [0, 00) fonksiyonu, V¢ > 0 igin

1—/ gi(s)ds=1; >0,
0
= min{ll,lg},

g (t) =max{g (t),92 ()},

sartlarin saglayan negatif olmayan ve artmayan diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

(A2) Vvt > 0igin g; (t) > 0, g} (t) <0 dur.

17
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(A3) Vv € C'[0,00) ve Vt >0 (i = 1,2) igin

t s o
/ v(s)/ e%gi (s —T7)v(r)drds >0
0 0

dar.

Lemma 4.1.1. Vs >0,a>0,b6>0,a+b> 0, v > 0 icin
M (s) = a+bs”

olsun. Bu durumda

2 2 [
%M (s) — [M (s) + p++—|—/ g (1) dT:| s> mys
0

olacak gekilde m; > 0 sabiti vardir.

M (s) :/ M (1)dr
0
dir (Li, Hong ve Liu 2012).

Ispat. M (s) = a + bs” almarak

PEILINT (s) - [M(s)+p+++2/ooogi(7)df] s

(
/OSM(T)dT) - {a+bs'y+p+++2/ooogi(7)d7'} s

(
— p+++2 (/OS(aerH)dr) — [as+b37+1+—(p+g+2)s/Ooogi(f)df}
|
(
)

(4.1.2)

_ pta+2 +bﬂ+1s—as—bs”“——<p+q+2)8/oogi(7)d7

2 v+, 2 )
- p+g+2 +:S:ri)—as—bs'”l——(p+g+2)8/ooogi(7)d7
— (p+;1+2 as+(p+g+2):sj:i —as—bs”*l——(p+g+2)s/ooogz’(7')dr
— (p——i-g‘i‘? —1) as + <p2—2:yq++1? —1> bs”“——(p—i_g—i_z)s/ooogi (1)dr
_ (p—gq)as+(p+q24272;12>7—2> b87+1_(p+;1+2)3/0°°gi(7)d7
— <p;_q)as+ (p;zf_:f)wbswl——(p+(2]+2)8/0009i (7)dr

18
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(4.1.3) tena >0 ve b>0igin [[7g(7)dr < pj;i a alinirsa

p—+g+2M(s)— {M@)##/f%(f)df] s

—9
- (p+Q)GS+(p+C] v)bsw
2 2(v+1)

2 1 1 [
_(p+Q+ )3[ pt4 a——(—p+q )a—l-—/ g(T)dT}
2 p+q+2 2\p+q+2 2 Jo

—9
_ g, a2, .
2 2(v+1)
+ o0
_(p+a+2) | ptg a_(pﬁqb)“_fo 9(7)dr
2 p+q-+2 2
(p+q—27) (p+q+2)[ p+q /°°
—b’YJrl . d
2(y+1) * 4 p+ra+2" ), g(r)dr|s
(p+q—27) (p+q) (p+q+2) ] ptq /°°
—b y+1 - d
+ 2+ 1) s 5 as + 1 p—l—q+2a i g(r)dr|s
—9 9 o0
Pra=2y)y o, PHa¥2) | Pt a—/ g(r)dr|s
2(y+1) 4 p+q+2 0

olur. s>0,a>0,b6>0,a+0b>0, 7>0vep+q>27(p;(rq+f”)b37+1>Odan

PELEENT (5) - [M @+ [T dT] )

(p+q+2)[ p+tg /°°
> — i d
> 1 p+q+2a i gi(T)dr| s

(n—m)

basit bir hesaplamayla: m < n = m < n — Bu durumda, Lemma 4.1.1 in

2
(p+q+2) [ ptq_,

sartlarindan m; = P,

I gi (7 dTi| segersek

2 2 [
%M (s) — [M (s) + %/ g: (T) d7':| 5> m;s
0

bulunur.
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Simdi b > 0 durumunu inceleyelim:

p+g+2w(8)_ [M(S>+1H++2/Ooogi(r)df]s

-2 2 Oo
— (p+q)as+ P+ 7)bswl——(ijq—i_ )8/ gi (1) dr
0

B 2(v+1) 2
—2 N

_ ra=2y), 0 (ot >S/ 5 (r) dr

2(v+1) 2 ]
ERICES) bs 5 s i gi (1)dr 2, gl(T)dT—{-Z i gi (1) dr

(p+q_27> y+1 (p+q+2) (p—{—q—er)

S To ) - Jesolly”

2(vy+1) 2 Chp+q+2)(y+1)

ot lwlly f0°°gi<7>d1

2

(P+a=27), i1 _ 0+ a+2) (p+a—29)b|ufy
2(y+1) 20p (p+q+2)(v+1)
(p+q—27) >
i G - [ o]

(P+q—2v), 1 (p+q—27)blluolly
_— 8 —l
2(y+1) 2Cp (v+1)

(p+q—27)0b 7 (N dr
[0;<p+q+2><v+1>”“°”2 /ogl”d]

_ @+q—zwm<§_me?)
2(v+1) Cc}
(p+q+2)s (p+q—27) “
i [C%(p+q+2)(7+1)” = [ WT]

_|_

s = || Vu (t)||5 almp, Lemma 4.2.2 ve Poincaré esitsizligi kullanilarak

PR (v 0lf) - | M (V01 + 2 [ winar] 19w
(p+q—27) > S| 2
B2 vu 01 (I 01 - 7 wl)

(P+a+2)

+

2 (P+q—27)0b =
P2 a1} | g el [ o (ry ]

pp+q+2)(yv+1

(p+q—27) 2 2y 2y
> B2 9ol (1901 - g7 w01

(p+q+2)

2 (p+q—27)0b *
1 |V (t)]]5 |:C’y( ) I o|| /0 gi (1) dT:|

_I_
pp+q+2)(v+1

20
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(P+q—27) 2 ) 2y
> BRI vl (19u @I - g CHIVuIR)
(p+q+2) (p+q- ) -
i 0| & p+q+2(7+DH0” - [Cwtnar]
_ (ptaq-— 2y
- L2y o 0 (19 0 - 19 )

4 Lp+qg+2)(v+1

(p+q+2) (p+q—27) ST PR
1 {C(p+q+2ﬂv L ‘A w<>d}nv O

D o ) | EELEZEuall - [ ar]

(p+q+2) (p+g—27)b || u “
4 CL(ptq+2)(v+1) 170

Lemma 4.1.1 in ispat1 tamamlanmig olur.

olur. Burada m; = fo g (T dT] seklinde yazilirsa

Not 4.1.1. M(s) =a+bs",p>1+2y,¢q>14+2yves>0,a>0,02>0,
a+b>0,v >0 olmak iizere;

o0 EEiq, a>0,b>0,
/ gi(r)dr<¢ ? q( W (4.1.3)
Cp(p+q+2)(v+1

burada C), Poincaré esitsizligi sabitidir.

Lemma 4.1.2. Herhangi g € C' ve ¢ € H' (0,T) igin

/Q/O gt—7)A ¢ (1) (t)drdr = —% (' oVo)(t)+ %g GIN]R (4.1.4)

_ 1d [<g 0 Vo) (t) - /Otg (7) ”W”sz}

dir(Rivera, Naso, Vuk 2004).

Lemma 4.1.3 (Konkavlik Metodu). ¢ > 0, a > 0 sabitleri igin, F'(¢) iki kez

diferansiyellenebilen ve
F'()F(t)—(1+a)[F @) >0 (4.1.5)

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Eger F'(0) > 0 ve F’(0) > 0 ise bu

durumda 6yle bir 7™ < F(,%) zamani vardir ki lim; 7« F' () = oo olur (Levine 1974).
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Ispat. ¢ (t) = F~ () olsun. ¢ nin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla,

o) = (F@)
= —aF () F (1) (4.1.6)

ve

¢ (1) = (—aF () F (1)
= —a(—a—1)F 2@ [F @) —aF () F"(t)
— _aF 2 (p) [F () F(t) — (1+a) [F (t) (4.1.7)

olur. (4.1.7) esitliginden
F'(t)F(t)— (1+a)[F' (1) >0
kabiilii gbz oniinde bulundurulursa
¢ (1) <0 (4.1.8)

olur. Yani ¢ (t) = F~*(t) konkav fonksiyondur.
(4.1.6) esitliginde ¢ (t) fonksiyonu negatiftir, dolayisiyla ¢ (¢) azalan bir fonksiyon-
dur.

¢ (t) fonksiyonunun (0, ¢ (0)) noktasindaki teget dogrusunun denklemi

¢ (t) = ¢ (0) =¢'(0).(t - 0)

o(t) = ¢(0)+¢'(0)(t—0)
= F*(0)—aF 1 (0)F(0)t (4.1.9)

olur. Bu teget dogrusunun t eksenini kestigi nokta (7*,0) ise
0=F*(0)—aF > (0)F(0)T*

OCFF(,O(%) bulunur.

olur. Buradan 7™ =
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Ayrica (4.1.9) dan

F~ ()= F“(0) —aF > (0) F' (0)t,

11 aF' (0)t
Fa(t)  Fo(0) Fo+i(0)
Fey =20

F(0) —aF"(0)t
olur. O halde t — T iken ¢ (t) — 0 olur. Béylece lim, ;- F'(t) = co bulunur.

4.2. Coziimiin Patlamasi

Bu kisimda (4.1.1) probleminin ¢oziimiiniin patlamasim Lemma 4.1.3 ten faydala-

narak gosterecegiz. Bunu yapmak i¢in ¢nce asagidaki fonksiyonelleri tanimlayalim:

1/ 1 [t
10 = 5[ @@Vl +3 [ g @arvol
0
1
—i—§ [(g1 0 Vu) (t) 4+ (g2 0 V) ( / P o) da, (4.2.1)

ve

I(t) = M([Vu@)) IVul®+ M (V0 O1) Vo]

- (p+q+2)/ P o] da (4.2.2)
Q
Ayrica enerji fonksiyoneli:

B = g (ull + Il + 5 3 1V @I8) + 337 (190 (01)

1 [ 1 [
5 [ @arva -5 / 9 (7) dr |V
0

"‘% [(g1 0 Vu) (t) + (g2 0 Vo) ( / luP o) da (4.2.3)
dir. Burada
(o) (t) = /w—r/w AP dudr

- /0¢<t—r>mw<t>—w<¢>m2dr
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dir. Son olarak tanim kiimemiz
W= {(u,0) : (u,0) € H} () x HY ()., I(u,0) >0} U{(0,0)}

seklindedir.

Simdi enerji fonksiyonelinin artmayan bir fonksiyon oldugunu gosterelim.

Lemma 4.2.1. V¢ > 0 igin F (¢) artmayan bir fonksiyondur. Yani

E'(t)

IN

IN

0

dir. Ayrica
t
E@SEw—AumW+mwwr

yazilabilir.

= (llaell” + lloell*) + % [(g1 0 Vu) () + (g2 © V) (¢)]

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

ispat. (4.1.1) in ilk denklemini u; ve ikinci denklemini v; ile ¢arpip 2 bolgesi

iizerinde integral alimp, (4.1.3) ve (A1)-(A2) varsayimlari kullanarak (4.2.5) i elde

edecegiz.

/ [ty + vy dx—/ [ M (||Vu||2) A u+ v M (||Vv||2) Av]dx
Q o Ja

-~ -~

11 IQ

+/Q [ut/Otgl(t—T)AU(T)dT—I-"Ut/Otgz(L‘—T)AU(T)dT iz

Is
—l—/ﬂ [uguy + vyvy) do
S ,
= / [ (p 4 1) Jo ™ ulP™ w0y (g + 1) fuf" o] 0] da
Z +- .

olur. Kolaylik olsun diye (4.2.7) nin terimlerini ayr1 ayri hesaplayalim:
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I i¢in
[usuy + vo| do = 41 (|ut’ +|Ut|)
0 Q dt2
d1
_ ﬁ/ﬂqutf‘ﬂwﬁ) da

1d 2 2
= Sn (el + Tl %)
I5 i¢in; Green egitligi kullanilirsa

/[utM(HVuH?)Au+vtM(HVv||2)Av] do (4.2.9)
Q
_ /utM(HVuHQ) Aud:}:+/vtM(||Vv||2) A vdz

Q Q
= —/M HVUHQ)vuvutd:U—/M HVUHQ)vvvvtd:c
= — [ M(IvulP) 55 1vul* da = [ M (ool?) 35 190 do

Zdt

. . 2
= M (vul?) M/le dz— M (|[7]) m/w a

1 1
= —M ([|vul® )E Ivull” = 5 M ([ vol* )@ I70))”

= 2w (vul?) + T (|velP)]

I3 icin; Green esitligi uygulayalim

/Q |:ut/0tgl (t—7) Au(r) d7'+vt/0tgg (t—7)Av(7) dT:| dz (4.2.10)

:/Ot

Q

1(t—T)/QutAU(T)dde/Otgg(t—T)/ﬂvtm(f)dmr

g1 (t— T)/ Vg (t) 7 u (1) dedr — /Otgg (t—r1) /Q Vg (t) 7 v (1) dedT

NN

0 (t=7) [ T [7ulr) = vu(®) + gu ()] dudr

g2 (t—7) /Q e () [ (1) — o (t) + o (t)] dedr

t

S—

g1 (t=7) /Q v (t) [Vu () = u (t)] dedr — /O g (t—7) /Q Y (t) 7 u () dedr

g2 (t—7) /Q v (t) [o (1) — o (t)] dedT

S— — S—

tg2(t—7')/ﬂvvt(t)Vv(t)dxdT
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-2 - / [u () = vu () dudr — ¢ / g (t— ) / () — vu (5] deds

g (t - 7) / [ (1) ddr + 3 / g (t - ) / [ (t)]2 dudr

N~ N~ N~

t

B

IS
~

/
Awﬂt—ﬂzﬁvwﬂ—wmaﬁdmr—%Ahﬂpqﬁéhm@g_vwmamw
/

g (t — 7) /Q (7o ()] dedr + - /0 t gt —7) /Q (7o ()] dedr

1d

5 01090) (1) = 5 (gl o vu) (1) -

—~

/0 g1 (1) [vu ()2 dr

N | —
Sl

+
N — DN =

~+ ':Q\

=]

() Ivu O dr -+ 33 (g20570) (1) ~ 5 (640 90) (8

R @O dr+3 [ ) Ivo @

(91 07u) (1) + (g2 0 Vv) (1))

t

I
=
1

[N I NG S

/N N =
N

a0 a1 i+ [ o )lge @) ar)|

—~

hovi O+ @hovo O+ 5 ([ a0 Ivu@ler+ [ @ ivo@e)
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1, i¢in
/Q[utut + vy dx = /Q[(ut)2 + (v,)?] da
= Juel® + Jluel® (4.2.11)
Iy icin
/ﬂ [we (p+ 1) [0 P u v (g + 1) [ulP o) o] da
= /ﬂ(p+1)ut |UIp|v|q+1ud:B+/Q(q+1)vt|v|qu”+1dm

_ %/ [P o]t da (4.2.12)
Q
dir. Bu ifadeler (4.2.7) de yazilirsa

(ol + ) — | ~5 55 (3T (19ulP) + 37 (1ol

N

(g2 0 vu) () + (g2 0 V) (1))

/ 0 () Ivu ] + / (1) [0 ol ar)|

(g1 0 7u) () + (g5 0 Vv) ()]

(/Ot g, (7) [ (8| dr + /Ot g (7) |I7v ()12 d7'>

2 2
+ Juel|” + [l
d
= 5 [l
dt g

| aF
S ——

_I_
l\DIF—‘l\DIH N = S e &

olur. Buradan

O T Qe + ) + 3 O (19l + 7 (1)
+3 (oo v O+ @mov) ) -3 ([0 lvu@lFir+ [ wmivooFr)

_/ |u|p+1 |U|q+1 dx}
Q

=~ lluall® + lloill* + % [(g1 0 7u) () + (g5 0 Vo) (2)]

= ( / () Ivu o) dr + / () <f>”2‘”> |
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dir.
B = 5 (hal® +ol) + 5 [ (19ul) + 7 (7))
1 ! 2 ! 2
5 ([ aoiwuias [ noieors)
3 (0070 ®)+(mov) ) - [ [ o de. (@4:213)
aliirsa,
d 2 2 1 ! !
CE®) = — lul? +Inl? + 516 o 7u) (1) + (65 0 70) (0]
([ aoivuora s [ d@iveors)
B ) = [l + Il + 5 [(6h 0 90) () + (g5 0 70) (4]
([ d@ivuoras [ g@ivooPa)
<0 (4.2.14)
BO-B0) = = [ [+ o) ds+5 [ g0 v () + (g0 vo) (] ds

2
t
2 2
< = [ Dl + o) as

[ (/ PACIEZC R AT Ol ar ) ds

olur. Bu ifadenin (0,¢) araliginda integrali alinirsa
' 2 2
E(t) < E(0) —/ [us|]™ + llos||7] ds (4.2.15)
0

elde edilir.

Lemma 4.2.2 g, (t), (Al) — (A2) varsayimlarin saglayan bir fonksiyon ve H (t)

iki kez diferansiyellenebilir siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vt € [0,75) igin
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(u(z,t),v(x,t)), (4.1.1) probleminin ¢ziimii

H" (t)+ H'(t >2f0 —7) [o[vu(r,z) v u(t,z)+ yu(r,z) v u(t,z)] dedr
H(0)>0, H (0) >0
(4.2.16)

esitsizligini sagliyorsa H (t) fonksiyonu [0, Tp) araliginda kesinlikle artandir(Wang 2009).

ispat .

Agagidaki yardimer diferansiyel denklemi alalim:

W)+ ) =2 [y gt —7) [, [Vu(r,2) Vu(t,z) + Vo (r,2) Vo (t,2)| dedr

)
h(0) = H(0), h'(0) = 0.

Bu diferansiyel denklemin ¢ziimii homojen ve 6zel ¢oziimlerin toplamidir. Yani
h(t) = hp + h, dir.

Simdi homojen kismin ¢oziimiinii bulalim:
P4+r=0=7rFr+1)=0,r=0 rn=—1

den

hh =+ Cge_t

dir.

Simdi h, yi degisen parametreler yontemi ile bulalim

CI+C,2 _tZO
u (t,

.0+ d, *t—QfOtg(t—T)fQ Vu(r,z) Vu (t,x) + Vo (1,2) Vo (t,x)] dedr

dir. Buradan ¢, yi bulalim
t
Cy = —2et/ g(t— 7')/ Vu(r,2) Vu(t,z) + Vo (1,2) Vo (t, z)] dedr
0 Q

bir sonraki adimda (0, t) araliginda integral alacagimiz igin karigikhig1 snlemek amaciyla

t yerine ( yazarsak

¢
Cy = —2/0 eSg(C—7) /Q [Vu (1,2) Vu (t,z) + Vo (1,2) Vo (t,x)] dedr
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olur. Her iki tarafin (0,¢) araliginda integrali alinarak

= —2/ / / (Vu (1,2) Vu (t,z) + Vo (r,2) Vo (t,2)] dedrdC

bulunur.

Simdi ¢; i bulalim

I

€ = —cpet= 2/0 g(t—r1) /Q [Vu(r,2) Vu (t,x) + Vv (1,2) Vo (t,z)] dedr

¢
= 2/0 g(C—T)/Q[Vu (1,2) Vu (t,z) + Vo (r,2) Vo (t, )| dedr

her iki tarafin (0,t) araliginda integrali alinarak

¢ = 2/ / / Vu(r,2) Vu(t,z) + Vo (1,2) Vo (t, 2)] dedrd(

bulunur. Boylece homojen kismin ¢oziimii

hy = ot epe
_ / / / Vu(7,2) Va(t,2) + Vo (r, 7) Vo (t, )] dedrd(
ot / / / Vo (r,2) Vau (t,7) + Vo (7, 2) Vo (¢, 2)] dedrdC
_ / / / Vu(r,2) Vu(t,2) + Vo (r,2) Vo (¢, )] dedrd(
- / / / Vu(r,2) Vu (t,2) + Vo (,2) Vo (t, 2)] dedrdC

= 2/ / (1—e"g(C—1) / Vu (1,2) Vu(t,z) + Vo (1,2) Vo (¢, z)] dedrd(
0o Jo Q
olur. Diferansiyel denklemin ¢oziimii h (t) = hj, + h, oldugundan

ht) = et (4.2.17)
+2 /t /C (1—e")g(¢— 7')/ (Vu (r,2) Vu (t,z) + Vo (1,2) Vo (t, x)] dedrd(
0 Jo 0
olur. Ayrica h(0) = ¢; + ¢ dir.

’

h(t) = —ce’

t pC
—i—%?/o /0 (1—e")gC—7) /Q Vu(r,2) Vu(t,z) + Vo (1,2) Vo (t, 2)] dedrd(
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ise ' (0) = —cy dir. Baglangig kogullarindan A’ (0) = 0 idi. A’ (0) = —co = 0ise c; =0
olur. h(0) = ¢; + ¢o den ¢; = h(0) olur. ¢; ve ¢y yi (4.2.17) de yerine yazalim.

h(t) = 0) 4+ 0.e”*

+2/ / (1—e" —T) /Q \Vu (1,2) Vu(t,z) + Vo (1,2) Vo (t, z)] dedrd(

+2/0 /0 (1—e)g(C—7) /Q Vu(r,2) Vu(t,z) + Vo (1,2) Vo (t,x)] dedrdC

B (t) = / / / Vu(r,2) Vu (¢, z) + Vv (r,2) Vo (¢, )] dedrd(

=) Y ‘g(¢— \Y% \Y% dxdrd

e /O/Oeg« ) [ Vu(r.0) Vu (G a) dudrdg
tr¢

26_t/0 /o egg((—T)/QVv (1,2) Vv (¢, z) dxdrd(

[N Sl
= e2.e 2 .e2
yerine yazalim.
R (t) = // es.eT e2g —T)/Vu(T,x)Vu(Q,x)dxdeC
Q

2e” /0/0 62.62.e2g(C—T)/QVU(T,Q:)VU(C,x)da:deC

t ¢
= 2et// e§Vu(C,:c)/ eC_TTg(C—T)e%Vu(T,:c)deCdx

_t// 5V ( <x/ e 2 g (¢ —7)es Vo (r,2) drdCda

(A2) den
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her ¢ € [0, Tp) igin olur.

Kty > 0= /th’(t)dtz/t()dt
= h(t)—ho(o)zo i
= h(t) > h(0)

Yardimer diferansiyel denklemimizden h (0) = H (0) oldugundan h (t) > h(0) = H (0)
olur. Lemma 4.2.1 den H’ (0) > 0 idi.

Yardimer denklemimizden 2’ (0) = 0 ise H' (0) > 0 = A’ (0) buradan H' (0) > 1’ (0)
olur. t = 0 i¢in gostermis olduk.

Simdi ¢ > 0 igin yani H' (t) > h' (t) oldugunu celigki yontemiyle gosterecegiz.
Oncelikle t > 0i¢in H' (t) > A’ (t), t > 0 esitsizliginin dogru olmadigim varsayalim,
bu da asagidaki gibi bir ¢, zamaninin
to = min {t >0:H (t)=h (t)}
oldugu anlamina gelir.

Lemma 4.2.2 ve yardime denklemimizin ¢oziimiinden, to > 0 ve H (to) > h' (to)

kosullarim kullanarak ispata baglayalim.

H' (t)+H (t)>2 fotg (t—7) [o [Vu(r,2) Vu(t,z) + Vo (r,2) Vo (t, )| dedr
H(0)>0,H (0) >0

W) +0 () =2 gt —1) [y, [Vu(r,z) Vu(t,z) + Vv (r,2) Vo (t,z)] dedr
h(0) = H(0), »' (0)=0

esitsizliklerin sag tarafi egit oldugundan

"

H' (t)+H (t) > h" (t)+ ] (1)
yardimci diferansiyel denklemden

h(0) = H(0) ise H(0) = h(0) =0

!

H (0) > h'(0) ise H (0)—h

/

(0) >0
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yardimci denklemden b’ (0) = 0
Lemma 4.2.2 den H (0) >0
ise

!

H' (0) > h'(0) ise H (0) — h

!

(0) >0
olur.
H' (t)+H (t)>h" (t)+h (1)
H(0)—h(0)=0 (4.2.18)

H' (0) = (0) >0

Bu denklemi ¢ozelim.

H'(t) —h" (t) + H (t) — k' (t) > 0 esitsizligini H' (t) — k' () # 0 a bolelim.

H' (t)=h"(t) H () —N ()
TO-h® HO-h@ "
H' (t) = h" (1)
om-ww 70

(0,t9) araliginda integral alalim.

CH () -N0), "
/O H (0 =1 (1) dt+/0 1dt > 0

! !

i [H' (1) (t)‘:: L >0

ise

’

In [H’ (to) — I (to)] —In [H’ (0) — h (0)] 4 [t — 0] > 0,

" 0) = (0)
_H' (to) — h' (to)
> —ig 1se H (0) — 1 (0)
> e to

H' (to)—h' (to) > e (H (0) — h' (0)) esitsizligin sag tarafi (4.2.18) den pozitiftir.

H' (to) — h' (to) > 0ise H (t;) > h'(to) olur. Halbuki biz esit kabul etmistik.
Celigki elde ettik. O halde H' (to) > h' (to) dir.
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H' (t) > h'(t), t > 0 igin saglanir. Boylece H (t) kesinlikle artandr.

Lemma 4.2.3. (ug,v9) € (H}(Q)NH?(Q)) x (H} (Q)NH*(Q)), (u,v1) €
H} () x H (Q) ve
/ (ugu1 + vov1) dx > 0 (4.2.19)

baglangi¢ kosullar1 altinda (4.1.1) probleminin (u (¢),v (t)) lokal ¢oziimii [0,7) ar-
aliginda

I'(u(t),v(t)) <0,

sartlarim saglasm. Bu durumda [0, T) arahgmda H (t) = ||u (t,.)||3+ ||v (t)||3 kesinlikle

artandir.

Ispat. (4.1.1) probleminin lokal ¢oziimii (u (t),v (t)) ve
L(t) =M ([[Vu @) [Vul*+M (|[Vo @)1°) [Voll*~(p + g +2) /Q [ul ™ o[ dz < 0,

olmak iizere basit bir hesaplamayla

H(t) = [t s+l );
_ /|u )2 da:+/|v )2 da (4.2.20)
den
1d
——H (1) :/uutd:n+/vvtdx (4.2.21)
ve
1 d?
st ()

= /|ut|2dx+/uuttdx+/ |vt|2dx+/vvttdx
Q Q Q Q

= [l [ ol
Q Q

t
+/u[M (||Vu\|2)Au—/gl (t—7)Au(r)dr —u+ (p+1) |v|q+1|u|p_1u} dx
Q
Ot
|

+/Qv lM(HVUHZ) A

)
g (t=7) A (1) dr — v + (g4 1) [ufP T o] v} dx
0
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— /]ut|2d:c+/ ]vt|2dx—|—/uM (Ivul?) A& udw
Jo 0 Ja

>0

¢
_/u/ g1 (t—T)Au(T)deI—/uutdx+/u(p+1) o] [l uda
a Jo Q Q
¢
+/UM (||VUH2) Avdx—/v/ go (t —7) Av(T)drdx
Q a Jo
—/thd$+/v(q+1) luP o) vda
Q Q
¢
/M(HVuHQ)uAudx—//gl (t—1)u N u(r)drde
Q aJo
—/uutd:ﬁ+/ (p+ 1) o] ulP " uda
Q Q
t
+/M(HVUH?)UAvdx—//gg(t—T)UAU(T)dex
Q aJo

—/vvtdx~|—/(q~|—1)|u|p+1 | vdx
Q Q

v

(4.2.22)

(4.2.22) de birinci, ikinci, besinci ve altinc terimlere Green esitligi uygulanirsa

= / [M (IvVal®) [7ul® + M ([vo]) |7o]] d$+/ (p+q+2) [ul" o do
Q Q
_/S)(uut+vvt>dx+/og1(t—7)/QVU(T)VU(t)dSL’dT
—I—/O g2 (t—T)/QVU (1) Vo (t) dedr

= —I(u,v)—/ﬂ(uut—I—UUt) dx+/ogl (t—T)/QVu(T) vu (t) dedr

+/0t92 (t—r)/ﬂw (1) Vo (t) dedr
> = [t wdrs 067 [ vut)u ) dir
n /0 ot — 1) /Q Vo (r) Vo () dedr

1dH [
— __d__|_ 0 (t—T)/VU(T) Vu (t) dvdr
0 Q
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esitsizlikler diizenlenirse

1d*H 1dH /t
—— > ——+ [ g t—T/VUTVutd:ch
2 dt? 2 dt 0 i ) Q () vu(?)

N /0 (b — 1) /Q Vo (1) Vo (¢) dadr

1d*H 1dH t
2 T T /Ogl(t_T)/QVU(T)VU(t)dxdT

+/Otg2 (t—7) /Q Vo (1) Vo (t) dedr.

Lemma 4.2.2 den Lemma 4.2.3 {in ispat1 tamamlanir.

Boylece H (t) = ||u (t,.)||5 + |[v (t,.)|5, [0, T) tizerinde kesinlikle artandir.

Teorem 4.2.1 (A1) — (A3) varsayimlar altinda, (ug,vo) € (HE () N H? (Q)) x
(Hy ()N H?(Q)) ve (u,v1) € HY () x Hy (Q) baslangig kosullartyla ve

E(0) >0, (4.2.23)

1 (Uo, ’Uo) < 0, (4224)

/ (uouy + vovy) dx > 0, (4.2.25)
Q

PHa+2n g (4.2.26)

min {m1 s mg}

laol|* + [JvoI* >

sartlar1 saglansin. Boylece (4.1.1) probleminin ¢oziimii 7' < oo zamaninda patlar.
Yani

lim (fluel® + floel|*) = oo,
t—T

dir. Burada n, € iizerinde Poincaré esitsizligi sabitidir.

Lemma 4.2.4. (ug,v9) € (H) (Q)NH?*(Q)) x (Hy () N H?(Q)) ve (ug,v1) €
H} () x H} (Q) basglangig kosullariyla ve Teorem 4.2.1 in varsayimlari saglanirsa,

(4.1.1) probleminin ¢oziimii (u (z,t),v (x,t)) olmak tizere V ¢ € [0,7") i¢in

I(u(t,z),v(t,x)) <0, (4.2.27)

wtat2)n o 0), (4.2.28)

la (7 + llo (I = - {rng, ma)

saglanir.
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Ispat. Lemmamzin ispatim celiski yontemiyle ispatlayacagiz. Oncelikle (4.2.27)

nin [0, T') arahiginda dogru olmadigini kabul edelim. Bu agagidaki gibi bir ¢; zamaninin
ty =min{t € (0,7): I (u,v) =0} >0, (4.2.29)

oldugu anlamina gelir.
I (u,v) < 0den, [0,t,) arahgmda ve Lemma 4.2.3 ile H (t) = |lu (t,.)||5+||v (¢, ),
0,¢1) araliginda kesinlikle artandir ki bu,

H(t) = lut s+ lv ()l

2 2
[[uol|” =+ [lvoll

(P+a+2)n
min {ml,mz}E(O)

V

yazilabilir.
Buradan H (t) = |ju (¢, )||§ + ||lv (¢, )||§, [0, ;) iizerinde siireklidir. Boylece agagida

verilen egitsizlik elde edilir.

PHa+2)n g (4.2.30)

H(t) = |Jult, ) tr, )5 >
() =l llp + 1o (b, )l > s

Diger yandan, (4.2.13) enerji fonksiyonelinden

E(t) = (HutH2+Hth2)+%W(HVUHQHW(HWHQH

1

([ @Ivu@irars [ @ ivowikar)

DN | —

+5 (01070 (1) + (g2 070) () = [ ™ ol da

ve (4.2.6) dan
E(h) < E(0) - / e 2 + [0, ]17] d

yazilabilir. Buradan

E(0) > E(b)+ / sl + 1o 2] dr

- % (Ilel® + el ) % [ (|Vull*) + 3 (|[vol*)]
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o vaPar+ [ o lvo )P dr
 ( | )

_|_% ((g1 0 vu) (t1) + (g2 0 yv) (t1))

t
1 1 2 2
- / P ol da+ / el + 1oy 2] dr

J/

-~

> L[ (19ul?) + 7 (o)
_é( B @@+ [ 0@ Ivve)? dr)

_/ |u|p+1 |U|q+1 dr
Q

olur. I (u,v) = M (|Vu ()|°) [IVull*+M (V0 (O)°) V0]*~(p +a +2) fo [ul™ o do

idi I (u,v) = 0 kabuliinden [, [u["*" |v|"*! dz yerine

/Q|U|p+1 o] dz = Zﬁ (M ([Vu () 1P) [Vull® + M ([IVo (0)[17) Vo))
1 p+q+2 2 p+q+2 2

= Vu(t _ Vo (t
p+q+2[ 5 M ([[vu (t)]7) + 5 M ([[vo (t)]7)

ik et o]
)|I?

=M (IIVu (t) %) IV (t)I* =M (V0 (t)IF) Vo ()]
yazilabilir. O halde esitsizligimiz

w+a+2E0) > PPN (ou(w)P) + 2RI (9 ()P)

phate (/0 g1 (1) [[Vu (t1)||2d7+/0t92 (7) [[7v (tl)HZdT)

2
M (9 ()P [V (1)~ 2 (170 (0)]P) [0 (0)]
> PLIESN (fvu(n)?)
= [ 9ueo) + 222 [ gy Hou el
APELEERT (9o () )

p+q+2

t
- [ar v o) + 22 [ @yar i ol
0
yazilir. Lemma 4.1.1 den
ptq+2— p+q+2

TE2R (s) - [M@HT/OOO%(T)CJT} 5> mys, Vs > 0
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idi. O halde egitsizligimiz

(p+q+2)E(0)
my || Vu (t)|* + ma |7v (1)
min {my, ma} [[|Vu (t)||* + | 7o (t1)||°]

v

V

olur. Poincaré esitsizligi ile birlikte

(P+q+2)E(0) = min{mth}%[IIU(t1)||2+||v(t1)||2}

(p+q+2)77E(0)

H(t) = |u(t)]®+]vt)]? < min {my, my}

olur. Bu durumda her ¢ € [0,T") i¢in celigki elde ettik. Lemma 4.2.4 {in ispati tamam-

lanir.

Teorem 4.2.1 in Ispat1
Teoremi 1974 de Levine tarafindan literatiire gecen konkavlik metodu ile ispatlay-
acaglz.

Yardimci bir fonksiyon tanimlayalim:

F(t) = !IU(t)\!2+\!v(t)\!2+/o (e () + [lo (7)]7) dr

+(t2 — t) (JJuoll* + ||vol?) + B (t3 +t)° (4.2.31)

burada t,, t3 ve [ pozitif sabitler olup daha sonra tanimlanacak.

Fonksiyonumuzun bir ve iki kez tiirevlerini alalim.

t
F'(t) = 2/Q(uut+v'ut)dx+/o /Q(uuT—l—va)dxdT—Huon—H'UOH2

= (lluoll* + [lwo[I*) + 26 (ts + 1),

%F’ (t) = /Q (uuy + voy) do + /Ot /Q (uuy +vv,) dadt + B (t5 + ) (4.2.32)
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ve

1
§F” (t) = / (ut2 + vf) dx + / (uuyy + voy) dz —I—/ (uuy + vvy) dx +
Q Q Q

=l el + [ 2 (190]?) ubuds
0
t
—/91(t—7)/uAu(T)dxdT
0 Q
—/(uut+vvt) dx+(p+1)/ o] JuPH da
Q Q
+/M(HVUH2)UAUCZ$+/(uut+vvt)dx+ﬁ
Q Q

—/Utgz(t—T)/QuAU(T)me

g+ 1) [l et do
Q

elde ederiz. Green teoreminden

1 !
Ry = Nl + il - / M (|Vul?) 7w ude

2
+/Otgl(t—7')/ﬂvuvu(7')dxd7
—/QM(HVUHQ)Vvvvda:—i-/ogg(t—T)/vivv(T)dxdT
+(p+q+2)/ﬂ|u|1°“|u|q+1da;+ﬁ

=l + ol = M (19ul?) [ (90)*da
+ [t =) [ Fu(Gur) = gu () + gu (o) deir
M (I9l) [ (g0 des [me=) [ go(au) = vo )+ o) dedr
+(p+q+2)/ﬂ|u|p“|v|q“da:+ﬁ

=l + l® = M (17 lP) Il + [ (-7 | u(wur) = gu o) dodr
# [t =m) [ Fuguoydadr 2 (190 |70l
+/0th (t—T)/QVU (v (T)—Vv(t))dxdT—l—/Otgg (t—T)/vivv(t)dxdT

+(p+q+2)/ ]u\pH \v|qul dv + 3
Q
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olur.

E"(t) > 2 (el + [loell*) — 20 (| Vul*) [I7ull”

t

—|—2/0 g1(t—1) /Q vu (vu (1) — syu (t)) dedr
+2/0 g1 (t —7) [ (t)])* dr — 2M (|| Vo]?) [l
+2/0 g2 (t — 1) /Q Vv (o (1) — yv (t)) dedr

#2 [ g2t =) I @) dr

+2 (p+q+2)/ luP* o] da + 28 (4.2.33)
Q

Doérdiincii ve altinc: terimlere Young esitsizligi uygulayalim:

[ontt=) [ gu(@u@ = vu)deir
=~ [at=n [ gu(wu® - vu(r)dsir
— {/Otgl (t—1) /Q (vu)® dedr + i/otgl (t—17) /Q (vu (t) — syu (1) dedr

= — [ @ luldr - @ o

v

ve

[t=) [ 9o(zv) - 7@ dear
= [ nt=7 [ vo(wo) - vo ) dsis
> -[f w7 [ (@ drir+ [ -7 [ (@00 =70 )) ded

= [l i = o) 0
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Bunlar (4.2.33) te yerine yazilirsa ve (4.2.13) ten

i (t) >

v

v

v

(p+a+4) (ludll® + lodll*) — 20 (I Vul*) [I7ul”

w02 [neIvalar+ (prat D) @ovn o

20 (1901P) 7ol =[x IolPdr+ (p+ 0+ 3 ) (g20 900 @)
“2(p+q+2)EM)+ (p+q+2) M (|Vu@®)|*) + (p+q+2) M (|[Vo (£)[]*) + 28
o+ a+4) (lll* + o) + 0+ 0+ 2 T (IVu (H]?)

oM (V) [l

~G+a+2) [0 @Il e+ o o+ 2) (190 0])

o (V) [l

- [ Il dr—2-+0+2) @) +29

P+ q+4) (lu]® + [lvel?)

v2 [ (190 ) - 3 (19l Il - S22 [ ) fufar]
v2 [ L2 (190 1) = M (19lP) ool = S22 [y (oo ar]

—2(p+q+2)E(t)+25

(p+a+4) (luel® + l0ell) + 2ma [Vul* + 2ms [ Vo[|* =2 (p +q +2) B () +28

(p 4 +4) ([luel* + lloe]l*) + 2min {my, ma} [[[Va ()] + (| Vo ()]
—2(p+q+2)E(t)+20 (4.2.34)

olur. (4.2.15) dikkate almarak

_E@®) > —E(0)+/0 s 2+ os %] dr

yazilabilir. Bu esitsizlik (4.2.34) te yazilirsa

F/I (t)

> (p+aq+4) (luel® + llvel*) + 2min {my, ma} [|[Vu (0)|* + | Vo (£)[]
2(ptq+2) (—E(O) [ Dl + e dr) iy
= (p+a+4) (JJul® + lvel?) + 2min {my, ma} [|Va (1) + Vo (£)||]

—2(p+q+2)E(0)+2(p+q+2) /0 [ l® + llorl1*] dr + 28 (4.2.35)
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olur. Sobolev Poincaré esitsizligi uygulanirsa:

F'() > (p+a+4) (lul? + o) +2min {my, my) % (lu @I + o (©)]2)
—2<p+q+2>E<o>+2<p+q+2>/0 el + lon 2] dr + 28

olur. Lemma 4.2.3. ve (4.2.26) dan

, 1
F'(t) = (p+aq+4) (luell” + [|oel|*) + 2 min {mth}E (loll® + llvoll)

2(p g+ [E © = [ Dlurl? + o] r] +25
> 0 (4.2.37)

oldugu goriiliir. Buradan V¢ € (0,7") i¢in F” (t) > 0 olur. Boylece

t

F"(t) > 0ise/F"(t)dt>Oise [F'(t)] > 0ise F' (t) — F' (0) > 0 ise F' (t) > F'(0),
0

F'(0) > 0 oldugundan F’(t) > 0

¢

F'(t) > Oise/ F'(t)dt > 0ise [F ()|, > 0ise F(t) — F(0) > 0ise F (t) > F(0),
0

F(0) > 0 oldugundan F'(t) >0

Buradan F'(t) > 0 ve F'(t) > 0. Boylece I’ (t) ve F (t) fonksiyonlarmm [0,7)
araliginda kesin artan oldugunu elde ederiz.
Simdi ¢y, ty ve § pozitif sabitlerini tanimlayalim.

Teoremin kosullarmndan (4.2.26) dan [|uol[5+]|vo|5 > — {i(f jn‘giﬁq — 1 (0) oldugun-

dan

min {my, ms} (||Uo||2 + ||Uo||2) —(p+q+2)nE(0) > 0.

Boylece, 3 y1 yeterince kiiciik segersek

B (p+q+2) <min{mi,ms} (Juol” + [[vol*) = ( +q +2) nE (0) (4.2.38)
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olur. Sonug olarak,

F'(t) > (p+q+4) (Juell® + [lve]l?)

12(ptg+2) /0 el + lorl?] dr + (p+ g +4) 5. (4.2.39)

+

1% (/ (u0u1 + ?Jo’Ul) dx + ﬁtg) > ||U0||2 + ||Uo||2 (4240)
Q

olacak sekilde yeterince biiyiik secebiliriz.

(4.2.31), (4.2.32) ve (4.2.40) dan

2 2
[[oll” + Jlvoll

424
2 (Jq (wour + vovn) dz + ft) (4.2.41)

ty > T

Simdi
A = Ju@®I+lv@I* + /Ot [l (DI + 1lo (D)) dr + B (83 + 1)°,
B = %F’(t):/Q(uutJrvvt)dx—Ir/Ot/Q(uuTnvaT)dxdTnLﬁ(tgnLt),
C = fu DI+ llo: DI + /Ot e (DI + llv- ()] dr + 8
olsun. (4.2.32) ve basit bir hesaplamayla, ¥ s € R icin
A7 =285 +C = @I+ Io@F + [ D@ + o (P dr+ 5+ ] 2
-2 Uﬂ (wuy 4+ vvy) dx+/0 /Q(uuTJrva) dxd¢+6(t3+t)] s

e (O + o ()11 + /0 (e (DI + llor (7)) dr + 8
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A —2Bs+C — Ju()|fs? - 2s / wtede + g (DI + o (1)) 52
Q

—2$/vvtda:—|—||vt( E + 5 / lu ()2 dr

//uquxdT—l—/ \|wr (7)]1 dr
+52/ Hv(7')||2d7'—25/ /wdmf
0 0 Q

+/ lor (D)I* d7 + 525 (ts + ) = 258 (t3 + 1) + B
0

= 0 = 250+ (1)) d

+ [ (82 (v () — 2500, + (v (1))?) da

V)
[\v)
—~ —~
V2) Va)
[\ no
—~ —~
< IS

ts +1)° —2s(ts + 1) +1)

) = 2suu, + (u, (1))?) dedr

)2 — 2svv, + (v, (1))?) dwdr

= [ (sult) - (02 + / (50 () — vr (1))° da

+ /0 t /Q (su (1) — uy (1))* dadr
/

o
S—~—

>

(sv (1) — v, (7'))2 dedr + [ (s(ts +t) — 1)2

elde ederiz. Bunun daima sifirdan biiyiik olmasi i¢in reel koklerinin olmamasi gerekir.

Reel kok olmamasi i¢in de A < 0 olmasi gerekir ki bu;
—4AC <0,

- AC <0

demektir.

Her ¢t € [0,T) igin (4.1.1) probleminin ¢ziimii (u,v) olmak iizere

F(t) > Aise A< F(t)
F//(t)
(p+a+4)

F'(t) > (p+q+4)C ise C <
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ve

B - AC > <%F’(t)> —F(t)%

(p+q+4)
A

—(p+q+4)(B*—AC)
(p+q+4) (AC — B?)

(p+q+4) (B> - AC) (F' (t))* — F (t) F" (t)

(p+Z+4NF%wy

v

F(t)F"(t) —

v

V

diizenlemeler yapilirsa

(p+q+4)

o F Wy 20

F(t) F" (t) —

4
ve o = p_l—q > 0, p—+Z+

> 1 aliirsa

F(8) F" () = (1 +a) (F' (1) 2 0

elde ederiz. Ayni zamanda

d

ZE(F““@» = —aF *'F <0,

d2

Eﬁ(Fﬂwﬂ) = —a(-a—-1)F*“?2FF —aF *F"

= a(a+1)F o 2(F) —aFF"
— _aF7a72 |:F”F - (1 +a) (FI)Z]

olur. Her t € [0,T) aralig icinde F~*2 > 0 ve F"F — (14 a) (F')* > 0 oldugundan

olur. O halde F~ fonksiyonu konkav olur.

F~% konkav fonksiyon oldugundan

d2F—a
— <0
a2 —

diferansiyel esitsizligini saglar ve bu egitsizlik icin gerekli integrallerin alinmasi ile

o FCY+1 (O)
FY 0 2 5o =tk 0)
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esitsizligi elde edilir.

ve bu zaman

dir. Burada

oldugundan

olur. Buradan

Burada F'(0) > 0 kosuluyla sonlu bir 7" > 0 zamani mevcuttur

t
. 2 2 2 2
Jimn Jal? + ol + [ (s () + Jor (r)]) dr = oc,
- 0

lim JJul* + [Jo]* = oo
t—T

dir. Boylece Teorem 4.2.1 in ispati tamamlandi.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu galigmada (4.1.1) probleminin ¢oziimlerinin patlamasi Konkavlik metodundan
faydalanilarak gosterilmigtir. Coziimlerin patlamasi farkli metotlar kullanilarak caligila-
bilir. Ayrica (4.1.1) probleminin enerji azalmasi, iistel biiyiimesi gibi matematiksel
ozellikleri de caligilabilir.
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