CUKUROVA ﬂNi\'ERs_iTp:sj
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

2775

ALI iHSAN GENC

WALLMAN-FRINK KOMPAKTLAMALAR

MATEMATIK ANABILIM DALI

37r 15

ADANA, 1998

It \{mﬁ‘ﬁ
e, ",,r» gt m@.&@ﬂ

DL a3



Bg

CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

- WALLMAN-FRINK KOMPAKTLAMALAR

ALI IHSAN GENC
YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILiM DALI

Bu tez 23./2../4% Tarthinde Asairdaki Juri Uyeleri Tarafindan Oy Birligl fle Kabul
Edilmigtir.

- L]
f . : g 55"""’6 U A
Imza ? imza imza P
Y.Dog.Dr.Fikret KUYUCU Y.Dog.Dr.Doian DONMEZ  Y.Do¢.Dr.ismet ALTINTAS

DANISMAN UYE UYE

Bu tez Enstitiimiiz Matematik Anabilim Dalmda hazlrlanmmlr

Hod: [/83

.Dr:Aziz ERTUNC
Enstitii Miidiirii
imza ve Miihiir

fotograﬂann kaynak gésterilmeden kullamumi 5845 . Fikir ve Sanat Eserleri kanunundaki

hiiklmlere tabidir.



(07/

YUKSEK LISANS TEZI

WALLMAN-FRINK KOMPAKTLAMALAR

ALITHSAN GENG

CUKUROVA UNIVERSITESH
FEN BILIMLERI ENSTITOSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Damgman : Yrd. Dog. Dr. Fikret KUYUCU
Y1l :1998, Sayfa :31
Jori : Yrd. Dog. Dr. Fikret KUYUCU
Yrd. Dog. Dr. Dogian DONMEZ
Yrd. Dog. Dr. Ismet ALTINTAS

Bu ¢aligmada bir X' uzaymm ilk olarak 1938’de Wallman tarafindan verilen ve
daha sonra 1964’te Frink tarafindan geligtirilen bir y6ntem ile Wallman-Frink
kompaktlamalar inga edilmigtir. Daha sonra bir X uzaymmn her kompaktlamasinin
Wallman-Frink olup olmadif sorusu zerinde durulmug ve bu sorunun ¢ézimi aynk
uzaylara indirgenmistir.
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In this work we construct the Wallman-Frink compactifications of an arbitrary
topological space X . This method was first introduced by Wallman in 1938 and later
developed by Frink in 1964. We also investigate whether every compactification of X
is of Wallman-Frink type . We reduce this question to the case of discrete spaces.
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1. GENEL BiLGILER AL {HSAN GENC

1.1 Kompaktlamalar

Tanm 1.1.1: X bir topolojik uzay olsun. Her F < X kapalive x € X - F igin
g(x) =0 ve g(F) = {1} olacak sekilde siirekli bir g: X — [0,1] fonksiyonu varsa X e
tam regiller uzay denir,

Bu tamma denk bir ifadeyi géyle verebiliriz:

Her F c X kapalive her x e X - F igin f(x) €CIf(F) olacak gekilde
glirekli bir f:.X' — R fonksiyonu varsa X e tam regiler uzay denir.

Simdi bu iki tansmin denkligini gésterelim:

F c X kapahvex e X - Folsun. O zaman g(x) =0 ve g(F) = {1}
olacak gekilde stirekli bir g:.¥" — [0,}]c R fonksiyonu vardir. Clg(F) = {1}
oldugundan g(x) ¢Clg(F) dir.

Diger taraftan , f(x) €CIf(F) ise (f(x)-9J, f(x)+)n f(F) = olacak
sekilde bir § > 0 vardir.

h:R — [0,1] fonksiyonunu

h(r) = nﬁn{l—'—‘—g(—’“ll, 1}

olarak tammlayalim. O zaman g = hof: X — [0,1] slireklidir ve x e X' - F igin g(x)=0
ve g(F) = {1} dir.

Tamm 1.1.2: X bir topolojik uzay olsun. Eger X” Hausdorff ve tam regiiler ise X ¢
Tychonoff uzay denir.

Tanm 1.1.3: X bir Hausdorff uzay olsun. X in aynk ve kapal her 4, B alt kiimeleri
igin 4 cU ve B cV olacak gekilde ayrik ve agik U,V alt kikmeleri varsa X ¢ normal
uzay denir.

Teorem 1.1.4: Normal uzaylar tam regiilerdir.



Teorem 1.1.5: Kompakt Hausdorff uzaylar tam regillerdir.

Tamm 1.1.6: X ve a €4 igin Y, topolojik uzaylar ve F = { i X—-Ta eA}
fonksiyonlarmn bir ailesi olsun. Eger her x,y € X,x = y i¢in f,(x) = f,(y) olacak
gekilde bir f, e F varsaF ye noktalar: ayirir denir.

Eger her G ¢ X kapah ve her x € X -G igin f,(x) &€CIlf,(G) olacak
sekilde bir f, e F varsa F ye kapalt kimelerden noktalar: ayirir denir.

F tarafindan belirlenen degerlendirme fonksiyonu ise [ep(x))(@) = f,(x) ile
tammh e,: X — [, fonksiyonudur.

aeA

Teorem 1.1.7: X ve a €4 igin X, topolojik uzaylar olsun. O zaman
f:X—> ][] X, fonksiyonunun stirekli olmas: igin gerek ve yeter kogul her @ e 4
aed

igin 7z, o f: X — X fonksiyonunun siirekli olmasidsr.

Tammm 1.1.8: X ve Z iki topolojik uzay olsun. X ~ f(X) c Z (homeomorfik) olacak
gekilde bir f: X" — Z fonksiyonuna X in Z igine bir gdmmesi denir .

Teorem 1.1.9 (Gomme Teoremi):
a) Her o €4 igin f, slirekliise e, de siireklidir.
b) Eger F noktalan ayirtyorsa e, bire birdir.
c) Eger F kapah kiimelerden noktalan ayiryorsa e.: X — e, (X) agiktir.

ISPAT:
a) 7, a. lzdiglim fonksiyonu olmak Uzere f, = 7, oe, dir. Her « €A igin f, sirekli
oldugundan, Teorem 1.1.7°den ¢, de siireklidir.

b) x,y €X,x = y olsun. F noktalan aywrdifindanbir @ e 4 igin f_ (x) = f,(») olacak
sekilde bir f, e F vardir. O zaman

[er (X)) (@) = [o(x) = fo(¥) = [ex(¥))(a)
dir. Béylece e,(x) = e, (y) olup e, bire birdir.

¢) Uc X agkk ve x €U olsun. F kapah kiimelerden noktalan ayirdifindan
f.(x) &Clf (X - U) olacak sekilde bir £, &F vardwr. V = x,'[¥, — Clf, (X - U)]



olsun. Oyleyse e,(x) eV dir. Efier bir p € X igin e, (p) eV fakat p eU ise

f(p) £, (X ~U) dur.

Fakat e,(p) €V oldugundan, £,(p) = z,(es(p)) ¥, - Cf,(X ~U) dur. Bu geligki
bize e (p) eV ise p €U oldufunu sbyler. Bbylece e (p) eV ise e (p) e, (U) dur.
Aynca V neg(X), ep(x) in e (U) daki agik bir komgulugudur. O zaman e, (U) nun
e, (X) te agik oldugu sonucuna vannz. B

X bir topolojik uzay olmak izere C(X)={f: X — R: f slrekli },
C'(X)={f:XY > R: f siirekli ve simrli} ile gbsterilir.

Tamm 1.1.10: 4 c X ve f:4— Y stirekli bir fonksiyon olsun. Eger gIA = f olacak
gekilde siirekli bir g: X" — ¥ fonksiyonu varsa g ye f nin geniglemesi denir.

Teorem 1.1.11: 4, X in yojun bir alt kiimesi ve ¥ Hausdorif olsun. Efer /14— Y
siirekli fonksiyonunun geniglemesi g: X' — ¥ ise g tektir.

ispat: X — 7 , f nin bir bagka geniglemesi olsun, B = {x eX: gx)= h(x)}
kiimesini tammlayalm. O zaman B kapalidir. Ote yandan 4 c B olup B= X
bulunur. Oyleyse g = 4 dir.

Teorem 1.1.12: X bir topolojik uzay, ¥ ve ¥, Hausdorff ve C/, X =Y, olsun.
F:Y, — Y, igine ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f = F|X:X — F(X) bir
homeomorfizma ise 0 zaman F(¥, ~ X) c ¥, - F(X) tir.

Ispat: y, €Y, - X ve F(y,)=y, olsun. y, € F(X) oldugunu kabul edelim.
O zaman y, = F(x) olacak gekilde bir x e X vardir. x = y, ve ¥, Hausdorff
oldugundan, y, €U, x €V ve U nV =& olacak gekilde U,V c ¥, agik kilmeleri
vardir. f bir homeomortizma oldufundan F(V' n X)) , F(X') in agik bir alt kiimesidir.
O zaman
VWeFV nX)=VnF(X)
olacak gekilde V"< ¥, agik kiumesi vardir. F sirekli ve F(y,) = y, €}” oldugundan,
F(G)c V" olacak gekilde bir y, e G < U agik kiimesi vardir. C1, .Y =¥, oldugundan,
G n X = dir. Boylece
B2zF(CNnX)c F(G)NF(X)cV'nF(X)=F(V nX)

bulunur. Ama /" bire bir oldufundan, G "V n X = & dir. Bu ise bir geligkidir. Clink

GAVNnXcUnV =@ dir. Oyleyse F(¥, - X)c ¥, - F(X) dirm



Bundan sonra aksi belirtilmedikge biitiin uzaylar Tychonoff varsayilacak.

Tamm 1.1.13: X bir topolojik uzay ve X" kompakt ve Hausdorff bir uzay olsun. Egcr
a: X — aX gémme ve a(X),aX de yogun olacak gekilde bir & tonksiyonu varsa aX
¢ X in bir kompaktlamas: denir.

X ile onun homeomorfik imaji olan (X") i 6zdeglestinirsck X in
kompaktlamasim, ‘Y i yofun bir alt uzay olarak igeren kompakt Hausdorff bir &Y
uzayma X in bir kompaktlamasi denir * geklinde de tammlayabiliriz,

Tamm 1.1.14: X ve ¥, X iniki kompaktlamasi olsun. Eger f o = olacak
gekilde bir f:eX” — 1Y homeomorfizinasi varsa bu iki kompaktlamaya egdegerdir denir
ve aX =X yazhr.

Egdeger kompaktlamalar arasinda fark gézetilmez. Aynca .Y ile onun
homeomortik imajlanm 6zdeglegtirebildigimizden X ile X kompaktlamalarnm
eydeger olmasi igin gerek ve yeter kogul her x e X7 igin &(x) = x olacak gekilde bir
®:aX — X homeomorfizmasinin olmasidir.

X in biitlin kompaktlamalanmn siufinn X(.X) ile gésterecegiz. Simdi K(.Y)
{izerinde bir kismi siralama bagintis tammlamaya galgalim. 1}, ¥, e K(.Y') olsun. Eger
J:X,— Y gibiher x €X igin f(x)=x kogulunu saglayan slirekli bir /' fonksiyonu
varsa ¥ < T, yazilr. Bu kogullan saglayan f fonksiyonu értendir. Ustelik Teorem
1.1.11°den ¥, <Y, olmasiu saglayan ve .Y in noktalanint sabit birakan tek bir f:7, —» I,
stirekli fonksiyonu vardir. 1 bdyle bir fonksiyon oldugundan Teorem 1.1.12°den
ST, -X)=F - X bulunur.

Teorem 1.1.15: “ <’ bagmtisn K(X') lizerinde bir kismi swralama bagmusidar.

Ispat : Yansima:; Her ¥ eX(X) igin f:Y — Y fonksiyonunu f = I, olarak alirsak
Y <Y olur.

Tors pimei: 7, Z @K(V),Z8Y ve ¢ Z olsun, O zaman 17 = Z ve g:Z = Vlier
xekX igin f(x)=x, g(x)=x olacak gekilde f ve g siirekli fonksiyonlan vardir.
SogZ— Z ahrsak her x X igin (fog)(x)=x ve fog sirekliolup fog =/, dir
Benzer gekilde go /=7, olur. O zaman g = /™' olup £ bire bir ve értendir, Boylece
Y = Z bulunur. Egdeger kompaktlamalar arasinda fark gozetilmediginden ¥ = Z dir.



Gegisme: ¥, Z,TeK(X)ve Y€Z, Z<T olsun. O zaman f:Z —7F, g T— 2
her xeX igin f(x)=x, g(x)=x olacak sekilde / ve g slirekli fonksiyonlan vardir.
fogT—Y alrsak her xeXigin (fog)x)=x ve fog siirekliolup ¥ <7 dir. m

Simdi K(X) ive X in Stone-Cech kompaktlamas: olarak bilinen AX i inga
etmeye galiyahm. Bunun igin Gémme Teoremi'ni kullanacagz.

X bir topolojik uzay, f €C"(X) ve I, < R de f(X) iigeren kapah bir
aralik olsun. F < C'(X’) kiimesi kapah kiimelerden noktalan ayirsin. X Hausdortf
oldugundan, tck noktadan olugan her kiume kapalidur. Dolaysiyla F ailesi noktalan
da aywnr. O halde Teorem 1.1.9” dan, e,: X — [ 7, degerlendirme fonksiyonu bir

fe¥

gommedir. e, X = Cle (X)) olarak alirsak e.X, X" in bir kompakilamas: olur.

Teorem 1.1.16: aX ,.Y in herhangi bir kompaktlamast ise ¢,.Y = aY olacak gekilde
kapah kiimelerden noktalan ayiran bir 7 < C*(_Y) vardr.

Ispat: F = {f eC*(X): bir f":aX — R igin f® oz = f } vlsun.
Once F nin kapah kitmelerden noktalan ayirdifnim gésterelim. 4 .Y kapah ve
x €X - A olsun. O zaman bir K ¢ X kapal vardir 6yle ki K n X" = A du. Bu
durumda x €K dir. X tam regiiler oldugundan, bir f“:aY — R siirckli fonksiyon
vardir 6yle ki f“(x) €CIlf*(K) dw. f = f“oa olsun. O zaman f €C'(X) ve
JS(x) €Clf(A4) dir. Boylece Teorem 1.1.9°dan ¢, X, X in bir kompaktlamasidir.
simdi kX — []1, fonksiyonunu
JeF
(MU S)=1(p)
olarak taumlayalim. 7, f inci izdilglim fonksiyonu olmak tizere npoh=f*"
oldugundan, A siireklidir. Aynca,
[Ma(NI(S) = 7 (a(x)) = f(x) = ex(x)
oldugundan, ¢.(.Y) < (aY) bulunur. h(aY) CI:I 1, kompaktur. Béylece
elf

WoX) =e. X fir.
Simdi 4 nin bire bir oldugunu gosterelim. A(p) = A(g) olsun. O zaman
her f eF igin
: [H)S) = F(p) =[N S) = f(a)
dur. F noktalan aywrdigindan, p =g bulunur. Boylece 4 , bire birdir.



a\” kompakt, ¢, X Hausdorffve /:cX — ¢, X bire bir 6rten ve sitrekli bir
fonksiyon oldugundan, » bir homeomorfizmadir. %o = e, oldugundan, aX =e, X tir.
|

Bdylece kapah kiimelerden noktalan aywan her F < C'(X) den X in bir
kompaktlamasi olan e, X" i elde edebilecegimiz goslmmg olduk. Dolayistyla X in
~ kompaktlamalannin kiimesi olan K(.X) i

{e.X:F cC'(X) ve F kapah kiimelerden noktalan aymnr }
kiimesi olarak da diigiinebiliriz.

Tamm 1.1.17: Kismi sirah bir kiimenin bog olmayan her alt kiimesinin bir en kilgiik iist
sin varsa boyle kiimeye sist yar: tam latis denir.

Teorem 1.1.18: ‘ <’ kismi siralama bagmntisiyla X(.Y) bir iist yan tam latistir.

ispat: A = {Y,:i el} , K(X)in herhangi bir alt kiimesi olsun. Bu kiimenin '<'
bagintisina gdre bir en kiigilk iist suura sahip oldugunu géstermeliyiz.
eY — 1—[ Y; fonksiyonunu [e(x)](/) = x olarak tammlayahm. Agik¢a e bir gémmedir.

1€l
eX = Cle(X) alwsak eX , X in bir kompaktlamasi olur. Her i €/ igin
SieX = I, izdigiim fonksiyonunun e ¢ kisitlamasi olsun. O zaman Jiex)) =x
dir. Béylece ¥, <eX tir. $imdi eX in en kiigiik tist smur oldugunu gésterelim. Her i e/
igin ¥} <e.X olacak gekilde X in bir e X kompaktlamasiun oldugunu kabul edelim. O
zaman g;:¢ X — ¥, siirckli fonksiyonu vardir.

fiqX —[]¥, fonksiyonunu

el

/(2 =g(p)
olarak tammiayalum. Buradan 7,0 1" = g, dir. O zaman f siireklidir. Bunun yamnda
Se(0)]G) = g.(¢,(x) = e,(x) = [e(x)]()
dir. Bu da bize
fle(Xy=eX), fleX)=ex
ve
eX <eX
oldugunu soyler. Boylece eX, A mn en kilgiik {ist smurdir. 8

Sonug 1.1.19: X(X') bir maksimum elemana sahiptir.



Tamm 1.1.20: X bir topolojik uzay ve K(X) , X in biitiin kompaktlamalarinin
kiimesi olsun. K(X) in maksimum elemanina X in Stone-Cech kompaktiamas: denir
ve AX ile gosterilir.

1.2 Sifir Kiimeler

Tamm 1.2,1: X bir topolojik uzay olsun. f € C(X') olmak iizere
Z(f)={x € X: f(x)=0} komesine X in bir stfir kiimesi denir.

Bununla birlikte X teki botiin sifir kiilmelerin kimesi
Z(X)y={Z(f). f eC(X)} ile verilir.

Tanim 1.2.2: Bir stfir kiimesinin X e gore tiimleyenine kosifir kiimesi denir.

Teorem 1.2.3: X bir topolojik uzay olmak tizere Z(X) igin agagidakiler dogrudur.
a) Her sifir kiimesi kapalidir.
b) J,X eZ(X).
€) Z,Z, e Z(X) ise Z,VZ, eZ(X) ve Z,NZ, e Z( X).
d) feC(X)veaceRise

@y {rex:fx)2al{xeXx:f(x)sa} e2(X).
&) Z(X)={Z(f).f eC"(X)}.

Ispat :
a) Z(f) e Z(X) olsun. O zaman Z(f)= {x eX: f(x)= 0} = £7(0) kapalidir. Cunki
{0} kapal1 kiimesinin siirekli bir fonksiyon altindaki ters gorintiisd kapalidur.

b) a e R- {0} olan f(x)=a sabit fonksiyonunu diginelim. O zaman f € C(X) olup
Z(f) = dir. Béylece & € Z(.X). Bununla birlikte g(x)= 0 sabit fonksiyonu da
C(X) te olup Z(g)= X oldugu agiktir. Oyleyse X € Z(X).

¢) Z,,Z, eZ(X) olsun. Z, =Z(f),Z, = Z(g) olsun. Z, U Z, = Z(fg) olduBunu
gosterelim. x e Z(fg) ise (fgX(x)=0 olup f(x)=0 veya g(x)=0 dir. Bu ise bize
x €Z, veya x € Z, oldugunu s6yler. Yani x € Z U Z, dir. Diger kisim da benzer
sekilde gosterilir.

Z "2, = Z(f* +g*) oldugu benzer sekilde gosterilebilir. Reel degerli ve
stirekli iki fonksiyonun garpimi ve toplami da reel degerli ve sirekli oldugundan
LV, ZinZ,eZ(X).



d) f €C(X) ve a R olsun. Once f™(a) € Z(X) oldugunu gosterelim. Bunun igin
2(x) = a sabit fonksiyonunu alip A(x)= g(x)—- f(x) fonksiyonunu tanimlayalim. O
zaman h(x) e C(X) ve f™(a)= h"'(0) dir. Boylece f~'(a) € Z(X) bulunur.
Simdi {x eX: f(x)2 a} kimesinin bir sifir kiimesi oldufunu gosterelim. Bir
g(x)= min{f(x)-a, 0}
fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman g(x) e C(X) ve
g'0)={x e X: f(x)2d}
dir. Boylece {x eX. f(x)z a} e Z(X) dur.
{x € X: f(x)< a} kimesinin de bir sifir kimesi oldugunu gostermek igin bir
h(x)= min{a - f(x), 0} fonksiyonu tammlanarak benzer iglemler yapihr,

€). C'(X)c C(X) oldugundan {Z(f): f e C"(X)} < {Z(f): f e C(X)} dir.
g(x) € C(X) olsun, O zaman

_le)
W=7, 7 €€

ve Z(g)= Z(f) dir. Boylece Z(X)={Z(f):f €C"(X)} bulunur.m
Ornek 1.2.4: X bir aynk topolojik uzay ise Z(X) = P(X) dir.

Tamm 1.2,5: X bir topolojik uzay, 4,, 4 < X olsun. Eger f(4,)c {0} ve
f(4) {1} olacak sekilde sitrekli bir f: X — [0,1] fonksiyonu varsa 4, ve 4,
kiimelerine X te tamamen ayriimigtir denir.

Ornek 1.2.6: £ c X kapalive x € X — E olsun. O zaman X bir Tychonoff uzay:
oldugundan, {x} ve E kumeleri X te tamamen aynimigtir.

Teorem 1.2.7: Bir X topolojik uzayinda tamamen aynlmig kiimeleri ve sifir kilmeleri
i¢ine alan asafidaki dzellikler vardur.

a) X iniki alt kiimesinin tamamen ayrilmuig olmasi igin gerek ve yeter kogul bu
ktmelerin ayrik sifir kiimeler tarafindan kapsanmasidir.

b) X iniki alt kilmesi tamamen ayrilmigsa bu kiimeler aynk kosifir kimeleri
tarafindan kapsanir.

c)Eger 4, ve 4,, X inaynk iki sifir kimesiyse 4 N B =, 4,NB, =D ve
B VB, = X olacak gekilde X in B ve B, gibi iki sifir kiimesi vardir.



d) Efier U bir x € X noktasmn agik komgulufu isc 0 zaman xeX cAcU
olacak gekilde X in bir X kosfir ve bir 4 sifir kiimesi vardir.

Ispat: :
a) 4 ve B X in tamamen ayninug iki alt kilmesi olsun. O zaman f(4) c {0} ve

f(B)c {1} olacak gekilde siirekli bir f:X — [0,1] fonksiyonu vardir. Buradan
Ac f7(0) ve Bc f-(1) bulunur, Ustelik,
70, ez(X)

Ve

I OnfO=(@)=2
dir.

Temine, 4,B c X ve aynk Z(f,),Z(f,) sifir kiimeleri igin 4 < Z(f})
ve Bc Z(f,) olsun. O zaman her x X igin [I;(x)|+lfz(x)|=0 olup

_ If.(x?fl
§(x) = l(x)l-t- (=

olarak tammlanan g: X"~ [0,1] fonksiyonu siireklidir. x €4 ise x €Z(f,) ve buradan
£(x) =0 olur. O zaman g(x)=0 ve bdylece g(4) c {0} elde ederiz. x eB ise

xeZ(f,) olup f,(x)=0 dir. Bbylece g(x)=1 ve g(B)c {1} buluruz Oyleyse 4
ve B tamamen aynimugtir. .

b) 4 ve B, X in tamamen ayrimug iki alt kiimesi olsun. O zaman g(A4) c {0} ve
g(B) c {1} olacak gekilde stirekli bir g: X —» [0,1] fonksiyonu vardir. Oyleyse
AcG=g"'([01/2)), Bc H=g"'((1/21)) olup Gn H =& dir. Ustelik, G ve
H Xosifir kitmelerdir.

€)A, ve 4, X in aynk iki stfir kimesi olsun. 4, = Z(f}) v 4, = Z(f,) olsun. O
zaman her x € X igin lﬁ(x)|+|f2(x)|¢0 dur.

Simdi bir g: X — [0,1] fonksiyonunu

e
#=)= (x "'lfz(x)l

olarak tammmlayahm. x €4, ise f,(x) =0 ve dolayisiyla g(x)=0 dir. Bbylece
4, < g7'(0) . Benzer gekilde 4, < g”'(1) bulunur. $imdi 4, < g™ (0) ise
A 0g [/ 2]])=2 ve B =g (I1/ 21]) eZ(X) tir.



Benzer sekilde , 4, ng™([0,1/2])= @ olup B, = g™ ([0,1/ 2]) alwnabilir. Ustelik
B, e Z(X) olup B U B, = X bulunur.

d)x € X ve U, x noktasin bir agik komgulugu olsun. Oyleyse x ¢ Y -U ve X-U
kapahdir. X bir Tychonoff uzay: oldugundan, f(x)=0 ve f(X-U)c {1} olacak
sekilde stirekli bir f:.X — [0,1] fonksiyonu vardir, Kosifir kiimesi olarak

K = £7([0,)/ 2)) ve sifir kiimesi olarak da 4= £~'([0,1/2]) alsak K c Ac U elde
ederiz. Agik¢a x € X dir. W

Simdi AX, Stone-Cech kompaktlamasim sifir kimeler ve tamamen aynlmig
kameler cinsinden agiklayalim:

Teorem 1.2.8 : Y € K(.X) ise agafidakiler birbirine denktir.

NY=pgx
i) X in tamamen aynlmug iki alt kiimesi Y de aynk kapaniglara sahiptir.

iif) Z,,Z, € Z( X) ise Cly(Z,N2,)= ChZ N Cl,Z, dir.
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2.1 Stone Topoloji

Simdi latis teorisinden biraz bahsedelim. Konu i¢inde ilerlerken Frink latisleri
denilen bir latisler sanaft tammlayp, daha sonra Stone topolojisini inga edecegiz

Tamm 2.1.1: (A4, <) kismi sirah bir kiime olsun. Efer a,b €4 clemanlanmn her ¢ifti
i¢in avb =sup{a,b} , anbd =inf{a,b} €4 oluyorsa A ya bir latis denir.

L, 0 minimum ve 1 maksimum clemanh ve dagiilma 6zelliine sahip bir latis
olsun. Bdylece L deki her a,b ikilisi yine L de bir supremuma (a v b) ve bir
infimuma (a A b) sahiptir. Ustelik a,b,c €L ise

an(bvec)=(anb)v(anc)
ve
av(bnc)=(avbd)a(avc)
6zellikleri vardir. Aynca her a L igin 0 € a ve a <1 dir. Bunun yamnda efier B,
L nin sonlu bir alt kiimesiyse , 5megin B = {b,, pyeses }mc B nin supremumu
VvB=b vb,v..\vb,
ve infimumu
AB=b nbn.Nb,
mevcuttur.

Bundan sonra L, 0 minimum ve 1 maksimum elemanh ve daglma dzelligine

Tanm 2.1.2: K c L olsun. 0 eX,1eX veher g,bekX igin avbeK, anbek
ise X ya L nin bir alt latisi denir.

Tamum 2.1.3: L nin agagadaki dzellikleri saglayan ve bog olmayan bir F alt kilmesine
L Qzerinde bir filtre denir.

1) OgF

i) a,beF ise anbeF dir.

iii) aeF, bel ise avbeF dir (Bunadenk olarak ‘aeF,beL ve agb ise
b eF dir.'ifadesi de verilebilir.)

11



Bazi Gergekler :

1) F bir filtreyse 1 € F' dir. Gergekten L, L de en biyiik eleman oldugundan her
a € F igin a <1 dir. Boylece filtrenin tammindan, 1 € ' bulunur.

2) F = {1} kiimesi bir filtredir.

3) Bir {F;:i e 1} filtreler ailesi verildiginde [ |, de bir filtredir.
el

Tanim 2.1.4: Bc L olsun. B nin sonlu her £ alt kiimesi igin A E # 0 isec B ye sonlu
kesisim ozelligine (s.k.0.) sahiptir denir.

Eger B s.k.6. ye sahipse

<B>={xeL. x2zAE olacak gekilde B nin sonlu bir £ alt kiimesi vardir.}
olsun.

Teorem 2.1.5: L nin bos kiimeden farkli bir B alt kiimesini kapsayan bir filtrenin
olmasi igin gerek ve yeter kogul B nin 5.k.6. ye sahip olmasidur.

Ispat : F bir filoe ve B< F olsun. £, B nin sonlu bir alt kiimesi olsun.
E= {e,,ez,...,e,,} olsun. A £ # 0 oldufunu gostereceiiz. ¢,e, € £ alahm. Ec Bc F
oldugundan, ¢,e, € F dir. F bir filtre olduBundan, e, Ae, € F ve ¢ Ane, #0 dir.
Aslinda bu iglem her sonlu kiimeye genigletilebilir. Boylece A £ # 0
bulunur. Yani B s.k.6. ye sahiptir.

Diger taraftan, < B> nin B yi kapsayan bir filtre oldugunu gosterecegiz.
x € B ise {x}, B nin sonlu bir alt kiimesi ve A {x}=x <x oldupundan, x e< B>
dir. Buradan, B c< B> sonucu elde edilir. Simdi < B> nin bir filtre oldugunu
gosterelim. B s.k.6. ye sahip oldugundan, B nin sonlu her £ alt kiimesi igin A £ # 0
dir. Oyleyse 0 ¢< B> dir. x,y €< B> ise x2 AE, ve y 2 AE, olacak sekilde B nin
E,, E, gibi sonlu alt kimeleri vardir. O zaman

ANEVE)SAE Sx

ve
ANEVE)SAE, Sy
olup
ANEVE)SxAYy

elde edilir. £, U £, de B nin sonlu bir alt kiimesi oldufundan, x A y €< B> bulunur,
Simdi filtre olmanin son gartini saglatalim. x e< B>,y €L ve x < y olsun, O zaman
B nin sonlu bir £ alt kiimesi igin A £ < x olup x< y den y e< B> elde ederiz.
Boylece < B> bir filtredir, Simdi B yi kapsayan en kigik filtrenin < B> oldugunu
gosterelim. /' bir filtre ve B F olsun. < B> F oldupunu gostermek yeterlidir.
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x €< B> ise B nin sonlu bir G alt kiimesi i¢in x 2 AG dir. G < F ve F bir filtre
oldugundan AG e F dir. AG<x olup x e F dir. ®

Tanim 2.1,6: L nin agafidaki 6zellikleri saglayan ve bog olmayan bir B alt
kiimesine L uzerinde bir filtre baz: denir.

i) 0¢B,

i) a,b € B ise ¢ < a A b olacak gekilde bir ¢ € B vardur.

B bir filtre baz1 ise 0 zaman B 5.k.8. ye sahiptir ve B ye < B> nin bir filtre
bazidir deriz.

Teorem 2.,1.7: F bir filtre, Bc F olsun. B nin F nin bir filtre bazi olmas: igin gerek
ve yeter kosul her a € F igin b < a olacak gekilde bir b € B olmasidir.

ispat: B,F nin bir filtre bazi ve F =< B> olsun. a € F ise sonlu bir £ c B i¢in
AE<a dir. B filtre bazi oldugundan bir b € B vardir yle ki < AE dir. Oyleyse
b<a du.

Tersine, B< F ve B nin verilen sarti sagladifim kabul edelim. Once B nin bir
filtre bazi oldufiunu gésterelim. 0 ¢ F° olduBundan, 0 ¢ B dir. a,b € B ise a,b € F dir.
F bir filtre oldugundan, a A b € F dir. Hipotezden, ¢ < a A b olacak gekilde bir ¢ € B
vardir. Simdi /=< B> oldugunu gésterirsek B nin F filtresinin bir filtre baz1 oldugu
ispatlanmisg olur.

Simdi a € F ise B nin sonlu {6} alt kiimesini aldifimizda A {6} =b<a
oldugundan, a e< B> dir. O zaman F c< B> dir. Béylece F =< B> bulunur. B

Tanim 2.1.8: Kiime kapsama bafintisina gére kismi siralt
® = {F.F,L (zerinde bir filtre}
kiimesini ele alalim. @ nin bir maksimal elemanina L izerinde bir w/tra filtre denir.

Teorem 2,1,9: @ nin bir I alt kilmesinin @ de bir (ist sintra sahip olmast igin gerek
ve yeter kosul I' nin sonlu her {F;,F;,...,F},} alt kimesi ve her
a, €FR,a, eF,,...,a, €F, i¢in g, Aa,A..Aa, #0 olmasidir.

Ispat : Teorem 2.1.5’ten hemen sonuca vanlur.
B= {al Aa,A.Aa, a, €F, i= 1,2,3,...,n} aliirsa her i =123,...,n igin F, c< B>
olur s

Teorem 2.1.10: & kiimesinde her zincirin bir iist sinin vardir.

13



fspat: I',® de bir zincir ve {F,,£,,...,F,},[' nin sonlu bir alt kimesi olsun. O zaman
bir j €{L2,...,n} vardir 6yle ki her i € {1.2,...,n} i¢in F, ¢ F, dir. Boylece her
ie{1,2,...,n} igin g, € F, ise g, € F, olur ki buradan da g, Ag,A...Aq, € F; elde edilir.
a, AayA...na, #0 oldugundan Teorem 2.1.9°dan I' mn bir tist sinint vardir, B

Teorem 2.1,11; Her filtreyi igeren bir ultra filtre vardur..

Ispat: F e® alahm. Simdi F yi igeren bir U ultra filtresinin var oldugunu
gosterecediz. A={G:F c G ve Ge®} olsun. Teorem 2.1.10’dan kismi siral1 A

kamesinde her zincirinin bir ist stin vardir. Béylece kismi sirah A kilmesi Zorn
Lemmasi’nin gartlanm saglar. Oyleyse A mn bir /' maksimal eleman vardirve F c U
dur.m

Tanim 2.1.12: Her a,b € L igin av b € F oldugunda a € ' veya b € F' oluyorsa
L uzerindeki bu F filtresine asal filtre denir.

Teorem 2.1.13: Her ultra filtre bir asal filtredir.

ispat: U bir ultra filtre olsun. a,be L ve avb eU olsun. a ¢U oldugunu
varsayalm. O zaman U U {a} s.k.6. ye sahip degildir. Boylece bir x eU igin anx =0
dir. O zaman b=bvO0=bv(anx)=(bva)a(bvx)eU eldeedilirm

Tamm 2.1.14: Eper her a € L igin and'=0 ve ava'=1 olacak gekilde ¢ nin bir tek
d € L timleyeni varsa L ye bir Boolean cebiri denir.

Teorem 2,1.15; L bir Boolean cebiri ve F, L Ozerinde bir filtre olsun. O zaman
asapdaki ifadeler denktir.

i) F bir ultra filtredir.

i) F bir asal filtredir.

iiiy ael iscaeF yadadekF dir

Ispat :
iy=> ii): Bu sonug Teorem 2.1.13’den elde edilir.

ify=> iii). F bir asal filtre ve b € L olsun. L bir Boolean cebiri oldugundan,

bab=0 ve bvb'=1 olacak sekilde b'e L vardir. bv b'=1€F oldupundan, b € F
veya b eF dir.
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iiiy=> i). U,F c U olacak sekilde bir ultra filtre olsun. b e/ ise #'¢U dur. Ctnkd

bab'=0 ve 0 ¢l dur. Oyleyse b' ¢ F dir. Hipotezden, be F olup Uc F
elde ederiz. Béylece U = F dir@

Tanmm 2.1.16: Eger her a,b e L igin anb=0 oldufunda aAnx=0,bAy=0 ve
xv y =1 olacak sekilde x,y € L varsa L ye bir Frink latisi denir.

L bir Frink latisi , U da L tzerindeki batin ultra filtrelerin kiimesi olsun. Her
a el i¢in H(a)={U €U :q eU } kiimesini tammlayalim.

Teorem 2.1.17:
a) Her a,b e L igin H(a)u H(b)= H(av b) dir.
b) Her a,b e L igin H(a)n H(b)= H(a A b) dir.
¢) H(0)=@ dir.
d) A(1)=U dur.

Ispat :
a)pUeH(a)u H(b) ise U e H(a) veya U € H(b) dir. U € H(a) ise a €U dur.
U eH(b)ise beU dur. Yani a el veya b €U olup av b eU buluruz. O zaman
U € H(a v b) sonucundan H(a)\w H(b)c H(a v b) elde ederiz.

Ote yandan ¥ e H(av b) ise avb eV ve V. de bir asal filtre oldugundan,
aeV veya bel elde ederiz. Oyleyse V € H(a) veya V € H(b) dir. Yani
V € H(a)U H(b) dir. Béylece H(a)\w H(b)> H(a v b) bulunur, Dolayisiyla
H(a)w H(b)= H(a v b) dir.

b) a)’dakine benzer sekilde yapilir.
¢) Cunkd hig bir ultra filtre 0 1 igermez.

d) Cinkii biitiin ultra filtreler 1 i igerir. B

Teorem 2.1.18: Eger U ve V , L Frink latisi 0zerinde farkh ultra filtrelerse o zaman
bir a €U vebir b eV vardirdyle ki anb=0 dir.

Ispat : Her « eU ve her b eV igin aAb#0 oldufunu varsayalim.
B={unbaeU,beV} kimesini tammlayalm. U,V # @ oldupundan, B & dir.
Aynica B nin sonly her £ alt kiimesi igin A £#0 dir. Yani B s.k.6. ye sahiptir.
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a€U ise anb <a oldufundan, a e<B > dir. Buradan, U c<B > olup U =< B>
dir. Benzer gekilde /' =< B > elde ederiz. Bu ise bize U =V oldugunu séyler. Bu bir

geligkidir.
Simdi bu bilgiler iZnda Stone uzaymm tantalim.

Tamm 2.1.19: U={U:U, L Frink latisi Gzerinde bir ultra filtre} olmak Qizere
3={H(a):a L} kitmesi Teorem 2.1.17'den dolay: U iizerindeki bir topolojinin,buna
Stone topoigjisi diyecefsiz, kapah kiimeleri igin bir bazdir. U ile birlikte bu topolojiye
L nin Stone uzay1 denir ve St(L) ile gdsterilir.

Teorem 2.1.20: L bir Frink latis isc 0 zaman St(L) kompakt ve Hausdorffiur.

Ispat : Once St(L) nin Hausdorff oldugunu gésterelim. U,V eS{L),U =V olsun. O
zaman bir g €U ve bir b €V vardir dyle ki anb =0 duir. L bir Frink latis
oldufundan, anx =0,bAy =0 ve xv y =1 olacak gekilde x,y eL vardur.
a eU,anx =0 oldujundan, x ¢U dur. Oyleyse U & H(x) olup U eSt(L)- H(x)
bulunur. Benzer gekilde, V' eSt(L)— H(y) elde edilir. St(L)—-H(x) ve
SH(L)- H(y) , St(L) nin agik alt kiimeleri olup
[SH(L)- H(x)]n [S((L)~ H(p)] = S{L)-[H(x) v H(y)] = S(L)- S(L) =2 dir.
Bdylece St(L) nin Hausdorff oldufiu gdsterilmig olur.

Simdi de St(L) nin kompakt bir uzay oldufunu gasterelim.
A={H(a):a e B} 5.k.6. ye sahip ve temel kapah kiimelerden olugan bir kiime olsun.

St(L) nin kompakt oldugunu gdstermek igin nH(a) # & oldufunu gdstermek
aeld
yeterlidir. A s.k.8. ye sahip oldufundan,
E= {a,,az,...,a,,} cBcl igin nH(a,) = dir.
Béylece ﬁH(a,.) = H(a, na,n...na,) ve H(0) =D oldufundan,

=1
a, nan.na, = 0dir. Oyleyse B s.k.8. ye sahiptir. Teorem 2.1.5’ten, B yi kapsayan
bir V filtresi vardir. Teorem 2.1.11°den V' yi igeren bir U ultra filtresi vardir. O
zaman BcV c U dur. Aynca her a €B igin Bc U oldugundan, U e H(a) dur.

Bdylece nH(a) # ¢ bulunur. B
aeB

Teorem 2.1.21: L bir Frink latis ve E < S{(L) ise C/ E = {U esLy: (Ve U}
Vel
dir.
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Ispat : A={U eSiL): (V< U} olsun. U € Ave U eSI(L)- H(a) olsun.
Ve

Oyleyse a ¢U dur. U |V oldugundan, a ¢[ |V dir. O zaman bir ¥ E igin
Vek Vel

a ¢V dir. Oyleyse V €Si(L)— H(a) buluruz. Boylece V e[Si(L)—- H(a))NE
oldugundan, U e C/E dir.

Tersine ,U € CIE olsun. ﬂ V @ U oldupunu varsayalm. O zaman bir
Vel

a eﬂV—-U vardir. Boylece V €B ise g eV olup V e H(a) dir. Buradan
Veb

E c H(a) elde edilir. O zaman [St(L)- H(a))NE = @ celiskisi dogar. Oyleyse
(\V cU dir. Yani U eAdir.
Vel

Teorem 2,1.22:
a) Her Boolean cebiri bir Frink latisidir.
b) Eger L bir Boolean cebiri ise L nin Stone uzay: sifir boyutludur.

Ispat :

a)pL bir Boolean cebiri olsun. a,b € L ve a A b= 0 olsun. O zaman

anx=0,bAy=0 ve xv y=1 olacak gekilde x, y € L nin varhgim gostermeliyiz.

L bir Boolean cebiri oldugundan, ana’ =0,ava’ =1LbAb0 =0,bv b’ =1 olacak

sekilde a',b' € L vardir. O halde x =a’, y = b’ almak yeterlidir. Aynca

xvy=(anbyv(xvy)=(avxvy)a(bvxvy)
=(avavd)an(bvavh)=(1AvbH)a(lvd)=1al=1

b) B={H(a):a e L} kimesinin St(L) nin kapah kimeleri i¢in bir baz oldugunu
biliyoruz. Her a4 € L igin A(a) mn hem agik hem kapal oldugunu géstermeliyiz.

a € L alalm. O zaman bir d'e L vardir 8yle ki and'=0 ve ava'=1 dir.
Boylece

H(@Yu H(a')=H(ava')= H(1)=St(L) ve
H(@)nH(a)=H(ana)=H0)=2
oldugundan, H(a) hem agik hem kapal bir kiimedir.&
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Teorem 2.1.23: L bir Boolen cebiri ve B(S#(L)),St(L) deki hem agik hem kapalt
kimelerin ktmesi ise i(S(L))={H(a).a e L} dir.

Ispat : H(a) kiimelerinin St(L) nin hem agik hem kapal: alt kiimeleri oldugunu
biliyoruz. Ote yandan, # hem agik hem kapali ise H kapalive {H(a).a €L},
St(L)nin kapah kiimeleri igin baz oldugundan, bir 4 c L kiimesi vardir dyle ki
H=()H(a) dir. H agik ve her a € 4 igin H(a) kapalt oldugundan,

aead

H(a)- H kumeleri de her a € 4 igin kapali olur. Ayrica
N(H@)-H)=(H@)-H=H-H=0
aed aed

oldupundan, {#(a)~ H:a € 4} kimesi s.k.6. ye sahip degildir. O zaman bir

{a,,az,...,a,,} c A4 kiimesi vardir 8yle ki H=nH(a,) dir.

i=]
Boylece
H=H(a)NH(a,)..nH(a,)= H(a, rna,n..na,)= H(b), b el
elde edilir. ®

2.2 Wallman-Frink Kompaktlamalarinin ingasi

Wallman (1938), 7] olan bir X uzaymun 7] - kompaktlamasim inga etmek
i¢in genel bir metod vermigtir. EBer X' normal olsayd: bu kompaktlama AX e
doniigecekti. Frink (1964), tam regiiler bir X' uzayimin Hausdorff
kompaktlamalarimn bittn bir ailesini elde etmek i¢in Wallman’in metodunun nasil
degistirilecegini gosterdi. oX kompaktlamasim iireten ve temeli Samuel (1948) “in
kompaktlama inga galigmalarina ve nihayet Wallman’in metoduna dayanan Gillman
ve Jerison (1960) ‘un geligtirdiklerini kullanan Frink, X in kapali kimelerinin bir £
ailesinin £-ultra filtrelerinin kiimesi iizerine bir topoloji koymak suretiyle X in bir
Hausdorff kompaktlamasim elde etmek igin olmas: gereken 6zellikleri ortaya koydu.

Simdi Wallman-Frink kompaktlamalann: inga edebiliriz.

Tamum 2.2.1: Ac P(X) ve her 4,B €A igin 4N B, AU B eA oluyorsa A ya bir
halka denir.
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X bir topolojik uzay ise P(X),kuvvet kiimesi , igerme bafmtina gbre &
minimum, X maksimum elemanh ve dafiima Szclliine sahip bir latistir. Dolayistyla
A c P(X) bir halka ise alt latistir.

£ (X)={B c X:B kapalt} olsun. O zaman &, X e £(X) ve efier
B,B, e£(X) ise B,V B,, B, nB, es(X) dir. Bdylece £(X), P(X) in bir alt latisi
olur.

Tamm 2.2.2: £(X) in bir £ alt latisi agafrdaki gartlan saglarsa £ ye X topolojik
uzaymun bir normal bazi deriz.

i) £ bir Frink latistir.

i) £, X in kapah kitmeleri igin bazdur,

i)V, X in agk bir alt kimesi ve x €V ise x €F c V' olacak gekilde bir
F e£ vardar.

Teorem 2.2.3: Her topolojik uzay bir normal baza sahiptir.

Ispat : X bir topolojik uzay olsun. Z(X) in X in bir normal baz oldugunu
gOsterelim.

Teorem 1.2.3'ten, Z(X), £(X) in bir alt latisidir. Aynca Teorem 1.2.7. ¢)’den Z(X)
bir Frink latistir. Yine Teorem 1.2.7 d)’den normal baz olmanm 1i) ve iii) gartlan da
saflamr. Simdi Z(X') kitmesinin X in kapah kiimeleri igin bir baz oldufunu
gosterelim. 4, X in kapal: bir alt kiimesi ve p € 4 olsun. O zaman Teorem 1.2.7
dy’den dolay1 p e X - Z(f) ¢ X - A olacak gekilde bir £ €C"(X) vardir. Dolayaryla
AcZ(f) ve peZ(f)eZ(X) olur. Boylece Z(X), X in kapah kiimeleri iin bir
bazdu. B

Tamm 2.2.4: £, X topolojik uzaymmn bir normal baa ve x e X ise
£ . ={B £ :x eB} olarak tammlayahm.

Teorem 2.2.5: £, X topolojik uzaymmn bir normal baz olsun. O zaman A(x) =£, ile
tantmh bir 2 X — St( £) fonksiyonu vardir ve (St(£), 4), X in bir kompaktlamasidir.

Ispat :
£, in bir filtre oldugu agiktir. imdi £ , in bir ultra filtre oldufunu gdsterelim.
K ef ve x¢K olsun. Yani K ¢£ _ olsun. O zaman xeX - K ve X - K agiktir. £,

X in bir normal baz oldugundan , x € B ¢ X - K olacak gekilde bir B € £ vardir. O
zaman Be £, olurve Bn K = olur. Bunedenle X, £ iigeren hig bir filtrenin

clemam olamaz. Béylece £ . bir ultra filtredir.
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Dolayistyla boyle bir 4 fonksiyonu mevcuttur.

h bire birdir :

x,y €X,x =y olsun. X bir Tychonoff uzay oldugundan, {y} kapalidur. £,
X in kapah kimeleri igin baz oldugundan, x X ve {y} c X olacak gekilde bir
K &£ vardr. Béylece K @£, K e£ dir. Oyleyse £, #£ |, yani h(x) = A(y) dir.

h siireklidir :

K efise H(K)={U eS(L):X eU} olur. Aynca
K\(H(K)) = {x eX:h(x) e H(K)} = {x eX:x €K} =K kapalive { H(K):K £},
St(£) nin kapah kitmeleri igin baz oldugundan, / sireklidir.

h kapahdir:
V,X in kapah bir alt kitmesi ve x, € X -V olsun. O zaman bir X e£ vardir

byleki x, «K ve V c K dir. Oyleyse h(x,) e H(K) dur.

Ote yandan

V=W HW)ch'(HK))

oldugundan, h(V') € WK™ (H(K))) € H(K) dir. x, &V olduundan, h(x,)eh(V)
dir.

Simdi A(V) nin A(X) te kapah oldufiunu gdstermek igin bir temel kapah F
ktimesi bulmaliyiz dyle ki A(V)c F ve h(x,)&F olsun.
H(K)n KA X), (X) te kapalt olup

WV)c HK)nKX) ve Kx,) e H(K)n KX)

bulunur.
O zaman F = H(K)n K(X) aldgpmuzda A(V') nin #(X) iginde kapalt oldufu
gosterilmis olur. Bdylece 4 kapahdir.

Boylece h , siirekli,kapah ve bire bir oldufundan, bir gbmmedir.

CINX) = St(£) dir:
WX)={E,:xeX }ve CI(X)={U eS(£): ) £, cU} oldugunu
xeX

biliyoruz.
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Ae[) £, iseher xeX igin A ef ve x e bulunur, Oyleyse
xeX
(| £,={44ef, X c A} dr. Boylece {| £,={X} bulunur. Buradan,
xeX

xeX

CINX) = St( £) elde edilir. CiinkD bitiin ultra filtreler X i igerir.
Dolayisiyla St(£), W(X) in bir kompaktlamasdir. 4(X') ve X homeomorf
oldugundan, S¢(£), X in bir kompaktlamasidir, B

Tamm 2.2.6: AX,St(£) ninher x e X igin x ile £ i zdeglestirerek elde edilen bir
homeomorfik kopyas: olsun. X in bu AX" kompaktlamasina X in £-kompaktlamas:
denir.

Efer oX €eK(X) ve aX = St(£) olacak sekilde X in bir £ normal baz varsa
aX e X in bir Wallman-Frink kompaktlamas: denir.

Teorem 2.2.7: £, X topolojik uzaymn bir normal bazs, AX' de X in bir £-
kompaktlamasi olsun. O zaman £ nin aynk elemanlan AX te aynk kapamglara sahiptir.

Ispat: K,Lefve KA L= olsun. O zaman H(K) ve H(L), X te kapah
kitmeler olup X c H(X),L c H(L) dir.

Ote yandan, H(K)n H(L)= H(K n L) = dir. Giink ; efier
H(KYn H(L)# D olsaydi bir U e H(K)n H(L) igin K €U ve L eU oldufundan,
KnL =0 el geliskisi elde edilirdi. Dolayistyla Cl, X n Cl,, L =@ dir. @

Simdi AY in bir Wallman-Frink kompaktlamas: oldugiunu gbsterecefiiz.

Teorem 2.2.8: Bir X topolojiki:za’ym Z(X)-kompaktlamasn AX Stone-Cech
kompaktlamasidir.

Ispat : Z(X) in X uzaymm bir normal baz oldugunu biliyoruz. Simdi &X,X in
Z(X)-kompakilamas: olsun. Teorem 2.2.7'den, X in aynk sifir kiimeleri 5X te aynk
kapamglara sahiptir. Teorem 1.2.7 a)’dan, X teki tamamen ayninug kiimeler X te
aynk kapamsglara sahiptir. Cilnk@i 4 ve B tamamen aynlmgsa Z(f), Z(g) € Z(X)
kiimeleri vardir Syle ki A< Z2(f) ve Bc 2(g) ve Z(f)N Z(g)=2 dir.
ClyAcClZ(f)] . : ,
Cl. B cCIMZ(g)} ise ClyANCl B =& dir. O zaman Teorem 1.2.8'den,

bX, AX e denktir. Yani &Y = A tir. &
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Simdi X uzaymn sifir boyutlu oldufunu kabul edelim. O zaman X in sadece
hem agik hem kapah kiimelerden olugan bir baz vardir.B(X '), X in biltiln hem agik
hem kapah alt kiimelerinin kiimesi olsun. O zaman B X'), £(X) in bir alt latisidir ve bir
Boolean cebiridir. Dolaystyla 8( X') bir Frink latisidir. Aynca normal bazin
tammundaki iii).gart sajlanacak gekilde B( X'), X in topolojisi igin bir baz olup X in
kapah kiimeleri igin de bir baz oldugundan, bir normal bazdir. Oyleyse Teorem
2.2.5'ten, St(B(X)), X in bir kompaktlamasidir. Aynca Teorem 2.1.22 b)’den, B(X)
in Stone uzayr St(3( X)) sifir boyutiv bir kompaktlamadir.

Tamm 2.2.9: X bog olmayan bir topolojik uzay olsun. Efer AY sifir boyutluysa X
uzaymna gi¢lht stfir boyutludur denir.

Agik olarak X gicht sifir boyutluysa sifir boyutludur.

- Simdi efier X sifir boyutiu bir uzay ve 3( X), X' in hem agik hem kapah
kiimelerden olugan bir bazi ise St(B(.X)) = AY oldugunu gdsterelim. Ama dnce iki
teoremimiz var.

Teorem 2.2.10 X sifir boyutlu bir uzay olsun. £ ¢ X kompakt, F c X kapah ve
EnF =@ is¢c Ec H ve F c X~ H olacak gekilde X in hem agik hem kapah bir
H alt kilmesi vardur.

Ispat : B, X in hem agik hem kapah kiimelerinden olugan bir baz olsun. O zaman
E c X - F oldugundan her x eE igin hem agik hem kapali bir H, B vardir dyle ki
xeH cX-F dir
E kompakt oldugundan, E nin sonlu bir M alt kilmesi vardir Syle ki
Ec |JH, dir. Oyleyse H = | JH, almak yeterlidir.®
xeM xeM

Teorem 2.2.11: X bog olmayan bir topolojik uzay olsun. X in gii¢l} sifir boyutiu
olmas igin gerek ve yeter kogul X te tamamen aynlmug her 4, B alt kiimesi igin X in
Ac H ve Bc X - H olacak gekilde bir H hem agik hem kapah alt kiimesine sahip
olmasidar.

Ispat: X in gl sufir boyutlu oldufunu varsayahm. 4 ve B, X in tamamen

aynlmg iki alt kiimesi olsun. Teorem 2.2.7°den, ClgAnClyB =@ dir. fX

kompakt ve sifir boyutlu bir uzaydir. Teorem 2.2.10’dan, AX uzayinda
ClpdcG ve ClgBe X -G



olacak gekilde hem agik hem kapah G kiimesi vardyr. Simdi H =G n X' alsak
H,X uzaymm bir hem agik hem kapah alt kimesi olur. Bc ClgBc fiX -G

oldufundan,
BNnX=Bc(X-G)nX=X-H
elde edilir. Bunun yaninda 4 ¢ H dir.
Tersine verilen hipotezier altinda AX in sifir boyutiu oldugunu gésterelim.
Y. €fX ve W,y, m AX teki bir agik komgulufiu olsun. AY" , Tychonoff
oldujiundan, tam regilerdir. O zaman ,
f)=0ve f(A ~W)c {t)
olacak gekilde sbrekli bir f: Y —» [0,1] fonksiyonu vardr.
Vo ={yeB:f(y)<1/3} ve ¥, ={y e A: () >2/3}
olsun. O zaman ¥, n X ve V/, n X, X uzaymn tamamen aynimg iki alt kiimesi olur.
Hipotezden, X uzaymn V, nX c H ve ¥V, n X c X - H olacak gekilde hem agik
hem kapals bir H alt kitmesi vardir. O zaman
Yo €V cClgVy =Clug(VonX)c ClyH ve
fX ~W cV, c Cly ¥, = Clg(V; n X) € Clyg (X - H) bulunur.
Fakat X ve X - H , X uzaymda tamamen aynimugtr. Oyleyse Teorem 1.2.8.'den,
CluHNClg (X -H)=@
dir. Aynca H (X - H)= X oldugundan,
ClyHUClg(X -H)=Cla X = i
bulunur. Béylece Clg, H, X uzayinda hem agik hem kapah olup y, Cl,H c W
elde edilir. Dolaymsryla AY sadece hem agik hem kapal kiimelerden olugan bir baza
sahiptir. Bdylece X giiclih sifir boyutiudur. &

Sonug 2.2.12: AV sifir boyutludur. Ciinkit N aynk bir topolojik uzay ve
Z(N) = P(N) dir.

Teorem 2.2.13: X glcli sifir boyutlu bir uzay olsun. O zaman St(8( X)) = AX tir.

fspat: B, ve B,,X in tamamen aynimug iki alt kiimesi olsun. Bunlann St(&( X)) te
aynk kapamglara sahip oldufunu gdstermek yetertidir.

B, ve B, tamamen aynlmy oldufundan, Teorem 2.2.11'den, B, c H ve
B c X - H olacak gekilde X' uzayinda hem agik hem kapah bir 5/ kiimesi vardur,
H ve X - H , ¥ X) in aynk iki elman oldugundan, Teorem 2.2.7'den, H ve
X -H , St(B(X)) te ayrik kapamglara sahiptir. Bdylece B, ve B,, S{( B(.X)) te aynk
kapamglara sahip olur. O zaman, Teorem 1.2.8°den, St(8(X))= AX bulunur. B
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3. AYRIK VE HERHANGI BIR
TYCHONOFF UZAYININ WALLMAN-FRINK

KOMPAKTLAMALARININ DENKLIGI AL IHSAN GENC

Frink (1964) , X' uzaymn biitiin kompaktlamalannin uygun bir £ normal baz
i¢in St(£) olarak gerceklegtirilip gergeklestirilemeyecegiini sormugtur. Bu soru hala
cevapsizdir. Buna ragmen bir gok 6z¢l kompaktlamann bu tlirde oldugu, yani
Wallman-Frink kompaktlamasi oldufu, gésterilmigtir. Bunun yamnda aynk uzaylann
her kompaktlamasi Wallman-Frink ise tiim Hausdorff kompaktlamalann da Wallman-
Frink oldugu gosterilmigtir. Bunu ilk gosteren Sapiro (1974) oldu. Bafnmsiz olarak
Unlti (1976) bunu yerel kompakt uzaylar igin gdsterdi. Steiner-Steiner (1976) yerel
kompakt kisitlamasim kaldirdilar. Bu bélimde Sapiro’nun yontemi Unld,Steiner-
Steiner Teoremi ile basitlegtirilerck aynk uzaylarn her kompaktlamasi Wallman-Frink
ise tiim Hausdorff kompaktlamalanmn da Wallman-Frink oldugu gosterilecektir.

Teorem 3.1: 2X e K(X) olsun. O zaman agafidakiler denktir.

i) aX = St(K) olacak gekilde X in bir £ normal baz vardsr.

iiYHer AeAigin Cl (AN X)=A ve aX in kapah kiimeleri igin baz olacak
gekilde bir A halkass vardar.(A, £(aX )in alt latisidir.)

iii)Her @2 Bebigin BAX =@ ve aX in kapalt kitimeleri igin baz olacak
gekilde bir B halkas: vardur.(B, £(aX') in alt latisidir.)

Teorem 3.2: (Unli, Steiner-Steiner)
a X, eK(X)) ve a, X, €X(X,) olsun. Efier ;
a)F:aq X, = a,X, stireklive F(X|)= X, ve F,a X, - X, Uzerinde bire bir
ise,
b)a, X, X, uzaymn bir Wallman-Frink kompaktlamasi ise,
o zaman o, X, de X, uzaymn bir Wallman-Frink kompaktlamasidur.

Ispat : Hemen belirtelim ki F &rtendir. Clinkd; C,, X, =Cl, , F(X,)=a,X,
oup FlaX)ceX, is¢ Cl, FleX)ceX, v X caX, oldugundan
F(X,)c F(a,X,) dir. Béylece Cl,, F(a,X,)>Cl,, F(X,)=a,X, dir. Buradan,
Clazsz(a‘X,)=a2Xz buluruz. §imdi , o, X, kompakt olduundan, F(aX,) de

kompakitir. Aynca «,X, , Hausdorff oldufundan, F(a,X,)c a,X, kapaldir.
Oyleyse C, x F(a,X,) = F(,X,) = ¢, X, olup F Grtendir.



aX,, X, in bir Wallman-Frink kompaktlamas: olduundan, Teorem 3.1’den,
a,X, uzaymdaki kapah kiimelerin bir B, baz halkam vardir 8yle ki =B eB, ise
BnX =@ dir. F sorekli, 6rten ve a,X, kompakt oldufundan, F kapahdir.
B,={F(B):B €8, } a,X, nin kapah kiimeleri i¢in bir bazdr.

Simdi B,, B, deki elemanlann biltiin sonlu kesigimlerinden olugan bir aile
olsun. O zaman 8,, &, X, uzaymmdaki kapal kiimelerine bir baz halkas: olur.
F(B),F(B,),...F(B,) €}, ve G = F(B,)n F(B,)"..nF(B,) < oldufunu kabul
edelim. Eer Gn X, =@ ise G c a,X, — X, dir. Bunedenle y €G ise
y=F(b)=F(b,)=..= F(b,),b, €B,,i =1,23,..,n dir.

F(X,) = X, oldugundan, hi¢ bir b,, X, kiimesine ait defildir. Bylece

b eaX,-X,i=123..,n dir. F,aX,- X, tzerinde bire bir oldufundan,

b = b, =..=b, dir. O zaman B, n B,n..nB, # @ olur. Oyleyse,

B,nB,n.nB, €B, ve B, NnB,n..nB, # B oldufundan,

(B,nB,n..nB,)n X, = (@ dir. Ama 0 zaman ,

Gn X, =[F(B,)n F(B,)...F(B,)In X, = & geligkisi elde edilir. Dolayssyla

G n X, = & olmak zorundadir. Baylece Teorem 3.1'den, @, X, bir Wallman-Frink
kompaktlamasidur. B

Simdi aynk her uzaym her kompaktlamasi Wallman-Frink ise tam regiiler her
uzaym her kompaktlamasmm da Waliman-Frink oldufunu gbstermek istiyoruz. Ama
bunu 6nce izole noktasiz tam regiiler uzaylar i¢in yapahm. Hatwrlanacaf gibi X
uzaymn yiiima noktast olmayan bir noktasina onun izole noktas: denir.

X izole noktass olmayan bir uzay olsun. ¥ e K(X) olsun. D,|D|=|X]| ve
Dn X =@ olacak gekilde ayrik bir uzay olsun. $imdi D uzaymm bir £,,.D
kompaklamasim agagizdaki gibi inga edelim :

, f:D— X bire bir ve drten olsun. D nin &, D kompakilamasiu D v aX
kiimesi Gizerinde inga edecefiz. Bu kitmenin Gzerine koyacafimz topoloji agafidaki
gekilde olsun.:

i) D kiymesinin bitiin noktalars agik olsun,

ii) p eaX noktasnm komguluk baz ; V, p nin aX teki bir komgulufu olmak
izere V O [f'(V)~ f'(p)] seklindeki kitmelerden olugsun.

Bu sekilde DU aX kiimesi zerine konulan topolojik uzay1 ¢, D ile
gosterelim.

Teorem 3.3: £,0,D nin bir kompakilamasidur.,
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Ispat: D,e,D de yogundur.:

peaX, pelU ve U ceyD agkolsun. O zaman peV u[f'(V)- ' (plcU
olacak gekilde p nin bir komguluk baz elemam vardir. V, p nin aX teki bir

komgulugu , X in izole noktas olmadifindan ve X,aX te yogun oldugundan,
p=q ve geX nV olacak gekilde bir g €X' vardwr. O zaman

I @elf -1 (el ve (@) €UnD olup D,e, D de yogundur.
£, D HausdorfRur.:

pgeDuaX alahm. pzq olsun. G,H c Dy aX agik kiimeler bulmalyrz &yle ki
r€G,qg eH ve Gn H = olsun. $imdi bunu lig durumda inceleyelim:
) pgeDise G={p} ve H={g} almak yeteridir.
i) peD,qeaX ise f Orten oldufundan, bir » & X vardir Syle ki f(p)=r
dir. Simdi G = {p} alahm. Eger ¢ =r ise H = aX u[f™'(aX)~- (@)} ,
g#rise H=[aX-{r}Ju[f"(aX -{r})-f"(q)] alinwsa G H = olur.
iil) p,q €eaX ise aX Hausdorff oldugundan, V,V, c aX agk kiimeleri vardir
dyleki peV,,qe¥, vo ¥, nV, =@ dir. O zaman G =¥, u[f"'(%;)- /' (p)] vo
H=V,u[f'V,)-f"(q)] amwsa G ~ H = @ olur.

£, D kompakityr.:

Q={Ua:a eI},e,xD nin bir agik 6rtlis® olsun. &,,D = DU aX oldufundan ve &, D
nin ingasindan dolayr aX i drtecek gekilde bir H={V:a €1,V, c U,,aX te agik}

kiimesi vardir. 2X kompakt oldugundan, | JV, = aX olacak gekilde H nin bir
=]

{V,:=123...,n} alt kimesi vardsr. O zaman D =|J f*(¥,) olur. Heri=1,2,3,...,n
=1
igin p, €V, ve iw=jigin p, = p, olacak gekilde p, noktalanm segelim. Her
i=1,2,3,...nigin f7'(p,)eU, eH vardr. O zaman Dy aX c|JU, u|JU, olur.
=l fa]
|

Teorem 3.4: Aynk her uzaym her kompakilamas: Wallman-Frink ise izole noktas:
olmayan tam regiler her uzaym her kompaktlamas: da Wallman-Frink tir.
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Ispat : Eer X izole noktas: olmayan bir uzaysa £,,D yi inga edebiliriz. Hipotezden
£,4D, D nin bir Wallman-Frink kompaktlamasidir. $imdi oX in X' uzaymmn bir
Wallman-Frink kompaktlamas: oldugunu gésterecegiz. Bunun igin Teorem 3.2°i

kullanacafz.
. J(p), peD ise
F:£,4D — aX fonksiyonunu F(p)= {p ’ peaX ise
olarak tantmlayahm.
F streklidir.:

peD ise Hc aX agkve F(p)= f(p)eH olsun. O zaman p e F~'(H)
ve {p},£,D de agik ve F({p}) c H oldugundan, F,p D de sitreklidir.

peaX isc Hc aX agkve F(p)= peH olsun. O zaman
U=HOU[f\(H)- f(p)] amsak U c £,,D agk, peU ve U c F'(H) olur.
Dolaystyla F, p eaX de sireklidir. Béylece F, £, D Ozerinde sireklidir.

F Ortendir.:
F(gyD)=F(DuaX)=XvaX =aX
F,&4D ~ D tzerinde bire birdir.:

ED-D=(DuaX)-D=aX ve F,aX Uzerinde birim fonksiyon olup
bire birdir.

Oyleyse Teorem 3.2°den , @X, X' uzaymun bir Wallman-Frink
kompaktlamasidsr. W

Teorem3.5: X =Y uZ ve aX eX(X) olsun. Cl_.Y ve Cl,Z swastyla ¥ ve Z
uzaylanmn Wallman-Frink kompaktlamalan olsun. O zaman X X in bir Wallman-
Frink kompaktlamadir.

Ispat: X =Y uZ oldugundan, Cl X =Cl (Y uZ) olup oX =Cl Y uCl 2

bulunur. A ve B sirasiyla CI,Y ve Cl_Z nin Teorem 3.1 ii)’yi saglayan kapal

kilmeleri igin baz halkalan olsunlar. W = CI_¥ nCl_Z olsun.
f£f={AuBAeh,BeBve AnW cBnW}
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kiimesini tansmlayahm. O zaman £ bir halkadir. $imdi £ nin X uzaymmdaki kapah
kiimeler igin bir baz oldugunu gdsterclim. F c oX kapali ve p eaX - F olsun. Bir
C ef bulmahyiz dyle ki F c C ve pe&C olsun

A Cl,Y nin kapah kiimeleri i¢in baz oldufundan, bir 4 A vardir dyle ki
pEAve FNAClY c A dir.Ozaman ANW =AnCl,Y nClZ=AnCl Z
oldufundan ANW ¢ oX kapahdir. Aynca peaX —(AnW) olup peAnW ve
peF oldufundan, p €[F nCl ZJu[AnW] dur. O zaman
[FnClyZYu[AnW]cClZ kapahve B, ClZ nin kapah kiimeleri igin bir baz
oldugundan, bir B B vardir dyle ki [F nCl  Z]u[AnW]c B ve peB dir.
Aynca FnCl, Y c Ave [FnCl Zlv[AnW]c B sonucundan,
[Fn(Cl Y UCl,Z)Ju[AnW]c Av B ve buradan da
FcFu(AnW)c Av B =C £ elde edilir.

Simdi C = 4u B &£ alahlm. O zaman
Clyl(AuB)n X]1=Cl [(AnX)V(BNX)]=Cl,AUCI,B=AUB=C
oldugundan, Teorem 3.1 ii)’den, aX, X in bir Wallman-Frink kompaktlamasidir. @

Teorem 3.6: Aynk her uzayn her kompaktlamas: Wallman-Frink ise tam regiiler her
uzaym her kompaktlamas: da Wallman-Frinktir.

Ispat : Aynk her uzaym her kompaktlamas: Wallman-Frink ve X herhangi bir uzay
olsun. D, X uzaymn biltlin izole noktalarmn klimesi ve C = X -~ Cl,.D olsun. O

zaman C nin izole noktas: yoktur.

Efer aX, X in bir kompaktlamasi ise C v D nin de bir kompaktlamasidur,
Bunun i¢in C/_,(C v D)= aX oldugunu gstermek yeterlidir. X =Cu CI,.D
oldugundan C! X = Cl,C v Cl,(Cl,D) olup
Cl (ClyD)=Cl 4 (ClyDn X)cClyDnCl X =Cl,D bulunur. Bdylece
ClyX =aX cClCuCl,D =Cl4(Cu D) dir. Oyleyse Cl(CuD)=aX elde

D, X inizole noktalanndan olugtufundan D nin X ten gelen alt uzay
topolojisi aynktr. Hipotezden, CI_,D,D aynk uzaymun bir Wallman-Frink
kompaktlamasidir. Aynca C nin izole noktas: olmadifindan, Teorem 3.4’ten,
ClC,C nin bir Wallman-Frink kompaktlamasidsr. Bdylece Teorem 3.5’ten,
aX,C v D nin bir Wallman-Frink kompaktlamasidir. Teorem 3.1'den, aX
uzaymndaki kapali kimelerin bir A baz halkas: vardir ve her 4 €A igin
Cly[ANn(Cuw D)]= A dir. Fakat her 4 €A igin

Cly(AnX)=CIlAn(CuCl,D)|=A dr. Giinkii;



AnXcAise Cly(AnX)c A vetersine An(CwD)c An(CVCi, D)
oldugundan, Cl,[AN(Cu D)l=A4cCl [An(CuCiD)]=Cl (AN X) sonucu
bize Cl_ (AN X) = A oldugunu sdyler. Béylece Teorem 3.1'den, X, X in bir
Wallman-Frink kompaktlamasidur, B

Bu son teorem tam regfiler her uzayn her kompaktlamasinn Wallman-Frink
olup olmamasi probleminin , her aynk uzaymn her kompaktiamasimun Wallman-Frink
olup olmamasi problemine denk oldugunu gésterir.
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