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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LİSTESİ
 

 

A  veya (A)    : A kümesinin Lebesgue ölçümü 

nC ( )                : n  üzerinde her mertebeden sürekli türevlere sahip fonksiyonların 

uzayı 

n

cC ( )              : n  üzerinde tanımlı, her mertebeden sürekli türevlenebilen, kompakt 

destekli fonksiyonların uzayı 

k,p(.)

wW                 : Ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzayı 

k,p(.),w
.                : k,p(.)

wW  uzayının normu 

p(.) nL ( )               : Değişken üslü Lebesgue uzayı 

p(.)
.                    : p(.)L  uzayının normu 

p(.) n

wL ( )             : Ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzayı 

p(.),w
.                  : p(.)

wL  uzayının normu 

1 n

locL ( )              : Lokal integrallenebilen fonksiyonların uzayı 

p(.)                     : Modüler fonksiyon 

X↪Y                 : X uzayının Y uzayına sürekli gömülmesi 

X↪↪Y             : X uzayının Y uzayına kompakt gömülmesi 

h.h.h.                  : Hemen hemen her yerde 

nP( )                 : Değişken üs fonksiyonlarının ailesi 

Essinf                 : Hemen hemen her yerde alt sınırların en büyüğü 

Esssup                : Hemen hemen her yerde üst sınırların en küçüğü 

Supp f                 : f  fonksiyonunun desteği 
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ÖZET 

 

AĞIRLIKLI DEĞİŞKEN ÜSLÜ SOBOLEV UZAYLARI 

VE 

BAZI TEMEL ÖZELLİKLERİ 

 

        Bu tez çalışması üç temel kısımdan oluşmaktadır. İlk bölüm giriş niteliğinde 

olup, bu bölümde değişken üslü Lebesgue uzaylarının ve Sobolev uzaylarının tarihçesi 

ve günümüzdeki kullanım alanları kısaca ele alındı. 

        İkinci bölümde tezde kullanılan bazı temel kavramlar,    p . nL  değişken üslü 

Lebesgue uzayı ve önemli bazı temel özellikleri incelendi. 

        Bulgular bölümünün birinci kısmında    p . n

wL  ağırlıklı değişken üslü Lebesgue 

ve    p . n

wW  ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzaylarının bazı temel özellikleri 

incelendi. İkinci kısmında ise bu iki uzay ile ilgili kompakt gömülme özellikleri 

araştırıldı. 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler:  Değişken üslü Lebesgue uzayları, ağırlıklı değişken üslü 

Sobolev uzayları, Kapsama özellikleri, Kompakt gömülme. 
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ABSTRACT 

 

WEIGHTED VARIABLE EXPONENT SOBOLEV SPACES 

AND 

SOME BASIC FEATURES 

This thesis study is consist of three basic parts. The first part is deviated to the characteristics 

of introduction, in which the history of variable exponent Lebesgue spaces and Sobolev 

spaces and their current usage areas are briefly discussed. 

In the second part, some basic concepts used in the thesis, variable exponent Lebesgue space 

and some important basic properties are examined. 

In the first chapter of the findings section, some basic properties of the weighted variable 

exponent Lebesgue and the weighted variable exponent Sobolev spaces are examined. In the 

second part, compact embedding properties of these two spaces are investigated. 

 

 

 

 

 

 

 

Key Words: Variable exponent Lebesgue spaces, Weighted variable exponent Sobolev 

spaces, Coverage features, Compact embedding. 
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1.GİRİŞ 

 

Değişken üslü Lebesgue uzayları literatürde ilk olarak Orlicz (1931) tarafından 

tanımlanmıştır. Orlicz uzaylarının bir genelleştirilmesi olan modüler uzaylar düzenli olarak ilk 

kez Nakano (1950), (1951) tarafından çalışıldı. Fakat buna rağmen Orlicz uzayları kadar ilgi 

görmedi. 1970 ve 1980'li yıllarda, modüler fonksiyon uzayları, (Hudzik, 1976), (Hudzik, 

1983), (Musielak, 1983) başta olmak üzere birçok matematikçi tarafından çalışılmıştır. 

Ayrıca, (Sharapudinov, 1979) çalışmasında     p .
L 0,1  uzayı üzerindeki topoloji üzerine bazı 

incelemeler yapılmıştır. 

Literatürde değişken üslü Lebesgue uzaylarındaki  en önemli çalışma Kovacik ve Rakosnik 

(1991) tarafından ele alınmıştır. Değişken üslü Lebesgue uzayı olarak ifade edilen p(.)L  

uzayının özel bir Orlicz-Musielak uzayı olduğu ve p(.) = p sabit alındığında, p(.)L  değişken 

üslü Lebesgue uzayının, pL klasik Lebesgue uzayı olacağı çalışmada yer alan özelliklerinden 

birkaçıdır. Değişken üslü Lebesgue uzayları ile klasik Lebesgue uzaylarının ortak birçok 

özellikleri olmasına rağmen, ötelemelerin invaryantlığı, ötelemelerin sürekliliği ve girişim 

gibi önemli özellikler pL  uzayında sağlanıyorken p(.)L  uzayında sağlanmaz (Kováčik ve 

Rákosník, 1991), (Samko, 1998). Ayrıca, (Diening, 2004) çalışmasında sınırlı bölgede tanımlı 
p(.)L  uzayında maksimal operatörün sınırlılığı ispatlanmıştır. Bu çalışmadan sonra bu uzaylara 

olan ilgi artmış ve günümüze kadar çeşitli konularda makaleler yapılmıştır. 

 Değişken üslü Lebesgue uzayları teorisi son yıllarda, elastik mekanik, akışkanlar dinamiği, 

varyasyonel hesap ve bazı özel diferansiyel denklemler ile ilgili problemler üzerine çalışıldı. 

Elektroreolojik akışkanlar (EA) ile ilgili ilk önemli bilgiler (Winslow, 1949) çalışmasında 

ifade edilmiştir. 
 

Sobolev uzayları literatürde ilk olarak Sobolev (1938), (1963) tarafından tanımlanmıştır. 

Sobolev, yaptığı çalışmalarda klasik Sobolev uzayı ile klasik Lebesgue uzayı ve m nC ( )  

uzayları arasındaki gömülme teoremlerini vermiştir. Yine çok değişkenli türevlenebilir 

fonksiyonlar için genel integral eşitsizlikleri ispatlanmış ve bunları matematiksel fiziğin 

birçok probleminde uygulamıştır. Sobolev uzayı özellikle Morrey (1940), Deny ve Lions 

(1955), Meyers ve Serrin (1964) tarafından çalışılmıştır. Ayrıca Besov ve ark. (1978), (1979), 

Kufner (1980), Hebey(1996), Hudzik(1976), (1979), (1983) Sobolev tipi eşitsizliklerden 

faydalanan ve geliştiren matematikçilerdendir. Sobolev uzayları, kısmi diferansiyel 

denklemler, matematiksel fizik, diferansiyel geometri ve daha birçok çeşitli matematiksel 

analizin teorisinin gelişiminde önemli bir rol oynar. Yine başlangıç-değer ve sınır-değer 

problemlerinin çözümünde kullanılır. Değişken üslü fonksiyon uzayları, son yıllarda, elastik 

mekanik, akışkanlar dinamiği ile ilgili problemler üzerine çalışılmaktadır. 

1960’lı yıllarda dejenere kısmi diferansiyel denklemler ve katsayılarında çeşitli 

singülerlikler bulunan denklemlerin çözümlerinin araştırılması için bu uzaylar üzerinde ağırlık 

fonksiyonları tanımlanarak ağırlıklı Sobolev uzayları oluşturulmuştur. Bu çalışmada 

kullanılan w ağırlık fonksiyonu ilk kez A. Beurling tarafından 1938 yılındaki (LX, Congre’s 
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Math. Scond., Helsinki, 1938) çalışmasında tanıtıldığından Beurling ağırlık fonksiyonu olarak 

bilinir. 

Bu tez çalışmasında,  ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzayları tanımlanıp bazı temel 

özellikler ele alınıp, sürekli gömülmeler ve eşitsizlikler verilecektir.  Tez çalışmasının son 

kısmında ise ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzayı tanımlanacaktır. Ayrıca bu uzayın bazı 

sürekli ve kompakt gömülmeleri verilip sonuçları incelenecektir.  
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2.GENEL BİLGİLER 

Bu bölümde, tezde kullanılacak temel tanım ve teoremler verilecektir. 

2.1. Bazı Tanım ve Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1. X bir topolojik uzay, E bir vektör uzayı, f fonksiyonu da X kümesinden E 

uzayına tanımlı olmak üzere  x X:f (x) 0    şeklinde tanımlanan kümenin kapanışına f 

fonksiyonunun desteği denir ve bu küme Suppf ile gösterilir (Treves, 1967).   

Tanım 2.1.2. X bir yerel kompakt topolojik uzay, f,  X üzerinde tanımlı, karmaşık değerli ve 

sürekli bir fonksiyon olsun. Her 0   sayısı için y X K   olduğunda f (y)    koşulunu 

sağlayan X uzayının K kompakt alt kümesi varsa, f  fonksiyonuna sonsuzda sıfırdır denir. X 

üzerinde tanımlı, sürekli ve sonsuzda sıfır olan fonksiyonların uzayı 0C (X)  ile gösterilir. Yine 

X bir kompakt uzay olmak üzere X üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, sürekli ve kompakt 

destekli fonksiyonların vektör uzayı cC (X)  ile gösterilir (Rudin, 1966). 

Tanım 2.1.3.    X Y
X, . , Y, .  normlu uzaylar ve X Y  olsun. Eğer herhangi bir f X  

fonksiyonu için 
Y X

f c f  olacak şekilde bir c 0  varsa X uzayı Y uzayına sürekli olarak 

gömülür denir ve X↪Y  ile gösterilir (Kufner ve ark., 1977). 

Tanım 2.1.4.    X Y
X, . , Y, .  normlu uzayları ve T:X Y  operatörü verilsin. Eğer, 

X↪Y  sağlanıyorsa ve her  nx X  sınırlı dizisi için   nT x Y  operatör dizisinin 

yakınsak bir alt dizisi bulunuyorsa, X uzayı Y uzayına kompakt olarak gömülür denir ve 

X↪↪Y  ile gösterilir (Kufner ve ark., 1977) 

Teorem 2.1.5.    X Y
X, . , Y, .  iki normlu uzaylar ve X yansımalı bir uzay olsun. Ayrıca, 

T:X Y  operatörü verilsin. Bu takdirde, X↪↪Y  olması için gerek ve yeter koşul,  

T operatörünün X uzayında zayıf yakınsak dizileri Y uzayında kuvvetli yakınsak dizilere 

dönüştürmesidir (Ciarlet, 2013), (Conway, 1985) 

Tanım 2.1.6. X kümesi K (K=ℝ veya ℂ) cismi üzerinde bir vektör uzay olsun. Bir 

:X [0. ]    fonksiyonu her f,g ∈ X için; 

(a) (f ) 0   olması için gerek ve yeter koşul f = 0 

(b) (f ) ( f )    

(c) , 0, 1    için ( f g) (f ) (g)       

koşullarını sağlasın. Bu takdirde,   fonksiyonuna X üzerinde bir modüler fonksiyon denir.  
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Eğer , 0, 1    ve x∈X  için 

( x y) (x) (y)      

oluyorsa,   fonksiyonuna X üzerinde bir konveks modüler fonksiyon adı verilir 

(Musielak,1983). 

Tanım 2.1.7. np: [1, )   ölçülebilir fonksiyonuna değişken üs denir. Değişken üs 

fonksiyonlarının ailesi nP( )  ile gösterilsin. Ayrıca  

nx

p :essinf p(x)



  ve 
nx

p :esssup p(x)



  

olmak üzere 1 p p(.) p       olduğu açıktır. 

Herhangi bir np P( )  ve 
nf :   ölçülebilir fonksiyonları verilsin. Bu takdirde 

n

p(x)

p(.)(f ) f (x) dx     

konveks modüler fonksiyonu tanımlansın. Değişken üslü Lebesgue uzayları 

 p(.) n

p(.)L ( ) f : ( f ) , 0        

şeklinde tanımlanır. Değişken üslü Lebesgue uzayının 

p(.)p(.)

f
f inf 0: 1

  
      

  
  

şeklinde tanımlı Luxemburg normuna göre bir Banach uzayıdır (Kovacik ve Rakosnik, 1991). 

Özel olarak p(.) p  sabit ise p(.) nL ( )  uzayı ile p nL ( )  Lebesgue uzayı çakışır. 

Tanım 2.1.8.  1p .  ve  2p .  n ’deki iki üs olsun.  2p . ’nin  1p . ’den daha zayıf olmaması 

için gerek ve yeter şart 1

1

p (x)

p (x, t) t   fonksiyonuna göre Musielak anlamında daha zayıf 

olmamasıdır. Yani her nx  ve her t 0  için  

1 2p 1 p 2(x, t) K (x,K t) h(x)                                                                                                    (2.1.8.1) 

eşitsizliği olacak şekilde 1 2K ,K 0  ve  1 nh L ,h 0   fonksiyonu vardır ve 21p .) p )( (.  

ile gösterilir.  
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Eğer  1p .  ve  2p .  üsleri (2.1.8.1) koşulunu sağlıyorsa    2p . nL ↪    1p . nL  gömülmesi 

vardır (Aydın, 2012). 

Tanım 2.1.9.  f  ve g fonksiyonları G kompakt Abel grubu üzerinde birer Borel fonksiyonları 

olsunlar. Bu fonksiyonların girişimi f g  şeklinde gösterilir ve  

      
G

f g x f x y g y dy     

biçiminde tanımlıdır. Bu girişim işleminin tanımlı olabilmesi için 

   
G

f x y g y dy 0    

olmalıdır (Rudin, 1962). 

Teorem 2.1.10. (Genelleştirilmiş Hölder Eşitsizliği) Herhangi n

1 2p,p ,p P( )  değişken üs 

olsun ve 
1 2

1 1 1

p(.) p (.) p (.)
    gerçeklensin. Bu takdirde herhangi 1p (.) nf L ( )  ve 

2p (.) ng L ( )  için  

1 1 2
p,pp(.) p (.) p (.)

fg r f g   

olacak şekilde f ve g den bağımsız bir 
1p,pr 1  sabit vardır (Kovacik ve Rakosnik, 1991), 

(Huang ve Xu, 2010). 

İspat : 
 1p .

f 0   ve  
 2p .

g 0  alınsın. Yine  
 
 

1

1

p .
q

p .
   ve  

 
 

2

2

p .
q

p .
  olsun. O halde 

     n

1 2q . ,q . P  ve  
1 2

1 1
1

q (.) q (.)
   dir. Ayrıca Young eşitsizliğinde 

   
 

 

 

 

 

 

1 . 2 .

p . p .

1 2

p p

f . g .
p q . ,q q . ,a ,b

f g

   
      
   
   

 olarak alınıp n  üzerinden integral 

alınırsa, 

   

   

 

 
 

 

 

 
 

 

 1
2

n n n
1 2 1 2

p xp x p x

1 2p . p . p . p .

f x g x f x g x1 1
dx dx dx

f g q x f q x g

     
      
     
     
     

                                      
   

     
 

1 2n n

1 1

p . p .
x x1 2p . p .

1 f 1 g
esssup esssup

q x f q x g 

   
      
   
   

  



6 

 

elde edilir. Yine 
 p .

0 f   olan her f için  
 

p .

p .

f
1

f

 
  
 
 

 olduğundan 

   

   

 

   n n
n

1 2

p x

x x1 2p . p .

f x g x 1 1
dx esssup esssup

f g q x q x 

 
   
 
 
   elde edilir. Ayrıca 

(i) 
   nx 1 1 1

1 1 1
esssup

q x essinf q x q


    

(ii) 
1 2

1 1
1

q (.) q (.)
    için 

   nx 2 1 1

1 1 1
esssup 1 1

q x esssupq x q


      

olup, (i) ve (ii) den  

   

   

 

n
1 2

p x

1 1p . p .

f x g x 1 1
dx 1

f g q q 

 
    
 
 
                                                                                       (2.1.10.1) 

elde edilir.  

      Her   np . P( )  için  1 p p . p      eşitsizliği göz önüne alınırsa 
 p .

1
p

  

bulunur. Yine 
1 2

1 1
1 1

q q 
     olduğundan  

1

p

1 2

1 1
1 1 1

q q



 

 
      

 
  için (2.1.10.1) 

eşitsizliğinden 

   

   

 

 
   

 

n n
1 2 1 2

p x p x

p x

p . p . p . p .p

1 2

f x g x f (x)g(x)1
dx dx

f g f g
1 1

1
q q



 

   
   
   
    

  
 

   

 
   

 

n
1 2

p x

p . p .

1 1

f (x)g(x)1
dx 1

1 1 f g1
q q 

 
  
 

   
   

elde edilir. Böylece 

   

   

 

n
1 2

p x

p . p .

f x g x
dx 1

f g

 
  
 
 
    
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bulunur. Luxemburg normu tanımından 
1

1

p

p,p

1 1

1 1
r 1

q q



 

 
   
 

 olmak üzere 

     1 2

1

p

p . p . p .
1 1

1 1
fg 1 f g

q q



 

 
   
 

  

elde edilir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bulgular bölümünde ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzayı tanımlanarak (Aydın, 2012) ve 

(Wang, 1977) çalışmalarındaki bazı özellikler ele alındı. Daha sonra ağırlıklı değişken üslü 

Lebesgue uzaylarının arakesiti olarak tanımlanan uzayın temel özellikleri ele alındı. Ayrıca, 

bu arakesit uzayının diğer uzaylarla arasındaki sürekli ve kompakt gömülmeleri (Kim ve ark., 

2010), (Mashiyev ve ark., 2010), (Saiedinezhad ve Ghaemi, 2015) çalışmaları göz önüne 

alınarak incelendi. Son olarak ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzayıyla ilgili (Saiedinezhad, S., 

Ghaemi, M. B. 2015), (Ky Ho, Inbo Sim, 2015) ve (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang, 2010) 

çalışmaları göz önüne alınarak sürekli ve kompakt gömülmeler incelendi. 
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4. BULGULAR 

 

4.1. Ağırlıklı Değişken Üslü Lebesgue Uzayları 

Bu bölümde p(.) n

wL ( ) ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzaylarının bazı temel özellikleri 

incelenecektir. Ayrıca p(.) n

wL ( ) uzayı ile ilgili bazı önemli teoremler, önermeler ifade edilip 

ispatlanacaktır.  

Tanım 4.1.1: Pozitif, ölçülebilir ve yerel sınırlı bir  nw: (0, )   fonksiyonuna ağırlık 

fonksiyonu denir. Ayrıca, ağırlık modüler fonksiyonu 

n

p(x)

p(.),w (f ) f (x) w(x)dx     

olarak  tanımlanır. 

Ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzayı p(.) n

wL ( )  biçiminde gösterilirse bu uzay tüm 

 
 
1

p .

p . ,w

p(.)

f  fw      koşulunu sağlayan ölçülebilir f  fonksiyonlarından oluşur. Ayrıca 

p(.) n

wL ( )  uzayı 
 p . ,w

. normuna göre bir Banach uzaydır (Aydın, 2012) 

Tanım 4.1.2: w, n  üzerinde pozitif, ölçülebilir ve yerel olarak integrallenebilir fonksiyon 

olsun. Her nx,y  için w(x) 1  ve w(x y) w(x).w(y)   koşulları sağlanıyorsa, w ye 

Beurling ağırlık fonksiyonu denir (Aydın, 2012) 

Örnek 4.1.3: Herhangi nx,y  ve s 0  için  
s

sw (x) 1 x   fonksiyonu bir Beurling 

ağırlık fonksiyonudur. Gerçekten sw (x)  fonksiyonu, 

(i) sw (x) 1  , 

(ii)      
s s s

sw (x y) 1 x y 1 x y 1 x y x y              

                          
      

s s s
1 x 1 y 1 x 1 y          

                          s sw (x).w (y)   

koşullarını sağlar. Bu fonksiyona polinom tipten ağırlık fonksiyonu da denir. 

Tanım 4.1.4: n üzerinde herhangi iki w1, w2 ağırlık fonksiyonları verilsin. Eğer her x için 

2 1w (x) Cw (x)  olacak şekilde bir C>0 sayısı varsa w2 fonksiyonu w1 ağırlık 

fonksiyonundan önde gelir denir ve 2 1w w  şeklinde gösterilir. Yine 1 2w w  ve 2 1w w   

ise w1 ve w2 ağırlık fonksiyonları denktir denir ve 1 2w w  şeklinde gösterilir (Wang, 1977). 
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Önerme 4.1.5. (i) Her 
nx  için  w x 1   ise p(.) n

wL ( ) ↪ L
p(.)

(ℝn
)  gömülmesi 

gerçeklenir. 

(ii) Cc(ℝ
n
) ⊂ p(.) n

wL ( )  kapsaması vardır. 

(iii) Cc(ℝ
n
), p(.) n

wL ( ) uzayında yoğundur. 

İspat : (i) Herhangi bir f ∈ p(.) n

wL ( ) fonksiyonu alınsın. Eğer  w(x) ≥ 1 olması kullanılırsa; 

 
p(x) p(x)

f (x) f (x) w x   

ve 

⍴p(.)(f) ≤ ⍴p(.),w(f) < ∞   

olur. Bu ise, p(.) n

wL ( ) ⊂ L
p(.)

(ℝn
) olduğunu gösterir. Ayrıca ║.║p(.) normunun tanımı 

kullanılırsa, 

 
 

 

 

1

p .

p . p . ,w

p .

f fw f    

elde edilir. Böylece p(.) n

wL ( ) uzayının  L
p(.)

(ℝn
) uzayına sürekli gömüldüğünü gösterir. 

(ii) Herhangi bir f ∈ Cc(ℝn
)  alınsın ve suppf = K kompakt olsun. Yine  p

+
 < ∞  olmak üzere  

Cc(ℝ
n
) ⊂ Lp(.)

(ℝn
)  ve ⍴p(.)(f) < ∞  olduğu biliniyor (Aydın, 2012). Dolayısıyla  

p(x)

p(.),w,K

K

(f ) f (x) w(x)dx     

p(.)
x K

supw(x) (f )


    
 

  

ve  Cc(ℝ
n
) ⊂ p(.) n

wL ( ) yazılır. 

(iii) Eğer  (ii) kullanılırsa Cc(ℝ
n
) ⊂ p(.) n

wL ( )  ve 
n p(.) n

c wC ( ) L ( ) elde edilir. Şimdi 

p(.) n n

w cL ( ) C ( )   ters kapsaması gösterilsin. Herhangi bir f ∈ p(.) n

wL ( ) alınsın. Bu takdirde 

p(.) n

wL ( ) uzayının tanımı kullanılırsa      
1

p . p . nfw L  olur. Eğer  n p(.)

cC L   kullanılırsa 

(Aydın, 2010), herhangi >0 sayısına karşılık 

 
1

p .

p(.)

fw g      
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olacak şekilde en az bir g ∈ Cc(ℝ
n
) fonksiyonu vardır. Yine (K.R.Unni, 1973) çalışmasındaki 

Lemma-4 den dolayı w ağırlık fonksiyonu sürekli kabul edilebilir. 

Böylece 
 
1

p .
h gw



  seçilirse  h∈ Cc(ℝ
n
) olur. O halde  her  p(.) n

wf L  için  

 

 
1

p .

1p(.),w

p . p(.)
p(.),w

g
f h f fw g

w

         

olacak şekilde n

ch C ( )  bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 

Önerme 4.1.6. (i) p(.) n
wL ( )  uzayı güçlü karakter değişmezdir. 

(ii) t → Mtf  fonksiyonu ℝn  kümesinden p(.) n
wL ( )  uzayına süreklidir (Aydın, 2012). 

İspat : (i) Herhangi f ∈ p(.) n
wL ( )  alınsın. Her 

nt için  

│ Mtf(x)│=│<x,t>f(x)│=│f(x)│ 

ve 

t p(.),w p(.),w
M f f   

elde edilir. 

(ii) Önerme 4.1.5. den dolayı Cc(ℝn)kümesinin  p(.) n
wL ( )  uzayında yoğun olduğu biliniyor. 

Bu takdirde,  herhangi f∈ p(.) n
wL ( )  ve ε >0 için 

p(.),w
f g                                                                                                                                   (4.1.6.1) 

olacak şekilde bir g∈Cc(ℝn) fonksiyonu vardır. Eğer suppg=K denirse, her 
nt   için 

supp(Mtg – g)⊂K bulunur. Yine tM  karakter fonksiyonunun tanımı kullanılırsa kullanılırsa;  

tM g(x) g(x) x, t g(x) g(x) g(x) x, t 1          

,K
x K

g(x) sup x, t 1 g(x) ., t 1




        

ve bu nedenle 

t p(.),w ,K p(.),w
M g g ., t 1 g


                                                                                   (4.1.6.2) 

elde edilir. Ayrıca, (4.1.6.2) eşitsizliği ve (i) kullanılırsa, 

t t t tp(.),w p(.),w p(.),w p(.),w
M f f M f M g M g g f g         



12 

 

p(.),w ,K p(.),w
2 f g ., t 1 g


        

yazılır. Yine t → 0 için ,K., t 0  ║ ║  olduğu biliniyor. Böylece her t ∈ U için, 

,K

p(.),w

., t
3 g


                                                                                                                     (4.1.6.3) 

olacak şekilde sıfırın bir U komşuluğu vardır. O halde (4.1.6.1) ve (4.1.6.3) eşitsizlikleri 

kullanılırsa her t ∈ U için,  

t p(.),w p(.),w

p(.),w

2
M f f g

3 3 g

 
       

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Önerme 4.1.7. (i) Eğer w1 ≺ w2 ise 
2

p(.) n

wL ( )  ↪
1

p(.) n

wL ( ) dir. 

(ii) Eğer w1 ≈ w2 ise 
2

p(.) n

wL ( )  = 
1

p(.) n

wL ( ) dir. 

(iii)  Eğer n , 0 ( )   , w1 ≺ w2  ve p1(.)≤p2(.)  ise 2

2

p (.)

wL ( )  ↪ 1

1

p (.)

wL ( ) sürekli 

gömülmesi elde edilir. 

İspat: (i) Herhangi 
2

p(.) n

wf L ( )  fonksiyonu verilsin. w1 ≺ w2 olduğundan her x∈ℝn
 için 

   1 2w x Cw x  olacak şekilde bir C 0  sayısı vardır. Dolayısıyla, 

       
p . p .

1 2f(x) w x C f(x) w x   

yazılır. Böylece her f∈
2

p(.) n

wL ( )  için  

1 2p(.) w ),, p(. w
f C f   

olduğu görülür. 

(ii) w1≺w2 ve w2≺w1 olması ve (i) koşulu kullanılırsa istenilen elde edilir. 

(iii) Eğer p1(.)≤p2(.) olması kullanılırsa 2

2

p (.)

wL ( ) ↪ 1

2

p (.)

wL ( ) olur (Kovacik ve Rakosnik, 

1991). Yine w1 ≺ w2 ve  (i) kullanılırsa, 1

2

p (.)

wL ( ) ↪ 1

1

p (.)

wL ( ) elde edilir. Bu ise ispatı 

tamamlar. 

Önerme 4.1.8.  Eğer 21p .) p )( (.  ve w1 ≺ w2 ise 2

2

p (.) n

wL ( )↪ 1

1

p (.) n

wL ( )  sürekli gömülmesi 

vardır (Aydın, 2012). 
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İspat: Eğer 21p .) p )( (.  ve tanım 2.1.8. kullanılırsa 2

2

p (.) n

wL ( )↪ 1

2

p (.) n

wL ( ) olur. Ayrıca 

Önerme 4.1.7. deki (i) koşulu kullanılırsa, 2

2

p (.) n

wL ( )↪ 1

1

p (.) n

wL ( )  elde edilir. 

Uyarı 4.1.9. Banach uzaylarında kapalı grafik teoremini kullanarak  

2

2

p (.) n

wL ( )↪ 1

1

p (.) n

wL ( )  sürekli gömülmesini ispatlamak için 2

2

p (.) n

wL ( )⊂ 1

1

p (.) n

wL ( ) olduğunu 

göstermek yeterlidir. 

 

4.2.      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wA Uzayının Bazı Özellikleri 

Bu bölümde    1

1

p . n

wL ile    2

2

p . n

wL uzaylarının arakesiti olarak tanımlanan 

             1 2 1 2

1, 2 1 2

p . ,p . p . p .n n n

w w w wA L L 
 

kümesinin bir vektör ve normlu uzay olduğu 

gösterilerek bazı özellikleri incelenecektir. 

Teorem 4.2.1. K  veya  olmak üzere      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wA  uzayı, K cismi üzerinde bir vektör 

uzayıdır. 

İspat: Keyfi      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wf ,g A  fonksiyonları verilsin. Buradan    1

1

p . n

wf ,g L  ve 

   2

2

p . n

wf ,g L  olup    1

1

p . n

wL  ve    2

2

p . n

wL birer vektör uzayı olduklarından 

   1

1

p . n

wf g L   ve    2

2

p . n

wf g L   yazılır. O halde      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wf g A   elde edilir. 

Herhangi bir      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wf A  ve K  verilsin. Yine,    1

1

p . n

wL  ve    2

2

p . n

wL birer vektör 

uzayı olduklarından    1

1

p . n

wf L   ve    2

2

p . n

wf L   olup,      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wf A   yazılır. 

Yukarıda tanımlanan toplama ve skaler ile çarpma işlemleri kullanılarak vektör uzayı olma 

koşullarının sağlandığı gösterilebilir. 

Herhangi bir      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wf A  için 
   1 2

1 2

p . ,p .

w ,w
.  fonksiyonu 

   

   
1 2

1 2 1 1 2 2

p . ,p .

w ,w p . ,w p . ,w
f f f   

biçiminde tanımlansın. Bu fonksiyon, iki normun toplamı olduğundan      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wA  vektör 

uzayı üzerinde bir normdur. Böylece 
          1 21 2

1, 2 1 2

p . ,p .p . ,p . n

w w w ,w
A , .  uzayı bir normlu uzaydır. 

Bu bölümde her nx  için    1 2w x ,w x 1 ve 
1 2p ,p    ve oldukları kabul edilecektir. 

Teorem  4.2.2. 
          1 21 2

1, 2 1 2

p . ,p .p . ,p . n

w w w ,w
A , .  uzayı bir Banach uzayıdır (Aydın, 2010). 

İspat:      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wA  normlu uzayında herhangi bir  n n
f


 Cauchy dizisi alınsın. O halde 

herhangi bir 0   sayısı verildiğinde her 1n,m n  için  
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       1 2 1 2

1 2 1 2

p . ,p . p . p .

n m n m n mw ,w w w
f f f f f f       

olacak şekilde bir 1n   sayısı vardır. Bu ise  n n
f


 dizisinin hem       11

1 1

p .p . n

w w
L , .  hem 

de       22

2 2

p .p . n

w w
L , .  uzaylarında birer Cauchy dizisi olduğunu gösterir. Öte yandan 

      11

1 1

p .p . n

w w
L , .  ve       22

2 2

p .p . n

w w
L , . uzayları birer Banach uzayı olduklarından  n n

f


 

dizisi       11

1 1

p .p . n

w w
L , .  uzayında bir    1

1

p . n

wf L fonksiyonuna,       22

2 2

p .p . n

w w
L , .  

uzayında da bir    2

2

p . n

wg L fonksiyonuna yakınsar. Böylece verilen her 0   sayısına 

karşılık her 2n n  için 

 1 1
n p . ,w

f f
2


                                                                                                                (4.2.2.1) 

ve her 3n n  olduğunda 

 2 2
n p . ,w

f g
2


                                                                                                                (4.2.2.2) 

olacak şekilde 2 3n ,n   sayıları vardır. Önerme 4.1.5. den dolayı  

1

1

p (.) n

wL ( )↪ 1p (.) nL ( ) olduğundan 
 

   1 1 1
n np . p . ,w

f f f f     

eşitsizliği sağlanır. O halde,  n n
f


dizisi    1p . nL  uzayında f  fonksiyonuna yakınsar. 

Buradan  n n
f


 dizisinin f  fonksiyonuna h.h.h. yakınsayan bir  

knf alt dizisi vardır 

(Kovacik ve Rakosnik, 1991). Benzer şekilde 2

2

p (.) n

wL ( )↪ 2p (.) nL ( ) olup,  
knf  alt dizisi 

   2p . ng L  fonksiyonuna yakınsadığından g  fonksiyonuna h.h.h. yakınsayan bir  
knf  alt 

dizisi vardır. Ayrıca   
knf  alt dizisi f  fonksiyonuna h.h.h. yakınsar. O halde  

knf  dizisinin 

f  fonksiyonuna yakınsamadığı noktaların kümesini 1K  ile gösterirsek,  1K 0   olur. 

Böylece her n

1x K   için aynı 0   sayısına karşılık her k 4n n  olduğunda 

   
knf x f x

2


                                                                                                            (4.2.2.3) 
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olacak şekilde bir 4n   sayısı vardır. Ayrıca  
knf  alt dizisinin g fonksiyonuna 

yakınsamadığı noktaların kümesini 2K  ile gösterirsek  2K 0   olur. Böylece verilen her 

0   sayısına karşılık her n

2x K   olmak üzere her 
k 5n n  için 

   
knf x g x

2


                                                                                                            (4.2.2.4) 

olacak şekilde bir 5n   sayısı vardır. Eğer  0 4 5n maks n ,n  olarak seçilirse her 

 n

1 2x K K    için  1x K  ve 2x K  olduğundan aynı 0   sayısına karşılık her 

k 0n n  için (4.2.2.3) ve (4.2.2.4)  eşitsizlikleri de kullanılırsa 

           
k kn nf x g x f x f x f x g x      

                     
       

k kn nf x f x f x g x
2 2

 
        

bulunur. Yine    1 2K , K 0    olduğundan      1 2 1 2K K K K 0      olup, 

 1 2K K 0    çıkar. Böylece h.h.h. f = g  elde edilir. Halbuki    1

1

p . n

wL  uzayının 

elemanları denklik sınıflarından oluştuğundan f = g  olur. Buradan    1

1

p . n

wf L  ve 

   2

2

p . n

wf L  olup,      1 2

1 2

p . ,p . n

w ,wf A  elde edilir. Eğer  0 2, 3k maks n n  seçilip ve (4.2.2.1) 

ve (4.2.2.2) eşitsizlikleri de kullanılırsa her 0n k  için 

       1 2 1 2

1 2 1 2

p . ,p . p . p .

n n nw ,w w w
f f f f f f

2 2

 
         

elde edilir. O halde  n n
f


 dizisi 

   1 2

1 2

p . ,p .

w ,w
.  normuna göre      1 2

1 2

p . ,p . n

w ,wf A  fonksiyonuna 

yakınsadığından      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wA  uzayı bir Banach uzayı olur. 

Teorem 4.2.3.  2w  ağırlık fonksiyonu her nx  için  2w x c 0   koşulunu sağlasın. Bu 

takdirde      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wA  uzayı bir BF-uzaydır. 

İspat: Normlarının tanımından    2

2

p . n

wL ↪    
2

p . n

wL  olduğu görülür. Ayrıca  2w x c 0   

için    
2

p . n

wL ↪    p . nL  sürekli gömülmesi ve    p . nL  uzayının bir BF-uzay olduğu 

biliniyor (Aydın, 2012). O halde 

   2

2

p . n

wL ↪    
2

p . n

wL ↪    p . nL ↪  1 n

locL  
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ifadesinden, herhangi bir      1 2

1, 2

p . ,p . n

w wf A  için 

     1
loc 2 2 2

1 1 2 1 2 3L p . p . ,w p . ,w
f c f c c f c c c f    

olacak şekilde  1 2 3c c c 0  sayıları vardır. O halde 1 2 3C c c c  olmak üzere 

        1 2

1
loc 1 1 2 2 1 2

p . ,p .

L p . ,w p . ,w w ,w
f C f f C f    

elde edilir. Böylece       1 2

1, 2

p . ,p . n

w wA ↪  1 n

locL  elde edilir. 

Teorem 4.2.4.    2 2 1 11 p p . p . p       ve 
 

   
1

1
1 2

2

p .
1 .w

p . p .

w

w


  olsun. Bu takdirde, 

   1

1 2

p . n

w ,wA ↪    2

1 2

p . n

w ,wA  gömülmesi sağlanır. 

İspat: Herhangi bir    1

1 2

p . n

w ,wf A  verilsin. Buradan    1

1

p . n

wf L  ve    1

2

p . n

wf L  olur. 

Ayrıca (Edmuns ve ark., 2006) çalışmasındaki Teorem 5.1’den 
 

   
1

1
1 2

2

p .
1 .w

p . p .

w

w


  koşulu 

için    1

1

p . n

wL ↪    2

2

p . n

wL  sağlanır. O halde,  

       2 2 1 12 2 1 1
p . ,w p . ,wp . ,w p . ,w

0 k 0 k

f D f c D f c f 

     

     

olacak şekilde bir c 0  vardır. Buradan 

         2 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1p . ,w ,w w p . ,w p . ,w p . ,p . ,w
f f f f c f     

                  
        1

1 1 2 1 2

p .

w p . ,w w ,w
maks 1,c f f maks 1,c f    

elde edilir. Bu ise    1

1 2

p . n

w ,wA ↪    2

1 2

p . n

w ,wA  olduğunu gösterir. 

Önerme 4.2.5. Eğer w1≺w3 ve w2≺w4 ise 1

3

p (.) n

wL ( ) ∩ 2

4

p (.) n

wL ( ) ↪ 1

1

p (.) n

wL ( ) ∩ 2

2

p (.) n

wL ( )  

sürekli gömülmesi sağlanır. 

İspat: w1≺w3 olup, Önerme 4.1.7. kullanılırsa 1

3

p (.) n

wL ( )↪ 1

1

p (.) n

wL ( )  sürekli gömülmesi 

yazılır. O halde her f ∈ 1

3

p (.) n

wL ( ) için 
1 1 1 3

1p (.),w p (.),w
f c f  olacak şekilde en az bir c1>0 sayısı 

vardır. Yine benzer şekilde w2≺w4 olduğundan 2

4

p (.) n

wL ( )↪ 2

2

p (.) n

wL ( )
 
sürekli gömülmesi 



17 

 

sağlanır. Böylece her f ∈ 2p (.) n

w4L ( ) için 
2 2 2 4

2p (.),w p (.),w
f c f  olacak şekilde en az bir c2>0 

sayısı vardır. Eğer  1 2c maks c ,c  seçilirse,  

1 2 1 2

1 2 3 4

p (.),p (.) p (.),p (.)

w ,w w ,w
f c f   

elde edilir. Bu ise 1

3

p (.) n

wL ( )∩ 2

4

p (.) n

wL ( )↪ 1

1

p (.) n

wL ( )∩ 2

2

p (.) n

wL ( )olduğunu gösterir. 

Sonuç 4.2.6. Eğer w1 ≈ w3 ve w2 ≈ w4 ise 1

3

p (.) n

wL ( )∩ 2

4

p (.) n

wL ( ) = 1

1

p (.) n

wL ( )∩ 2

2

p (.) n

wL ( )

eşitliği elde edilir. 

Önerme 4.2.7. Eğer p1(.)≤p2(.) ≤p3(.) ve w2≺w1 ise,  

1

1

p (.) n

wL ( )∩ 3

1

p (.) n

wL ( ) ↪ 2

2

p (.) n

wL ( )  sürekli gömülmesi gerçeklenir. 

İspat: Eğer p1(.)≤p2(.) ≤p3(.) olması kullanılırsa,  

     
2 1p (x) p (x)

1 1 x:f (x) 1
f (x) w x f(x) w x


  +  

3p (x)

1 x:f (x) 1
f (x) w (x)


   

elde edilir. Dolayısıyla 1

1

p (.) n

wL ( )∩ 3

1

p (.) n

wL ( ) ↪ 2

1

p (.) n

wL ( )  yazılır. Ayrıca Önerme 4.1.7. 

kullanılırsa, 2

1

p (.) n

wL ( )↪ 2

2

p (.) n

wL ( )yazılır. 

Sonuç 4.2.8. Her x∈ℝn
 için 1≤p

-
≤p(x) ≤p

+<∞ ve w2≺w1 olsun. 

1

p n

wL ( )


∩ 
1

p n

wL ( )


↪
2

p(.) n

wL ( ) dir. 

İspat: Önerme 4.2.7. de  ispatlandı. 

Teorem 4.2.9. Her nx  için    1 q x*w x w


  ve 
   
1 1

1
p . q .

   olsun. Bu takdirde her 

p(.)

wf L ( )   ve *

q(.)

w
g L ( )   için  

        *

n
p . ,w q . ,w

f x g x dx c f g  

olacak şekilde bir c 0  sayısı vardır. 

İspat: Herhangi bir p(.)

wf L ( )   ve *

q(.)

w
g L ( )   fonksiyonları verilsin. Bu takdirde 

   
1

p . p . nfw L ( )  ve 
   
1

q . q .* ngw L ( )  yazılır. Eğer değişken üslü Lebesgue uzaylarında 

Hölder eşitsizliği kullanılırsa, 
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           

n n

1 1

p . p .
f x g x dx f x g x w dx



   

                                    

n

1 1

p . p .f x w x q x w x dx


   

                          

 

 

 

1 1

p . p .

p . q .

c fw gw


  

                         
    *p . ,w q . ,w

c f g  

olacak şekilde bir c 0  sayısı vardır. 

 

4.3. Zayıf Türev ve Bazı Önemli Kavramlar 

 

Tanım 4.3.1. Herhangi j∈ℕ için αj∈ℕ0 = ℕ∪{0} ve n∈ℕ olmak üzere α=(α1,α2,....,αn) şeklinde 

tanımlanan α ya çoklu indis denir ve tüm çoklu indislerin kümesi ℕ0
𝑛 ile gösterilir. Ayrıca 

n

j
j 1

    olmak üzere 1≤j≤n için 
j

j

j

j

j

x

D










  ise, 1 2 n

1 2 nD D D ...D     │α│-ıncı mertebeden 

bir diferansiyel operatör belirtir (Burenkov,1998). 

Tanım 4.3.2. Her mertebeden sürekli türevlere sahip fonksiyonların oluşturduğu vektör 

uzayına C∞( ℝn
) uzayı denir. Uzayın elemanları düzgün (smooth) fonksiyon adını da alır. 

Yine her mertebeden sürekli türevlere sahip kompakt destekli fonksiyonların oluşturduğu 

vektör uzayına n

0C ( )   veya  D(ℝn
) uzayı denir. Buradan 

D(ℝn
) = n

0C ( ) = {ϕ∈C∞(ℝn
)│suppϕ=K⊂ℝn

 kompakt} 

yazılır. Uzayın elemanlarına test fonksiyonu da denir. Örneğin; c>0, f : ℝ→ ℝ olmak üzere 

2

c
,

x 1e x 1f (x)
0, x 1



  
 

  

şeklinde tanımlanan fonksiyon n

0C ( )  uzayının elemanıdır. 

Şimdi herhangi {ϕj}j∈ℕ ⊂ n

0C ( )  ve ϕ∈ n

0C ( ) alınsın. Bu takdirde n

0C ( ) uzayında 

j
j
lim

   olması için gerek ve yeter koşul 

(i)Her j∈ℕ için suppϕj ⊂K olacak şekilde en az bir K⊂ℝn
 kompakt alt kümesi vardır. 
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(ii)Her n

0N  için ve her K⊂ℝn
 kompakt alt kümesi için j ,Kj

lim D D 0 


     sağlanır. 

Yani {Dαϕj}j∈ℕ dizisi her K⊂ℝn
 kompakt alt kümesi üzerinde Dαϕ ye düzgün yakınsar 

(Treves, 1967). 

Tanım 4.3.3. (Distribüsyon Uzayı) n

0C ( )  uzayından ℂ uzayına giden doğrusal, sürekli 

fonksiyonellerin uzayı adını alır ve  

 n n

0D'( ) T T:C ( ) doğrusal,sürekli    

şeklinde gösterilir. Ayrıca nT D'( )  fonksiyoneline distribüsyon denir. O halde 

n

0T:C ( )    şeklinde tanımlanan fonksiyonel için herhangi n

1 2 0, C ( )     ve 

1 2,    verildiğinde, 

(i) 1 1 2 2 1 1 2 2T( ) T( ) T( )          

(ii) n

0C ( )  uzayında j
j
lim

   için ℂ’de j

j
limT( ) T( )


    sağlanır. 

Tanım 4.3.4. α=(α1,α2,....,αn)∈ℕ0
𝑛 çoklu indis ve herhangi  1 n

locf L ( )  verilsin. Eğer 

herhangi ϕ∈ n

0C ( )  için 

n n

f (x)D (x)dx ( 1) g (x) (x)dx


       

koşulunu sağlayan 1 n

locg L ( )  bulunuyor ise gα fonksiyonuna f fonksiyonunun α-ıncı zayıf 

türevi denir ve Dαf = gα olarak gösterilir (Adams ve Fournier, 2003). 

Eğer f fonksiyonu, klasik anlamda Dαf sürekli kısmi türevlere sahip olacak şekilde yeterince 

düzgün ise, Dαf aynı zamanda f’nin zayıf türevidir. Gerçekten herhangi ϕ∈ n

0C ( )  için  

n n

f (x)D (x)dx ( 1) D f(x) (x)dx
        

eşitliğinde j=1,2,....,n için xj değişkenlerine göre αj-kez kısmi integrasyon yapılırsa istenilen 

eşitsizlikler bulunur (Burenkov,1998). 

Yine kısmi türevin doğrusallığındaki benzer işlemlerle zayıf türevin doğrusal olduğu görülür. 

Örnek 4.3.5. f : ℝ→ℝ olmak üzere f(x)=│x│ şeklinde tanımlanan fonksiyonun zayıf türevi 

sgn(x) fonksiyonudur (Burenkov,1998). 

Çözüm: Fonksiyonun tanımından 1 n

locf L ( )  olduğu görülür. Ayrıca herhangi  

ϕ∈ n

0C ( ) için  
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0

0

f (x) '(x)dx x '(x)dx x '(x)dx




          

yazılır. İntegrallerde ayrı ayrı kısmi integrasyon yapılırsa, 

0

0

f (x) '(x)dx (x)dx (x)dx




         

sgn(x) (x)dx   

olup 1 n

locsgn(x) L ( )
 
fonksiyonu bulunmuş olur. Dolayısıyla D’f = Sgn(x) elde edilir.  

Önerme 4.3.6. Lokal olarak integrallenebilen her fonskiyon bir distribüsyondur. 

İspat: Herhangi 1 n

locf L ( )
 
alınsın. Ayrıca n

f 0T :C ( )    için  

n

f fT ( ) T , f (x) (x)dx      fonksiyoneli tanımlansın. İlk olarak tanımlanan 

fonksiyonelin iyi tanımlılığı gösterilsin. Yine n

0C ( )  olduğundan nSupp K   

kompakt alt kümesi için 

n c

f

K K

T ( ) f (x) (x) dx f (x) (x) dx f (x) (x) dx           

K K

f (x) (x) dx f(x) dx       

sağlanır. Buradan  fT  mutlak yakınsak olup fT  iyi tanımlıdır. 

Şimdi  fT  fonksiyonelinin bir distribüsyon olduğu gösterilsin. Herhangi  

n

1 2 0, C ( )    ve 1 2,    alınsın. Bu takdirde fT  nin tanımından, 

n

f 1 1 2 2 1 1 2 2T ( ) f (x)( (x) (x))dx           

n n

1 1 2 2f (x) (x)dx f (x) (x)dx       

1 f 1 2 f 2T ( ) T ( )      

olup f 1 1 2 2 1 f 1 2 f 2T ( ) T ( ) T ( )         elde edilir. Ayrıca herhangi 
n

j j 0{ } C ( )

  , 

n

0C ( )  için   n

j 0j
C ( )


    olup her j  için  

supp(ϕj-ϕ)⊂K⊂ℝn
 kompakt alt kümesi vardır. O halde 
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n

f j f jT ( ) T ( ) f (x) ( (x) (x) dx        

j j
x K

K K

f (x) ( (x) (x) dx max ( (x) (x) f (x) dx


         

olup f j f j
x K

K

T ( ) T ( ) max ( (x) (x) f (x) dx


        elde edilir. Yine nD( )  uzayı üzerindeki 

topoloji tanımından j  için     j
x K

max x x 0


    düzgün yakınsar. Bu takdirde 

1 n

locf L ( )  
için 

K

f (x) dx     olup  f j fT ( ) T ( ) 0       elde edilir. O halde fT

süreklidir. 

Önerme 4.3.7.  w, n kümesi üzerinde bir ağırlık fonksiyonu ve  1 p p x p      

olsun. Eğer 
   
1

p . 1 1 n

locw L



  ise p(.) n

wL ( ) ↪ 1 n

locL ( )  sürekli gömülmesi elde edilir. 

İspat : Herhangi bir    p . n

wf L  fonksiyonu ve herhangi  nK  kompakt alt kümesi 

alınsın. Eğer 
1 1

1
p(.) q(.)

    için Teorem 2.1.10  kullanılırsa,  

       

n

1 1

p x p x

K

K

f (x) dx f x x w w dx


     

   

 

1 1

p . p .

K

p(.) q .

C fw . w


    

                   
 

 

 

1

p .

Kp . ,w

q .

C f . w


    

elde edilir. Şimdi  

 

1

p .

K

q .

w


    olduğu gösterilsin. Yine q   ve    q . nh L  olmak 

üzere 
 q .

h   olması için gerek ve yeter koşul    q .
h   olmasıydı. Eğer 

   
1

p . 1 1 n

locw L



  olması kullanılırsa 

 
 

 
   

q x1 1

p x p x p x 1

Kq .

K K

w w dx w dx
  


 

     
 
 

    

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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4.4. Ağırlıklı Değişken Üslü Sobolev Uzayı 

Tanım 4.4.1:  1 p p(.) p       ve 
   

1

p x 1 1 n

locw L



  olsun. Önerme 4.3.7 den dolayı 

p(.) n

wL ( ) ↪ 1 n

locL ( )  gömülmesi vardır. Dolayısıyla p(.) n

wL ( )  uzayının her elemanının zayıf 

türevi vardır. Ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzayı k,p(.) n

wW ( )  iyi tanımlıdır. Böylece 

ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzayı  

 k,p(.) n p(.) n n p(.) n

w w 0 wW ( ) f L ( ) : ,0 k,D f L ( )         

şeklinde ifade edilir. 

Ayrıca k,p(.) n

wf W ( )  olmak üzere; 

k,p(.),w p(.),w
0 k

f D f



    

şeklinde tanımlanan fonksiyon ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzayı k,p(.) n

wW ( ) için bir norm 

belirtir. Yine k,p(.) n

wW ( )  uzayı, 
k,p(.),w

f  normuna göre bir Banach uzaydır (Aydın, 2010). 

Önerme 4.4.2. Herhangi k,p(.) n

wf W ( )  verildiğinde 
k,p(.),w p(.),w

0 k

f D f



   şeklinde 

tanımlanan fonksiyon k,p(.) n

wW ( )  üzerinde bir norm belirtir. 

İspat: Herhangi k,p(.) n

wf,g W ( )  ve   alınsın. 

(N1) k,p(.) n

wf W ( ) verildiğinde ağırlıklı değişken üslü Sobolev uzayı tanımından 

n

0,0 k     için p(.) n

wD f L ( )   bulunur. O halde 
k,p(.),w p(.),w

0 k

f D f 0



   olup 

k,p(.),w
f 0  bulunur. 

(N2) Benzer şekilde 

k,p(.),w p(.),w p(.),w
0 k 0 k

f D ( f ) D f 

 

        

k,p(.),wp(.),w p(.),w
0 k 0 k

D f D f f 

 

         

olup buradan 
k,p(.),w k,p(.),w

f f    elde edilir. 
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(N3) Varsayılsın ki 
k,p(.),w

f 0  olsun. Buradan 
p(.),w

0 k

D f 0



  olup her 0 k   için 

p(.),w
D f 0   sağlanır. Özel olarak 0   için de eşitlik doğru olup Luxemburg normu 

tanımından; 

0

p(.),wp(.),w
D f f 0    

eşitliğinden f = 0 (h.h.h) elde edilir. 

Diğer taraftan f = 0 (h.h.h) olsun. O halde 0 k   için 
p(.),w

D f 0   olduğu açıktır. 

Buradan 
k,p(.),w

f 0  sağlanır. 

(N4) Yine 

k,p(.),w p(.),w
0 k

f g D f D g 



     

 p(.),w p(.),w p(.),w p(.),w
0 k 0 k 0 k

D f D g D f D g   

  

        

k,p(.),w k,p(.),w
f g    

olup 
k,p(.),w k,p(.),w k,p(.),w

f g f g    üçgen eşitsizliği sağlanır. 

Sonuç olarak tanımlanan fonksiyon (N1), (N2), (N3) ve (N4) özelliklerini sağladığından 
k,p(.) n

wW ( )  üzerinde bir normdur. 

Teorem 4.4.3. k,p(.) n

wW ( )  uzayı 
 k,p . ,w

.  normuna göre bir Banach uzaydır (Aydın, 2010). 

İspat: Herhangi      k,p . n

n wn N
f W


  Cauchy dizisi alınsın. Buradan 

     
 

 
p .k,p . n n

n w wn N
f W L


   olup  

 

 
p .

n

n wn N
f L


  de Cauchy dizisidir. Yine 

değişken üslü Sobolev uzayı tanımından her 0 k    için  
 

 
p .

n

n wn N
D f L


  bir Cauchy 

dizisidir. 
 

 
p .

n

wL  uzayı Banach uzay olduğundan n
n
lim f f 0


   ve n
n
lim D f g 0




   

olacak şekilde  
 

 
p .

n

wf ,g L  fonksiyonları mevcuttur. 

İddia: D f g

  

Herhangi  n

0C  için 
   
1 1

1
p . q .

   olmak üzere genelleştirilmiş Hölder eşitsizliği 

kullanılırsa, 
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     
n

fT f x x dx    

olarak tanımlanmak üzere 

                  
n

n n n

f f n nT T f x x dx f x x dx f x f x x dx             

         
n

n 1,p nq . ,w p . ,w
f x f x x dx r f f       

olup  

   f f
n
limT T


                                                                                                              (4.4.3.1) 

olduğu görülür. Benzer şekilde 

   gD fn
limT T


                                                                                                          (4.4.3.2) 

olduğu görülür. O halde (4.4.3.2) den 

       
nn

g fD fn n
T limT lim 1 T D



 

 
       

olup herhangi  n

0C  için  n

0D C   olacağından (4.4.3.1) den  

   
nf f

n
limT D T D 


    yazılabilir. O halde (4.4.3.1) ve (4.4.3.2) den 

              
n ng f f f

n n
T lim 1 T D 1 limT D 1 T D



    

 
           

olup açık olarak  

         
n

g fg x x dx T 1 T D


 

        

     
n

1 f x D x dx
    

elde edilir. Bu ise 0 k    için 

D f g

                                                                                                                           (4.4.3.3) 

iddiasının doğru olduğunu gösterir. Yine hipotezden 
 

 
p .

n

wg L  verildiğinde 0 k    

için 
 

 
p .

n

wD f L   olacaktır. Buradan    k,p . n

wf W  elde edilir. Ayrıca  (4.4.3.2) ve 

(4.4.3.3) den  
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      n n nk,p . ,w p . ,w p . ,wn n n
0 k 0 k

lim f f lim D f D f lim D f D f   

  
    

  
     

  
   

olup 
 n k,p . ,wn

lim f f 0


   ,    k,p . n

wf W  elde edilir. O halde k,p(.) n

wW ( )  uzayı bir Banach 

uzayı belirtir. 

Teorem 4.4.4. k,p(.) n

wW ( ) ↪ p(.) n

wL ( )  gömülmesi sağlanır. 

İspat: 
 

k,p(.) n p(.) n

w wW ( ) L ( )  kapsamasının doğruluğu açıktır. Şimdi herhangi 

k,p(.) n

wf W ( )  alınsın. Ağırlıklı Değişken üslü Sobolev normu tanımından, 

p(.),w p(.),w k,p(.),wp(.),w
0 k

f f D f f



     

eşitsizliği elde edilir. Buradan k,p(.) n

wW ( ) ↪ p(.) n

wL ( )  gömülmesi gerçeklenir. 

Sonuç 4.4.5. k,p(.) n

wW ( ) ↪ 1 n

locL ( )  gömülmesi sağlanır. 

Teorem 4.4.6. Herhangi n

1 2p ,p P( ) ve  w ağırlık fonksiyonu olmak üzere 

1 1 11 p p (.) p      ve 
2 1 21 p p (.) p      olsun. Eğer n  ve 0    için 

1 2p (.) p (.)  ise 2k,p (.)

wW ( ) ↪ 1k,p (.)

wW ( )  gömülmesi sağlanır. 

İspat: Herhangi 2k,p (.)

wf W ( )   alınsın. Bu takdirde 2p (.)

wf L ( )   olup her 0 k    için 

2p (.)

wD f L ( )    sağlanır. Yine 1 2p (.) p (.)  olduğundan 2p (.) n

wL ( )↪ 1p (.) n

wL ( ) olduğu Önerme 

2.3.9. de gösterilmişti. Buradan 2p (.)

wf L ( )   ve her 0 k    için 1p (.)

wD f L ( )    olup 

1k,p (.)

wf W ( )   sağlanır. O halde 2 1k,p (.) k,p (.)

w wW ( ) W ( )   sağlanır. Ayrıca 

1 1 2
k,p (.),w p (.),w p (.),w

0 k 0 k

f D f c D f 

 

    

22
k,p (.),wp (.),w

0 k

c D f c f



    

olup 
1 2k,p (.),w k,p (.),w

f c f   olacak şekilde c 0  vardır. O halde 2k,p (.)

wW ( ) ↪ 1k,p (.)

wW ( )  

elde edilir. 

Sonuç 4.4.7. Herhangi n

1 2p ,p P( ) alınsın. Eğer 1 2p (.) p (.)  ise 2k,p (.)

wW ( ) ↪ 1k,p (.)

wW ( )  

gömülmesi sağlanır. 
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İspat: Önerme 4.1.8. den 1 2p (.) p (.)  ise 2p (.) n

wL ( )↪ 1p (.) n

wL ( ) olur. Buradan 2k,p (.)

wW ( ) ↪
1k,p (.)

wW ( )  elde edilir. 

 

4.5. Kompakt Gömmeler 

 

Bu bölümde ağırlıklı Değişken üslü Sobolev uzayı  1,p(.) p(.) p(.)

w(.) w(.)W ( ) u L ( ) : (u) L ( )        

ve  normu 
p(.) p(.),w

u    olarak tanımlanacak. 

Önerme 4.5.1.  p(x)  ve q(x)   ölçülebilir fonksiyonlar olmak üzere p(x) L ( )   ve her 

x için 1 p(x)q(x)   olsun. Yine u 0  için q(.)u L ( )   alınırsa 

   p(.)q(.)

p p p(.) p p

L p(.),q(.) p(.),q(.) p(.),q(.)q(.)
min u , u u max u , u

   

    eşitsizliği elde edilir 

(Saiedinezhad, S., Ghaemi, M. B. 2015). 

Teorem 4.5.2.  p C   olmak üzere her x  için  1 p x  olsun. Eğer  

(i)  1

loc0 w L     için    
1

1
p(x) 1

locw x L


    , 

(ii)    s x C   ve  
1

s x
p(x) 1




  olduğunda    
s(x) 1w x L


  ,  

(iii)    x C    ve    1 x p x   olduğunda  
 

     
x

1
p x xw x L




    

koşulları sağlanıyorsa, her  q C   ve  
 
 

* x
1 q x

' x


 


  için  1,p(.)

w(.)W   ↪↪  w(.)

b(.)L    

kompakt gömülmesi vardır (S. Saiedinezhad and M. B. Ghaemi, 2015) 

İspat: İlk olarak  1,p(.)

w(.)W  ↪    1, .
W


  sürekli gömülmesinin varlığı gösterilsin. 

Herhangi bir  1,p(.)

w(.)u W   elemanı alınsın. O halde 

(x) (x)
(x) (x)

p(x) p(x)u dx u w(x) w(x)

 
 

 

     dx 

p(x)

p(x) (x)

(x) (x)
(x)p(x) p(x)

p(x)

(x)

C w(x) w(x) u


 






     

elde edilir. (Saiedinezhad, S., Ghaemi, M. B. 2015) çalışmasındaki (iii) özelliği kullanılırsa, 
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 
p(x)

p(x) (x)

p
(x) (x) p

p(x) p(x) (x)

L

w(x) w(x) dx 1

 






 

 




 
  
 
 
   

yazılır. Daha sonra (iii) koşulu kullanılırsa;  

p(x)

(x)

(x)
(x) (x)p(x)

L ( )

u dx C w(x) u



 

 

                                                                            (4.5.2.1) 

olacak şekilde C 0  sayısı bulunur. Genelliği bozmadan  
( x )

u 1




     kabul edilsin. 

(4.5.2.1) eşitsizliği ve Önerme 4.5.1 den; 

p(x)
w(x) u 1



    olduğunda 

p(x)(x)
q(x)

p

p

L ( ) L ( )
u C u





  
     

elde edilir. Ayrıca 
p(x)

w(x) u 1


   ise 
p

p

 

 





  için 

p(x)(x)
q(x)L ( ) L ( )

u C u



 
    

bulunur. Buradan (.)u L ( )    elde edilir.  

Diğer bir yandan,  p(.)L ( ) ↪ (.)L ( )   gömülmesi gerçeklenir. Dolayısıyla  

1,p(.)

w(.)W ( )  ↪↪ 1, (.)W ( )    sürekli gömülmesi vardır. Yine (Saiedinezhad, S., Ghaemi, M. 

B. 2015) çalışmasındaki (vi) özelliği kullanılırsa, *r(x) (x)  için 

1, (.)W ( )  ↪↪ r(.)L ( )                                                                           (4.5.2.2) 

kompakt gömülmesi vardır. 

Yine r(x) q(x) '(x)   olsun. Bu nedenle eğer 
1,p(.)

w(.)u W ( )   ise o halde 

(x)
'(x)

q(x) q(x)

L ( ) L ( )
b(x) u dx C b u

 


   

                      
 (x) r(x) r(x)

q q

L ( ) L ( ) L ( )
C b max u , u

 

   
   
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bulunur ve r(x)u L ( )   olduğundan 
q(.)

b(.)u L ( )   elde edilir. Ayrıca, 
w

nu 0   
1 , p ( . )

w ( . )W ( )  

uzayında zayıf yakınsıyor ise  nu 0    r(.)L ( )  uzayında kuvvetli yakınsar. Bundan dolayı  

(.)
'(.)

q(x) q(x)

n nL L
b(x) u dx C b u 0





    bulunur. 

Bu da  q(x)
b(x)

n L
u 0  kuvvetli yakınsar demektir. Dolayısıyla  1,p(.)

w(.)W   ↪↪  w(.)

b(.)L    

kompakt gömülmesi elde edilir. 

Yeni bir sürekli ve kompakt özellikleri için p(.) ve w nin sağladığı (Q) ve (C) koşulları 

verilsin. 

(Q)       :  logp C ( ), p N; w P ( )

      , bazı s C( )   için s 1w L ( )    öyle ki; her x  

için 
N 1

s(x) , ,
p(x) p(x) 1

   
         

 ; 0   Lipschitz alanı vardır öyle ki; 0 daki 

herhangi 1 2c ,c  pozitif sayıları için 1 2c w(x) c   gerçeklenir ve herhangi 0C )\(    için 

(.)

0w \L ( )    elemanı vardır öyle ki; her 0x \   için  *

s

a(x) 1
p(x) p (x)

a(x)


  eşitsizliği 

sağlansın (Ky Ho, Inbo Sim, 2015). 

Şimdi (Q) koşulu altında  q(.) ve b elemanlarının sağladığı (C) koşulu verilsin. 

(C) : q C ( )  ,  her x   için *p(x) q(x) p (x)  , 

 * *

s 0A x :p (x) q(x) p (x)       ; 0 1 2b P ( ), da c b(x) c      ; 

(.)

0b \L ( )    ve her 0x \   ve bazı 0C )\(    için *

s

(x) 1
q(x) p (x)

(x)

 



 

eşitsizliği sağlansın (Ky Ho, Inbo Sim, 2015). 

Lemma 4.5.5. (Q) koşulu sağlansın. Bu takdirde 1,p(.)

wW ( )  ↪↪ p(.)

wL ( )  kompakt 

gömülmesi vardır (Ky Ho, Inbo Sim, 2015). 

İspat: (Q) koşulundan her x   için  p C ( )   bulunabilir öyle ki; *

sp(x) p (x)  olur ve 

(x)
'(x)

(x) 1


 

 
  olduğunda 

0\
p p '

 
    elde edilir. 1,p(.)

wu W ( )    için Hölder eşitsizliği 

kullanılırsa, 

0 0

p(x) p(x) p(x)

\

w u dx w u dx w u dx
 

     

(.)
'(.)0

0
0

p(x) p

2 L ( ) L ( )\ \
c u dx 2 w u

   


                                                (4.5.5.1) 
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elde edilir. Bu nedenle 
p(x)

w u dx


  olur öyle ki; 

0

p(x) p(x)
u dx u dx

 

  ,   

0

p(x) '(x) p(x)

\

w u dx u dx


 

                                                 (4.5.5.2) 

eşitsizlikleri elde edilir. Bunun sonucunda 1,p(.) p(.)

w wW ( ) L ( )    kapsaması sağlanır. 

1,p(.)

wW ( )  uzayında 
w

nu 0  zayıf yakınsasın. (4.5.5.1) ve (4.5.5.2)  eşitsizliklerinde  

nu u  alınırsa,   

n iken 
p(x)

nw u dx 0


   

elde edilir. Buradan p(.)

wL ( )  uzayında nu 0  kuvvetli yakınsaması vardır. Bunun sonucunda 

1,p(.)

wW ( )  ↪↪ p(.)

wL ( )  kompakt gömülmesi elde edilir. 

Lemma 4.5.6.  (Q) ve (C) koşulları sağlansın. O halde 1,p(.)

wW ( )  ↪ q(.)

b(.)L ( )  sürekli 

gömülmesi vardır (Ky Ho, Inbo Sim, 2015). 

İspat: Bir 1,p(.)

wu W  ( )   için  
(x)

'(x)
(x) 1


 

 
  olmak üzere 

0 0

q(x) q(x) q(x)

\

b u dx b u dx b u dx
 

      

(.)
'(.)0

0
0

\ \

q(x) q

2 L ( ) L ( )
c u dx 2 b u

   


    

elde edilir. Lemma 4.5.5 in ispatındaki gibi aynı teknik kullanılırsa

'(.)0
0

\ ) )\

q

L ( L (
b u

  
   elde edilir. Ayrıca ağırlık fonksiyonu sınırlı olduğundan 

1,p(.) 1,p(.)

w 0W ( ) W ( )   ↪ *p (.)

0L ( )  ↪ q(.)

0L ( )   

bulunur. Bundan dolayı 

0

q(x)
u dx



  olur ve buradan 
q(x)

b u dx


  elde edilir. 

Dolayısıyla 1,p(.)

wW ( )  ↪ q(.)

b(.)L ( )  kompakt gömülmesi vardır. 

Lemma 4.5.8. N   Lipschitz sınırına sahip açık ve sınırlı bir küme ve 1 p p N     

olan Hölder eşitsizliği koşulu altında p C ( )   olsun. Eğer r 1   ve r L ( )  olduğunda  

her x için  
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* Np(x)
r(x) p (x) :

N p(x)
 


  

olur. Dolayısıyla  1,p(.)W ( )  ↪ r(.)L ( )  sürekli gömülmesi vardır ve eğer  

  *

x
inf p (x) r(x) 0


   ise gömülme kompakttır (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang, 

2010). 

Uyarı 4.5.9. Aynı koşullar altında yukarıdaki lemmaya ek olarak log-Hölder eşitsizliğinde 

C
p(x) p(y)

log x y
 

 
  şartı kaldırılırsa, 

p,r C ( )   ve *r(x) p (x)   olduğunda her x  için  

1,p(.)W ( )  ↪ r(.)L ( )  sürekli gömülmesi vardır. (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang, 

2010). 

Lemma 4.5.10. Her p(.)

wu L ( )   için  
p(x)

(u) w(x) u dx


    olsun. O zaman 

(1) (u) 1( 1; 1)     olması için gerek ve yeterli şart p(.)
wL

u 1( 1; 1)    olmasıdır, 

(2) p(.)
wL

u 1  ise o zaman p(.) p(.)
w w

p p

L L
u (u) u

 

   dir, 

(3) p(.)
wL

u 1  ise o zaman p(.) p(.)
w w

p p

L L
u (u) u

 

   dir (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang, 

2010). 

Teorem 4.5.11. p,s C ( )   ve  

(i) 1

locw L ( )   ve 

1

1p(x) 1
locw L ( )


     

(ii) 
N 1

s(x) , ,
p(x) p(x) 1

   
         

 için s(x) 1

locw L ( )     

koşulları sağlansın. O halde r C ( )    ve her x için *

s1 r(x) p (x)    olmak şartıyla 

1,p(.)

wW ( )  ↪↪ r(.)L ( )   kompakt gömülmesi vardır (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao 

Zhang, 2010). 

İspat: İlk olarak 1,p(.)

wW ( )  ↪ s1,p (.)

wW ( )  sürekli gömülmesinin varlığı gösterilsin. 

1,p(.)

wu W ( )   olsun. Hölder eşitsizliği kullanılırsa,  
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s

p(x)s(x)
p (x)

s(x) 1u dx u dx

 

      

s(x) s(x)p(x)s(x)
s(x) 1 s(x) 1s(x) 1u w w dx


 



    

p(x)s(x)

s(x) 1

s(.)

s(.) 1 s(.) 1

s(x) s(x)

s(x) 1 s(x) 1

LL

2 w u w


 


     

elde edilir. Yine (ii) ve Lemma 4.5.10 kullanılırsa 

s(.) 1

1
s(x)

s 1
s(x)s(x) 1

L

w w (x)dx 1 C









 
   
 
   

bulunur. Böylece  

s

s(.) 1

s(.)

s(x) p(x)s(x)
p (x) s(x) 1 s(x) 1

L

dx C w u


 



                                                                              (4.5.11.1) 

elde edilir. Genelliği bozmadan sp (x)
u dx 1



    olduğunu kabul edilsin. Eğer değilse  

Lemma 4.5.10. dan s1,p (.)u W ( )   olduğu görülür.  

p(x)
w(x) u dx 1



    ise, (4.5.11.1) ve Lemma 4.5.10. dan 

s

p (.) p(.)s

s
p s p s1 s

p (x) p(x)
s 1 s 1
L L (w, )

u u dx C w(x) u dx C u



   


 


 


 

 
       

 
    

elde edilir. Yani 

p(.) p(.)L ( ) L (w, )
u C u

 
                                                                                                (4.5.11.2) 

olur. Diğer taraftan, 

p(x)
w(x) u dx 1



    ise (4.5.11.1) ve Lemma 4.5.10. dan  

s

p (.) p(.)s

s
p s p s1 s

p (x) p(x)
s 1 s 1
L L (w, )

u u dx C w(x) u dx C u



   


 


 


 

 
       

 
   
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bulunur. Yani, 
s 1 p s

.
p s s 1

  

  





  olduğunda 

p(.) p(.)L ( ) L (w, )
u C u



 
                                                                                           (4.5.11.3) 

olur. (4.5.11.2) ve (4.5.11.3) eşitsizliğinden sp (.)u L ( )    bulunur. Yine p(.)L ( )  uzayında 

sp (x) p(x)  için p (.) p(.)sL L
u C u  olduğu biliniyor. Bundan dolayı sp (.)u L ( )   olur. Bu 

nedenle 1,p(.)

wW ( )  ↪ s1,p (.)

wW ( )  sürekli gömülmesi vardır. Ayrıca Lemma 4.5.8 den 

*

s1 r(x) p (x)   için 1,p(.)

wW ( )  ↪↪ r(.)L ( )  kompakt gömülmesi vardır. 
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