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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LiSTESI

|A| veya p(A) : A kiimesinin Lebesgue 8l¢iimii

C*"(R")

Co(R")

Wvl\?p(-)

Mo

|_p(-) (Rn )

Hao
L& (R")
oy
Lioe (R")
Pr)
XOY
XSOy
h.h.h.
P(R")
Essinf

Esssup

Supp

: R" tizerinde her mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarin

uzayl1

: R" lizerinde tanimli, her mertebeden siirekli tiirevlenebilen, kompakt

destekli fonksiyonlarin uzay1

: Agirlikli degisken iislii Sobolev uzayi

: WEPO uzayinin normu

: Degisken iislii Lebesgue uzay1

. LPY uzaymim normu

: Agirlikli degisken iislii Lebesgue uzay1
: LPY uzaymnin normu

: Lokal integrallenebilen fonksiyonlarin uzayi

: Modiiler fonksiyon

: X uzaymin Y uzayna siirekli gomiilmesi

: X uzaymin Y uzayma kompakt gomiilmesi

: Hemen hemen her yerde

: Degisken iis fonksiyonlarinin ailesi

: Hemen hemen her yerde alt sinirlarin en bliyiigi
: Hemen hemen her yerde {ist sinirlarin en kii¢iigii

: f fonksiyonunun destegi



OZET

AGIRLIKLI DEGISKEN USLU SOBOLEV UZAYLARI
VE

BAZI TEMEL OZELLIKLERI

Bu tez calismasi ii¢ temel kisimdan olusmaktadir. Ik boliim giris niteliginde
olup, bu boliimde degisken {islii Lebesgue uzaylarinin ve Sobolev uzaylarinin tarihgesi
ve giiniimiizdeki kullanim alanlar1 kisaca ele alind.

Ikinci boliimde tezde kullanilan bazi temel kavramlar, PO (R") degisken tisli

Lebesgue uzay1 ve 6nemli baz1 temel 6zellikleri incelendi.

Bulgular boliimiiniin birinci kisminda L‘:\’A(,') (]R") agirlikli degisken uslii Lebesgue

ve W\Z(')(R”) agirlikli degisken tslii Sobolev uzaylarmin bazi temel 6zellikleri

incelendi. ikinci kisminda ise bu iki uzay ile ilgili kompakt gomiilme ozellikleri
arastirildi.

Anahtar Kelimeler: Degisken islii Lebesgue uzaylari, agirlikli degisken iislii
Sobolev uzaylari, Kapsama 6zellikleri, Kompakt gdmiilme.



ABSTRACT

WEIGHTED VARIABLE EXPONENT SOBOLEV SPACES
AND

SOME BASIC FEATURES

This thesis study is consist of three basic parts. The first part is deviated to the characteristics
of introduction, in which the history of variable exponent Lebesgue spaces and Sobolev
spaces and their current usage areas are briefly discussed.

In the second part, some basic concepts used in the thesis, variable exponent Lebesgue space
and some important basic properties are examined.

In the first chapter of the findings section, some basic properties of the weighted variable
exponent Lebesgue and the weighted variable exponent Sobolev spaces are examined. In the
second part, compact embedding properties of these two spaces are investigated.

Key Words: Variable exponent Lebesgue spaces, Weighted variable exponent Sobolev
spaces, Coverage features, Compact embedding.
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1.GIRIS

Degisken iislii Lebesgue wuzaylar1 literatiirde ilk olarak Orlicz (1931) tarafindan
tanimlanmistir. Orlicz uzaylarinin bir genellestirilmesi olan modiiler uzaylar diizenli olarak ilk
kez Nakano (1950), (1951) tarafindan calisildi. Fakat buna ragmen Orlicz uzaylar1 kadar ilgi
gormedi. 1970 ve 1980'li yillarda, modiiler fonksiyon uzaylari, (Hudzik, 1976), (Hudzik,
1983), (Musielak, 1983) basta olmak {izere bircok matematik¢i tarafindan c¢alisilmistir.

Ayrica, (Sharapudinov, 1979) ¢alismasinda L) ([O,l]) uzay tizerindeki topoloji ilizerine bazi

incelemeler yapilmaistir.

Literatiirde degisken {iislii Lebesgue uzaylarindaki en 6nemli ¢alisma Kovacik ve Rakosnik
(1991) tarafindan ele almmustir. Degisken iislii Lebesgue uzay: olarak ifade edilen LV
uzaymnin 6zel bir Orlicz-Musielak uzay1 oldugu ve p(.) = p sabit alindiginda, LPY degisken
islii Lebesgue uzayinin, LPklasik Lebesgue uzayi olacagi ¢alismada yer alan ozelliklerinden
birkagidir. Degisken {iislii Lebesgue uzaylari ile klasik Lebesgue uzaylarinin ortak birgok
ozellikleri olmasima ragmen, otelemelerin invaryantligl, otelemelerin siirekliligi ve girisim

gibi 6nemli ozellikler LP uzaynda saglanyorken LPY uzayinda saglanmaz (Kovadik ve
Rékosnik, 1991), (Samko, 1998). Ayrica, (Diening, 2004) calismasinda sinirli bolgede tanimli

LPO uzayinda maksimal operatoriin smirliligr ispatlanmustir. Bu ¢alismadan sonra bu uzaylara
olan ilgi artmis ve glinlimiize kadar ¢esitli konularda makaleler yapilmistir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylari teorisi son yillarda, elastik mekanik, akiskanlar dinamigi,
varyasyonel hesap ve bazi 6zel diferansiyel denklemler ile ilgili problemler {izerine ¢aligildi.
Elektroreolojik akiskanlar (EA) ile ilgili ilk 6nemli bilgiler (Winslow, 1949) c¢alismasinda
ifade edilmistir.

Sobolev uzaylar1 literatiirde ilk olarak Sobolev (1938), (1963) tarafindan tanimlanmuistir.
Sobolev, yaptigi ¢alismalarda klasik Sobolev uzay: ile klasik Lebesgue uzayr ve C"(R")

uzaylar1 arasindaki gomiilme teoremlerini vermistir. Yine ¢ok degiskenli tiirevlenebilir
fonksiyonlar i¢in genel integral esitsizlikleri ispatlanmis ve bunlari matematiksel fizigin
bircok probleminde uygulamistir. Sobolev uzayr 6zellikle Morrey (1940), Deny ve Lions
(1955), Meyers ve Serrin (1964) tarafindan calisilmistir. Ayrica Besov ve ark. (1978), (1979),
Kufner (1980), Hebey(1996), Hudzik(1976), (1979), (1983) Sobolev tipi esitsizliklerden
faydalanan ve gelistiren matematikc¢ilerdendir. Sobolev uzaylari, kismi diferansiyel
denklemler, matematiksel fizik, diferansiyel geometri ve daha bir¢ok cesitli matematiksel
analizin teorisinin gelisiminde Onemli bir rol oynar. Yine baslangi¢-deger ve smir-deger
problemlerinin ¢oziimiinde kullanilir. Degisken iislii fonksiyon uzaylari, son yillarda, elastik
mekanik, akigkanlar dinamigi ile ilgili problemler tizerine ¢aligilmaktadir.

1960’1 yillarda dejenere kismi diferansiyel denklemler ve katsayilarinda ¢esitli
singiilerlikler bulunan denklemlerin ¢éziimlerinin arastirilmasi i¢in bu uzaylar iizerinde agirlik
fonksiyonlar1 tamimlanarak agirlikli Sobolev uzaylart olusturulmustur. Bu ¢alismada
kullanilan w agirlik fonksiyonu ilk kez A. Beurling tarafindan 1938 yilindaki (LX, Congre’s
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Math. Scond., Helsinki, 1938) ¢alismasinda tanitildigindan Beurling agirlik fonksiyonu olarak
bilinir.

Bu tez calismasinda, agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylari tanimlanip bazi temel
ozellikler ele alinip, siirekli gomiilmeler ve esitsizlikler verilecektir. Tez ¢alismasinin son
kisminda ise agirlikli degisken iislii Sobolev uzay1 tanimlanacaktir. Ayrica bu uzaymn bazi
stirekli ve kompakt gdmiilmeleri verilip sonuglar1 incelenecektir.



2.GENEL BILGILER
Bu bolimde, tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Baz1 Tanim ve Kavramlar

Tamm 2.1.1. X bir topolojik uzay, E bir vektor uzayi, f fonksiyonu da X kiimesinden E

uzaymna tanimli olmak iizere {X e X:f(x) ;tO} seklinde tanimlanan kiimenin kapanigina f

fonksiyonunun destegi denir ve bu kiime Suppf ile gosterilir (Treves, 1967).

Tamm 2.1.2. X bir yerel kompakt topolojik uzay, f, X iizerinde tanimli, karmagsik degerli ve
siirekli bir fonksiyon olsun. Her £>0 sayist i¢in Y€ X—K oldugunda [f(y)|<& kosulunu

saglayan X uzaymin K kompakt alt kiimesi varsa, f fonksiyonuna sonsuzda sifirdir denir. X
tizerinde tanimly, siirekli ve sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin uzay1 C,(X) ile gosterilir. Yine

X bir kompakt uzay olmak tizere X iizerinde tanimli, karmagik degerli, siirekli ve kompakt
destekli fonksiyonlarin vektor uzayr C_(X) ile gosterilir (Rudin, 1966).

Tanim 2.1.3. (X,||.||X),(Y,||.||Y) normlu uzaylar ve XY olsun. Eger herhangi bir feX
fonksiyonu i¢in ||f||Y < C||f||X olacak sekilde bir € >0 varsa X uzay1 Y uzayina siirekli olarak

gomiiliir denir ve XY ile gosterilir (Kufner ve ark., 1977).

Tanim 2.1.4. (X,||.||X),(Y,||.||Y) normlu uzaylart ve T:X—Y operatorii verilsin. Eger,

XY  saglantyorsa ve her (X,)cX smirlt dizisi igin (T(Xn ))CY operatér dizisinin
yakinsak bir alt dizisi bulunuyorsa, X uzayr Y uzayma kompakt olarak gdmiiliir denir ve
XOOY ile gosterilir (Kufner ve ark., 1977)

Teorem 2.1.5. (X, ||.||X),(Y, ||||Y) iki normlu uzaylar ve X yansimali bir uzay olsun. Ayrica,

T:X—Y operatorii verilsin. Bu takdirde, XY olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

T operatoriiniin X uzayinda zayif yakinsak dizileri Y uzayinda kuvvetli yakinsak dizilere
dontistiirmesidir (Ciarlet, 2013), (Conway, 1985)

Tammm 2.1.6. X kiimesi K (K=R veya C) cismi iizerinde bir vektdr uzay olsun. Bir
p: X —[0.0] fonksiyonu her f,g € X igin;

(@) p(f) =0 olmas: igin gerek ve yeter kosul f=0
(b) p(f) =p(-F)
(©) .20, a+B=1icin p(af +Bg) <p(f)+p(Q)

kosullarini saglasin. Bu takdirde, p fonksiyonuna X {izerinde bir modiiler fonksiyon denir.



Eger a,f>0, o+ =1 ve xeX igin

plox +By) <ap(x) +Bp(y)

oluyorsa, p fonksiyonuna X iizerinde bir konveks modiiler fonksiyon adi verilir
(Musielak,1983).

Tamm 2.1.7. p:R" —[L o) 6lgiilebilir fonksiyonuna degisken iis denir. Degisken iis

fonksiyonlarmin ailesi P(R") ile gosterilsin. Ayrica

p~:essinf p(x) ve p*:esssup p(x)

XeR" xeR"

olmak tizere 1<p” <p(.) <p" <oo oldugu agiktir.

Herhangi bir peP(R") ve f:R" > C 6lgiilebilir fonksiyonlari verilsin. Bu takdirde
()
Poy ()= [ IFOOP dx
Rn

konveks modiiler fonksiyonu tanimlansin. Degisken iislii Lebesgue uzaylari
LPO(R") = {f : pyyy (AF) <00, 31> 0}

seklinde tanimlanir. Degisken iislii Lebesgue uzayinin

. C(f
=it {20:p,, L)<

seklinde tanimli Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir (Kovacik ve Rakosnik, 1991).
Ozel olarak p(.)=p sabitise L"O(R") uzay1ile L”(R") Lebesgue uzay1 ¢akisir.
Tanim 2.1.8. pl(.) ve p, () R"’deki iki iis olsun. p, (.)’nin pl(.)’den daha zay1f olmamasi

igin gerek ve yeter sart @, (x,t) =t"*® fonksiyonuna gore Musielak anlaminda daha zayif

olmamasidir. Yani her X € R" ve her t>0 i¢in

@, (X, 1) <KD, (X, Kyt)+h(x) (2.1.8.1)

esitsizligi olacak sekilde K,K, >0 ve hel® (R”), h >0 fonksiyonu vardir ve p,(.) <p,(.)

ile gosterilir.



Eger p,(.) ve p,(.) tisleri (2.1.8.1) kosulunu saghyorsa LP=0) (R")‘* Lpl(')(R") gomiilmesi
vardir (Aydin, 2012).

Tamm 2.1.9. f ve g fonksiyonlar1 G kompakt Abel grubu iizerinde birer Borel fonksiyonlari
olsunlar. Bu fonksiyonlarin girisimi  *Q seklinde gosterilir ve

(f*g)(x .[f x—-y)g(y)dy

bi¢ciminde tanimlidir. Bu girisim isleminin tanimli olabilmesi igin

[IF(x=y)a(y)dy<0

olmalidir (Rudin, 1962).

Teorem 2.1.10. (Genellestirilmis Holder Esitsizligi) Herhangi p,p,,p, e P(R") degisken iis
olsun ve . W + L gerceklensin. Bu takdirde herhangi fel™Y(R") ve

p() pP.() p.()
ge LY (R") i¢in

[FQllay = o [F oy 190,

olacak sekilde f ve g den bagimsiz bir r,, >1 sabit vardir (Kovacik ve Rakosnik, 1991),
(Huang ve Xu, 2010).

Ispat : ||f||p1(_) >0 ve ||g||p2(.) >0 alinsin. Yine @, = Pi() ve Q,= P: (- olsun. O halde

p(.)

a, () 102 () € P(R”) ve 4.0 + %0 =1 dir. Ayrica Young esitsizliginde
p() P()
f(. .
p=q, (.),q =q, (.),a = M b= M olarak alimip R" iizerinden integral
i, | "\l

alinirsa,

o P2(x)
f (1 N O 6 [/
/ [—u , ngupJ S ey [nfnpl} : Aqﬁx)[ngnm()] ;

esssup L +ESSsup - Pp,( J
e 0 (x) ||f|| e 6z (%)™0 gl




elde edilir. Yine O<||f||p(.)<oo olan her f igin pp(_)[Wle oldugundan
p()

(909 | i )
I -2 | dx<esssup—— +esssup—— elde edilir. Ayrica
R" ”f”pl(_) ||g||p2(,) xeR" ql(x) xr" O (X)

(i) esssup 1 _ ! _1
w0y (X) essinfq,(x) o
1 .
(i) + =1 igin
q.() 9,()
esssup L =1 L :1—i

xexr O (X) - esssupq, () q

olup, (i) ve (ii) den

p(x)
f
f M dxsl+i,—i+ (2.1.10.1)
R" ||f||p1(,)||g||p2(.) & G
elde edilir.

Her p(.)eP(R") icin 1<p <p(.)<p"<oo esitsizligi gdz Oniine alinirsa 13%_')

1

bulunur. Yine 1+~ -~ >1 oldugundan x=(1+i—i+21Jp21 icin (2.1.10.1)
a, 0 0, d9

esitsizliginden

p(x) p(x)
I[If(x)g(x)lj o p(x)['f(x)g(x)'J N

L w01 1 ve Ul lel,
i
4@ Q

p(x)
1 gn[“(X)g(XNJ et

- l+i_7 f”pl() ||g||p2()

q o

elde edilir. Boylece

I[ [f(x)9(x)| Jp(X)dxsl

LRI o,



1

1 1w ,
bulunur.  Luxemburg normu  tammndan T, :[1+———+ olmak  {izere

1
1 1)
ol <{1+ -2 T 1l ol
1

1

elde edilir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bulgular boliimiinde agirlikli degisken iislii Lebesgue uzayr tanimlanarak (Aydin, 2012) ve
(Wang, 1977) calismalarindaki bazi 6zellikler ele alindi. Daha sonra agirlikli degisken islii
Lebesgue uzaylarinin arakesiti olarak tanimlanan uzayin temel 6zellikleri ele alindi. Ayrica,
bu arakesit uzaymin diger uzaylarla arasindaki siirekli ve kompakt gomiilmeleri (Kim ve ark.,
2010), (Mashiyev ve ark., 2010), (Saiedinezhad ve Ghaemi, 2015) calismalar1 g6z Oniine
alinarak incelendi. Son olarak agirlikli degisken {islii Sobolev uzayiyla ilgili (Saiedinezhad, S.,
Ghaemi, M. B. 2015), (Ky Ho, Inbo Sim, 2015) ve (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang, 2010)
caligmalar1 g6z Oniine alinarak siirekli ve kompakt gémiilmeler incelendi.



4. BULGULAR

4.1. Agirhkh Degisken Uslii Lebesgue Uzaylar
Bu bélimde LPY(R")agirhikli degisken iislii Lebesgue uzaylarmin bazi temel ozellikleri
incelenecektir. Ayrica L2V (RR") uzayi ile ilgili bazi énemli teoremler, nermeler ifade edilip

ispatlanacaktir.

Tamm 4.1.1: Pozitif, olgiilebilir ve yerel smirli bir wW:R" —(0,00) fonksiyonuna agirlik

fonksiyonu denir. Ayrica, agirlik modiiler fonksiyonu

Poou () = I [F ) wix)dx

olarak tanimlanir.

Agirlikli degisken iislii Lebesgue uzayr L°O(R") bigiminde gosterilirse bu uzay tiim
1

W < oo kosulunu saglayan 6lgiilebilir f fonksiyonlarindan olusur. Ayrica
P()

LPO(R") uzay1 ”'”p(.),w normuna gore bir Banach uzaydir (Aydin, 2012)

[Pl =

Tamm 4.1.2: w, R" iizerinde pozitif, 6lgiilebilir ve yerel olarak integrallenebilir fonksiyon
olsun. Her x,yeR" igin W(X)>1 ve W(X+Y)<w(X).w(y) kosullar1 saglaniyorsa, w ye
Beurling agirlik fonksiyonu denir (Aydin, 2012)

Ornek 4.1.3: Herhangi X,yeR" ve $>0 icin Ws(x):(1+|x|)S fonksiyonu bir Beurling

agirlik fonksiyonudur. Gergekten W (X) fonksiyonu,

(i) w,(x) 1,

(i) Wo(x+y) = (L+x+y]) < (L+X|+[Y) < (L+[x|+[y]+[x+Y])

=[(2+p) L) ] =) (e ivl)
=W, (X).w,(y)

kosullarin saglar. Bu fonksiyona polinom tipten agirlik fonksiyonu da denir.

Tamm 4.1.4: R"tizerinde herhangi iki wy, w; agirlik fonksiyonlar1 verilsin. Eger her x igin
W,(X) <Cw,(X) olacak sekilde bir C>0 sayist varsa wy fonksiyonu w; agirhik

fonksiyonundan 6nde gelir denir ve W, < W, seklinde gosterilir. Yine W, <W, ve W, <W,
ise Wy ve W agirlik fonksiyonlart denktir denir ve W, = W, seklinde gosterilir (Wang, 1977).

9



Onerme 4.15. (i) Her XeR" icin W(X)Zl ise LPOR") SO LPOR")  gomiilmesi

gergeklenir.

(i) Ce(R") € LPY(R™) kapsamasi vardir.

(iii) Co(R"), L2Y(R") uzaymnda yogundur.

Ispat : (i) Herhangi bir f € L°(R") fonksiyonu alinsin. Eger w(x) = 1 olmasi kullamilirsa;
£ <[FEOIP™ w(x)

Ve

Pp()(F) < ppow(f) < oo

olur. Bu ise, LPO(R")c LP(R") oldugunu gosterir. Ayrica |-[lo) normunun tanimi
kullanilirsa,
1
||f||p(.) <|[fw™ :”f”p(.),w
p()

elde edilir. Boylece 1?9 (R") uzaymnin LPY(R") uzayina siirekli gomiildiigiinii gosterir.,

(ii) Herhangi bir f € C¢(R") alinsin ve suppf = K kompakt olsun. Yine p* < o olmak iizere
Cc(R" < LPY(R") ve py()(f) < o oldugu biliniyor (Aydin, 2012). Dolayistyla

Py (F) = [[F OO w(x)elx

< (SXUE W(X)j Py (F) <0
ve C¢(R") C LPY(R") yazilir.

(iii) Eger (i) kullanihrsa C(R") < LPO(R") ve C(R")cLY(R")elde edilir. Simdi
LPO(R") = C,(R") ters kapsamasi gésterilsin. Herhangi bir f € LPO(R") alinsin. Bu takdirde

1 _
LPO (R") uzaymin tanimi kullanilirsa fwPt) e PV (R”) olur. Eger C, (]R“ ) =LY kullanilirsa
(Aydin, 2010), herhangi €>0 sayisina karsilik

<&

1
Hf\N p() _ g
p()
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olacak sekilde en az bir g € C¢(R") fonksiyonu vardir. Yine (K.R.Unni, 1973) ¢alismasindaki
Lemma-4 den dolay1 w agirlik fonksiyonu siirekli kabul edilebilir.

_1
Boylece h=gw "V secilirse he C,(R" olur. O halde her f e LPV) (R”) icin

<&

1
”f _h”p(.),w = f - g _vavp() _g
p()

1 -
n()
w p(),w

olacak sekilde heC_(IR") bulunur. Bu ise ispati tamamlar.

Onerme 4.1.6. (i) L°O(R") uzay: giiglii karakter degismezdir.

(ii) t > Mif fonksiyonu R» kiimesinden L°Y(R") uzayina siireklidir (Aydin, 2012).
Ispat : (i) Herhangi f € L°O(R") alinsin. Her t € R"igin

| M) | = [ <x>f) | =] 0|

ve
My = F
elde edilir.

(ii) Onerme 4.1.5. den dolay1 Cc(Rm)kiimesinin L°¥(R") uzayinda yogun oldugu biliniyor.
Bu takdirde, herhangi fe L°?Y(R") ve € >0 i¢in

If=dll,,. <€ (4.1.6.1)

olacak sekilde bir g€C.(R") fonksiyonu vardir. Eger suppg=K denirse, her teR" i¢in
supp(Mg — g)cK bulunur. Yine M, karakter fonksiyonunun tanimi kullanilirsa kullanilirsa;

IMg(x) —9(x)| =|< X, t>g(x) ~g(x)| =|g(X)||< X, t > ]
< |g(x)|s;liE|< X, t>-1=|g(x)||<.t>- .
ve bu nedenle
M@0, <I<-t>1, Il (4162)
elde edilir. Ayrica, (4.1.6.2) esitsizligi ve (i) kullanilirsa,
M =Fl <IMF =Ml ., HIMG =, +F =0l
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<2t =gl < t> =1, 9l

yazilir. Yine t - 0 igin || <.,t >]|.. .« —>0 oldugu biliniyor. Bylece her t € U iin,

<., t>] (4.1.6.3)

e 3||9||p<)w

olacak sekilde sifirin bir U komsulugu vardir. O halde (4.1.6.1) ve (4.1.6.3) esitsizlikleri
kullanilirsa her t € U igin,

M~ <5 319 =

p()w

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
Onerme 4.1.7. (i) Eger wi < W, ise L?,sz) R") © L’f,sl) (R") dir.
(ii) Eger wi ~ W ise LY (R") = L(R") dir.

(iii) Eger QcR", 0<p(Q) <o, wy < W, Ve py(.)<pa(.) ise L2Y(Q) S L5V (Q) siirekli
gomiilmesi elde edilir.

Ispat: (i) Herhangi feLf)(R") fonksiyonu verilsin. wy < w; oldugundan her x€R" igin
Wl(X) <Cw, (X) olacak sekilde bir C> 0 sayis1 vardir. Dolayisiyla,

£ w, (x) < CIF QP w, ()

yazilir. Bdylece her fe L% (R") igin

¥y, < CUF gy

oldugu goriiliir.
(i) wi<w; ve wp<w; olmast ve (i) kosulu kullanilirsa istenilen elde edilir.
(iii) Eger pi(.)<pz() olmasi kullamlirsa L% (Q) < L%Y(Q) olur (Kovacik ve Rakosnik,

1991). Yine wy < w, ve (i) kullamlirsa, L3%7(Q) < L% (Q)elde edilir. Bu ise ispati

tamamlar.

Onerme 4.1.8. Eger p,(.) <p,() ve wy < w; ise LF\’,ZVE') (R © Lﬁ’}vi‘) (R") siirekli gomiilmesi
vardir (Aydin, 2012).
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Ispat: Eger p,(.)=<p,() ve tanim 2.1.8. kullamlirsa L%E')(R”)QL%‘)(R”)olur. Ayrica

Onerme 4.1.7. deki (i) kosulu kullanilirsa, LY (R") & L0 (R") elde edilir.

Uyan 4.1.9. Banach  uzaylarinda  kapali grafik  teoremini kullanarak
L:O(R") 9 LAY(R") siirekli gomiilmesini ispatlamak igin L%”(R") C L%Y(R") oldugunu

gostermek yeterlidir.

4.2. ALY (R") Uzaymm Ban Ozellikleri
Bu  bélimde vab(l') (R” ) ile L‘:fvg') (}R” )uzaylarmln arakesiti  olarak  tanimlanan
Af,’jl('gg?(') (R" ) = valvg') (R“ ) N L‘f,zvg') (R“) kiimesinin bir vektér ve normlu uzay oldugu

gosterilerek bazi 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 4.2.1. K=R veya C olmak tizere AS;E&EZ(') (R”) uzayl, K cismi iizerinde bir vektor
uzayidir.

Ispat: Keyfi f,g EA&E&EZ(') (]R“) fonksiyonlar1 verilsin. Buradan f,ge vaf,(l') (R”) ve
f.ge L’ifvi') (R”) olup vai,(l‘) (R”) ve vaig) (R”)birer vektdr uzayr olduklarindan
f+ge valv(l') (]Rn) ve f+ge L’ffvg) (R”) yazilir. O halde f+g eAije;EZ(') (Rn) elde edilir.
Herhangi bir f eAﬂ}f&fZ(') (]R“) ve A eK verilsin. Yine, Lpl(') (R”) ve L%(')(R”)birer vektor
uzay1 olduklarindan Af € valv(l') (]R ) ve AMf € Lpz (R ) olup, Af € Apl 2()(R”) yazilir.

Yukarida tanimlanan toplama ve skaler ile ¢arpma iglemleri kullanilarak vektor uzayr olma
kosullariin saglandig: gosterilebilir.

Herhangi bir feA‘V’;f'v);‘z’Z(')(R”) icin ||||svll(w‘:2( fonksiyonu ||f||;"1vl(w‘:2 =1F0, o, I,

bigiminde tanimlansin. Bu fonksiyon, iki normun toplami oldugundan Af,’;l'viz' (R”) vektor

uzay1 iizerinde bir normdur. Bdylece (Ap1 0)pa() ( ) I || ) uzay1 bir normlu uzaydir.
Bu bolimde her X eR" igin W, (X) W, (X) >1ve p;,p, <o ve olduklari kabul edilecektir.
Teorem 4.2.2. (Ap1 ( ) || || ) uzay1 bir Banach uzayidir (Aydin, 2010).

Ispat: Af,’jl('\k‘}(') (R”) normlu uzayinda herhangi bir {fn}neN Cauchy dizisi almsm. O halde

herhangi bir €>0 sayisi verildiginde her n,m>n, i¢in
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(i —fm”pl(-),pz(.) —|F, _fm"s;l(-) +[f, _fm||552(')

W1, Wy

olacak sekilde bir N, €N sayist vardir. Bu ise {f,} _ dizisinin hem (I—%v(l') (Rn),””\‘tl()) hem
de (L’ffvg') (R"),||.||SV22(')) uzaylarinda birer Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Ote yandan
(L‘?,{,(l') (Rn),””s;()) ve (LF\’,ZVE') (Rn),”.”s\fz('))uzaylarl birer Banach uzay1 olduklarindan {fn}neN
dizisi (L0 (R) ) wraynda bir e L5 (R")fonksiyonuna, (L (R") {2
uzaymnda da bir ge LF’VZVE')(R“)fonksiyonuna yakinsar. Boylece verilen her €>0 sayisina

karsilik her n >n, igin

€
o ~Flo <3 (4.2.2.1)

ve her n>n, oldugunda

€
[0 =0l <35 (4.2.2.2)

olacak  sekilde n,,n;eN  sayillari vardir. Onerme 4.1.5. den dolayr

L2O(R") © 2O (R") oldugundan
”fn _f||p1(.) < ”fn _f||;)1(.),\/v1

esitsizligi saglanir. O halde, {fn}neNdiZiSi L0 (R”) uzayinda f fonksiyonuna yakinsar.
Buradan {fn}neN dizisinin f fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan bir {fnk}alt dizisi vardir

(Kovacik ve Rakosnik, 1991). Benzer sekilde L’ffvs) (RM) S L2O(R)olup, {fnk} alt dizisi
gel”V (R”) fonksiyonuna yakinsadigindan g fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan bir {fnk } alt

dizisi vardir. Ayrica {fnk } alt dizisi f fonksiyonuna h.h.h. yakinsar. O halde {f } dizisinin

Ny,
f fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin kiimesini K, ile gosterirsek, ;,L(Kl)zo olur.

Boylece her X e R" —K igin ayni &€ >0 sayisina karsilik her n, >n, oldugunda

f,, ()= (x) <§ (4.2.2.3)
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olacak sekilde bir n,eN sayist vardir. Ayrica {f } alt dizisinin g fonksiyonuna

Ny,
yakinsamadig1 noktalarin kiimesini K, ile gosterirsek M(Kz) =0 olur. Bdylece verilen her

€ >0 sayisina karsilik her X e R" —K, olmak tizere her N, =Ns i¢in

f,, (X)-9(x) <§ (4.2.2.4)

olacak sekilde bir NgeN sayist vardir. Eger N, = maks{n 4 n5} olarak segilirse her
XeR" —(KIUKZ) icin XgK, ve Xx¢K, oldugundan ayn1 €>0 sayisina karsilik her
N, =N, igin (4.2.2.3) ve (4.2.2.4) esitsizlikleri de kullanilirsa

[F(0) =g ()] < f ()=, (x)+F,, (x)-9(x)

fo (=F(0f]f, (0-a(0] <2 -

2

bulunur.  Yine p(K,),n(K;)=0 oldugundan p(K, UK,)<p(K,)+u(K,)=0 olup,
u(KluKz)zo cikar. Boylece h.h.h. f = g elde edilir. Halbuki LF\’}V(l')(Rn) uzayinin

elemanlar1 denklik smiflarindan olustugundan f = g olur. Buradan f e Lpl(l') (Rn) ve

fel%0(R") olup, f e A% (R") elde edilir. Eger k,=maks{n,n,} secilip ve (4.2.2.1)

ve (4.2.2.2) esitsizlikleri de kullanilirsa her n >k, i¢in

I ~F i =l 0+, 1 <5+ =

elde edilir. O halde {f,}  dizisi [|:""*") normuna gore feAZ("(R") fonksiyonuna

yakinsadigindan A%E&EZ(') ( R" ) uzayi bir Banach uzay1 olur.

Teorem 4.2.3. W, agirlik fonksiyonu her X € R" i¢in w, (X) > >0 kosulunu saglasin. Bu
takdirde A&l(ev'fz(-)(Rn) uzay1 bir BF-uzaydir.
Ispat: Normlarinin tanimindan L?AZIS) (}R” ) o L‘f,(vz) (R”) oldugu goriliir. Ayrica W, (X) >c>0

icin L‘f,(vz) (R”) O Lo (]R”) siirekli gdmiilmesi ve LPV (R”) uzayinin bir BF-uzay oldugu
biliniyor (Aydin, 2012). O halde

50 () 1 (5) 1 () 1 1)
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ifadesinden, herhangi bir f eASjl(gv’SZ(')(R“) igin

If

<[[fll) <CCalfly), <Cres[f]

Uioc P2 (), w,

olacak sekilde C,C,C, >0 sayilari vardir. O halde C=c,C,C, olmak iizere

Iy, <C{IF1, 0, 161,00, )= I

elde edilir. Boylece AZP(R") O L

loc

(R") elde edilir.

w )
—2 <o olsun. Bu takdirde,

Wl Py ()
p()-p2()

Teorem 4.2.4. 1<p, <p,(.)<p,(.)<p; <o ve

Wy

AU (R") S A\‘jjl(‘evz (R”) gomiilmesi saglanir.

W1, Wy

Ispat: Herhangi bir feAf,’;fy'ivz (R”) verilsin. Buradan feL‘}vf')(R”) ve feL‘;lv(z')(R“) olur.

W
e 2 <o kosulu

W]_ pl()
p(-)-p2()

Ayrica (Edmuns ve ark., 2006) calismasindaki Teorem 5.1°den

Wy

icin vabf') (R”) © L'ffvg) (R”) saglanir. O halde,
”f“pz(.),wz :0<az<k‘ pa ()W = CO@;k‘

olacak sekilde bir ¢ >0 vardir. Buradan

D*f D*f

pu(-),wy - C”f”pl(-)vwl

LA L1 Wi L AP L) NP L1 e

<meks{Lc}([fl,, +Ifl, .., )= maks{LeIFIE,

elde edilir. Buise AL), (R") > A%(), (R") oldugunu gosterir.

Wy, Wy

Onerme 4.2.5. Eger wi<W3 Ve Wo<W; ise Lﬁ’}vi‘) (RN L?,ZVE') (R") o valvg.) (RN L’ffvg) (R")

stirekli gdmiilmesi saglanir.

Ispat: wi<wj; olup, Onerme 4.1.7. kullanilirsa valv(s') R") & LF\’}VE') (R") siirekli gdmiilmesi

yazilir. O halde her f € Lp\}v(g') (R")igin |f] <c,|f] olacak sekilde en az bir ¢;>0 sayisi

Py ()W py () w3

vardir. Yine benzer sekilde w,<w,; oldugundan L‘ffvi') (R") & LF\’,ZVE') (R") siirekli gomiilmesi
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saglanir. Bdylece her f € %20 (R")igin IF1L, o, <C:If] olacak sekilde en az bir ¢,>0

P2 (), Wy

sayis1 vardir. Eger C= maks{cl, Cz} segilirse,

”f”m(-),pz(-) SC”f”pl(')'pZ(')

Wy, W, W3,W,
elde edilir. Bu ise L’f}v(g') RN L‘ffvj') (R") & LF\’}VE') RN L‘fj,g) (R") oldugunu gosterir.
Sonug 4.2.6. Eger w1 ~ Ws Ve W, ~ Wy ise LEY(R") N YR =10 (R") N LY (RY)
esitligi elde edilir.
Onerme 4.2.7. Eger p1(.)<p2(.) <ps(.) ve Wo<wy ise,
valvg) RN L‘ffvl(') R") & L?fvf) (R") siirekli gomiilmesi gergeklenir.
Ispat: Eger p1(.)<p2(.) <pa(.) olmas1 kullanilirsa,
P2(x) Pu(X) Ps(X)
|f (X)| Wy (X) = |f (X)| W, (X) X{x:\f(x)su} F |f (X)| : W, (X)X{x:\f (x)=1}
elde edilir. Dolayisiyla LF\’}VE') RN L?;f') R") © Lf,zvl(') (R") yazilir. Ayrica Onerme 4.1.7.
kullanilirsa, L%20(R") & L9 (R") yazilir.
Sonuc 4.2.8. Her x€R" igin 1<p'<p(X) <p’<oo ve wo<w; olsun.
L°, (R N L8, (R") & LEY(R") dir.
Ispat: Onerme 4.2.7. de ispatlandi.

Teorem 4.2.9. Her xeR" i¢in W*(x)zvvl‘q(x) ve $+$:1 olsun. Bu takdirde her

fel’Y(Q) ve ge LqV(V'Z () icin
Ié[ [F () g(x)ex <], lol

olacak sekilde bir ¢ >0 sayis1 vardir.

Ispat: Herhangi bir fel?Y(Q) ve geL‘lE/'? (©) fonksiyonlar1 verilsin. Bu takdirde
1 1
fwP) e LPU(R") ve gw™ e L'U(R") yazilir. Eger degisken iislii Lebesgue uzaylarinda

Holder esitsizligi kullanilirsa,
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1

fvPO)

1

gw P

<cC

p(.) a(.)

= C“f ”p(.),w ||g||Q(')'W*

olacak sekilde bir ¢ >0 sayis1 vardir.

4.3. Zayif Tiirev ve Baza Onemli Kavramlar

Tamm 4.3.1. Herhangi jeN i¢in aj€No = NU{0} ve neN olmak lizere a=(a1,02,....,0) seklinde
tanimlanan a ya ¢oklu indis denir ve tiim g¢oklu indislerin kiimesi N ile gosterilir. Ayrica

j

% .07
o ZZOLJ- olmak iizere 1<j<n i¢in D}’ =— ise, D* =D{*Dj*..D" | o | -inc1 mertebeden

=1 .
bir diferansiyel operator belirtir (Burenkov,1998).

Tanmm 4.3.2. Her mertebeden siirekli tlirevlere sahip fonksiyonlarin olusturdugu vektor
uzayina C( R") uzay: denir. Uzaym elemanlar1 diizgiin (smooth) fonksiyon adm da alir.
Yine her mertebeden siirekli tiirevlere sahip kompakt destekli fonksiyonlarin olusturdugu
vektor uzaymna C7(R") veya D(R") uzayi denir. Buradan

D(R") = CZ(R")= {$pEC>(R") | suppp=KcR" kompaki}

yazilir. Uzayin elemanlarina test fonksiyonu da denir. Ornegin; ¢>0, f : R— R olmak iizere

f(x) = ex L |X|<1
0, [x|>1

seklinde tanimlanan fonksiyon C;'(R") uzaymin elemanidir.

Simdi herhangi {¢j}jen © CJ(R") ve $E€C;(R")almsm. Bu takdirde Cj(R")uzayinda

!Lrg ®; =¢ olmas igin gerek ve yeter kosul

i)Her jeN icin suppd;j €K olacak sekilde en az bir KcR" kompakt alt kiimesi vardir.
PPPj p
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(ii)Her aoe N} igin ve her KCR" kompakt alt kiimesi igin |_imHD°‘(|)j —D“d)” « =0 saglanir.
o 0,

Yani {Dadj}ien dizisi her KCR" kompakt alt kiimesi iizerinde D} ye diizgiin yakinsar
(Treves, 1967).

Tamm 4.3.3. (Distribiisyon Uzay1) CJ'(R") uzaymmdan C uzayma giden dogrusal, siirekli

fonksiyonellerin uzay1 adini alir ve
D'(R") = {T‘T :Cy (R") —> C dogrusal, sﬁrekli}

seklinde gosterilir. Ayrica TeD'(R") fonksiyoneline distribiisyon denir. O halde
T:CJ(R")—>C  seklinde tanimlanan fonksiyonel icin herhangi ¢,,¢, €CJ(R") Ve
A, A, € C verildiginde,

() T, +20,) =1 T () +A,T(d,)

(i) CZ(R") uzayinda !im(l)j = igin C’de !imT((I)j) =T(¢) saglanir.

Tanim 4.3.4. 0=(01,02,....,0,)ENG ¢oklu indis ve herhangi f e |—1|oc (R") verilsin. Eger
herhangi ¢p€ C;(R") icin

[ 109D 9(x)dx = (1) [ g, ()9()dlx

kosulunu saglayan g, et

(R™) bulunuyor ise g« fonksiyonuna f fonksiyonunun o-inc1 zayif

tiirevi denir ve Dof = g, olarak gosterilir (Adams ve Fournier, 2003).

Eger f fonksiyonu, klasik anlamda D¢f siirekli kismi tiirevlere sahip olacak sekilde yeterince
diizgiin ise, D*f ayn1 zamanda f’nin zayif tiirevidir. Gerg¢ekten herhangi ¢p€ Cj(R") i¢in

[ 00D o(x)dx = (~1) | D*F (x)(x)clx

Rﬂ Rn

esitliginde j=1,2,....,n i¢in X; degiskenlerine gore aj-kez kismi integrasyon yapilirsa istenilen
esitsizlikler bulunur (Burenkov,1998).

Yine kismi tiirevin dogrusalligindaki benzer islemlerle zay1f tiirevin dogrusal oldugu gortiliir.

Ornek 4.35. f : R—>R olmak iizere f(x)= | X | seklinde tanimlanan fonksiyonun zayif tiirevi
sgn(x) fonksiyonudur (Burenkov,1998).

Coziim: Fonksiyonun tanimindan fel; (R") oldugu gorilir. Ayrica herhangi
d€ Cy(R")igin
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0 0
JE009(x)dx == [ x'(x)dx+ [ xp'(x)lx
R —0 0
yazilir. Integrallerde ayr1 ayr1 kismi integrasyon yapilirsa,

[1009'(x)dx = T o(X)dx —T(l)(x)dx

=— _[ sgn(x)d(x)dx

1

olup sgn(x) e L. (R") fonksiyonu bulunmus olur. Dolayisiyla D’f = Sgn(x) elde edilir.

Onerme 4.3.6. Lokal olarak integrallenebilen her fonskiyon bir distribiisyondur.

Ispat: Herhangi f e} (R") alisin. Ayrica T, :C;(R") = C igin

T () =<T,,0>= J F(X)d(x)dx fonksiyoneli tanimlansin. Ilk olarak tanimlanan
Rn

fonksiyonelin iyi tanimlilhigi gosterilsin. Yine ¢peC;(R") oldugundan Suppd=KcR"

kompakt alt kiimesi i¢gin

T @) < [IF 00900 dx = [|F o0 dx + [ [F(x)]l00x) |

= [[FOA00o) dx < [|F (x)]dx <o0

saglanir. Buradan T; ((I)) mutlak yakisak olup T; iyi tanimlidur.
Simdi T, fonksiyonelinin bir distribiisyon oldugu gosterilsin. Herhangi

¢, ¢, eCy(R") ve A, A, €C alinsin. Bu takdirde T, nin tanimindan,

T, Oy +2,) = [ £y (X) +1,0, (X)X
=2y [ 00, 00)dX + 2, [ (), (X)lx

=0T (0) +2,Te ()

olup T (A, +2,0,) =2, T (¢) +2,Te(,) elde edilir. Ayrica herhangi {;};,; =C7(R"),
deC2(R") icin {4 _‘I’}jeN =C2(R") olup her jeN icin
supp(¢dj-d)cKcR" kompakt alt kiimesi vardir. O halde
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T (@) =T @) < [ IFOQ[ 0,0~ 600)|ex

RI‘I

= [1F 00,0 — 603 ax < max|(, () — eI [ IF 00| dx

olup [T (¢;) —T; (¢) sr@”(q)j(x)—q)(x)u j [f(x)|dx elde edilir. Yine D(R") uzay1 iizerindeki

topoloji tanimindan j—oo0 igin rya}z(H(I)J(X)—(I)(X)H—)O diizglin yakinsar. Bu takdirde

f el (R") icin _[|f(><)|dx<OO olup [T, (¢;)-T;(¢)) >0 elde edilir. O halde T,
K
sureklidir.

Onerme 4.3.7. w, R"kiimesi iizerinde bir agirhk fonksiyonu ve 1<p~ Sp(X)Sp+ <00

1
olsun. Eger W P 2

loc

(R") ise LLO(R") & L (R") siirekli gomiilmesi elde edilir.

Ispat : Herhangi bir feLpW(') (R”) fonksiyonu ve herhangi KcR" kompakt alt kiimesi

alinsin. Eger i+i =1 igin Teorem 2.1.10 kullanilirsa,

pC) a()

1 1

JIFC ax < [IF (%)) (x)wPPw P
K R"

1

1
<Clw AW P()

p()

a()

1

p()

= Cllf o

a()

1

p()

elde edilir. Simdi |y, wW <o oldugu gosterilsin. Yine q* <o ve he RY (R“) olmak
a()

uzere ||h||q(_)<oo olmas1 icin gerek ve yeter kosul pq(_)(h)<oo olmasiydi. Eger

1

w POt el

loc (Rn ) olmas1 kullanilirsa

- _ax) -
Pay | W P |= _f w PMdx = j w Py < oo
K K
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4.4, Agirhkh Degisken Uslii Sobolev Uzay1
1

Tanmm 4.4.1: 1<p <p(.X p<wo ve w Pt

loc

(Rn) olsun. Onerme 4.3.7 den dolay

LPOR") © L (R") gomiilmesi vardir. Dolayisiyla LP9(R") uzaymin her elemaninin zayif

tirevi vardir. Agirlikli degisken isliic Sobolev uzayr WSPO(R") iyi tanimhidir. Boylece
agirlikl degisken tislii Sobolev uzay1

WEPO(R™) = {f eP(R"): aeNp,0<|of<k,D*f e L} (R”)}
seklinde ifade edilir.

Ayrica f e WEPO(R") olmak iizere;

f =
” ”k,p(.),w O;k‘

D*f

O

seklinde tanimlanan fonksiyon agirlikli degisken iislii Sobolev uzayr WPO (R") igin bir norm
belirtir. Yine WPO(R") uzayi,

f||k’p (w TOrmuna gore bir Banach uzaydir (Aydin, 2010).

Onerme 4.4.2. Herhangi f cWPO(R") verildiginde [f, .\, = > [D*f| . scklinde
T odalzk ”

tanimlanan fonksiyon W<PO(R") iizerinde bir norm belirtir.

Ispat: Herhangi f,g e WO (R") ve L eC alinsin.

(N1) feWPO(R")verildiginde agirlikli degisken {isli Sobolev uzayr tanimindan
aeNp,0<a|<k i¢in D*f €LEY(R") bulunur. O halde |ff, .. = >, HD"‘pr() >0 olup
T odafzk W

||f||k‘p(_)‘W >0 bulunur.

(N2) Benzer sekilde

”}\‘f”k,p(.),w = OQ;k‘ D (kf)Hp(.),w - Z H}\‘Daf

0<joj<k

= 2 P, =M 2|
0<Jaj<k 0<Joj<k

p()w

D*f

e L4

olup buradan ||7\'f||k,p(.),w =|\| ”f”k,p(.),w elde edilir.
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(N3) Varsayilsin ki | =0 olsun. Buradan ) [D“f

0<joj<k

|1‘||k’p(_)’W o =0 olup her 0<|o|<kigin

‘D“f o =0 saglanir. Ozel olarak a=0 icin de esitlik dogru olup Luxemburg normu
tanimindan;

0 _ _
HD pr(.),w _”f”p(-)w =0

esitliginden f = 0 (h.h.h) elde edilir.

Diger taraftan f =0 (h.h.h) olsun. O halde 0<|o|<kigin HDO‘pr()W =0 oldugu agiktir.

Buradan ”f”k,p(.),w =0 saglanur.
(N4) Yine

”f +g||k,p(.),w = Oék“DQf y Dmng(.),w

< 3 ([otl,,, A0, )= 30, + 2 [,

0<loj<k

= ”f”k,p(.),w +”g”k,p(.),w
olup ||f +g||k’p(l)’W < ||f||k'p(_)’W +||g||k’p(_)’W liggen esitsizligi saglanir.

Sonu¢ olarak tanimlanan fonksiyon (N1), (N2), (N3) ve (N4) ozelliklerini sagladigindan
WPO(R") iizerinde bir normdur.

Teorem 4.4.3. WEPO(R") uzayi M, o) NOrMuna gore bir Banach uzaydir (Aydin, 2010).

Ispat: Herhangi {f, }neN c th’p(') (R” ) Cauchy  dizisi  almsin.  Buradan

{foh oo Cth’p(')(Rn)CLw(R”) olup {f.} chv(v')(IRi”) de Cauchy dizisidir. Yine

neN
degisken iislii Sobolev uzayi tammindan her 0<|a| <k igin {D“fn} WG L

ne

(R”) bir Cauchy

dizisidir. Ll:,(\',) (R”) uzay1r Banach uzay oldugundan !im”fn —f||=0 ve lim D“fn—gaH=0

n—o0

olacak sekilde f,g, € L’j: (R”) fonksiyonlar1 mevcuttur.
Iddia: D*f =g,

Herhangi ¢ €Cj (R”) igin $+$:1 olmak tiizere genellestirilmis Holder esitsizligi

kullanilirsa,
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T (9) = [ F(x)p(x)dx

Rn

olarak tanimlanmak tizere

T (6)-T: (9) = jnfn (X)d(x)dx — jf(x)q)(x)dx

Rn
<]

]Rn

J (1,0 (x))o(x)ax

f, (X) —f (X)HH)(X)HdX <hp ”(I)”q(.),w ”fn _f”p(.),w

olup

limT(¢)=T; () (4.43.1)

N—o0

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

imT_.. (¢)=T, (¢) (4.43.2)

A Tor

oldugu goriiliir. O halde (4.4.3.2) den

T, (9)=limT,., (¢)=lim(-1)"T, (D"¢)

N—o0 N—o0

olup herhangi ¢ € C; (R") icin D*¢p e C; (R”) olacagindan (4.4.3.1) den

limT, (D°¢)=T,(D"$) yazilabilir. O halde (4.4.3.1) ve (4.4.3.2) den

n—w N

T,. (0)=lim(<2)"T, (D¢)=(-1)" limT, (D*¢)=(-2)" T, (D*¢)

N—o0

olup acgik olarak

J 9. (x)o(x)ax =T, () =(-2)"T; (D)

(=) [ £(x)D*¢(x)dx

Rﬂ

elde edilir. Bu ise 0<|o| <k igin
D*f =g, (4.4.3.3)

iddiasinin dogru oldugunu gosterir. Yine hipotezden g, € va(: (]R”) verildiginde 0S|oc| <k

igin D*f ELT,(V') (R”) olacaktir. Buradan feWVt'p(')(R”) elde edilir. Ayrica (4.4.3.2) ve
(4.4.3.3) den
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D*f —D°f Hp (.),w}

n—o0

it i [0t -01 |- 3 fim

olup !m”fn _f”k,p(.),w =0, f eWV'f,’p(')(}R”) elde edilir. O halde WXPY(RR") uzay1 bir Banach

uzayi belirtir.
Teorem 4.4.4. WEPO(R") © LPO(R") gomiilmesi saglanir.

Ispat: WEPO(RM) c LPY(R")  kapsamasinin ~ dogrulugu  agiktir.  Simdi  herhangi

f e WPO(R") alinsin. Agirlikli Degisken iislii Sobolev normu tanimindan,

”f”p(.),w < ”f ||p(.),w + O;kHDapr(.),w = ”f”k,p(.),w

esitsizligi elde edilir. Buradan WKPO (R™) © LPY(R") gdmiilmesi gergeklenir.

Sonug 4.4.5. WEPO(R™) © X (R") gdmiilmesi saglanir.

loc
Teorem 4.4.6. Herhangi p,p, eP(R")ve w agirhk fonksiyonu olmak iizere
1<p; <p()<p <o Ve 1<p, <p,()<p; <o olsun. Eger QcR" ve 0<|Q <o igin
P.() <P, () ise WEPO (Q) © WERO (QQ) gdmiilmesi saglanr.
Ispat: Herhangi f eW ™9 (Q) alinsin. Bu takdirde f L2 (Q) olup her 0<|o|<k igin

D*f e L%0(Q)) saglanir. Yine p,(-) <p,(-) oldugundan L2 (R") < L:O(R") oldugu Onerme
2.3.9. de gosterilmisti. Buradan feL%9(Q) ve her 0<|o/<k i¢in D*f €L29(Q) olup
f e WSRO (Q) saglanir. O halde WEPO (Q) = WPV (QQ) saglanir. Ayrica

”f”k,pl(.),w = O;k‘ Py ()W S z CHDaf

0<]aj<k
=c ) |pf
0<loj<k

D*f

P2 ()W

DO S 1 —

olup ”f”k,pl(.),w:C”f”k,pz(.),w olacak sekilde >0 vardir. O halde W20 (Q) & WO ()

elde edilir.

Sonug 4.4.7. Herhangi p,,p, e P(R") alinsin. Eger p;(.) < p,(.) ise W0 (Q) & WERO(Q)

gomiilmesi saglanir.
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Ispat: Onerme 4.1.8. den p,(.) < p,(.) ise L2V(R") < L2O(R") olur. Buradan W0 (Q) &
WERO () elde edilir.

4.5. Kompakt Gommeler

Bu boliimde agirlikli Degisken {islii Sobolev uzayi Wvl\,?)() ()= {u el’(Q): V(@) e L‘fN('z_) (Q)}

ve normu ||u|| +||V|| olarak tanimlanacak.

p() p()w

Onerme 4.5.1. p(x) ve q(X) olciilebilir fonksiyonlar olmak iizere p(Xx)eL*(Q) ve her
xeQ icin  1<p(X)q(X)<oo olsun. Yine u=0 i¢in uel(Q) almrsa
minfJull |

(Saiedinezhad, S., Ghaemi, M. B. 2015).

" 0 ” * T ..
E<.),q(.)}5H|U|p Hq(.)Smax{”u”z(-),Q(-)’”u”E(-),q(-)} esitsizligi  elde  edilir

Teorem4.5.2. pe C(ﬁ) olmak iizere her X € Q i¢in 1< p(X) olsun. Eger

1

(i) O<we L (Q) igin W(x) p0o1 e L5 (Q) |

loc

oldugunda W(X)fs(x) IS Ll(Q),

(ii) s(x) €C(Q) ve 5(x)> p(Xl) ~

(iii) &(x)€C(Q) ve 1<&(x)<p(x) oldugunda w(x)" 00 €00 e L1(Q)
& (x)
B(x)

kompakt gdmiilmesi vardir (S. Saiedinezhad and M. B. Ghaemi, 2015)

kosullar1 saglaniyorsa, her qu(S_)) ve 1< q(x)< icin Wvlv?)() (Q) 6 L"g(())(Q)

Ispat: ilk olarak WvlvF)() (Q) O wH (Q) stirekli gdmiilmesinin varlig1 gosterilsin.

Herhangi bir u e Wvlvf)() (Q) elemant alinsin. O halde

&0 o S0
I|Vu| dx =I|Vu| W(X)P®w(x) P® dx
Q Q

£(x)

<Clw(x) P® » w(x)P® [Vl

p(x)-E(x)

‘ _ &)

p(x)
&(x)
elde edilir. (Saiedinezhad, S., Ghaemi, M. B. 2015) calismasindaki (iii) 6zelligi kullanilirsa,
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p-g
_ <:(X) p’
< j w(x) PO=dx +1
p(x)
)

LP()-E(x) (Q Q

_&8x)
W(X) p(x)

yazilir. Daha sonra (iii) kosulu kullanilirsa;

JIVu® dx < Clw(x)*® |vu[* (45.2.1)
Q

‘ &(x)

pX)

L5 (@)

olacak sekilde C>0 sayisi bulunur. Genelligi bozmadan J.|Vu|é(x)>1 kabul edilsin.
Q

(4.5.2.1) esitsizligi ve Onerme 4.5.1 den;

IW(X)|Vu|p(X) <1 oldugunda
Q

P
p+
L) (@)

[Vl

o S C|vu

Lé(x)(
- LI pE ..
elde edilir. Ayrica IW(X)|VU| >1 ise B:E icin
Q

B
L56% @)

x)

[vul

L5090 () < C||Vu|

bulunur. Buradan Vu e L=V (Q) elde edilir.
Diger bir yandan, LPY(Q) S LY (Q) gomiilmesi gergeklenir. Dolayisiyla

Wvlvf’)() (Q) SO WHI(Q) siirekli gomiilmesi vardir. Yine (Saiedinezhad, S., Ghaemi, M.
B. 2015) calismasindaki (vi) 6zelligi kullanilirsa, r(x) <&(X) igin

WHEO(Q) © O LO(Q) (4.5.2.2)
kompakt gdmiilmesi vardir.
Yine r(x) =q(x)B'(x) olsun. Bu nedenle eger u e W, () ise o halde

U|Q(><)

L (@) “ ) ()

[be)[u*™ dx <C]
Q

q+
Lr(x) (Q) 1

<Clb

Ju

o X {1

T
L™ ()
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bulunur ve uel'™(Q) oldugundan UELb()(Q) elde edilir. Ayrica, U, 50 Wi (p)(

uzayinda zayif yakinstyor ise U, —0 L'¥(Q) uzayinda kuvvetli yakinsar. Bundan dolay1

|U |Q(X)

Ib(x)|un|Q(X) dx < C|o] 0 Ly =0 bulunur.
Q

Bu da |u,|

1569, —0 kuvvetli yakinsar demektir. Dolayisiyla Wvlvg’)() (Q) 66 L"g(())(Q)
kompakt gomiilmesi elde edilir.

Yeni bir siirekli ve kompakt 6zellikleri i¢in p(.) ve w nin sagladig1 (Q) ve (C) kosullari
verilsin,

Q) : peC™(Q), p' <N; weP (), bazt seC(Q) icin W* € L1(Q) 6yle ki; her X eQ

N 1 :
icin S(X —,0 N ,0 | ; Q,cQ Lipschitz al dir oyle ki; €2,daki
icin §( )e(p(x) j { -1 j 0 C ipschitz alani vardir oyle ki; €,

herhangi ¢,,C, pozitif sayilari igin ¢, <W(X) < ¢, gergeklenir ve herhangi o€ C,(Q\Q,) icin

w e Ll*O(Q\Q,) elemam vardir dyle ki; her x eQ\Q i¢in  p(x) < a( () X) P, (X) esitsizligi

saglansin (Ky Ho, Inbo Sim, 2015).

Simdi (Q) kosulu altinda q(.) ve b elemanlarinin sagladigi (C) kosulu verilsin.

() : qeC,(Q), her XeQ icin p(x) <q(x) <p"(x),
®¢A={XG(_2:p:(x)Sq(x)gp*(x)}cQO ; beP (), Q,dac <b(x)<c, ;

bel'O@\Q,) ve her xeO\Q, ve bam BeC.(O\Q,) igin q(x)<Bg2(;1p:(x)

esitsizligi saglansin (Ky Ho, Inbo Sim, 2015).

Lemma 4.5.5. (Q) kosulu saglansm. Bu takdirde W:PO(Q) S L1PY(Q) kompakt
goémiilmesi vardir (Ky Ho, Inbo Sim, 2015).

ispat: (Q) kosulundan her xeQ icin PeC,(Q) bulunabilir Syle ki; p(x) <p.(X) olur ve

a'(xX)= ((x)g( ) 1 oldugunda D‘Q\Q =pa' elde edilir. ue WEPY(Q) igin Holder esitsizligi
(04 — 0

kullanilirsa,

Jw|u|p(x) dx = Iw|u|p(x) dx + I W|u|p(x) dx
Q Q O\Q,

L0 (@\Qy) Hlul (4.5.5.1)

)
<c, I U™ dx + 2w .
8
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elde edilir. Bu nedenle Iw|u|p(x) dx < oo olur dyle ki;
Q
Jlur®ax< fjuf®dx, [ wjuP®"® dx < [|u/** dx (455.2)
Qp Q a\q, Q
esitsizlikleri elde edilir. Bunun sonucunda WEPY(Q) < LPY(€Q)) kapsamasi saglanir.

w
WEPO(Q)) uzayinda U, —0 zayif yakinsasin. (4.5.5.1) ve (4.55.2) esitsizliklerinde

u=u, alinirsa,

n —>oo iken jw|un|p(x) dx —0
Q

elde edilir. Buradan L°(QY) uzayinda u, —0 kuvvetli yakinsamasi vardir. Bunun sonucunda

WEPO(Q) ©© 1PY(QY) kompakt gomiilmesi elde edilir.

Lemma 4.5.6. (Q) ve (C) kosullar saglansm. O halde WAPY(QQ) < L%% (€2 siirekli
goémiilmesi vardir (Ky Ho, Inbo Sim, 2015).

Ispat: Bir ueW:"O(Q)) igin B'(X) :% olmak iizere

jb|u|q(x) dx = .fb|u|q(x’ dx + I b|u|™ dx
o) o) 0\,

) (Q\Qp) “u|q

< J' a(x) d 2lb
CZQO|U| X + | ||_B(- LFO @\

elde edilir. Lemma 455 in ispatindaki gibi aymt teknik  kullanilirsa

|u|0I <o elde edilir. Ayrica agirlik fonksiyonu sinirl oldugundan

B0 (Q\Qy)

”b”LB(Q\QO)

WO (@) =WHO(0) D L0 () D L0(Q)

a(x)

bulunur. Bundan dolay1 J'|u|q(x)dx<oo olur ve buradan 'fb|u| dx <o elde edilir.
Q

Q

Dolayistyla WO (Q) < LYY (Q) kompakt gomiilmesi vardir.

Lemma 4.5.8. QRN Lipschitz siirina sahip acik ve sinirl bir kiime ve 1<p” <p" <N

olan Holder esitsizligi kosulu altinda peC, (§_2) olsun. Eger " >1 ve r € L”(Q) oldugunda

her X eQ i¢in
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r(X) <p’(x) = l\'l\'_p—s(‘))()

olur. Dolayisiyla W*PO(Q) & L'O(Q) siirekli gomiilmesi vardir ve eger

ing(p*(x)—r(x))>0 ise gdmiilme kompakttir (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang,
2010).

Uyan 4.5.9. Aynmi kosullar altinda yukaridaki lemmaya ek olarak log-Holder esitsizliginde
C

p(X)—p(y)| £ ———— sart1 kaldirtlirsa,

| | —log|x—y]|

p,reC, (Q) ve r(x)<p’(x) oldugunda her xeQ igin

WHO(Q) © L'O(Q) siirekli gdmiilmesi vardir. (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang,
2010).

Laﬂma451QFEFUEuw«»idnpﬂD=IWOQwW”dXOBwLOZmﬂM
o
(1) p(u) >1(=1:<1) olmast igin gerek ve yeterli sart |ull,,, >1(=1;<1) olmasdr,
(2) Jullg >1 ise 0 zaman Julfy, <p(u) < Julfy, di,
(3) [Jufl s <1 ise o zaman ||u||‘ipw() <p(u) £||u||'i%) dir (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao Zhang,

2010).

Teorem 4.5.11. p,seC,(Q) ve

1
(i) well, (Q) ve w PO

loc

(©)

.. N 1 st —S(X 1
(i) s(x) e(m,wjm{p(x) _1,ooj icin w*® e} _(Q)

kosullart saglansm. O halde reC,(Q) ve her xeQ icin 1<r(x)<p;(x) olmak sartiyla

WEPO(Q) OO L9(Q))  kompakt gomiilmesi vardir (Yun-Ho Kim, Lihe Wang, Chao
Zhang, 2010).

spat: ik olarak WAPY(Q) SO WEAO(Q) siirekli gomiilmesinin varligi  gosterilsin.

ueW:PO(Q) olsun. Holder esitsizligi kullanilirsa,
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p(x)s(x)

(x)+1 d)(

P09 (i = J|Vu|

I|Vu

s(x)

s(X)
p(x)s(x) s(x)+1dx

_j|Vu| s+ WLy

S(X) Bs(0)

s(x)+1 |VU|

_8(x)
W s(x)+1

<2
s

L()

Ls(.)+1
elde edilir. Yine (ii) ve Lemma 4.5.10 kullanilirsa

s(x)
s(x)+1

1
< ( j w0 (x)dx +1)S "<c
Q

Ls(,)+1

bulunur. Boylece

JIv

Q

s() p(X)s(x)
s(x)+1 |VU| S+

Ps (X) dX < C

s()+L

L s(.

elde edilir. Genelligi bozmadan [|Vu
Q

Lemma 4.5.10. dan u e W9 (Q) oldugu goriiliir.

jw(x)|Vu|p(X) dx <1 ise, (4.5.11.1) ve Lemma 4.5.10. dan
Q

S

”VU s +1 S_“VU Ps (X) dx < C[J-W(X)|VU|’J(X) dXJ +S- < C”VU“S +1

LPs()

LPO) (w,Q)

elde edilir. Yani

”Vu”u’(») ()] < C”vu”Lp(')(w,Q)
olur. Diger taraftan,

IW(X)|Vu|p(X) dx >1 ise (4.5.11.1) ve Lemma 4.5.10. dan
Q

s+
p'st

ps (X) dx <C(J‘W(X)|Vu|p(x) dXJ +s" <C||VU||S +1

LPO) (w,Q)

+

||Vu

s +1 < _“VU

Lps
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M dx >1  oldugunu kabul edilsin.

(45.11.1)

Eger degilse

(4.5.11.2)



bulunur. Yani, B:S—Jrl Ps

ps s+l

oldugunda

VUl 00 < CIVUl0 (45.11.3)

olur. (4.5.11.2) ve (4.5.11.3) esitsizliginden VueL*9(Q) bulunur. Yine LP9(Q) uzayinda
p,(X) <p(x) igin |u

150 SC”U”LM oldugu biliniyor. Bundan dolayr uel™"(Q) olur. Bu
nedenle WEPO(Q) S WERO(Q) siirekli gomiilmesi vardir. Ayrica Lemma 4.5.8 den

1<r(X) <p;(X) igin WEPO(Q) O L'Y(Q) kompakt gomiilmesi vardir.
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