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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

West Nile Virus Modelinin

Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi Ile Analizi

Jiiri:Prof. Dr. Ercan CELIK

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Doc¢. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU

Bu tez de Sivrisinek-Kus-Insan zoonotik dongii igersinde olan West Nile Virus (WNV)
Modeli Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevine genisletilecektir. Sivrisinek niifusu ile konakgilar
(Insanlar ve Kuslar) dinamik sistem teknikleri kullanilarak analiz edilecek ve model igin
sabit nokta teoremi yardimiyla varlik ¢oziimii yapilacaktir. Picard-Lindelof doniisiimii kul-
lanilarak hangi sartlar altinda tek ¢oziimlerinin oldugu incelenecektir. Daha sonra Adam-
Basford metodunun kesirli tiirev operatorlerine entegre edilmis hali kullanilarak matematik-
sel modelin niimerik ¢6ziimleri yapilacaktir. Son olarak simiilasyonlar yardimiyla deyath bir

analiz yapilacaktir.

2021, 58 sayfa
Anahtar Kelimeler: Caputo-Fabrizio kesirli tiirev opetatorii, Caputo-Fabrizio kesirli inte-

gral opetatorii, Sabit nokta teoremi, Picard-Lindelof yaklasimi, Adam-Basford metodu.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

Analysis of West Nile Virus Model with

Caputo-Fabrizio Fractional Derivative

Jury: Prof. Dr. Ercan CELIK

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Assoc. Prof. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU

In this thesis, a model will be obtained by extending the West Nile Virus (WNV)
Model to the Caputo-Fabrizio Fractional Derivative within the Mosquito-Bird-Human zoonotic
cycle. The mosquito population and hosts (People and Birds) will be analyzed using dynamic
system techniques and an asset solution will be made for the model with the help of the fixed
point theorem. Using the Picard-Lindel6f transformation, it will be examined under what
conditions they have one solution. Finally, numerical solutions will be made and simulations

will be shown by comparing the simulations obtained by simulations.

2021, 58 pages
Key Words: Caputo-Fabrizio fractional derivative, Fixed point theorem, Picard-Lindelof

approach.
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1. GIRIS

Kesirli basamaktan tiirev kavrami ilk olarak L'Hospital ve Leibniz arasindaki mek-
tuplagma sirasinda ortaya ¢ikmustir. Leibniz, bir ¢alismasinda y(x) fonksiyonunun n. basamak-
tan tiirevi i¢in d"y/dx™ ifadesini kullanmigtir. Bu ifade ile ilgili olarak L’Hospital, Leibniz’e
n nin bir tamsay1 olmamasi ve hatta n = 1/2 kesirli olmasi durumuyla ilgili bir soru sor-
mus ve bu soruya Leibniz 30.09.1695 tarihli bir mektupla cevap vermistir Boylelikle kesirli
basamaktan tiirev ortaya ¢cikmistir. (Miller ve Ross 1993).

Kesirli basamaktan tiirev kavraminin ilk kez kullaniminin yapildigi bu mektuptan sonra bir
cok matematik¢i bu konu iizerine ¢alismalar yapmis ve gelistirilmistir (Miller ve Ross 1993,
Podlubny 1999).

Leibniz ve L’Hospital’den sonra 1730 yilinda kesirli basamaktan tiirev kavrami Euler’in de
dikkatini ¢cekmistir. Daha sonra 1812 yilinda P. S. Laplace, integraller yoluyla kesirli tiirevi
tanimlamis ve 1822 yilinda J. B. J. Fourier keyfi mertebeden tiirevleri ¢alisma konusu yap-
magtir.

Kesirli operatorler ilk kez N. H. Abel tarafindan 1823 yilinda fiziksel bir problem olan tau-
tochurane probleminin ¢oziimiinde kullanmigtir. 1847 yilinda Riemann, bugiin de en sik
kullanilan kesirli integral olan Riemann-Liouville integralinin tanimini vermistir. Yine G.
F. B. Riemann, yayimladig1 calismasinda kesirli integrasyon teorisini gelistirmis, A. V. Let-
nikov, M. Caputo, 1. Podlubny, M. Fabrizio, A. Atangana, D. Balenau bu konu iizerine ciddi
caligmalar ortaya koymuslardir ve asagida konu ile ilgili yapmis olduklari bazi tanimlara yer

verilmisgtir.



N. H. Abel (1823-1826): Keyfi bir o degeri i¢in,

esitligini kullanarak,

ile tanimlar.

L. Euler (1730):

t R _
| o = et
_ 1 dp(a)
k) = I'l—a) dz«
dea®

dx®

esitligini ve Gamma fonksiyonunun 6zelligini kullanarak,

seklinde tanimlar.

rb+1)=00b-1)...b—a+1I'(b—a+1)

dzb

I'b+1) b

a

dxe

J. B. J. Fourier (1820-1822):

esitligi yardimu ile,

ifadesini elde eder.

()

1

'b—a+1)

5.

o0

cos(

cos(px — pz)dp,

us
px—pz+n§

=bb—1)...(b—a+1)a"",

)dp

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)



J. Liouville (1832-1855):

seri acilimindan faydalanarak,

ile tanimlar.

Riemann-Liouville:

kosulu ile,

tanimlar.

G. F. B. Riemann (1847-1876):

D f(x) = —— / = 00+ ),

ile tanimlamustir.

Griinwald-Letnikov:

M. Caputo (1967):

C ma B 1 Lof(r)dr . 0en
ath(t)_ )L( 1§ <n.

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)



M.Caputo , M.Fabrizio (2015):

a €10,1], f € H'(a,b),b > a olmak iizere;

DF ()

exp[ t_ﬂ}dT

11—«

ile tanimlanir. Burada M («) normallestirme sabiti olup, M (0) = M (1) = 1 dir. Caputo-

Fabrizio integral operatdrii de,

2(1 — «) 2

IO = GOt

m/ou(s)ds, t>0, 0<a<l

seklinde ifade edilir.

J. Losada, J. J. Nieto (2015): 0 < o < 1 olmak iizere, o. mertebeden Caputo-Fabrizio

kesirli tiirevi,

CEDF(t) 1—a/f exp[ (t—s)}ds t>0

ile tanimlanir.

A. Atangana, D. Baleanu (2015): « € [0,1], f € H'(a,b),b > a olmak iizere;

ABR, o (1) — dt /f 1t_—&f) }dT (1.10)

seklinde tanimlar. Burada B(«) normallestirme sabiti olup, B(0) = B(1) = 1 dir.

A. Atangana, D. Baleanu (2015): 0 < o < 1 olmak iizere,

(1-0a) « t -
B(Oé) f(t)‘i‘m/a u(y)(t—y) dy, (111)

IR f(E) =

ile tanimlanir.



Epidemiyolojide belirli bir donemde belirli bir insan populasyonundaki 6nceki uygu-
lamalarla kargilastirildiginda salgin; yeni vakalar gibi goriinen ancak beklenenden daha fazla
etkiye sahip olan hastalig1 ifade eder. Salginlar insanlik tarihi boyunca sehirleri, iilkeleri, ki-
talar1 ve bazende tiim diinyay1 biiyiik 6l¢iide etkisi altina almagtir .

Bu hastaliklarin baginda Ortagagda meydana gelen kara veba, daha sonra birinci diinya savasi
sonrasi Ispanyol gribi gibi 6rnekler verilebilir. Viriislerin ortaya ¢ikmasi salgin hastaliklari
da kacinilmaz hale getirmistir.

Bulagicr hastaliklarin ¢cogu icin hastaliga yakalanmanin en kolay yolu bir enfekte kisi veya
hayvan ile olabilmektedir. Ayrica hastaligin bulasma durumu dogrudan olabilmektedir. Dogru-

dan bulagma tiirleri su sekilde siralanabilir;

+ Insandan insana : Genelde dogrudan bakteri transferi ile yayilan bulasici hastaliklar
olmakla birlikte bakterileri, viriisleri veya mikroplari tagtyan bir kiginin hapsirma, ok-

stirme, dokunma veya saglikli bir kistye sarilmasiyla dogrudan bulagmaktadir.

* Hayvandan insana : Evcil hayvanlar da dahil olmak {izere enfekte bir hayvan tarafin-
dan 1sirilmak veya cizilmek hastalia neden olabilir. Kuduz veya tetanoz gibi bazi

bulasici hastaliklar tedavi edilmezse 6liimciil olabilir.

* Dogmamus bebeklere : Hamile bir kadin bulagici hastaliklara neden olan mikroplari
dogmamig bebegine bulastirabilir. Bazi mikroplar plasenta veya anne siitii yoluyla bu-

lasabilir.

Bulagici bir hastalik olarak ortaya ¢ikan Bati Nil Virusu (WNV) insanlar ve evcil hayvan-
lar (6zellikle atlar) arasinda ara konak¢i olarak kuslar (0ncelikle kargalar ve otiicti kuslar)
ile yayilir. WNV farkli diger sivrisinek kaynakli hastaliklar arasinda capraz enfeksiyon
icerdiginden ayrica kuglar ve sivri sineklerin mekan sinirlart olmadigindan hastalik yayilim
gostermistir.  Ayrica hastaligin ciddiyeti cografi konumlara gore de farklilik gostermistir.
Hastaligin yayilmasinin 6nlenmesi adina etkili bir tedavi yontemi yada as1 bulunamamasi
durumunda kisisel olarak korunmaya yada sivrisinek azaltma stratejilerine gidilmistir. Bu
onlemler sivrisinek mevsimlerinde daha yogun bir sekilde uygulanmalidir. Bir saglik raporu

Bat1 Nil Viriisii ile ilgili hastaligin ciddi oranda artmasinin nedeninin siklik ve cografi kap-



sam oldugunu gosteriyor. Bu kiiresel yayilma Bati Nil Viriisiinun yayilmasiyla miicadele

etmek i¢in uyumlu bir kiiresel cabay1 gerektirmektedir.

Sonug olarak bu ¢caligmanin temel amaci bir populasyondaki Bati Nil Virusunun bu-
lagma durumlar1 hakkinda bilgi edinmek i¢in optimal kontrol 6nlemlerinin belirlenmesi {iize-

rine matematiksel modelleme ve analiz kullanmaktir.

Bu calismanin amaci iki yonliidiir. Birincisi, sabit olmayan temas oranlarina sahip
standart bir WNV modelinin, geriye dogru ¢atallanma durumunu sergileyip sergilemedigini

arastirmak.

Ikinci amag; belirli bir popiilasyonda Bat1 Nil Virusunun yayilmasiyla miicadele icin
yogunluga bagli demografik parametreler gibi bazi dnemli epidemiyolojik 6zellikler, 6l¢ciim
cihazlar1 ve kontrol fonksiyonlar: (kisisel koruma yada sivri sinek azaltma stratejileri gibi)
dahil edilmesi diisiiniilen modeli genisletmektir. Genisletilmis model daha sonra uygun

maliyetli stratejileri belirlemek icin kullanilacaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu kesirli analizin temel fonksiyonlarindan biridir.

Gama fonksiyonu Re(z) > 0 olmak iizere

I'(z) = /000 e 't ldt,z € R (2.1)
ile tanimlanir.
E-" L - 4

Sekil 2.1. Gamma Fonksiyonu

Gama Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri

Gama fonksiyonunun en temel 6zelliklerinden birisi

L(z+1) =2I'(2) (2.2)

dir. V(z) # 0,1,2... kompleks sayilari i¢in tanimlidir. Bu ifade kismi integrasyon yontemi

7



ile kolayca ispatlanabilir.

I(z+1)= / e 'dt = [e_ttz}zgo + Z/ e "trdt = 2T(2). (2.3)
0 0

Buradan goriilmektedir ki, I'(1) = 1,z = 1,2, 3 igin

dir (Podlubny (1998)).
2.2. Beta Fonksiyonu

Bircok durumda beta fonksiyonunun kullanilmasi daha dogru olur. Gama fonksi-

yonunun belirli bir deger kombinasyonunun degeri i¢in Beta fonksiyonu genellikle

1
B(z,z?):/ =8, Re(z) > 0, Re(9) > 0
0

seklinde tanimlanir.

Ozellikler:

1) B(z) = L&°

2) B(z,9) = B9, ),

3) B(z,9) = £557,

tz_l

4) B(z,9) = ( dt Re(z) > 0, Re(¥) > 0,

1+t)z+19 9

5) B(3) =m.



2.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Tamm 2.1 Mittag-Leffler fonksiyonlar: kesirli analizde ¢cok yaygin kullanim alani bulunan,
onemli bir fonksiyondur. e iistel fonksiyonu tamsay: basamaktan diferensiyel denklemler

teorisinde oldukga onemli rol oynar. Ustel fonksiyonun bir parametreli genellemesi;

Z (2.4)
—~ I'( ak +1)

formiilii ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir.

Ozel olarak o = 1 ve & = 2 durumunda;

=3 -2k - e

k=0 =

ve
Ey(z) = Z A _ cosh(v/z) (2.6)

dir.

2.4. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Tiirevi ve Integrali

Tamm 2.2 : f, [a, b] iizerinde integrallenebilen ve n > o > n — 1, n € Nt olmak iizere c.

mertebeden Riemann-Liouville sol ve sag kesirli tiirevleri (Podlubny (1998)),

D10 = ot (5)" [ = e
D310 = s~ 5) [ = s )

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3 : Caputo kesirli tiirevi,



oD f(t) = ! >/t< J"(r)dr (2.8)

seklinde tanimlanir.
Eger «v degerini a € (0, 1) araliginda bir deger alirsak

1 bf(r)dr

D=0y ), Gone

(2.9)

a

a = n, n € N olmasi durumunda ise,

Drf(t) = (=)

esitligi elde edilir. n = 0 degeri i¢in de Caputo kesirli tiirevi,

Dy f(t) = f(x)

seklinde tanimlanir.

Caputo taniminin diger tanimlara gore daha kullanigl olmasinin nedeni, kesirli tiirevin
baglangic kosullarinin, tam sayili mertebeden diferansiyel denklemlerinin baglangi¢ kosullari

cinsinden ifade edilebilir olmasidir seklinde bir ¢ikarimda bulunabiriz.

Ayrica caputo taniminda kullnailan (¢ — 7)® ¢ekirdeginde t = 7 alindiginda ¢ekir-
degin tekil olmadig1 goriilmektedir ve bundan dolay1 Caputo ve Fabirizo 2015 yilinda kesirli

tiirev fonksiyonu tanimini su sekilde tanimlamigtir:

Tamm 2.4 « € (0, 1) olmak iizere;

1 b f(r)dr
DY f(t) = 2.10
Q tf() F(l—()é)/a(t—T)o‘ ( )
(2.10) denkleminde (t — 7)“ cekirdegi yerine e Tal ve —L— yerinede Mfa) yazarsak,
¢ ) o)
M(a) |[* _a(t=n)
D) = { 3)/ Fyel- 5 g @11

10



denklemi elde edilir. Burada M («) normallestirme sabiti olup M(0) = M(1) = 1 dir
(Caputo ve Fabrizio (2015)).

Tanim 2.5 Bilimin farkli alanlarinda ¢ok sayida uygulama bir f fonksiyonunun o.mertebeden
Caputo kesirli tiirevini asagidaki gibi bulur (Kilbas ve dig. (2006) Bagley ve Torvik (1986)
Caputo (1966) Caputo ve Mainardi (1971) Hilfer ve dig. (2000));
b>0,f € HY(0,b) olmak iizere;

“Df(t) =

m/o(t—s)_o‘f'(s)ds t>0 0<a<l.

t

Yukaridaki denklemde ¢ekirdek olan(t — s)™“ ifadesi yerine e Tal, ve ﬁ ifadesi icin de

1 o [ . .« . . o e o« .
———— yazildiginda, 0 < o < 1 araligi icin yeni caputo-fabrizio kesirli tiirevini alir ve
£/ 2m(1—a?)

asagidaki ifade tanimlanir (Caputo ve Fabrizio (2015)).

“EDf(t) = %/{) emp( — %(t — 3)) f'(s)ds t>0.

burada M(«), o ya bagli normallestirme sabitidir.
Bu tanima gore f sabit bir fonksiyon ise, normal caputo tiirevinde oldugu gibi
“IDUf=0
oldugu aciktir. Eski ve yeni tanim arasindaki temel fark, eski tanimin aksine, yeni ¢cekirdegin

t = s i¢in singularity (tekillik) olmamasidir.

Laplace doniisiimiiniin siradan diferansiyel denklemlerin ¢alismasinda 6nemli bir rol
oynadig1 iyi bilinmektedir. Bu yeni kesirli tanim s6z konusu oldugunda,

0 < a < 1igin,

2 —aM(a)
2(s+a(l—ys))

L(EF DA f(#))(s) = GL(FD)(s) - FO)  s>0. @12

Burada bir g fonksiyonun Laplace dontisiimii L [g(t)} olarak tanimlanir.
Bu nedenle, Caputo - Fabrizio tiirevi ile ¢alisildiginda, Laplace doniistimiiniin de ¢cok faydali

bir ara¢ olacagi acgiktir.

11



0 < « < 1 mertebeli kesirli tiirev kavramindan sonra, 0 < « < 1 mertebeden kesirli in-
tegrali dogal bir gereklilik haline gelir. Bu boliimde, daha once tanitilan Caputo-Fabrizio
kesirli tiirevi ile iligkili kesirli integrali elde ediyoruz.

0 < a < 11i¢in agagidaki kesirli diferansiyel denklemi ele alalim;

EDf(t) =ut), >0, (2.13)

Laplace doniisiimii kullanarak,

LE"Df()(s) = Lu(t))(s),  s>0,

(2.12) denklemini kullanarak;

2 —aM(«)
2(s+a(l —s))

L(F®) () = F0) = Lu(®)(s).  s>0,

veya benzer olarak;

L(F0)(5) = 110+ Sy s L)o) + o S L)) 5>,

dolayisiyla, ters Laplace doniisiimiiniin 6zelliklerini kullanarak,

_—2(1—04) U —Qa tus s
ft) = @ a)M(a) (t) + (2_Q)M(a)/0 (s)ds + f(0), t>0. (2.14)
Bagka bir deyisle,
_—2(1_&) U —2a tus s+c
10 = G a0 * g J, e e20

burada ¢ € R sabittir, ayn1 zamanda (2.13) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Ayrica (2.13) kesirli diferansiyel denklemi

CEDef(t) = %/{) exp( - %(t - s>> fi(s)ds = u(t),  t>0,



veya esdeger olarak;

/o exp(l ié a(s)) f'(s)ds = (22—(1a;]\jzoz)6$p(1 fa(t)>u(t), t>0.

Sonra denklemin her iki tarafini da ortak paranteze alirsak;

2(1 —a)

f/(t) = m(ul(ﬂ + mﬂ(t)), t>0.

(2.14) denkleminde de oldugu gibi gerekli diizenlemeler yapilirsa;

2(1 — «) 2

dolayisiyla, sonug olarak, Caputo-Fabrizio kesirli integralinin asagidaki tanimim verebiliriz.

Tamim 2.6 Bir f fonksiyonunun o. mertebeden kesirli integrali

FIof(t) = 21 — o) 20 @) /tu(s)ds, t>0, 0<a<l,
0

eV T e

seklinde gosterilir.

2.5. Varhk-Teklik

Varlik teklik baslangi¢ deger problemi olan diferansiyel denklemlerle ilgilidir (Baglangi¢
degeri verilip ¢oziimiin var oldugu ve tek oldugu en genis aralik soruldugunda da varlik tek-
lige bakilir). Varlik teklik icin oncelikle ¢6ziimiin varligina bakilir daha sonra tekligi ince-

lenir.
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2.5.1. Coziimiin Varhgi

Tanim 2.7
u’ = g(t,u) u(te) = uo

baslangi¢ kosulunu ele alalim, burada g, 1z R iizerinde tanimli siirekli bir fonksiyon,
I C R agik bir araliktir. 1 iizerinde taniml olan ve asagidaki baglangi¢ kosullarini saglayan

bir o(t) fonksiyonuna (1)-(2) baslangi¢ deger probleminin bir ¢éziimiidiir denir:
1. t € I igin o' (t) mevecuttur,
2. o(ty) = uo,to € 1
3. t€ligin(t,o(t)) € IzR
4. teligcino (t) = g(t,ot))

Tamim 2.8 Her (t,w), (t,u2) € R(a,b) i¢cin

lg(t, u1) — g(t,u2)| < K|ug — ug

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir K sabiti mevcutsa, g fonksiyonuna R(a,b) bol-

gesinde bir Lipschitz kosulunu sagliyor denir, K sabitine de Lipschitz sabiti denir.

Tanmmm 2.9 X, H de bir Banach uzay: olsun. H < E i¢in sinirli bir yaklagim olusturur.

y>r=y—xrechl

2.5.2. Coziimiin Tekligi

Coziimiin tekligi baslangi¢c deger probleminin yanliz bir ¢6ziimii oldugu anlamina
gelir. Picard-Lindelof teoremi baslangic deger probleminin uygun aralikta varligim ve tek-

ligini gostermek i¢in kullanilan bir yontemdir.

Teorem 2.1 ¢(t,u) ve %fonksiyonlarz R(a,b) = {(t,u) : |t —to| < a,|u —up| < b} kapalr

ve sinirlt bolgesinde t ve u ya gore siirekli ve Lipschitz kosulunu saglryorsa bu durumda

14



(1)-(2) baslangi¢ deger probleminin |g(t,u)] < M ve h = min(a, L) olmak iizere

|t — to| < h arahiginda tamml tek bir u(t) ¢oziimii vardur.
1. t € I igin o' (t) mevcuttur,
2. O'(to) = ug,tg € 1

Teorem 2.2 (Picard-Lindelof) : Baslangi¢ deger problemi icin;
B C IR? f:B — IR olacak sekilde bir B alani ve % = f(x,y) ve y(zo) = yo olacak

sekilde bir f fonksiyonu tamimlansin eger;
* f, B de siirekli bir fonksiyon ve
* f(z,y) ve y Lipschitz sarti ile B de siirekli ise € > 0 sabit sayist igin;

B de tek bir ¢oziim vardir.

Ispat (z9,7)) € B i¢ noktast ve a > 0,b > 0 sabit noktalar1 alinsin. D = {(z,y) :

|z —xo] < a |y—1yo| < b}C B olacak sekilde bir dikdortgensel alan olsun.

M = mazx f(x,
(Ly)eRf( y)

b

+7) olmak iizere;

h = min(a,

x — xo| < h araliginda baslangic deger problemi tek bir ¢coziime sahiptir. ¢ < 2 oldugunda
g slangi¢ deger p ¢ p i g

h = a olur. Buradan R; = R bulunur. % < aoldugunda h = % olur. Buradan R; C R olur.

R={(z,y) : | — ol < a,y —yo| < b}

Ry ={(z,y) : |z — zo| < h, |y —yo| < b}

Ardisik yaklagimlarla Picard teoreminin ispati yapilabilir. Bunun icin problemin ¢éziimiine
yakinsayacak fonksiyon dizisi kullanilarak ¢oziimiin bulunmasi saglanir. O halde;

|z — xo| < h araliginda Wy, ¥y, U;... fonksiyonlari tanimlansin.
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U =1y +/ f(t,yo)dt

zo

(2.15)

Oncelikle baglangi¢ deger probleminin [z, 2o + h] araliginda varlig1 kanitlanir. Benzer se-
kilde [zo—h, x¢] araliginda da varlik gosterilir. Daha sonra ¢6ziimiin tekligi ispatlanir. Bunun
icin ispat dort asamaya ayrilirsa:

1. ¥, (2.92) te taniml1 bir fonksiyon olmak iizere;

a) iyi taniml,

b) W, siirekli ve kismi tiireve sahip,

¢) [z, xo + h| arahgmda |V, (z) — yo| < b,

d) f(z,¥,(z)) iyl tammldir.

O halde ¥, fonksiyonu [z, xo + h| lizerinde bir ¢6ziimdiir.

Ispat Varsayalim ®,,_,(x) fonksiyonu [z¢, 2 + h| araliginda tiireve sahip olsun ve z €
[0, xo + h] i¢in [®,,_1(z) — yo| < b olsun. Buradan (z, ¥, _;(x)) € R; olur. (x,V,,_1(x))
araliginda tanmimlanmug siirekli bir f(z, ¥,,_;(z)) fonksiyonu vardir. Buradan [xq,z + h]
araliginda |f(x, ¥, _1(x))] < M yazlabili. ¥, (z) = yo + ffo f(t,V,—1(x))dt oldugu
diistiniiliirse; W, fonksiyonu vardir ve bu fonksiyonun [z, z + h| araliginda siirekli tiirevi

vardir. Ayrica;

(Wn(2) — 0| =

/x: f(t, \Iln_l(:zc))dt’
< / :f(t, W, ()t

< | Mdt=M(x—=z)  h=min(a,—)
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(z, U, (x)) R, de bir nokta bu nedenle f(z, ¥, (z)) fonksiyonu [xg, o+ h] araliginda tanim-
lanmis siirekli bir fonksiyondur.
Ornegin n = 1 alnirsa; ¥, (z) = yo + f;f) f(t,yo)dt olur.

Buradan VU, fonksiyonu [z, xo + h| lizerinde tanimli siirekli bir fonksiyondur. Ayrica;

|1 (2) — Yol S/ |f(t, y0)|dt

< M(x—29) < Mh <b

dir.

O halde n = 1 i¢in (x, Uy (x)) noktas1 R; de bir nokta ve f(¥;(x)) fonksiyonu [xq, zo + h]
araliginda siirekli bir fonksiyondur ve [z, x¢ + h] araliginda bir ¢6ziimdiir. Benzer sekilde
(2.95) te tanimlanan {W,, } dizi fonksiyonlarinin tiimevarim yontemi ile [xq, zo + h| arahgin-
daki tiim 6zellikleri gosterilmis olur. O halde ¥ fonksiyonu [z, £¢+ h] araliginda denklemin

bir ¢oziimiidiir. Buradan ispat tamamlanms olur.

2. (zg, o + h) arah@mnda {V¥,} ¢oziimii tektir ve asagidaki esitsizligi saglar. [zo,x¢ + h]
araliginda |V, (z) — ¥, (z)] < & G Y

n!

Ispat = € (zg, 20+ h) icin |¥,,_(z) — ¥, _s(x)| < %la_nl_)!z (z — 29)"~* oldugu varsay1lirsa;

(W (2) = Una(2)] =

/I(f(tu \Ijn—l(t)) - f(t, \Iln_g(t)))dt‘

xo
X
S /
xo

1. ifadeden = € (xg, zo + h) araliginda |V, (z) — yo| < b dir. Bu nedenle (z, V,,_1(z)) ve

Pt () — F(E s (1)) ]dt

(x,U,,_o(x)) noktalart = € (xg,zo + h) araliginda R, de iki noktadir.
Lipschitz teoreminden; |V, (z) — V,,_1(2)| < « f;ﬂ W1 (t) — W, _o(t)|dt

W)~ Uys(@) < @ [ W (£) — Woo(t) e

o

i n—2
< a/ a—(t — )" Ldt
z (n—1)!
M n—1 t — nl% M n—1 M o™
< = (t = 20) - == (z —mp)" = R
(n—1)! n 20 n! a n!

=

a nl

< M (ah)" <\x — 29| < h)
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olur. Buradan ispat tamamlanmis olur. Yani ¢6ziim tektir.

3. n — oo ¥, siirekli fonksiyonu [z, z¢ + h] aralifinda esit araliklarla W ye yakinsar.

4. U fonksiyonunun limiti [z, z¢ + h] araliginda baglangi¢ deger problemine karsilik gelmek-

tedir.

18



3. MATERYAL VE YONTEM

Son yillarda kesirli hesaplama bir cok matematiksel calismada gosterildigi gibi dikkate
deger bir gelisme gostermistir. Burada kesirli tiirevin yeni bir tanimi i¢in zamansal ve
mekansal degiskenlere bagli tanimu verilecektir. 1k gosterim zaman degiskenleri iizerinde
calisir, burada gercek sonuclar ve hesaplamalar olagan kesirli tiirevin ¢éziimleri formiillerde
bazi basitlestirmelerle birlikte tam say1 iislerine doniisecektir. Bu cercevede Laplace donii-
stimiinii kullanmak uygun olacaktir.

Ikinci temsil, mekansal degiskenler dolayisiyla bu yerel olmayan kesirli tiirev icin
Fourier doniisiimii ile caslismak daha uuygun olacaktir.

Bu yeni yaklasima olan ilgi; viskoelasik malzemeler, termal ortam, elektromanyetik
sistemler vb. klasik yaklasimin davranigini tanimlayan bir model kullanma gerekliliginden
kaynaklanmaktadir.

Bu calisma ayni zamanda trigonometrik fonksiyonlar ve klasik fonksiyonlar gibi
yeni tlirevin davraniglariyla ilgili baz1 uygulamalar ve simiilasyonlar1 da icermektedir. Bu
simiilasyonlar olagan kesirli tiireve gore sonuglart karsilik gelen bazi benzerlikler goster-

mektedir.

3.1. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi

. dereceden bilinen Caputo kesirli zaman tiirevini (UFD;) hatirlayalim.

Dga)f(t)zr(ll_a)/a @ i(:;_adT 3.1)

a € [0,1]a € [oo,t), f € H(a,b),b > a

seklinde tanimlanir.

M(a)

(t — 1)~ gekirdegini exp T-a' fonksiyonu ile ﬁ ifadesini de 7~

1—

ile degistirilirse

—~
N

asagidaki yeni kesirli zaman tiirevi NFD; tanimini elde ederiz.

Ds - 22 [ o) e, 32
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burada M («), M(0) = M(1) = 1 olacak sekilde bir normallestirme fonksiyonudur. (3.2)
tanimina gore f(t) fonksiyonu sabit iken (UFD;) denkleminde oldugu gibi NFD, denklemide
sifirdir. Ancak (UFD;) denkleminin aksine ¢ekirdek ¢ = 7 noktasinda tekillige sahip degildir.
Yeni tanim olan NFD; H'(a,b) uzayina ait olmayan durumlarda da kullanilabir.Nitekim,

tamm (3.2) herhangi bir f € L'(—o0, b) ve herhangi bir a € [0, 1] igin de formiile edilebilir.

() . OéM(Oé) /t . -t
DIV = ooy | O = s e d-
Ayrica
-« 1
o=— € [0, oo, a:1+06[0,1].
NFD;, nin tanimu (3.2) asagidaki formu alir:
t
D sy = X0 | 1@ [exo T, (3:3)

burada o € [0, 00| ve N(o), M(«) ya karsilik gelen normallestirme fonksiyonudur, dyle ki
N(0) = N(oo) = 1 dir. Diger taraftan ,
.1 -
llm—[exp v } =4(t—1), (3.4)

oc—0 o

ve « — 1 i¢in 0 — 0 olacaktir.

Daha sonra (Guillemin ve dig. (1980), Hewitt ve Stromberg (2013)),

a(t—r7)

lim DI f(t) = limy M(@)(1 =) | #(r)[exo™ 717 Ja,

(3.5)
N ¢ t—1
_ i Y1) / ) e (5 ] = 100
o—0 o o
Aksi takdirde, « — 0 oldugunda, 0 — +o0 olur. Dolayisiyla;

M t a(t—T
lim D £(t) = lim 1Y) / f(7) [exp_(l(—ia)g |-
a—0 a—0 (1 — a) o 3.6)

= lim N(o)

o—+00 ag

[ 1) et . = s10) - sl
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a = 0.66, « = —8 ve w = 1 ic¢in belirli bir fonksiyonun NFD; ifadesini f(¢) = sinwt

olarak diistinelim.

M (0.66)

D(O.GG)
t 0.33

t
sin wt = / cosTexp —2(t — 7)d;. (3.7

Bu tiirevin simiilasyonu asagidaki grafikleri iiretir;

2 19k
\ 4 f-X "ﬁ! :'ﬁ\
N N
[ il | i [ {1\ !
[ ) (r | (] ¥ | 1 '
- 0EF | [ . ) P |
| | I | | | 1 |
| | i\ | | [ - |
| | | ‘i | { | | || [ |
[ 5 £ [ | [ 1
/ L b I! i 1| i |I La il .ll Jl 1 ‘.. & .l 1
5| | ' 4 | 10 ] B[ = [1s
{ \ | [ : | \ | | [
\ | | | | |
- | | | | \ L
.| | i }‘ 1' ‘I '| | | }
| fos v | | | | \ ]
| ] | - [ .
| Il | | | | |
y | ] { | ‘l 'I |
\ f I| |'I '\I |' |. f |\ {
.U' 19 L W | J" W

A
{ I'u % "'\ 7\ n N
{ \ R [ ! Y
E ) | I\ [\ !
| | ir | i I [ {
| [ | j | | | f !
Il ‘ i |I | |{ j { | ll Il
} I| O'IE | [ . ( \ {
| | | \ | l [ | | 1 |
| i | | | ' | | | (
;9 (| [ - [ 1
| | | 1 | | | | |
PRI B T 1 J-I 1 |l!l |ll| I 44 |r1| 1 |I|1 L1l . . 41
i 5 1 | \ ¥ TN 5 | o | 15
| [ \ | ‘ | | i | |
! f | | | | | | | |
\ (| | | L | '
\ | f | | | | | !
| fosk | | | | | v
| = . | \ | ¥
\ '] | | | |
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Y » \‘-J W J \J

Sekil 3.2. o = 0.66 olmak iizere [—8, 25] zaman araliginda UFD; (3.1) nin simiilasyonu

a = 0.66 olan bu iki simiilasyondan, klasik NFD, nin UFD,’ye ¢cok benzedigi goriilmek-

tedir.
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Aksi takdirde, a’nin 0’a yakin olan degerlerini inceledigimizde, farkli bir durum elde edilir.
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[ f I | |
| £ ] 1 A l |
‘i | [ | ll | | | |‘ | i‘ b o || | [ ‘1 :
| 'l. ‘1 Ii | Ib '! .ll ! I || i " |I IF |I I ‘l Il Ll
| [k R UERE ) fo
LU" r, I’ U' ll |' lI |I Il ;? : \l |l ’I II| I'
\ J . y \ |

Sekil 3.4. « = 0.1 olmak iizere [—8, 50] zaman araliginda UFD; (3.1) nin simiilasyonu

Boylece, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4’te « = 0.1 icin NFD; ve UFD, simiilasyonlar1
arasinda farkli durumlar gozlemliyoruz. Ozellikle klasik UFD,, hizl bir stabilizasyon gosteren
NFD,’ye kiyasla 6ncekinden daha fazla etkilenir. Eger n > 1 ve a € [0,1] ise (n + «).

dereceden kesirli zaman tiirevi D{*™™ f(¢) su sekilde tamimlanur:

DT (1) = DI (D)™ £ (1). (3.8)

Teorem 3.1 NFD, icin, f(t) fonksiyonu f*(a) =0 s =1,2,...,n seklinde ise;

D (D) £() = DI (D) £ (1) (3.9)
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esitligi yazilr.

(a+1)

ispat n = 1 oldugu durumu , D, f (t) *nin tanimindan ve (3.8), ifadelerinden ;

D (Dt(” f(t)) t "(7) [exp*ﬂi‘oﬁ) ]dT (3.10)

Dolayisiyla, pargalara gore gerekli diizenlemeler yapilirsa ve f'(«) = 0 oldugunu varsa-

yarak,
D(a) (D(l)f / di exp_%t—_r;))]dT
1_(1 /di exp Dé::))]df
/ w (3.11)
~i=ay J, (O T e
—«
M(a) 7, a - _a(t=r)
_ M) [y 4]a]
T [0 - 25 [ 0[]
elde edilir. Buradan,
D (b17100) =2 (1 /f w0
3.12)

:(1_(02) [f / f(r)exp” T dT],

bulunur. Herhangi bir n > 1 i¢in ispati genelleyebiliriz. Asagida, M («) = 1 fonksiyonunu

varsayalim.

3.2. NFD;’nin Laplace doniisiimii

NFD;’nin 6zelliklerini incelemek i¢in denklem (3.3)’de @ = 0 ile tanimlanan, p

degiskeniyle verilen Laplace doniisiimiiniin (LT) hesaplanmast;

LT [Dga)f(t)} = a _1 o) /000 exp —pt /Ot f(7) exp—Hdet.
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Laplace doniisiimii kullanilirsa,

1
(1-a)
_pLT(f(t) — f(0))
p+a(l—p)

Lr[Df f(1)] = LT(7/ (1) L7 exp ot )

(1—a)

elde edilir. Benzer sekilde,

LT[D,E‘““)f(t)]: ! LT(f”(t))LT(exp— ot )

(1-a) 1-a)
_ (LT (f(1)) — pf(0) — f'(0))
p+a(l—p)
yazilir ve son olarak,
atn 1 el at
i [D§ ¥ )f(t)} — i a)LT(f( + )(t))LT<exp—(1 . a))
(PHILT(f(#) = p"f(0) = p" ' (0) --- = f™(0))

p+a(l—p)

seklinde genellestirilebilir.

3.3. Baz Kesirli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde bazi basit ama kullaniglt olan kesirli diferansiyel denklemler incelenecek-

tir.

Teorem 3.2 0 < a < 1 araliginda ve f fonksiyonu sabit bir fonksiyon omak iizere f fonksi-

yonu asagidaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimii olsun.

“EDf(t) =0, t>0. (3.13)

_ e 2
1) = Gt et + G | W+ 10, =0
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denkleminin ispatindan (3.13) denkleminin ¢6ziimiiniin tiim ¢ > 0 igin f(¢) = f(0)’1 sagla-
mas1 gerektigini elde ederiz. Dolayistyla bu da demektir ki f fonksiyonu bir sabit fonksiyon-

dur.

Onerme 3.1 0 < o < 1 araligi icin asagidaki baslangic deger probleminin benzersiz

coziimii;

CEDaf(t) = o(t), t>0. (3.14)
f0)=fo e Ry (3.15)

seklinde verilir.
ft) = fo+aa(o(t) —0(0)) +bul'o(t), t>0 (3.16)

burada I'o(t), o mn a ve b ilkeli;

by = ———7. (3.17)

seklinde tanimlanir.

Ispat (3.14) ve (3.15) baslangic deger probleminin f, vef, olmak iizere iki ¢oziimiiniin

oldugunu varsayalim. Bu durumda ;

IDfi(t) = D fo(t) = g - gy (t)=0

ve (f1 — f2)(0) = 0 olur.
Bu da demektir ki 6nerme (3.1) ’e gore fi;— fo = 0 olup buradan tim ¢ > Oi¢in f(t) = f2(t)
dir. O halde buradan ;

ft) =



ve

ft) = fot+aa(o(t) = o(0)) + bul'o(t),  ¢=0

ile tanimlanan fonsksiyonlarin

Epefty=o(t), t>0.

ile tanimlanan kesirli diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii oldugu aciktir. Ayrica (3.16) denk-
leminde ¢ parametresini ”0” (sifir) olarak kabul edersek f, degerini elde ederiz. Dolayisiyla
(3.14) ve (3.15) ile tamimlanan baslangic deger probleminin ¢6ziimii (3.16) denklemidir.
Burada yine « = 1 i¢in (3.14) denkleminin ¢6ziimiiniin o’ nin olagan ilkeli oldugu goriiliir.

Simdi asagidaki dogrusal kesirli diferansiyel denklemini ele alalim;

CEDF(t) = Af(t) + ult), t>0, (3.18)

burada A € R, \ # 0 olarak alalim. Onerme (3.1) *den (3.18) denkleminin ¢oziimiiniin bir

f fonksiyonu oldugunu ve bu fonksiyonun;
10 = ot aa[FO = o) +ult) = )] + 00 [ [rF+] () t20

oldugunu kabul edelim. Burada a,, ve b,, ifadelerini (3.17) de tanimlandig: sekilde tanimla-

yalim. Benzer olarak,

(1= Aaa) F(t) = AbuI () = (1 — Aaa) fo + sa(u(t) — u(0)) + bul'ut), ¢ >0,

ifadesi elde edilir. Eger \a,, = 1 olarak alirsak,

f(t) = —;Tau’(t) _ b—aua), £>0,

diger yandan\a,, # 1 olamasi durumunda,
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() =6(1), >0, (3.19)

olup buradan,

aO{
1— )da,

a(t) = fo+

elde edilir. Burada A\ = 0 durumu etkilemezken f = & bulunur. Eger A = 0 ise (3.19)
denklemi su sekilde yazilir:

esitligi elde edilir. Son esitlik diizenlenirse,

Abq
1 — Ab,

R
I

bulunur. Boylelikle,

elde edilir.

Boylece bir baslangi¢c kosulu olarak diisiinecek olursak benzersiz bir ¢oziimii olan

siradan bir diferansiyel denklem elde etmis oluruz.

Onerme 3.2 0 < a < 1 araliginda bir baslangi¢c deger problemi olan ;

CEDAF(t) = Af(t) 4 ult), t>0.
f(0) = fo e R,

herhangi bir A € R icin benzersiz bir ¢oziime sahip oldugunu kanitlamis olduk.
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3.4. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi ile Iki Asamali Adams-Bashford

Semasi

Asagidaki genel kesirli diferansiyel denklemi goz Oniinde bulunduracagiz. Yani,
Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi;
5" Dyy(t) = f(t.y(t) (3.20)
veya
M(a) [*, a
——— (t— L= f(t, ) 21
2 [ me [~ =)= feu0) G3.21)
seklinde ifade edebiliriz. Bu denklemler i¢in analizin temel teoremi kullanilarak,
(0~ 9(0) = et v0) + s [ 50 62
Yy —Y > Y T, YT T .
M(e) M() Jo
denklemi yazilir. Boylece,
(o) = 0) = o pltve) + s [ v @29
Y\ln+1 Y —M(Oé> ny Yln M( ) o Y t .
ve
() =000 = 17 Fltwsplta) 4 s [ SO 329
Y(ln Yy - M(Oé) n—1, Y{ln-1 M(O{) 0 Y t .
(3.23) ve (3.24) denklemlerini taraf tarafa ¢ikarirsak;
L—a o« [ dp, (3.25
tn —yln) = w7 by Yn) — J(ln—1, Yn— FV TR Lyt ’ .
Vibn) = vlta) = 3 b s) = At} + s [ pe v, 629
denklemini elde edilir. Buradan,
o et g f b Y tn1, Yn-
[ stepa = [Py, i)y
tn tn (3.26)

ﬁf(tnfly tnfl)-

3h
= tn; n)
> Ftyn) = 5
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11—« 3ha ho

—a{f(tna Yn)—f (tn-1, yn—1)}+mf(tn» yn)_mf(tn—ly Yn—1)

denklemi elde edilir ki bunun anlamz;

11—« 3ha 1—a ho
yltnn) = ylta) = {

M(c) + 2M (o) }f(tn,yn) - {M(a) - QM(a)}f(tn_l,yn_l)}.

Dolayisiyla

Y(tnt1) = y(tn) + {]1\/[_(;; + 2;;1&) }f(tnayn) - {]1\4_(;; r QJ\ZO{@) }f(tn—l,yn—l)}-
(3.27)

denklemi Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi i¢in karsilik gelen iki asamali Adams-Bashforth yon-

temidir. Asagidaki teoremler yakinsama ve kararhlik sonuglarini verir.

Teorem 3.3 y(t) fonksiyonu,
6" DRy(t) = f(t,y(1)) (3.28)

denkleminin bir ¢oziimii olsun. Burada f, suurl siirekli bir fonksiyon ve Caputo-Fabrizio

kesirli tiirevini

y(tn+1) = y<tn) + { jlw_(aO; + 25:)4]—1((3;) }f(tna yn) - {le_(aO; - 2]\30(604) }f(tnfh ynfl>} + Ry,

burada ||R!|| < M seklinde tanimlanur.

Ispat Caputo-Fabrizio tiirevinin tanimina gore,

1 -«

VI8) = 9(0) = G5 ) + g7 [ Fru(o)d, (.29)
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denklemi ele alindiginda ¢,,, ; noktasinda ;

tws) = G Fv(t) + 7= [ S(tv(0)a

Ayrica, sahip oldugumuz noktada;

() + 2 / " F(ty(0)de,
0

W)= o) (@)
Boylece,
(i)~ 9ltn) =7 A ) = oo )b+ s [ £ 00
Y(ln+1 Y\ln) = (Oé) ns Yn n—1,Yn—1 M(CY) . Y t
1—a a [ f(tn,yn)
=31y U s 9) = Tl )} 3 {520 = )
tne1, Yn_1 T A
_ St tn) hy )t—t +Z2Z1_!§L 123 (t;, yi }d
(3.30)
buradan

i) =y(ta) + {j[(;; + e 1) = {5775 = gy o)

S L=

h

1212

f(tz'7yi>dt

J/

hatatemmz

(3.31)

Yukaridaki hata terimini su sekilde gosteririz:

. tngr ™D +_
Rn:M( / ZH; thyzd

1=

Boylece,
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R o A (A

=2 =2 >
TR I
< MC(YQ) /tn ) 2 211 glt(_lt;))f@i?yi)dt N
<o [ ZH = vl
tpir ™ T i
< M(zéa) " + £ g ‘g(_ffi‘ Sllel?{rgng]f(tz,ylﬂ}
< Maoz) — 14)%”+ M,

Bu nedenle,

(07
Rilloe < —— A" M
1Bz lle < gz (n D0

ifadesi elde edilir.

Teorem 3.4 y(t) fonksiyonu,
6" DRy(t) = f(t,y(t))

denkleminin bir ¢oziimii olsun.hern € N igin;

-« ah™(n 4+ 1)!

y(tni1) = y(Ea)lloo < 577 I1f (tns yn) — Ftn1, Yn1)lloo +

M («) AM ()

Oyle ki,

n— oo — ||f(tnayn> - f(tn—hyn—l)Hoo — 07

dir. Benzer sekilde,

n = 00 = [|y(tn1) = y(tn)llo = 0,

olur.
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Ispat

ot = )l = || S5 tet) = st} + g5 [ S(E 90

L—a o tnt1
= oy |/t o) = oot ¥ m\ / Ft )|
Lo (6% (2 n n (t—tz>
< Moy M o) = Fltnrs g1 lloo + 725 / par g B(1) o™
11—« ah™(n + 1)!
< 2y M o) = F s yn)lloe + ——pe—
(3.33)

O halde n — oo ise ||f(tn, Yn) — f(tn—1,Yn-1)|loc — 0 dir ve son olarak n — oo iken

lly(tnsi1) — y(tn)||oo — O olur. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. West Nile Virus Modeli

Asagida verilecek olan (4.1) denklem sisteminde ;

Ny (t), t zamaninda toplam sivrisinek populasyonunu belirtir.

Np(t), t zamaninda toplam kus populasyonunu belirtir.

Ny (t), t zamaninda toplam insan populasyonunu belirtir.

Ayrica duyarli M,(t) ve enfekte M;(t) sivrisinek populasyonuna ayrilmigtir. Benzer se-
kilde duyarli B,(t) ve enfekte B;(t) kus populasyonuna ayrilmigtir.Son olarak duyarli S(¢),
enfekte F'(t), bulasic1 /(t), hastahanede tedavi goren H () ve iyilesen R(t) insan populas-

yonuna ait kisileri temsil eder.

T PR s

dﬂé;(t) _ bl€1f‘]4v~;((’ft))3i(t) e Mi(D),

dBdSt(t) =Ap - b1C2AJ§§EifS(t) — (¢5 +18)Bs(t),

B0 _ mz\ﬁifs@) ~ (v + 65 + 1) Bi(t),

) - %%H—%S(O — (), b
P B lOS0 — +unEw,

%(:) —yE(t) — (a+v; —r +nu)l (1),

%t(t) = aI(t) = (vy + p+ ) H(t),

dlji_it) = wH(t) +rI(t) — nuR(L).

Bundan sonraki boliimlerde sirasiyla (4.1) denklem sistemiyle verilen West Nile viriis

modeli olarak anilan matematiksel modelin varlik ve teklik coziimleri yapilacaktir. Daha
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sonra Adam-Basford metodunun kesirli tiirev operatorlerine uyarlanmis halini kullanarak
genisletilmis matematiksel model i¢in niimerik ¢oziimler hesaplanacaktir. Son olarak Math-
ematica programi kullanilarak simiilasyonlar elde edilecek ve elde edilen sonuclar detayli

bir sekilde analiz edilecektir.

4.1.1. West Nile Viriis Modeli icin Coziimiin Varhg

Bu boliimde genisletilmis West Nile viriis modelinin sabit nokta teoremi yardimiyla
bir ¢6ziimiiniin var oldugu gosterilcektir. kesirli West Nile Virus Modeli matematiksel mo-
deli sabit nokta teknigi kullanilarak elde edilecektir. (4.1) denklem sistemi Caputo-Fabrizio
kesirli tiirev operatoriine genigletildiginde (4.2) denklem sistemi elde edilir.

(

FrDEMs(t) = Ay — BAREQEE oy M (8),

CrREM(t) = BfElBA ) M),

FIDEBs(t) = Ap — LR — (5 + np)Bs(1),

CrofBy(t) = e OEl — (up + ¢p + ) Bi(t),

CFDES(t) = Ay — 2EGSD —pyS(), (4.2)
FrORE() = el — (v + nw) E(D),

CEDOI(t) =qE({) — (a+vr —r+nu)l(t),

FTORH () =al(t) — (vg + p+ ) H(?),

(FTORR(E) = pH(t) +rI(t) — npR(t).

Yukaridaki denklem sisteminin baglangi¢c degerleri asagidaki gibidir.

MSO(O> = MS(0)7 Mio (0) = Mz(0)7 BSO (0) = BS<O)7 Bio (0) = Bz(0)7 SO(O) = S(O)v EO(O)
Io(0) = 1(0), Ho(0) = H(0), Ro(0) = R(0).
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Matematiksel modelin ¢6ziimiiniin varhi§im1 gostermek icin baglangi¢ degerleri ile Caputo-

Fabrizio integral operatorii kullanildiginda,

Mg, (0) = Mg(0) = 2M(2p()1—_pp]24(p) (Am — blgj\]{[i((?)&(t) — nuMs(t))
2p Y i Ms(y)Bi(y)

" 2M(p) — pM(p) /0 (Rar Na(y)
2(1—p) (blglj\]{;((tt))Bi(t) — e Mit),)

— nuMs(y))dy,

Mo (0) = M;(0) = 2M (p) — pM (p)

2p LG M (y)Bi(y)
" 20 (o) — pM(p) /0 ( J\;B(y) ~meli(y), )y,
Bs,(0) = Bs(0) = M(zp()l__ 34 (e - 51421‘@2)&@) (6 + 15) B (1)

oM (,0)2—p,0M(p) /Ot (As = bl@j\]@@?sw)
B 2M<2p(>1—_ fi\)ﬂp) (%%25@) ~ (vp + 05 +18) Bilt))
20 () Q—ppM (p) /ot (bIMJ{ff@fS@)

— (¢ +n5)Bs(y))dy,

B;,(0) = Bi(0)

— (vg + ¢5 +n5)Bi(y)) dy,

—nuS(t))

2p t y .
" 30 (p) — pM(p) /0 & N (y) i) dy.

B0) = BO) = 57— it C a0 )
2p ! b2€3Mi(y)S(9)
" (p) /0 ( Nu(y)

(vE(t) —(a+vr—r+ nH)I(t))

— (v +nu)E(y))dy,

]0(0) = I(O) =

2M(p) — pM(p)

n 20 e /0 (YE(y) — (o +vp —r +nu)1(y))dy,

= () oM ()) (ad(t) = (v + p+nu)H(t))

2p t
t 2M (p) — pM(p) /0 (a](y) —(vg+p+ T]H)H(y))dy,

(WH(t) +rI(t) — nuR(t))

Basitlestirmek icin, ¢cekirdekler asagidaki gibi yazilabilir,
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b1 Ms(t)Bi(t)

Sit, M) = Ay = == o= — M (?),

alt, 1) = PGB ar)

alt,Bs) = A — 2T (0 1 ) B()

e, 5) = "I 400 4 B0,

u(t,5) = Ay — 2T s, -
ult, ) = 2O — (o) ),

Gr(t, 1) =~E(t) — (a+vr—r+ng)l(t),
Gs(t,H) = al(t) — (vg + pn+nu)H(t),
Sy(t, R) = pH(t) +rI(t) — nuR(1).

ve buradan

Uy =0 —

Uy = —nu

V3 = —01(a — ¢ — B
Uy = —(vg + ¢+ 1B)
U5 = —(b203 — nr)

Vg =—(v+1n)

Uy =—(a+vr—71+nn)
Vs = —(vg + p+nu)

Vg = —ny

esitlikleri yazilir. O halde , ||[Ms(t)|| < £, ||M;(t)]] < £..]|Bs(t)|] < £5,]|Bi(t)]] <
LIS < L5, [[EOI < L6, [[HO]] < £, [[HD)] < L, [[R(1)]| < £, yazilabilir.
Ayrica,

NB(t> - Bs(t) + Bl(t) S £3 + £4 - Slo
Ny(t) = Mg(t)+ M;(t) < £, + £, =2,
Nyt)=St)+Et)+It)+Ht)+R(t) <L+ L+ L, + L+ £,=2L,,
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dir.

Teorem 4.1 Bu cekirdekler G;,i = 1,...9 Lipschitz kosulunu sagliyor ise H asimtotu igin

U, < 1 kosulu saglamr. (VY €i=1...9)

Ispat Oncelikle S, (t, M) nin Lipschitz kogulunu sagladiginin ispati ile baglayacagiz. M(t)

ve Mg, (t) iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

b1 (1 Mg B; bi1G1 M, B
16,(t, M) — &.(t, Ms,)|| = [|(Anr CN—S — M) = (A — CN—S — 1 Ms,)|
B B
£
< (b1G = nm) || M5 _M51||24
10
£
Z‘I’1||MS—M51||£4-
10

Daha sonra &, (¢, M;) nin Lipschitz kosulunu sagladigin1 gosterecegiz. M; (t) ve M;, (t) iki

fonksiyon olsun. Bu durumda,

b1 Mg B; b MoB:
16,(t, M;) — &,(t, M;,)|| = || (19—5 _nMMi) b <1C1—S

NB NB
< (=) [|M; = M, ||

= TIMMi1> I

= Wy|[M; — Mj,|].

Daha sonra G (¢, Bg)nin Lipschitz kosulunu sagladigini gosterecegiz. Bg (t) ve Bg, (t) iki

fonksiyon olsun. Bu durumda,

b1 M; B
16506, B5) — &t Bs)l| = | (A — 2725 — (65 + ) Bs)
by (oM, Bs,
— (As - 1<2N = — (65 +18)Bs,) |
B
£,
S(—51C2—¢B—773)HBS_B&H£
£,
= Us]|Bs — B |l g
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Daha sonra S, (¢, B;)nin Lipschitz kosulunu sagladigini gosterece8iz. B; (t) ve B;, (t) iki

fonksiyon olsun. Bu durumda,

by M. B
140t 2) = 4t Bl = 11 (22— 0+ 0413,
b1 M; B
- (MBS (gt g g )
B

< (= (v + o5 +np))||B; — Biil|
— W,||B; — Biy]|.

Daha sonra S (¢, .S)nin Lipschitz kosulunu sagladifin1 gosterecegiz. S (t) ve S; (t) iki
fonksiyon olsun. Bu durumda,

b MiS ba(s M5y

165(t, 5) — &s(t, Syl = [|(An — nuS) — (Au - —nSh)||
NH NH
£,
< (= oy ) IS = Sil|5
£,
— Wslls - il

Daha sonra &g (¢, ) nin Lipschitz kosulunu sagladigint gosterecegiz. F (t) ve F; (t) iki

fonksiyon olsun. Bu durumda,

b (3 M; S ba(3M;S
e, ) - St Bl = 1| (25225 — () = (2555 () |

< (=7 —nu)llE— £

= U4||E — E4|.

Daha sonra &7 (t, I )nin Lipschitz kosulunu sagladigini gosterecegiz. I (t) ve I; (t) iki fonksiyon
olsun. Bu durumda,
16,(t, 1) = &,(t, || = [|(vE — (a +vr — 7 +nu)I)
— (ny — (a+vy —?"+77H)[1)H
<(—a—vi+r—nu)lll - 5L

= U] — L]
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Daha sonra Sg (¢, H) nin Lipschitz kosulunu sagladigimi gosterecegiz. H (t) ve H; (t) iki
fonksiyon olsun. Bu durumda,
16s(t, H) — &s(t, Hi)|| = || (o — (vir + p+na)H) — (al = (v + p+ne ) H)||
< (—=vig—p—nm)||H— Hl

= Wg||H — Hy|.

Daha sonra &g (¢, R) nin Lipschitz kosulunu sagladigimt gosterece8iz. R (t) ve Ry (t) iki
fonksiyon olsun. Bu durumda,
16,(t, R) — Sy (t, Ra)|| = ||(uH +rI —nuR) — (nH +rI —nuRi)||
< (=nu)||R — Ril|

Gi,1 =1...9cekirdekleri ¥; < 1,7 € 1...9 6zelligine sahip kontraksiyon (daralma) olma

kosulunu saglar. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Burada tiim baglangic degerlerini sifir olarak alip (4.1) denklem sistemi tekrar yazilacak

olursa;
_ 201 -p) 2p '
Mstt) = 2M(p) — pM(p)Gl(t’MS(t)) T2 (p) — pM(p) /o o Msw))dy,
MO = S35 O MO a7y | S b
_ 2(1-p) 2p '
Bs(t) = 2M(p) — pM(p)Ogs(t’ Bslt) + 2M (p) — pM(p) /0 Ssb: Bstw)dy,
Bilt) = g7y — g St i) + g |6 B
_ 2(1-p) 2p '
o 2(1—p) 2p '
B() = 3370 gy St B0) + gt [ 6ty B
_ 200 -p) 2p '
_ 2(1-p) 2p '
H(0) = g3 — A= S 1) + gyt [ @ty H ),
R0 = 53703~ B+ 537072y J, Sol RO
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Daha sonra agagidaki denklem sistemi, 6zyinelemeli bir formiil yardimiyla tanimlanabilir.

M0 = Gt = A S M O+ g2y |, S
M 0) = Pt M L (0) + g [ 60 )
B 1) = g0, B () + g 6 (0B )
B0 = 33705 = 31y S0 PO+ 257y, S B
5100 = a7 gy 5 50+ g7y |, S St
Bat) = 5yt = elt, Baa ) + [ el B
1) = g = g S o O g2y ) St ot
1) = = iy W Ho )+ 2y [t it
)= S = Ao Fe O+ g |, S R

4.5)

Ayrica, her bir denklemin farkliliklar1 agagidaki gibi yazilabilir:
__2(1-p)
2M(p) — pM(p)

2p t
Tt | (40 M5, ) — S0, M, 0y

<M5n+1 - MSn)(t)

(6.(t, Mg, (1)) — &,(t, Ms,_,(t)))

(Bs,,1 — Bs,)(t) 2M(2()1__pp]34(,0) (85(t, Bs, (1)) — &(t, Bs,_, (1))
2p t
* 2M (p) — pM(p) /O (6&;(t, Bs, (y)) — 6,(t, Bs,_, (y)))dy
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= 300 — iy (S5t 5(0) = st Sua (1)

2p t
T30 (0) — pM(p) /0 (S5(t. Su(y)) — Ss(t, Su-1(y)))dy,

_ 20—y
2M(p) — pM(p)

2p 6
" 2N () - pM(p) / (S6(y: En(y)) = Soly, En-1(y)))dy.

(Ent1 — En)(t) (Se(t, En(t)) — S4(t, Ena (1))

(st = 10 = g7 (S0 (6) — S5t s (1)

2p E
p 2M (p) — pM(p) /0 (6, (¢ In(y)) — 6,(t, Ln1(y)))dy,

2(1-p)
2M(p) — pM(p)

2p t
+ 2M (p) — pM(p) /0 (Ss(t, Ha(y)) — Ss(t, Ho-1(y)))dy,

(Hn-H - Hn)(t) =

(GS(ta Hn<t)> - 68(t7 Hn—l(t)))

2(1-p)
2M(p) — pM(p)

2p t
i 2M (p) — pM(p) /0 (&4(t, Ru(y)) — Sy(t, Ru_1(y)))dy.

(Rnt1 — Ro)(t) =

(So(t, Ru(t)) — So(t, Ru-a(t)))

Yukaridaki denklemlerin her iki tarafinin normunu aldigimizda,

_ 2(1-p)
2M(p) — pM(p)

2p ¢
i . 1080 M. () = 80 M., (0)

[(Ms,,, = Ms,)(1)]] (&, (t, Ms, (1) — &.(t, Ms,_,(1)))]]
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esitlikleri elde edilir.
Teorem 4.2 West Nile viriis modelinde, asagidaki esitsizlik saglandiginda bir ¢oziimii vardir:
T =maz{¥;} <1, i=1,2,...9. (4.6)

Ispat Teoremin ispatin1 géstermek icin dncelikle asagidaki denklemler ele alinsin.

ﬁJm<1‘) = n+1( ) Mg, (t), ﬁm(t) = Min+1<t) — M;, (t)a
Rsu(t) = Bs,,, (t) — Bs, (1), Km(t) = By, (1) — B, (1),
Rsn(t) = Sppa(t) — Su(t), Ren(t) = Enya(t) — En(t),
Ron(t) = L (t) — Ln(1), Rgn(t) = Hopa (t) — Hi(2),
Rou(t) = Rt (1) — Rau(t).
Ik olarak, &,,(t),
0] € g (0, M, () = 6 (1 Ms(0)]
O = / 16.(y, Ms, (1) — &,y Ms(v))ldy
M(p ) pM @)
2p h '
: (zM PR MU
2p " n B
< (310 i) * 3y o) TS~ Ml
Benzer sekilde
2(1-p) 2p "
19911 (705 = 1757 * 37 ) T~ Ml
2(1—p) 2p [
180011 < (ZM(p) —pM(p) ~ 2M(p) — PM(P)> 7B = Bl
2(1-p) 2p -
1900011 < (370 = 377 * T3 i) B~ Bl
2(1-p) 2p e
1011 (3505~ * 3377 i) TS Sl s
2(1-p) 2p " '
a0l = (2M(p) —pM(p) * 2M(p) - PM(P)> B = Bl
2(1-p) 2p -
15011 = (37051 * 307y i) Tl
2(1-p) 2p "
1011 = (5370~ v * 3G i) T4~ 4
2(1-p) 2p " en
18 (0] < (2M(p) —pM(p) " 2M(p) PM(P)> TR = Rl



Boylece, R, (t) — 0,7 = 1,2,...9, i¢cin n — oo bulunur.Boylece ispat tamamlanir.

4.1.2. West Nile Viriis Modeli icin Coziimiiniin Tekligi

Bu boliimde West Nile viriis (WNV) matematiksel modelinin benzersiz ¢oziimii gos-

terilecektir.

Teorem 4.3 (4.2) Denklem sisteminde gosterilen West Nile viriis (WNV) matematiksel mo-

deli, asagidaki esitsizlik saglandiginda benzersiz bir ¢oziime sahip olacaktir:

2(1-p) 2p ‘ y
(QM(p)—pM(p)+2M(p)_pM(p))\I}z§17 1,2,...11.

Ispat Diyelim ki (4.2) sisteminin ¢coziimleri Mg(t), M;(t), Bs(t), B;(t),
S(t), E(t), I(t), H(t), R(t) bununla birlikte, Ms(t), M;(t), Bs(t), Bi(t), S(t), E(t),

I(t), H(t), R(t) seklinde olsun. Boylece, asagidaki sistem yazilabilir.

310) = g7 = A S 0+ 2y |, St s
) = 5= g S0 WO+ 35777 | St
Bs(t) = 2M (/2)51—_/5\)4(/))063(?5’ Bs(®) + 2M(p) 2—ppM (p) /ot Ss(y Bsly))dy
Bilt) = 2M(2p()1—_/34(p) Sult, Bi®) + 2M(p)2—ppM(p) /ot Suly: Bily))dy
S0) = 33705 = 31 A0SO+ i ), S S

B0) = g7y Se(t B + g [ 6ty Bl

= 2(1—0p) = 2p =
10 =5m (p) — PM(p) i

(O = i — o€t A 0) + 2 [ et A




Yukaridaki denklem sisteminin her iki tarafinda normu alinirsa;

y 2(1 = p) i
[[Ms(t) — Ms(t)|| < M (p) = pM(p) 16, (t, Ms(t)) — &, (t, Ms(t))]]
2p t )
G i) J, 190 Ms(0) 1ty sty
2(1—p) Y 2004 -
< 10) _pM(p)\IhHMs Ms|| + T0) _pM(p)HMS Msg||.
(4.9)

Asagidaki esitsizlik yazilabilir,

( 2l—=p) 2p¥,y 1
2M (p) — pM(p) "~ 2M(p) — pM (p)

)HMS—Msto.

Boylece || Mg — Mg|| = 0,ise Mg(t) = Mg(t) oldugu agiktir. Ayn1 yéntem uygulandiginda
M;(t) = My(t), Bs(t) = Bs(t), Bi(t) = Bi(t), S(t) = S(t), E(t) = E(t), I(t) = I(t)ve

H(t) = H(t), R(t) = R(t) olarak yazilir. Bu sonuglara gore, modelin benzersiz bir ¢oziimii

vardir.
4.1.3. West Nile Virus Modelinin Niimerik Coziimii

Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi i¢in genisletilmis West Nile Viriis modeli sistem (4.2)’de

tanitilmistir. Sistem (4.2) temel analiz teoremi ile yeniden diizenlenmis ve (4.10) denklem
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sistemi G;,1 = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 cekirdekleri icin agagidaki gibi elde edilir:

(

Ms(t) = Ms(0) = 375G (t, M(1)) + w5 Jo Ga(r, My(7)),
M;(t) — M;(0) = Ay—PGz(t, Mi(t) + 30 [y Go(r, My(7)),

Bs(t) — Bs(0) = 575 Gs(t, Bs(t)) + 3y Jy Ga(r, Bo(7)),

B;(t) — B;(0) = 1 p G4(t Byi(t)) + fo Gu(T, Bi(7)),
S(t) = 5(0) = 777 pG5(t S(t) + fo Gs(1,5(7)), (4.10)
E(t) — E(0) = 375G (t, E(t)) + 3 J, Go(7, E(7)),

I(t) = 1(0) = 375 Ga(t, 1(1)) + ﬁ [y Ga(r,1(7)),

H(t) — H(0) = 375 Gs(t, H(1)) + 557 Jo Gs(7, H(7)),

R(t) — R(0) = 375Ga(t, (V) + x5 Jy Galr. R(r).
Boylece ,

M5n+1 - MS(O) 1_ Gl(tnaM )fth G1 7' M( ))

M, ., — M;(0) = 375 Ga(tn, Mi(t)) + qu Gy (1, My(7)),

BSn+1 - BS(O) = ﬁGi{(tn, Bs(tn)) + ]\4L f0n+1 G3(7_, Bs(T)),
Bi,., = Bi0) = 375 Galtn, Bultn)) + 3 Jo™* Galr, Bi(7)),
§ Sunalt) = S(0) = 278Gt S(t)) + 3y 17 (7, S(7)), @11

Epy1(t) = B(0) = 3:8Go(tn, E(tn)) + 3455 Jy Gol7, E(7)),
Lysa(t) = 1(0) = oGt I(ta)) + 5 Jy™ Galr (7)),

Hyoia(t) = H(0) = 575 Gs(tn, H(ta)) + 3175 Jy"™ Gs(r, H(7)),

Rpa(t) — R(0) = ﬁG’Q(tm R(t,)) + M(p th Go(7, R(T)).

veE
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Ms, = Ms(0) = 75 Gi(tn—1, My(ta1)) + 355 Jy" Gi(r, Mo(7)),
M, — Mi(0) = 375 Ga(tn-1, Mi(tn-1)) + 37t fo" Ga(T, My(7)),
Bs, — Bs(0) = 375Gs(tn-1, Bs(ta-1)) + 375 o Ga(7, By(7)),
Bi, — Bi(0) = 375 Ga(tn1, Biltn 1)) + 55 Jy" Ga(7, Bi(7)),
Sn—8(0) = t&G5( n—1,8(tn-1)) + 55 Jo" Gs(7,8(7)),
B, — E(0) = 375 Gs(tn-1, E(ta-1)) + 355 Jo " Go (7, E(7)),
I, —1(0) = ﬁG7(tn—la I(tn-1)) + 55 )" Gr(r,1(7)),

H, — H(0) = 375 Gs(tar, H(ta)) + 505 Jo" Gs(r, H(T)),

\Rn — R(O) = ﬁGg(tn_l, R(tn_l)) + % fon Gg(T, R(T))

elde edilir. Burada (4.11) denklem sisteminden (4.12) denklem sistemi ¢ikarilirsa asagidaki

denklem sistemi elde edilir. Buradan,

Ms, ., — Ms, = 375{Gh(tn, My(tn) = G (tnr, My(ta1)} + 55 f " Ga(t, Mi(2)),
M, ., = My, = 375{Ga(tn, My(tn)) — Ga(tn—1, Mi(ta1))} + w5 Jo"* Galt, Mu(1)),
Bs,,s — Bs, = 3705{Gs(tn, B(tn)) = Ga(tn-1, Bs(tn-1))} + 375 f " G(t, Bs(1),
Biyy = Bi, = 315 {Gu(ta, Bu(ta)) — Galtu-r, Bilta1))} + m S Galt, By(1)),

St = Sn = 375{Gs(tn, S(8)) = Gs(tn1, S(tn 1))} + 7 S Gs(t, S (1)),
En1 — By = 375{Go(tn, B(tn)) = Go(tn1, E(tn-1)} + 55 Jo" ™ Gs(t, E(1)),
Ly = Iy = 375G (tn, 1(tn)) = Goltn1, I(ta 1))} + 55 [, Gr(t, 1(1)),
Hyi1 — Hy = 3754 Gs(tn, H(tn)) = Gs(tu-1, H(tn-1))} + 35 S Gs(t, H(t)),

| Bt = R = 375{Go(tn, R(tn)) = Goltu-r, R(ta-1))} + 35 [, Golt, R(D))-

yazilabilir. (4.12) ve (4.11) denklem sistemlerinden,
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Gi(tn-1,Ms,, ;)

St Gt My(£))dy = fi {1 — 1 y) — St — 1)

h

= PG (tn, Ms, — 5G1(tu-1, Ms, ),

S Golt, My(0))d, = [+ { Qo) (; g, ) Coltacrilitoci ;)3

- %Gg(tn, Mt") - %GQ(tﬂ_l? Mtn—l)?

S Galt, Ba(t))dy = [+ {GolaBad g, ) — Galtaosltaca) )3

= %GE}({:"“ BSn) - %G3(tn—1; Bsn,1)7

n n n;DOtn G tn—hBtn_l
fttn L Gy(t, Bi(t))d, = fttn +1{%B)(t —tpy) — %(t —t)}

= %G4<tn7 Btn) - %G4(tn71, Btn,1>7

St Gt S(0)dy = [y {FG (8 — b, y) — Pl — 1))

= %GS(tna Sn) - %G5(tn—1> Sn—l)a

2

[ Go(t, B(t))d, = [ {GelmBu) (p oy ) GolnobBat) (g ¢ )}

ln tn h

= 3 Gg(tn, Ey) — 2Go(tn—1, En_1),

L/;tnnJrl G7(t, I(t))dt = tin+1{_G7(t}:“I") (t . tn—l) o G7(tn7h1,ln—1) (t _ tn)}7

= %G7<tn7 In) _ %G?(tnfl, In,1)7
Jo Gt H())dy = [ { St (p —p,, ) — Slepti) (p g, )},

— UGy(ty. H) — §Gultcr, B,

J;in+l Gg(t, R<t))dt = tin+1{G9(tzan) (t _ tn—l) o GQ(tn—;L,Rn—l) (t _ tn)};

= 20 (ts, B2) — 5Go(tns, Rucr)

elde edilir. Dolayisiyla,
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Mg, ,, = Ms, = 375{G1(tn, Ms,) = Gi(tar, Ms, )} + 525G (tn, Ms, )
— 57 p)G1< n—-1,Ms, )

My,yy = My, = 375 {Ga(tn, My,) = Ga(tn-1, Mi(tn-1)} + 53705 Ga(tn, My,)
— a1 Gatn-1, My, _,)

Bs,., — Mg, = M—_(,%{Gz(tn, Bs,) — G3(ty—1,Bs,_ )} + %Gs(% Bg,)

- QAZ}(Lp) G3(t’n—17 BSn71)

Bi,.., — By, = %{Gzl(tn;Btn) — Gy(tn—1, My(tn—1)} + Soph G4(tn7Btn)

n 2M(p)
— 5y Galta-1, Br, )
Syt — On = W’?){C%(tm Sn) = Gs(tn-1,Sn-1)} + %G5(tm Sh)
2G5 (a1, Sn_1)

- 2M(p)
En+1 _En: ﬁ{G%(tn;E) GG( n— 17 n— 1)}"‘ 3ph G6(tmE>

- QZ\Z]EP) G6(tn—17 En—l)

[n-l—l - [n == ﬁ{G’?(tna [n) — G7<tn—17 [n—l)} + %G7(tn> In)

— Lk G'?(tnfl; Infl)

2M (p)

Hn-‘rl - Hn = %{GS(t’mHn> - GS(tn—h n— 1)} + 3ph GS(tna H )

T oM p)G8< n— laanl)
Rn+1 - Rn = ﬁ{GQ(tmR ) GQ( n— 17 n— 1)} + GQ(tnaR )

- QAZ}(Lp) GQ(tn—ly Rn—l)

\

bulunabilir. Sonug olarak asagidaki sistem elde edilebilir.
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Ms,,, = Ms, + (452 + 525) G (ta, Ms,) + (82 + 5) G (tn-r, M, ),
My, = My, + (578 + 535055) Galtn, My,) + (314;(5) + 55) Galtn 1, M, ),
Bs, ., = Bs, + (% + 3 h )Gs(thSn) (% + Mh G3(tn-1, Bs, ),
Bin+1 B;, + (gxl/[_(;))) + 21?5(,Zp))G4(tn’ Btn) + ((Al[(ﬁ; + 2]\2?,;)) ( n-1, Bi, 1)

M(p) (p) p
Eni1 = En+ (578 + 5325) Go(tn, Bn) + (572 )) + 55t5) Goltn1, En-1)
Ly = In+ (578 + 53505) Gt 1) + (578 + M(p))@( ety Int)
Hop1 = Hy + (S8 + 5325) Gs (b, Hy) + (578 + 575) Gs(tn1, Huh)
| Rnsr = Ro+ (§72 + 5255) Gy (tn, R) + (572 + 3825) Goltn1, Rui)

Ms,,, = Ms, + (78 + 5525) G (tn, Ms,) + (578 + 5857) G (tn-1, Ms,_,) +' RE,
M, = M, + (572 + ﬁ@% Gs(tn, Mi,) + (§78 + 50) Galtn—1, My, _,) +* B2,
Bs,., = Bs, + (578 + 5225) Ga(tn, Bs,) + (572 + 5) Ga(tn1, Bs,_,) +° RL,
Bi,., = Bi, + (§72 + 535) Galtn, Br,) + (S22 + 35) Galtu-r, B, ) +1 RY,
Snir = Sn+ (578 + 53205) Gs (tn, Sn) + (578 + 5fe5) G (tn-1, Sn1) +° RE,

Eni1 = En+ (578 + 53005) Goltn, Bn) + (S78 + 5557) Go(ta-1, En 1) +° R,

Liwr = L+ (S5 + g8 Gr(tn In) + (578 + 587(7) G (tums, Luma) +7 RY,

Hyor = H, + (%Jr 22s) Gt Ho) + (Y78 + 55) Gs (b1, Hua) +° B2,
Rpr = R+ (578 + 5325) Goltn, Ra) + (572 + 505) Goltn-1, Rn1) +° RY,

bulunur. Buradan,

IRl < L (+1) M, i = 1,2,3,4,5.6,7,8,9.
P M(p)

elde edilir.

(4.2) West Nile Viriis matematiksel modelinin simiilasyonlar1 asagida ayrintili bir

sekilde gosterilmistir. Simiilasyonlardaki baslangi¢c kosullar1 ve sabit degerler Blayneh ve
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dig. (2010) calismasinda alinmasgtir.

T T T T T T

10000

8000

6000

MS(t)

4000 1

2000

t

Sekil 4.1. Mg fonksiyonunun farkh p degerleri icin simiilasyonlari

Sekil (4.1) her p degeri icin Mg bulagma olasilig1 olan enfekte olmamis sivrisinegin

azaldig1 goriiliir.

1200
1000 |

800 -
R p = 1
400 -

200

t

Sekil 4.2. Bg fonksiyonunun farklh p degerleri icin simiilasyonlari

Sekil (4.2) her p degeri icin Bg bulasma olasilii olan enfekte olmamis kuslarin

azaldig1 goriiliir.
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600 | .
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400 . — p=09
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200t .
0 L
0 10 20 30 40 50

t

Sekil 4.3. S fonksiyonunun farkl p degerleri icin simiilasyonlari

Sekil (4.3) her p degeri icin S bulasma olasilig1 olan enfekte olmamig insanlarin

azaldig1 goriiliir.

10000

8000

6000

MI(t)

4000 r

2000

t

Sekil 4.4. M fonksiyonunun farklh p degerleri icin simiilasyonlari

Sekil (4.4) her p degeri icin M enfekte olmus sivrisinegin arttig1 goriiliir.
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1000 r

800

600 1

BI(t)

400 1

200

t

Sekil 4.5. B; fonksiyonunun farkh p degerleri icin simiilasyonlari

Sekil (4.5) her p degeri icin B; enfekte olmus kuslarin arttig1 goriiliir.

t

Sekil 4.6. I fonksiyonunun farkh p degerleri i¢in simiilasyonlari

Sekil (4.6) her p degeri i¢in [ bulasici olarak adlandirilan insanlarin sayisinin arttigi

gorilir.
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500 ]
400} ]
< 300} 1 — p=1
L
— p=0.9
200}
— p=0.8
100 | ]
of ]

t

Sekil 4.7. E fonksiyonunun farkh p degerleri icin simiilasyonlar:

Sekil (4.7) her p degeri icin E viriis ile enfekte olmus insan sayisinin oncelikle artip

belli bir t degerinden sonra azaldig1 goriiliir.

— p=0.9
— p=0.8

t

Sekil 4.8. H fonksiyonunun farkh p degerleri icin simiilasyonlari

Sekil (4.8) her p degeri icin H enfekte olup hastahanede tedavi goren insan sayisinin

arttig1 gorilir.
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40 50

20 30
t

Sekil 4.9. R fonksiyonunun farkh p degerleri icin simiilasyonlari

Sekil (4.9) her p degeri icin R virlise yakalanip hastalik neticesinde iyilesen insan

sayisinin arttig1 goriiliir.
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5. SONUC

Bu tezde West Nile Viriis matematiksel modelinin analizi yapilmistir. 1lk olarak
tam sayil1 mertebeden matematiksel model kesirli mertebeden Caputo-Fabrizio operatoriine
genisletilmistir. Genigletilen modelin sabit nokta teoremleri yardimiyla varlik ve teklik
cOziimleri incelenmigtir. Daha sonra model Adam-Basford yontemi ile niimerik olarak c¢o-
ziilmiistiir. Son olarak farkli kesirli mertebeden tiirev degerleri i¢in simiilasyonlart gos-
terilmistir. Sonug¢ olarak insanlar ve evcil hayvanlar arasinda ara konakci olarak kuglar
ile yayilan bu viriisiin matematiksel modellemesi ile analizi yapilarak onemli bilgiler elde
edilmistir. 1k olarak enfekte olmamus sivrisinek, kus ve insan popiilasyonlar1 azalirken en-
fekte olmus sivrisinek, kus ve insan popiilasyonlarinda 6nemli bir artis gézlemlenmistir.
alinan oncemler ve yapilan tedavi uygulamalar1 sonucunda belli bir zamandan sonra en-
fekte olan insan popiilasyonunda azalma oldugu saptanmigstir. Bu durumla paralel olarak
enfekte olan sivrisinek ve kus popiilasyonlarinda da gozle goriiliir bir azalma olmustur. Son
olarak iyilesen insan popiilasyonu hizla artarak devam etmistir. Bu sonuglar bir matematik-
sel modelin kesirli tiirev operatorleri ile analizinin yapilmasinin siire¢ hakkinda daha kolay
ve giivenilir yorum yapilmasini saglamistir. Bu tezi okuyan geng arastirmacilarin West Nile
Viriis modelini farkl kesirli tiirev ve integral operatorlerine uygulayarak burada elde edilen

sonuglarla karsilagtirllmasinin 6nemli bir calisma olabilecegi kanaatindeyiz.
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