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VEYL HIPLRVUZEYLLRINDE GENELLESTIRILMIS
DARBOUX FONKSIYONU

Fiisun OZEN

Luanhtar Helhmcler:Komplemanter vekidr. gencllestirilmis tdrev, ge-
nellestirilmis kovaryant tirev, tendands, rormal egrilik, Chebyshev ge-
belesi. geodezik efrilik, geodezik burulma. kongrians. genellestirilmig
Darboux fonksiyonu.

Ozet:Bu cahsmanin birinci ve ikinci béliimlerinde vektdr alenlannmn ge-
nellestirilmis kovaryant tirevleri ve bir Wey!l uzayina wit bir hiperytizeyde
Chebyshev sebekeleri ile ilgili bazi temel tamm ve teoremlere yer ver-
iimistiv. Uctincd boliimde &, bir Weyl uzayina ait bir dikgen s_istemdeki

§DA
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bir ¢ eérizi boyuncs ysy uzunlngunu gostermek tizere }}' 17 ifadesi

: ey
ele shinms ve genellestirilmis Darboux fonksiyonu elde edilmistir.

GENERALISED DARBOUX FUNCTION
IN A WEYL HYPERSURFACE

Fiisun OZEN

ceywords:Complementary vector, prolonged derivative, prolonged co-
variant derivative, tendency, normeal} curvature, Chebyshev net, geodesic
curvature, geodesic torsion, congruence, generslised Darboux function.

Abstract:In this work, after having given the fundamental definitions
related to the prolonged covariant derivatives of the vector fields and
Cheyshev nets in a hypersurface of a Weyl space, some theorem concern-
§DX
&ay,
ure length along a curve ¢ of the orthogonal ennuple in o Weyl-spuce
end we have obtained the generalised Darboux function.

. - . in L .
ing these concepts are proved. We next consider ,} s where 83 is the
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OZET

Bu ¢aligmanin birinei boliimtnde, Weyl uzayinin metrik tensériine ait uy-
dularin genellegtirilmig tiirevleri ve genellegtirilmig kovaryant tiirevleri tanim-
lanarak, nli bir sebekeye ait vektor alanlarina ve bunlann karsitlarina ait tirev
formiilleri verilmistir.

Ikinci bdliimde, Weyl uzaymn birinci ve ikinci cins Chebyshev gebekesi
tanimlar: verilerek bu tir sebekelerin, kendilerine kars: gelen egrilikler yardi-
miyla karakterizasyonlar: tzerinde durulmustur. Bu bdliimde ayrica

-6 K+ 2; K42 ,P K ifadesinin bir dogrultu fonksiyonu oldugu ispatlanmigtir.

Ugiincii béliimde ise, Wy hiperyiizeyinin her noktasindan bir egrisi gegmek
tzere Wy41 Weyl uzaymin (A) kongrilans egrisine ait A teget vektériniin kon-
travaryant bileseninin C' ve C' egrileri dogrultusundaki genellestirilmig ko-
varyant tlirevleri bulunmus, ayrica V; genellegtirilmig kovaryant tiirev semboli
olmak tizere D operatoru tammlanmistir. Bu operatoér yardumiyla Wi, 'e ait
bir (A) kongriansinin X teget vektori igin? dogrultusuna gére V dogrultusun-
daki genellestirilmig Darboux fonksiyonunun ifadesi gikarilmigtir. Bu ifadeden
yararlanarak A’'min W, ’e ait normaller kongriians: olmas: halinde genellestiril-
mis Darboux fonksiyonunun 6zel hali elde edilmistir.
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SUMMARY
DARBOUX FUNCTION IN A WEYL HYPERSURFACE

An n-dimensional manifold W, is said to be a Weyl space, if it has a confor-
mal metric tensor g;; and a symmetric connection satisfying the compatibility
given by the equation Vig;; — 2Tkg;; = 0, where T} denotes a covariant vector
and Vyig;; denotes usual covariant derivative. Under renormalization of the
fundamental tensor of the form §;; = A%g;; the complementary vector T; is
transformed by the law T; = T} + 8; In A, where ) is a function of the point. In
n-dimensional Weyl space W, the independent vector fields Yi (r=1,2,---,n)

determine an n-dimensional net (Y, y, cee V)

Let A be a satellite of g;; with weight {£}. d: A given by the equation
O;A = 0;A—kTiA,
is said to be the prolonged derivative of A and V,A, given by the equation

V,A=V,A—-kT.A

is called the prolonged covariant derivative of A.

The prolonged covariant derivatives of the vector fields yi and their recip-

loca.lsf}i are, respectively, given by
kai =fkvi7vk‘ﬁi =fkﬁ (i‘)k’aaa = 1,2’. o 7n)
[+ 4 [« 2" 3 o
From these formulas, it follows that

g
Ty cos ¢ =0,
o £

1.
5 Reri + 1V, Ty =0,

ViLy + 7y =0
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where R?,; and i are, respectively, the curvature tensor of W, and the angle
between the directions determined by V and V

Let W, (g:;, Tx) be a hypersurface, with coordinates u’(i = 1,2,--,n), of a
Weyl space Wpt1 (gap, Te) with coordinates z%(a = 1,2,-- - ,n+1) Suppose that
the metrics of W, and Wy4; are elliptic and that they are given, respectively,
by g,-jduiduj and gqpdz®dz® which are connected by the relations

gz‘j=gab$?$§ (a,6=1,2,---,n+ 14, =1,2,---,n)

where z¢ denotes the covariant derivative of z with respect to u. The pro-
longed covariant derivative of A, relative to W,, and W, 4, are related by

VkA=x,“;VcA. (k=1,2,---,n;c=1,2,---,n+1)

Let n® be the contravariant components of the vector field in Wy, +; normal
to Wa, and let it be renormalized by the condition gasn®n® = 1. The moving
frame {x;,na} on W,, reciprocal to the moving frame {z},n%} is defined by
the relations

a_t

nen® =1, nuz!=0, n’z =0, ziz)=4¢.

On the other hand, we have the covariant derivatives of z{ with respect to
k
u

Viz; = wign®.

We have the prolonged covariant derivatives of n® with respect to u*

. ) .
Vin® = —g?'wjrzf.

Let C : u/ = uJ(s) be any curve in W, passing through a point P and
m?, m?, the contravariant components of the tangent vector to the curve C
in W,, and W,4, which are renormalized by the conditions g,-jmimj =1 and
gepm®m® = 1, respectively.
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Hence
mVom=-K, -

is said to be the tendency of the 7 in the direction of the vector M in W,
where K, is the normal curvature of the curve C.

Let Vz and V*(r=1,2,---,n) be the contravariant components of the n
1ndependent vector fields V of an orthogonal ennuple in W,, and W,,4; which

satisfy the conditions g;; V V7 =1 and gV 2V? = 1, respectively.
Ir r r r .

If any one of the vector fields of the net (}/, y, cee, 1}/) is parellelly translated

along the lines determined by the remaining fields of the net, such a net is called
a chebyshev net of the first kind.

A net is said to be a Chebyshev net of the second kind, if any of its
(n—1)-dimensional area elements determined by the fields of the net is parellelly
translated along the lines determined by the remaining field of the net.

Coressponding to these two kinds of Chebyshev nets, the Chebyshev cur-
vatures of the first and second kind are, respectively, defined by

=gskyk (a,b,c,k=1,2,---,n;a7$b)

and

a a
=TVE (a,b,k=1,2,---,n;a#b).
p=TV" (a n;a # b)

In addition we have s s
¢=dirt

where gs are the geodesic curvatures of the net considered.

Then we have
V°V V“_ ICn +TVz e
rp 3
and

VIV = Ko (Y
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where K = w,-kl/i;/" may be regarded as the invariants of the geodesic tor-
ry .

sion of the curve of the congruence with tangent vector }_/' and the functions

K= w,-jl/iyj is the normal curvature of W, in the direction of the vector of

rr

components V*.
a

It is shown that the expression

3

-6, K +2 glC +2f’l€

is a function of direction.

Let A° be the contravariant components in W, of the tangent vector X
to a curve of the congruence (A) such that one curve of the congruence passes

through each point of W,,. Resolving X tangentially and normally to W,, we
have
A =t"zl +rnf.

Let gj* = v]’tm —rg*™w,; and s; = t™Wjm + er. Hence,

Vi = g; To, + Si0°.

Let us define the operator D,
D =z$g"V;

where the operator V ; is the symbol of the prolonged covariant differentiation.

We choose n congruences of an orthogonal ennuple of the vector field
Y(1,2,---,n) which are normalized by gin’l/’ = 1, in the hypersurface
Wy (gij, Tk) of the Weyl space Wiy (gab, T¢) -

Consider ,??3—5? where s, is the arc length along a curve cp of the orthog-
onal ennuple in W,.

In this work, the two following theorems are obtained:

viil



‘We have obtained

5D/\
}Y]ka (Vigej — 5jwke) = 53 Y + 2V]Y ){)qe-?

where f = Tk;/".

We shall call ’Yj IY"Y ¢ (Vigej — Sjwke) as the generalised Darboux function
of the direction ;? with respect to the direction ?, h # l. We shall denote it
by Dajrhi-

When ) is normal to W,,, r =1, t =0 while quej = —vkwej . Hence,

5
Drr = £+ K T 2p
Similary, we obtained '
Din = =YV VYV Viwe;
Dlhh = —'}Yj’yk‘l/evkwje.

When ) is normal to W, then Dppi = Dinp 7 Drin. If space is a Euclidean
space, hence Dpp; = Dy,

ix



BOLUM 1
WEYL UZAYLARI

1.1 GIRiS
TANIM 1.1.1 Burulmasiz bir konneksiyona sahip n-boyutlu bir W,, ma-
nifoldunda, g¢;; konform metrik tensori ile konneksiyon arasinda
Vigij —29:;Tk =0 (1.1.1)

uygunluk kogulu varsa, W, manifolduna bir Weyl uzay: denir ve W,(g:;,Tk)
seklinde gosterilir. Burada Tj bir kovaryant vektdr olup Weyl uzayimn
komplemanter vektdri adini alir[l]. A bir skaler fonksiyon olmak tizere

Wn(gij, Tx) uzayinda, metrik tensorin
gii = Agij (1.1.2)
seklindeki bir dénligiimi altinda, T} kovaryant vektori
T =T+ O In A (1.1.3)

seklinde degigmektedir. Riemann geometrisindekine benzer gekilde Weyl

uzayimun g;; metrik tensorinin kovaryant tiirevi,
h h
Vkgij = Okgij — gl — ginl'j
dir. Burada I'%; ile gosterilen (I'}; = I}, ) konneksiyon katsayilar
k= {kl} — 9" (gmiTt + gmiTk — griTm) (1.1.4)

geklindedir. { kil }, gij ye ve tiirevlerine gore hesaplanmug ikinci cins Christof-

fel sembolleridir.
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TEOREM 1.1.1 (1.1.1) bagmntisiu saglayan bir simetrik konneksiyon i¢in
gi; metrik tenséri ve T komplemanter vektori tek tiirlii belli degildir.
ISPAT : Gij = A2 gij ve Ty = Tk + Ok In ) seklinde tanimlanan Jij tensori
ve T} kovaryant vektdril icin
Vidi; — 2i;Te = Vi (\2gi5) — 2X%gi; (Tk + Ok In \)
Ok A
— /\2ng2’]' +2A (k) g5 — 2/\2g,‘ka - 2/\2g,‘j%~
= A (Vigij — 29i;Tk)
bulunur. Buna gore g;; tensorii ve T} kovaryant vektorii (1.1.1) kogulunu

saglarsa, (§ij, Tk) ikilisi de bu bagmntiy: saglar.

SONUC Her Weyl uzayina, birbirlerine (1.1.2) ve (1.1.3) ile bagh olan
sonsuz sayida (gij, Tk), (dij, Tk), tensor ¢ifti karg: gelir.

TANIM 1.1.2 g;; tensorintn §;; = A2g,~j seklindeki bir normlanmasina
kargilik bir A bliyukligi
A=)\F4 (1.1.5)

seklinde degigiyorsa, A ya g;; tensériintin {k} agrlikl bir uydusu denir{2].
1.2 GENELLESTIRILMIS TUREV VE GENELLESTIRILMIS
KOVARYANT TUREV
TANIM 1.2.1 4, g;; nin {k} agirhkh bir uydusu olmak tuzere,
%A =0A-kT;A (1.2.1)
geklinde tanimlanan ;A ifadesine A’nin genellegtirilmis tiirevi denir[3].
TANIM 1.2.2 A, g;; nin {k} agirlikh bir uydusu olmak {izere,

V,A=V,A-kT,A (1.2.2)
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geklinde tanimlanan V,A biiyiikliigine, A’nin genellestirilmig kovaryant tii- V
revi denir. Burada VA aligilmig kovaryant tiirevdir[2].

TEOREM 1.2.2 g;s metrik tensorii ile bunun ¢* karsit tensdriiniin ge-
nellegtirilmis kovaryant tiirevi sifirdar.

ISPAT : (1.1.2) yardimuyla g;, tensériiniin agirligh {2} dir. g;,’nin genel-
legtirilmig kovaryant tlirevi alimirsa, (1.1.1) den

Vigis = Vigis — 2Tkgis = 0 (1.2.3)
elde edilir. g;, tensériiniin g*° ile gosterilen kargit tensorii arasindaki bagint

gisg’® = 61 (1.2.4)

2

seklinde tamimlandigindan, bu bagintinin her iki yaninin genellestirilmis ko-

varyant tirevi alimir ve (1.2.3) g6zontiine alinrsa,
Vi (9is9”*) = Vi (6{) =0
= (ngis) 9° + gis (ngj’)

= Gis (ngj’>
=0

bulunur. Esitligin her iki tarafi g ile arpilir ve ¢ indisi iizerine toplam

alinirsa
9'gis (Vig') = 8\ Vi
= Vig¥
=0 (1.2.5)

elde edilir.
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1.3 WEYL UZAYINDA TUREV FORMULLERI

Wa(gij, Te) Weyl uzayinda lineer bagimsiz V(a = 1,2,---,n) vektor

alanlarmin kontravaryant bilegenleri
9is V'V =1 (1.3.1)

kogulunu saglasinlar. g;, tensériiniin agirligy {2} oldugu icin V* kontravar-
: (¢4

yant vektor alanlarmin agirhgy {—1} dir.

V(a =1,2,---,n) vektor alanlar1 n-boyutlu ([1/',12/, +++, V) gebekesini be-
lirler.

Vay' =65, V,V'=6; (1.3.2)

bagintilan yardimi ile yi vektor alanlarinin karsitlar olan, {1} a.élrhkhﬁ

kovaryant vektdr alanlar: tanimlanmig olur[4].
yi ve /}/’ dogrultular: arasindaki ag 7 ile gosterildigine gore

iy —
gzayg/ = cos ¢

l/" kontravaryant vektdr alanlarinin genellegtirilmis kovaryant tirevi
Vi=T Vi (i,k,a,0=1,2,---,n) (1.3.3)
[+ 4 a o

geklinde yazlabilir. I‘}, karsit vektoér alanlarnin genellegtirilmig kovaryant
tirevi ise

. [+ 4 a o

V¥ = -T¥; (1.3.4)
geklindedir. Gergekten,ﬁ-yi = 82 esitliginin her iki yamimin genellegtirilmig
kovaryant tirevi alimirsa

Vi (12 Vi) = Vlﬁz) yi +V; (kai)

g
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veya
(Vkﬁ') VitTi =0
a o
bulunur. Son esitligin her iki yamV"j ile garpilip ¢ indisi tizerinden toplanirsa

(o) v¥; = -85,

elde edilir.
TEOREM 1.3.1 Bir Weyl uzayinda Z"k cos p = 0 bagntis1 mevcuttur.

ISPAT : (1.3.1) bagmntisimin her iki yamnin genellegtirilmis kovaryant
tirevi alinirsa, (1.3.3) yardimiyla

gis (VoY) ¥ +90 ' (VaY*) =0
gl 'V + g VLY =0
Trgia)'V* +Legia V'Y =0
fk cos p = 0
bulunur(2].
TEOREM 1.3.2 R}, ,, W,, uzaymin egrilik tensorii olmak {izere:
(a) 3Rk +nV[sTiy =0
(b) V[,'-fk] +Z’:1kfa1 =0
dur.

ISPAT: Norden’e gore[1]

zv['rva] Vz‘ = Vka‘ska
(1.3.5)
Rige =0T — 0,10, + 15, Ty — T, Tk
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olup, ikinci bagintida k& = ¢ konulursa

iki = 67‘]:121‘ - asrii + Ffrzrrgr‘:: _‘Firzsrzg (136)

bulunur. (1.1.4) kullanilirsa

61'I‘ii = ar ({ ' } — (6;T, + 6;@Ts _gisTi)> 3

St

=8, ({;i}—(T,+nTs—Ts)),

= 0, { Z,} —no. T,
st

elde edilir. Buradan,
631-‘:.1 - 83 { Z.} - naST‘l"
T

bulunur. Diger taraftan,

I‘fnr :’f-‘- { v }_(5:11Tf+6:-Tm_gmrTz) X

mr

1

i m g m m m
_{mr}{'si}—{mr}(és Tz+6i Ts — gisT )

- {m } (6:nTr + &-Tm - gmrTi)

81

{m} - (agnTi + 5:?1T3 = gisTm):|

+ (88T + 6T — gmeT) (67T + 67Ty — giaT™)

={rir}{ii}—{;}fi-{:;}T,+{,;,.}gi,Tm_Tr{£-;.

= Tm{ ™ } + gmrTi{ ™ } + 6 T.6™T; + 6L T,.6™T,
ST S?

- rgsme + 1,1 + T T, — gsrTme - gsrTiTi - T, T, + TsTr

A2 a)-{eb- e



r ve s indislerini kendi aralarinda degistirerek

| { ' }{m} -{ ! }Ti— {m}Tm+TrTs
ms r rs rs

bulunur. Bu ifadeler (1.3.5) de yerine konulursa

Risi =67'{ Z- } - narTs - 63{ l. } + nasTr
S 7"@
mr St Sr bis
ms 7t rs rs

{ l,} = s log /g

elde edilir.

oldugu hatirlanirsa

?

a,{ Z } = 8,,log /7 = 8,0,log \/7 = as{ 7’2, }
S W

elde edilir. Ote yandan

B R At

dir. Bu degerler R: ; nin ifadesinde yerine konulursa

R’f’si =-n (arTs - aaTr)
bulunur.
V. Ty = VT, = (0;T, — T:,T'k,) — (8, T, — TuI%)
= (8:Ts — 0,Ty) — Tx (Th, — T%))

= 0,Ts — 0T

(1.3.7)



i

oldugundan (1.3.7) ifadesi kullanilarak
R;,; = —2nV. Ty

veya

%Risi +nV Ty =0
bulunur(2].
(b) y* nin agirhg {—1} oldugundan, (1.2.2) bagintisina gore
Vk;/i = Vkl/i + TkaVi
dir. kai yerine (1.3.3) deki degeri yazilirsa
ViV =T Vi-T. V" (1.3.8)
elde edilir. V V* nin kovaryant tiirevi almrsa,
V, (ViY) =V, (VaV) - T (V2 V)
V. -ny) -Gy -ny)
=V, (GY*) -V, (ny) - T. BV + TLL.YY)

=y*’v

2Mq

& +C‘kavayi - yivsTk
~ TV, V - ThYV + LIV
=L +Td Y - VIV

- 1d, Y -ThY + T Y (1.3.9)

Buradan, & ve s indislerinin yerleri degigtirilerek
. . [ g . .
Vi (v.7) =iV, +1dyi - v,

-1, Vi -ThY + LY (13.10)
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bulunur. (1.3.9) ve (1.3.10) bagintilan taraf tarafa ¢ikarilirsa,
Vivily + yfidy + ViVeTy - ViV yi =0

elde edilir. Esitligin her iki yan: Tc/x', ile garpilip, ¢ indisi {izerinden toplam
alinirsa

Visly + Ty +nVpTy ~ViVvg Vi =0 (1.3.11)
bulunur. (1.3.5) de verilen 2V[,VV* = V'R, bagntis1 yi i¢in yazilirsa
2V[3Vk]‘}/'i = aV’Rik, elde edilir. Bu bagmtinin her iki tarafi V; ile carpilir

ve « indisi tizerinden toplam alinirsa

5 i lg i 1
ViV, Vn V' = §Vile kil = 5 ttski

g

bulunur. Son bagmnt: kullanilirsa (1.3.11) bagintis:

o+ nVETs) — 31’2’;“ =0 (1.3.12)

Visly + I 5

gekline girer. Teoremin (a) sikki geregince (1.3.12) den
Viege T3t =0

elde edilir[2].



~ BOLUM 2
WEYL HIPERYUZEYLERINDE
DOGRULTU FONKSIYONLARI

2.1 WEYL HIPERYUZEYLERI

Koordinatlar1 z%(a = 1,2, -+ ,n + 1) olan Wy41(gas, T.) Weyl uzayiun,
koordinatlant ui(i = 1,2,---,n) olan W,(gij,Tx) hiperyiizeyini gézoniine
alahm. W, ve Wy41'in metriklerinin, sirasiyla, g;;jduidu’ ve g,pdz®dz®
(a,6=1,2,---,n+ 152,75 = 1,2,---,n) ve eliptik olduklarim kabul edelim.
gi; Ve gqp arasinda - |

gij = gapziz] (2.1.1)
bagintilar1 meveut olup, burada z? ; z° mn u’ ye gore kovaryant tiirevini

gostermektedir.

Bir A uydusunun W, ve Wp,’e gore genellegtirilmig kovaryant tiirevleri

arasinda
Vid=z(VeAd (k=1,2,---,n;¢=1,2,---,n+1) (2.1.2)

bagintis1 mevcuttur.

Wy, nin Ty komplemanter vektori ile Wy41’in T, komplemanter vektori
birbirlerine
Ty =z .. . (2.1.3)

bagintilan ile baghdir.

Wiaai'e ait ve gopn®n® = 1 olacak sekilde normlanmg olan, normal vek-
toriin kontravaryant bilegenleri n* olsun. W,’de tamimh {z¢,n®} hareketli

gatisi ile {a:fl, na} karsit hareketli ¢atis: arasinda

nana = ]-a naz;‘l = 07 naxfz = 01 x;‘zxi = 6{ (214)
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bagmtilan tanimlanmigtir{1].

z? mn agirhmn {0} oldugu gbzdniine alinarak, (2.1.4), in her iki

yamnn u? degigkenine gére genellestirilmig kovaryant tiirevi alinirsa,
Vi (x;‘x{z) =V, (5;7) =0
Vi (2sf2]) =Vialz] + 2fVie) (2.1.5)

=0
bulunur.

Vizi = win® (2.1.6)

oldugu hatirlanirsa[l], (2.1.5) ve (2.1.4)3 bagintilarindan
win®zd + 28Vl = 22Vial =0 (2.1.7)

elde edilir. Buradan z® koordinatlarinin bir fonksiyonu-olarak disiniilen ve

Wht1'e ait olan Vizd min W,’e dik bir vektor oldugu anlagilir. Bu durumda
Vizl = Qin, (2.1.8)

geklinde ifade edilir[5].

TEOREM 2.1.1 W, 41 e ait, gopn®n® = 1 olacak sekilde normlanms olan

normal vektériin kontravaryant bilegenleri n® olmak {izere,
an“ = ——g’.jwikx; (2.1.9)
dir.
ISPAT: gapn®n® = 1 ifadesinin her iki tarafimin u* ya gore genellegtirilmig
tlirevi alindiginda ve Teorem 1.2.2 kullamldiginda
9asVin®n® + g4 Vin®n® =0

bulunur. g,; fonksiyonu simetrik oldugundan a ve b indislerinin yerler:

degigtirilebilir. Bu takdirde,

gabvkn“nb =0
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bulunur. Buradan an“ ile gqpn® nin birbirlerine dik oldugu anlagilir.
gapn®, Wit1'e ait normal vektdriin kontravaryant bilegenleri oldugundan,
\v/ kn®, Wy, hiper yizeyine ait bir vektor olacaktir. Bu nedenle,

Vin® = z%4] (2.1.10)

geklinde yazilabilir. (2.1.4), ifadesinin her iki tarafinin u* ya gore genelles-
gore g

tirilmig tiirevi alimir ve Teorem 1.2.2 kullamilirsa
Vi (z314) = Vi (gapzin®)
= gasVrz?in® + ga Vinlz?
=0

elde edilir. (2.1.6) ifadesi yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa ve g,pn®n® = 1

oldugu hatirlanirsa
Vi (zin®) = wix + gabvknbx?
=0

elde edilir. (2.1.10) ve (2.1.1) ifadesi son esitlikte yerine yazilirsa,

Vi (z¢n,) = wik + gijA.i

=0
bulunur. Bu ifadenin her iki tarafi g* ile ¢arpilirsa
Al = —gtwyy, (2.1.11)
elde edilir. Buradan (2.1.11), (2.1.10) da yerine yazildiginda,
Vin® = —gijwikx_‘;

olarak bulunur.

TANIM 2.1.1 gasn®n® = 1 olacak sekilde normalize edilmis W,y 1’e ait
7t normal vektori ile ayni gekilde normalize edilmis W, ’e ait 77 vektori igin

m V7 m ifadesine 7 normalinin 7 dogrultusundaki tendans: denir.
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TEOREM 2.1.2 Normalin, yiizeye ait herhangi bir dogrultudaki tendansz,
bu dogrultudaki normal egriligin negatifine egittir. Yani m, W,’e ait bir
vektor olmak {izere, A ‘
mVam=-K,
dir.

ISPAT: Normalize edilmig m teget vektérinin Wi,41'e ve W, ’e gore kon-

b b b

travaryant bilegenleri, sirasiyla, m®? ve m* olsun. m® = zm* oldugu goz

ontine alimir ve (2.1.9) ifadesi kullanilirsa,
mPVin? = mFVn®
= —gﬂwkja:?mk
elde edilir. Her iki taraf g,.m° ile garpilip a ve c indisleri tizerinde toplam

alinirsa,
(mbvbn“) Gacmn® = —-g"wkj:z:?'nikgacx;mp

il k
= —g"wrjgipm " m? -

kmp

= 89w
= 6pwk3m
= —wkjmka

bulunur. Burada, (1.2.2) yardimuyla
(mbvbn“) gacm® = mb (Vn® + Tkn®) goem®
= (mbvbn“) Jacm®

oldugu kolayca goriiliir. O halde

~K, = (mbvbn“) gacm®



~14 —

2.2 WEYL HIPERYUZEYLERINDE BiR DOGRULTU
FONKSIYONU

W, uzayina ait lineer bagimsiz ? (r=1,2,---,n) vektor alanlarimin, sira-
siyla, W,41 ve W, ’e gore kontravaryant bilesenleri y“ ve l/" olsun ve W, de
g,:j}_/’yf = 1 ifadesi ile normalize edilsin. V, vei;i ise }?vektér alanlarinin
karsitlarmin W,; ve W,’e gore kovaryant bilegenlerini gostersinler. Bu
takdirde,

Ve =atVi, V, =iV (2.2.1)
ve
9aV°V? = 6], gun’V’ =0 (2.2.2)

dir. }_/'i vektor alanlan icin tiirev formiilleri ise

ViV =TV (s=1,2,,n) (2.2.3)
seklindedir(4].
TANIM 2.2.1
T=Ty* (a,b,c,k=1,2,-"nja #b) (2.2.4)

seklinde tanimlanan ’Zbg buyikliklerine gebeke egrilerinin birinci cins Cheby-
shev egrilikleri denir({6].

TANIM 2.2.2
é‘: FVE (@b k=12 ,nja#b) (2.2.5)

geklinde tanmimlanan i)a buyikliklerine sebeke egrilerinin ikinci cins Cheby-
shev egrilikleri denir.

(2.2.1); in her iki tarafinin u* ya gore genellegtirilmis kovaryant tiirevi
almirsa ve (2.1.6), (2.2.3) ifadeleri kullanilirsa

ka“ =Vk (mg.yi)
=V,,x;‘y" + z?vkyi

. g .
=w;xn®V"* + xf T.V*
r r's
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bulunur. Son ifadenin her iki tarafi ;f" (r=1,2,--- ,n.) ile carpilir ve k
tzerinden toplam alinirsa, (2.2.4) den

V"VkV“ = w,kV’an“ + TVize (2.2.6)

rp 8

dir. Buradaki ifadede T, Wy'e gore birinci cins Chebyshev egrilikleridir.
e 4

Diger taraftan,

K= wik}_/i;/k (2.2.7)

rp
fonksiyonlari, teget vektori l/'i olan kongriians egrisinin geodezik burulma
sabitleri olmak tizere (2.2.6) ifadesi

Vkka“ = Kn" + TVize (2.2.8)

rp S

gekline dontgtiirilebilir.

gapn®n® = 1 ifadesinin her iki tarafinin u* koordinatlarina gére kovaryant

tirevi alimir ve Teorem 1.2.2 gbz oniine alinirsa Vi (gabn“nb) = 0 dan,
gasVin®n® =0 (2.2.9)
bulunur. Dolayisiyla (2.2.9) ifadesinden
. P
Vin® =Ak;/a

oldugu anlagilir. Bu ifadenin her iki tarafi l/k ile carpilip & indisi tizerinden

toplam alinirsa,

Y Vin® = BV (2.2.10)

TP

bulunur. Burada B V’i‘lk olarak alinmaktadir.

(2.2.2), ifadesinin her iki tarafinin u* ya gore genellestirilmig tiirevi ali-
nirsa ve ;/" ile her iki tarafi garpilarak k¥ indisi tizerinden toplam alimirsa
(2.2.2)4, (2.2.6) ve (2.2.10) yardimyla rﬁ = _er: bulunur. Bu takdirde
(2.2.10) ifadesi

V"an =-TKV* (2.2.11)

gekline doniigur.



-16 -

TANIM 2.2.3
=TV (s,mk =1,2,..,n) (2.2.12)
geklinde tanmimlanan ; biyiikliklerine gebeke egrilerinin geodezik egrilikleri

denir.

TEOREM 2.2.1 =6, K + 2 ;IC + 2fIC ifadesi Weyl hiperylizeyinde bir
dogrultu fonksiyonudur.

ISPAT: W, ’e ait r-nci kongriians egrisi dogrultusundaki normal egrilik K
dir. (2.2.11) nin her iki tarafi gabl/b ile garpilir, @ izerinden toplam ahmirsa,

b ke 2} = _% byra
gV (V*Vin®) = —2K (367°7*)
bulunur ve (2.2.2); yardimiyla
K = wi; V'V’ (2.2.13)

olmak tizere
g,,,,y"y"vkn“ =-K (2.2.14)

elde edilir. (2.2.14) in Y" dogrultusunda tiirevi ahnmir ve K nin invaryant
oldugu hatirlanarak Vj, K = V; K oldugu gozoniine aliirsa,

—TVthr/S: =gab (thhyb> kakna

+ gab}_/b (},’hvh}/k) Vin®

+ 9asV PV (y"v,,vkn“) (2.2.15)
elde edilir. (2.2.6) yardimiyla

VEVAY = Knb 4+ (Vic} (2.2.16)
bulunur. (2.2.3), (2.2.11) ve (2.2.16) yardimyla (2.2.15) ifadesi igin
YV =au (50 V) (PEY)
+ gab}fb (}/h fhyk) Vin®

+ gab}/b};’k}/hvnvkn“
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bulunur. Nihayet, (2.2.2) ve (2.2.11) ifadelerinden
—V*VAK = =2 (K + gus V'YV PV Vin®

rr rr

geklinde elde edilir. é, K, K nin r-nci konglirans egrisi dogru.ltusunda.kl tirevi
olmak iizere (2.1.2) ve (2.2.1); den, -
—6r K +2 glc = gus V' VYV *V4Ven® (2.2.17)
yazilabilir. n® mn agirhig {—1} oldugundan (1.2.2) yardimiyla
Ven® =Von® + Ton® (2.2.18)
dir. (2.2.18) ifadesinin her iki taraft 1/“ ile garpildiginda (2.2.11) yardimiyla
VVen® =-ZKV* - T.V°n . (2.2.19)
Prep
bulunur. [7]’e gore
VaVen® = VVen® + ViTen® + T,Vgn® + TyVen® + TyT.n®  (2.2.20)

dir. (2.2.20) ifadesi (2.2.17) de yerine yazilir ve (2.2.2), (2.2.19) ifadeleri
kullamilirsa,

6K +2 g“’ic +2PK = g V'V Y *VaV,n® (2.2.21)
elde edilir. Bu ifadede
P= ViTy (a,bc,d=1,2,..,n+1) (2.2.22)

dir. (2.2.21) ifadesinin sag tarafi yalmzca Yd vektorlerinin dogrultusuna,

yani n-li dikgen sistemin r-yinci kongriiansina baghdir.

Wy, hiperylizeyi Riemannien iken g;; metrik tensérii normallegtirilebilir,
oyle ki T, = 0 dir ve (2.2.21) ifadesi [8] de elde edilmis ifadeye indirgenir. c
ile d nin yerdegigtirmesinden (2.2.20) ifadesinde

ViaVen® — Ve Vyan® = (V4Ven® — Vo Van?) + (ViTen® — V. .Tyn®)
=VgVgn® + VigTgn® (2.2.23)
bulunur. Diger taraftan (2.2.17) ifadesinde ¢ ve d yer degigtirdiginde
gaby"ycydv[dvc]n“ =0 (2.2.24)

elde edilir. Bu takdirde V[V n® ile go3}® birbirlerine diktir ve (2.2.23) den
VaVgn® + Vg Tgn® nin W, igin normal dogrultusunda oldugu goruliir.



BOLUM 3
BiR WEYL HIPERYUZEYINDE
GENELLESTIRILMIS DARBOUX FONKSIYONU

3.1 GENELLESTIRILMIS DARBOUX FONKSIYONU

Wht1'e ait, Wy nin her P noktasindan bir egrisi gegen bir (1) kongriians:
gbzoniine alalim, 6yleki kongriiansin teget vektoriiniin kontravaryant bilegen-
leri A¢ (¢ =1,2,---,n + 1) olsun. W,’e gore X nin normal ve tegetsel bileseni
gozonine alinirsa,

A =t"zl +rnt (3.1.1)

yazilabilir.

C : ! = u/(s) denklemi ile verilmig ve Wn’e ait bir P noktasindan
gecen herhangi bir egri olsun. m? ve m¢, C egrisi i¢in, sirasiyla, Wyrve W,11’e

goére normalize edilmig birim teget vektoriin kontravaryant bilegenleri olsun.

X nin C egrisine gore genellegtirilmig kovaryant tiirevi (2.1.6), (2.1.9) ve
(3.1.1) ifadeleri yardimiyla,

VA =V, (t™z, + rn)
= Vjtmxfn + tmvjxfn + vjrnc + rvjnc
= V;t™zl, + wimnt™ + V;rn® — rg*™w 28,
= (Vjtm - rgkmwjk> x5, + (wjmtm + vjr) n® (3.1.2)
olarak bulunur. Burada,

¢ = V™ —rg*Mwi, s = t"wim + VT (3.1.3)
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olarak alindifinda (3.1.2) ifadesi,
ViA® = ¢z, + sjn° (3.1.4)

geklinde yazlabilir. Simdi D operatdriinii, Vi genellestirilmig kovaryant
tiirev olmak tizere
D = z2gVV; (3.1.5)

seklinde tanimlayalim.

Wa(gis, Tr) Weyl uzayinda lineer bagimsiz g/ (a=1,2,--+,n) vektor
alanlarmni ele alalim. Bu vektor alanlar1 n-boyutlu (1V’ y, ceey ,Y) gebekesini
belirler. W,deki n-li dikgen sisteme ait bir ¢ . .(h =1,2,---,n) egrisi bo-
yunca yay uzunlugu s, olmak tizere Vi %—%V} ifadesini gozontne alalim.
(3.1.5) ifadesi yardimyla,

§DX
dsh

= }kak (m?gijvj/\c)
= kavkx?gijvj')\c + ,}/"x;‘vkg"j\'?,-/\c + }Yk:z?gijvkvj/\c

elde edilir. (1.2.5) ve (2.1.6) dan,

= ykwiknagijvj)\c + Iy"x;‘g"kav,-,v (3.1.6)
bulunur. (3.1.4) ifadesinin her iki tarafinin u* ya gore genellestirilmig ko-
varyant tiirevi alinir ve (2.1.6) ve (2.1.9) ifadeleri kullanilirsa,
Vkvj/\c =V (q;"a:fn + s;n°)
= qu;-”xfn + q;"vszn + VksJ:nc + sj.vkn"
= (qu;" - s_,-ghmwkh) z;, + (q;"wkm + Vks_,-) n® (3.1.7)

bulunur.

TEOREM 3.1.1 W,41’e ait bir (A) kongriiansimin teget vektori X ol-
mak ﬁzere,? dogrultusuna gore IIZ' dogrultusundaki genellegtirilmis Darboux
fonksiyonu

6D -
Dawnt = F 57 +21 Y Paes
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geklindedir.

ISPAT: (1.2.4), (2.1.4), (3.1.2), (3.1.6) ve (3.1.7) yardimyla

2 6DX~ y DX
e y d
v 53hy =V JabTh e ®gedZ’

=,Ypykyegabx;wikna ij (V i rg w,k) fngcd:z:f
+ ,E/plykyegabx;w,‘knag” ( jmtm + V,-r) n"gcdazf
+ VPV gasz, 2l g” (qu;-n - sj!]hmwkh) T JedTe

+ V”,Y"Yegabxf,xfg” (Q;‘nwkm + vksj) n°geax?

=,I/P,Il/l‘Y 5igme (quJ — 859 wkh)
___}‘E/j’YkYG (quej - Sjwke> (3.1.8)

elde edilir. Ikinci bir yoldan bu esitligin dogrulugunu ispatlayalim. (1.2.2)
den,

Vi = Vid® + Tp)° (3.1.9)

bulunur. (3.1.9) ifadesinin her iki tarafinin u’ ye gore genellestirilmig ko-

varyant tlirevi alimir ve (1.2.2) kullamilirsa,
V,;ViAe = V; (VA + T A%)
= V; (VA + TeA) + Tj (ViA® + TeA9)
= V;ViAS + VTide + Tp V¢ + T; VA 4+ T; T A%(3.1.10)

bulunur. (3.1.9) ve (3.1.10), (3.1.6) da yerine yazilirsa,

6DX
5o, wan®g (Vi3 + T37)
+ VEeig (ViVid® + VT

+Tij/\c + ijk/\c + Tka/\c) (3.1.11)
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- . 3

7 ifadesini (211) ve (2.2.2) yardimyla

h
L 6DX=
V h §sp 1 V /Yklypyegabz w’knagn (V A+ T ’\c)gcdx
+ lYk}YpYeg“”m;x?gij (ViViEXe + VT A + TV A°

+ijk/\c + Tka/\c) gcdxf

=YV (ViViA® + 2TeV X + V,Tih° + TTiA%) geas?

geklini alir. Son esitlikte (1.2.2) ve (3.1.1) yerine yazilirsa (3.1.8) ifadesi elde
edilir. (1.2.2) yardimyla,

quej = Vigej — 2Tk qe; (3.1.12)

elde edilir. (3.1.8) de (3.1.12) ifadesi yerine yazilirsa,

5D/\
53;,

Y IYJ}YkY (Verj—2TerJ Sywke)

=,Yj,YkYe (Verj - Sj'wke) - 21YjIYchquej (3.1.13)

bulunur. (3.1.13) de P, = Tklyk oldugu hatirlanirsa

6D/\

my VIV (Viges — sjwke) — 27V ° Pe; (3.1.14)

elde edilir. Sag taraftaki birinci ifadeyi X igin ? dogrultusuna gore I?
dogrultusundaki genellegtirilmig Darboux fonksiyonu olarak tamimlayalim.

Dolayisiyla

~6DX
D/\Ihhl = V5_V + 2VTY fqe_', ' (3.1.15)

bulunur.

TEOREM 3.1.2 Eger A, Wy e ait normaller kongriians ise,

5
Dupt = — £+’CT 2 K:

hs 1h
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ISPAT: A ,Whp'e ait normaller kongliransi ise t = 0, r = 1 dir. Dolaysiyla

(3.1.3) den,
5; =0, Vigej =—Viwje (3.1.16)

elde edilir. Bu takdirde (3.1.8) ifadesi,

- 6Dri -, ; :
— V7 e .
v 5or V=-VV¥Viw. . (3.1.17)

gsekline doniiglir. wje'nin agirhgmn {2} oldugu hatirlanirsa ve (1.2.2) ifadesi
yardimiyla
ka,-e = Viwje — 2T wje (3.1.18)

elde edilir. (3.1.18), (3.1.17) de yerine yazilirsa

- 8D7 - e
V5o =~V VY (Vawse = 2Taws)

- _ }yi ,y’vyevkw,-e o ,yf ,y"yew,-e

bulunur. (2.2.7) ve (2.2.22) den,

V= —’YJ,Y"TI/erwje +2PK (3.1.19)

elde edilir. Diger taraftan (3.1.17) ifadesi,

- 6D7 . . N N
P ¥ =1 (9 (s Y) — s u Y = sl 94Y)

=~V Vi (i Y ) +wie VLY

+wi VI VAV (3.1.20)
geklinde yazilabilir.

(2.2.7), (2.2.8) ve (2.2.16) ifadeler (3.1.20) de yerine yazilirsa,

vsmq

V5l == YV +wse (Jond + £V )Y

. 3 .
. e i€
+wje (:’,.C” + 7V m,,)

elde edilir.
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Son egitlikte (2.2.1) ve (2.2.2) ifadeleri yerine yazilarak ng = Vk'{(ll

oldugu hatirlanirsa,

~6Dn — 5K: i
h Gon Y = — kL +w]e)€ V’Y +wJeV]TV
—_ hz +]C£+“ 7 (3.1.21)
bulunur. (3.1.21) ifadesi (3.1.19) de yerme yazilirsa,
VIV Viwje = - - £+ 1?,7 2PK (3.1.22)

—~

elde edilir. Sol taraftaki ifadey1 Y dogrultusuna gore ’Y dogrultusundaki
genellegtirilmig Darboux fonksiyonu olarak adlandirirsak,

6
Dhnt = E-I— ’{C'{ 2 IC (3.1.23)
bulunur. Benzer sekilde
oK
Dipp = — “ +K:g + l’{l{C 2 (3124)
51?
Dpin = — o +2g1§ 2?5: (3.1.25)

olarak elde edilir. (3.1.23), (3.1.24) ve (3.1.25) ifadelerinden
Dhii = Dinhs  Dhit # Dhin

oldugu kolayca goruliir.

(8.1.22) ifadesi yardimiyla,
Dhin = ‘;Yj ,yey"vkwe,- (3.1.26)
Dant = =V VY *Viwje (3.1.27)
bulunur. Dolaysiyla (3.1.26) ve (3.1.27) den
Dhit — Dhin = -,yi ’y"ye (Viwe; — Vews;) (3.1.28)

elde edilir. Bu durumda (3.1.22) ifadesi yardimuyla Dpp; # Drin olacag:

aciktir. Ancak Riemann uzay: gozoniine alinirsa, [9] dan
Dhhi — Duin = —eﬁleflleﬂ (Qipsk — Qi)
elde edilir. Eger uzay, Euclid uzay: olarak segcilirse
Qjpsk — Qijip = 0
bulunur. Bu takdirde Djpi = Dpyp dir.



SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmada, Wp41’e ait bir (A) kongriiansina gore W, hiperyiizeyinin Y
dogrultusunun Y dogrultusuna gore genellegtirilmis Darboux fonksiyonu olan
Dy\jnni ifadesi elde edilmig ve (A) normaller kongriians: oldugunda bu ifadenin
yeni sekli bir teorem yardimiyla verilmigtir.

Burada elde edilen sonuglar yardimiyla, genellegtirilmig Darboux fonksiyo-
nunun birinci ve ikinci cins Chebyshev gebekeleri veya geodeziklerden ibaret

olma halleri incelenebilir.
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