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herhangi bir tez ¢calismasinda kullanilmadigini beyan ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

C : Karmagik sayilar kiimesi

LP(R) : Lebesque Uzay1

LY (R) : Agirlikl Lebesque Uzayi

T, : Oteleme Operatorii

M, : Karakter Operatorii

Dy : A¢ilma Operatorii

S(R) : R tizerinde taniml1 , her mertebeden siirekli olarak tiirevlenebilen,

sonsuzda sifira hizli giden fonksiyonlar uzay1 (Schwartz Uzay1)

C.(R) : R lizerinde taniml, stirekli, tikiz destekli fonksiyonlarin uzayi
f*g : fve g fonksiyonlarinin girisim islemi
X : Tensor carpimi
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WIGNER DONUSUMLU FONKSIYON UZAYLARI

OZET

Bu tez ¢alismasinda oncelikle Wigner ve 1-Wigner doniisimiiniin bazi 6zellikleri
arastirilmistir. Bulgular boliimiinde 1<p, q, r, s< o , 7 € (0,1) ve w; (i= 1, 2, 3.,4)

fonksiyonlar1 birer agirlik fonksiyonlar1 olmak {izere

cwb @S TR)

W1, W2, W3 W4

={(f,9) e L, ((R) x L, (R) | (W,(f, ), We(t,8) € L, (R?) x L, (R?)}
vektor uzayi tanimlandi. Bu uzay iizerine (f, g) € Ly, (R) x L{, (R) olmak iizere

1wz, o rs x = 1.z g, + I(WCF W),y normu
konularak bu uzaymn (Banach olmasi, Oteleme operatorii stirekliligi vb.) temel
ozellikleri incelendi. Yine 1<p, q, r, s< o , T € (0,1)ve w;(i= 1, 2, 3, 4)
fonksiyonlar1 birer agirlik fonksiyonlari olmak iizere sirastyla W, (f,.) t-Wigner

dontisiimii L, (R?)  uzaymnda ve W.(-,g) t-Wigner  doniisiimli
L%,,(R*) uzayinda olan f € L;, (R) ve g € L}, fonksiyonlarmmn CW 5 7' (R),

cw Z;Z' 5)4 " (R)vektor uzaylart normla donatilip bu uzaylarm temel o6zellikleri
calisildi.
Bazi kosullar alunda cW 5, 9 " > *(R) ,cw b, 7 “(R) ve C(W & 20 © (R)

uzaylarinin esas Banach modiilii oldugu gosterildi ve sinirhi yaklagik birimleri

v, q 71 S T
0.)1,0)2,0)3‘0)4

bagintilar incelendi. Daha sonra ise

arastirildi. Ayrica CW (R) uzaylar1 arasinda ki kapsama, tikiz gémiilme

cwh o T(R)yve CWE 2 F (R) uzaylarmm  relatif tamlamalart  tanimlanip

garpanlar uzaylari bulundu. Tez ¢aligmasmin son kisminda da CW 5, %", (R),

cwl T (R)ve CWE > T (R) uzaylarinin dual uzaylari elde edilmistir.

w1, W3 Wy, Wy

Anahtar kelimeler: t-Wigner doniisiimii, esas Banach modiil, yaklasik birim, tikiz

gomiilme, ¢arpanlar uzayi.

v



THE FUNCTION SPACES WITH WIGNER TRANSFORM

ABSTRACT

In this thesis work, some properties of Wigner and t-Wigner transforms are
investigated firstly. Let w; (i= 1, 2, 3, 4) be weight functions. In the findings section,
the vector space

cwb 2" S T (R)=

W1, W2, W3 W4

{(f,9) € L, ®) x L, (R) [ (We(f, ), Wa(-,8)) € L, (R X L, (R?)}

is defined for 1<p, q, r, s< o and 7 € (0,1). This space is endowed with a norm

1 Dl s e N Dl s + (W), Wit )

w1, W2, W3 W4

. .. and some of
Liyy XL,

its basic properties (Banach space, continuity of translation operator etc.) are
investigated. Also the spaces CW §; ;' “(R)and CW J o' " (R) to be the space
of the functions f € L? ,(R) such that T-Wigner transform of f in Lf,, (R*) and the
space of the functions g€ LZ)Z (R) such that 1-Wigner transform of g in
L;,, (R?), respectively are endowed with norms and some basic properties of these
spaces are studied.under some conditions. The spaces CWg %"~ (R),
cwh o, "(R)and CW § or " (R)are shown to be essential the Banach module,
and its approximate identities are investigated. Also inclusion properties and compact
embeddings are discussed between these spaces. Later the relative completions of the
spaces , CW o' "(R), CW ¢ o' " (R) are defined and their multipliers spaces are
found. In the last part of thesis work, dual spaces of the spaces CW 2, % ™ & T(R),

W1, W2, W3 Wy

cw? T (R)and CW % 5 T(R) are obtained.

w1, W3 Wy, Wy

Keywords: t-Wigner transform, essential the Banach module, approximate identitiy,

compact embedding, multipliers space.



BOLUM 1. GIRIS

Zaman- frekans analizi, ilk olarak 1930 yilinda Quantum mekaniginin gelisimiyle
H.Weyl, E. Wigner ve J. Von Neumann tarafindan ortaya cikarilmistir. 1946
yilinda da D. Gabor tarafindan sinyal analizi ve bilisim teorisinin teorik altyapisinda
ele alinmistir (Grochening, 2001). Zaman frekans analizi, harmonik analizin modern
bir bilim dalidir. Bu modern bilim dali; fonksiyon ve operatorlerin analizinde
kullanilan zaman-frekans degisimleri (modiilasyon) ve Gteleme operatorlerinin yer
aldigi matematik dallar1 ve bunlarin uygulamalarimin tamamini igermektedir
(Grochening, 2001). Zaman-frekans analizi; zaman ve frekans bilgisini es zamanh
olarak ele alan bir yerel Fourier analizi formudur (Grochening, 2001). Sinyal
analizinde, Fourier doniisimii bir sinyalin sadece frekans bilgisini vermektedir.
Zaman frekans analizi, verilen bir sinyalin herhangi bir x zamaninda frekans bilgisini
Olemeyi amaglamaktadir. Bu nedenle Gabor (kisa zamanli Fourier dontisiimii)
dontisiimiinden faydalanilmistir. Gabor doéniisiimii verilen sinyalin hem zaman hem
de frekans bilgisini es zamanli olarak veren bir zaman-frekans gosterimidir
(Grochening, 2001). Gabor doniistimiinden faydalanilarak quadratik zaman-frekans
gosterimleri elde edilmistir. Quadratik zaman-frekans gosterimleri ilk olarak
Quantum mekaniginde E. Wigner tarafindan Wigner (1932) calismasinda
arastirllmistir.  Ozellikle bir quadratik zaman-frekans gosterimi olan Wigner
dontistimii; sinyallerin zaman-frekans bilgisinin matematiksel taniminda oldukga
idealdir. Bir quadratik zaman-frekans gosterimi olan Wigner doniistimiiniin
kullanilma sebebleri su sekilde 6zetlenebilir: Wigner doniistimii, verilen bir sinyalin
herhangi bir frekans bandinda ve herhangi bir zaman periyodunda enerjisinin ne
kadar oldugunun Ol¢limiinii yapar. Boylece sinyal analizinde, zaman-frekans
diizlemindeki enerji yogunlugunun bilgisi alinir. Ayrica fizikte, konum ve
momentum degiskenleri i¢in bilesik olasilik dagilimini verir (Grochening, 2001).
1983 yilinda H. Feichtinger tarafindan modiilasyon uzayr olarak bilinen, Gabor
dontisimii  karisik (mixed) normlu uzaylara ait olan fonksiyonlarin uzaylari
tanimlanmistir. Bu uzay matematiksel 6zellikler bakimindan zengin bir uzaydir.

Besov uzaylar1 ve onlarin atomik ayrisimlarina paralel olarak devam eden



modiilasyon uzaylari, daha sonra genel bir dalgacik teorisinin 6rnegi olarak goriildii.
Bu teori, soyut temsil teorisi ve degismeli olmayan harmonik analizde kullanildi
(Grochening, 2001). Modiilasyon uzaylar1 zaman-frekans analizinde ortaya cikan
problemlerin ¢oziimiine yardimci olmustur. Bu problemlerden bazilar1 sunlardir:
Birincisi, fonksiyonlarin (sinyallerin) hangi ozellikleri, toplanabilme ve bunlarin
Gabor katsayilarinin sonsuzda sifir olma 6zellikleri yardimiyla karakterize edilebilir?
Ikincisi ise, bir fonksiyonun (sinyalin) zaman-frekans konsantrasyonu onun Gabor
katsayilar1 ile belirlenebilir mi? Boylece modiilasyon uzaylari zaman-frekans
problemlerinin matematiksel analizi i¢in dogru fonksiyon bir fonksiyon uzayi
olmustur (Grochening, 2001). Tezdeki calismada; Wigner dontisimi agirlikli
Lebesgue wuzaylarinda olan fonksiyon wuzaylar1 tanimlanacaktir. Bu uzaym
matematiksel 6zellikleri ayrintili bir bigimde incelenecektir. Modiilasyon uzaylarinda
Gabor dontistimii kullanilir iken bu c¢alismada ise bir quadratik zaman-frekans
gosterimi olan Wigner doniisiimii ve agirlikli Lebesgue uzaylar1 kullanilarak farkli
bir bakis agis1 getirmek hedeflenmektedir. Tezde matematiksel 6zellikler agisindan
daha zengin bir fonksiyon uzay: elde etmek hedeflenmektedir. Elde edilen bu uzay
ile zaman frekans analizinde, modiilasyon uzaylarinda oldugu gibi yukarida
bahsedilen problemlerin ¢oziimiine yardimct olabilir mi? modiilasyon uzaylarina
gore daha iyi sonuglar elde edilebilir mi? sonraki ¢calismalar da arastirilabilir. Ayrica
elde edilecek sonuglar harmonik analiz, sinyal analizinde ve operator teorisinde de
kullanilmaya adaydir. Yine daha sonraki ¢alismalarda modiilasyon uzaylarinda
oldugu gibi (Feichtinger, 2006), (Galperin ve Samarah, 2004), bu uzayin diskret
normlu uzay1 tanimlanarak bu uzayin sampling 6zelligi irdelenebilir. Boylece zaman-
frekans analizinde bir uygulamasi elde edilecektir. Ayrica Sandik¢i ve Giirkanli
(2013), Sandik¢i (2014) calismalarinda modiilasyon ve karisik(mixed) normlu
uzaylarda wigner ve toeplitz operatorlerinin sinirliligy, siirekliligi incelendigi gibi; bu
projede tanimlanacak olan yeni uzayda da cesitli operatorlerin (wigner, weyl,
toeplitz, wavelet, Gabor vb...) siireklilik ve siirlilik problemleri bundan sonraki
calismalarda ele alinabilir. Boylece bu c¢alismanin Operator teorisinde de bir

uygulamasi elde edilmis olacaktir.



Bu tezde oncelikle Wigner doniisiimiiniin temel 6zellikleri ve bununla ilgili
teoremler ispatlar1 ile birlikte ayrintili bir bi¢imde Grochening (2001) ve Wong
(1998) calismalarindan incelenecektir. Daha sonra Wigner dontisiimii agirlikli
Lebesgue uzaylarinda olan fonksiyon uzay1 tanimlanacaktir. Ik asamada bu uzaym
bostan farkli oldugu gosterilecektir. Sonrasinda bu uzay bir norm ile donatilarak bu
uzayin bir Banach uzay1 oldugu ispatlanacaktir. Elde edilen bu uzayin 6telemeler
altinda degismezligi ispatlandiktan sonra bu uzayda 6teleme operatoriiniin siirekliligi
incelenecektir. Boylece elde edilecek sonuglarla Modiil Faktorization Teoremi
(Wang, 1977) kullanilarak uzaym esas  Banach modili oldugu ispatlanacaktir.
Uzayin esas Banach modiill olmasi, uzayin matematiksel o6zellik bakimindan
kuvvetlendirecek olup bu uzayin carpanlar uzayini, yaklasik birimleri ve relatif
tamlamas1 incelenecektir. Bu uzaym ¢arpanlar uzayi incelenirken once duality
teoremi (Liu ve Rooij, 1969) kullanilarak uzaymn duali bulunacaktir. Boylece elde
edilen sonuglar ve Riefiel (1966) calismasi kullanilarak bu yeni uzaym carpanlar
uzayi elde edilecektir. Daha sonrasinda da Gaudry (1969), Duyar ve Giirkanli (2003)
calismalarindaki ispat teknigi kullanilarak uzayin relatif tamlamasi arastirilacaktir.
Ayrica tanimlanacak olan bu uzaym taniminda olan agirlikli fonksiyonun durumuna
gore uzayin kapsama ozellikleri, kapali grafik teoremi (Rudin, 1966), (Royden,

1968) gibi 6nemli teoremler kullanilarak ayrica ele alinacaktir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

Tanim 2.1: preel sayisi 1 < p < oo kosulunu saglamak iizere R {izerinde tanimli,

karmagik degerli ve

f FGOP < oo
R

kosulunu saglayan ol¢iilebilir f fonksiyonlarinin (denklik siniflarinin) olusturdugu

vektor uzayr LP(R) ile gosterilir. Ayrica LP(R) uzay1 f € LP(R) olmak iizere,

1
P

ity = | [ 11
Al

normuna gore bir Banach wuzayidir. Eger p = o ise L°(R) uzay1 R
tizerinde tanimli, karmasik degerli ve hemen hemen her yerde sinirli olan 6lgiilebilir

f fonksiyonlarinin (denklik siniflarinin) uzayidir. Bu uzay f € L*(R) igin
Ifllo= ess suplf ()l

normuna gére Banach uzayidir (Rudin, 1966)

Tamm 2.2: f ve g fonksiyonlar1 R {izerinde birer Borel fonksiyonu olsunlar. Bu

fonksiyonlarin girisimi f* g ile gosterilir ve
(F )0 = [ F0)gx =)y
R
biciminde tanimlanir. Bu girisimin tanimli olmasi i¢in

f FONg(x = dy < o
R

olmalidir (Rudin, 1966).



Tamm 2.3: w, R tizerinde taniml1 reel degerli, 6l¢iilebilir bir fonksiyonu olmak {izere

eger
i)herx € R i¢cin w(x) =1,
ii) her x,y € Ri¢in w(x + y) < w(x)w(y),
iii) w yerel sinirh
ise w fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir (Reither, 1968).

Tamm 2.4: w,, w, R iizerinde tanimli iki agirlik fonksiyonu olsunlar. Her x € R
icin w,(x) < Cw;(x) olacak sekilde bir C> 0 reel sayis1 varsa w, < w; ve w; < W,
ise w1 Ve w, denktir denir ve buw; = w, seklinde gosterilir

(Feichtinger ve Glirkanli, 1990)

Tanmm 2.5: 1 < p < o ve w fonksiyonu R {izerinde tanimli bir agirlik fonksiyonu

olmak iizere LY, (R) uzay1

L%, (R)={f| fw € LP(R)}

bi¢ciminde tanimlanir. Bu  uzay agirliklt Lebesque uzaylt olarak

bilinir (Reither, 1968).

Tamm 2.6 (Polinom tipli agirhk fonksiyonu): ¢ >0 ve t € R, olmak iizere
RXx R, iizerinde tanimh w(x,s)= (1 + |x| + |s|)® seklindeki fonksiyona polinom
tipli agirlik fonksiyonu denir.

Tanim 2.7 (Holder esitsizligi): 1< p ve % +$ = 1 olmak tizere f € L,(R),

g € Lp(R) olsun. Bu durumda f, g € L;(R) olur. Bunun disinda
If-gll < Ifllp lgllq
esitsizligi vardir (Rudin, 1966).

Tanmm 2.8: R iizerinde tanimli, her mertebeden siirekli olarak tiirevlenebilen,
sonsuzda hizli sifira giden fonksiyonlar uzayma Schwartz uzayr denir ve bu uzay

S(R) ile gosterilir (Kartznelson, 1968).



Tanmm 2.9: f, R izerinde tanimli karmasik degerli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
M={x€eR|f(x)#0}

kiimesinin kapanisina f fonksiyonunun destegi denir ve suppf ile gosterilir. R
lzerinde tanimli karmasik degerli, siirekli, tikiz (kompakt) destekli

fonksiyonlarin vektor uzayi C.(R) ile gosterilir (Rudin, 1966).

Tammm 2.10: Her mertebeden tiirevlenebilir, tikiz destekli fonksiyonlarin vektor

uzayl CZ°(R) uzayi ile gosterilir (Rudin, 1966).

Tanimm 2.11: f, Riizerinde tanimli herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi x, w €
R i¢in

Tef®O=f(t—x)

biciminde tanimlanan operatdre 6teleme operatorii denir. Zaman-frekans analizinde

Oteleme operatorii zaman degisimini verir (Grochenig, 2001).

Tamm 2.12: f, Riizerinde tanimli herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi x, w €
R i¢in

Mo, f (t) = ™ f(t)

bi¢ciminde tanimlanan operatore ise karakter (modiilasyon) operatorii denir. Zaman-

frekans analizinde karakter operatorii frekans degisimini verir (Grochenig, 2001).

Tanmm 2.13: s # 0,seR ve f, R {lizerinde herhangi bir fonksiyon olmak

lzere

D f @ =1sl7 £ (1)

biciminde tanimli D operatoriine f fonksiyonunun agilma operatorii (dilation) denir.
Zaman-frekans analizinde a¢ilma operatorii verilen sinyalin 6zelliklerini, bir

mikroskop gibi davranarak ¢oziimlemeye yardimci olur (Grochenig, 2001).



Tanmm 2.14: T,M, ve M,T, operatorlerine de zaman frekans degisimleri

denir (Grochenig, 2001).

Teorem 2.1: 1< p < o olmak iizere zaman- frekans degisim operatorleri LP (R)

tizerinde birer Herhangi izometridirler (Grochenig, 2001).

Tamm 2.15: bir f € L'(R) fonksiyonunun Fourier déniisiimii, w € R olmak iizere

o) = f f()e~2mixo gy
R

bi¢ciminde tanimlanir (Bracewell, 1965).

Teorem 2.2: f € L}( R) ve x, w € R olmak iizere T,, M,, ve M, T, operatorlerinin

Fourier donitistimleri;
(Tef)* = M_.f,
My f)* =T, f,
(TM,, f)* = e 2mxoT M_, f=M_, T,f
(Dsf)*(w) = Dgf (w)
bigimindedir (Grochenig, 2001).

Teorem 2.3: f € L?(R) ve x, w € R olsun. Oteleme ve karakter operatorleri R den

L?*(R) ye diizgiin siireklidir (Grochenig, 2001).

Sonu¢ 2.1: Zaman - frekans degisimleri R den L%(R) uzaymna
siireklidir (Grochenig, 2001).

Tanim 2.16: 0 # g € L*(R) pencere fonksiyon olsun. Herhangi bir f € L?(R)
fonksiyonunun kisa zamanh fourier doniisiimii (gabor doniisiimii),

Vof (x, ) = j fOg(t —x) e ?motde x,w€eR
R



bigiminde tanimlanir. Eger g desteginin merkezi baslangi¢c noktasinda olan tikiz
(kompakt) destekli bir f fonksiyon ise, fonksiyonunun Gabor doniisiimii x merkezli
komsuluktaki f fonksiyonunun bir diliminin Fourier déniisiimiidiir. Fizikte, R? ye
faz uzayi, isaret analizinde zaman- frekans diizlemi denir. Gabor dontisimii
f fonksiyonuna gore dogrusal, g fonksiyonuna gore ise eslenik dogrusaldir. Diger bir

ifade ile her f, g, h € L*(R) ve a, € C olmak iizere
Vy(af + Bh) = @ Vyf (x, w) + B Vyh(x, )
olup,
Vias+pmf (6, )=t Vif (x, ) + B Vg f (x, w)
esitlikleri saglanir (Grochenig, 2001).

Teorem 2.4: f,g € L>(R)ise V,f doniisiimii, R® {izerinde diizgiin siirekli olup
asagidaki esitlikler saglanir (Grochenig, 2001) :

a) Vpf(x,w)=(f.T:g)" (w),

b) Vpf (x,w) =(f, M,Tyg) ,

¢) Vof (6, ) =(f , TuM_3) .

d) Vof (x, ) = e 2™ (£, T,3)" (-x) ,
e) Vof (x, ) = e 2™ Vs f (w, —x),

f) Vof (x, ) = e (f M, g")(x) ,

8) Vof Ct, @) =(f * M_,.§") (o),

R) V,f (x, ) = e=2mixe j e+ g (£=3) et ar
R

Yardimci Teorem 2.1: Herhangi f, g € S(R) igin

V,f (x, w)=e ?™"X V. g(—x,w) (x,w € R)



esitligi vardir.

Ispat: f, g € S(R) olsun. Eger t — x = u denirse

0 Gow) = [ £ 5= e de

R

=ff(x+u)me—2ni(u+x)wdu

g (u)f(u + X) eZmuweZHLx(u du

Il
o

= e~ 2mixw

g(u)f(u — x))ez”lu“’ du

P —

o —mewjg(u)f(u_ x))e—Zn'Lua)du
R

— e—Zm'wafg(_x’ w)

Yardimci Teorem 2.2: Herhangi f, g € S(R) i¢in 0# s € R olmak iizere

Dy(f * g)=Is|= (Dsg * Dsf)
esitligi vardir.

Ispat: Herhangi t € R verilsin. Eger t — sy = u denirse

Dy(f * )@ =Is7 (F * 9) (%)

= Isl_Tlf fg (2 - y) dy
R

~ 1517 [ rog () dy
R



=17 [ 1(5)s ()T

= 1517 (Dog * Def)(0)
Teorem 2.5 (Diklik Bagintis1): Her f3, f5, 91, 9> € L>(R) ve Vg, fi € L*(R),
(j=1,2),olup
(Vo, foo Vg, 2 Dz =(f1, f2){91, 92)
esitligi vardir (Grochenig, 2001).

Tamm 2.17: T € (0,1) olmak iizere f,g € L?(R) olsun. Her (x,w) € R? i¢in T —

Gabor dontisumi
11
Vif @) =Vf (7 0)
bi¢iminde tanimlanir (Sandikgi, 2014).
Tamm 2.18: f € L?(R) olmak iizere her x,w € R iginbir Wf fonksiyonu;

Wf(x,w) = j f (x + %)f <x — %) o —2miwt gt

R

biciminde tanimlanir. Bu donisime Wigner dagilim fonksiyonu denir

(Grochenig, 2001).
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Tamm 2.19: f, g € L?(R) olmak iizere her x, w € R i¢in

w90 = | f(x+g)we-znmdt
R

bi¢iminde tanimlanan W(f, g)doniisimiine f,g fonksiyonlarinin ¢apraz-Wigner
doniistimii denir (Grochenig, 2001).

Tanim 2.20: Her f,g € L>(R) i¢cin Ig(x) = g(—x) olmak iizere

W(f,9)(x, w) = 2 e*™ Vi f (2%, 20)

esitligi vardir (Grochenig, 2001).

Tanmmm 2.21: f,g e L?(R) olmak iizere Wigner doniisiimii asagidaki ozelliklere

sahiptir.

a) W(f,g) doniisimii R? uzayinda diizgiin siireklidir. Ayrica
W, 9) llo < 2lIfllzllgll2
esitsizligi vardir.

b) W(f,g) = W (g, f) olup bunun disinda W¥ déniisiimii reel degerlidir.

¢) u, u € R olmak tizere Wf dontisiimii kovaryanttir. Baska bir deyisle her x,

w € Rigin
WM, f)(x,w) =Wf(x— w0 —p
esitligi vardir.
d) Her x, w € R igin
(.9 (x, w) =W(f, 9)(~w,x)
olur.

e) f1, f2, 91, 92 € L*(R) olmak iizere
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W1, 91) W (2, 92 Nizwyz = (f1, 12491, 92)
esitligi vardir. Bu esitlige Moyal esitligi denir (Grochenig, 2001).

Tamm 2.22 (Belirsizlik Fonksiyonu): Bir f € L?(R) fonksiyonunun belirsizlik

fonksiyonu

Af (x,w) = ff(t-{-;)f(t_;)e—zmwtdt
R

bigiminde tanimlanir. Ayrica belirsizlik fonksiyonu ile Gabor doniisiimii arasinda
Af (x, w)= e™®* Vef (x, w)

bagmtist vardir (Grochenig, 2001). Yine f,g € L*(R) fonksiyonlarmin capraz

belirsizlik fonksiyonu

x X .
A(f,9)(x,w) = ff(t+§)f(t_§)e—2mwtdt
R

biciminde ifade edilir. Bu doniistim ile Gabor déniisiim arasinda;
A(f, 9)(x, w)=e™* V, f (x, w)
bi¢iminde bagint1 vardir (Grochenig, 2001).

Teorem 2.6: f,g € L?(R) ve F, R? iizerinde tammli bir fonksiyon olmak iizere
WFk, w ) = F(w, -x ) olsun. O halde W(f,g) = F U A(f,g) esitligi vardir
(Grochenig, 2001).

Tanim 2.23: V , K cismi iizerinde bir vektor uzayr olmak iizere VXV -V, (x,y) —

xy islemi verilsin. Eger
i) Her x,y,z € V i¢in x(yz) = (xy)z,
ii) Her x,y,z € Viginx(y + z) = xy + xz,

iii) Her x,y € V ve her o, € K igin (af) (xy)=(ax)(By).
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kosullar1 saglaniyorsa V, K iizerinde bir cebirdir denir. Eger her x € V i¢in ex =
xe = x olacak sekilde bir e € V varsa V' cebirine birimli cebir, e elemanina da
cebirin birimi denir. Ayrica her x,y € V xy = yx ise V cebirine degismeli cebir
denir. V,K cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger (V,||.||) bir Banach uzay1 ve her

x,y €V igin
Iyl < llx|| [yl (2.1)
oluyorsa V, K iizerinde bir Banach cebiridir (Larsen, 1971; Larsen, 1973).

Tamm 2.24: (E,||.||g) bir Banach uzay1 ve (F,||.||r) de bir Banach cebiri olsun.
Bir @ islemi asagidaki o6zellikleri saghyorsa E, F lizerinde bir Banach modiilii

veya Banach F —modiil denir (Wang, 1977).
i)Her f,g € Fveher h,k €E igin
f+9Qh=fQQh+g&Qh,
fOM+Kk)=fQh+fQk
ii) Her f,g € Fveherh €Eicin (f * g)@h=f Q (g Q h),
(x islemi F uzayindaki ¢carpma islemidir).

iii) Her f € F ve her h € E icin ve a € K i¢in a(f ® h)=(af)®@h=f ®
(ah),

iv)Her f € Fveherh € Eicin||f @ hllz < lIfllllkllg-
Tanim 2.25: E bir Banach cebiri ve F bir sol (sag) Banach E — modiil olmak {izere
EF ={xy|x €E,y € F} (2.2)

kiimesi tarafindan tretilen F nin alt vektor uzaymin kapanisina F modiiliiniin esas
kismi1 denir ve F, ile gosterilir. Burada F = F, ise esas sol(sag) Banach E —modiil

denir (Doran ve Wichmann, 1979).

Tanmim 2.26: (e )qer agl (E,||.|lg) normlu cebirinde olmak iizere eger her x € E

igin
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1;2? EgX =X (2.3)

saglaniyorsa (e, )qer a8l E normlu cebiri igin sol yaklasik birim denir. Benzer sekilde

her x € E icin

l(%gll Xey = X (2.4)

oluyorsa (ey)qer agl E normlu cebiri i¢in sag yaklasik birim denir. Eger her iki
ozellik birlikte saglaniyorsa (ey)4e; @agina E normlu cebirinin yaklasik  birimi
denir. Ayrica her o € I igin |leqe;|| < K olacak bigimde bir K > 0 sayis1 varsa
(o) aer agina E normlu cebirinin sinirh yaklasik birimi

denir (Doran ve Wichmann, 1979).

Teorem 2.7: E bir Banach cebiri ve X bir sol Banach E —modiil olsun. Eger (ey) qer

ag1 E nin bir sinirh sol yaklasik birimi ise
X.=EX={x € X | limey,x = x} (2.5)
olur (Doran ve Wichmann, 1979).

Sonug¢ 2.2: E bir Banach cebiri ve (ey)qer onun bir smirl yaklasik birimi olmak
tizere X Banach E —modiiliiniin esas E —modiil olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul her

x € X i¢in
lime,x = x (2.6)
olmasidir (Doran ve Wichmann, 1979).

Teorem 2.8 ( Module Factorization Theorem ): (F,||.||r) uzayr sinirh yaklasik
birime sahip olsun. (E, ||.||g) bir Banach F —modiil olmak iizere FE,E uzayinda

yogun ise FE = E olur (Wang, 1977).

Tanmim 2.27: (E, ||. ||g) ve (F, |l. ||r) iki Banach uzay1 olmak iizere E c F olsun. Eger
her f € E i¢in

Iflle < Cliflle (2.7)
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olacak bicimde C > 0 sayist varsa E uzay1r F i¢ine siirekli olarak gomiiliiyor

denir (Grochenig, 2001).

Teorem 2.9 ( Kapah Grafik Teoremi ): E ve F iki Banach uzay1 olmak tizere T, E
uzaymndan F uzayma tanimli dogrusal bir fonksiyon olsun. Eger (X,)nen dizisi E
uzayinda bir x elemanina yakinsak ve (Txp,)pen dizisi de F uzayinda bir y elemanina
yakinsak oldugunda y=Tx oluyorsa T dontistimii

siireklidir (Rudin, 1966; Royden, 1968).

Tanmm 2.28: f, R tlizerinde tanimli, karmasik degerli ve olgiilebilir bir fonksiyon

olsun. Eger her K c R tikiz (kompakt) alt kiimesi i¢in

f IF(0)]dx < oo (2.8)

kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna yerel integrallenebilir fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin uzay1 Lj,.(R) ile gosterilir (Rudin, 1973).

Tammm 2.29: (E,||.||g) bir Banach uzayi olsun. Eger her f € E ve K c R tikiz

(kompakt) alt kiimesi i¢in

fwmm<qmu 2.9)
K

olacak bigimde Cx > 0 sabiti varsa (E, ||. ||z) uzayina Banach fonksiyon uzay1 veya

kisaca BF —uzayi denir (Feichtinger ve Grochenig, 1989).

Tanmm 2.30: E ve F iki normlu uzay olmak ilizere T de E uzayindan F uzayina
dogrusal bir fonksiyon olsun. Eger E uzaymndaki her sinirh (x,),ey dizisi igin
(Tx,)neny dizisinin F uzaymnda yakinsak bir alt dizisi varsa T fonksiyonuna

kompakttir denir (Taylor, 1957).

Tanmim 2.31: A bir Banach cebiri olmak tizere E ve F Banach A —modiil olsunlar. E
den F ye T smirli dogrusal fonksiyonunu alalim. Eger T fonksiyonu her a € A,b € E

i¢in
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T(ab)= aT (b) (2.10)

kosulunu sagliyor ise buna E den F ye giden ¢arpan (multiplier) denir. Bu T
fonksiyonlarinin uzay1 M(E, F) veya Hom,(E, F) ile eger E=F ise M(E) bigiminde
gosterilir (Rieffel, 1967; Rieffel, 1969; Larsen, 1977; Giirkanli, 2007).

Tamm 2.32: X ve Y Banach 4-modiil olsunlar. Bu uzaylarin projektif tensor ¢arpimi

X®),Yolmak tizerehera € A, x E X vey €Y i¢in

axQy—xQ ay (2.11)

bi¢imindeki elemanlar tarafindan tiretilen X &, Y uzaymn kapali alt uzayr K olsun.
Bu durumda X &, Y / K bolim Banach uzayina 4-modiil tensér ¢arpim denir ve

X @Y simgesi ile gosterilir. Ayricahert € X @, Y i¢in

(o]
Dl iyl < oo
i=1

ve x; € X,y; € Y olmak tizere

=S ey @i
i=1

olur (Rieffel, 1969).

Teorem 2.10: X ve Y Banach 4-modiil olsunlar. Bu durumda

Homy(X,Y" )= (XQ,Y)" (2.13)

olur (Rieffel, 1969).

(E, |I. lg) ve (F,||.llr) aynt K cismi {izerinde normlu uzaylar olmak iizere (x,y) €

E X F lizerinde

Il G, ¥) |l max= max(llx|L, lly 1D (2.14)

11 G, Y llsum= Il + Iyl (2.15)
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normlarini tanimlayalim. H, E X Fuzaymin (2.14) ve (2.15) ifadelerinde verilen
normlardan birine gore kapali ( dolayisiyla her ikisine gore kapalidir) bir alt vektor
uzay1 olsun. Bu durumda EayF uzay1 H, iizerindeki norm ise ||. ||,;pqx Normunun H

ya kisitlamasi olsun. Yine EVyF de (E X F)/H ve lizerinde norm ise
llull =inf{l|Cx, ¥) llsum: (x,¥) € E X F,u = (x,y)modH} (2.16)
bi¢iminde tanimlansin (Liu ve Rooij, 1969).

Teorem 2.11( Duality Teoremi ): E ve F normlu uzaylar olmak iizere bunlarin dual
uzaylari sirasiyla E've F’ olsun. E X F uzaymin bir H kapali alt uzayini alalim ve bir

K kiimesini
K={(o,71) €EE'X F':0x+ 1ty =0,(x,y) € H}

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda E'aAgxF’ = (EVyF)' ve E'VgF' = (EagF)’
olur (Liu ve Rooij, 1969).

Tamm 2.33 : (4, . ||4), LY, (R) uzaymin asagidaki kosullar saglayan bir normlu alt

uzay1 olsun.

D)l llpw < Il-lla esitsizligi saglansin ve (4,]|.]|4) girisim islemine gore

Banach L}, (R)-modiil olsun.

ii) Her f € Ai¢in ||f * e, — fll4 = 0 ve M > 0 bir sabit olmak iizere her
o€ igin |leg|ly, < M olacak sekilde Li,(R) uzaymin bir (eq)qe; yaklasik birimi

bulunsun. O halde bir A kiimesini
A= {f € LZZ)(]R)|V0( € liginf xe, € Avesup ||f *xe,lls < 00}
a€l

biciminde tanimlayalim. Bu 4 uzayina 4 uzayinin relatif tamlamasi denir. 4 uzay bir
Banach uzayr olup, tanim 2.48deki kosullar1 saglayan yaklasik birimlerden
bagimsizdir (Duyar ve Giirkanli, 2003).

Teorem 2.12: 4, tamm 2.48 deki kosullar1 saglayan L2 (R) uzayinim bir alt vektor
uzayi olsun. Bu durumda A uzayinin A relatif

tamlamast Hom1 (g, (L, (R), A) uzayma izomorftur (Duyar ve Giirkanl, 2003)
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. T —Wigner Déniisiimii ve Ozellikleri

Tezde oncelikle Wigner doniisiimiiniin temel 6zellikleri ve bununla ilgili teoremler
ispatlar1 ile birlikte ayrintili bir bigimde Grochening (2001) ve Wong (1998)
calismalarindan incelenmistir. Daha sonra Wigner dontistimii agirlikli Lebesgue
uzaylarinda olan fonksiyon uzaylar1 tanimlanmistir. Bu uzaylar bir norm ile
donatilarak bir Banach uzayr oldugu ispatlanmistir. Elde, edilen bu uzaylarin
Otelemeler altinda degismezligi ispatlandiktan sonra bu uzaylarda oteleme
operatoriintin - stirekliligi incelenmstir. Boylece elde, edilen sonuclarla Modiil
Faktorization Teoremi (Wang, 1977) kullanilarak uzaylarin esas Banach modiilii
oldugu ispatlanmistir. Uzayin esas Banach modiil olmasi sayesinde bu uzaylarin
carpanlar uzayi, yaklasik birimleri ve relatif tamlamalari incelenmistir. Uzaylarin
carpanlar uzay1 incelenirken 6nce duality teoremi kullanilarak dualleri bulunmustur.
Boylece elde, edilen sonuglar ve Riefiel (1966) calismasi kullanilarak bu yeni
uzaylarin ¢arpanlar uzay1 elde edilmistir. Daha sonrasinda da Gaudry (1969), Duyar
ve Gilirkanli (2003) calismalarindaki ispat teknigi kullanilarak uzaylarin relatif
tamlamas1 arastirilmistir. Ayrica bu yeni uzaylarin taniminda olan agirlikh
fonksiyonun durumuna gore uzayin kapsama 6zellikleri, kapali grafik teoremi Rudin

(1966), Royden (1968) gibi 6nemli teoremler kullanilarak ayrica ele alinmistir.

Tamm 3.1.1: 7 € [0,1] olmak iizere her f,g € S(R)i¢in T —Wigner doniisiimii

W,(f, ) (x, ) = f fx + g — (L= DDe2miotdt
R

bi¢iminde tanimlanir. Burada f = gise W, (f,f) = W, f ile gosterilecektir. Eger

7= - alinrsa,

N |-

W% f,9)xw) = f f(x +%)me—2niwtdt

R

olup capraz- wigner doniisiimii elde edilir. Yine eger 7=0 ise
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Wo(f, 9) (x.w)=R(f, 9) (x, w)=e™?"**f(x) § (w)

olup Rihaczek dontisiimii bulunur. Ayrica 7=1 ise de ;

Wi(f, 9) xw)=R(g, f) (x, w)= > g()f (w)

olur.

Tamm 3.1.2 : Herhangi h € S(R) i¢in bir A, fonksiyonu, i (t)= h (—t) olmak iizere
A h(®=h(=1), (t €(0,1))

bi¢ciminde tanimlanir. Boylece her f, g € S(R) i¢in, T-Wigner doniisiimii;

Wo(f, 9)) (6, 0) = = €27V, f (x L) G.1)

biciminde yeniden ifade edilir. Ayrica T € (0,1) i¢in;

_ 1 2mitxw 1 1
VV‘L'(fig) (x’(‘))_ me T VATgf(lTx’;w)

T
esitligi elde edilir
(Boggiatto ve arkadaslari, 2007; Boggiatto ve arkadaslari, 2010; Sandikgi, 2004).

Teorem 3.1.1 : T € (0,1) olmak iizere her f,g € S(R) i¢in W,(f,g) doniisiimii

f fonksiyonuna gore dogrusal ve g fonksiyonuna gore de eslenik dogrusaldir.

Ispat: Herhangi f;, f, € S(R) ve a, € C olsun. Sabit bir g € S(R)i¢in x,w € R

olmak tizere

We(afs + Bfe.9)(x w) = f (afi + Bf)(x +1t) glx — (1 — D)De et dt
R

= j af; (x + 1) g(x — (1 — 1)t)e ?™@tdt
R
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+ f Bfs (x +1t) g(x — (1 — 1)t)e 2™@tdt
R

= aVVL’(flJ g)( X, (l)) + .BVV‘L'(fZ' g)(x' (J))

bulunur. Yine herhangi g;,9, € S(R) , a, B € C ve f € S(R) sabit bir fonksiyon

olsun. O halde her x, w € R i¢in

W (f, a9, + Bg2)(x, w) = j f(x+1t)(ag, + Bgr)(x — (1 —D)t)e 2miwtdt
R

= f f(x+1t)ag,(x — (1 — 1)t)e 2™tdt
R

+ j f(x+1t) fg, (x — (1 — T)t)e ?m@tdt
R

=a W,(f, g1) (x, ) +B W, (f, g, ) (x, )
elde edilir.

Teorem 3.1.2: T € (0,1) ve herhangi f,g € S(R)igin W, (f,g) doniisimii

quadratik bir doniistimdiir.

Ispat: Herhangi f,h € S(R)ve a, B € C verilsin. W,(f, f) = W.(f) olmak iizere her

x,w € Rigin

We(af +Bh)(x, w)

= ] (af + Bh)(x +1t) (af +Lh)(x — (1 — 1)t)e~2™Mtdt
R

= f(af +,Bh)(x + Tt)(CY f+EE) (x — (1 — T)t)e—Zn:iwtdt
R
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= f(af Yx +1t)(@ f) (x — (1 —1)t)e 2™t
R

+ j (af Yx+1t)( Fh) (x — (1 — 1)t)e 2™t
R

+ f (BR)(x + )@ f) (x — (1 — 1)t)e 2miwt e
R

+ f BR(x+1t)( L h) (x — (1 —1)t)e ?T@tdt
R

— f la|?f(x + 1t) f (x — (1 — T)t)e 20t qt
R

+ j aB f(x +tt) h(x — (1 — 1)t)e ?™@tqt
R

Bah(x+1tt) f(x— (1—1)t)e 2motqt

+
78—

+ f IB12h(x + tt) h(x — (1 — 1)t)e ?™@tdt
R

=lal> W (1) (x, w) + af W) (x, w)

+ Ba Wy (h, f)(x, w) + |BI*We(h, 1) (x, w)

=lal? Wy (f) (x, w) +aB Wi(th) (x, w)

+ Ba We(h, f) (x, w) +1B1°We(h) (x, w)
bulunur.

Teorem 3.1.3: Her f,g € S(R) i¢in T € (0,1) olmak iizere
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W,(f, 9) (x, w) = e Vi ., f )

1
JT(1l —1) =1

esitligi vardir.

Ispat: Egeru = x + tt doniistimii yapilirsadu =tdt ve it = u —xolup t = ur;x

olmak tizere,

W:(f, 9) (x, w) = f fl+tt) gl — (1 —)t)e ™ dt
R

du
T

fﬂwg@—ﬂem“ -

:ff(u) g(u_u_x)e—me( )d:

R
fo(u) g ur—u+x>e me(urx)d_u
T

f fw g (T — 1) + f) e‘zm(ur—x)“’d—u

T T

_ f f(u) g (T_ 1) +E>e—2ni%uw82ni%xwd_u

— .1 .1
f fw g <T 1>+f>e‘2m?““’e2m?’“" du

T

i 27'[1 =20 jf(u) g (T_ 1) +§)e—2ni%uwdu

s [ 160 o ED e
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—Zm'luw
) e T du

1
1 Znilxw f T |2 X
= —_— I D _
Te ! f(u)|r—1| Tf_fq(u 1-7
R

1 .1
_2 —
) Tl Uw l

1
1 T |2 X
2TI=XW
et |T_1| jf(u)D%g(u—l_T
R

1
T

_1 2 2mitxw X
L= I CE Nty
Jt(1-7) D%g ’

elde edilir.

Teorem 3.1.4: f, g € L>(R) olmak iizere Wigner doniisiimii asagidaki ozelliklere

sahiptir.

a) T € (0,1) olmak tizere W,(f,g) doniisimii R? uzaymnda diizgiin

stireklidir. Ayrica

IW:(£,9) lleo < 11121191l

1
JT.(1=1)
esitsizligi vardir.

b) u, p € R olmak tizere W, f dontisimii kovaryanttir. Baska bir deyisle her

x,w € Rigin
VVL’(TuMWf) (xa w) :VV‘L'f(x BN S w)
esitligi vardir.

¢) Her x,w € R i¢in ve T € (0,1) olmak tizere W,(f.§)(x, w)=W, (f, 9)(-w,

x) olur,

d) f1, f>, 91, 92 € L*(R)olmak iizere

We(f1, 91 ), We(f2, 92 ))LZ(]RZ):<f1'f2 )-{g1, g2)
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esitligi vardir. Bu esitlik Moyal esitligi olarak bilinir.
Ispat:

a) Herhangi x, € Rigin

W (£, 9) (x, )| =

f flx+ 1) gl — (1 — 7)te 2motde
R

< f |f (x + 7t)] |g(x - (1- T)t||e‘2"i“’t|dt
R

< f F e+ 0 lg(x — (1 = Dtlde
R

olup Holder esitsizligi uygulanirsa

W:(f, 9) (x, )| < |If (x + 2Ol llg(x — (1 = Dt 3.2)

elde edilir. Eger bu son ifadede x + tt = u degisken degisimi yapilirsa; T dt = du
olup

If (x + T2 = j|f<x+u>|z dt
R
= [reore du
T
R

_1 2
= 1113

olur. Boylece

If G+ 70l = (22 £l (3.3)
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elde edilir. Ayni sekilde, eger x — (1 — 7)t = u denirse — (1-7) dt = du olup
oG = (= 0ell3 = [ 19t - (1 = Dol de
R

—du 1
- £ 9 o = s i 9w I2du

__1 2
= == lgli

olur. Boylece
1

lg (e = (1 = Dtll= (55) gl (3.4)

bulunur. Buradan (3. 3) ve (3. 4) esitsizlikleri (3. 2) esitsizliginde yerine yazilirsa;

1

1
= Villgll:

W, (f, 9)Ce )] < (22IfIL - €

1

1
= Ifll2 llglle

=3y

1

m ||f||2 ”9”2

olur. Boylece

1
W, ) )| < == IIf > Nl (3:5)
olup
1
= < .
W, (f, 9o eii?ﬂé{p W (f, 9) (x, o] _Jr(l—_r)llfllz gl
elde edilir.

b) Herhangi (x,w) € R? alalim. O halde

Wy (T M, f)(x, w) = f (TuMyf) (x+71t) (T,MH(x — (1 —1)t) e 2m@tdt
R
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= f(Muf) (x+ 1t —u) M H(x— (1 — Dt —u) e 2™@tdt
R

= j flx+1t —w) e2mi(x+Tt—u)u flx — (1 — 1)t —u) e2mEx-A-Dt-wn e~ 2miwt ¢
R

= f f(x + 1t — u) eZni(x+-rt—u)u f(x _ (1 _ T)t _ u) e—Zm‘(x—(l—r)t—u)ue—zfriwtdt
R

= f f(x + 1t — ‘LL) f(x _ (1 —T)t —u) e2m'(x+rt—u—x+(1—r)t+u)ue—Zm'cutdt
R

= J f(x + 1t — u)f(x —(1-Dt—u) e 2MiNt—2Tiwt ¢
R

J flx+ tt—wf(x— (A —-1)t—u) e ?mM@-Wigt
R

= Wof (x- u, p- w)
elde edilir.

¢) Herhangi (f,g) € L*(R) ve (x,w)€ R?verilsin. Eger teorem 3.4

kullanilirsa;
(f‘ ~ _ 2mitxw 1 VI A
’g) (x' (l)) e T (1-1) DLg\f(x’ (1))
-1
— eZm’%xw 1 v A]? (3 6)
Jia-n P -

yazilir. Ote yandan teorem 2.17 den

Dz §g=Di1g
-1 T

olup
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L of (= D) =V 1gf(1 —~ )

T T

2
:enl( 1TVD‘rgf(.L.1T

—e My, G f (-2 5) (3.7)

-1

yazilir. Eger (3.7) esitligi (3. 6) esitliginde yerine yazilirsa ;

1 —Zm'% w X
e T0OVp g fl )

;A _ Znilxw
W (f.9) x,w)=e""'= Jed-0 t

DTgf(‘L’lT)

.1 1
an—xw(l—;)

_ 1
e T JT(1-1)
(3.8)

bulunur. Bu son ifadede

W —Zm'x—t
Vo« g f(—=7, 1 = | f(O)Dr-19(t + ?) e 1-t dt
-1 T

w . xt
(t + ?))e_zmﬁ dt

- [rof o

1@y et gy
T—1

olupt = —w + (1 — 1) u denirse;

VDrgf(_§:1iT)

-1

Ve J f(—o+ (1 -1Du)g (T(_w *d-Duw+ w) e " mi w+(1 o (1-1)du
—T4 T—1
— — — xXw (1-9u
_ \/g(l _ T)ﬁ! f( o+ (1 _ ‘[)u) g ( w(‘r 1‘[)_+1T(1 T)u) 627.”1_ e—27nx (11 D du
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=J1(1—-1) f f(—mo+(1-1Du) g(-w- Tu)ezm e~ 2mixudy

(1 —1)e*" w+ (1 -1u) g(—w —tu) e 2muxgy
- =D jf( )

= Jt(1 —1)e’ - TW(1 o(f, 9)(—w,x)

olur. Boylece (3.9) esitligi (3.8) esitliginde yerine yazilirsa;
2 A 1
WL’ (fag) (x’ w):\/‘r(l——‘r - T\/T(l 8 i W(l ‘r)(f g)( w, x)

:W(l—’r) (f! g) (_Cl), x)
elde edilir.

d) Herhangi fi, f5, 91, 92 € L*(R) verilsin. O halde (3.1) esitsizligi

kullanilacak olursa;

W, (fLg:) (5 @) = = X0y, o f (Lx tw)

T

Ve

W(fzgz)(x w) = = Zm_xw Va.g, fz( - X —w)

yazilir. Buradan

W9 We(£,9:)) = | [ Wilfi.9) e )WelFog2) ) dx do
R R

(3.9)

1 2m Lew ( 1 1 ) 1 1 1
— - 1% —x,— —_e2mxwy dxd
ff |T| Arglfl _Tx Tw |T|e A-,;ngZ( x (l)) xXaw

1 1
ITI

%\
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1 X
:Wfvafglfl (l—r'?) ArngZ( —) dxdw
R R

elde edilir. Eger li—'r =u, % = v degisken degistirmeleri yapilirsa 1%1 dx =duve

% dw=dvolup dx=(1-t)du ve dw = 7 dv yazilir. Boylece

1 -
(W(,9:) Wi(£92)) = = f f Vao. fi(,v) Vrg o 0)(1 — )T dudv
R R

1-1). S
= (T#f f Vag, 1w, v) Vg, fo(u, v)dudv
R R

1-— -
_( - 12 j j Va g0 fr( ) Vg ot D) dudv
R R

(1 )
d (VATglfl' VATg2f2>

bulunur. Eger bu ifadede de teorem 2.5 uygulanirsa;

( Wr(f1,g1)' Wr(fz,gz) )= uj) (f1, f2) (A2 91, A:92) (3.10)

elde edilir. Ayrica

<A191;Argz) = f A‘rgl(x)ATgZ(x) dx
R

b

f1 1—r) ~((1;T)x)dx
R
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olup — (?) x = u degisken degistirmesi yapilirsa; dx = — i du oldugundan,

T -
(A291,4:92) = :j 91 (W) g, (W) du
R

= é (91, 92)
bulunur. Boylece bu son ifade (3.10) esitliginde yerine yazilirsa,

(We(f,90) We(£2,92) ) = (55) (Acga, Acga) (. o)

1-7

= (55) =909 {fu fo)

T

={f1.f2) - (91, 92)

elde edilir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. CW i, % oy, (R) Uzay ve Ozellikderi

Tanmm 4.1.1: 1< p,q,7,s <o , t€(0,1) ve w; (i = 1,2,3,4) fonksiyonlart R

v, q 7T ST
W1, W2, W3 Wy

tizerinde birer agirlik fonksiyonlari olsunlar. Bir CW (R) uzay1

CW L o wnwy, R={(f,9) € Ly, (R) x LE, (R)|W(f,), Wi (., 9)} € LT, (R?) X L, (R?)
bi¢iminde tanimlansin.

Teorem 4.1.1:CW z,'l @7 5T (R), K cismi iizerinde (K=R veya K=C ) bir vektor

, W2, W3 Wy

uzayidir.
Ispat: Herhangi (f1, g1), (f2, 92) € CW 5, %, s, (R) alalim. Ote yandan

fi. > € Lﬁ,l (R), Lﬁ,l (R) vektor uzayi olduklarindan f; + f, € Lﬁ,l (R) olur. Yine

91, 9> € LZ)Z (R), LZ)Z (R) vektor uzayi olduklarindan g, + g, € LZ)Z(R) olup

(f,91) + (f2,92) =(f1 + f2, 91 + 92) € (L, X Lg,,) (R)

bulunur. Ote yandan herhangi h € S(R ) alalim.

W (fi + fa, D (x,w) = f(f1 + £)(x + t)h(x — (1 — 0)t) e 2rixwtge
R

_ f Fu(x + 1) — (1 = D0 e-27x¢dt
R

+ jfz(x + Tt))h(x — (1 — T)t) e—erixtdt
R

= We(f1, B) (x, ) + Wi(f2, b) (x, w)
olur. O halde W, (f; + fo, )= Wi(f1, *) + We(f,, *) yazilir. Benzer sekilde

W, (-, g1+ g2) = Wi (, g1)+W,(:, go) esitligi de elde edilir. Ayrica

31



(f1,91), (2, 92) € CW gl,%z,r’w;'wz (R) oldugundan

We(fr, D) We () g1)) € (Liy, X Li)4)(R2) ve (We(f2, ) Wi (, g2)) € (L2>3 X LZ)4)(R2)
olup

Wi (f1, ), We(f2, ©) € LZ)S (Rz) ve W, (4, 91), We(, g2) € qu;,,(Rz)

bulunur. Boylece W, (fy + f, *) € L}, (R?) ve W;(-, g1 + g2) € L;,,(R?) olup

(W (fi + f2o D We(h 91+ 92) € (L, X LG, )(R?*)  bulunur.  Buna  gore
cw gl,ch,zf;ujwj‘ (R) uzay toplama iglemine gore kapalidir. Simdi herhangi (f, g) €
CW o o iraw, (R) ve herhangi a€ K verilsin. Burada f € L, (R), g € L, (R)
ve Wi(f,") € L,,,( R?), Wi(, g)€ L, (R?) olup L}, (R)veL{, (R) birer vektor

uzay! oldugundan af € L}, (R)ve ag € L{, (R) olur. Béylece a (f,g)= (af,
ag) € (Lﬁ)1 X LZ)Z)([R{) bulunur.

Ote yandan her h € S(R) i¢in

W, (af, h)(x,w) = f af (x + tt)h(x — (1 — 1)te 2™xtqt
R

= af flx + t)h(x — (1 — 1)te 2mxwt e
R

= aW:(f, W) (x,0)

yazilir. Benzer bigimde W;(.,ag)=aW;(.,g) bulunur. Lj, (R), L3, (R) vektor
uzay1 olduklarindan aW,(f, -) € L,,(R*)ve aW,( ., g) € L},,(R?) olup

(We(af ) Wi (- 0g))= (aW, (f, ), aW;(.,9)) € (Lp,, x L§,,)(R?)
olup skalerle ¢carpma islemine gére kapalidir.

B , S, T o .
Teorem 4.1.2: CW §; % wsw, (R) uzay tizerinde tanimli,
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||(f'g)||cw2;1?(;,;ws3";4 = ||(f:g)||Lg)1ng)2 W), We (L 9)) Ml <,
fonksiyonu bir normdur.

ispati) Herhangi  bir  (f,g)ecw§ % ",%" (R) olsun. L, (R)veL{ (R)

w1, Wy, (IJ3,(L)4

uzaylar1 birer normlu uzay olduklarindan

”(f: g)”quleZ)Z: maks {”f”p, wq ”g”q, wz} =0

IWe(f, WG 9)) i, x i, = maks {(IIWCE, Iy, wg » IWCE, 9l 0, ) 2 0

Olup ”(f’ g)”CWpr q 7 S, (‘1;4 (]R) 2 0 Olur.

w1, W2, wW3

’

i) Herhangi CW ¢ % " >, * (R)ve herhangi a €K  verilsin. (L, X

LY, )(R) bir normlu uzay oldugundan

It ag)llp sn =1l 1Dl s

esitligi yazilir. Ote yandan

IWe(af, ), We(yag)) iz, xis,, = maks {IWe(af,) llr, oy, TWEC, a0)) s, 0, )
= maks {[laW;(f,.) lrw, 1@ We(,9)) llsw,}
= maks {lalW;(f,) g, 1 1@IWEC L 9)) llig,, )
= maks {lallIW;(f, )l lalIWG G 9l )
= al maks (W, (f, )lliz,., W, 9)llis,, }

= lal We(f, 9, We (9D Nl x 13,

bulunur. Boylece

laCf: DN ewr, @75 = =@ fra Dl i +I1We(af, ), WeC,9)) iz, x iz,

=lal. I Dl g * la IW(f, ), We (o)) iy, xs,,
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:lal ||(flg)” CWZ)'l,q(;)r' S, T ([R)

2, W3,W4

iii) Herhangi  (f1,91), (fz.92) € CW . % "%, (R)  alahm.(Lf, x

LZ)Z)(]R) ve (LZ) , X Lg, 4)(IRZ) birer normlu uzay olduklarindan

1(f1 91) + (f2, g2l cwh ars T = i+ far91+ 9| cyp ars e

w1, w2, (1)3‘(1)4_

N+ foo 90+ 9 g, HIWeCFs + 0D WeCo g1+ 92l i,

=N 90 + (o g2)lip, g, + 1(Welha ) WeC90)) + (WelFe ) WeCo 9 e

< NG g0llip, g, P2 92N, s, + [ (WeCfo D WeCog) Ny e
 (CAGRATAGTR) | ey

=NCF g0Mip g, HNWeCha ) (o g0) Ny e #1922, s,

W2 )W) Ny s

=[[(f1, gl wh st (2 gl e @ 75 =

w1, W2, W3 W4

iv) Herhangi (f,g) € CW §; %,.)",>,, (R) verilsin. Kabul edelim ki

I )l cwh @S = 0 olsun. Boylece ”(f'g)”L{’oleZ,z =0ve
IW(f, D, W(, gD, s = 0 yazilir. Bu carpim vektor uzaylari birer normlu uzay
w3 w4

oldugundan (f, g)= (0, 0) olur. Tersine (f,g) = (0, 0) olsun. ||[(f,Pll,» ,,a =0
w1 w2

ve |[W(f, ), W( "9)”L2,3><Li>4: 0 oldugundan [[(f, @Il oy panst = 0 bulunur.

Teorem 4.1.3: CW 7 %, "> " (R) normlu uzay1 bir Banach uzayidir.

Ispat: cw g %", (R) uzaymda bir ((fy, fp)), _, Cauchy dizisi verilsin. O

w1, Wy, (JJ3,(L)4

halde verilen her € > 0 sayisina karsilik her n,m > n, i¢in

”(fnr gn) - (fm' gm)”cwgl’q&);‘wsé‘g‘l = ”(fn - fm' In — g‘m)”CWp’ a T s T

w1, w2, (4)3‘(4)4
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:”(fn - fm; In — gm)"Lz)lx LZ)Z

+ “VVT(fTL - fm'-)r W gn — 9m) ||LZ)3><L§U4
<¢g

olacak sekilde bir n; € N sayis1 vardir. Bunun sonucu her m, n > n, icin
”(fru gn) - (fm: gm)”l,fulx LZ)Z <g

Ve

”M/r(fn - fmr-)r W, gn — 9m) ”LZ)3><qu4 <é¢g

olup ((f1,f2)) nen Ve (We(fi,.), (W5(., 9n)) nen  dizileri sirasiyla (qul X
LL)R) ve (Li,, x L5, )(R?) uzaylarmda birer Cauchy dizisi olurlar. Ote

yandan (LZ1 X LZ)Z)(]R) ve (LZ,3 x L3, 4)(RZ) uzaylar1 birer Banach uzayi

LG
olduklarindan; (f,,, gn) nen dizisi (L’Z,1 X LZ,Z)(]R%) uzaymda f,, — f ve

q

gn —3 g olacak sekilde bir () € (L5, x LI, )(R) fonksiyonuna

ve (W, (f,.), (W% (., gn))neN dizisi de

Ly, LS,
(L7, x LS,,)(R?) uzayinda W, (fy,,.) — hve W,(.,g,) — kolacak sekilde bir
(h,k)e (LZ,3 X LS, 4)(]RZ) elemanina yakinsar. O halde herhangi bir & > Osayisi

verildiginde her n > n, i¢in
lgn — 9llgw, < zve If = fllpe, < Zolacak sekilde n, € N vardir. Yine
her n > nj i¢in

W (fs) = Bllrw, < ve IW;(, gn) — kIl <= olacak sekilde bir n; € N vardur.

Ote yandan

feL, (R)cLP(R) ve g € L], (R) c LI(R) oldugundan (f,g) € (LP x L9)(R)

bulunur. Simdi W,(f,.)=h ve W,(., g)= k oldugunu gosterelim:
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(W (£, - ))nEN ve (W(., gn))neN dizileri sirastyla L}, (R?) ve LS, (R*) uzaylarinda
yine sirastyla h € L, (R?) ve k € L, (R?) fonksiyonlarma
yakinsadiklarindan L7,, (RH)c L' (R?) ve LS, . (R?)c L¥(R?) kapsamalarindan bu

diziler swrasiyla L"(R?) uzayinda h fonksiyonuna ve LS(R?) uzaymnda da

k fonksiyonuna yakinsar. O halde (Wf(f”"))neN ve (WT(., gn))nEN dizileri h ve k

fonksiyonlarma h.h.h. yerde yakinsayan birer (VI/T(fnk, . ))nkEN ve (WT( , gnk))

nkEN

alt dizileri vardir. Ote yandan (Wr(fnk,.)) \ dizisi sifir 6l¢timlii yani p(K;)= 0
nge

olan bir K; < R alt kiimesi disinda noktasal olarak h fonksiyonuna yakinsar. Yine

benzer sekilde (WT(, gnk)) dizisi sifir 6lgiimlii yani p(K,)= 0 olan bir K, ¢ R
nkg€N

alt kiimesi diginda noktasal olacak k fonksiyonuna yakinsar. Béylece her (x, w) & K;
herhangi &€ > 0 sayisi i¢in her n = n, oldugunda |WT(fnk,.)(x, w) — h(x, a))l < %
olacak sekilde n, € N vardir. Yine her (x, w) € K, ve ayn1 € > 0 sayisi verildiginde
her n = ng oldugundan |WT(.,gnk)(x, w) — k(x, w)| <§ olacak sekilde ns € N

vardir. Boylece
W, (f, ) (x, @) = h(x, )= [W(f,.) (x, 0) = h(x, 0) + We(fpo ) (6, @) = We (- ) x, @)
< W (frp ) (o @) = W (f, ) (x, @) [H{ W (fro - ) (0, 0) = h(x, )| (41)

yazilir. Simdi herhangi # € S(R) verilsin.

|V|Z[(fnk,.)(x, (1)) - VV,;(f,.)(X', a))l

f fu (X + TOU(x — (1 — T)t)e 2™l dt — f flx +tHulx — (1 — 1)t) e 2m0tqt
R R

= f (Fupf) (x + TU(x — (1 — D)D)e 2metdt
R

< f |(fr=f) (x + 10| [ulx — (1 — D) D)e ™2™t |dt
R
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bulunur. Bu son ifadede Holder esitsizligi uygulanirsa % + %: 1 olmak tizere

We(fro - ) @) = Wo(f, ), @) < || (frre f) (x + Tt)llp-llu(x — A =D0ll,y
elde edilir. Ayrica teorem 3.1.4 deki (3.5) esitligi kullanilir ise;

1
7

W (foo )G 0) = Wef, ) )| < () (PN () el

=0

1
o7

() — == (4.2)

2l (3)" ()P

1
P

N | ™

Eger (4.2) ifadesi (4.1) ifadesinde yerine yazilirsa ve her n > maks{n,, n,} icin

|I/V[(fnk,.)(x,(1)) - h(x! w)l
< W (fe - ) Ce @) = W (f, ) Gt @) [+ Wi (fipo - ) (3, @) = h(x, )|

<

N | ™

£

+ =
2

=&

bulunur. Boylece W, (f,.)(x,w)= h(x,w) (h.h.h.) olup W,f= h bulunur. Yine
benzer sekilde W.(.,g)(x,w)= k(x,w) (h.hh.) olup W,g= k elde edilir. Ayni

€ > 0 ve her n = maks{n,, ns} icin

”(fm gn) - (f' g)”cwzlqw;wss ;)4: ”(fn - fr In — g)”CW p, q T, S T

w1, W2, W3 W4

= ”(fn - f:gn - g)”Li’)lez)z—i_ ”Mz[(fn _f")' MZL‘(('gn - g))||L2)3XLi)4

<Eyf
2 2

Il
™

bulunur. Boylece ispat biter.

Teorem 4.1.4: w;, w,, w3, w, polinom tipli agirlik fonksiyonu olmak tizere

(S X $)(R) uzay1 CW fj;ll‘i;,zf;u:'wj (R) uzayinda her yerde yogundur.
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Ispat: Herhangi (f,g) € cW? % ™ 5 % (R) verilsin. O halde w; ve w, polinom

w1, Wy, 0)3'(1.)4

tipli oldugundan (f, g) € (LY, % LI )(R) olup

1C,9) = (Ol s <3

olacak sekilde (h,k) € (S X S)(R)vardir. Yani

If = hllpw, <5vellg=kllgw, <=olup | We(f —h,.), We(.,g = I)llig, s,
=maks{l| W;(f = h, Iy, oy, | Wr(, g = Kl , } < - olur. O halde

W.(f,.) € Ly, (R*) ve S(R)= L, (R?) ifadeleri kullanilarak

&

NW,(f,) = Hlly, oy <5

olacak  sekilde He S(R?) bulunur. Ayrica W;(.,g) € L},,(R*) ve S(R?) =
L%, (R?) oldugundan

| W.(.,9) — Klls, w, <e€ olacak sekilde K € S(R?) vardir. Ote yandan herhangi

(x, w) € R? i¢in iicgen esitsizligi uygulanirsa

= | W (h, ) (x, w) — H(x, w)|

< [ We(h, ) (x w) — Wi(f, ) () 1+ [ W (f, ) (x, ) — H(x, w) (4.3)
yazilir. Ote yandan

| We(h, ) (x, 0) = We(f, ) (x, 0) = [We(h = f, ) (x, )]

= j (h—f) (x +ulx — (1 — )t)e 2mi@tqgt
R

< j |(h = ) (x + Oulx — (1 — 1)t)e 2™t |
R

= [ 1= e+ w0l e - (1 - D] de
R
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olur. Bu son ifadede Holder esitsizligi uygulanirsa 71 + % =1 olmak tizere

| We(h, ) (x, 0) = We(f, ) (x, 0)| < [[(h = H(x + )l lI(h = Hx = A =Dl

< Ik = £l lullyr

: %
< () h= fil (=)l
< (2 ((j,))% T Il (44)

2lhull, o (2) ()

olur. Ayrica

W) = Hlle S NW(f,) = Hll gy < 5

olup her (x, w) ¢ Kicin u(K) = 0 olmak iizere
| WL (f, ) (x, ) = Hx, )| < = (4.5)

bulunur. Boylece (4.4) ve (4.5) ifadeleri (4.3) ifadesinde yerine yazilirsa

|WT(h,.)(x, (1)) - H(X, w)l < | VI/T(h,)(x,w) - Wr(f,.)(x, w)|+ | Mzr(f")(x' a)) - H(x, (A))l

<248
2 2
<g
elde edilir. Boylece h.h.h x, w € R i¢in

Wy (h,.)(x,w) = H(x,w) olup Wy(h,.) =H bulunur. Yine benzer big¢imde
W,(.,k) = Kolur.O halde her (f,g)e cW %" ™ (R) icin ||(f,g)—

w1, Wy, 0)3,0)4_

(h,B)|l cyyp @ v s = < e olacak sekilde (h, k) € (S X S)(R) vardir. Buradan da
1

w1, W, 0.)3_0.)4

(SXS(R)=CW? 7 S T (R)elde edilir.

w1, Wy, 0)3,(1)4
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Tanim 4.1.2: 1< p,r < oo, 7 € (0,1),w, ve w3 fonksiyonlari birer agirlik

fonksiyonu olsunlar. Bir CW ¥, " (R) uzay1

w1, W3

CW b o F(R)={f € L, (R)| w,(f,.) € Lj,,(R?)}
bi¢iminde tanimlansin. Bu uzay teorem 4.1.1 deki ispat teknigi ile ||f|| o, ». = = ®)™
w1, W3

1 1,0, IW(Fs Dl o

normuna gore normlu vektér uzayr oldugu kolayca goriiliir. Yine teorem 4.1.2 deki
teknik ile bir Banach uzay1 oldugu kolayca ispatlanir.

Tanim 4.1.3: 1<q,s < oo, T € (0,1 ), w, ve w, fonksiyonlar birer agirlik

qa s T

fonksiyonu olsun. Bir CW 4, ..~ (R) uzay

cwe 5t (]R)Z{g € LZ)Z (]R)| w:(.,9) € Ly, (RZ)} bi¢giminde tanimlansin. Bu

W2, Wy

uzay teorem 4.1.1 ve 4.1.2 deki ispat teknigi ile
gl s 5 = =19 llg.0,* 1WEC 9,

normuna gore normlu vektor uzayi oldugu kolayca goriiliir. Yine Teorem 4.1.3 deki
teknik ile bir Banach uzay1 oldugu kolayca ispatlanir.

Bir ¢ fonksiyonu; o= CW &, %, 7,50 (R) = (CW B, I P (R) x cW &, 5. * (R))

(f,g9) »¢ (f,g) = (f, g) biciminde tanimlansin. ¢ dogrusaldir. Ayrica
1D e o s = = 1Dz g HIWe G WeCo )y i

=maks{l|f 1., 191lq.0,} + maks{ [(We(F, ., O, )

= fllpwt Igllge,  [(We D), G W Co D),

(Wl + NI, )+ (Mllaw, + I WG, )
=Nl ewe, = +llgllicwe s -
=I(F D o 0165 XCWS, 5,

olup

cwbhar SR = CWE DT x W S T elde edilir.

W1, W2, W3 W4
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Tamim 4.1.4: f ve g , R iizerinde tanimli herhangi iki fonksiyon olsun. Herhangi x,

t eRicin T, (f, g)(t)= (Txf(t), Txg(t))= (f(t —x),9(t— x)) bigiminde tanimli

operatore ikili 6teleme operatorii denir.
Yardimci Teorem 4.1.1: T € (0,1) ve z€ R olmak {izere herhangi g € S (R) i¢in

D = g esitligi vardir.
Ispat: Herhangi g € S (R)ve z € R i¢in

t

-1

T |2
D T,g®) = |—|" T.g| —
T—1

t(‘r—l)—‘rz)

bulunur.

Yardimci Teorem 4.1.2: Herhangi 7, g € S(R)igin
Vi, of (x, w)=e 2™V T_ f(x, w), (x, w) € R? esitligi vardr.

Ispat: Herhangi £ g € S(R)igin
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Viof o 0) = [ f (@90 =0 metde
R

f f (gt —x —z)e ?mwtqt
R

= f f®g((t—2z) —x)e 2mwtqr
R

Eger t-z = udonlisimi uygulanirsa

= f f(u+2)glu — x)e 2rio@+2) gy
R

= e~ 2mizw J (T—zf) (u)me—zmwudu
R

— e—2nizw%T_Zf(x, w)
elde edilir.

Yardimcr Teorem 4.1.3: Herhangi h,k € S(R) verilsin. Bu takdirde her (f,g) €
cwb 2" S T (R)vez€ Ricin

wq, Wy, (1)3'61)4_

VVE(TZf! h)(x, w)= e_zmsz(z(l—r),O)VVr(f: h)(x, w)
ve

W, (k, T,9)(x, @)= ™™ Tir0) Wy (k, 9) (x, @)
esitlikleri vardir.

Ispat: Herhangi h, k € S(R) verilsin. Bu takdirde her (f,g) € CW Zl,qcbz,rbgs,'wz (R)

ve z € R igin, eger teorem 3.1.3 kullanilirsa
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_ 2mitxw 1 T
VV‘E(TZfJ h)(x! (U)— e T mVD%h(TZf)(xJ (J))

yazilir. Ote yandan V,; T, (x, w)= e "2™*2T(, )V f (x, )

WL, 1) w0)= e sV (1) (%)

Jt(1-1) —

1 1
2TI=XW 1 —2mi~wz x W
=e T e T V f (_ —Z —)
Dr‘clh 1-1 -

:eZn'i%w(x—z) 1 D T hf (x z(1— ‘[),(;))

JT(1-17)

.1
—pmizox-2) _1_ pz —z(1-1),w)

/T(I—T) VD%hf(x

- Zni%w(x—z) 1 ezmwze—zmwz V‘L’ . hf(x _ Z(l _ T), w)

€ Jt(1-1) D;

_ 1 ezm%w(x—z+z1:)e_2niwz VT f(x —z(1-1),w)
JT(1-1) D%h )

— 1 —2miwz 27Ti%w(x—z(1—r)) T _ -
JT(1-1) e e VD%hf(x Z(l T)) (1))

=e 2O W(f, h) (x — z(1 = 7), @)
bulunur. O halde
W, (T,f, ) (x, w) = e "W, (f, h) (x — 2(1 = 1), w)
= e ZMOIT oy We (f, B) (x, w) (4.6)

Yine teorem 3.1.5, yardime1 teorem 4.1.2 ve yardime1 teorem 4.1.3 kullanilirsa;

_ 2mitxw 1 T
W (k, T,g) (x, w)=e mVD%ngk(x: w)

1
2TI=XW 1 X
L Ly, (29)
Jt(1-1) D%ng 1-t’ 1

X w

2mi=xw 1
=2 __L_y, k(=.2)
Jt(1-1) T%D%g 1-t’ 1
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.1
_ _2Ti=xw
T

- Jf(l—Tng "k(l_f?)

.1
2mi-xw VD . ZTk(X, (l))

= ERar
=W, (T—_zr k, g) (x, w)
-1
yazilir. Boylece (4.6) esitliginden
W, (ke T,9) (x, 0)=W, ( T=zzk, g) (3, )

:e_zmw(;_—l)r(_fzz(l_ﬂ,o)wzc,g)<x, ©)

= Zniw(g) T(—_zr(

=1l

- oy0) ek 9)(x,0)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.1.5: Her (f,g) € CW?P % ™ % T (R) igin T,(f,g) oteleme operatdrii

W1, W2, W3 Wy

dogrusaldir.

Ispat: Herhangi (f,g) € cw? ¢ " S T (R), (hbk)e cwPl ¢ " 5T (R)ve

ZeRicin T,((f,9) + (W K)=T,((f + h,g + k))
= (I.(f + W), T,(g + k)
=(T,f + T,h,T,g + T,k)
=(T.f, T,9)+(T;h, T, k)
=T,(f, 9T, (h, k)
Yine a € Cigin T,(a(f, 9))=T,(af, ag)
=(T,af, T,ag)

= (aTsz O(ng)
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:O((Tzfr ng)

=aT,(f,9)

olup

Teorem 4.1.6: CW [, %, "> " (R) uzay dtelemeler altinda degismezdir.

Ispat: Herhangi (f,g) € cw g % ",”,. (R) verilsin. Bu durumda (f,g) €
(Lo, X LE,)(R) ve (W, (f, ), W (,e) € (L, X L, )(R*) ~ olur.  Ayrica
IT.f pw, < @1(2) [Ifllpe, olup her z€ R igin T,f € (L, )(R) oldugu biliniyor

(Fischer; R. H. Glirkanli; A.T.Liu, T.S.1996). Bu durumda »= maks{w,, w,} olmak

lizere
1T D s N Tlip s
=maks{[| T, f 1,0, 1729l g0, )
<maks{w; (2) IIflp,0, 02(2) 19llg, )
< u(z)maks{[lfllp,e,, 191lg.e, }
:u(Z)II(f;g)llgg)l)@g)2 (4.7)
bulunur. Yine eger v= maks{ws, w,} segilirse

W (T, 0 We G T )y g, = maks (VW (Tf, Dl W2 (o T s 0,
~maks {”e T oW () I, €= Taeo i (- 8) ||sw }
, e

=maks {”T(z(l—‘r),O)VVf(f’ .)”r,a)3’ |

T(z‘L',O)VV‘L'(' ’ g) ”s,w4}

<maks {03(z(1 =), DIW:(f, Iy walzz, OIWL(, )50, }
olup agirlik fonksiyon tanimindan

w3(z(1 —1),0)=w3(z — z1,0)
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=a)3((z, 0) + (zz, 0))
< w3(z,0)w;5(z7, 0)

ve wy(27,0) < w4(z, 0)w, (2T, 0) olmasi kullanilirsa;

”(VVL'(TZf) .), VVL'("TZ‘g))”LZBXLi)‘}

<maks{w; (2, 0)w3 (2T, DIW; (f, 1y 04 (2, 04 (27, )W, (-, )50, )

<v(z, 0)v(zt, )maks{IW (f, )lr5s IWe (> )0, }

=v(z,0)v(zr, OIW(f, ), We (@)l xis,, (4.8)
bulunur. O halde (4.7) ve(4.8) ifadeleri kullanilirsa;

T, (f, gl Wl TS I(T.f, T, )|l cwp TS T

, W2, W3,W4

:“(Tzf, ng)”LIZ)leZ)Z + ”(VV[(Tzf;): m(-'TZg))||L£,3XLi,4
<u@NSF Dy g vz 0v(T OIW(S, )W)l xs,,

< M(Z)”(f, g)” cw Iz;llq&);'ws?:';‘}—i_ V(Z: O)V(ZT, O)H(f; g)” cw glq' s T

, W2, W3,W4

=(u(@) + v(z,0)v(zr, ), DI cw? 4T (4.9)

, W2, W3,W4

elde edilir. Béylece T,(f,g) € CW?P @ ™S T (R) olup, CWP & T (R)

W1, W3, W3,Wy W1, W2, W3,Wyg

uzayi otelemeler altinda degismez kalir.

Tammm 4.1.5: f, g h, k fonksiyonlart R {iizerinde Borel fonksiyonu olsun. Bu
fonksiyonlarmn ikili girisimi (f, g) * (h, k)ile gosterilir ve “*’ alisilmig girisim islemi
olmak iizere (f, g) * (h, k)=(f * h, g * k) bigiminde tanimlanir. Bu girisimin taniml

olmasi i¢in

f FOIRCx — )l dy <
R
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Ve

f 19Ok — Yl dy < o0
R

olmalidir.

Teorem 4.1.7: Her (f,g) € CW g %", (R) ve her sabit z€ Rigin (f, g) -

T,(f, g) ikili o6teleme operatéri CW ’Z;l,%z‘r’w:”wz (R) uzaymda kendi {izerine

sureklidir.

Ispat: Herhangi (f,g) € CW ¢, %", (R)verilsin. (f, g) = T,(f, g)

fonksiyonunun dogrusal oldugunun ispatini (fy, go) =(0,0) fonksiyonu i¢in yapmak

&

u(z)+v(z,0)v(-zt,0) olsun.

yeterlidir. Herhangi &€ >0 sayisi1 verilsin. Bir § >0 sayis1 6=
O halde ||(f, g9) — (fo, 9l p s ;4=||(f DN cw p 4 r st <6oldugunda
eger (4.9) esitsizligi kullanilirsa

”Tz(fr g)” ngl,q&);‘wsé ;4 < (u(z) + v(z,0)v(—2z1, O))”(f,g)” CWZ)'lq' T, s T

, W2, W3,W4

<{u(2) +v(z,0)v(-z1,0)} 6

&
u(z)+v(z,0)v(-zt,0)

< {u(z) + v(z,0)v(—z7,0)}

Il
™

bulunur.

Teorem 4.1.8: Her (f,g) € CW gl,%;&);’wz (R) icin z - T,(f,g) Ooteleme

p,q 71 S T

01, 0y ws w, (R) uzayima siireklidir.

operatorii R uzayindan CW

Ispat: Oteleme fonksiyonu R uzayindan Lz)l (R) ve LZ,Z (R) wuzayma siirekli

oldugundan (Fisher ve arkadaslari, 1966) herhangi € > 0 sayis1 verildiginde her z,
u € Rigin |z — u| < §; oldugundan

I, 9) = Tulf DNz, s, “NTf T ) = (Tuf, Tudlyp, s,
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:”(Tzf - Tuf' T,g — Tug)"Lg)leZ,Z

=maks {”Tzf - Tuf”p,wl’ IT,g — Tu.g”q,wz}

<

N M

olacak bigimde &; >0 sayis1 vardir. Yine benzer sekilde modiilasyon operatorii R
uzayidan Ly,, ve Lg,, uzaylarina siirekli oldugundan ayni € > 0 sayis1 ve her z,

u € Rigin |z — u| < §, oldugunda

||(VVL'(TZf - Tuf: . ); (-:ng - Tug))||LZ,3><L§,4

=W (T, f, ) = Wo(Touf, D We (., Tog) — Wa(, Tug)) |l

T N
Ly XLS),

<e_2meT(z(1—r),0)VVr(f’ D — e—21riqu(u(1_T)'0)VVT(f, D, ezmwl—_T T(z'c.o)VV-c('

’ g) - eZT[in T(uT,O)M/:r(' ’ g))

T S
L7, 40,

:”M(O,—Z)T(z(l—r),o)vvr(f » ) = Mo —wTua-n0Welf, ). Mo 20\ T We

1

, g) - M(O’ITM) T(uT,O)VVr(- ’ g)

T S
s XLy,

Mo-Tza-n,0We(f, ) = Mo, Taui-0,0We (£, ')||w3,
=maks

M o2\ Tar oy We (., 8) = Mg ur) Teur, oy We . 8)

S,y

<e&g
olacak bigimde §, >0 sayisi vardir. Eger min{d;, 6, } denirse

”Tz(f' g) - Tu(f' g)” CW’Z;L"L,;,'JE; £4:||Tzf - Tuf' Tz.g - Tug” cwb e ns T

w1, W2, 0.)3_0.)4

:”(Tzf - Tuf» ng - Tug)”Lﬁ)le?Dz + ”VVL-(Tzf - Tuf' . ): (-' ng - Tug)llLZ)3xL§U4

<

N | M

i
2
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<&

olacak sekilde §(&)>0 sayisi bulunur.

Sonu¢ 4.1.1 a) Her f€ cW? " (R) icin z— T,f dteleme operatorii R

w1,W3

., q, T, S, . . 1.
uzaymndan CW Zl.qwz, s w. (R) uzaymda siireklidir.

b)Herge CW I > " (R) icin z— T,g dteleme operatérii R uzayindan

wW3,W4

cwb e " S T (R)uzayma siireklidir.

w1, Wy, 0.)3_(,04

Teorem 4.1.9: w3 w, agirlik fonksiyonlar1 sabite denk olsun. CW Zl‘qé)z‘r'w:”wz (R)

uzay (L%, % L%, )(R) uzayi iizerine esas Banach modiiliidiir.

Ispat: cw? @ " ST (R) uzayi teorem 4.1.3’den bir Banach uzayr oldugu

W1, W2, W3,Wyg
biliniyor. Herhangi (f,g) € CW § % "> (R) ve (hk)E€ (Lt,, x L)) (R)

fonksiyonu verilsin. L}, (R) uzay1 L}, (R) iizerinde, LY, (R) uzay1 da L, (R) uzay:

tizerinde girisim islemine gére Banach modiilii oldugundan;

If * hllpw, < Mfllpw lhllie, ve o llg*kllgw, < Igllgw,lkllie, yazilir. Ote
yandan herhangi f;, g; € S(R) olmak iizere

1

Wolf by )G w)=e ™™ L=VE | (F + ) (x,0)

_ 2mitxw 1 X w
e Jrt(1-1) VDT_%H (f *h) (1—1" ‘L')

olup,
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IWe(f * hy fi)llrw,=

2mitxw 1 —omi-2-% * X
e e (e (1 eme (025) ) ()

r,ws3
fh(u)ez"i%xw;e‘z’”%% (f*Mw (D . f))( ad ) du
<x _tJ1
R JT(1 —1) ! T\ 1t 1-71 iy
w3
1 1 ; w * X
< | |h@)||[e*™ T ——e 1 tT, (f*Mm (D T f)) —— (4.10)
H! NETCES ) T\ (1—1) o
X a .
yazilir. Burada — - u = — denirse;
1-7 1-7
1 . *
b
(1 —1) TN -1 1-7 s
_ Zm'%u(l—r)w —Zni%w Zni%aw 1 27'”T( r) " * a
- [t o)) o2
, 1 a w
— e—2mu1e27ﬂ;‘1w . —
er——f e Fi=7)
r,w3
1
— e—27riu‘rezm;aw (a w)
V(1 —=1) ros
= |le > w.(f, f,)(a, ‘”)||r,w3 = |w.(%.f,)(a w)||m3 (4.11)
bulunur. O halde (4.10) ifadesi (4.11) ifadesinde yerine yazilirsa
W (f * by f)llr s
<f|h(u)| prmizo L cami® (f*Mw (D . f)*)( ") du
~J Jrd -1 ! AN VAN

_ J IR W, (f, )l A

R

=W (f, fllrws- 1212
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< W (s )l s TRl 0,

olup

W (r=r )l . < Iwe(r ), Ikl
<|w(£. I, ., 1hlhe,

<
bulunur.

Herhangi f, € S(R) olsun. Eger yardimci teorem 2.1 ve yardimci teorem 2.2

kullanilirsa

_ 2mitxw 1 T
Wi (f2, 9 * k) (x, w)=e""= mVDﬁ(‘g*k)fz(x' w)

_ Zni;xw 1 w
- Jt(1-1) VD z (g*k)fz (1 -1’ ‘L')

1 . X W
—plmixw 1 e‘Z”‘E?Vf T (g * k) (_ _)

1-7’ 7

zeZHi%xw 1 p2mi 7 (e_zn (D (g *k)* M“’fz ) (1 ‘r))

1
2TI=X W 1 —omi-X 2 —omi—=% x
e’ 't \/ﬁe 1-t7 | e 1—rr<T T (D g*D k)*Ma)f2>(1 T)
1
2mitxw 1 —omi-- 2 —2mi—= T |72 x
e“ 't N 1-t7 <e S ey ((Dr_ g * D k) * waz )(1 T)
1
2Ti-xw 1 —omi=2 —omi—=2 x
e —‘[(1—‘[)6 1-T T <e 1-T T 1 (D k * ( g * Mo.)fz )> (1 ‘L')

olup
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2mixw 1
T

IWe(f2, g * ) (%, )lls,0,=

(09 mer)) (2)

Jt(1-1) €

. X W
1-T T

S,wy
1 1 w -X W T -1 —x
S | i R e f D« kT, (Dx g+ Mof') | (=) du
Jt(l—1) -1 4 T -1 T 1-1
S,wy
.1 1 X w —Xx
=||| D« k(u) e*™ 7% ——e*"1—77 (D T g *waz )
f -1 /T(l—‘[) |T—1 ( —‘[)
R S04,
1 1 ) L
Zni;xwiezmll—,[?e i T | ZTu (D .
Jt(1 —1) 1-7 -1
Ny o—x
* M%fz ) (1 — T) (4.12)
S,W4
. —x -a .
yazilir. Bu son esitsizlikte U denirse;
1 1 X L
—2qTi= X @ X @ 2 —X
e 2mizxXw 647111 ZTe iy | T, (DLQ " Mgf;)( )
JT(l—1) -7 -1 T 1-71 »
flon
1 1 w T - —a
_ || 2rig(a—ui-n)o e4m‘(1——u)? | g (DLQ * Mﬂfz*) ( )
Jt(1—1) 1-7 -1 T 1-1 »
Wy
Zm'lucu(l—r) —2mitaw 1 41':1‘(L)2 i T |2 * —a
= |le”""T e T ———e 1-17/T1e T | (DLQ*MﬂfZ )( )
Jt(1—=1) -7 1 7 1-7 Y
g
1
.1 .1 . w L UW — a w
_ eZm;uw(l—T)e—Zm;aw 1 e—Zm(l_T) ?6_47”7 T 2 an(l_r)? (D © g *
Jt(1-1) -1 1

Mof,’) (52)

S,wy

1 1
= 1) —2mit 1
eZnLTuw(l r)e ZmTaw

JT(1-1)

eZm‘(lL_lT) @

Te
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1 1
1 .1 oa )\ w L UW —= A W
_ 2n—uw(1-1)  —2mi-aw 1 2711(;)? —4mi—| T 2 —Zm(ﬁ)? ( a 2)
=" € i \/T(l—‘[)e e B e VD%gfz 1-t’t

S,W4

1
_ Zni%uw(l—r) —4m'%aw 1 2ni(%)% —4711'% T 2 —Zm'(%ar) %T—
‘ e e —Jru——ﬂe 1 e —| e 1 VDéfz(a,a))
S,wy
_ eZni%uw(l—r)eZRi(ﬁ) %e—z}ni%e_zni(l_Ta)% T _%eZm%aw 1 Ve f (a a))
-1 7(1-1) D% 235 co
yWa
_1
T
= ) ZWT(fzfg)
S,Wy
1

-1 I (2, Dllsw, (4.13)

bulunur. Eger (4.13) ifadesi (4.12) ifadesinde yerine yazilirsa
A
IWe (2, g * O)llso, < IWe o Dllso, |25 * | D] (4.14)
-1 g
> u(rt—1) .

yazilir. Ote yandan —=a denirse;
|DLk =fDLk(u)|du

-1 1 -1

R
T3 u
2
- j |T - 1| k| —— || du
R T—1

:lri1|_%f k 1; du
R T—1

- == |_%f|k( ) ——d
-1 ¢ T—1 4
R
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1
“ Ikl (4.15)

T
-1

olup (4.15) ifadesi (4.14) esitsizliginde yerine yazilirsa;

1
“ Ikl

T
1

1
’ Wz (2, Dls,0, 7

T
1

W (12, g * E)llsw, < —

=W (f2, Pls,0, 1K l1
< W (s Dllsw k1w,
elde edilir. Boylece

1 9) = (il w0, o SN b g« Bl v s

w1, W2, W3 W4

NG g IOl o gn + IWlf * by Wl g < IO s

—maks{[|f * Al 19 * kllg.w,} + maks{IIWL(f * B, Iy, w,, IWe (o g % Kl 0, )
< maks {1 fllp,w, 12110, 191g.0, el 1.0, }

+ maks{[IWe (F, o IR ll1.c0,0 1W2 (o @, 11,00,

<maks{||f llp,w,, 19lg.,} -maks{l|all1,0,, 1kll1,0,}

+maks{[| Wy (f, Iy, 1We (o D50, }-maks{llRll1e,, HIKlle,

=[maks{llfllp,o, 191l q.0,} + W (f oy 1WC D5 e, }]-maksllAllo,. 1ellr,o,}

=<||(f,g)|| £ il + |(We(f,.), W(., 9))| ) ICh O 1) sps

T N
LipyXLEy,

AEDN o sz MO

elde edilir. Simdi CW Z’l,%;'w:"w: (R) uzaymm esas Banach modiili oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in (L%o L X L, 2)(IR) x CW Z;l,qfl);’w:_’wz (R)=CW ’J)’l,q(;)z,ra);’wﬁ (R)
oldugunu gosterelim. CW % % ™ % " (R) uzayr (L, x L., )(R) iizerinde Banach

wq, W3, (4)3'(1)4_

modiilii oldugundan (L, x L., )(R) x CW ooy, sy (R) © CW G T 70 (R)
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kapsamast  vardir.  Simdi (L}, X L}, )(R) = CW L T " % "(R)  uzaymm

W1, W2, W3,Wyg
CW 3 o wawy (R)  uzaymnda her yerde yogun oldugunu gosterelim. Li, (R) ve
Ly, (R) uzaylarmm (e,)qer Ve (e[;) gel siirli yaklagik birimlerinin varligi bilinir .O

halde bir 0 €ER nin bir # ve v komsulugu olmak iizere (e,)4er Ve (eﬁ) ger yaklasik

birimleri her o, BE 1 nin supe, Cu, supeg C v , [legll,=1 , ||eﬁ||1=1 olacak
bigimde sirasiyla Ly, ve Lg,,de  pozitif smirl olsunlar. Simdi a,,B, € I

sabitleyelim. Herhangi (h, k) € CW 2 9 ™ 5 T (R) verilsin.

w1, W2, W3 W4

Iea,-e8,) * (hl) = IO (. s = =l (ea, o, xKk) = IOl s =
W1, W2, W3,W4 w1

, W2, W3,W4

= [|(eay *h=hoeg, xk =Kl 1y p a7 s <

W1, W2, W3,W4

= ”(ea'o *h— h’eﬁo *k — k)” cw P

roT
w1,w3

q, S T
X CW W2,wa

~|lea, *h =Rl cwh I +[leg, =k — k| c

W s
Ote yandan sonug 4.1.1 geregince oteleme fonksiyonu siirekli oldugundan her £ > 0

. . &
sayisticin ||T,h — h , . = < =olsun. Boylece
yistigin ||T, Fewr, o7 <3 y

lea, *h=hl 0 r <= jq%@Xnmw—h@Dw
w1,w3
R

T
CW1

£
e~
w

< f eq, (2)||T;h — h| cwB T dz
R

£
< f €q, (Z)E dz
R

&
S
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2
olup benzer sekilde ||eﬁo * f— k|| ow @ ST < % elde edilir. Buradan
w2,W4

||(eao *h —h, eg, * k — k)” cwP AT ST < §+ % = ¢ bulunur. Boylece istenen elde

w1, w2, a)3,a)4

edilir.

Sonu¢ 4.1.2 i) cw?l " (R) uzayi Lj, (R) uzay iizerinde esas Banach

modiildiir.

i) cw 2 o T(R) uzayr Ly, (R) uzayr iizerinde esas Banach

modiildiir.

Sonu¢ 4.1.3: : ws, w, aguhik fonksiyonlari sabite denk olsun. Her (f,g) €
cwb @ e (R)igin

w1, Wy, (1.)3,(,04_

lim(ea,ef)  (f,9) = (f,9)

olacak bigimde (L, x L., )(R) uzaymn ((e4, eg))qp stnirh yaklasik birimi vardir.

Ispat: L}, ((R) ve L, (R) uzaylarinin en az bir, sirasiyla (ey)qe; » (eﬁ) ger siirlt
yaklagik birimleri vardir,(Gaudry, 1969). Dolayisiyla ((eq €g))a,per (L}H1 X

L%UZ)GR) uzaymin bir smirli yaklasik birimidir. Ote yandan CW P2 % ™ & T(R)

W1, W2, W3 Wy
uzaymin (L., x L}, )(R) uzay: iizerinde esas Banach modiilii oldugu Teorem 4.1.9

den biliniyor. Boylece her (f,g) € CW P € T S T (R) igin

W1, W2, W3,W4
lcixr[rj’l(ea, eﬁ) «(f,9) = (f,9)

elde edilir (Doran ve Wichmann, 1979).
Sonuc¢ 4.1.4: w, agirlik fonksiyonlar: sabite denk olsun.
iyHer f€ WP " " (R)igin

wq,W3

limey, xf = f
a
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olacak bi¢imde L}, (R) nin (e,)qe; sinirh yaklasik birimi vardir.
ii)Herge cW > " (R) igin
limeg x g =
5 p*gd =4

olacak bi¢imde L},, (R) nin (eﬁ) ger smirli yaklagik birimi vardir.
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42. cwh T T % T (R) Uzayinda Kapsama Bagmtilar:

w1, W2, wg,w4

Teorem 4.2.1: u= maks{w,, w,} ve v= maks{ws, w,} olmak iizere her (0,0) #

(f,g) € CW p,qT s T icin

W1, Wz, W3,Wg
() 1@ <INl ey o752 < (u(@) + (2, 0v(zz,.))
ve
@) 02@) S ILE Dl 70« < (@) +v(z 0)v(r,.)
esitsizlikleri vardir.
Ispat: (0,0) # (f,g) € CW %07, oldugundan 0% f € L}, (R) olup

C(f). w1(2) < T2 fllpw,

< w,(2)

< N fllpw,

esitsizligi  saglayan C(f) > 0sayist vardir (Fisher ve arkadaslari, 1966). Yine
0% g € LY, oldugundan

C(9). wo(2) < ”ng”q,wz
< wy(2)

< llgllgw,

esitsizligi saglayan C(g) > 0 sayis1 vardir (Fisher ve arkadaslari, 1966). Boylece
C(H)-w1@) < T (f, Dllp,,

< maks {IT,fllpwp 1729l g0, )

N T s,
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:”TZ(f"g)”LZ)IXLZ,Z
S ”Tz(f: g)”Lp XLq +||(VVL'(TZfJ))r VV‘L'('ITZg)”LT XLS
w1 Hwy w3 " Hwa

=T, D 0

, W2, W3,W4
elde edilir. Ayrica (4.9) esitsizliginden

C(F). 01(2) < I, (Fo )l gy . 75 =

1, W2, W3,W4

S(u(z) + v(z, O)v(zr,.)). I(F cwp s (4.16)

2, W3,04

yazilir. Benzer sekilde

C(@). w2(2) < IT(F, Dl ey v, 0,7 5

» W2, W3 W4

<(u(2) +v(z,0)v(zz,.)). I(f, DI cwp G T (4.17)
bulunur.
Yardimci Teorem 4.2.1: CW i %"~ " (R) € CW P 7 3 * (R) ise

cwb 2 S T(R)uzayl

w1, Wy, 0)3,(1)4_

”(f) g)” cw = ”(fr g)” ngl,qcb;'ws_v’,;‘l_ + ”(f: g)” Cle’)qu T'3S' T normuna gore bir

v2,V3,V4

Banach uzayidir.

ispat: ((f;,, gn))nEN CCW 3 %, wew, (R)uzayinda Cauchy dizisi olsun. O halde

verilen her € > 0 sayisi ve her n,m> n; i¢in

”(fm gn) - (fm' gm)” CW:”(fn — fm Gn — gm)” cw

:”(fn - fm» g'ﬂ. - gm)” ngl‘qa);'wsé‘£4+|l(fn - fm' ng - gm)” CWp' a7 S T

v1,V2, 173,174
<é¢

olacak sekilde bir n; €N vardir. Her n, m> n, igin

”(fn — fo Gn — gm)” cw gl,q&);,'wsé ;4 < ”(fnr gn) - (fmr gm)” cw < €
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Ve

”(fn - fm: In — gm)” Cng,gé,23%4T < ”(fnr gn) - (fm' gm)” cw <€

olup ((fn,gn))nEN dizisi CW gl,qd)z,rlu::wz (R) ve cW P 2 7. % T(R) uzaylarinda

V1,V2,V3 Vs

sirasiyla ||. || wB LTS T ve |||l o » @ r s - normlarina gére Cauchy dizisi

171,172,‘!73_174_
olur. Ote yandan bu uzaylar iizerinde bahsedilen normlara gére birer Banach

uzay1 olduklarindan ((fn'g"))nEN dizisi ¢w i % ",>,. (R) uzaymnda bir

w1, Wy, W
, 4, 1, S, T : , 4, 1, S, T :
(f,9) € CW 3. %, waw, (R) fonksiyonuna , CW P T 0 * (R) uzayinda da bir

(h,k) € cwb T 7 > T(R) elemanina yakinsar. O halde herhangi bir £ > 0

V1, V2, V3,V

sayis1 ve her n> n, icin

(o gn) — (fL DI cwh 4TS T <§

, W2, W3,W4

olacak sekilde bir n, €N sayisl ve her n=ns icin
&
| (frr 9n) — (RO o panss <3

olacak sekilde bir n; € N vardir. Ayni € > 0 sayisina karsilik her n> n, icin

”(fnr gn) - (f' g)”prLq < ”(fn: gn) - (f} g)”Lz)leZ)Z

< ”(fn;gn) - (f,g)ll cwP e st

w1, W2, (1)3’&)4

ve her n> n; igin

1 gn) = (R ) lupxra < N(fo gn) = (RION 2 0

< ”(fTLJ gn) - (h, k)” ngi.zjz,cijg, T

s,
V4

<£
2

bulunur. Ote yandan n,=maks {n,,n;}olsun. Buradan aym1 &> 0 sayisina

karsilik gelen her n> n, i¢in
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1(F,9) = (h i) lwoxea = I1(f,9) — (Fr 9n) + (Fr 9n) — (R ) pcia

< ”(f' g) - (fn» gn)”prLq +||(fn: gn) - (h' k)”prLq

olup h.h.h. (f, g) = (h, k) bulunur. Yine ayni € > 0 sayisina karsilik gelen her

n= n, i¢in

1£,9) = G gllow =1 90) = F. DN it 275 = NGg) = £l a5

V1,02, 113'174

<

N ™

42
2

I
™

olacak sekilde bir n, € N vardir.

Teorem 4.2.2: w;,v; (i = 1,2, 3,4) agirlik fonksiyonlari olmak iizere eger v; < w;

(i=1,2,3,4)iseher (f,g) € CWP? 2 " > T(R) igin

w1, Wy, (l)3‘0)4_

cwhadn s TRy cWP &7 S T(R) kapsamasi vardir.

W1, W2, W3 W4 V1, V2,V3, Vs

Ispat: v; <w; (i=1,2,3,4) olsun. O halde her z€ R ve i = 1,2 i¢in v;(z) <
Ciw;(z) vei=1,2 igin v;(z,u) < C;w;(z,u) olacak sekilde C; > 0

(i =1,2,3,4) sayilar1 vardir. Herhangi (f,g) € CW gl,"(;,zf;uj"wj (R) alalim. Bu

durumda (f, g) € (L5, x L%, )(R) olup
||(f,g)||Lgle32: maks {[|f | v, 1191l g0, }

=< maks{clllf”p,a)l: Cz||9||q,w2}

olup Cy=maks{C;, C,} denirse;

I DNz xus = Comaks{lIfllp.w 1910}
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~Co I g was,
< o

olur. Béylece (f,g) € (L5, x LT )(R) bulunur. Ote yandan (W,(f,.),W;(.,9)) €
(Ly,, % LS,,)(R?) oldugundan W, (f,.) € L}, (R?) ve W;(.,g) € LS, (R?) yazilur.
Herhangi 4, k € S(R) i¢in

W (f, Wl v, < CIW(F, W, < o0

%S

”M[r(k;g)“s,w < C4-”WL'(k1 g)”s,w4 <®

oldugundan W (f,.) € L}, (R?) ve W;(.,g) € L§,(R?) olup (W (f, ), W;(.,9)) €
(Ly, x L3, )(R?) bulunur. O halde (f,g)€ cW? I > "(R) olur. Buradan

V1, Uy, U3'U4,

cwban st R)Yc cwh I 75 T(R) kapsamasi elde edilir.

W1, W2, W3 W4 V1,V2,V3 Vs

Teorem 4.2.3: w;v; (i=1,2,3,4) agirlk fonksiyonlar1 olmak iizere eger
CW 5, o wnw, R) € CW T 3 00 T (R) ise her (f,g) € CW 5, %,700 0 (R)
i¢in

I DN ewp 0 ms e < CNE Dl ewr ar s«

, W2, W3,W4
olacak sekilde C> 0 say1s1 vardir.

Ispat:cw 75 %7, 7% (R) uzayn iizerinel|. llcw=II. Il ¢y, pars £4+||. [ pa s

s p,a TS T
normunu koyalim. Diger yandan yardimer teorem 4.2.1 den CW ), %, 0. w, UZay1

||.llcy normuna gére Banach uzayi olup kapali grafik teoreminden her (f,g) €

cwb @S TR icin

W1, W2, W3 W4

Il wr o rs s <CNE DN ayp o 75

V3,04
olacak sekilde C> 0 sayisi vardir.

Teorem 4.2.4: w;,v; (i =1,2,3,4) birer agirlik fonksiyonlar1 olmak iizere
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u; = maks {w;,v;} (i = 1,2, 3, 4) olsun. Bu durumda

CWP &S TR P &S TRy CWP &7 S T(R) esitligi vardir.

M1, B2, U3, Hag W1, W2, W3,Wyg V1, V2,V3, V4

Ispat: Herhangi bir (f,g) € cW [, % " %, © (R) verilsin. O halde

ICf )l WS = ||(f'9)||LZ,1><LZ)2+||(WT(f")'WT("g))lle,Bng,4

=maks {I|f 1., 11911 g,0,} + maks{IIW; (f, Il g W2, Dlls00,)
<maks {||fllp,pu,, 191l g, } + maks{IWL(f, Il 1W2C D5y, )

:”(f)g)” CWﬁ' q 1, S T

1, K2, 13, 1e

< o
olup (f,g) € CW Z(fjl,‘i')z,r;,):"w: (R) bulunur. Benzer bi¢gimde
(f,g) € CW 51 325354 "(R) olurve

cwP s S TRy ew? ¢TSS T(RYN CWE & T 5 T(R) (4.18)

M1, B2, U3,Ke W1, W3z, W3 W4 V1,V2,V3,V4

elde edilir. Simdi de herhangi (f,g) € CWPH ¢ " S "(Ryn cw?bh I 7 * T(R)

w1, W2, W3 Wy V1, V2,V3, Vs

alalim. O halde

I PN ewy g s« <ove IF, Dl ayp s <o

s,
Va4

olup Ifllpe, <, llfllpw, < llgllgw, < llgllgw, < oo, IW(f,Illw, <o,
IWe(f, Iy < 00, [IWZ(CL P lsw, < o0 W2, 95w, < o0 olur. Béylece
Wfllpp, <0 llgllgu, < oo, IWe(f, Iy, < oo, IW(, gllsy, < oo olup

”(frg)” Cwﬁrl"ﬁznl;-u:: ”(f'g)”Lﬁle‘zl + ||(WT(f,), Vlz[("g))”Lﬁ3><Lfl4

=maks {I1f llp,u, 1911q p, } + maks{IIW(F, Il W C Pl } < 0

olur. O halde (f,g) € CW ﬁ;,ﬁ'z,ﬁs,i‘;r (R) olup

p, q 1, S T p, q 1, S5 T p, q 1, S T
CW W1, W2, W3 Wy (IR) n CW V1, V2,V3,Vs (R) = CW M1, K2, U3 Ha (IR) (4'19)
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elde edilir. Boylece (4.18) ve (4.19) kapsamalarindan
CW e, R)=CW g %" 0 (RY N CW 3 3 3 © (R) bulunur.

M1, K2, U3, Ha V1, V2, V3,04
Teorem 4.2.5: w;, v; (i =1,2,3,4) birer agirhik fonksiyonlari olmak iizere
u,= maks{w,, w,}, u;= maks {ws, w,}, u, = maks{v,, v,}, u,= maks {vs, v,} olsun.

Eger CW ’Z;l,qc;)zf;u:'wz (R)c cwl 27 5 T(R) ise

V1, Uy, U3'174_

1
DET-l U (z,0)= 12 py(—72,0) olmak iizere

1
v; X (ul + T_Eul(.,O)DiT_ﬂ.ll(.,O)) < o0

1
ve vy X (uz + T_Euz(.,O)DiT—lul(.,0)> <

olur.

Ispat: Herhangi bir (f,g) € CW 7 %"~ (R) alaim. Kabiilden (f,g) €

CW 3 3, oos - (R) olup Teorem 4.1.8 den;
Gor@) < ITE Dl awp o,z x < (W@ + w2 0w (=72, 0) (4.20)
Cov1(2) < IIT,(f, 9 cwh 4TS < (u2(2) + py(z,0)py(—72,0)) (4.21)

olacak sekilde C;,C, >0 sayilarn vardir. Yardimci teorem 4.2.1 den

CW 3, o, irawy (R) uzayt ||. |lcy normuna gore Banach uzayr olup Kapali Grafik

Teoreminden ||(f, Pl ;pyp a7 s = < GIS, DIl gyp a s = olacak sekilde
V1,V2,V3,V4 w1, W2, W3 W4

C; >0 sayist vardir. Ote yandan CW g % "> " (R) uzayl Gtelemeler altinda

degismez oldugundan T,(f,g) € CW?P? 2" > T (Ryccw? % T(R) olup

W1, Wy, W3,W4 V1, V2, V3,04

”Tz(f' g)” CWE;,?J‘Z,:%SI;Z;T < C3||Tz(f’ g)” nglq' TS T (422)

W2, W3,W4

bulunur. Eger (4.20), (4.21), (4.22) esitsizlikleri kullanilirsa;

Cvi(2) < ||Tz(f,g)|| CWE; a1 s T

,V2,V3,V4
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< G I (F, Dl gm0, -

W1, W2, W3,W4

S CS(ul(Z) + P-1(Z' O)HI(TZﬂ O))

olup v,(z) < % (u1 @)+ (z,0)p(—1z, 0)) yazilir. Burada
2

c .
k= C—3 denirse;
2

vy(2) < k(ul(z) + W (2, 0y (—72, 0))
olur. O halde v; < (ul(z) + 1, (z, 0y (—12, 0)) bulunur. Diger bir ifadeyle ile

1
v; < <u1 + 7 2p,(L,0)D1 4 (.,0)) benzer ispat  teknigi ile v, < <u2 +

1
T 21, (. ,O)fo_l s (. ,0)) esitsizligi de bulunur.
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43.cw? T T S T (R) Uzayinda Tikiz (Kompakt) Gomiilmeler

w1, W2, W3 W4

Yardimar Teorem 4.3.1: ((fy, g»)) cwb " S T(R) uzayinda bir dizi

neN °’ W1, W2, W3 Wy

olsun. Eger ((fn,gn))nEN dizisi CW 21,%;}»;@1 (R) uzayinda sifira yakinsak ise

k € C.(R) ve n — oo i¢in

f fa () k(x)dx — 0 ve f In(x) k(x)dx - 0
R

R

olur.

Ispat: % + pi = 1 olmak iizere herhangi k € C.(R) verilsin. Ote yandan k € C,(R)
1

c LP1(R) ve her n € N igin f,, € LP(R) olup eger Holder esitsizligi kullanilirsa ;
[ rek@ax| < [IRIk@Idx
R R

< fallp ik,
< N fallp,w, 1kl
< maks{llfullpw, 1gnllg.w, }- Nkl

N gz, s, - 1Ly,

= ”(fn’gn)” WS ”k”p1 (4.23)

) W, W3 Wy

bulunur. Ote yandan ((f;, gn))nEN dizisi cw P 4 T % T (R) uzayinda sifira

W1, W2, W3 W4

yakinsak oldugundan herhangi € > 0 sayis1 verildiginde her n> n, icin

&

”(fn'gn)” sz;lq' s <

Jwz, w3 ws  kllpy

olacak sekilde ny € N vardir. O halde (4.22) esitsizligi kullanilirsa ayn1 € > 0 sayis1

ve her n> ng igin
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| nek@ax| < 1w allayg o o, Ik,
R

&

<— ||k

=&

bulunur. Benzer bi¢gimde 5 + qi = 1 olmak iizere k € C.(R) < LP1(R) ve her n € N
1

icin f,, € L1(R) olup Holder esitsizligi kullanilirsa benzer yontem ile;

f In(X) k(x)dx - 0
R

elde edilir.

Teorem 4.3.1: w,;,w, fonksiyonlar1 R iizerinde, w3,w, fonksiyonlari da R?
tizerinde polinom tipli agrlik fonksiyonlari olsunlar. zve vfonksiyonlari da R
tizerinde herhangi iki agirlik fonksiyonu olsun. Eger v < w4, v< w, ve x— o i¢in

u(x) v(x) . D, q T S T
uq (x)+v1(x,0)v1(x7,0) »0 veya uq (x)+v1(x,0)v1 (x7,0) # Oise CW W1, W2, W3,04 (]R) uzayl

(L? x L1)(R) uzaymna tikiz gémiilmez.

Ispat: u< w;, v< w, olsun. O halde u(x) < c;w;(x),v(x) < c,w,(x) olacak

bigimde ¢; > 0, ¢, > 0 sayilari vardur. Herhangi (f, g) € CW g % "7, (R) igin

(f.9) € (Lo, X Lg,,)(R) olup

Sl

1f 1l = f £ GO PuCo?
R

SIS

< f P 1F GO Paos ()P

R
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=, f FOOIPw (P b7
R

= cllfllpw,
<

ve

Sl

lgllgw = f 19|70
R

.
q

< j 6719 ()90, ()"

R

1
q

& f 19(0) 7w, ()
R

= c2ll9llgw,
<

olur. Boylece (f,g) € (L, xLI)(R) olup cw? % ™ % "(R) c (L5 x LT)(R)

w1, Wy, (1.)3,(4)4,

bulunur. Simdi i: CW g %", (R) — (L}, x L{)(R) birim doniisimiiniin stirekli

oldugunu gosterelim. Herhangi € > 0 sayist verilsin. Bir § sayisini 6= Ci secelim. O
0

halde her (f, g),(h,k) € cW P @ T S T(R) igin

W1, W2, W3 W4

”(f' g) - (h, k)” cw Zl,qzl);ywsé;z;: ”(f —h, p— k)” cw gl,q(‘u;‘wsp;‘;zl. < 6 olsun.
li(f, 9) — iCh, ) o ya=1I(f, g) — (R )l oy
N = hg = Ol s

—maks {[|(f = Wllpu 109 = )llg}
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<maks{c; [|(f = Wllpw, 2119 = g, )

olup ¢, = maks {c,, c;} denirse;
1i(f, ) = iCh k)l 2 0 < co maks {[I(f = Wllp,wy, 109 = K)llg.0,}

= CO”(f - h;g - k)”Lz)leZ)Z

< oI =Wl g, + W0 =R W g =), o

:COH(f - h:g - k)” cwP @St

W1, W2, W3,W4

< ¢y

olur. Ote yandan u;= maks {w;, w,}, v;= maks{ws, w,} olsun ve her n— oo igin
t, > o olacak sekilde (t,)neny  dizisi  verilsin. Herhangi (f,g) €
cwb @ :wz (R) alip sabitleyelim. Her n € N igin

w1, W2, W

o Gn) = (w1 (t) + 01 (b, )0 (£47,0)) ™ T, (F, 9)

olmak tizere ((f;, gn))neN dizisini alalim. ((f;,, gn))nEN dizisi CW g, %07y (R)

uzayinda sinirlidir. Gergekten;

-1
G gl w0, 7. 2. = || () + 210, V2 (7, 0) T £ D] g1 o

w1, W32, w3,w4

= (ul(tn) + vl(tn: 0)vl(tnff 0))_1“Ttn(f' g)” cwP @ 1S T

w1, W2, W3 W4

olup (4.9) esitsizligi kullanilirsa;

-1
”(fnr gn)” cw glq&);'wsé (54 = (ul(tn) + vl(tnv O)vl(tnT' 0)) ”Ttn(f' g)” cwbP 4TS T
, W2, W3, w1

, W2, W3,W4
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< (ul(tn) + vl(tn' 0)171 (_tnTv 0))_1(1,{1 (tn) + Ul(tn' 0)vl(tnr' 0)) ”f” cw 1’;}'1‘7' s T

, W2, W3 W4

=fll ¢y 1w, s 008

bulunur. Simdi ise (|| (f, gn) Dnen dizisinin (L5, x L1)(R) uzayinda yakimsak bir alt

diziye sahip olmadigin1 gosterelim. Her n € N i¢in
-1
(f gn)= (s () + 01 (tn, V1 (£,7,0)) Ty, (f, 9)

= (2 (6 + 2 (6, 0301 (07, 00) ™ (Te, f (10 () + 01, 004 (607, 0)) 7o, )

oldugundan
-1
fn:(ul(tn) + v, (tn, 0) vy (t,7, O)) Ttnf

-1
n=(us(tn) + V1 (tn, 04 (£,7,0)) Ty g

olur. Herhangi k € C.(R) verilsin.

[ rwrwax| < [ k@ax
R R

- f (ur(t) + 01 (b Y0 (607, 0)) T FO| KGO dx
R

= (ul(tn) + vl(tn» 0)vl(tnr' 0))_1 f |Ttnf(x)||k(x)|dx
R

olup % + pi = 1 olmak tizere Holder esitsizligi kullanilirsa;
1

0< j 2 GO ()l dx
R
< (w(t) + 01.(tn, V1 (627, 0)) ([T, £ 1Kl

70



(g () + V1 (t, 001 (627, 0)) " IF Il l1K I,

bulunur. Ote yandan w;, w,, ws, w, birer polinom tipli agirhk fonksiyonu
olduklarindan u; ve v; fonksiyonlar1 da polinom tipli olup n— oo i¢in t, — oo

oldugundan

(uy(tn) + v4 (£, 0)vy (—t,7,0))  — o0 olur. Boylece

(uy (t) + v1(tn, ) vy (—ty1, 0))_1 — 0 olup buradan
f | fn(x)| |k(x)|dx — 0 olur.Yine benzer sekilde f g )| [k(x)|dx = 0
R R

elde edilir. Bu durumda yardimci teorem 4.3.1 den ((fn, gn))nEN dizisi (Lfl X

L?,)(]R) uzayinda yakinsak ise limiti sifir olmalidir. Feichtinger ve Giirkanli(1990)

calismasindaki ~ yardimciteorem2.2 e  gore ||Ttn f ||p L= u(t,) ve

||Ttn g||qlv ~ v(t,) oldugundan;

cu(ty) < ”Ttnf”p,u < cu(ty,)
ve
c3v(ty) < ”Ttng”p,u < cyv(ty)
olacak sekilde ¢4, ¢y, €3, ¢, > 0 sayilart vardir. O halde

1G9l g = || (2 (&) + 0160, 001 (607, 00) " T, (0|,
:(u1(tn) + vy (tn, 0)vy (t,T, 0))_1”Ttn(f'g)”Lngg

(13 (tn) + v1 (£, )0 (£,7,0)) " maks{|| T, £l oI, g”q,v}

> ¢1(uy (6) + 01 (b, 0)v1 (6,7, 0)) u(ty,)

veya
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”(fm gn)”Lﬁng 2 C3 (ul(tn) + vl(tn' 0)vl(tan O))_lv(tn)

U(tn)
Uy (tn)+v1 (tn,0)v4 (—tT,0) 20,>0

Olup ”(fw gn)”LZng = C181 >0 veya ”(fnr gn)”Lﬁng = C262 >0 yazﬂlr.

u(tn)
Uy () +01 (t1,0)v1 (£27,0) >6; > 0ve

bulunur. Yine

Bu ise ((fy, gn))neN dizisi (L%, x L1)(R) uzayinda yakinsak bir alt dizisi olmadigini

gosterir. O halde CW Z;lff;)zf;u;'wz (R) uzay1 (L x L1)(R) uzayma tikiz gémiilmez.

Sonu¢ 4.3.1: w;,w, fonksiyonlar1 R {izerinde, ws,w, fonksiyonlar1 da R?
tizerinde polinom tipli agrlik fonksiyonlar: olsunlar. r; ve r, fonksiyonlar1 da R

lizerinde, 73, 74 fonksiyonlar1 da R? iizerinde herhangi iki agirhik fonksiyonlar:

r1(x)

olsunlar. Eger r; < w; (i =1,2,3,4) ve x— o icin DT P 0) + 0 veya
2169) . P, q TS T p,q TS T
oy 0ise CW 4,y ws 0, (R) uzayr CW o2 o007 * (R) uzayina

tikiz gdmiilmez.

Ispat: r; < w; (i = 1,2,3,4) oldugunda Teorem 4.2.2 den CW?? % ™ = " (R) c

W1, W2, W3 Wy

cw ik F(R) olur. Ayrica it CW iy %",> (R)—» cw P 25> " (R)

1,172,137 Wy, W2, ® " 72,7378
birim déniisimiu Teorem 4.2.3 den siireklidir. Bu dontlisiimiin tikiz oldugunu
: p,q 7T S T .
kabul edelim. CW ; " "0 w, (R) uzayinda ((fn. gn))nEN siurlt dizisi verilsin.

Bger ((f,, gn))nEN dizisinin CW P T 1% " (R) uzayinda yakinsak bir alt dizisi
varsa bu alt dizi (LI;1 X ng)(R) uzaymnda da yakinsak olur. Gergekten
((hp, kn))nEN dizisi ((fp, gn))neN dizisinin CW 2 [ . © uzaymnda (ho, ko)

elemanina yakinsayan alt dizisi ise verilen her € > 0 sayisina karsilik gelen her

n = ng igin

1 ) = Cho, ko)l e 0.7 s v < &

y T2, 73,74

olacak sekilde mny €N wvardir. Ayrica &>0 sayist ve her n=>n,

s p,a TS T
icin CW 3 o 7, (R) uzaymin normu tanimindan

”(hn; kn) - (hOJ kO)”L$1XLg-2 < ”(hn: kn) - (h()r kO)” CW?’1 arnst<E

,72,73,74
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bulunur. Bu ise CW 5 %" % "(R) uzaymin (LP x LI )(R)uzayma tikiz

W1, W2, W3 Wy

gomiilmesi anlamina gelir. Halbuki CW I(Z;l,q(;);'w::wz (R) uzay1 L’ﬁl X ng uzayina

Teorem 4.3.1 den tikiz gomilmez. Bu ise c¢eliskidir. O halde i:
cwb e st (R)—> cWh TS T(R) gomiilmesi tikiz degildir.

W1, W2, W3 W4 1,172,731
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44, cwbh T " ST (R), WP TR veCcW? > T(R)

W1, W2, W3 Wy w1, W3 w3, W4

Uzaylarimin Duali ve Carpanlar Uzaylari

cw b T T(R) uzayr itizerine, L, (R) x L, (R*) vektor uzayr lzerindeki

w1, W3

I weE M= 1fllpw, + IWe(f, Iy, normu  koyalhm.  Bir ¢

fonksiyonunu

b=CWh " TR~ 15 (R) XL}, (RD), $()= (fW(f,.)) biciminde

tanimlansin. ¢ dogrusal izometridir. Gergekten de ;

herhangi f,h € CW P " *(R) ve 0, p € K i¢in

daf + Bh) = (af + Bh,W,(af + Bh,.))
=(af + Bh,W;(af,.)) + (af + Bh,W,(Bh,.))
= (af, W,(af,.))+(Bh, W,( Bh,.))
= (af, aW,(f,.))+(Bh, BW,(h,.))
~(a(f. W, )+ (B W)

=a ¢ (f) +B ¢ (h)
olur. Yine [[{d (A= llp.w, + IWe(fs o, =Ifll qwz, 7, = olup ¢ fonksiyonu
izometridir.
Bir Hkiimesi H = ¢ (CW 2,7, " (R)) = {(£,W:(£,))|f € CW DT, (R)

bi¢ciminde tanimlayalim.

é: (CW 5,‘12,; (]R)) - ¢ (CW b1t (]R)) = H fonksiyonu orten izometri

w1, W3

oldugundan ( cwh 'k (]R)) ve ¢ ( cwb T (R)) uzaylar1 topolojik olup

w1, W3

izomorftur. Bunun sonucunda CW ’Z,’l'r(;,; (R) Banach wuzay1 oldugundan
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¢ ( cwh T (]R)) uzayr da Banach wuzayr olup her Banach uzay1 kapali

w1, W3

oldugundan H= ¢ ( cwb ot ([R{)) uzay1 da kapali olur. Simdi bir K kiimesi de;

w1, W3

K = {(w,sv) €l? L(R) XL 1 (R?) n!f(y)‘p(y)dw fW’(f")(s‘tW(S’t)det - Ol
1 3 R2

| V(f W, (f,.)) €H )
bi¢ciminde tanimlansin.

p, 1 T

Teorem 4.4.1: % + 5 =1ve % + % = 1 olmak tizere CW ¢, (.~ (R) uzaynin duali

(ew?,m " ®) =1 _(®)x L, +(R?) /K

olur.

Ispat: H uzay1 kapali olup Duality teoreminden H* = Lz;:fl (R) x LZ:3_1 (R?) /K
yazilir. ¢ fonksiyonu izometri oldugundan

cwh (R =d ( cw iy " (R)) olur. Buradan H=¢ ( cw i’ (R))
oldugundan (CW BT (R))* =~ H* olup (CW bt (]R))* = L’Z)'l_l(R) x

LZ:S_l(]RZ) / K bulunur.

Benzer sekilde CW & % T (R) uzay 1'izerineLZ,Z (R) X L3, (R?) uzayi iizerindeki

Wy, Wy

I(g. Wi )= Ngllgw, ~ IWe(., Pllsw, normunu koyalm.  Bir
Y fonksiyonu da;
W cw E,%, (R) - LY, (R) x LS, (RY), ¥ (9) = (9.W:(,9)) bigiminde

tanimlansin. ¥ dogrusal izometridir.

Gergekten de herhangi h,k € CW & * T (R) ve a, B € K igin

W2, Wy

W(ah + Bk) = (ah + Bk, W,(, ah + Bk))

= (ah + pk, W, (., ah) + W, (., BK))
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= (ah + pl,aW,(., h) + fW,(, k)

= (ah + Bk, aW;(, h) + pW, (., )

(ah, aW,(.,h) + BW,(., k) + (Bk, aW, (., h) + BW, (., k))

=a(h, W,;(.,h)) + Bk, W, (., k))

aW (h)+B% (k)

Olur.Ayricaherg € CW & % * (R) icin

Wy, Wy

”'1”(9)”LZ)Z><L§,4 = ”(g' w:(.,9) )”L,Z)zxLﬁ,4

= ||9||q,wz”(m)”5.w4

= 19l g, (W2 (., ) )50,
= ”g” cw 2;2’520:
olup ¥ izometridir.
Simdi bir L kiimesi
L= qJ( cwi s (]R)) ={(g.m.CD)lge W 5" (R) biciminde
tanimlansin.  W: CW q ST , R) - lI’( CW 4 q ST (R)) = L fonksiyonu orten

izometridir. Yine benzer sekilde L= ¥ ( cw Z,z 0 (]R)) uzayinim kapali oldugu elde
edilir. Bir M kiimesi de;

_ L(’ o) € ng_l(R) X IE 1 (R2) Rj 9 {(dy + sz W:(., 9)(s, ) (s, t)dsdt = Ol

V(g W.(.9)) €L J

bi¢ciminde tanimlasin.

|~

Teorem 4.4.2: =+

1 11 :
PR I've -+ <=1 olmak tizere CW Z,z Sw4T (R) uzaymin duali

( cw Z)z Sw4T (]R)) = Liz—l (R) x Li4—1 (R%) / M olur.

_
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Ispat: Teorem 4.4.1 in ispatindaki teknik ile kolayca ispatlanir.

Simdi cW® " T(R) ve CWZ > T(R) uzaylarinin relatif tamlamalarini

w1, W3 Wy, Wy

tammlayalim; CW 2 " T(R) uzaymm tammindan C Wp not , (R) c v L(R)

w1, w3
oldugu biliniyor. Herhangi f,g € CW 5,’1'2,31 (R) alalim. O halde W.(f,.),
W,(g,.) € L},,(R?) olup L, (R) ve L}, (R?®) birer vektér uzayr oldugundan
f+gely, ®, W(f+g,)=Wi(f,)+W(g,.)€L,,(R? olup f+ge€
cw ", F(R) bulunur. Ayrica her fe€ CW, ", "(R) ve A€R igin Af €
Ly, (R), Wy (Af, )=, (f,.) € L, (R?) oldugundan Af € CW 7, ", * (R) bulunur.
Boylece CW D ") *(R) uzayr L}, (R) nin alt vektdr uzayr olur. Ayrica
cw b 7, T (R) uzayi Ly, (R) iizerinde bir Banach modiilii oldugu Sonug 4.1.19 dan
biliniyor. Ayrica her f€ CWh ) (R)icin ||fllyew, <l f||cwglf&)31 oldugu
uzayn normunun tanimndan agiktir. Gaudry (1963) ¢alismasinda L, (R) uzayimn
(eq)ae; smirl yaklasik birimi varligr biliniyor. Ote yandan Sonug 4.1.4 den her
w1, W3

fecw?hm T(R)igin ||f*e,— fll WP, — 0 bulunur. Benzer sekilde

cw & % T(R) uzayr i¢inde aym sonuglar elde edilir. O halde CW 2 ": *(R) ve

W2, Wy w1, W3

cWe S T(R) uzaylarimin sirasiyla CWP™ (R) ve CWZI% (R) relatif

W2, Wy w1,W3 W2,Wy

tamlamalari;

CWP™ (R) = {f €L (]R)|Va Elicinfxe, € CWP " “(R)ve sup||f *e,ll cw T < oo}
a€l @1, @

w1,W3 wq, W3

CWPT (R) = {f ELZ,Z(]R)|Va Elicinfre, € CWZL S T(R)ve Sllp||f*€a||cwq s 7 < 00}

Wop,Wa W2, Wy
a€l
biciminde olur. Bu uzaylar sirasiyla

||f||@7|,mf Supllf*eallcwp roT
w1.w a€l @3

Ve

”f”CWqST = Sup”f*eallcwq ST
a€l “4

normlarma gore Banach uzayidir ve yaklasik birimden bagimsizdirlar

(Duyar ve Glirkanli, 2003).
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Teorem 4.4.3: w3 ve w, agirlik fonksiyonlar: sabite denk olmak iizere

i) M (Ll;,1 (R), cW 2 " T(R) ) ve C:Wflrafs (R) uzaylar1 cebirsel olarak

1, W3

izomorf ve homeomorftur.

—~

i) M (L5, (R), cW % %, " (R) ) ve CW,"° (R) uzaylar cebirsel olarak

Wy, Wy ,Wy

izomorf ve homeomorftur.
Ispat: Duyar ve Giirkanli (2003) ¢alismasindaki 2.6 Teoreminden ispat aciktir.

Yardimc1 Teorem 4.4.1: X ve Y Banach uzayi olmak iizere (X XY)* = X*XY*

olur.

Ispat: Bir J: X* xY* = (X xY)* fonksiyonu [J(f,g)](x,y)= f(x)+g()(x €
X,y €Y) biciminde tanimlayalim. J birebir ve ortendir; Gergekten de (fi, g1),
(f2,92) € X* XYY" olmak iizere (f;,91) # (f2,92) olsun. Bu durumda f; #

f> veya g, # g, durumlarinin en az biri saglanmalidir.

) fi # f2,01 # g2 is¢;

GO+ 1) # L0+ g2(x) olup J(f1, 91) # J((f2 92)) olur.
i) fi # f2,91 = g 1s€;

f1(0)+ g1(¥) # fL,(x)+ g.(y) olup J(f1, 91) # ]((qugz)) olur.
i) f1 # f2,91 # g, 1s€;

fi0)+ g1(y) # f2(x)+ g.(y) olup J(f1, 91) # ]((fz'gz)) olur.
Boylece J birebirdir. Herhangi FE (X X Y)* alalim. Bu durumda

J(F(.,0),F(0,.))= F(,0),F(0,.)= F((,0)+(0,.))=F(,.) olacak bicimde
fi=F(.,0) € X" ve g, = F(0,.) € Y" verildiginden J 6rtendir.

J dogrusaldir;

Herhangi (f1, 91), (f2,g2) € X* X Y™ alalim.
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(1,90 + (f2,92)) 6, )= I(fi + f2, 91 + 92) (%, )
=(fi+ )0+ (91 + 92)W)
= (f )+ () )+ (g () + (92) ()
=(f) () + (g ) + (L) )+ (g2) )

=J(f1,91) e, y)+ J(f2, 92)(x, )

Simdi de J donilistimiiniin izometri oldugunu gosterelim. Herhangi x € X,y €Y

alalim.

lf G+ g < If I+ gl

< lIf M+ gy

< AN+ Uy 13-+ g MLl + Ty 113

= (A + gDl + 1y 1D

=1 PGl
yazilip; buradan

WDl < I Dl (4.24)

elde edilir. Kabul edelim ki [|(f1, g1)|I= maks {||f1 [[{lg111}= [I f1 | olsun.

O halde |fi(x)| = (1 —&e)|lfillllx]l olacak bigimde yeterince kiigiik & >0 ve
(x,0) € X X Y olsun. Bu durumda

17 (f1,91)(x,0)]
< JU1.90)0)
I/ (gl = 1 G, 0|

_ 1A +1(0)]
[1Cx, 0l

_ f1(x)
[l

< @-allAlllxl
Il

=1 =allfll
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=1 =all(fu g0l
olup

e =0 igin [[J(f, gDl = I1(fr, gD (4.25)

bulunur. Boylece (4.24) ve (4.25) esitsizliklerinden ||/ (f;, gl = [|(f1, g1) 1l olup J
bir izometri bulunur. O halde J bir izometri olup (X X Y)* = X* X Y™ elde edilir.

Sonug:4.4.1::l+i,= 1vel+i,= 1, +i,=lvel+i,=lolmakﬁzere
14 P r r q S S

Q|-

cwb @S T (R)uzaymnin duali

W1, W2, W3, Wy
( cwh T (]R)) ~ (L’:ol_l(]R) x LT, 1(R?) / K) x (Li (R X LS, (R?) / M)
olur.

Ispat: Ispat Teorem 4.4.1, Teorem 4.4.2 ve Yardimc1 Teorem 4.4.1 den agiktir.

Teorem 4.4.7: w5 ve w, agirhik fonksiyonlar: sabite denk olsun.

1
o

+ = =1 olmak lizere

+

[Z 3N SN

1 1 1 1 1
—,=1ve—+—,=1,—+—,zlve
p e T q q S

Homyy w1, ( CW gl,%z,rb;'wz (R), ( Ly -1 X Lﬁz_l)(R)> carpanlar uzay1

(1) (R x L, -1 (R?) /K ) x (LT o (R) x LS, (R?) / M)
uzayina cebirsel olarak izomorf ve homeomorf olur.

Ispat : Teorem 4.1.9 dan CW 3 %", " (R) uzayr (Lg,, % Ly, )(R) iizerinde esas

Banach modiilii oldugundan

CW G vy (R) = (LG, X Ly, )J(R) * CW 35 %" %" (R) esitligi biliniyor.

Ayrica Sonug 4.4.1 den

( cwh TS (R)) =~ (Lfol_l(R) x LT, 1(R?) / K) x (qu (R X L, 1(R?) / M)

olup Riefiel (1969) ¢alismasindaki Teorem 1.4 den

p' q: r, s T [ee] [e'e)
Homys 1 ( CWB 4T (R), L2 4 % sz_l)
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= Homyy s, (€W 2% 7,50 (R), (1L, (®) x ( 14,®) )
= Homyy, s, (CW 5, %ty (RO, (L, X 13,) (R) )

= (Cw?B %750 (R, (L, % LL,)(®)

= (CW G, % wrwy (R))'

= (Li:l_l(]R) x L) 1(R?) /K ) % (LZ) AR X LS (R?) /M)

elde edilir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde v —Wigner doniisiimii agirlikli Lebesque uzaylarinda olan fonksiyon
uzaylar1 tanimlanmistir. Bu uzaym Banach modiilii olma, kapsama bagmtilari, tikiz
gomiilmeleri, duali, yaklasik birimleri gibi 6zellikleri incelenmistir. Zaman-frekans
analizi i¢in matematiksel olarak zengin 6zelliklere sahip olan yeni fonksiyon uzaylari
elde edilmistir. Bu uzayin matematiksel 6zellikleri ayrintili bir bigimde incelenmistir.
Modiilasyon uzaylarinda Gabor donistimii kullanilir iken bu calismada ise bir
quadratik zaman-frekans gosterimi olan T —Wigner doniistimii ve agirlikli Lebesgue
uzaylar1 kullanilarak farkli bir bakis acisi getirilmistir. Bu tez ¢alismasinda
literatiirde ki uzaylara gére matematiksel 6zellikler agisindan daha zengin fonksiyon
uzaylart elde edilmistir. Elde edilen bu uzaylar ile zaman frekans analizinde,
modiilasyon uzaylarinda oldugu gibi bahsedilen problemlerin ¢oziimiine yardimci
olabilir mi? modiilasyon uzaylarina gore daha i1yi sonuglar elde edilebilir mi? sonraki
caligmalar da arastirilabilir. Ayrica elde edilen sonug¢lar harmonik analiz, sinyal
analizinde ve operator teorisinde de kullanilmaya adaydir. Yine daha sonraki
calismalarda modiilasyon uzaylarinda oldugu gibi (Feichtinger, 2006), (Galperin ve
Samarah, 2004), bu uzayn diskret normlu uzay1 tanimlanarak bu uzaym sampling
ozelligi irdelenebilir. BoOylece zaman-frekans analizinde bir uygulamasi elde
edilecektir. Wigner doniistimiiniin ¢esitli uzaylarda sinirlilik, kompakthik, siirekliligi
ve bir takim ozellikleri incelenmistir (Wong, 2004), (Dorfler ve Groéchenig, 2011),
(Sandike1, 2014), (Soltani, 2015), (Mejjaoli ve Trimeche, 2018). Ayrica Sandik¢r ve
Giirkanli (2013), Sandik¢1 (2014) c¢alismalarinda modiilasyon ve mixed normlu
uzaylarda wigner ve toeplitz operatorlerinin sinirliligi, siirekliligi incelendigi gibi; bu
projede tanimlanan yeni uzaylarda da ¢esitli operatorlerin (wigner, weyl, toeplitz,
wavelet, Gabor vb...) siireklilik ve sinirlilik problemleri bundan sonraki ¢aligmalarda
ele alabilir. Boylece Operator teorisinde de bir uygulamasi elde edilmis olacaktir.
Matematiksel olarak zengin olan Wigner doniisiimiiniin zaman-frekans analizi, sinyal
analizi, quantum mekaniginde de 6nemli uygulamalar1 vardir (Ville, 1948), (Schutte,
1999), (Debnath, 2002), (Case, 2008), (Gomes ve Silva, 2008), (Gosson, 2017).
Projede quadratik bir zaman-frekans dontisiimii olan wigner doniistimiiyle elde edilen

uzaylarin daha sonraki c¢alismalarda zaman-frekans, sinyal analizi, quantum
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mekanigi, operator teorisi ve harmonik analiz de uygulamalar1 yapilarak daha 6nceki

uzaylarda elde edilen sonuglarla karsilastirilarak farkli bir bakis a¢is1 elde edilebilir.
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