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ÖZET 

 

 
Anahtar Kelimeler: Kuadratik rezidü, Legendre sembolü, Kuadratik formlar, Uygun 

sayılar  

 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. İkinci bölüm kuadratik rezidülere ayrılmıştır. Kuadratik rezidü tanımı 

yapılarak konuyla ilgili teoremler ifade edilmiştir. Üçüncü bölüm çalışmanın ana 

bölümünü oluşturmaktadır. Bu bölümde bazı 𝐷 doğal sayıları için 𝑥2 + 𝐷𝑦2 biçiminde 

yazılabilen asal sayılar karakterize edilmiştir. Ayrıca uygun sayı tanımı verilerek 

uygun sayılarla ilgili bazı teoremler verilmiştir. Dördüncü bölüm sonuç ve önerilerden 

oluşmaktadır.  
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PRIMES OF THE FORM 𝒙𝟐 + 𝑫𝒚𝟐 

 

SUMMARY 

 
 

Keywords: Quadratic residue, Legendre symbol, Quadratic forms, Convenient 

numbers 

 

This study consist of four section. In the first section, the main defnitions and theorems 

are given. Second section is devoted to quadratic residues. By defining quadratic 

residue, some theorems concerning the subject are given. The third section covers the 

main subject of the study. In this section, primes of the forms 𝑥2 + 𝐷𝑦2 are 

characterized for some values of 𝑛. Also, some theorems concerning convenient 

numbers are given. Last section contains results and suggestions. 
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BÖLÜM 1. GİRİŞ 
 

 

Bu bölümde sayılar teorisinden iyi bilinen bazı tanımlara ve teoremlere yer 

verilecektir. 

 

1.1. Bölünebilme 

 

Tanım 1.1. 𝑎 ve 𝑏 iki tam sayı ve 𝑎 ≠ 0 olsun. Eğer 𝑏 = 𝑎 ∙ 𝑐 olacak biçimde bir 𝑐 

tam sayısı varsa 𝑎 sayısı 𝑏’yi bölüyor veya 𝑎, 𝑏’nin bir bölenidir ya da 𝑎, 𝑏’nin bir 

çarpanıdır denir. 𝑎 sayısı 𝑏’yi bölüyorsa 𝑎|𝑏, bölmüyorsa bu 𝑎 ∤ 𝑏 ile gösterilir. 

 

Bölünebilme tanımı kullanılarak bölünebilme ile ilgili aşağıdaki özellikler kolaylıkla 

gösterilebilir. 

1) 𝑎|𝑏 ise her 𝑐 tam sayısı için 𝑎|𝑐𝑏 dir. 

2) 𝑎|𝑏 ve 𝑏|𝑐 ise 𝑎|𝑐 dir. 

3) 𝑎|𝑏 ve 𝑏|𝑎 ise 𝑎 = ±𝑏 dir. 

4) 𝑎|𝑏 ise sıfırdan farklı her 𝑐 tam sayısı için 𝑎𝑐|𝑏𝑐 dir. 

5) 𝑐 ≠ 0 ve 𝑎𝑐|𝑏𝑐 ise 𝑎|𝑏 dir. 

6) 𝑎|𝑏 ve 𝑐|𝑑 ise 𝑎𝑐|𝑏𝑑 dir. 

7) 𝑎|𝑏 ve 𝑎|𝑐 ise he 𝑥, 𝑦 tam sayısı için 𝑎|𝑏𝑥 ∓ 𝑐𝑦 dır. 

 

Teorem 1.1. (Bölme Algoritması) 𝑎 ≠ 0 olmak üzere 𝑎 ve 𝑏 tam sayı çifti için         

𝑏 = 𝑎𝑞 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < |𝑎| olacak biçimde 𝑞, 𝑟 tam sayıları vardır ve bu 𝑞 ve 𝑟 tek türlü 

belirlidir. 

 

Tanım 1.2. 𝑎 ve 𝑏 iki tam sayı olsun. Eğer bir 𝑑 ≠ 0 tam sayısı için 𝑑|𝑎 ve 𝑑|𝑏 

koşulları sağlanıyor ise 𝑑’ye 𝑎 ve 𝑏 tam sayılarının bir ortak böleni denir. 𝑎 ve 𝑏 aynı 

anda sıfır olmasın. 𝑎 ve 𝑏’nin pozitif ortak bölenlerinin en büyüğüne bu sayıların en 
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büyük ortak böleni denir. Bu durum 𝑑 = (𝑎, 𝑏) ile gösterilir. Özellikle (𝑎, 𝑏) = 1 ise 

𝑎 ve 𝑏 tam sayılarına aralarında asaldır denir. 

 

Teorem 1.3. 𝑑 tam sayısı 𝑎 ve 𝑏 tam sayılarının en büyük ortak böleni ise                     

𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır. 

 

1.2. Kongrüanslar 

 

Tanım 1.4. 𝑚 bir pozitif tam sayı olsun. Eğer 𝑚|𝑎 − 𝑏 ise 𝑎 ve 𝑏 sayıları 𝑚 modülüne 

göre kongrüenttirler (denktirler) denir. Bu durum 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚) biçiminde gösterilir.  

 

Teorem 1.5. 𝑚 > 0 olmak üzere 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑚 ∈ ℤ ve 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑚), 𝑐 ≡ 𝑑(mod 𝑚) 

olsun. Bu takdirde, 

i) 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑(mod 𝑚) ve 𝑎 − 𝑐 ≡ 𝑏 − 𝑑(mod 𝑚), 

ii) 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑(mod 𝑚), 

iii) 𝑘 ∈ ℤ olmak üzere 𝑎 + 𝑘 ≡ 𝑏 + 𝑘(mod 𝑚) ve 𝑘𝑎 ≡ 𝑘𝑏(mod 𝑚) 

iv) 𝑎𝑥 ≡ 𝑎𝑦(mod 𝑚) ve (𝑎, 𝑚) = 1 ise 𝑥 ≡ 𝑦(mod 𝑚)  

dir. 

 

Tanım 1.6. 𝑚 ≥ 1 ve 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚 tam sayıları verilmiş olsun. Eğer 

1) 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑎𝑖 ≢ 𝑎𝑗(mod 𝑚) dir, 

2) Her 𝑎 ∈ ℤ için 𝑎 ≡ 𝑎𝑖(mod 𝑚) olacak şekilde 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 koşulunu sağlayan en az 

bir 𝑖 tamsayısı vardır, 

 

şartları sağlanıyorsa 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚 tamsayılarına 𝑚 modülüne göre bir tam kalanlar 

sistemi denir. 

 

Tanım 1.7. Her 𝑚 > 0 tam sayısını, 𝑚’yi geçmeyen ve 𝑚 ile aralarında asal olan tam 

sayıların sayısına eşleyen fonksiyona Euler’in 𝜑-fonksiyonu denir. Başka bir ifade ile 

𝜑(𝑚) = |{𝑥: (𝑚, 𝑥) = 1, 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑚 𝑣𝑒 𝑥 ∈ ℤ}| ile tanımlı 𝜑: ℤ+ → ℤ+ 

fonksiyonuna Euler’in 𝜑-fonksiyonu denir. 
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Örnek: 𝜑(3) = 2, 𝜑(5) = 4, 𝜑(7) = 6 dir. 

 

Örnek: 𝑝 bir asal sayı olmak üzere 𝜑(𝑝) = 𝑝 − 1 olduğu kolaylıkla görülebilir. 

 

Tanım 1.8. 𝑚 ≥ 1 ve 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑(𝑚) tam sayıları verilmiş olsun. Eğer 

1) Her 𝑖 = 1,2, … , 𝜑(𝑚) için (𝑎𝑖, 𝑚) = 1 dir, 

2) 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑎𝑖 ≢ 𝑎𝑗(mod 𝑚) dir, 

3) (𝑎, 𝑚) = 1 koşulunu sağlayan her 𝑎 ∈ ℤ için 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜑(𝑚) olmak üzere               

𝑎 ≡ 𝑎𝑖(mod 𝑚) olacak şekilde bir 𝑖 tam sayısı vardır, 

 

şartları sağlanıyorsa 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑(𝑚) tam sayılarına 𝑚 modülüne göre bir indirgenmiş 

kalanlar sistemi denir. 

 

Teorem 1.9. 𝑝 bir asal sayı ve 𝑝 ∤ 𝑎 ise 𝑎𝑝−1 ≡ 1(mod 𝑝) dir.  

 

Teorem 1.10. 𝑚 bir pozitif tam sayı ve (𝑎, 𝑚) = 1 ise 𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1(mod 𝑚) dir. 

 

Teorem 1.11 (Güvercin Yuvası ilkesi). 𝑚 ve 𝑛 doğal sayılar ve 𝑚 > 𝑛 olsun. Eğer 

𝑚 tane nesne 𝑛 tane kutuya yerleştirilirse bir kutuya en az 2 nesne koyulmalıdır. 

 

İspat: 𝑚 tane nesne 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 ile 𝑛 tane kutu da 𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛 kümeleriyle 

gösterilirse 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 nesneleri  𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛 kutularına yerleştirileceğinden  

 

𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ … ∪ 𝑆𝑛 = {𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑚} 

 

olarak yazılabilir. Her kutuya ikiden az nesne yerleştirilirse 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 için |𝑆𝑘| ≤ 1 

olacağından  

 

𝑚 = |𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ … ∪ 𝑆𝑛| ≤ |𝑆1| + |𝑆2| + ⋯ + |𝑆𝑛| ≤ 𝑛 

 

elde edilir. Bu ise 𝑚 > 𝑛 olmasıyla çelişir. Şu halde bir kutuya en az iki nesne 

yerleştirilmelidir. 
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Sonuç 1.12. 𝑛 > 𝑚 olsun ve 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 tam sayıları verilsin. Bu durumda        

𝑚|𝑥𝑘 − 𝑥𝑗 olacak biçimde 𝑘 ≠ 𝑗 olan 𝑘 ve 𝑗 indisleri vardır. 

 

İspat: 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 tam sayılarının 𝑚 tam sayısına bölümlerinden elde edilen kalanlar 

düşünülür ve her tam sayı kalanıyla ilgili kutuya yerleştirilirse 𝑛 > 𝑚 olduğundan bu 

sayılardan en az iki tanesi aynı kutuya yerleştirilmelidir. Yani en az iki tam sayının 𝑚 

tam sayısına bölümünden elde edilen kalanlar aynıdır. Bu tam sayılar 𝑥𝑗 ve 𝑥𝑘 ise 

𝑚|𝑥𝑘 − 𝑥𝑗 elde edilir. 

 

1.2.1. Bir bilinmeyenli lineer kongrüanslar 

 

Bu kısımda 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) kongrüansının çözümü incelenecektir. 

 

Tanım 1.2.1. 𝑎, 𝑏, 𝑚 ∈ ℤ ve 𝑚 > 0 olmak üzere 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) şeklinde verilen 

kongrüans bağıntısına bir bilinmeyenli bir lineer kongrüans denklemi adı verilir. 

 

Aşağıdaki teorem 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) kongrüansının çözümünün olması için gerekli ve 

yeterli şartı ifade etmektedir. 

 

Teorem 1.2.2. 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) kongrüansının bir çözümünün olması için gerekli ve 

yeterli şart (𝑎, 𝑚)|𝑏 olmasıdır.  

 

İspat: 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) kongrüansının 𝑥1 gibi bir çözümünün olduğunu kabul edelim. 

Dolayısıyla 𝑎𝑥1 = 𝑏 + 𝑚𝑘 olacak biçimde bir 𝑘 tam sayısı vardır. g = (𝑎, 𝑚) ise g|𝑎 

ve g|𝑚 olduğundan g|𝑎𝑥1 − 𝑚𝑘, yani g|𝑏 bulunur. Şimdi de g|𝑏 olsun. Dolayısıyla 

𝑏 = g𝑘 olacak biçimde bir 𝑘 tam sayısı vardır. g = (𝑎, 𝑚) olduğundan                           

g = 𝑎𝑥0 + 𝑚𝑦0 olacak biçimde 𝑥0, 𝑦0 tam sayıları vardır. Buradan 𝑏 = g𝑘 = 𝑎𝑘𝑥0 +

𝑚𝑘𝑦0 elde edilir. Eğer 𝑥1 = 𝑘𝑥0 alınırsa 𝑎𝑥1 ≡ 𝑏(mod 𝑚) bulunur. 

 

Teorem 1.2.3. 𝑚 ≥ 1 olsun. (𝑎, 𝑚) = 1 ise 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) kongrüansının 𝑥1 gibi 

bir çözümü vardır ve kongrüansının tüm çözümleri 𝑗 ∈ ℤ olmak üzere 𝑥 = 𝑥1 + 𝑗𝑚 ile 
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verilir. Özellikle 𝑎𝑟 ≡ 𝑏(mod 𝑚) olacak biçimde 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 − 1 şartını sağlayan bir 

𝑟 tam sayısı vardır. 

 

İspat: 𝑚 = 1 ise ispat açıktır. 𝑚 ≥ 2 olsun. (𝑎, 𝑚) = 1 olduğundan Teorem 1.10’a 

göre 𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1(mod 𝑚) yazılabilir. 𝑥1 = 𝑏𝑎𝜑(𝑚)−1 alınırsa 𝑎𝑥1 ≡ 𝑏(mod 𝑚) elde 

edilir. Şimdi 𝑥 tam sayısı 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) şartını sağlasın. 𝑎𝑥1 ≡ 𝑏(mod 𝑚) 

olduğundan 𝑎𝑥 ≡ 𝑎𝑥1(mod 𝑚) elde edilir. (𝑎, 𝑚) = 1 olduğu kullanılırsa                  

𝑥 ≡ 𝑥1(mod 𝑚) bulunur. Bu ise 𝑥 = 𝑥1 + 𝑚𝑘 olacak biçimde bir 𝑘 tam sayısının 

olduğunu gösterir. Diğer yandan 𝑥 = 𝑥1 + 𝑗𝑚 ise 𝑥 ≡ 𝑥1(mod 𝑚) olup                     

𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) olduğu görülür. 𝑥1 tam sayısının 𝑚 tam sayısına bölümünden elde 

edilen kalan 𝑟 ise 𝑥 ≡ 𝑟(mod 𝑚) olduğundan 𝑎𝑟 ≡ 𝑏(mod 𝑚) bulunur. 

 

Teorem 1.2.4. g = (𝑎, 𝑚) ve g|𝑏 olsun. Bu taktirde (
𝑎

g
) 𝑥 ≡ (

𝑏

g
) (mod (

𝑚

g
)) 

kongrüansının çözümleri ile 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) kongrüansının çözümleri aynıdır ve 𝑥1 

tam sayısı (
𝑎

g
) 𝑥 ≡ (

𝑏

g
) (mod (

𝑚

g
)) kongrüansının bir çözümü ise 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) 

kongrüansının tüm çözümleri 𝑡 ∈ ℤ olmak üzere 𝑥 = 𝑥1 + (𝑚/g)𝑡 ile verilir. 

 

İspat: g = (𝑎, 𝑚) ve g|𝑏 olsun. O zaman 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) ⇔ 𝑚|𝑎𝑥 − 𝑏 ⇔

(𝑚/g)|(𝑎/g)𝑥 − (𝑏/g) ⇔ (𝑎/g)𝑥 ≡ (𝑏/g)(mod (𝑚/g)) olduğu dikkate alınırsa 

istenen elde edilir. 

 

Teorem 1.2.5. (𝑎, 𝑚) = 1 olsun. Eğer 𝑥0, 𝑦0 tamsayıları 𝑎𝑥0 + 𝑚𝑦0 = 1 şartını 

sağlıyorsa 𝑥1 = 𝑏𝑥0 tam sayısı 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod 𝑚) kongrüansının bir çözümüdür.  

 

İspat: 𝑎𝑥0 + 𝑚𝑦0 = 1 ise 𝑎𝑏𝑥0 + 𝑚𝑏𝑦0 = 𝑏 olup 𝑎𝑥1 + 𝑚𝑏𝑦0 = 𝑏 yazılabilir. Bu 

ise 𝑎𝑥1 ≡ 𝑏(mod 𝑚) olduğunu gösterir. 

 

Teorem 1.2.6 (Wilson Teoremi). 𝑝 bir asal sayı ise (𝑝 − 1)! ≡ −1(mod 𝑝) özelliği 

geçerlidir.  
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Teorem 1.2.7. 𝑝 bir asal sayı ve 𝑝 > 2 olsun. Bu durumda, 𝑥2 ≡ −1(mod 𝑝) olacak 

biçimde bir 𝑥 tam sayısının olması için gerekli ve yeterli şart 𝑝 ≡ 1(mod 4) olmasıdır. 

 

İspat: Önce 𝑥2 ≡ −1(mod 𝑝) olacak biçimde bir 𝑥 tam sayısı varsa 𝑝 ≡ 1(mod 4) 

olduğunu gösterelim. 𝑥2 ≡ −1(mod 𝑝) ise 𝑝 ∤ 𝑥 olduğu açıktır. Dolayısıyla Teorem 

1.9’a göre 𝑥𝑝−1 ≡ 1(mod 𝑝) yazılabilir. 𝑥2 ≡ −1(mod 𝑝) olduğundan          

(𝑥2)
𝑝−1

2 ≡ (−1)
𝑝−1

2 (mod 𝑝), yani 𝑥𝑝−1 ≡ (−1)
𝑝−1

2 (mod 𝑝) bulunur. Buradan 

1 ≡ (−1)
𝑝−1

2 (mod 𝑝) olduğu görülür. 𝑝 > 2 olduğundan (−1)
𝑝−1

2 = 1 olmalıdır. Bu 

ise (𝑝 − 1)/2 tam sayısının çift olmasını gerektirir. (𝑝 − 1)/2 = 2𝑘  olarak yazılırsa  

𝑝 = 1 + 4𝑘, yani 𝑝 ≡ 1(mod 4) elde edilir. 

 

Şimdi de 𝑝 ≡ 1(mod 4), yani 𝑝 = 1 + 4𝑛 olsun. Bu durumda 𝑘 = (𝑝 − 1)/2 ise 𝑘 

tam sayısının çift tam sayısı ve 𝑘 + 1 =
𝑝−1

2
+ 1 =

𝑝+1

2
= 𝑝 −

𝑝−1

2
= 𝑝 − 𝑘 olduğu 

görülür. Diğer yandan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 ise 𝑝 − 𝑗 ≡ −𝑗(mod 𝑝) olduğundan 

 

∏(𝑝 − 𝑗)

𝑘

𝑗=1

≡ ∏(−𝑗)(mod 𝑝)

𝑘

𝑗=1

 

 

yazılabilir. Dolayısıyla 

 

(𝑝 − 1)(𝑝 − 2) … (𝑝 − 𝑘 + 1)(𝑝 − 𝑘) ≡ (−1)(−2) … (−(𝑘 − 1))(−𝑘)(mod 𝑝)  

 

olur. Buradan 

 

(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)(𝑝 − 3) … (𝑝 − 𝑘 + 1)(𝑝 − 𝑘) ≡ (−1)𝑘𝑘! (mod 𝑝) 

 

bulunur. 𝑘 tam sayısının çift olduğu kullanılır ve kongrüansının her iki yanı 𝑘! ile 

çarpılırsa 

 

𝑘! (𝑝 − 𝑘)(𝑝 − 𝑘 + 1) … (𝑝 − 2)(𝑝 − 1) ≡ (𝑘!)2(mod 𝑝) 
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elde edilir. 𝑝 − 𝑘 = 𝑘 + 1 olduğu dikkate alınırsa 

 

 𝑘! (𝑘 + 1)(𝑘 + 2) … (𝑝 − 2)(𝑝 − 1) ≡ (𝑘!)2(mod 𝑝) 

 

 buradan da (𝑝 − 1)! ≡ (𝑘!)2(mod 𝑝) bulunur. Wilson Teoremi’ne göre                    

(𝑝 − 1)! ≡ −1(mod 𝑝) dir. Buradan (𝑘!)2 ≡ −1(mod 𝑝) bulunur. Dolayısıyla       

𝑥 = 𝑘! alınırsa istenen sonuç elde edilir. 

 

Teorem 1.2.8. 𝑝 bir asal sayı, 𝑝|𝑎2 + 𝑏2 ve 𝑝 ≡ 3(mod 4) ise 𝑝|𝑎 ve 𝑝|𝑏 dir. 

 

İspat: Olmayana Ergi Yöntemiyle: Eğer 𝑝|𝑎 olduğu gösterilirse 𝑝|𝑎2 + 𝑏2 

olduğundan 𝑝|𝑏2, yani 𝑝|𝑏 elde edilir. Şimdi 𝑝 ∤ 𝑎 olduğunu kabul edelim. Dolayısıyla 

(𝑝, 𝑎) = 1 olup Teorem 1.2.3’e göre 𝑎𝑥 ≡ 1(mod 𝑝) olacak biçimde bir 𝑥 tam sayısı 

vardır. Dolayısıyla 𝑎2𝑥2 ≡ 1(mod 𝑝) ve 𝑎2 ≡ −𝑏2(mod 𝑝) yazılabilir. Buradan da 

𝑎2𝑥2 ≡ −𝑏2𝑥2(mod 𝑝) ve böylece 1 ≡ −𝑏2𝑥2(mod 𝑝) bulunur. Bu ise            

(𝑏𝑥)2 ≡ −1(mod 𝑝) olduğunu gösterir. 𝑝 > 2 olduğundan önceki teoreme göre     

𝑝 ≡ 1(mod 4) olmalıdır. Bu ise hipotezle çelişir. O halde 𝑝|𝑎 ve böylece 𝑝|𝑏 elde 

edilir. 

 

Direkt İspat Yöntemiyle: 𝑝|𝑎2 + 𝑏2 ise 𝑎2 ≡ −𝑏2(mod 𝑝) olur. 𝑝 ≡ 3(mod 4) 

olduğundan (𝑝 − 1)/2 bir tek tam sayıdır. Böylece (𝑎2)
𝑝−1

2 ≡ −(𝑏2)
𝑝−1

2 (mod 𝑝), yani 

𝑎𝑝−1 ≡ −𝑏𝑝−1(mod 𝑝) elde edilir. Ayrıca Teorem 1.9’a göre 𝑎𝑝 ≡ 𝑎(mod 𝑝) ve 

𝑏𝑝 ≡ 𝑏(mod 𝑝) yazılabilir. 𝑎2 ≡ −𝑏2(mod 𝑝) ve 𝑎𝑝−1 ≡ −𝑏𝑝−1(mod 𝑝) 

kongrüansları alt alta çarpılırsa 𝑎𝑝+1 ≡ 𝑏𝑝+1(mod 𝑝) bulunur. Diğer yandan          

𝑎𝑝 ≡ 𝑎(mod 𝑝),   𝑏𝑝 ≡ 𝑏(mod 𝑝) olduğu dikkate alınırsa 𝑎2 ≡ 𝑏2(mod 𝑝) elde 

edilir. Böylece 𝑎2 ≡ −𝑏2(mod 𝑝) olduğu kullanılırsa 2𝑎2 ≡ 0(mod 𝑝),  yani 𝑝|𝑎 

elde edilir. 𝑝|𝑎2 + 𝑏2 olduğundan 𝑝|𝑏 bulunur. 

 

Teorem 1.2.9. 𝑑 = (𝑎, 𝑏) ise (
𝑎

𝑏
,

𝑏

𝑑
) = 1 dir. 

 

Teorem 1.2.10. 𝑎|𝑏𝑐 ve (𝑎, 𝑏) = 1 ise 𝑎|𝑐 dir. 
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BÖLÜM 2. KUADRATİK KONGRÜANSLAR 

 

 

Tanım 2.1. 𝑚 pozitif bir tam sayı, 𝑎 ∈ ℤ ve (𝑎, 𝑚) = 1 olsun. 𝑎ℎ ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

koşulunu sağlayan en küçük pozitif ℎ tam sayısına 𝑎’nın 𝑚 modülüne göre mertebesi 

denir. 

 

𝑎 ∈ ℤ ve (𝑎, 𝑚) = 1 olsun. 𝑎’nın 𝑚 modülüne göre mertebesi 𝜑(𝑚) ise 𝑎’ya 𝑚 

modülüne göre bir ilkel kök denir. 

 

Örnek: 3 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 5), 32 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑 5), 33 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 5) ve 34 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5) 

olduğundan 3’ün 5 modülüne göre mertebesi 4’tür. 

 

Önerme 2.2. 𝑝 > 2 asal sayı ise 𝑝 modülüne göre ilkel kök vardır. Ayrıca 𝑔, 𝑝 

modülüne göre bir ilkel kök ise 𝑔, 𝑔2, … , 𝑔𝑝−1 sayıları 𝑝 modülüne göre bir 

indirgenmiş kalanlar sistemidir [1]. 

 

Örnek: Önceki örnekte 3’ün 5 modülüne göre mertebesi 4 olduğunu görmüştük. 

Ayrıca 𝜑(5) = 4 olduğundan 3 sayısı 5 modülüne göre bir ilkel köktür. 

 

Bu bölümde p asal sayı, 𝑝 > 2 ve 𝑝 ∤ 𝑎 olmak üzere 𝑥2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑝) kongrüansının 

çözümünün olup olmadığı araştırılacaktır. 

 

Tanım 2.3. 𝑎 bir tam sayı ve (𝑎, 𝑚) = 1 olsun. Eğer 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑚) kongrüansının 

bir çözümü varsa 𝑎 tam sayısına 𝑚 modülüne göre bir ikinci dereceden kalan veya 

karedir denir. Eğer 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑚) kongrüansının çözümü yoksa 𝑎 tam sayısına 𝑚 

modülüne göre bir kare değildir denir. 

 

42 ≡ 3(mod 13) olduğundan 3 tam sayısı 13 modülüne bir karedir. 
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7 ≡ 3(mod 4) olduğundan Teorem 1.2.7’ye göre 𝑥2 ≡ −1(mod 7) kongrüansının bir 

çözümü yoktur. O halde −1 sayısı 7 modülüne göre bir kare değildir. 

 

Önerme 2.4. 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑚) olacak biçimde bir 𝑥 tam sayısı vardır ⟺ 𝑥1
2 ≡

𝑎(mod 𝑚) olacak biçimde 0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑚 − 1 şartını sağlayan bir  𝑥1 tam sayısı vardır 

[1]. 

 

İspat: 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑚) olacak biçimde bir 𝑥 tam sayısı mevcut olsun. Teorem 1.1’e 

göre 𝑥 = 𝑚𝑞 + 𝑥1, 0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑚 − 1 olacak şekilde 𝑥1 ve 𝑞 tam sayıları mevcuttur. 

Buradan 𝑥 ≡ 𝑥1(mod 𝑚) olduğu dikkate alınırsa 𝑥1
2 ≡ 𝑎(mod𝑚) elde edilir. 

 

Yukarıdaki önermeye göre 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑚) kongrüansının çözümleri varsa bunları 𝑚 

tam sayısından küçük negatif olmayan tam sayılar içinden aramak gereklidir. 

 

𝑥2 ≡ 2(mod 5) kongrüansının çözümü yoktur. Çünkü 𝑥 yerine 0,1,2,3,4 değerleri 

yazıldığında 

 

02 ≢ 2(mod 5) 

12 ≢ 2(mod 5) 

22 ≢ 2(mod 5) 

32 ≢ 2(mod 5) 

42 ≢ 2(mod 5) 

 

olduğu görülür. 

 

Teorem 2.5. 𝑝 asal sayı, 𝑝 > 2 ve 𝑝 ∤ 𝑎 olsun. Bu takdirde, 

(1) 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) kongrüansının çözümünün olması için gerekli ve yeterli şart 

𝑎
𝑝−1

2 ≡ 1(mod 𝑝) olmasıdır. 

(2) 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) kongrüansının çözümünün olmaması için gerekli ve yeterli şart 

𝑎
𝑝−1

2 ≡ −1(mod 𝑝) olmasıdır. 
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İspat: (1) 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) olacak biçimde bir 𝑥 tam sayısı mevcut olsun. 𝑝 ∤ 𝑎 

olduğundan 𝑝 ∤ 𝑥 olduğu açıktır. Fermat Teoremi’ne göre 𝑥𝑝−1 ≡ 1(mod 𝑝) 

yazılabilir. 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) olduğundan 𝑥𝑝−1 = (𝑥2)
𝑝−1

2 ≡ 𝑎
𝑝−1

2 (mod 𝑝) olur. 

Buradan da  𝑎
𝑝−1

2 ≡ 1(mod 𝑝) elde edilir. Şimdi de 𝑎
𝑝−1

2 ≡ 1(mod 𝑝) ve g tam sayısı 

𝑝 modülüne göre bir ilkel kök olsun. Bu taktirde Önerme 2.2’ye göre g, g2, g3, … , g𝑝−1 

tam sayıları 𝑝 modülüne göre bir indirgenmiş kalanlar sistemidir. Dolayısıyla             

𝑎 ≡ g𝑘(mod 𝑝) olacak biçimde 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1 şartını sağlayan bir 𝑘 tam sayısı 

vardır. Buradan 𝑎
𝑝−1

2 ≡ (g𝑘)
𝑝−1

2 (mod 𝑝) ve böylece g𝑘(𝑝−1)∕2 ≡ 1(mod 𝑝) 

yazılabilir. g tam sayısının 𝑝 modülüne göre mertebesi 𝑝 − 1 olduğundan                   

(𝑝 − 1) | 𝑘(𝑝 − 1)/2 elde edilir. Böylece 2|𝑘 olduğu görülür. 𝑥 = g𝑘/2 olarak alınırsa 

𝑥2 = g𝑘 ≡ 𝑎(mod 𝑝) bulunur. 

 

(2) Eğer 𝑎(𝑝−1)/2 ≡ −1(mod 𝑝) ise önceki teoremin (1) özelliğine göre                     

𝑥2 ≡ 𝑎(mod𝑝) kongrüansının çözümü yoktur. Şimdi 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) kongrüansının 

çözümünün olmadığını kabul edelim. 𝑝 ∤ 𝑎 olduğundan Teorem 1.9’a göre          

𝑎𝑝−1 ≡ 1(mod 𝑝) dir. Dolayısıyla 𝑝|𝑎𝑝−1 − 1, yani 𝑝|(𝑎(𝑝−1)/2 − 1)(𝑎(𝑝−1)/2 + 1) 

yazılabilir. 𝑝 asal olduğundan 𝑝|𝑎(𝑝−1)/2 − 1 veya 𝑝|𝑎(𝑝−1)/2 + 1 olur. Eğer 

𝑝|𝑎(𝑝−1)/2 − 1 ise 𝑎
𝑝−1

2 ≡ 1(mod 𝑝) olur ki bu durum (1) özelliğine göre 𝑥2 ≡

𝑎(mod 𝑝) kongrüansının çözümünün olmaması ile çelişir. O halde 𝑝|𝑎(𝑝−1)/2 + 1 dir. 

Bu durumda 𝑎(𝑝−1)/2 ≡ −1(mod 𝑝) olur. 

 

Tanım 2.6. 𝑝 asal sayı, 𝑝 > 2 ve 𝑝 ∤ 𝑎 olsun. (
𝑎

𝑝
) sembolünü Legendre kullanmıştır 

ve 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) kongrüansının çözümü varsa (
𝑎

𝑝
) = 1, 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) 

kongrüansının çözümü yoksa (
𝑎

𝑝
) = −1 olarak tanımlanır. 

 

Örnek: 32 ≡ 2(mod 7) olduğundan (
2

7
) = 1 ve 𝑥2 ≡ −1(mod 7) olacak biçimde 𝑥 

tam sayısı olmadığından (
−1

7
) = −1 olur. 

 

Teorem 2.7. 𝑝 > 2 bir asal sayı ve (𝑎, 𝑝) = (𝑏, 𝑝) = 1 olsun. Bu takdirde, 
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(1) 𝑎(𝑝−1)/2 ≡ (
𝑎

𝑝
) (mod 𝑝), 

(2) 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑝) ise (
𝑎

𝑝
) = (

𝑏

𝑝
), 

(3) (
𝑎𝑏

𝑝
) = (

𝑎

𝑝
) (

𝑏

𝑝
), 

(4) (
1

𝑝
) = (

𝑎2

𝑝
) = 1, (

−1

𝑝
) = (−1)(𝑝−1)/2, 

(5) 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) kongrüansının çözümü vardır ⟺ (
𝑎

𝑝
) = 1 ve 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) 

kongrüansının çözümü yoktur ⟺ (
𝑎

𝑝
) = −1 

ifadeleri doğrudur [1]. 

 

İspat: (1) Teorem 2.5 ve (
𝑎

𝑝
) Legendre sembolünün tanımı kullanılırsa istenen elde 

edilir.  

 

(2) 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑝) ise 𝑎(𝑝−1)/2 ≡ 𝑏
𝑝−1

2 (mod 𝑝) yazılabilir. Önceki özelliğe göre 

𝑎(𝑝−1)/2 ≡ (
𝑎

𝑝
) (mod 𝑝) ve 𝑏(𝑝−1)/2 ≡ (

𝑏

𝑝
) (mod 𝑝) olduğundan (

𝑎

𝑝
) ≡ (

𝑏

𝑝
) (mod 𝑝) 

elde edilir. 𝑝 > 2 ve (
𝑎

𝑝
) = ∓1, (

𝑏

𝑝
) = ∓1 olduğundan (

𝑎

𝑝
) = (

𝑏

𝑝
) elde edilir. Çünkü, 

eğer (
𝑎

𝑝
) ≠ (

𝑏

𝑝
) ise (

𝑎

𝑝
) − (

𝑏

𝑝
) = ∓2 olacağından 𝑝|2 bulunur. Bu durum 𝑝 > 2 

olmasına aykırıdır. 

 

(3) 𝑎(𝑝−1)/2 ≡ (
𝑎

𝑝
) (mod 𝑝) ve 𝑏(𝑝−1)/2 ≡ (

𝑏

𝑝
) (mod 𝑝) olduğundan (𝑎𝑏)

𝑝−1

2 =

𝑎
𝑝−1

2 𝑏
𝑝−1

2 ≡ (
𝑎

𝑝
) (

𝑏

𝑝
) (mod 𝑝) yazılabilir. (𝑎𝑏)(𝑝−1)/2 ≡ (

𝑎𝑏

𝑝
) (mod 𝑝) olduğundan 

(
𝑎𝑏

𝑝
) ≡ (

𝑎

𝑝
) (

𝑏

𝑝
) (mod 𝑝) elde edilir. Üstteki duruma benzer şekilde (

𝑎𝑏

𝑝
) = (

𝑎

𝑝
) (

𝑏

𝑝
) 

bulunur. 

 

(4) (
1

𝑝
) = (

𝑎2

𝑝
) = 1 olduğu açıktır. (−1)

𝑝−1

2 ≡ (
−1

𝑝
) (mod 𝑝) olduğundan (

−1

𝑝
) =

(−1)(𝑝−1)/2 elde edilir. 
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(5) (
𝑎

𝑝
) Legendre sembolünün tanımı, Teorem 2.5 ve (1) özelliği kullanıldığında 

istenilen elde edilir. 

 

Teorem 2.8. (Gauss Lemması) 𝑝 > 2 bir asal sayı ve 𝑝 ∤ 𝑎 olsun. Eğer 

 

𝑎, 2𝑎, 3𝑎, … , (
𝑝 − 1

2
) 𝑎 

 

tam sayılarının 𝑝 tam sayısına bölümlerinden elde edilen kalanlardan 𝑝/2 tam 

sayısından büyük olanların sayısı 𝑛 ise (
𝑎

𝑝
) = (−1)𝑛 dir [1]. 

 

Örnek: (
3

29
) değerini hesaplayınız. 

 

Çözüm: 𝑎 = 3, 𝑝 = 29 ve (𝑝 − 1)/2 = (29 − 1)/2 = 14 olur. 

 

3,2 ∙ 3,3 ∙ 3,4 ∙ 3,5 ∙ 3,6 ∙ 3,7 ∙ 3,8 ∙ 3,9 ∙ 3,10 ∙ 3,11 ∙ 3,12 ∙ 3,13 ∙ 3,14 ∙ 3 

 

tam sayılarının 29 tam sayısına bölümlerinden elde edilen kalanlar sırasıyla 

3,6,9,12,15,18,21,24,1,4,7,10,13 tam sayılarıdır. Bunların içinden 29/2 sayısından 

büyük olanlar 5 tanedir. Şu halde (
3

29
) = (−1)5 = −1 olur. 

 

Teorem 2.9. 𝑝 asal sayı ve 𝑝 > 2 olsun. Bu taktirde (
2

𝑝
) = (−1)(𝑝2−1)/8 ve 𝑎 tek tam 

sayı ve 𝑝 ∤ 𝑎 ise 

 

𝑡 = ∑ ⟦𝑗𝑎/𝑝⟧

(𝑝−1)/2

𝑗=1

 

 

olmak üzere (
𝑎

𝑝
) = (−1)𝑡 formülleri geçerlidir [1]. 
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Örnek: 𝑥2 ≡ 2(mod 17) kongrüansının çözümünün olup olmadığını gösteriniz. 

 

Çözüm: (
2

17
) = (−1)(172−1)/8 = (−1)

16.18

8 = (−1)36 = 1 olduğundan 𝑥2 ≡

2(mod 17) kongrüansının çözümü vardır. 

 

Örnek: 253 tam sayısının 103 sayısına bölümünden elde edilen kalanı bulunuz. 

 

Çözüm: (
2

103
) = (−1)(1032−1)/8 = (−1)

102∙104

8 = (−1)102∙13 = 1 olduğundan 

Teorem 2.7’ye göre 2(103−1)/2 ≡ 1(mod 103), yani 251 ≡ 1(mod 103) yazılabilir. 

Buradan 253 ≡ 4(mod 103) elde edilir. Şu halde kalan 4 olur. 

 

Örnek: 535 sayısının 67 asal sayısına bölümünden elde edilen kalanı bulunuz. 

 

Çözüm: Önce (
5

67
) değerini hesaplayalım. 

 

∑ ⟦5𝑗/67⟧ = ∑⟦5𝑗/67⟧

33

𝑗=1

(67−1)/2

𝑗=1

 

                              = ∑⟦5𝑗/67⟧ + ∑ ⟦5𝑗/67⟧ + ∑ ⟦5𝑗/67⟧

33

𝑗=27

26

𝑗=14

13

𝑗=1

 

                              = ∑ 1 + ∑ 2

33

𝑗=27

26

𝑗=14

 

                           = 13 + 7.2 

                           = 27 

 

olduğundan Teorem 2.9’a göre (
5

67
) = (−1)27 = −1 olur. Dolayısıyla Teorem 2.7’ye 

göre 5(67−1)/2 ≡ −1(mod 67) yazılabilir. Buradan 533 ≡ −1(mod 67) elde edilir. 

Dolayısıyla 535 ≡ −25(mod 67), yani 535 ≡ 42(mod 67) bulunur. Dolayısıyla 

kalan 42 olur. 
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Teorem 2.10. (İkinci Dereceden İndirgeme Kuralı) 𝑝 ve 𝑞 farklı tek asal sayılar 

iseler (
𝑝

𝑞
) (

𝑞

𝑝
) = (−1)

𝑝−1

2
∙
𝑞−1

2  , yani 

 

(
𝑝

𝑞
) = (−1)

𝑝−1
2

∙
𝑞−1

2 (
𝑞

𝑝
) 

 

dir [1]. 

 

Örnek: (
−42

61
) = 1 olduğunu gösteriniz.  

 

Çözüm: −42 ≡ 19(mod 61) olduğundan (
−42

61
) = (

19

61
) yazılabilir. Buradan da 

 

(
19

61
) = (−1)

19−1
2

∙
61−1

2 (
61

19
) = (−1)9∙30 (

61

19
) = (

61

19
) = (

4

19
) = (

22

19
) = 1 

 

bulunur.  

 

Teorem 2.11. 𝑝 > 2 olmak üzere 𝑝 ve 𝑞 asal sayılar ve 𝑞 > 𝑝 olsun. Bu takdirde 

aşağıdakiler doğrudur. 

(1) 𝑝 ≡ 1(mod 4) ise 𝑞 = 4𝑝𝑘 + 𝑟, 0 < 𝑟 < 4𝑝 olmak üzere (
𝑝

𝑞
) = (

𝑟

𝑝
) eşitliği 

vardır. 

(2) 𝑝 ≡ 3(mod 4) ise 𝑞 = 4𝑝𝑘 ∓ 𝑟, 0 < 𝑟 < 4𝑝 olacak biçimde bir r tam sayısı vardır 

ve (
𝑝

𝑞
) = (

𝑟

𝑝
) eşitliği geçerlidir [1]. 

 

İspat: (1) 𝑝 ≡ 1(mod 4) olsun. Teorem 1.1’e göre 𝑞 = 4𝑝𝑘 + 𝑟, 0 < 𝑟 < 4𝑝 olacak 

biçimde yazılabilir. Böylece 𝑞 ≡ 𝑟(mod 𝑝) olduğu kullanılırsa Teorem 2.7’ye göre 

(
𝑞

𝑝
) = (

𝑟

𝑝
) elde edilir. Öte yandan 𝑝 ≡ 1(mod 4) olduğundan 

𝑝−1

2
 bir çift tam sayıdır.  

 

Böylece (
𝑝

𝑞
) = (

𝑞

𝑝
) = (−1)

𝑝−1

2
∙
𝑞−1

2 = (
𝑞

𝑝
) = (

𝑟

𝑝
) bulunur. 
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(2) Benzer şekilde Teorem 1.1’e göre 𝑞 = 4𝑝𝑘 + 𝑟0, 0 < 𝑟0 < 4𝑝 olacak biçimde 

yazılabilir. İlk olarak 𝑟0 ≡ 1(mod 4) olsun. Bu durumda 𝑟 = 𝑟0 olarak alınırsa          

𝑟 ≡ 1(mod 4) ve 𝑞 ≡ 𝑟(mod 4) olduğundan 𝑞 ≡ 1(mod 4) olur. Böylece 
𝑞−1

2
 tam 

sayısı çifttir. Dolayısıyla 

 

(
𝑝

𝑞
) = (−1)

𝑝−1
2

∙
𝑞−1

2 (
𝑞

𝑝
) = (

𝑞

𝑝
) = (

𝑟

𝑝
) 

 

elde edilir. Eğer 𝑟0 ≡ 3(mod 4) ise 𝑟 = 4𝑝 − 𝑟0 ve 𝑘1 = 𝑘 + 1 olmak üzere              

𝑞 = 4𝑝𝑘 + 𝑟0 = 4𝑝𝑘 + 4𝑝 − 𝑟 = 4𝑝(𝑘 + 1) − 𝑟 = 4𝑝𝑘1 − 𝑟 yazılabilir. Böylece 

𝑟 ≡ −𝑟0(mod 4) ve 𝑞 ≡ −𝑟(mod 4) olduğundan 𝑞 ≡ 𝑟0(mod 4) yani 𝑞 ≡ 3(mod 4) 

elde edilir. Dolayısıyla (𝑞 − 1)/2 tam sayısının tek olduğu kullanılırsa 

 

(
𝑝

𝑞
) = (−1)

𝑝−1
2

∙
𝑞−1

2 (
𝑞

𝑝
) = − (

𝑞

𝑝
) = − (

−𝑟

𝑝
) = − (

−1

𝑝
) (

𝑟

𝑝
) 

       = −(−1)
𝑝−1

2 (
𝑟

𝑝
) 

       = (
𝑟

𝑝
) 

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.12. 𝑞 > 2 bir asal sayı olsun. Bu takdirde, 

(1) 2
𝑞−1

2 ≡ 1(mod 𝑞) ⇔ (
2

𝑞
) = 1 ⇔ 𝑞 ≡ ∓1(mod 8) 

(2) 2
𝑞−1

2 ≡ −1(mod 𝑞) ⇔ (
2

𝑞
) = −1 ⇔ 𝑞 ≡ ∓3(mod 8) 

özellikleri doğrudur [1]. 

 

İspat: (1) ⇐) 𝑞 ≡ 1(mod 8) ise 𝑞 = 1 + 8𝑘 olacak biçimde bir 𝑘 tam sayısı vardır. 

Dolayısıyla (𝑞2 − 1)/8 =
(𝑞−1)(𝑞+1)

8
= 𝑘(8𝑘 + 2) ve böylece (

2

𝑞
) = (−1)

𝑞2−1

8 = 1 

elde edilir. 𝑞 ≡ −1(mod 8) ise benzer biçimde (
2

𝑞
) = (−1)

𝑞2−1

8 = 1 olduğu görülür.  
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⇒) (
2

𝑞
) = 1 ise (−1)

𝑞2−1

8 = 1 olur. Dolayısıyla (𝑞2 − 1)/8 bir çift tam sayıdır. Bu ise 

16|𝑞2 − 1 olduğunu gösterir. 𝑞 asal sayısı 8 tam sayısına bölünerek 𝑟 ∈ {1,3,5,7} 

olmak üzere 𝑞 = 8𝑘 + 𝑟 biçiminde yazılabilir. Diğer yandan 𝑞2 − 1 = (8𝑘 + 𝑟)2 −

1 = 64𝑘2 + 16𝑘𝑟 + 𝑟2 − 1 ve 16|𝑞2 − 1 olduğundan 16|𝑟2 − 1 olmalıdır. Bu ise 

𝑟 = 1 veya 𝑟 = 7 olduğunu gösterir. Dolayısıyla 𝑞 ≡ ∓1(mod 8) elde edilir.  

 

(2) özelliğinin ispatı benzer yolla yapılır. 

 

Teorem 2.13. 𝑝, 𝑞 farklı tek asal sayılar ve 𝑝 ≡ 𝑞(mod 4𝑎) olsun. Bu durumda    

(
𝑎

𝑝
) = (

𝑎

𝑞
) eşitliği doğrudur [1]. 

 

Teorem 2.14. 𝑝 > 2 asal sayısı verilsin. Bu durumda; 

(1) (
−𝟐

𝑝
) = 1 ⇔ 𝑝 ≡ 1(mod 8) veya 𝑝 ≡ 3(mod 8), 

(2) (
3

𝑝
) = 1 ⇔ 𝑝 ≡ 1(mod 12) veya 𝑝 ≡ 11(mod 12), 

(3) (
−3

𝑝
) = 1 ⇔ 𝑝 ≡ 1(mod 3), 

(4) (
5

𝑝
) = 1 ⇔ 𝑝 ≡ 1(mod 5) veya 𝑝 ≡ 4(mod 5), 

(5) (
−7

𝑝
) = 1 ⇔ 𝑝 ≡ 1,2,4(mod 7)  

özellikleri doğrudur [1]. 

 

İspat: (1) (
−2

𝑝
) = 1 olsun. Dolayısıyla 

 

1 = (
−2

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

2

𝑝
) = (−1)(𝑝−1)/2(−1)(𝑝2−1)/8 = (−1)

𝑝2+4𝑝−5
8  

 

yazılabilir. Bu ise (𝑝2 + 4𝑝 − 5)/8 tam sayısının çift tam sayı olduğunu gösterir. 

Dolayısıyla 𝑝2 + 4𝑝 − 5 = 16𝑘 olacak biçimde bir 𝑘 tam sayısı vardır. 𝑝 asal sayısı 

8 sayısına bölünerek 𝑟 ∈ {1,3,5,7} olmak üzere 𝑝 = 8𝑞 + 𝑟 biçiminde yazılabilir. 

Buradan 
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 𝑝2 + 4𝑝 − 5 = (8𝑞 + 𝑟)2 + 4(8𝑞 + 𝑟) − 5 = 16(4𝑞2 + 𝑞𝑟 + 2𝑞) + 𝑟2 + 4𝑟 − 5 

 

elde edilir. Şu halde 16|𝑟2 + 4𝑟 − 5 olur. Bu ise 𝑟 = 1 veya 𝑟 = 3 olmasını gerektirir. 

Yani 𝑝 ≡ 1(mod 8) veya 𝑝 ≡ 3(mod 8) olur. Tersine 𝑝 ≡ 1(mod 8) veya                

𝑝 ≡ 3(mod 8) ise (
−2

𝑝
) = 1 olduğu benzer biçimde gösterilir. 

 

(2) (
3

𝑝
) = 1 olsun. Dolayısıyla 1 = (

3

𝑝
) = (−1)

3−1

2
∙
𝑝−1

2 (
𝑝

3
) = (−1)(𝑝−1)/2 (

𝑝

3
) 

yazılabilir. Bu ise (−1)(𝑝−1)/2 ile (
𝑝

3
) değerinin aynı olduğunu gösterir. 

(−1)(𝑝−1)/2 = (
𝑝

3
) = 1 olsun. Bu durumda 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve 𝑝 ≡ 1(mod 3) olur. 

Buradan da 𝑝 ≡ 1(mod 12) elde edilir. Şimdi de (−1)
𝑝−1

2 = (
𝑝

3
) = −1 olsun. Bu 

durumda da 𝑝 ≡ 3(mod 4) ve 𝑝 ≡ 2(mod 3) olduğu görülür. Dolayısıyla                   

𝑝 ≡ −1(mod 4) ve 𝑝 ≡ −1(mod 3) ve böylece 𝑝 ≡ −1(mod 12) elde edilir. Bu ise 

𝑝 ≡ 11(mod 12) olduğunu gösterir. 

 

Tersine 𝑝 ≡ 1(mod 12) veya 𝑝 ≡ 11(mod 12) ise (
3

𝑝
) = 1 olduğunu gösterelim. 

Önce 𝑝 ≡ 1(mod 12) olsun. Bu durumda 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve 𝑝 ≡ 1(mod 3) olacaktır. 

Dolayısıyla (𝑝 − 1)/2 tam sayısının çift olduğu kullanılırsa (
3

𝑝
) = (−1)

3−1

2
∙
𝑝−1

2 (
𝑝

3
) =

(−1)
𝑝−1

2 (
𝑝

3
) = (

1

3
) = 1 elde edilir. Eğer 𝑝 ≡ 11(mod 12) ise benzer ispat yapılır. 

 

(3) Üstteki özellik kullanılarak, bu özelliğin ispatı kolaylıkla yapılabilir. 

 

(4) 𝑝 asal sayısı 𝑝 = 5𝑞 + 𝑟, 0 < 𝑟 < 5 biçiminde yazılabilir. Diğer yandan (
5

𝑞
) =

(−1)
5−1

2
∙
𝑝−1

2 (
𝑝

5
) = (−1)𝑝−1 (

𝑝

5
) = (

𝑟

5
) olduğu görülür. (

1

5
) = (

4

5
) = 1 ve (

2

5
) =

(
3

5
) = −1 olduğu dikkate alınırsa istenen elde edilir.  

 

(5) Bu özelliğin ispatı benzer şekilde yapılır. 
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BÖLÜM 3.  𝒙𝟐 + 𝑫𝒚𝟐 BİÇİMİNDE YAZILABİLEN ASAL 

                   SAYILAR 
 

 

𝑥2 + 𝑦2, 𝑥2 + 2𝑦2, 𝑥2 + 3𝑦2 biçiminde yazılabilen asal sayılarla Fermat ilgilenmiş 

ve 𝑝 asal sayı, 𝑝 ≡ 1(mod 4) ise 𝑝 = 𝑥2 + 𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayılarının 

olduğunu gözlemlemiştir. Fermat, Mersenne’e 1640 yılında yazdığı mektupta 

aşağıdaki teoremi ifade etmiştir. 

 

Teorem 3.1. 𝑝 tek asal sayısının 𝑥2 + 𝑦2 biçiminde yazılabilmesi için gerekli ve 

yeterli şart 𝑝 ≡ 1(mod 4) olmasıdır. Ayrıca bu yazılıştaki 𝑥 ve 𝑦 pozitif tamsayıları 

tek türlü belirlidir ve 𝑥 ile 𝑦 aralarında asaldır. 

 

Bu teoremi Euler ispat etmiştir ve Euler aşağıdaki teoremi bir önceki teoreme 

eklemiştir.  

 

Teorem 3.2. 𝑛 > 1 tek tam sayı olmak üzere 𝑛 = 𝑥2 + 𝑦2 olacak biçimde tek türlü 

belirli 𝑥 ve 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut ve 𝑥 ile 𝑦 aralarında asal ise 𝑛 sayısı asal 

sayıdır.  

 

Euler bu teoremden hareketle bazı sayıların asal sayı olduğunu görmüştür. Örneğin, 

3861317 = 9612 + 17142 ve 10091401 = 12512 + 29202 olduğunu ve bu 

yazılışların tek türlü olduğunu göstererek 10091401 ve 3861317 sayılarının asal sayı 

olduğu sonucuna ulaşmıştır. Euler ayrıca 𝑥2 + 2𝑦2, 𝑥2 + 3𝑦2 biçiminde yazılabilen 

asal sayılarla da ilgilenmiştir. Daha genel olarak 𝑎 ve 𝑏 aralarında asal olmak üzere 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 biçiminde yazılabilen doğal sayılarla ilgilenmiştir. Elde ettiği sonuçlar 

aşağıdaki gibidir. Bu sonuçlar 1763 ve 1774 yıllarında basılmıştır. 
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Teorem 3.3. (a) 𝑝 tek asal sayısının 𝑥2 + 2𝑦2 biçiminde yazılabilmesi için gerekli ve 

yeterli şart 𝑝 ≡ 1,3(mod 8) olmasıdır. Ayrıca 𝑝’nin 𝑥2 + 2𝑦2 biçimindeki 

yazılışındaki 𝑥 ve 𝑦 pozitif tam sayıları tek türlü belirlidir ve 𝑥 ile 𝑦 aralarında asaldır.  

(b) Eğer 𝑛 > 1 tek doğal sayısı için tek türlü belirli 𝑥 ve 𝑦 doğal sayıları 𝑥 ile 𝑦 

aralarında asal ve 𝑛 = 𝑥2 + 2𝑦2 olacak biçimde mevcut ise 𝑛 sayısı asal sayıdır.  

 

Teorem 3.4. (a) 𝑝 > 3 asal sayısının 𝑥2 + 3𝑦2 biçiminde yazılabilmesi için gerekli 

ve yeterli şart 𝑝 ≡ 1(mod 3) olmasıdır. Ayrıca bu yazılıştaki 𝑥 ve 𝑦 pozitif tam 

sayıları tek türlü belirlidir ve 𝑥 ile 𝑦 aralarında asaldır.  

(b) 𝑛 > 1 tek doğal sayısı için tek türlü belirli aralarında asal 𝑥 ve 𝑦 pozitif tam sayıları 

𝑛 = 𝑥2 + 3𝑦2 olacak biçimde mevcut ise 𝑛 asaldır.  

 

Bu teoremi kullanarak Euler, 1000003 = 10002 + 3 ∙ 12 = 162 + 3 ∙ 572 olduğunu 

görerek 1000003 sayısının asal sayı olmadığını görmüştür. Gerçekten         

1000003 = 7 ∙ 1429 dır. Euler Teorem 3.3’ün ispatında sadece 𝑝 ≡ 3(mod 8) ise 

𝑝 = 𝑥2 + 2𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayılarının mevcut olduğunu göstermemiştir. 

Bu kısmı ve Teorem 3.3 ile Teorem 3.4’ün (a) şıklarının ispatını Lagrange 1775 yılında 

yapmıştır. 

 

Yukarıdaki Teoremlerin b) şıkkındaki ifadeler doğru değildir. Örneğin,                         

9 = 12 + 2 ∙ 22 ve 9’un bu şekilde yazılışı tek türlü olmasına rağmen 9 asal sayı 

değildir. Ayrıca 25 = 32 + 42 olarak tek türlü yazılabilir. Fakat 25 asal sayı değildir. 

Benzer biçimde 49 =  3 ∙ 42 + 12 olup bu yazılış tek türlüdür fakat 49 asal sayı 

değildir. 

 

 Bu konuyla ilgili detaylı bilgi için [2] ve [3] numaralı kaynaklara bakılabilir. 

 

Teorem 3.5 (Thue’nun Lemması). 𝑛 > 1 ve 𝑛 doğal sayısı bir tam sayının karesi 

olmasın. Bu durumda 𝑎 ve 𝑏 herhangi iki tam sayı ise |𝑥| < √𝑛, |𝑦| < √𝑛 ve           

𝑎𝑥 ≡ 𝑏𝑦(mod 𝑛) olacak biçimde ikisi de aynı anda sıfır olmayan 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları 

vardır. Özellikle (𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑛) = 1 ise 𝑥 ve 𝑦 tam sayılarının ikisi de sıfırdan 

farklıdır [1]. 
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İspat: √𝑛 tam sayı olmadığından 𝑘 < √𝑛 < 𝑘 + 1 olacak şekilde bir 𝑘 tamsayısı 

vardır. Dolayısıyla (𝑘 + 1)2 > 𝑛 olur. 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘 ve 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑘 olmak üzere 𝑎𝑟 + 𝑏𝑠 

biçimindeki tam sayıları düşünelim. Bu türdeki tam sayıların sayısı (𝑘 + 1)2 tanedir. 

(𝑘 + 1)2 > 𝑛 olduğundan Sonuç 1.12’ye göre 𝑛|(𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1) − (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2) olacak 

biçimde (𝑥1, 𝑦1) ≠ (𝑥2, 𝑦2) şartını sağlayan 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 tam sayıları vardır.              

𝑥 = 𝑥1 − 𝑥2 ve 𝑦 = 𝑦1 − 𝑦2 olarak alınırsa 𝑛|𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 , yani 𝑎𝑥 ≡ 𝑏𝑦(mod𝑛) olduğu 

görülür. Ayrıca 0 ≤ 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 ≤ 𝑘 olduğu dikkate alınırsa                                          

|𝑥| = |𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝑘 < √𝑛 ve |𝑦| = |𝑦1 − 𝑦2| ≤ 𝑘 < √𝑛 yazılabilir. Diğer yandan 𝑥 

ve 𝑦 tam sayıları aynı anda sıfır olursa 𝑥1 = 𝑥2 ve 𝑦1 = 𝑦2 olacağından bu      

(𝑥1, 𝑦1) ≠ (𝑥2, 𝑦2) olmasıyla çelişir. Şu halde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları aynı anda sıfır 

olamaz. (𝑎, 𝑛) = (𝑏, 𝑛) = 1 ve 𝑥 = 0 ise 𝑏𝑦 ≡ 0(mod 𝑛) ve buradan da                      

𝑦 ≡ 0(mod 𝑛) bulunur. Bu ise 𝑦 = 0 olmasını gerektirir. Buradan 𝑥1 = 𝑥2 ve         

𝑦1 = 𝑦2 elde edilir. Bu durum (𝑥1, 𝑦1) ≠ (𝑥2, 𝑦2) olmasına aykırıdır. Benzer biçimde 

𝑦 = 0 ise çelişki elde edilir. Dolayısıyla (𝑎, 𝑛) = (𝑏, 𝑛) = 1 ise 𝑥 ≠ 0 ve 𝑦 ≠ 0 olur. 

Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Aşağıda vereceğimiz teorem Fermat’nın iki kare teoremi olarak bilinir. Bu teoremin 

ispatı değişik yollardan yapılmıştır. Bununla ilgili olarak [4] numaralı kaynağa 

bakılabilir. Burada Teorem 3.5 kullanılarak ispat yapılacaktır. 

 

Teorem 3.6. 𝑝 bir tek asal sayı olsun. 𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2 olacak biçimde 𝑎 ve 𝑏 tam 

sayılarının olması için gerekli ve yeterli şart  𝑝 ≡ 1(mod 4) olmasıdır [1]. 

 

İspat:  𝑝 ≡ 1(mod 4) ise Teorem 1.2.7’ye göre 𝑝|𝑟2 + 1 olacak biçimde bir 𝑟 

tamsayısı vardır. Teorem 3.5’e göre 1 ∙ 𝑥 ≡ 𝑟 ∙ 𝑦(mod 𝑝) olacak biçimde |𝑥| < √𝑝 ve 

|𝑦| < √𝑝 şartlarını sağlayan ve ikisi aynı anda sıfır olmayan 𝑥, 𝑦 tamsayıları vardır. 

Buradan 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑟2𝑦2 + 𝑦2(mod 𝑝), yani 𝑥2 + 𝑦2 ≡ (1 + 𝑟2)𝑦2(mod 𝑝) elde 

edilir. 𝑝|𝑟2 + 1 olduğu kullanılırsa 𝑝|𝑥2 + 𝑦2 bulunur. Ayrıca 𝑥 ve 𝑦 tamsayılarının 

ikisi de aynı anda sıfır olmadığından 0 < 𝑥2 + 𝑦2 < (√𝑝)2 + (√𝑝)2 = 2𝑝 

yazılabilir. 𝑝|𝑥2 + 𝑦2 ve 0 < 𝑥2 + 𝑦2 < 2𝑝 olduğundan 𝑝 = 𝑥2 + 𝑦2 elde edilir. 
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Eğer 𝑝 tek asal sayısı için 𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2 olacak biçimde 𝑎 ve 𝑏 tam sayıları mevcut ise 

𝑎 ve 𝑏 tam sayılarının biri çift diğeri tek olmak zorundadır. Aksi halde ikisi de çift 

veya ikisi de tek ise 2|𝑝 bulunur. 𝑎 tek ve 𝑏 çift tam sayı ise 𝑎2 ≡ 1(mod 4) ve       

𝑏2 ≡ 0(mod 4) olacağından 𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2 ≡ 1 + 0(mod 4), yani 𝑝 ≡ 1(mod 4) elde 

edilir. 

 

Önerme 3.7. 𝑝, 𝑚 ve 𝑛 tam sayılarını bölmeyen bir asal sayı olsun. 𝑝 > 2 ve              

𝑝 = 𝑚𝑎2 + 𝑛𝑏2 olacak biçimde 𝑎 ve 𝑏 tam sayıları varsa (
𝑚

𝑝
) = (

−𝑛

𝑝
) dir. Özellikle 

𝑝, 𝑛 tam sayısını bölmüyor ve 𝑝 = 𝑎2 + 𝑛𝑏2 ise (
−𝑛

𝑝
) = 1 dir. 

 

İspat: 𝑝 = 𝑚𝑎2 + 𝑛𝑏2 ise 𝑚𝑎2 ≡ −𝑛𝑏2(mod 𝑝) ve böylece 

 

(
𝑚

𝑝
) = (

𝑚𝑎2

𝑝
) = (

−𝑛𝑏2

𝑝
) = (

−𝑛

𝑝
) 

 

elde edilir. 

 

Aşağıda vereceğimiz 5 teoremin ispatı için [5] numaralı kaynağa bakılabilir. Bu 

teoremlerin ispatında da Teorem 3.5  kullanılacaktır. 

 

Teorem 3.8. 𝑝 bir asal sayı olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 2𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları 

vardır ⇔ 𝑝 = 2 veya 𝑝 ≡ 1,3(mod 8) dir. 

 

İspat. 𝑝 = 2 ise 𝑥 = 0 ve 𝑦 = 1 alınır. 𝑝 > 2 ve 𝑝 ≡ 1,3(mod 8) ise Teorem 2.14’ün 

(1) özelliğine göre (
−2

𝑝
) = 1 olur. Dolayısıyla 𝑢2 ≡ −2(mod 𝑝) olacak biçimde bir 𝑢 

tam sayısı vardır. Teorem 3.5’e göre 𝑥 ≡ 𝑢𝑦(mod 𝑝) ve 0 < |𝑥| < √𝑝, 0 < |𝑦| <

√𝑝 şartını sağlayan 𝑥, 𝑦 tam sayıları vardır. Böylece 𝑥2 + 2𝑦2 ≡ 𝑦2(𝑢2 + 2)(mod 𝑝) 

elde edilir. Bu ise 𝑝|𝑥2 + 2𝑦2 olduğunu gösterir. 0 < 𝑥2 + 2𝑦2 < 𝑝 + 2𝑝 = 3𝑝 

olduğundan 𝑥2 + 2𝑦2 = 𝑝 veya 𝑥2 + 2𝑦2 = 2𝑝 olur. Eğer 𝑥2 + 2𝑦2 = 𝑝 ise ispat 

biter. Şimdi 𝑥2 + 2𝑦2 = 2𝑝 olsun. Bu durumda 𝑥 tam sayısı çift olur. 𝑥 = 2𝑥1 olsun. 
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Buradan 2𝑝 = 𝑥2 + 2𝑦2 = 4𝑥1 + 2𝑦2 = 2(𝑦2 + 2𝑥1
2) ve böylece 𝑝 = 𝑦2 + 2𝑥1

2 elde 

edilir. Tersine 𝑝 > 3 ve 𝑝 = 𝑥2 + 2𝑦2 olacak biçimde 𝑥, 𝑦 tam sayıları varsa Önerme 

3.7’ye göre (
−2

𝑝
) = 1 dir. Teorem 2.14 dikkate alınırsa 𝑝 ≡ 1,3(mod 8) olduğu 

görülür. 

 

Teorem 3.9. 𝑝 bir asal sayı olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 3𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları 

vardır ⇔ 𝑝 = 3 veya 𝑝 ≡ 1(mod 3) dir.  

 

İspat: 𝑝 = 3 ise 3 = 02 + 3 ∙ 12 dır. Şimdi 𝑝 ≡ 1(mod 3) olsun. Bu durumda   

(
−3

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

3

𝑝
) olduğu kullanılırsa  

 

(
−3

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (−1)

3−1

2
.
𝑝−1

2 (
𝑝

3
)  

         = (
−1

𝑝
) (−1)

𝑝−1

2 (
1

3
) 

         = (−1)(𝑝−1)/2(−1)(𝑝−1)/2 

         = 1 

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑥2 ≡ −3(mod 𝑝) kongrüansının bir çözümü vardır. Bu ise    

𝑝 ∤ 𝑎 olmak üzere 𝑎2 + 3 ≡ 0(mod 𝑝) olacak biçimde bir 𝑎 tam sayısının mevcut 

olduğunu gösterir.  Teorem 3.5’e göre, 0 < |𝑥| < √𝑝 ve 0 < |𝑦| < √𝑝 olmak üzere 

𝑎𝑦 ≡ 𝑥(mod 𝑝) olacak biçimde 𝑥, 𝑦 tam sayıları vardır. Buradan                              

𝑎2𝑦2 + 3𝑦2 ≡ 𝑥2 + 3𝑦2(mod 𝑝) yazılabilir. 𝑎2 + 3 ≡ 0(mod 𝑝) olduğu kullanılırsa 

𝑥2 + 3𝑦2 ≡ 0(mod 𝑝) elde edilir. 0 < 𝑥2 < 𝑝 ve 0 < 𝑦2 < 𝑝 olduğundan                 

0 < 𝑥2 + 3𝑦2 < 𝑝 + 3𝑝 = 4𝑝 bulunur. 𝑝|𝑥2 + 3𝑦2 olduğundan 𝑥2 + 3𝑦2 = 𝑝𝑘 

olacak biçimde 𝑘 doğal sayısı vardır ve 𝑘 doğal sayısı 1,2,3 değerlerini alabilir. 𝑘 = 1 

ise 𝑥2 + 3𝑦2 = 𝑝 olur. 𝑘 = 2 ise 𝑥 ve 𝑦 tam sayılarının ikisi de çifttir veya ikisi de 

tektir. Her iki durumda da 4|2𝑝 elde edilir. Bu ise mümkün değildir. 𝑘 = 3 ise         

𝑥2 + 3𝑦2 = 3𝑝 olacağından 3|𝑥 olur. 𝑥 = 3𝑧 olsun. Bu durumda                                  

3𝑝 = 𝑥2 + 3𝑦2 = 9𝑧2 + 3𝑦2 = 3(𝑦2 + 3𝑧2), yani 𝑝 = 𝑦2 + 3𝑧2 elde edilir. Bu ise 

ispatı tamamlar. Eğer 𝑝 > 3 ve 𝑥2 + 3𝑦2 = 𝑝 olacak biçimde 𝑥, 𝑦 tam sayıları varsa 

Önerme 3.7’ye ve Teorem 2.14’e göre 𝑝 ≡ 1(mod 3) olduğunu görmek kolaydır. 
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Teorem 3.10. 𝑝 bir asal sayı olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 7𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları 

vardır ⇔ 𝑝 = 7 veya 𝑝 ≡ 1,2,4(mod 7) dir. 

 

İspat: 𝑝 = 7 ise 𝑥 = 0 ve 𝑦 = 1 alınır. Şimdi 𝑝 > 7 ve 𝑝 ≡ 1,2,4(mod 7) olsun. 

Teorem 2.14’ün (5) özelliğine göre (
−7

𝑝
) = 1 olur. Bu ise 𝑤2 ≡ −7(mod 𝑝) olacak 

biçimde bir 𝑤 tam sayısının mevcut olduğunu gösterir. Teorem 3.5’e göre                    

𝑥 ≡ 𝑤𝑦(mod 𝑝) olacak biçimde 0 < |𝑥| < √𝑝 , 0 < |𝑦| < √𝑝 şartlarını sağlayan 𝑥, 𝑦 

tam sayıları vardır. Böylece 𝑥2 + 7𝑦2 ≡ (𝑤2𝑦2 + 7𝑦2) ≡ 𝑦2(𝑤2 + 7)(mod 𝑝), yani 

𝑝|𝑥2 + 7𝑦2 elde edilir. 0 < 𝑥2 + 7𝑦2 < 𝑝 + 7𝑝 = 8𝑝 olduğundan  𝑥2 + 7𝑦2 = 𝑘𝑝 

olacak biçimde 𝑘 ∈ {1,2,3,4,5,6,7} mevcuttur. Eğer 𝑥2 + 7𝑦2 = 𝑝 veya                     

𝑥2 + 7𝑦2 = 7𝑝 ise ispat açıktır. 𝑥2 + 7𝑦2 = 4𝑝 ise 𝑥 ve 𝑦 tam sayılarından ikisi 

birden tek veya ikisi birden çift olmalıdır. 𝑥 ve 𝑦 tam sayılarının ikisi de tek ise        

𝑥2 ≡ 1(mod 8),  𝑦2 ≡ 1(mod 8) olacağından 𝑥2 + 7𝑦2 = 8(mod 8), yani        

8|𝑥2 + 7𝑦2 bulunur. Bu ise 8|4𝑝 olmasını gerektirir. Bu mümkün değildir. Şu halde 

𝑥 ve 𝑦 tam sayılarının ikisi de çift tam sayıdır. 𝑥 = 2𝑎, 𝑦 = 2𝑏 olsun.                           

4𝑝 = 𝑥2 + 7𝑦2 = 4(𝑎2 + 7𝑏2) ve buradan da 𝑝 = 𝑎2 + 7𝑏2 bulunur. Diğer yandan 

𝑥2 + 7𝑦2 = 2𝑝 ise 𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek olamaz Çünkü bu durumda 8|𝑥2 + 7𝑦2, yani 

8|2𝑝 olur. Bu ise mümkün değildir. Dolayısıyla 𝑥 ve 𝑦 aynı anda çift olmalıdır. Bu 

durumda da 2|𝑝 bulunur. Şu halde 𝑥2 + 7𝑦2 = 2𝑝 olamaz. Eğer 𝑥2 + 7𝑦2 = 5𝑝 ise 

𝑥2 ≡ −7𝑦2(mod 5) olup 1 = (
𝑥2

5
) = (

−7𝑦2

5
) = (

−2

5
) = (

−1

5
) (

2

5
) = 1 ∙ (−1) = −1 

elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Benzer biçimde 𝑥2 + 7𝑦2 = 3𝑝 olamayacağı da 

gösterilebilir. Çünkü 𝑥2 + 7𝑦2 = 3𝑝 ise 1 = (
𝑥2

3
) = (

−7𝑦2

3
) = (

2

3
) = (

−1

3
) = −1 

olur. Bu ise bir çelişkidir. 𝑥2 + 7𝑦2 = 6𝑝 olamayacağı benzer yolla gösterilir. 𝑝 > 7 

ve 𝑝 = 𝑥2 + 7𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları varsa Önerme 3.7’ye ve Teorem 

2.14’e göre 𝑝 ≡ 1,2,4(mod 7) olduğunu görmek kolaydır. 

 

Teorem 3.11. 𝑝 bir asal sayı olsun. 𝑝 = 2𝑥2 + 3𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları 

vardır ⇔ 𝑝 = 2,3 veya 𝑝 ≡ 5,11(mod 24) dir. 
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İspat: 𝑝 = 2 ise 𝑥 = 1, 𝑦 = 0 ve 𝑝 = 3 ise 𝑥 = 0, 𝑦 = 1 alınırsa istenilen elde edilir. 

Eğer 𝑝 ≡ 5,11(mod24) ise (
2

𝑝
) = (

−3

𝑝
) = −1 olduğunu görmek kolaydır. 𝑐 tam 

sayısını (
𝑐

𝑝
) = −1 olacak biçimde seçelim. (

2

𝑝
) = (

−3

𝑝
) = −1 olduğundan            

(
2𝑐

𝑝
) = (

−3𝑐

𝑝
) = 1 olur. Dolayısıyla 𝑟2 ≡ 2𝑐(mod 𝑝) ve 𝑠2 ≡ −3𝑐(mod 𝑝) olacak 

biçimde 𝑟 ve 𝑠 tam sayıları vardır. Ayrıca (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0) olmak üzere                          

|𝑥| < √𝑝, |𝑦| < √𝑝 ve 𝑟𝑥 ≡ 𝑠𝑦(mod 𝑝) olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır. 

Böylece 2𝑐𝑥2 + 3𝑐𝑦2 ≡ 𝑟2𝑥2 − 𝑠2𝑦2(mod 𝑝) ve buradan da 2𝑐𝑥2 + 3𝑐𝑦2 ≡ (𝑟𝑥 −

𝑠𝑦)(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦)(mod 𝑝) elde edilir. 𝑝|𝑟𝑥 − 𝑠𝑦 olduğundan 𝑝|2𝑐𝑥2 + 3𝑐𝑦2 bulunur.  

𝑝 ∤ 𝑐 olduğu kullanılırsa 𝑝|2𝑥2 + 3𝑦2 bulunur. 0 < 2𝑥2 + 3𝑦2 < 2𝑝 + 3𝑝 = 5𝑝 

olduğu dikkate alınırsa 2𝑥2 + 3𝑦2 = 𝑝, 2𝑥2 + 3𝑦2 = 2𝑝, 2𝑥2 + 3𝑦2 = 3𝑝 veya 

2𝑥2 + 3𝑦2 = 4𝑝 olduğu görülür. 2𝑥2 + 3𝑦2 = 𝑝 ise ispat biter. 2𝑥2 + 3𝑦2 = 2𝑝 

veya 2𝑥2 + 3𝑦2 = 3𝑝 olamayacağı 𝑝 ≡ 5,11(mod 24) olduğu kullanılarak 

gösterilebilir. Şu halde 2𝑥2 + 3𝑦2 = 4𝑝 olur. Bu durumda da 𝑦 tam sayısının çift ve 

dolayısıyla 𝑥 tam sayısının da çift olduğu görülür. 𝑥 = 2𝑎, 𝑦 = 2𝑏 olsun. Buradan 

4𝑝 = 2𝑥2 + 3𝑦2 = 4(2𝑎2 + 3𝑏2) ve dolayısıyla 𝑝 = 2𝑎2 + 3𝑏2 elde edilir. 𝑝 > 3 ve 

𝑝 = 2𝑥2 + 3𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları varsa Önerme 3.7’ye ve Teorem 

2.14’e göre 𝑝 ≡ 5,11(mod 24) olduğu gösterilebilir. 

 

Teorem 3.12. 𝑝 bir asal sayı olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 5𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları 

vardır ⇔ 𝑝 = 5 veya 𝑝 ≡ 1,9(mod 20) dir. 

 

İspat: ⇒) 𝑝 > 5 ve 𝑝 = 𝑥2 + 5𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları mevcut olsun. 

Önerme.3.7’ye göre (
−5

𝑝
) = 1 yazılabilir. Eğer 𝑝 ≡ 3(mod4) ise     

 

1 = (
−5

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

5

𝑝
) = − (

5

𝑝
) = − (

𝑝

5
) 

 

bulunur. Bu ise (
𝑝

5
) = −1 olduğunu gösterir. Buradan da 𝑝 ≡ ∓3(mod 5) elde edilir. 

Böylece 𝑝 = 𝑥2 + 5𝑦2 olduğu kullanılırsa 𝑥2 ≡ ∓3(mod 5) yazılabilir. Bu ise 

(
∓3

5
) = 1 olmasını gerektirir. Bu olamaz. Çünkü basit bir hesaplamayla                    
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(
3

5
) = (

−3

5
) = −1 olduğu görülebilir. Şu halde 𝑝 ≡ 3(mod 4) olamaz. Dolayısıyla 

𝑝 ≡ 1(mod 4) olur. Eğer 𝑝 ≡ 1(mod 4) ise  

 

1 = (
−5

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

5

𝑝
) = (

5

𝑝
) (−1)

𝑝−1

2
∙
5−1

2 = (
𝑝

5
)  

 

olur. Bu ise 𝑝 ≡ 1,4(mod 5) olmasını gerektirir. 𝑝 ≡ 1(mod 5) ise 𝑝 ≡ 1(mod 4) 

olduğundan 𝑝 ≡ 1(mod 20) elde edilir. Eğer 𝑝 ≡ 4(mod 5) ve 𝑝 ≡ 1(mod 4) ise 

𝑝 ≡ 9(mod 5) ve 𝑝 ≡ 9(mod 4) olduğu kullanılarak 𝑝 ≡ 9(mod 20) elde edilir. 

 

⇐) 𝑝 ≡ 1,9(mod 20) ise 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve 𝑝 ≡ ∓1(mod 5) olduğu kullanılarak  

 

(
−5

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

5

𝑝
) = (

𝑝

5
) = (

∓1

5
) = 1  

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑎2 ≡ −5(mod 𝑝) olacak biçimde 𝑎 tam sayısı vardır. Teorem 

3.5’e göre, 0 < |𝑥| < √𝑝 ve 0 < |𝑦| < √𝑝 olmak üzere 𝑎𝑥 ≡ 𝑦(mod 𝑝) olacak 

biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır. Buradan 𝑝|5𝑥2 + 𝑦2 elde edilir. Ayrıca                

𝑥2 + 5𝑦2 < 𝑝 + 5𝑝 = 6𝑝 olduğundan 𝑥2 + 5𝑦2 = 𝑝𝑘 ise 1 ≤ 𝑘 ≤ 5 olur. Eğer     

𝑘 = 2 ise 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları aynı anda tektir veya aynı anda çifttir. Eğer 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları tek tam sayı ise 2𝑝 = 5𝑥2 + 𝑦2 ≡ 5 ∙ 1 + 1 ≡ 6(mod 8) olur. Bu ise            

𝑝 ≡ 3(mod 4) olmasını gerektirir. Bu da 𝑝 ≡ 1(mod 4) olmasıyla çelişir. Eğer 𝑥 ve 

𝑦 tam sayıları aynı anda çift ise 4|2𝑝 olduğu görülür. Bu olamaz. Şu halde 𝑘 = 2 

olamaz. Benzer biçimde 𝑘 = 4 olamayacağı gösterilebilir. 𝑘 = 3 ise 3𝑝 = 5𝑥2 + 𝑦2 

olur. 𝑝 ≡ 1(mod 4) olduğundan 5𝑥2 + 𝑦2 = 3𝑝 ≡ 3(mod 4), yani 𝑥2 + 𝑦2 ≡

3(mod 4) elde edilir. Bu olamaz. Şu halde 𝑘 = 1 veya 𝑘 = 5 olabilir.    𝑘 = 1 ise ispat 

biter. 𝑘 = 5 ise 5𝑝 = 5𝑥2 + 𝑦2 olur. Buradan 5|𝑦 bulunur. Böylece 𝑝 = 𝑥2 +

5(𝑦 5⁄ )2 elde edilir. 

 

Tanım 3.13. 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 birer tam sayı olmak üzere 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 iki 

değişkenli polinomuna bir ikinci dereceden iki değişkenli form (binary quadratic form) 

veya kısaca iki değişkenli form denir. Eğer 𝑞(𝑢, 𝑣) = 𝐴𝑢2 + 𝐵𝑢𝑣 + 𝐶𝑣2 = 𝑚 olan 𝑢 
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ve 𝑣 tam sayıları varsa 𝑚 tam sayısı 𝑞(𝑥, 𝑦) tarafından temsil edilir denir. Eğer ayrıca 

𝑢 ile 𝑣 aralarında asal ise 𝑚’ye 𝑞(𝑥, 𝑦) tarafından ilkel biçimde temsil edilir denir. 

 

Tanım 3.14. Eğer 𝑞(𝑥, 𝑦) = 0 iken (𝑥, 𝑦) = 0 elde ediliyorsa 𝑞(𝑥, 𝑦)’ye yön bağımlı 

(anisotropic) iki değişkenli form denir. Eğer 𝑞(𝑥, 𝑦) ≥ 0 ve 𝑞(𝑥, 𝑦) = 0 iken (𝑥, 𝑦) =

0 elde ediliyorsa 𝑞(𝑥, 𝑦) ye pozitif tanımlıdır denir. Ayrıca 𝐴, 𝐵, 𝐶 tamsayıları 

aralarında asal ise 𝑞(𝑥, 𝑦) ye iki değişkenli ilkel form denir [6,7]. 

 

Tanım 3.15. 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 tam sayıları 𝑝𝑠 − 𝑞𝑟 = ∓1 şartını sağlamak üzere        𝑄′(𝑥, 𝑦) =

𝑄(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦, 𝑞𝑥 + 𝑠𝑦) olacak biçimde mevcut ise 𝑄(𝑥, 𝑦) ve 𝑄′(𝑥, 𝑦) iki değişkenli 

formlarına denktirler denir. 

 

Tanım 3.16. 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 iki değişkenli formunda Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 

değerine iki değişkenli formun diskriminantı denir. 

 

Önerme 3.17. Denk iki değişkenli formların diskriminantları eşittir [1]. 

İspat. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 iki değişkenli formu için 𝑀𝑓 = (
𝑎

𝑏

2
𝑏

2
𝑐

) olarak 

tanımlansın. Bu durumda 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 𝑦) (
𝑎

𝑏

2
𝑏

2
𝑐

) (
𝑥
𝑦) olarak yazılabilir ve 𝑓’nin 

diskriminantı −4det𝑀𝑓 olur. Şimdi 𝑄(𝑥, 𝑦) ve 𝑄′(𝑥, 𝑦) denk iki değişkenli formlar 

olsunlar. Bu durumda 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 ve 𝑝𝑠 − 𝑞𝑟 = ∓1 olmak üzere 

𝑄′(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦, 𝑞𝑥 + 𝑠𝑦) dir. Ayrıca 𝑄(𝑥, 𝑦) = (𝑥 𝑦) (
𝐴

𝐵

2
𝐵

2
𝐶

) (
𝑥
𝑦) olup 

𝑄(𝑥, 𝑦)’nin diskriminantı 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = −4det𝑀𝑄 dır. Öte yandan 𝑃 = (
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

) olmak 

üzere  

 

𝑄′(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦, 𝑞𝑥 + 𝑠𝑦) = (𝑝𝑥 + 𝑟𝑦 𝑞𝑥 + 𝑠𝑦) (
𝐴

𝐵

2
𝐵

2
𝐶

) (
𝑝𝑥 + 𝑟𝑦
𝑞𝑥 + 𝑠𝑦) 
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              = (𝑥 𝑦) (
𝑝 𝑞
𝑟 𝑠

) (
𝐴

𝐵

2
𝐵

2
𝐶

) (
𝑝 𝑟
𝑞 𝑠) (

𝑥
𝑦) = (𝑥 𝑦)𝑃𝑀𝑄𝑃𝑇 (

𝑥
𝑦)  

 

olarak yazılabilir. 𝑄′(𝑥, 𝑦) nin diskriminantı  

 

−4 det(𝑃𝑀𝑄𝑃𝑇) = −4(det 𝑃 det 𝑀𝑄 det 𝑃𝑇) 

                             = −4(det 𝑃)2 det 𝑀𝑄 

                             = −4 det 𝑀𝑄 

                             = 𝐵2 − 4𝐴𝐶  

 

olarak elde edilir. 

 

Önerme 3.18. 𝑛 sayısı 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 iki değişkenli formu tarafından 

ilkel biçimde temsil edilsin. Bu durumda Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶, 𝑛 modülüne göre bir karedir 

[6]. 

 

İspat. 𝑛 = 𝑄(𝑝, 𝑞) ve (𝑝, 𝑞) = 1 şartını sağlayan 𝑝 ve 𝑞 tam sayıları mevcut olsun. O 

zaman 𝑝𝑠 − 𝑞𝑟 = 1 olan 𝑟 ve 𝑠 tam sayıları mevcuttur.  

 

𝑄′(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦, 𝑞𝑥 + 𝑠𝑦) 

              = 𝐴(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦)2 + 𝐵(𝑝𝑥 + 𝑟𝑦)(𝑞𝑥 + 𝑠𝑦) + 𝐶(𝑞𝑥 + 𝑠𝑦)2 

              = 𝑥2(𝐴𝑝2 + 𝐵𝑝𝑞 + 𝐶𝑞2) + (2𝑝𝑟𝐴 + (𝑝𝑠 + 𝑞𝑟)𝐵 + 2𝑞𝑠𝐶)𝑥𝑦 + 

(𝐴𝑟2 + 𝐵𝑟𝑠 + 𝐶𝑠2)𝑦2 

              = 𝑥2𝑛 + (2𝑝𝑟𝐴 + (𝑝𝑠 + 𝑞𝑟)𝐵 + 2𝑞𝑠𝐶)𝑥𝑦 + 𝑄(𝑟, 𝑠)𝑦2 

 

olsun. O zaman 𝑄′ ve 𝑄 iki değişkenli denk formlardır. Önerme 3.17’ye göre 𝑄′ ve 𝑄 

iki değişkenli formlarının diskriminantları eşit olduğundan 

  

𝐵2 − 4𝐴𝐶 = (2𝑝𝑟𝐴 + (𝑝𝑠 + 𝑞𝑟)𝐵 + 2𝑞𝑠𝐶)2 − 4𝑛𝑄(𝑟, 𝑠) 

 

 olup  
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 𝐵2 − 4𝐴𝐶 ≡ (2𝑝𝑟𝐴 + (𝑝𝑠 + 𝑞𝑟)𝐵 + 2𝑞𝑠𝐶)2(mod 𝑛) 

 

 olur.   Yani 𝐵2 − 4𝐴𝐶, 𝑛 modülüne göre karedir. 

 

Teorem 3.19. 𝑐 ve 𝑑 pozitif tam sayılar ve 𝑝 asal sayı olsun. Eğer 𝑝 = 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑦2 

olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 pozitif tam sayıları varsa 𝑥 ve 𝑦 tek türlü belirlidir [1]. 

 

İspat. 𝑝 = 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑦2, 𝑝 = 𝑐𝑢2 + 𝑑𝑣2 olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 pozitif tam sayıları 

mevcut olsun. 𝑝 = 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑦2 ve 𝑝 = 𝑐𝑢2 + 𝑑𝑣2 olduğundan 𝑑 =
𝑝−𝑐𝑥2

𝑦2
 ve 𝑑 =

𝑝−𝑐𝑢2

𝑣2
 

dir. O halde 
𝑝−𝑐𝑥2

𝑦2 =
𝑝−𝑐𝑢2

𝑣2  ve buradan da 𝑝𝑣2 − 𝑐𝑥2𝑣2 = 𝑝𝑦2 − 𝑐𝑢2𝑦2 elde edilir. 

Dolayısıyla 𝑝(𝑦2 − 𝑣2) = 𝑐(𝑢2𝑦2 − 𝑣2𝑥2) dir. Böylece 𝑝|𝑐(𝑢2𝑦2 − 𝑣2𝑥2) dır.     

0 < 𝑐 < 𝑝 olduğundan 𝑝 ∤ 𝑐 dir. O halde 𝑝|𝑢2𝑦2 − 𝑣2𝑥2 elde edilir. Dolayısıyla 

𝑝|𝑢𝑦 − 𝑣𝑥 veya 𝑝|𝑢𝑦 + 𝑣𝑥 dir. 𝑝|𝑢𝑦 − 𝑣𝑥 olsun. 𝑝2 = (𝑐𝑥𝑢 + 𝑑𝑦𝑣)2 + 𝑐𝑑(𝑢𝑦 −

𝑣𝑥)2 olduğundan 𝑐𝑑 = 1 ve 𝑢𝑦 − 𝑣𝑥 = 0 olmalıdır. Buradan 𝑢 = 𝑥, 𝑦 = 𝑣 elde edilir. 

Çünkü burada (𝑥, 𝑦) = (𝑢, 𝑣) = 1 dir. Eğer 𝑝|𝑢𝑦 + 𝑣𝑥 ise 𝑝2 = (𝑐𝑥𝑢 − 𝑑𝑦𝑣)2 +

𝑐𝑑(𝑢𝑦 + 𝑣𝑥)2 olduğundan bu durumda da 𝑐𝑑 = 1 ve 𝑐𝑥𝑢 − 𝑑𝑦𝑣 = 0 olmalıdır. Yani 

𝑥𝑢 − 𝑦𝑣 = 0 ve böylece 𝑥 = 𝑣 , 𝑦 = 𝑢 elde edilir. Sonuç olarak ya 𝑥 = 𝑢 , 𝑦 = 𝑣 ya 

da 𝑥 = 𝑣 , 𝑦 = 𝑢 olur. Yani 𝑝’nin yazılışındaki 𝑥 ve 𝑦 ler tek türlü belirlidir. 

 

Önerme 3.20. 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 primitif(ilkel) yön bağımlı iki değişkenli 

form olsun. Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 ve 𝑝 tek asal sayı olsun. Eğer 𝑝 asal sayısı için (
Δ

𝑝
) = −1 

ise 

1) 𝑝|𝑄(𝑥, 𝑦) olduğunda 𝑝|𝑥 ve 𝑝|𝑦 dir. 

2) Eğer (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0) ise 𝛾𝑝(𝑄(𝑥, 𝑦)) çifttir. Burada 𝛾𝑝(𝑄(𝑥, 𝑦)), 𝑝𝑡|𝑄(𝑥, 𝑦) şartını 

sağlayan en büyük pozitif 𝑡 tam sayısını göstermektedir [6,7]. 

 

İspat. 1) 𝑝|𝑄(𝑥, 𝑦) ise 𝑝|4𝐴𝑄(𝑥, 𝑦), yani 𝑝|4𝐴(𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2) dir.                            

O halde 𝑝|(2𝐴𝑥 + 𝐵𝑦)2 − (𝐵2 − 4𝐴𝐶)𝑦2 dir. Bu ise (2𝐴𝑥 + 𝐵𝑦)2 ≡ (𝐵2 −

4𝐴𝐶)𝑦2(mod 𝑝) olduğunu gösterir. Dolayısıyla (2𝐴𝑥 + 𝐵𝑦)2 = Δ𝑦2(mod 𝑝) dir.  

𝑝 ∤ 𝑦 olsun. 𝑝 ∤ Δ olduğundan 𝑝 ∤ 2𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 dir. Bu durumda (
Δ𝑦2

𝑝
) = 1 dir. Bu ise 
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(
Δ

𝑝
) = 1 olmasını gerektirir. Bu olamaz çünkü (

Δ

𝑝
) = −1 dir. O halde 𝑝|𝑦 dir. Benzer 

yolla 𝑝|4𝐶(𝐶𝑦2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐴𝑥2) olduğu kullanılırsa 𝑝|(2𝐶𝑦 + 𝐵𝑥)2 − (𝐵2 − 4𝐴𝐶)𝑥2 

elde edilir. Buradan da benzer yolla 𝑝|𝑥 bulunur. Şu halde 𝑝|𝑥 ve 𝑝|𝑦 dir. 

 

2) Tersine 𝛾𝑝(𝑄(𝑥, 𝑦)) tek olsun. O zaman 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑝2𝑘+1𝑏, 𝑝 ∤ 𝑏 olacak şekilde 

𝑘 ≥ 0 ve 𝑏 tamsayıları olurdu. 1) şıkkına göre 𝑝|𝑥 ve 𝑝|𝑦 olacağından                            

𝑥 = 𝑝𝛼𝑡, 𝑦 = 𝑝𝛽𝑠, 𝑝 ∤ 𝑡, 𝑝 ∤ 𝑠 olacak biçimde 𝑡 ve 𝑠 tam sayıları vardır.                        

𝛼 ≤ 𝛽 olsun. 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 = 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑝2𝑘+1𝑏 olduğundan 𝑝2𝑘+1𝑏 =

𝐴𝑝2𝛼𝑡2 + 𝐵𝑝𝛼𝑡𝑝𝛽𝑠 + 𝐶𝑝2𝛽𝑠2 = 𝑝2𝛼(𝐴𝑡2 + 𝐵𝑝𝛽−𝛼𝑡𝑠 + 𝐶𝑝2𝛽−2𝛼𝑠2) olur. 𝑝 ∤ 𝑏 

olduğundan 2𝛼 > 2𝑘 + 1 olamaz. O halde 2𝛼 < 2𝑘 + 1 dir. Bu durumda 

𝑝2𝑘+1−2𝛼𝑏 = 𝐴𝑡2 + 𝐵𝑝𝛽−𝛼𝑡𝑠 + 𝑝2𝛽−2𝛼𝐶𝑠2 olur. 𝛽 = 𝛼 ise 𝑝2𝑘+1−2𝛼𝑏 = 𝐴𝑡2 +

𝐵𝑡𝑠 + 𝐶𝑠2 olur. Bu ise 𝑝|𝑠 ve 𝑝|𝑡 olmasını gerektirir. Şu halde 𝛼 < 𝛽 dır. O zaman 

𝑝|(𝐴𝑡2 + 𝐵𝑝𝛽−𝛼𝑡𝑠 + 𝐶𝑝2𝛽−2𝛼𝑠2) olduğundan 𝑝|𝐴𝑡2 elde edilir. 𝑝 ∤ 𝑡 olduğu 

kullanılırsa 𝑝|𝐴 bulunur. Bu durumda Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 ≡ 𝐵2(mod 𝑝) olur. Bu ise 

(
Δ

𝑝
) = 1 olmasını gerektirir. Bu olamaz çünkü (

Δ

𝑝
) = −1 dir. Şu halde 𝛾𝑝(𝑄(𝑥, 𝑦)) çift 

olmak zorundadır.  

 

Sonuç 3.21. Eğer 𝑝 asal sayısı için (
−D

𝑝
) = −1 ve 𝑝|𝑥2 + 𝐷𝑦2 ise  𝑝|𝑥 ve 𝑝|𝑦 dir. 

 

Teorem 3.22. 𝑚 ve 𝑛 tam sayılar olsun. 𝑚𝑛 sayısı 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 

tarafından ilkel olarak temsil edilirse 𝑚 sayısı da 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 

tarafından ilkel olarak temsil edilir ve 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 dir [1]. 

 

İspat. 𝑚𝑛 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 olan 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları mevcut olsun. 𝑟 = (𝑛, 𝑦) 

alınırsa 𝑛 = 𝑟𝑢, 𝑦 = 𝑟𝑣 ve (𝑢, 𝑣) = 1 olacak biçimde 𝑢 ve 𝑣 tam sayıları vardır. O 

zaman 𝑚𝑟𝑢 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑟𝑣 + 𝑐𝑟2𝑣2 olur. Buradan 𝑟|𝑎𝑥2 olduğu görülür. (𝑥, 𝑦) = 1 

olduğundan (𝑥, 𝑟) = 1 olur. Dolayısıyla 𝑟|𝑎 dır. 𝑎 = 𝑟𝑠 olsun. 𝑚𝑟𝑢 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑟𝑣 +

𝑟2𝑣2 eşitliğinin her iki yanını 𝑟 ile bölersek 𝑚𝑢 = 𝑠𝑥2 + 𝑏𝑥𝑣 + 𝑐𝑟𝑣2 buluruz. 

(𝑢, 𝑣) = 1 olduğundan 𝑥 = 𝑢𝑝 + 𝑣𝑞 olacak biçimde 𝑢 ve 𝑣 tam sayıları vardır. 𝑥 in 

bu değeri 𝑚𝑢 = 𝑠𝑥2 + 𝑏𝑥𝑣 + 𝑐𝑟𝑣2 denkleminde yerine yazılırsa  
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𝑚𝑢 = 𝑠(𝑢𝑝 + 𝑣𝑞)2 + 𝑏(𝑢𝑝 + 𝑣𝑞)𝑣 + 𝑐𝑟𝑣2 

       = (𝑠𝑞2 + 𝑏𝑞 + 𝑐𝑟)𝑣2 + (2𝑠𝑢𝑞 + 𝑏𝑢)𝑣𝑝 + 𝑠𝑢2𝑝2 

 

elde edilir. Buradan 𝑢|(𝑠𝑞2 + 𝑏𝑞 + 𝑐𝑟) olduğu görülür. Çünkü (𝑢, 𝑣) = 1 dir.          

𝐴 =
𝑠𝑞2+𝑏𝑞+𝑐𝑟

𝑢
 , 𝐵 = 2𝑠𝑞 + 𝑏 , 𝐶 = 𝑠𝑢 alınırsa 𝑚 = 𝐴𝑣2 + 𝐵𝑣𝑝 + 𝐶𝑝2 elde edilir. 

(𝑥, 𝑦) = 1 , 𝑦 = 𝑟𝑣 ve 𝑥 = 𝑢𝑝 + 𝑣𝑞 olduğundan (𝑣, 𝑝) = 1 olduğu görülür. Ayrıca 

4𝐴𝐶 − 𝐵2 = 4 (
𝑠𝑞2+𝑏𝑞+𝑐𝑟

𝑢
) 𝑠𝑢 − (2𝑞𝑠 + 𝑏)2 = 4𝑠(𝑠𝑞2 + 𝑏𝑞 + 𝑐𝑟) − (2𝑠𝑞 + 𝑏)2 =

4𝑠𝑐𝑟 − 𝑏2 = 4𝑎𝑐 − 𝑏2 dir. O halde 𝑚 = 𝐴𝑣2 + 𝐵𝑣𝑝 + 𝐶𝑝2 ve 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 𝑏2 −

4𝑎𝑐 dir. 

 

Teorem 3.23. 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 yön bağımlı iki değişkenli form olsun. 

𝑞(𝑥, 𝑦)’nin diskriminantı Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 olsun. (𝑛, 2𝐴𝐶) = 1 olmak üzere Δ sayısı 

mod 𝑛’ye göre bir kare olsun. Bu durumda 𝐴𝑏2 + 𝐵𝑏 + 𝐶 = ℓ𝑛 olacak biçimde 𝑏 ve 

ℓ tam sayıları vardır. Ayrıca (𝑏, 𝑛) = 1 dir [6,7]. 

 

İspat. ℤ𝑛[𝑥] de 𝑃(𝑥) = 𝐴̅𝑥2 + 𝐵̅𝑥 + 𝐶̅ polinomunu ele alalım. Δ ≡ 𝑎2(mod 𝑛) olan 

𝑎 ∈ ℤ olduğundan Δ̅ = 𝑎̅2 dir. 𝑎̅2 = Δ̅ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵̅2 − 4̅𝐴̅𝐶̅ olduğundan 𝑃(𝑥) 

polinomunun köklerinden ikisi 
−𝐵̅∓√Δ̅

2𝐴̅̅ ̅̅
 ile bulunabilir. Burada 

1

2𝐴̅̅ ̅̅
 , 2𝐴̅̅̅̅  nın mod 𝑛’ye 

göre tersidir. Dolayısıyla kökler 
−𝐵̅∓𝑎̅

2𝐴̅̅ ̅̅
 olup 𝑏̅ ∈ ℤ𝑛, 𝐴̅𝑏̅2 + 𝐵̅𝑏̅ + 𝐶̅ = 0̅ olacak biçimde 

vardır. Bu ise 𝐴𝑏2 + 𝐵𝑏 + 𝐶 = ℓ𝑛 olacak biçimde ℓ ve 𝑏 tam sayılarının olduğunu 

gösterir. (𝑏, 𝑛) = 1 dir. Çünkü 𝑝 asal sayısı için 𝑝|𝑏 ve 𝑝|𝑛 ise 𝑝|𝐶 olacağından bu 

durum (𝑛, 𝐶) = 1 olmasına aykırıdır. Şu halde (𝑏, 𝑛) = 1 dir.  

 

Teorem 3.24. 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 iki değişkenli formu verilsin. Eğer 𝑛 > 0, 

(𝑛, 2𝐴𝐶) = 1 ve Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 sayısı mod 𝑛’ye göre bir kare ve 𝑛 tam kare değilse 

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ tam sayıları 0 < |𝑥| < √𝑛 , 0 < |𝑦| < √𝑛 ve 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑛 olacak biçimde 

vardır. Ayrıca 0 < |𝑘| < |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| dir [6].  

 

İspat. Teorem 3.23’e göre 𝐴𝑏2 + 𝐵𝑏 + 𝐶 = 𝑘𝑛 olan 𝑏 ve 𝑘 tam sayıları (𝑏, 𝑛) = 1 

olacak biçimde vardır. (𝑏, 𝑛) = 1 olduğundan Teorem 3.5’e göre                                      
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𝑥 ≡ 𝑏𝑦(mod 𝑛), 0 < |𝑥| < √𝑛 , 0 < |𝑦| < √𝑛 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tamsayıları 

mevcuttur. Bu durumda 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 ≡ 𝐴𝑏2𝑦2 + 𝐵𝑏𝑦2 + 𝐶𝑦2 ≡

𝑦2(𝐴𝑏2 + 𝐵𝑏 + 𝐶) ≡ 0(mod 𝑛) olur. O halde 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑛 olan 𝑘 tam sayısı vardır. 

𝑘𝑛 = 𝑞(𝑥, 𝑦) olduğundan 𝑘 =
𝑞(𝑥,𝑦)

𝑛
 olup buradan 

 

|𝑘| =
|𝑞(𝑥, 𝑦)|

𝑛
=

|𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2|

𝑛
 

      <
|𝐴||𝑥|2+|𝐵||𝑥||𝑦|+|𝐶||𝑦|2

𝑛
 

      <
|𝐴|𝑛+|𝐵|𝑛+|𝐶|𝑛

𝑛
 

      = |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| 

 

elde edilir.  

 

Sonuç 3.25. a) 𝑛 pozitif tam sayısı (𝑛, 2𝐴𝐶) = 1 olacak biçimde verilsin. Ayrıca −𝐴𝐶 

sayısı mod 𝑛’ye göre bir kare olsun. O zaman  𝐴𝑥2 + 𝐶𝑦2 = 𝑘𝑛 ve |𝑘| < |𝐴| + |𝐶| 

olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları mevcuttur.  

b) 𝑛 pozitif tam sayısı (𝑛, 2𝐷) = 1 olacak biçimde verilsin. Ayrıca −𝐷 sayısı 

mod 𝑛’ye göre bir kare olsun. Bu durumda 𝑥2 + 𝐷𝑦2 = 𝑘𝑛 ve |𝑘| < 1 + |𝐷| olacak 

biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları mevcuttur. 

  

Teorem 3.26. (Vinogradov’un Lemması) 𝑎, 𝑏, 𝑛 pozitif tam sayılar ve 𝑛 > 1 olsun. 

Ayrıca (𝑎𝑏, 𝑛) = 1 olsun. 𝛼 > 0 reel sayısı verilsin. Bu durumda hepsi sıfır olmayan 

𝑥, 𝑦 tam sayıları 𝑎𝑥 ≡ 𝑏𝑦(mod 𝑛) ve |𝑥| < 𝛼, |𝑦| ≤
𝑛

𝛼
 olacak biçimde vardır [7]. 

 

Teorem 3.27. 𝑛 pozitif tam sayı ve 𝑛 tam kare olmasın. Ayrıca (𝑛, 2𝐴𝐶) = 1 ve       

Δ = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 sayısı mod 𝑛’ye göre bir kare olsun. Bu durumda 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 +

𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 yön bağımlı iki değişkenli form olmak üzere 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑛 olacak biçimde 

𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır ve |𝑘| < |𝐵| + 2√|𝐴||𝐶| dir [7].  

 

İspat. 𝑥 ve 𝑦’nin rolünü değiştirerek |𝐴| ≤ |𝐶| kabul edebiliriz. Teorem 3.23’e göre 𝑏 

ve 𝑘 tam sayıları (𝑏, 𝑛) = 1 olmak üzere 𝐴𝑏2 + 𝐵𝑏 + 𝐶 = 𝑘𝑛 olacak biçimde vardır. 
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Teorem 3.26’yı 𝑎 = 1, 𝛼 = |
𝐶

𝐴
|

1

4
√𝑛 alarak uygulayalım. Bu durumda 𝑥, 𝑦 tam sayıları 

ikisi birden sıfır olmayacak, 𝑥 ≡ 𝑏𝑦(mod 𝑛) ve 0 < |𝑥| < 𝛼 = |
𝐶

𝐴
|

1

4
√𝑛 , 0 < |𝑦| <

𝛼 = |
𝐴

𝐶
|

1

4
√𝑛 şartını sağlayacak biçimde vardır. Buradan 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 +

𝐶𝑦2 ≡ 𝑦2(𝐴𝑏2 + 𝐵𝑏 + 𝐶) ≡ 0(mod 𝑛) elde edilir. O halde 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑛 olan 𝑘 tam 

sayısı vardır. 

 

0 < |𝑞(𝑥, 𝑦)| = |𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2| 

                      ≤ |𝐴||𝑥|2 + |𝐵||𝑥||𝑦| + |𝐶||𝑦|2 

                      < (|𝐵| + 2√|𝐴||𝐶|) 𝑛 

 

elde edilir. O halde |𝑘| = |
𝑞(𝑥,𝑦)

𝑛
| < |𝐵| + 2√|𝐴||𝐶| dir. 

 

Sonuç 3.28. 𝑛 tam kare olmayan bir pozitif tam sayı ve −𝐴𝐶, mod 𝑛’ye göre bir kare 

olsun. Ayrıca (𝑛, 2𝐴𝐶) = 1 olsun. Bu durumda 𝐴𝑥2 + 𝐶𝑦2 = 𝑘𝑛, |𝑘| < 2√|𝐴||𝐶| 

olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır. 

 

Sonuç 3.29. 𝐷 kare olmayan pozitif tam sayı ve 𝑛 pozitif tam sayısı karesiz olsun. 

Ayrıca (𝑛, 2𝐷) = 1 ve −𝐷 sayısı mod 𝑛’ye göre bir kare olsun. O zaman 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam 

sayıları 𝑥2 + 𝐷𝑦2 = 𝑘𝑛, 0 < |𝑘| < 2√𝐷 olacak biçimde vardır. 

 

Aşağıdaki teoremlerin ispatı Sonuç 3.25 kullanılarak yapılabilir. Fakat Sonuç 3.29 

ispatlarda kısalık sağlayacaktır. 

 

Teorem 3.30. 𝑝 > 6 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır 

⇔ (
−6

𝑝
) = 1 ve 𝑝 ≡ ∓1(mod 8) dir. 

 

İspat. ⇒) 𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları mevcut olsun. O zaman 𝑥 

tektir. 𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 olduğundan 𝑥2 ≡ −6𝑦2(mod 𝑝) yazılabilir. Açık olarak 𝑝 ∤ 𝑥 
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ve 𝑝 ∤ 𝑦 dir. Böylece 1 = (
𝑥2

𝑝
) = (

−6𝑦2

𝑝
) = (

−6

𝑝
) elde edilir. Ayrıca 𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 

olduğu ve 𝑥2 ≡ 1(mod 8), 𝑦2 ≡ 0,1,4(mod 8) olduğu dikkate alınırsa                         

𝑝 ≡ ∓1(mod 8) elde edilir. 

 

⇐) (
−6

𝑝
) = 1 ve  𝑝 ≡ ∓1(mod 8) olsun. O zaman 𝑥2 ≡ −6(mod 𝑝) olan 𝑥 tam sayısı 

vardır. Dolayısıyla −6 sayısı 𝑝 modülüne göre bir karedir. Sonuç 3.29’a göre                 

𝑥2 + 6𝑦2 = 𝑘𝑝 ve 0 < |𝑘| < 2√6 olacak biçimde 𝑥, 𝑦 ve 𝑘 tam sayıları vardır. 𝑘 > 0 

olduğundan 1 ≤ 𝑘 ≤ 4 olur. Dolayısıyla 𝑘 = 1,2,3,4 olabilir. (
−6

𝑝
) = 1 olduğundan 

1 = (
−6

𝑝
) = (

2

𝑝
) (

−3

𝑝
) = (

−3

𝑝
) dir. Çünkü 𝑝 ≡ ∓1(mod 8) olduğundan (

2

𝑝
) = 1 dir. 

(
−3

𝑝
) = 1 olduğundan Teorem 2.14’ün (3) özelliğine göre göre 𝑝 ≡ 1(mod 3) elde 

edilir. O halde 𝑘𝑝 ≡ 𝑘(mod 3) olur. 

 

Diğer yandan 𝑥2 + 6𝑦2 ≡ 0,1(mod 3) olduğu kullanılırsa 𝑘 ≡ 𝑘𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 ≡

0,1(mod 3) elde edilir. Bu ise 𝑘 ≡ 1,3,4 olmasını gerektirir. 𝑘 = 4 ise 4𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 

olur. O zaman 𝑥 çift olmalıdır. 𝑥 = 2𝑡 olsun. Buradan 4𝑝 = 4𝑡2 + 6𝑦2 ve böylece 

2𝑝 = 2𝑡2 + 3𝑦2 elde edilir. O halde 𝑦 çifttir. 𝑦 = 2𝑟 olsun. 2𝑝 = 2𝑡2 + 3 ∙ 4𝑟2 ve 

buradan 𝑝 = 𝑘2 + 6𝑟2 elde edilir. 𝑘 = 1 ise zaten istenen elde edilir. 𝑘 = 3 olsun. Bu 

durumda 3𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 ve böylece 3|𝑥 olur. 𝑥 = 3𝑎 olsun. O zaman 3𝑝 = 9𝑎2 +

6𝑦2 ⇒ 𝑝 = 3𝑎2 + 2𝑦2 elde edilir. Bu ise 𝑝 ≡ 2𝑦2(mod 3) olması demektir. Bu 

olamaz. Çünkü 𝑝 ≡ 1(mod 3) tür. Şu halde 𝑘 = 1 veya 𝑘 = 4 olabilir ve bu durumda 

da 𝑝 = 𝑥2 + 6𝑦2 olan 𝑥 ve 𝑦 tam sayılarının olduğu görülür. 

 

Teorem 3.31. 𝑝 > 5 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 10𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır 

⟺ (
𝑝

5
) = 1 ve (

−10

𝑝
) = 1 dir. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 = 𝑥2 + 10𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları mevcut olsun. O zaman 

Önerme 3.7’ye göre (
−10

𝑝
) = 1 dir. Ayrıca 𝑝 = 𝑥2 + 5𝑦2 olduğundan 5 ∤ 𝑥 olur. O 
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zaman 𝑥2 ≡ 1,4(mod 5) dır. Buradan 𝑝 = 𝑥2 + 5𝑦2 ≡ 𝑥2 ≡ 1,4(mod 5) elde edilir. 

Teorem 2.14’ün (4) özelliğinden dolayı (
𝑝

5
) = 1 dir. 

 

⟸) (
𝑝

5
) = 1 ve (

−10

𝑝
) = 1 olsun. (

−10

𝑝
) = 1 olduğundan 𝑥2 ≡ −10(mod 𝑝) olan 𝑥 

tam sayısı vardır. Dolayısıyla −10 sayısı mod 𝑝’ye göre bir karedir. Sonuç 3.29’a göre 

𝑝 = 𝑥2 + 10𝑦2, 0 < 𝑘 < 2√10 olacak biçimde 𝑥, 𝑦 ve 𝑘 tam sayıları vardır. Buradan 

1 ≤ 𝑘 ≤ 6 olduğu görülür. 𝑘 = 1 ise 𝑝 = 𝑥2 + 10𝑦2 olur. 𝑘 = 2 olsun. O zaman 

2𝑝 = 𝑥2 + 10𝑦2 olur. Dolayısıyla 5 ∤ 𝑥 ve 𝑥 çift olur. 𝑥 = 2𝑎 olsun. Bu durumda  

𝑝 = 2𝑎2 + 5𝑦2 ≡ 2𝑎2 ≡ 2,3(mod 5) olur. Bu olamaz. Çünkü (
𝑝

5
) = 1 olduğundan 

Teorem 2.14’ün (4) özelliğine göre 𝑝 ≡ 1,4(mod 5) olmalıdır. (
−10

3
) = (

−1

3
) = −1 

olduğundan 𝑘 = 3,6 olamayacağı Sonuç 3.21’den görülür. 𝑘 = 5 olsun. O zaman 

5𝑝 = 𝑥2 + 10𝑦2 olup 5|𝑥 elde edilir. 𝑥 = 5𝑎 olsun. Bu durumda 𝑝 = 5𝑎2 + 2𝑦2 ≡

2𝑦2(mod 5) elde edilir. Ayrıca 5 ∤ 𝑦 olduğu görülür. O halde  𝑦2 ≡ 1,4(mod 5) olur. 

Dolayısıyla 𝑝 ≡ 2,3(mod 5) dir. Bu olamaz. Çünkü (
𝑝

5
) = 1 dir. 𝑘 = 4 olsun. O 

zaman 4𝑝 = 𝑥2 + 10𝑦2 olduğu dikkate alınırsa 𝑥’in çift sayı olduğu görülür. 𝑥 = 2𝑎 

olsun. O zaman 4𝑝 = 4𝑎2 + 10𝑦2 ve böylece 𝑦 çift olur. 𝑦 = 2𝑏 olsun. Bu durumda 

4𝑝 = 4𝑎2 + 40𝑏2, yani 𝑝 = 𝑎2 + 10𝑏2 olur.  

 

Teorem 3.32. 𝑝 asal ve 𝑝 > 6 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 12𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 3) ve 𝑝 ≡ 1(mod 4) dir. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 > 6, 𝑝 asal ve 𝑝 = 𝑥2 + 12𝑦2 ise 𝑝 ≡ 1(mod 3) ve 𝑝 ≡ 1(mod 4) 

olduğu açıktır. 

 

⟸) 𝑝 ≡ 1(mod 3) ve 𝑝 ≡ 1(mod 4) olsun. Bu durumda (
12

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

3

𝑝
) (

4

𝑝
) =

(
−1

𝑝
) (

3

𝑝
) = (−1)

𝑝−1

2 (−1)
𝑝−1

2
∙
3−1

2 (
𝑝

3
) = (

𝑝

3
) ≡ (

1

3
) = 1 olur. Dolayısıyla −12 sayısı 

mod 𝑝‘ye göre bir karedir. Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 12𝑦2 = 𝑘𝑝, 1 ≤ 𝑘 ≤ 2√12 şartını 

sağlayan 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır. O zaman 1 ≤ 𝑘 ≤ 6 dır. 𝑘 = 1 ise 𝑥2 + 12𝑦2 = 𝑝 

olur. 𝑘 = 2 olsun. Bu durumda 𝑥 çift olur. 𝑥 = 2𝑎 olsun. 2𝑝 = 𝑥2 + 12𝑦2 = 4𝑎 +
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12𝑦2 ve böylece 𝑝 = 2𝑎2 + 3𝑦2 yazılabilir.. Burada 3 ∤ 𝑎 olduğu görülür. O zaman 

𝑝 = 2𝑎2 + 3𝑦2 ≡ 2(mod 3) elde edilir. Bu olamaz çünkü 𝑝 ≡ 1(mod 3) dir. 𝑘 = 3 

olsun. O zaman 3𝑝 = 𝑥2 + 12𝑦2 olduğundan 𝑥 = 3𝑎 olan 𝑎 ∈ ℤ vardır. Buradan 𝑝 =

3𝑎2 + 4𝑦2 elde edilir ve bu bize 𝑎’nın tek tam sayı olduğunu gösterir. O zaman 𝑝 ≡

3(mod 4) olduğu görülür. Bu 𝑝 ≡ 1(mod 4) olmasına aykırıdır. 𝑘 = 4 olsun. Bu 

durumda 4𝑝 = 𝑥2 + 12𝑦2 den 𝑥’in çift sayı olduğu ve 𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 3𝑦2 olduğu 

görülür. Eğer 𝑦 tekse 
𝑥

2
 de çift olacağından 𝑝 ≡ 3(mod 4) olur. Bu olamaz o halde 𝑦 

çift sayıdır. O zaman 𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 12 (
𝑦

2
)

2

 elde edilir. (
−12

5
) = (

−2

5
) = (

2

5
) = −1 

olduğundan Sonuç 3.21’e göre 𝑘 = 5 olamayacağı görülür. 𝑘 = 6 olsun. O zaman 

6𝑝 = 𝑥2 + 12𝑦2 ve böylece 6|𝑥 olduğu görülür. 𝑥 = 6𝑎 olsun. O zaman 𝑝 = 6𝑎2 +

2𝑦2 olur. Bu olamaz çünkü 𝑝 tek asal sayıdır. 

 

Teorem 3.33. 𝑝 > 13 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 13𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır 

⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (
𝑝

13
) = 1 dir [6,7]. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 = 𝑥2 + 13𝑦2 olan 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları varsa Önerme 3.7’ye göre   

(
−13

𝑝
) = 1 dir. Ayrıca 𝑝 = 𝑥2 + 13𝑦2 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 1(mod 4) olur. 1 = (

−13

𝑝
) =

(
−1

𝑝
) (

13

𝑝
) = (

13

𝑝
) = (−1)

𝑝−1

2
∙
13−1

2 (
𝑝

13
) = (

𝑝

13
) olur. Yani (

𝑝

13
) = 1 dir. 

 

⟸) 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (
𝑝

13
) = 1 olsun. O zaman (

−13

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

13

𝑝
) = (

13

𝑝
) =

(−1)
𝑝−1

2
∙
13−1

2 (
𝑝

13
) = (

𝑝

13
) = 1 olduğundan Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 13𝑦2 = 𝑘𝑝 olan 

0 < 𝑘 < 2√13 şartını sağlayan 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır. Buradan 1 ≤ 𝑘 ≤ 7 elde 

edilir. 𝑘 = 3 veya 𝑘 = 5 ise (
−13

3
) = − (

13

3
) = −1 ve (

−13

5
) = (

13

5
) = (

2

5
) = −1 

olduğundan Sonuç 3.21’e göre 𝑘|𝑥 ve 𝑘|𝑦 olur. O zaman 𝑘2|𝑥2 + 13𝑦2, yani 𝑘2|𝑘𝑝 

ve buradan 𝑘|𝑝 elde edilir. Bu olamaz çünkü 𝑝 > 13 tür. Eğer 𝑘 = 2 ise                     

2𝑝 = 𝑥2 + 13𝑦2 ≡ 𝑥2(mod 13) buradan (
2

13
) (

𝑝

13
) = 1 elde edilir. Ayrıca (

2

13
) =

(−1)
132−1

8 = (−1)21 = −1 olduğundan (
𝑝

13
) = −1 olarak bulunur. Bu olamaz. Çünkü 
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(
𝑝

13
) = 1 dir. Şimdi 𝑘 = 4 olsun. Bu durumda 4𝑝 = 𝑥2 + 13𝑦2 olup buradan 4|𝑥2 +

𝑦2 elde edilir. Bu ise 𝑥 ve 𝑦’nin aynı anda çift olmasını gerektirir. O halde 𝑥 = 2𝑎, 𝑦 =

2𝑏 alınırsa 4𝑝 = 𝑥2 + 13𝑦2 = 4𝑎2 + 13 ∙ 4𝑏2 ve buradan da 𝑝 = 𝑎2 + 13𝑏2 

bulunur. Eğer 𝑘 = 1 ise zaten 𝑝 = 𝑥2 + 13𝑦2 elde edilir. Diğer yandan (
−13

3
) =

(
−𝟏𝟑

𝟕
) = −1 olduğundan 𝑘 = 6,7 olamayacağı Sonuç 3.21’den görülür. 

 

Teorem 3.34. 𝑝 > 15 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 15𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır 

⟺ (
−3

𝑝
) = (

5

𝑝
) = 1 dir [6,7]. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 > 15 ve 𝑝 = 𝑥2 + 15𝑦2 olan 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları mevcut olsun. Bu 

durumda Önerme 3.7’ye göre (
−15

𝑝
) = 1 dir. Bu ise (

−3

𝑝
) (

5

𝑝
) = 1 olduğunu gösterir. 

𝑝 = 𝑥2 + 15𝑦2 olduğundan 3 ∤ 𝑥 olur ve böylece 𝑝 ≡ 1(mod 3) bulunur. Şu halde 

(
𝑝

3
) = 1 dir. O zaman (

−3

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

3

𝑝
) = (−1)

𝑝−1

2 (−1)
𝑝−1

2
∙
3−1

2 (
𝑝

3
) = (

𝑝

3
) = 1 olur. 

1 = (
−3

𝑝
) (

5

𝑝
) olduğu kullanılırsa (

5

𝑝
) = 1 elde edilir. 

 

⟸) (
−3

𝑝
) = (

5

𝑝
) = 1 olsun. O zaman (

−15

𝑝
) = 1 dir. Dolayısıyla −15, mod 𝑝’ye göre 

bir karedir. Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 15𝑦2 = 𝑘𝑝, 1 ≤ 𝑘 ≤ 2√15 olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 

tam sayıları vardır. Bu durumda 1 ≤ 𝑘 ≤ 7 dir. 𝑘 = 1 ise 𝑝 = 𝑥2 + 15𝑦2 olur. 𝑘 = 2 

olsun. O zaman 2𝑝 = 𝑥2 + 15𝑦2 olduğundan 𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek olmalıdır. Bu 

durumda 2𝑝 ≡ 1 + 15 ≡ 0(mod 8) olur. Bu ise olamaz. 𝑘 = 3 olsun. 3𝑝 = 𝑥2 +

15𝑦2 olduğundan 3|𝑥 olur. 𝑥 = 3𝑎 olsun. O zaman 𝑝 = 3𝑎2 + 5𝑦2 olur ve 3 ∤ 𝑦 

olduğu görülür. O zaman 𝑝 ≡ 5𝑦2 ≡ 5 ≡ 2(mod 3) olur. Bu (
−3

𝑝
) = 1 olmasına 

aykırıdır. 𝑘 = 4 olsun. O zaman 4𝑝 = 𝑥2 + 15𝑦2 olduğundan 𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek 

tam sayı olamaz. O halde 𝑥 ve 𝑦 çifttir. Buradan 𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 15 (
𝑦

2
)

2

 elde edilir.       

𝑘 = 5 olsun. Bu durumda 5𝑝 = 𝑥2 + 15𝑦2 olduğundan 5|𝑥 olur. 𝑥 = 5𝑎 olsun. O 

zaman 𝑝 = 5𝑎2 + 3𝑦2 elde edilir ve 3 ∤ 𝑎 olduğu görülür. Buradan 𝑝 ≡ 2(mod 3) 

elde edilir. Bu ise (
−3

𝑝
) = 1 olmasına aykırıdır. 𝑘 = 6 olsun. O zaman 6𝑝 = 𝑥2 +
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15𝑦2 olup 3|𝑥 olduğu görülür. 𝑥 = 3𝑎 olsun. Buradan 2𝑝 = 3𝑎2 + 5𝑦2 elde edilir. 

Bunun olamayacağı 𝑎 ve 𝑦’nin çift veya tek olma durumları incelendiğinde görülür. 

(
−15

7
) = (

−1

7
) = −1 olduğundan 𝑘 = 7 olamayacağı Sonuç 3.21 den görülür.  

 

Teorem 3.35. 𝑝 asal sayı ve 𝑝 > 21 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 4) , (
3

𝑝
) = (

7

𝑝
) = 1 dir [6,7]. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları varsa kolay bir 

hesaplamayla 𝑝 ≡ 1(mod 4) olduğu görülür. 𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olduğundan 3 ∤ 𝑥 olur 

ve bu durumda 𝑝 ≡ 1(mod 3) bulunur. O halde (
3

𝑝
) = (−1)

𝑝−1

2
∙
3−1

2 (
𝑝

3
) = (

𝑝

3
) = 1 

olur. Ayrıca Önerme 3.7’ye göre (
−21

𝑝
) = 1 dir. O halde (

3

𝑝
) (

−7

𝑝
) = 1 ve buradan 

(
−7

𝑝
) = 1 ve böylece 𝑝 ≡ 1(mod 4) olduğu kullanılırsa (

7

𝑝
) = 1 elde edilir. 

 

⟸) 𝑝 ≡ 1(mod 4) , (
3

𝑝
) = (

7

𝑝
) = 1 olsun. Bu durumda (

−21

𝑝
) = 1 olduğu görülür. O 

halde −21 sayısı mod 𝑝’ye göre bir karedir. Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 21𝑦2 = 𝑘𝑝 , 1 ≤

𝑘 ≤ 2√21 olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır. Buradan 1 ≤ 𝑘 ≤ 9 olduğu 

görülür. 𝑘 = 1 ise 𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 dir. 𝑘 = 2 olsun. O zaman 2𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olur. 

Dolayısıyla 𝑥 ve 𝑦 aynı anda çift olamaz. O halde 𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek olur. 2𝑝 =

𝑥2 + 21𝑦2 ≡ 1 + 21 ≡ 22(mod 8) ve buradan 𝑝 ≡ 3(mod 4) bulunur. Bu durum 

𝑝 ≡ 1(mod 4) olmasına aykırıdır. 𝑘 = 3 olsun. O zaman 3|𝑥 dir. 𝑥 = 3𝑎 olsun.    

3𝑝 = 9𝑎2 + 21𝑦2 den 𝑝 = 3𝑎2 + 7𝑦2 elde edilir. Buradan da 7 ∤ 𝑎 olduğu görülür. 

O zaman 𝑝 ≡ 3𝑎2(mod 7) elde edilir. Dolayısıyla (
𝑝

7
) = (

3

7
) = (

−4

7
) = (

−1

7
) = −1 

dır. Bu (
7

𝑝
) = 1 olmasına aykırıdır. 𝑘 = 4 olsun. O zaman 4𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olur. Eğer 

𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek ise 4𝑝 ≡ 22(mod 8) olur. Bu ise olamaz. O zaman 𝑥 ve 𝑦 aynı 

anda çifttir. Buradan 𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 21 (
𝑦

2
)

2

 elde edilir. 𝑘 = 5 olsun. Bu durumda      

5𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olur. 3 ∤ 𝑥 dir. Dolayısıyla 5𝑝 ≡ 1(mod 3) yani 𝑝 ≡ 2(mod 3) 

bulunur. Bu (
3

𝑝
) = 1 olmasına aykırıdır. 𝑘 = 6 olsun. 6𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olduğundan 
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3|𝑥 olur. 𝑥 = 3𝑎 alınırsa 2𝑝 = 3𝑎2 + 7𝑏2 elde edilir ve  3 ∤ 𝑏 olduğu görülür. 

Dolayısıyla 2𝑝 ≡ 7 ≡ 1(mod 3) tür. Bu ise 𝑝 ≡ 2(mod 3) olmasını gerektirir. Bu 

olamaz. Çünkü (
3

𝑝
) = 1 ve 𝑝 ≡ 1(mod 4) tür. 𝑘 = 7 olsun. O zaman 7𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 

olup buradan 7|𝑥 elde edilir. 𝑥 = 7𝑎 olsun. Dolayısıyla 𝑝 = 7𝑎2 + 3𝑦2 bulunur. Bu 

ise 7 ∤ 𝑦 ve 𝑝 ≡ 3𝑦2(mod 7) olmasını gerektirir. O zaman (
𝑝

7
) = (

3

7
) = −1 olur. Bu 

yine (
7

𝑝
) = 1 olmasına aykırıdır. 𝑘 = 8 ise 8𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 olacağından 𝑥 ve 𝑦 aynı 

anda çift olmalıdır. Bu durumda 2𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 21 (
𝑦

2
)

2

 olmasını gerektirir. Benzer 

yolla bunun olmayacağı gösterilir. 𝑘 = 9 ise 3|𝑥 ve 3|𝑦 olduğu görülür. O zaman  

9𝑝 = 𝑥2 + 21𝑦2 den 𝑝 = (
𝑥

3
)

2

+ 21 (
𝑦

3
)

2

 bulunur.  

 

Teorem 3.36. 𝑝 > 22 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır 

⟺ 𝑝 ≡ ∓1(mod 8) ve (
𝑝

11
) = 1 dir [6,7]. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 olan 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları mevcut olsun. O zaman Önerme 

3.7’ye göre (
−22

𝑝
) = 1 dir. 𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 olduğundan 𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 ≡ 𝑥2 −

2𝑦2(mod 8) olur. Eğer 𝑦 çift 𝑥 tek ise 𝑝 ≡ 𝑥2 − 2𝑦2 ≡ 1(mod 8) olur. Eğer 𝑦 tek ise 

𝑝 ≡ 𝑥2 − 2𝑦2 ≡ 𝑥2 − 2(mod 8) olur. Bu durumda 𝑥’in tek olduğu görülür. O zaman 

𝑝 ≡ −1(mod 8) elde edilir. Dolayısıyla 𝑝 ≡ ∓1(mod 8) dir. 1 = (
−1

𝑝
) (

2

𝑝
) (

11

𝑝
) ve 

(
2

𝑝
) = 1 olduğu kullanılırsa  

 

1 = (
−1

𝑝
) (

11

𝑝
) = (−1)

𝑝−1

2 (−1)
𝑝−1

2
∙
11−1

2 (
𝑝

11
) = (

𝑝

11
)  

 

elde edilir. Yani (
𝑝

11
) = 1 dir.  

 

⟸) 𝑝 ≡ ∓1(mod 8) ve (
𝑝

11
) = 1 olsun. Kolay bir hesaplamayla (

−22

𝑝
) = 1 olduğu 

görülür. O zaman −22 mod 𝑝’ye göre bir karedir. Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 22𝑦2 =

𝑘𝑝 , 0 < 𝑘 < 2√22 olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır. Bu durumda 1 ≤ 𝑘 ≤ 9 
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elde edilir. 𝑘 = 1 ise 𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 olur. (
−22

3
) = (

−1

3
) = −1, (

−22

5
) = (

−2

5
) =

(
2

5
) = 1, (

−22

7
) = (

−1

7
) = −1 olduğundan Sonuç 3.21’e göre 𝑘’nın 3,5,7 değerlerini 

alamayacağı görülür. Şimdi 𝑘 = 2 olsun. O zaman 2𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 olup bu durumda 

𝑥 çift olur. 𝑥 = 2𝑎 olsun. Buradan 2𝑝 = 4𝑎2 + 22𝑦2 ve böylece 𝑝 = 2𝑎2 + 11𝑦2 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑦 tek tam sayıdır. Buradan 𝑝 = 2𝑎2 + 11𝑦2 ≡ 2𝑎2 +

3(mod 8) elde edilir. 𝑝 ≡ ∓1(mod 8) olduğundan 2𝑎2 + 3 ≡ 1, −1(mod 8), yani 

2𝑎2 ≡ −2,4(mod 8) ve dolayısıyla 𝑎2 ≡ −1,2(mod 4) olur. Bu olamaz çünkü 

herhangi bir 𝑥 tam sayısı için 𝑥2 ≡ 0,1(mod 4) tür. Şimdi 𝑘 = 4 olsun. Bu durumda 

4𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 olduğundan 𝑥 çift tam sayı olur. 𝑥 = 2𝑎 olsun. O zaman 2𝑝 = 2𝑎2 +

11𝑦2 elde edilir ve bu 𝑦’nin de çift tam sayı olduğunu gösterir. 𝑦 = 2𝑏 olsun. Buradan 

𝑝 = 𝑎2 + 22𝑏2 elde edilir. 𝑘 = 6 olsun. Bu durumda 3|𝑥2 + 22𝑦2 dir.                

(
−22

3
) = (

−1

3
) = −1 olduğundan Sonuç 3.21’e göre 3|𝑥 ve 3|𝑦 ve buradan           

9|𝑥2 + 22𝑦2, yani 9|6𝑝 elde edilir. Bu olamaz. Eğer 𝑘 = 9 ise benzer biçimde 3|𝑥 ve 

3|𝑦 ve buradan 9𝑝 = 𝑥2 + 22𝑦2 ve böylece 𝑝 = (
𝑥

3
)

2

+ 22 (
𝑦

3
)

2

 elde edilir. 𝑘 = 8 

olamayacağı benzer yollarla gösterilir. 

 

Teorem 3.37. 𝑝 > 33 ve 𝑝 asal sayı olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 33𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (
3

𝑝
) = (

11

𝑝
) = 1 dir [6,7]. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 = 𝑥2 + 33𝑦2 ise 𝑝 ≡ 𝑥2 + 𝑦2(mod 4) olup 𝑥 ve 𝑦 den biri çift biri tek 

olacağından 𝑝 ≡ 1(mod 4) bulunur. Önerme 3.7’ye göre (
−33

𝑝
) = 1 olup buradan 

(
−1

𝑝
) (

3

𝑝
) (

11

𝑝
) = 1 yani (

3

𝑝
) (

11

𝑝
) = 1 elde edilir. Diğer yandan  3 ∤ 𝑥 olduğundan    

𝑝 ≡ 1(mod 3) ve buradan da (
3

𝑝
) = 1 olduğu görülür. Buradan da (

11

𝑝
) = 1 elde edilir. 

 

⟸) 𝑝 ≡ 1(mod 4) , (
3

𝑝
) = (

11

𝑝
) = 1 ise (

−33

𝑝
) = (

−1

𝑝
) (

3

𝑝
) (

11

𝑝
) = 1 elde edilir. O 

zaman −33 sayısı mod 𝑝’ye göre bir karedir. Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 33𝑦2 =

𝑘𝑝 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 2√33 olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır. Burada 1 ≤ 𝑘 ≤ 11 

olduğu görülür. 𝑘 = 1 ise 𝑝 = 𝑥2 + 33𝑦2 dir. (
−33

5
) = (

2

5
) = −1 olduğundan 𝑘 = 5 
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ve 𝑘 = 10 olamayacağı Sonuç 3.21’den görülür. 𝑘 = 2 ise 2𝑝 = 𝑥2 + 33𝑦2 olup bu 

durumda 3 ∤ 𝑥 ve 2𝑝 ≡ 1(mod 3) olduğu görülür. O zaman 𝑝 ≡ 2(mod 3) olur. Bu 

olamaz. Çünkü (
3

𝑝
) = 1 ve 𝑝 ≡ 1(mod 4) tür. 𝑘 = 3 olsun. O zaman 3|𝑥 ve buradan 

𝑥 = 3𝑎 alınırsa 3𝑝 = 9𝑎2 + 3 ∙ 11𝑦2 elde edilir. Dolayısıyla 𝑝 = 3𝑎2 + 11𝑦2 dir. Bu 

durumda da 3 ∤ 𝑦 olup buradan 𝑝 ≡ 11 ≡ −1(mod 3) bulunur. Bu yine olamaz.     

𝑘 = 4 olsun. 4𝑝 = 𝑥2 + 33𝑦2 ≡ 𝑥2 + 𝑦2(mod 8) olduğundan 𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek 

olamaz. O halde 𝑥 ve 𝑦 çifttir. Bu ise 𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 33 (
𝑦

2
)

2

 olduğunu gösterir. 𝑘 = 6 

olsun. O zaman 6𝑝 = 𝑥2 + 33𝑦2 den 3|𝑥 bulunur. 𝑥 = 3𝑎 olsun. Böylece                

2𝑝 = 3𝑎2 + 11𝑦2 elde edilir. Buradan 11 ∤ 𝑎 ve 2𝑝 ≡ 3𝑎2(mod 11)bulunur. Bu 

(
2

11
) (

𝑝

11
) = (

3

11
) olduğunu gösterir. O halde (

𝑝

11
) = (

2

11
) (

3

11
) = (

6

11
) = (

−5

11
) =

− (
5

11
) = −1 dir. Bu olamaz. Çünkü 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (

11

𝑝
) = 1 dır. 𝑘 = 7 olsun. O 

zaman 7𝑝 = 𝑥2 + 33𝑦2 ve 11 ∤ 𝑥 dir. Dolayısıyla 7𝑝 ≡ 𝑥2(mod 11) dir. O halde 

(
7𝑝

11
) = 1 dir. Bu ise (

7

11
) (

𝑝

11
) = 1 yani (−1) (

𝑝

11
) = 1 olduğunu gösterir. Buradan 

(
𝑝

11
) = −1 olduğu görülür. Bu olamaz. Çünkü 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (

11

𝑝
) = 1 dir.  

  

Teorem 3.38. 𝑝 > 37 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır 

⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (
𝑝

37
) = 1 dir [6,7]. 

 

İspat: ⟹) 𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları mevcut olsun. Bu 

durumda 𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 1(mod 4) olur. Çünkü burada 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayılarından biri tek diğeri çift tam sayıdır. Ayrıca Önerme 3.7’ye göre (
−37

𝑝
) = 1 dir. 

Şu halde 

 

 (
𝑝

37
) = (−1)

𝑝−1

2
∙
37−1

2 (
37

𝑝
) = (

37

𝑝
) = (

−37

𝑝
) = 1 

 

 elde edilir.  
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⟸) (
𝑝

37
) = 1 ve 𝑝 ≡ 1(mod 4) olsun. Bu durumda (

−37

𝑝
) = 1 olduğunu görmek 

kolaydır. O zaman 𝑥2 ≡ −37(mod 𝑝) olacak biçimde bir 𝑥 tam sayısı vardır. 

Dolayısıyla −37 sayısı mod 𝑝’ye göre bir karedir. Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 37𝑦2 =

𝑘𝑝 , 0 < 𝑘 < 2√37 olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır. Buradan 1 ≤ 𝑘 ≤ 12 

elde edilir.  

 

(
−37

3
) = (

−1

3
) = −1 ,  

(
−37

5
) = (

2

5
) = −1 ,  

(
−37

7
) = (

−2

7
) = (

5

7
) = (

7

5
) = (

2

5
) = −1 

 

olduğundan 𝑘 = 3,5,7,11 değerlerinin olamayacağı Sonuç 3.21 kullanılarak gösterilir. 

Eğer 𝑘 = 1 ise 𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 olur. 𝑘 = 2 olsun. O zaman 2𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 

olduğundan 𝑥 ve 𝑦 tek olmalıdır. Bu durumda 2𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 ≡ 1 + 37 = 38 ≡

−2(mod 8) ve buradan 𝑝 ≡ −1(mod 4) olur. Bu durum 𝑝 ≡ 1(mod 4) olmasına 

aykırıdır. 𝑘 = 4 olsun. O zaman 4𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 olduğundan 𝑥 ve 𝑦 aynı anda tek 

veya aynı anda çift olmalıdır. 𝑥 ve 𝑦 tek olsun. O zaman 4𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 ≡ 1 + 37 ≡

2(mod 4) olur. Bu olamaz. O halde 𝑥 ve 𝑦 çift olur. Bu durumda 4𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 

olduğundan 𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 37 (
𝑦

2
)

2

 elde edilir. (
−37

3
) = (

−1

3
) = −1, (

−37

5
) = (

2

5
) = −1, 

(
−37

7
) = (

5

7
) = (

7

5
) = (

2

5
) = −1 ve (

−37

11
) = (

−4

11
) = (

−1

11
) = −1 olduğundan            

𝑘 = 6,7,10,11,12 olamayacağı Sonuç 3.21 kullanılarak gösterilebilir. 𝑘 = 8 olsun. O 

zaman 8𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 olur. Burada da 𝑥 ve 𝑦’nin aynı anda çift veya aynı anda tek 

olduğu görülür. 𝑥 ve 𝑦 tek ise 8𝑝 = 𝑥2 + 37𝑦2 ≡ 1 + 37 ≡ −2(mod 8) olur. Bu 

olamaz. 𝑥 ve 𝑦 çiftse 𝑥 = 2𝑎 , 𝑦 = 2𝑏 yazılarak 8𝑝 = 4𝑎2 + 37 ∙ 4𝑏2 yani               

2𝑝 = 𝑎2 + 37𝑏2 elde edilir. Bunun olamayacağı yukarıda gösterildi. 𝑘 = 9 ise 3|𝑥 ve 

3|𝑦 olacağından 𝑝 = (
𝑥

3
)

2

+ 37 (
𝑦

3
)

2

 elde edilir. 

 

Teorem 3.39.  𝑝 asal ve  𝑝 > 29 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 58𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡ 1,3(mod 8) ve (
𝑝

29
) = 1 dir [6,7]. 
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İspat: ⟹) 𝑝 = 𝑥2 + 58𝑦2 ise 𝑥 tek tam sayıdır ve 𝑦’nin durumuna göre 𝑝 ≡

1,3(mod 8) elde edilir. Diğer yandan Önerme 3.7’ye göre (
−58

𝑝
) = 1 dir. Bu durumda 

kolay bir hesaplamayla (
𝑝

29
) = 1 olduğu görülür. 

 

⟸) (
𝑝

29
) = 1 ve 𝑝 ≡ 1,3(mod 8) olsun. Bu durumda Teorem 2.14’e göre (

−2

𝑝
) = 1 

dir. Basit bir hesaplamayla (
−58

𝑝
) = 1 olduğu görülür. Bu durumda −58, mod 𝑝’ye 

göre bir karedir. Dolayısıyla Sonuç 3.29’a göre 𝑥2 + 58𝑦2 = 𝑘𝑝 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 2√58  

olacak biçimde 𝑥, 𝑦, 𝑘 tam sayıları vardır. Ayrıca 1 ≤ 𝑘 ≤ 15 olduğu görülür. Diğer 

yandan 

 

(
−58

3
) = (

−1

3
) = −1 , 

(
−58

5
) = (

2

5
) = −1, 

(
−58

7
) = (

−2

7
) = (

−1

7
) (

2

7
) = −1, 

(
−58

11
) = (

−3

11
) = (

−1

11
) (

3

11
) = (−1)(−1) (

11

3
) = (

−1

3
) = −1  

 

ve 

 

(
−58

13
) = (

−6

13
) = (

7

13
) = (

13

7
) = (

−1

7
) = −1  

 

olduğundan 𝑘 = 3,5,6,7,10,11,12,13,14,15 olamayacağı Sonuç 3.21 kullanılarak 

gösterilebilir. 𝑘 = 1 ise 𝑥2 + 58𝑦2 = 𝑝 olur. 𝑘 = 2 olsun. 2𝑝 = 𝑥2 + 58𝑦2 olur. O 

halde 𝑥 çifttir. 𝑥 = 2𝑎 olsun. Buradan 𝑝 = 2𝑎2 + 29𝑦2 elde edilir. O halde 𝑦 tek tam 

sayı olur. Bu durumda 𝑝 ≡ 2𝑎2 + 29(mod 8) ve dolayısıyla 𝑝 ≡ −3, −1(mod 8) 

elde edilir. Bu olamaz. 𝑘 = 4 olsun. O zaman 4𝑝 = 𝑥2 + 58𝑦2 olup  𝑥 ve 𝑦 çift olur. 

Böylece 𝑝 = (
𝑥

2
)

2

+ 58 (
𝑦

2
)

2

 olur. 𝑘 = 8 olsun. 8𝑝 = 𝑥2 + 58𝑦2 olur ve bu durumda 

𝑥 ve 𝑦 çift olur. 𝑥 = 2𝑎 , 𝑦 = 2𝑏 olsun. 8𝑝 = 4𝑎2 + 58 ∙ 4𝑏2 yani 2𝑝 = 𝑎2 + 58𝑏2 

elde edilir. O halde 𝑎 çift olur. 𝑎 = 2𝑐 olsun. 𝑝 = 2𝑐2 + 29𝑏2 ve böylece                     
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𝑝 ≡ −3, −1(mod 8) elde edilir. Bu olamaz. 𝑘 = 9 ise 3|𝑥 ve 3|𝑦 olacağından           

𝑝 = (
𝑥

3
)

2

+ 58 (
𝑦

3
)

2

 elde edilir. 

 

Teorem 3.40. 𝑝 asal ve 𝑝 > 190 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 190𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡ 1,7(mod 8) ve (
𝑝

5
) = (

𝑝

19
) = 1 dir [7]. 

 

Teorem 3.41. 𝑝 asal ve 𝑝 > 253 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 253𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (
𝑝

11
) = (

𝑝

23
) = 1 dir [7]. 

 

Teorem 3.42. 𝑝 asal ve 𝑝 > 385 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 385𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (
𝑝

5
) = (

𝑝

7
) = (

𝑝

11
) = 1 dir [7]. 

 

Teorem 3.43. 𝑝 asal ve 𝑝 > 1365 olsun. 𝑝 = 𝑥2 + 1365𝑦2 olan 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları 

vardır ⟺ 𝑝 ≡ 1(mod 4) ve (
𝑝

3
) = (

𝑝

5
) = (

𝑝

7
) = (

𝑝

13
) = 1 dir [7]. 

 

Tanım 3.44. 𝐷 doğal sayısı verilsin. 𝑛 doğal sayısı için aralarında asal tek türlü belirli 

𝑥 ve 𝑦 doğal sayıları 𝑛 = 𝑥2 + 𝐷𝑦2 olacak biçimde mevcut olduğunda 𝑛 = 𝑡𝑝,         

𝑛 = 2𝑡𝑝 veya 𝑛 = 𝑡2𝑠 olacak biçimde 𝑠 doğal sayısı, 𝑝 > 2 asal sayısı ve 𝑡|𝐷 olan 𝑡 

doğal sayısı mevcut ise 𝐷’ye uygun(convenient-idoneal) sayı denir [2]. 

 

Teorem 3.45. 1 ,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 

37, 40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 165, 

168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 408, 462, 520, 

760, 840, 1320, 1365, 1848 sayıları uygun sayılardır [2]. 

 

Euler bu teoremin ispatını aşağıdaki teoremdeki kriteri uygulayarak yapmıştır.  

 

Teorem 3.46. 𝐷 > 1 sayısı uygun sayıdır ⇔ 𝑥 ve 𝐷 aralarında asal olmak üzere       

𝑛 = 𝑥2 + 𝐷 < 4𝐷 olarak yazılan 𝑛 sayısı ya asaldır ya da bir asalın iki katıdır veya 

bir asalın karesidir veya 𝑛 sayısı 𝑠 ≥ 1 olmak üzere 2𝑠 biçimindedir [2]. 
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Euler 1848’den büyük başka uygun sayı olmadığını, önce 3000 sonra 10000 

sayılarına kadar olan sayılarla hesaplama yaparak ileri sürmüştür. 

 

Teorem 3.47. 𝐷 pozitif bir tam sayı olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir. 

1) Aralarında asal 𝑁 ve 𝑎 pozitif tam sayıları şu şartı sağlayacak biçimde vardır:        

𝑝 ≡ 𝑎(mod 𝑁) ve 𝑝 asal ise 𝑝 = 𝑥2 + 𝐷𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır. 

2) 𝑝 ≡ 1(mod 4𝐷) şartını sağlayan her 𝑝 asal sayısı için 𝑝 = 𝑥2 + 𝐷𝑦2 olacak 

biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır. 

3) 𝑚 = 4𝐷 olmak üzere 𝑆 ⊂ ℤ𝑚
∗  alt kümesi şu şartı sağlayacak biçimde vardır: 𝑝 asal 

ve 𝑝 ∤ 𝐷 ise 𝑝 = 𝑥2 + 𝐷𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡

𝑠(mod 𝑚) olan bir 𝑠 ∈ 𝑆 vardır.  

4) 𝐷 sayısı bilinen 65 uygun sayıdan biridir. Ayrıca en fazla iki tane daha 𝐷 değeri 

vardır ve bu 𝐷 değerleri 108 den küçük değildir [7]. 

 

Teorem 3.48. 𝐷 bilinen uygun sayılardan birini göstersin. Bu durumda 𝑝 asal sayısı 

için 𝑝 = 𝑥2 + 𝐷𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam sayıları vardır ⟺ 𝑝 = 𝐷 dir veya 

aşağıdaki 6 maddenin hepsi sağlanır. 

a) (
−𝐷

𝑝
) = 1 dir. 

b) 𝑞 tek asal sayı ve 𝑞|𝐷 ise (
𝑝

𝑞
) = 1 dir. 

c) Eğer 𝐷 ≡ 0(mod 8) ise 𝑝 ≡ 1(mod 8) dir. 

d) Eğer 𝐷 ≡ 1,4,5(mod 8) ise 𝑝 ≡ 1(mod 4) tür. 

e) Eğer 𝐷 ≡ 2(mod 8) ise 𝑝 ≡ 1,3(mod 8) dir. 

f) Eğer 𝐷 ≡ 6(mod 8) ise 𝑝 ≡ 1,7(mod 8) dir [7]. 

 

Euler ayrıca aşağıdaki teoremi vermiştir. 

 

Teorem 3.49. 1) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 = 𝑡2 ise 𝑡 = 1,2,3,4,5 dır. 

2) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4) ise 4𝐷 de uygun sayıdır. 

3) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 4(mod 8) ise 4𝐷 de uygun sayıdır. 

4) Eğer 𝑘2𝐷 uygun sayı ise 𝐷 de uygun sayıdır. 

5) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 2(mod 3) ise 9𝐷 de uygun sayıdır. 
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6) 𝐷 > 1 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 1(mod 4) ise 4𝐷 de uygun sayı değildir. 

7) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 2(mod 4) ise 4𝐷 de uygun sayıdır. 

8) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 8(mod 16) ise 4𝐷 uygun sayı değildir. 

9) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 16(mod 32) ise 4𝐷 uygun sayı değildir. 

10) 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 + 𝑎2 = 𝑝2 < 4𝐷 olan 𝑝 asal sayısı varsa 4𝐷 uygun sayı 

değildir [2]. 

 

Euler’ in bu teoremin 4), 6), 8) ve 9) numaralı maddelerinin ispatı tam açık değildir.  

 

Grube [8] numaralı kaynakta, 1877 yılında bu teoremin tam bir ispatını vermiştir.  

 

Uygun sayılarla ilgili daha ayrıntılı bilgi için [2] numaralı kaynağa bakılabilir. 

 

Uygun sayılarla ilgili aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 3.50. 𝐷 bir uygun sayıdır ⟺ 𝐷 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 olacak biçimde                      

0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 şartını sağlayan 𝑎, 𝑏, 𝑐 tam sayıları yoktur [9].  

 

Chowla [10], uygun sayıların sonlu tane olduğunu göstermiştir [11]. 

 

Weinberger [12], eğer genelleştirilmiş Riemann hipotezi doğru ise 65 tane uygun 

sayının olduğunu ispatlamıştır. Eğer genelleştirilmiş Riemann hipotezi doğru değilse 

en az iki tane daha uygun sayının olduğunu göstermiştir. Bunun için [13] numaralı 

kaynaktaki Corollary 23’e bakılabilir [14]. Genelleştirilmiş Riemann hipotezi için [15] 

numaralı kaynağa bakılabilir.  

 

Uygun sayılarla ilgili en güncel makale olan Kani’nin [13] numaralı çalışmasından 

aşağıdakiler verilebilir. 

 

Önerme 3.51. Eğer 𝐷 uygun sayı ve 𝐷 ≡ 3(mod 4) ise 𝐷 = 3,7,15 tir [13]. 

 

Teorem 3.52. 𝐷 uygun sayı ve 𝑡2|𝐷, 𝑡 > 0 ise 𝑡 = 1,2,3,4,5 tir. Ayrıca, 
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(a) 𝐷 uygun sayı ve 9|𝐷 ise 𝐷 = 9,18,45,72 dir. 

(b) 𝐷 uygun sayı ve 25|𝐷 ise 𝐷 = 25 dir. 

(c) 𝐷 uygun sayı ve 4|𝐷 ve 
𝐷

4
 tek sayı ise 𝐷 = 4,12,28,60 dır. 

(d) 𝐷 uygun sayı ve 16|𝐷 ise 𝐷 = 16,48,112,240 dır [13]. 

 

Önerme 3.53. 𝐷 > 288 ve 𝐷 uygun sayı ise 𝐷 ≢ 3(mod 4) tür. Eğer 𝐷 ≡

1,2(mod 4) ve 𝐷 uygun sayı ise 𝐷 karesizdir. Ayrıca 𝐷 ≡ 0(mod 4) ise 𝑚 =
𝐷

4
 

karesiz uygun sayıdır ve 𝑚 ≡ 2(mod 4) tür [13]. 

 

Önerme 3.54. 𝐷 uygun sayı ve 𝑝 < √𝐷, 𝑝 ∤ 𝑛 ise (
−𝐷

𝑝
) = −1 dir [13]. 

 

Önerme 3.55. 𝐷 ≡ 2,4,6(mod 8) olsun. 𝐷 uygun sayıdır ⟺ 𝑝 > 2 , 𝑝 ∤ 𝐷 ve (
−𝐷

𝑝
) =

−1 şartını sağlayan 𝑝 asal sayısı için 𝐷𝑡2 = 𝑘(𝑝 − 𝑘) olacak biçimde 𝑘 ve 𝑡 pozitif 

tam sayıları vardır [13]. 

 

Önerme 3.56. 𝐷 ≥ 1 olsun. 𝐷 uygun sayıdır ⟺ 𝑥2 + 𝐷𝑦2 biçiminde yazılabilen 𝑝 

asal sayıları bir 𝑚 modülüne göre kongrüans bağıntıları ile ifade edilebilir [13]. 

 

Teorem 3.57. 𝑝 > 14 asal sayısı verilsin. 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 için (𝑎𝑗, 𝑚) = 1 şartını sağlayan 

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘 ve 𝑚 pozitif tam sayıları “𝑝 = 𝑥2 + 14𝑦2 olacak biçimde 𝑥 ve 𝑦 tam 

sayıları vardır ⟺ 𝑝 ≡ 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘(mod m) dir” önermesini sağlayacak biçimde 

yoktur [16]. 

 

Bu teorem bir önceki teoreme göre 14 sayısının uygun sayı olmadığını gösterir. 

 

Uygun sayılar ile ilgili daha fazla bilgi için [13] numaralı kaynağa bakılabilir. 
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BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 

Bu çalışmada, 𝐷 doğal sayısının bazı değerleri için 𝑝 = 𝑥2 + 𝐷𝑦2 biçiminde 

yazılabilen 𝑝 asal sayılarının sağlaması gerektiği şartlar tespit edilmiştir. Burada ele 

alınan 𝐷 doğal sayıları, uygun sayı olarak adlandırılan sayılardır. Bilinen uygun 

sayıların en büyüğü  1848  ve en küçüğü  1 dir. Çalışmanın konusu iki değişkenli 

formlarla ilgili olmasına rağmen iki değişkenli formlar bu çalışmada ayrıntılı olarak 

ele alınmamıştır. İki değişkenli formlar ve özellikle 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 iki 

değişkenli formu tarafından temsil edilen asal sayılarla ilgili araştırma yapmak 

isteyenlere [17], [18] ve [19] numaralı kaynakları tavsiye edebiliriz. 
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