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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

(a,b)
|A|
det A4

: a ile b’nin en biiyiik ortak boleni

:A kiimesinin eleman sayis1

: A matrisinin determinanti

: a tam sayis1 b tam sayisini boler

: a tam sayist b tam sayisini bélmez

: a tam sayisinin tam degeri

: Elemanidir

: Eleman degildir

: Katsayilar Z,,’de olan polinomlar halkas1

: Legendre sembolii

: n modiiliine gore asal kalanlar sistemi
: Pozitif tam sayilar kiimesi
: Tam sayilar kiimesi

: x’in mutlak degeri



OZET

Anahtar Kelimeler: Kuadratik rezidii, Legendre sembolii, Kuadratik formlar, Uygun
sayilar

Bu calisma dort bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde temel tanim ve teoremler
verilmistir. Ikinci béliim kuadratik rezidiilere ayrilmistir. Kuadratik rezidii taninm
yapilarak konuyla ilgili teoremler ifade edilmistir. Ugiincii béliim calismanin ana
béliimiinii olusturmaktadir. Bu boliimde bazi1 D dogal sayilari i¢in x? + Dy? bigiminde
yazilabilen asal sayilar karakterize edilmistir. Ayrica uygun sayi tanimi verilerek
uygun sayilarla ilgili bazi teoremler verilmistir. Dordiincii boliim sonug ve Onerilerden
olusmaktadir.



PRIMES OF THE FORM x2 + Dy?

SUMMARY

Keywords: Quadratic residue, Legendre symbol, Quadratic forms, Convenient
numbers

This study consist of four section. In the first section, the main defnitions and theorems
are given. Second section is devoted to quadratic residues. By defining quadratic
residue, some theorems concerning the subject are given. The third section covers the
main subject of the study. In this section, primes of the forms x2 + Dy? are
characterized for some values of n. Also, some theorems concerning convenient
numbers are given. Last section contains results and suggestions.
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BOLUM 1. GIRIS

Bu boliimde sayilar teorisinden iyi bilinen bazi tanimlara ve teoremlere yer

verilecektir.

1.1. Boliinebilme

Tamm 1.1. a ve b iki tam say1 ve a # 0 olsun. Eger b = a - ¢ olacak bi¢imde bir ¢
tam sayist varsa a sayisi b’yi boliiyor veya a, b’nin bir bolenidir ya da a, b’nin bir

carpanidir denir. a sayisi b’yi boliiyorsa a|b, bolmiiyorsa bu a t b ile gosterilir.

Boliinebilme tanimi kullanilarak boliinebilme ile ilgili asagidaki 6zellikler kolaylikla
gosterilebilir.

1) a|b ise her ¢ tam sayist1 i¢in a|cb dir.

2) a|b ve b|c ise a|c dir.

3) a|b ve bla ise a = +b dir.

4) a|b ise sifirdan farkli her ¢ tam sayis1 i¢in ac|bc dir.

5) ¢ # 0 ve ac|bc ise a|b dir.

6) a|b ve c|d ise ac|bd dir.

7) a|b ve a|c ise he x, y tam sayis1 i¢in a|bx + cy dir.

Teorem 1.1. (Bolme Algoritmasi) a # 0 olmak lizere a ve b tam sayi ¢ifti i¢in

b =aq +r,0 < r < |a| olacak bigimde g, r tam sayilari vardir ve bu q ve r tek tiirli
belirlidir.

Tanim 1.2. a ve b iki tam say1 olsun. Eger bir d # 0 tam sayis1 i¢in d|a ve d|b
kosullar1 saglaniyor ise d’ye a ve b tam sayilarinin bir ortak bdleni denir. a ve b ayni

anda sifir olmasin. a ve b’nin pozitif ortak bdlenlerinin en biiyiigiine bu sayilarin en



biiyiik ortak béleni denir. Bu durum d = (a, b) ile gosterilir. Ozellikle (a, b) = 1 ise

a ve b tam sayilarina aralarinda asaldir denir.

Teorem 1.3. d tam sayist a ve b tam sayilarinin en biyiik ortak bdleni ise

d = ax + by olacak sekilde x ve y tam sayilar1 vardir.

1.2. Kongriianslar

Tamim 1.4. m bir pozitif tam say1 olsun. Eger m|a — b ise a ve b sayilari m modiiliine

gore kongriienttirler (denktirler) denir. Bu durum a = b(mod m) bi¢iminde gosterilir.

Teorem 1.5. m > 0 olmak tizere a, b, c,d, m € Z ve a = b(mod m), ¢ = d(mod m)
olsun. Bu takdirde,

)a+c=b+d(modm)vea—c=b—d(modm),

i) ac = bd(mod m),

iil) k € Z olmak tizere a + k = b + k(mod m) ve ka = kb(mod m)

iv) ax = ay(mod m) ve (a,m) = 1ise x = y(mod m)

dir.

Tanim 1.6. m > 1 ve a4, a,, ..., a,, tam sayilari verilmis olsun. Eger
1) i # j i¢in a; # a;(mod m) dir,
2) Her a € Z igin a = a;(mod m) olacak sekilde 1 < i < m kosulunu saglayan en az

bir i tamsayis1 vardir,

sartlar1 saglaniyorsa a4, a,, ..., a,, tamsayilarina m modiiliine gore bir tam kalanlar

sistemi denir.

Tamm 1.7. Her m > 0 tam sayisini, m’yi ge¢gmeyen ve m ile aralarinda asal olan tam
sayilarin sayisina esleyen fonksiyona Euler’in ¢-fonksiyonu denir. Bagka bir ifade ile
p(m)=|{x:(mx)=1,1<x<mvex €Z} ile tanimli SR/

fonksiyonuna Euler’in ¢-fonksiyonu denir.



Ornek: ¢(3) = 2, ¢(5) = 4, ¢(7) = 6 dir.

Ornek: p bir asal say1 olmak iizere ¢(p) = p — 1 oldugu kolaylikla gériilebilir.
Tamim 1.8. m = 1 Ve a;, ay, ..., Ay m) tam sayilart verilmis olsun. Eger

1) Heri=1,2,...,9(m) i¢in (a;, m) = 1 dir,

2) i # j icin a; # aj(mod m) dir,

3) (a,m) =1 kosulunu saglayan her a €Z i¢in 1<i < @(m) olmak iizere

a = a;(mod m) olacak sekilde bir i tam sayis1 vardir,

sartlar1 saglaniyorsa ay, ay, ..., Gy (m) tam sayilarina m modiiliine gore bir indirgenmis

kalanlar sistemi denir.

Teorem 1.9. p bir asal say1 ve p t a ise aP~! = 1(mod p) dir.

Teorem 1.10. m bir pozitif tam say1 ve (a,m) = 1 ise a®™ = 1(mod m) dir.

Teorem 1.11 (Giivercin Yuvasi ilkesi). m ve n dogal sayilar ve m > n olsun. Eger

m tane nesne n tane kutuya yerlestirilirse bir kutuya en az 2 nesne koyulmalidir.

Ispat: m tane nesne xi,x,,..,x, ile n tane kutu da S;,S,,...,S, kiimeleriyle

gosterilirse x4, x5, ..., X, Nesneleri Sy, Sy, ..., S, kutularina yerlestirileceginden

S;US,U...US, ={x, x5, ... X1}

olarak yazilabilir. Her kutuya ikiden az nesne yerlestirilirse 1 < k < n i¢in |S,| < 1

olacagindan

m=[S;USU.US,| <|[S;|+ 1S+ 415, <n

elde edilir. Bu ise m > n olmasiyla gelisir. Su halde bir kutuya en az iki nesne

yerlestirilmelidir.



Sonu¢ 1.12. n>m olsun ve xq,x,,..,x, tam sayilar1 verilsin. Bu durumda

m|xy — x; olacak bigimde k # j olan k ve j indisleri vardir.

Ispat: x;, x5, ..., x,, tam sayilarinin m tam sayisina béliimlerinden elde edilen kalanlar
diistiniiliir ve her tam say1 kalaniyla ilgili kutuya yerlestirilirse n > m oldugundan bu
sayilardan en az iki tanesi ayni kutuya yerlestirilmelidir. Yani en az iki tam sayinin m
tam sayisma boliimiinden elde edilen kalanlar aymdir. Bu tam sayilar x; ve x; ise

m|x, — x; elde edilir.

1.2.1. Bir bilinmeyenli lineer kongriianslar

Bu kisimda ax = b(mod m) kongriiansinin ¢éziimii incelenecektir.

Tanmm 1.2.1. a,b,m € Z ve m > 0 olmak iizere ax = b(mod m) seklinde verilen

kongriians bagintisina bir bilinmeyenli bir lineer kongriians denklemi ad1 verilir.

Asagidaki teorem ax = b(mod m) kongriiansinin ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerekli ve

yeterli sart1 ifade etmektedir.

Teorem 1.2.2. ax = b(mod m) kongriiansinin bir ¢dziimiiniin olmasi i¢in gerekli ve

yeterli sart (a, m)|b olmasidir.

Ispat: ax = b(mod m) kongriiansiin x; gibi bir ¢éziimiiniin oldugunu kabul edelim.
Dolayisiyla ax; = b + mk olacak bigimde bir k tam sayis1 vardir. g = (a, m) ise gla
ve g|m oldugundan glax; — mk, yani g|b bulunur. Simdi de g|b olsun. Dolayisiyla
b =gk olacak bigimde bir k tam sayisi vardir. g= (a,m) oldugundan
g = axy + my, olacak bi¢cimde x,, y, tam sayilar1 vardir. Buradan b = gk = akx, +

mky, elde edilir. Eger x; = kx, alinirsa ax; = b(mod m) bulunur.

Teorem 1.2.3. m > 1 olsun. (a,m) = 1 ise ax = b(mod m) kongriiansinin x; gibi

bir ¢6ziimii vardir ve kongriiansinin tiim ¢dztimleri j € Z olmak lizere x = x; + jmile



verilir. Ozellikle ar = b(mod m) olacak bicimde 0 < r < m — 1 sartin1 saglayan bir

r tam sayis1 vardir.

Ispat: m = 1 ise ispat agiktir. m > 2 olsun. (a,m) = 1 oldugundan Teorem 1.10’a
gére a®™ = 1(mod m) yazilabilir. x; = ba® ™1 alinirsa ax,; = b(mod m) elde
edilir. Simdi x tam sayis1 ax = b(mod m) sartin1 saglasin. ax; = b(mod m)
oldugundan ax = ax;(modm) elde edilir. (a,m) =1 oldugu kullanilirsa
x = x,(mod m) bulunur. Bu ise x = x; + mk olacak bigimde bir k tam sayisinin
oldugunu gosterir. Diger yandan x =x;+jm ise x = x;(modm) olup
ax = b(mod m) oldugu goriiliir. x; tam sayisinin m tam Sayisina boliimiinden elde

edilen kalan r ise x = r(mod m) oldugundan ar = b(mod m) bulunur.

q a _ (b m
Teorem 1.2.4. g = (a,m) ve g|b olsun. Bu taktirde (g) X = (g) <m0d (E))
kongriiansinin ¢oziimleri ile ax = b(mod m) kongriiansinin ¢oziimleri aynidir ve x4
a _ 2 m . 2 O, —
tam sayisi (g) x = (g) <mod (g)) kongriiansinin bir ¢6ziimii ise ax = b(mod m)

kongriiansinin tiim ¢6ziimleri t € Z olmak {izere x = x; + (m/g)t ile verilir.

Ispat: g=(a,m) ve glb olsun. O zaman ax = b(modm) © mlax — b &

(m/g)|(a/g)x — (b/g) © (a/g)x = (b/g)(mod (m/g)) oldugu dikkate alinirsa
istenen elde edilir.

Teorem 1.2.5. (a,m) =1 olsun. Eger x,,y, tamsayilart ax, + my, = 1 sartini

sagliyorsa x; = bx, tam sayisi ax = b(mod m) kongriiansinin bir ¢éziimiidiir.

Ispat: ax, + my, = 1 ise abx, + mby, = b olup ax; + mby, = b yazlabilir. Bu

ise ax; = b(mod m) oldugunu gosterir.

Teorem 1.2.6 (Wilson Teoremi). p bir asal say1 ise (p — 1)! = —1(mod p) ozelligi
gecerlidir.



Teorem 1.2.7. p bir asal say1 ve p > 2 olsun. Bu durumda, x> = —1(mod p) olacak

bi¢imde bir x tam sayisinin olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart p = 1(mod 4) olmasidir.

Ispat: Once x? = —1(mod p) olacak bicimde bir x tam sayisi varsa p = 1(mod 4)
oldugunu gosterelim. x2 = —1(mod p) ise p t x oldugu aciktir. Dolayisiyla Teorem
1.9°a gore xP"!=1(modp) yazlabilirr x?=—1(modp) oldugundan

(xz)pT_1 = (—1)pT_1(mod p), yani xP 1= (—1)pT_1(mod p) bulunur. Buradan

p—1

p-1 -
1= (—1) 2 (mod p) oldugu goriiliir. p > 2 oldugundan (—1) z = 1 olmalidir. Bu

ise (p — 1)/2 tam sayisinin ¢ift olmasin gerektirir. (p — 1)/2 = 2k olarak yazilirsa
p =1+ 4k, yani p = 1(mod 4) elde edilir.

Simdi de p = 1(mod 4), yani p = 1 + 4n olsun. Bu durumda k = (p —1)/2 ise k

tam sayisinin ¢ift tam sayis1 ve k + 1 = pT_l +1= pTH =p- pT_l = p — k oldugu

goriliir. Diger yandan 1 < j < k ise p — j = —j(mod p) oldugundan

k k
[ [e-»=][cnmodn
j=1 j=1

yazilabilir. Dolayistyla

P-D@-2)..p—k+D@-k) = (=1(=2)..(=(k - 1))(=k) (mod p)
olur. Buradan

@-D@-2)pP-3)..0 —k+ D - k) = (=1)*k! (mod p)

bulunur. k tam sayisinin ¢ift oldugu kullanilir ve kongriiansinin her iki yani k! ile

carpilirsa

Kp-Kp-k+1)..(0—-2)(p—1) = (k)*(mod p)



elde edilir. p — k = k + 1 oldugu dikkate alinirsa
kK'(k+1D(k+2)..p—2)p—-1) = (k)?*(mod p)

buradan da (p —1)! = (k)?(modp) bulunur. Wilson Teoremi’ne gore
(p —1)!' = —1(mod p) dir. Buradan (k!)? = —1(modp) bulunur. Dolayisiyla

x = k! alinirsa istenen sonug elde edilir.
Teorem 1.2.8. p bir asal say1, p|a® + b? ve p = 3(mod 4) ise p|a ve p|b dir.

Ispat: Olmayana Ergi Yontemiyle: Eger p|a oldugu gosterilirse p|a? + b?
oldugundan p|b?, yani p|b elde edilir. Simdi p + a oldugunu kabul edelim. Dolayistyla
(p,a) = 1 olup Teorem 1.2.3’¢ gére ax = 1(mod p) olacak bigimde bir x tam sayis1
vardir. Dolayisiyla a?x? = 1(mod p) ve a? = —b?(mod p) yazlabilir. Buradan da
a’x? = —b%x*(modp) ve bdylece 1= —b%x?(modp) bulunur. Bu ise
(bx)? = —1(mod p) oldugunu gosterir. p > 2 oldugundan &nceki teoreme gore
p = 1(mod 4) olmalidir. Bu ise hipotezle gelisir. O halde p|a ve boylece p|b elde

edilir.

Direkt ispat Yéntemiyle: p|a? + b? ise a? = —b%(mod p) olur. p = 3(mod 4)
oldugundan (p — 1)/2 bir tek tam say1dir. Boylece (az)pT_1 = —(bz)pT_l(mod p), yani
aP~! = —bP~I(mod p) elde edilir. Ayrica Teorem 1.9’a gore a? = a(mod p) ve
b? = b(mod p) yazlabilir. a? =—b?(modp) ve aP~!=—bP I(modp)
kongriianslar1 alt alta carpilirsa aP*! = bP*1(mod p) bulunur. Diger yandan
aP = a(mod p), b? = b(mod p) oldugu dikkate alinirsa a? = b?(mod p) elde
edilir. Béylece a? = —b?(mod p) oldugu kullanilirsa 2a? = 0(mod p), Yani p|a
elde edilir. p|a? + b? oldugundan p|b bulunur.

Teorem 1.2.9. d = (a, b) ise (%,g) = 1dir.

Teorem 1.2.10. a|bc ve (a,b) = 1 ise a|c dir.



BOLUM 2. KUADRATIK KONGRUANSLAR

Tammm 2.1. m pozitif bir tam say1, a € Z ve (a,m) =1 olsun. a" = 1(mod m)
kosulunu saglayan en kiiciik pozitif h tam sayisina a’nin m modiiliine gére mertebesi

denir.

a €Z ve (a,m) =1 olsun. a’nin m modiiliine gére mertebesi @(m) ise a’ya m

modiiliine gore bir ilkel kok denir.

Ornek: 3 = 3(mod 5), 3% =4(mod5), 3% =2(mod5) ve 3*=1(mod5)

oldugundan 3’lin 5 modiiliine gére mertebesi 4 tiir.

Onerme 2.2. p > 2 asal say1 ise p modiiliine gore ilkel kok vardir. Ayrica g,p
modiiliine goére bir ilkel kok ise g, g2 ..,gP~! sayillart p modiiliine gore bir

indirgenmis kalanlar sistemidir [1].

Ornek: Onceki ornekte 3’iin 5 modiiliine gore mertebesi 4 oldugunu gérmiistiik.

Ayrica ¢ (5) = 4 oldugundan 3 sayis1 5 modiiliine gore bir ilkel koktiir.

Bu béliimde p asal say1, p > 2 ve p t a olmak iizere x? = a(mod p) kongriiansinin

¢Ozlimiiniin olup olmadig arastirilacaktir.

Tamm 2.3. a bir tam say1 ve (a,m) = 1 olsun. Eger x?> = a(mod m) kongriiansinin
bir ¢oziimii varsa a tam sayisina m modiiliine gore bir ikinci dereceden kalan veya
karedir denir. Eger x2 = a(mod m) kongriiansinin ¢dziimii yoksa a tam sayisina m

modiiliine gore bir kare degildir denir.

42 = 3(mod 13) oldugundan 3 tam sayis1 13 modiiliine bir karedir.



7 = 3(mod 4) oldugundan Teorem 1.2.7’ye gére x? = —1(mod 7) kongriiansimin bir

¢Oziimii yoktur. O halde —1 sayis1 7 modiiliine gore bir kare degildir.

Onerme 2.4. x?> = a(mod m) olacak bicimde bir x tam sayis1 vardir & x? =

a(mod m) olacak bigimde 0 < x; < m — 1 sartin1 saglayan bir x; tam sayis1 vardir

[1].

Ispat: x2 = a(mod m) olacak bigimde bir x tam say1s1 mevcut olsun. Teorem 1.1°¢
gére x = mq + x4, 0 < x; < m — 1 olacak sekilde x; ve g tam sayilar1 mevcuttur.

Buradan x = x; (mod m) oldugu dikkate alinirsa x? = a(modm) elde edilir.

Yukaridaki nermeye gore x? = a(mod m) kongriiansinin ¢dziimleri varsa bunlari m

tam sayisindan kii¢iik negatif olmayan tam sayilar i¢inden aramak gereklidir.

x% = 2(mod 5) kongriiansmin ¢dziimii yoktur. Ciinkii x yerine 0,1,2,3,4 degerleri

yazildiginda

0% # 2(mod 5)
1% # 2(mod 5)
22 % 2(mod 5)
32 £ 2(mod 5)
42 £ 2(mod 5)

oldugu goriiliir.

Teorem 2.5. p asal say1, p > 2 ve p t a olsun. Bu takdirde,

(1) x% = a(mod p) kongriiansinin ¢dziimiiniin olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

p—1

az = 1(mod p) olmasidir.

(2) x? = a(mod p) kongriiansinin ¢dziimiiniin olmamasi igin gerekli ve yeterli sart

-1
apT = —1(mod p) olmasidir.
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Ispat: (1) x?> = a(mod p) olacak bicimde bir x tam sayis1 mevcut olsun. p t a
oldugundan p t x oldugu aciktir. Fermat Teoremi’ne goére xP~! = 1(mod p)

p-1 p-1
yazilabilir. x? = a(mod p) oldugundan xP~! = (x?)z =a z (modp) olur.

p-1

p-1 -
Buradanda a z = 1(mod p) elde edilir. Simdi de a 2 = 1(mod p) ve g tam sayisi
p modiiliine gore bir ilkel kok olsun. Bu taktirde Onerme 2.2’ye gére g, g2, g3, ..., gP ™!
tam sayilar1 p modiiliine gore bir indirgenmis kalanlar sistemidir. Dolayisiyla

a = g¥(mod p) olacak bigimde 1 <k < p — 1 sartin1 saglayan bir k tam sayis

p-1 p-1
vardir. Buradan a z = (g¥) 2 (modp) ve boylece gk?P=1/2 = 1(mod p)
yazilabilir. g tam sayisinin p modiiline gore mertebesi p — 1 oldugundan
(p — 1) | k(p — 1)/2 elde edilir. Boylece 2|k oldugu goriiliir. x = g/ olarak alinirsa

x% = g* = a(mod p) bulunur.

(2) Eger a®V/2=—1(modp) ise onceki teoremin (1) ozelligine gore
x% = a(modp) kongriiansinin ¢6ziimii yoktur. Simdi x? = a(mod p) kongriiansinin
¢ozlimiinlin olmadigmi kabul edelim. p t aoldugundan Teorem 1.9’a gore
aP~! = 1(mod p) dir. Dolayisiyla p|aP~! — 1, yani p|(a®~V/2 — 1)(a®~Y/2 + 1)
yazilabilir. p asal oldugundan p|a® Y/2 —1 veya p|a®P/2 +1 olur. Eger
p-1
2

pla®=V/2 — 1 ise az = 1(modp) olur ki bu durum (1) dzelligine gore x? =

a(mod p) kongriiansmin ¢ziimiiniin olmamast ile gelisir. O halde p|a®~Y/2 + 1 dir.

Bu durumda a®~Y/2 = —1(mod p) olur.

a

Tamim 2.6. p asal say1, p > 2 ve p t a olsun. (p) semboliinii Legendre kullanmistir
a

ve x2=a(modp) kongriansmin ¢oziimii varsa (;) =1, x?=a(modp)

kongriiansinin ¢6ziimii yoksa (%) = —1 olarak tanimlanir.

Ornek: 32 = 2(mod 7) oldugundan (;) =1 ve x? = —1(mod 7) olacak bigimde x

tam sayist olmadigindan (_71) = —1 olur.

Teorem 2.7. p > 2 bir asal say1 ve (a,p) = (b,p) = 1 olsun. Bu takdirde,
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(1) a®~/2 = (2] (mod p),

(2) a = b(mod p) ise (%) = (g)
0-OO

O E)=()=1E)= oo

(5) x? = a(mod p) kongrilansinin ¢ozimii vardir < (g) =1 ve x2 = a(mod p)

kongriiansinin ¢6ziimii yoktur < (g) =-1

ifadeleri dogrudur [1].

Ispat: (1) Teorem 2.5 ve (%) Legendre semboliiniin tanim1 kullanilirsa istenen elde

edilir.

(2) a=b(modp) ise a® /2 =b'z (modp) yazilabilir. Onceki dzellige gore
a®P~V/2 = (%) (mod p) ve h®=D/2 = (g) (mod p) oldugundan (g) = (S) (mod p)
elde edilir. p > 2 ve (g) = ¥F1, (g) = F1 oldugundan (g) _ (g) elde edilir. Ciink,
eger (%) + (S) ise (g) - (g) = F2 olacagindan p|2 bulunur. Bu durum p > 2

olmasina aykiridir.

(3) @72 = (%) (modp) ve b /2= (2)(modp) oldugundan (ab)F =

AT b = (%) (g) (modp) yazilabilir. (ab)®-D/2 = (‘%”) (modp) oldugundan
(%b) = (%) (S) (mod p) elde edilir. Ustteki duruma benzer sekilde (af) = (g) (g)
bulunur.

p —

() (%) _ (a?i) =1 oldugu agiktir. (_1)%1 = (_?1) (mod p) oldugundan (?1) =

(—1)®P=1D/2 glde edilir.
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(5) (%) Legendre semboliiniin tanimi, Teorem 2.5 ve (1) 6zelligi kullanildiginda

istenilen elde edilir.

Teorem 2.8. (Gauss Lemmasi) p > 2 bir asal say1 ve p t a olsun. Eger

p—1
2a30,...(252)
a,2a,3a > a

tam sayilarinin p tam sayisina boliimlerinden elde edilen kalanlardan p/2 tam
sayisindan biiyiik olanlarin sayisi n ise (g) = (=D)™ dir [1].

Ornek: (23—9) degerini hesaplayiniz.

Coziim: a =3,p=29ve (p —1)/2 = (29 — 1)/2 = 14 olur.
3,2-33-3,4-3,5-3,6-3,7-3,8-39-3,10-3,11-3,12-3,13-3,14- 3

tam sayilarinin 29 tam sayisimna boliimlerinden elde edilen kalanlar sirasiyla
3,6,9,12,15,18,21,24,1,4,7,10,13 tam sayilaridir. Bunlarin iginden 29/2 sayisindan
biiyiik olanlar 5 tanedir. Su halde (%) = (—1)5> = —1olur.

Teorem 2.9. p asal say1 ve p > 2 olsun. Bu taktirde (%) = (—-1)@®*~D/8 ye g tek tam

sayivep t a ise

(r-1)/2

t= ) la/pl
j=1

olmak tizere (g) = (—1)* formiilleri gegerlidir [1].
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Ornek: x? = 2(mod 17) kongriiansimin ¢dziimiiniin olup olmadigini gdsteriniz.
2 2 16.18
Coziim: (F) = (-7 "V/8 = (-1)"s =(-1)*=1 oldugundan x? =

2(mod 17) kongriiansinin ¢oziimii vardir.

Ornek: 253 tam sayisinin 103 sayisina boliimiinden elde edilen kalani bulunuz.

2:104

Cozim: () = (-1)10¥* /8 = (- 15 = (=123 =1 oldugundan

103
Teorem 2.7ye gore 2(103-D/2 = 1(mod 103), yani 25! = 1(mod 103) yazilabilir.
Buradan 253 = 4(mod 103) elde edilir. Su halde kalan 4 olur.

Ornek: 53° say1sinin 67 asal sayisina boliimiinden elde edilen kalan1 bulunuz.

Coziim: Once( )degerlnl hesaplayalim.

(67-1)/2

Z [5//67] = Z[[sj/m]]
Z[[sj/m + z [5)/67] + Z [57/67]

j=14 j=27

= Z 1+ Z 2
j=14 j=27

=13 +7.2
=27

oldugundan Teorem 2.9°a gore (65—7) = (—1)?7 = —1 olur. Dolayisiyla Teorem 2.7’ye

gore 567~1/2 = —1(mod 67) yazilabilir. Buradan 533 = —1(mod 67) elde edilir.
Dolayisiyla 535 = —25(mod 67), yani 53° = 42(mod 67) bulunur. Dolayisiyla

kalan 42 olur.
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Teorem 2.10. (ikinci Dereceden Indirgeme Kurah) p ve g farkli tek asal sayilar

iseler (S) (%) = (—1)1177_1'(17_1 , yani

B~ oY

dir [1].

Ornek: (%‘12) = 1 oldugunu gosteriniz.

42

Coziim: —42 = 19(mod 61) oldugundan (_6—1) = (g) yazilabilir. Buradan da

() - o )= o)) 6)- () -

bulunur.

Teorem 2.11. p > 2 olmak fiizere p ve q asal sayilar ve g > p olsun. Bu takdirde
asagidakiler dogrudur.

(1) p=1(mod4) ise q =4pk +7,0 <7 <4p olmak iizere (2—’) . (S) esitligi
vardir.

(2)p = 3(mod 4) ise q = 4pk + r,0 < r < 4p olacak bigimde bir r tam sayis1 vardir

ve (s) = (;) esitligi gecerlidir [1].

Ispat: (1) p = 1(mod 4) olsun. Teorem 1.1°e gore g = 4pk + 1,0 < r < 4p olacak
bicimde yazilabilir. Boylece ¢ = r(mod p) oldugu kullanilirsa Teorem 2.7’ye gore

(%) = (g) elde edilir. Ote yandan p = 1(mod 4) oldugundan pT_l bir ¢ift tam sayidir.

Boylece (2) = (£) = -7 7 =(9) = (%) butunur.
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(2) Benzer sekilde Teorem 1.1°¢ gore q = 4pk + 1y, 0 < ry < 4p olacak bigimde

yazilabilir. Ik olarak 1, = 1(mod 4) olsun. Bu durumda r = r, olarak alinirsa
r = 1(mod 4) ve g = r(mod 4) oldugundan g = 1(mod 4) olur. Bdylece %1 tam

sayisi gifttir. Dolayistyla

B0 -6

elde edilir. Eger ry =3(mod4) ise r=4p —r, ve k; =k+ 1 olmak iizere
q=4pk+1ry=4pk+4p —r =4p(k + 1) —r = 4pk, —r yazlabilir. Boylece
r = —15(mod 4) ve ¢ = —r(mod 4) oldugundan q = ry(mod 4) yani ¢ = 3(mod 4)
elde edilir. Dolayisiyla (g — 1)/2 tam sayisinin tek oldugu kullanilirsa

{2 --0--E) -6

)

=)
elde edilir.

Teorem 2.12. g > 2 bir asal say1 olsun. Bu takdirde,

1) ZqT_l = 1(mod q) & (2) =1 q=+1(mod 8)

2) 27 = —1(mod q) & (%)= -1 q=F3(mod8)

ozellikleri dogrudur [1].

Ispat: (1) &) q¢ = 1(mod 8) ise ¢ = 1 + 8k olacak bicimde bir k tam say1s1 vardur.

q%-1

Dolayistyla (g% — 1)/8 = ““XT — k(8k +2) ve boylece (2) =(-1) s =1

2

q%-1
elde edilir. ¢ = —1(mod 8) ise benzer bigimde G) = (—=1) & =1 oldugu goriiliir.
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24

q
=) (g) = 1lise (—1) 8 = 1 olur. Dolayisiyla (q? — 1)/8 bir ¢ift tam sayidir. Bu ise

16]g? — 1 oldugunu gosterir. g asal sayis1 8 tam sayisina boliinerek r € {1,3,5,7}
olmak iizere ¢ = 8k + r bigiminde yazilabilir. Diger yandan q* — 1 = (8k + r)? —
1= 64k? + 16kr + r2 — 1 ve 16/q? — 1 oldugundan 16|r? — 1 olmalidir. Bu ise
r = 1 veyar = 7 oldugunu gosterir. Dolayisiyla ¢ = +1(mod 8) elde edilir.

(2) 6zelliginin ispat1 benzer yolla yapilir.

Teorem 2.13. p,q farkli tek asal sayilar ve p = q(mod 4a) olsun. Bu durumda

(%) - (%) esitligi dogrudur [1].

Teorem 2.14. p > 2 asal sayisi verilsin. Bu durumda;

1) (‘Tf) =1 & p = 1(mod 8) veya p = 3(mod 8),
@) (%) =1 p = 1(mod 12) veyap = 11(mod 12),
3) (‘f) =1 p=1(mod3),

(4) (E) =1 & p=1(mod5) veyap = 4(mod 5),

(5) ('?7) =1 p=124(mod7)

ozellikleri dogrudur [1].

Ispat: (1) (_?2) = 1 olsun. Dolayisiyla

= ()= (D))= oo =

yazilabilir. Bu ise (p? + 4p — 5)/8 tam sayisin ¢ift tam say1 oldugunu gosterir.
Dolayisiyla p? + 4p — 5 = 16k olacak bigimde bir k tam sayis1 vardir. p asal sayisi
8 sayisina boliinerek r € {1,3,5,7} olmak iizere p = 8q + r bigiminde yazilabilir.

Buradan
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pP+4p—-5=(8q+1r)>+4(8q+1r)—5=16(4¢*+qr+2q) +r*>+4r—5

elde edilir. Su halde 16|r? + 4r — 5 olur. Buise r = 1 veyar = 3 olmasmm gerektirir.
Yani p =1(mod8) veya p =3(mod8) olur. Tersine p = 1(mod8) veya

p = 3(mod 8) ise (_?2) = 1 oldugu benzer bi¢imde gosterilir.

3 3 3-1p-1

2) (;) =1 olsun. Dolaysiyla 1= (;) =(-1)7z z (2) = (—1)P-D/2 (Z)

yazilabilir. Bu ise (—1)®~V/2 jle (g) degerinin ayn1 oldugunu gosterir.
(—1)P-D/2 = (g) =1 olsun. Bu durumda p = 1(mod 4) ve p = 1(mod 3) olur.

-1
Buradan da p = 1(mod 12) elde edilir. Simdi de (—1)pT = (g) = —1 olsun. Bu

durumda da p =3(mod4) ve p = 2(mod3) oldugu gorilir. Dolayisiyla
p = —1(mod 4) ve p = —1(mod 3) ve boylece p = —1(mod 12) elde edilir. Bu ise
p = 11(mod 12) oldugunu gosterir.

Tersine p = 1(mod 12) veya p = 11(mod 12) ise (%) = 1 oldugunu gosterelim.

Once p = 1(mod 12) olsun. Bu durumda p = 1(mod 4) ve p = 1(mod 3) olacaktir.
. 3 3-1p-1 P

Dolayisiyla (p — 1)/2 tam sayisinin ¢ift oldugu kullanilirsa (;) =(-1)z = (E) =

p-1 p 1 ey o . .
(-1) 2 (5) = (5) = 1 elde edilir. Eger p = 11(mod 12) ise benzer ispat yapilir.

(3) Ustteki 6zellik kullanilarak, bu dzelligin ispat1 kolaylikla yapilabilir.

(4) p asal sayist p = 5q + 1,0 <r <5 bigiminde yazilabilir. Diger yandan (2) =

(—1)5%])7_1 (§) = (-DP (g) = (g) oldugu goriiliir. (%) = (g) =1 ve (g) =

(%) = —1 oldugu dikkate alinirsa istenen elde edilir.

(5) Bu 6zelligin ispat1 benzer sekilde yapilir.



BOLUM 3. x? + Dy? BICIMINDE YAZILABILEN ASAL
SAYILAR

x%2 + y?, x* + 2y?, x? + 3y? bigiminde yazilabilen asal sayilarla Fermat ilgilenmis
ve p asal say1, p = 1(mod 4) ise p = x? + y? olacak bi¢imde x ve y tam sayilarmin
oldugunu goézlemlemistir. Fermat, Mersenne’e 1640 yilinda yazdigi mektupta

asagidaki teoremi ifade etmistir.

Teorem 3.1. p tek asal sayisinin x2 + y? bigiminde yazilabilmesi i¢in gerekli ve
yeterli sart p = 1(mod 4) olmasidir. Ayrica bu yazilistaki x ve y pozitif tamsayilari

tek tiirlii belirlidir ve x ile y aralarinda asaldir.

Bu teoremi Euler ispat etmistir ve Euler asagidaki teoremi bir Onceki teoreme

eklemistir.

Teorem 3.2. n > 1 tek tam say1 olmak iizere n = x2 + y? olacak bigimde tek tiirlii
belirli x ve y pozitif tam sayilar1 mevcut ve x ile y aralarinda asal ise n sayis1 asal

sayidir.

Euler bu teoremden hareketle baz1 sayilarin asal say1 oldugunu gérmiistiir. Ornegin,
3861317 = 9612 + 1714%? ve 10091401 = 12512 + 29202 oldugunu ve bu
yazilislarin tek tiirlii oldugunu gostererek 10091401 ve 3861317 sayilarinin asal say1
oldugu sonucuna ulagmstir. Euler ayrica x? + 2y?2, x + 3y? bi¢iminde yazilabilen
asal sayilarla da ilgilenmistir. Daha genel olarak a ve b aralarinda asal olmak iizere
ax? + by? biciminde yazilabilen dogal sayilarla ilgilenmistir. Elde ettigi sonuglar

asagidaki gibidir. Bu sonuglar 1763 ve 1774 yillarinda basilmstir.
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Teorem 3.3. (a) p tek asal sayismin x2 + 2y? bi¢iminde yazilabilmesi igin gerekli ve
yeterli sart p = 1,3(mod 8) olmasidir. Ayrica p’nin x? + 2y? bigimindeki
yazilisindaki x ve y pozitif tam sayilar tek tiirlii belirlidir ve x ile y aralarinda asaldir.
(b) Eger n > 1 tek dogal sayisi igin tek tiirlii belirli x ve y dogal sayilar1 x ile y

aralarinda asal ve n = x2 + 2y? olacak bi¢gimde mevcut ise n sayis1 asal sayidir.

Teorem 3.4. () p > 3 asal sayisinin x2 + 3y? bigiminde yazilabilmesi igin gerekli
ve yeterli sart p = 1(mod 3) olmasidir. Ayrica bu yazilistaki x ve y pozitif tam
sayilari tek tiirlii belirlidir ve x ile y aralarinda asaldir.

(b) n > 1 tek dogal sayisi i¢in tek tiirlii belirli aralarinda asal x ve y pozitif tam sayilar

n = x2 + 3y? olacak bicimde mevcut ise n asaldir.

Bu teoremi kullanarak Euler, 1000003 = 10002 + 3 - 12 = 162 + 3 - 572 oldugunu
gorerek 1000003 sayisimin  asal sayr olmadigmi gérmiistiir.  Gergekten
1000003 = 7 - 1429 dir. Euler Teorem 3.3’iin ispatinda sadece p = 3(mod 8) ise
p = x? + 2y? olacak bi¢imde x ve y tam sayilarinin mevcut oldugunu gdstermemistir.
Bu kismi ve Teorem 3.3 ile Teorem 3.4’1in (a) siklariin ispatin1 Lagrange 1775 yilinda

yapmistir.

Yukaridaki Teoremlerin b) sikkindaki ifadeler dogru degildir. Ornegin,
9 =12 +2-22 ve 9un bu sekilde yazilis1 tek tiirlii olmasma ragmen 9 asal sayi
degildir. Ayrica 25 = 3% + 42 olarak tek tiirlii yazilabilir. Fakat 25 asal say1 degildir.
Benzer bigimde 49 = 3:42 + 12 olup bu yazihs tek tiirliidiir fakat 49 asal say1
degildir.

Bu konuyla ilgili detayli bilgi i¢in [2] ve [3] numarali kaynaklara bakilabilir.

Teorem 3.5 (Thue’nun Lemmasi). n > 1 ve n dogal sayist bir tam sayinin karesi
olmasm. Bu durumda a ve b herhangi iki tam say1 ise |x| <+/n,|y| <+/n ve
ax = by(mod n) olacak bi¢gimde ikisi de ayn1 anda sifir olmayan x ve y tam sayilari
vardir. Ozellikle (a,b) = (b,n) =1 ise x ve y tam sayilarinin ikisi de sifirdan
farklidir [1].
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Ispat: v/n tam say1 olmadigindan k < +/n < k + 1 olacak sekilde bir k tamsayisi
vardir. Dolayisiyla (k + 1) > nolur. 0 <r < k ve 0 < s < k olmak iizere ar + bs
bigimindeki tam sayilar1 diisiinelim. Bu tiirdeki tam sayilarmn sayis1 (k + 1)? tanedir.
(k + 1)? > n oldugundan Sonug 1.12°ye gore n|(ax; + by,) — (ax, + by,) olacak
bicimde (xq,y1) # (x3,y,) sartint saglayan x;,Vq,X3,y, tam sayilar1 vardir.
X =x; — X, Ve y = y; — Y, olarak alinirsa n|ax — by, yani ax = by(modn) oldugu
gortlir. Ayrica 0<x,Y1,%X2Y2=k oldugu dikkate alinirsa
x| = |x; — x| <k <vnve |yl =|y; —y,| < k < +/n yazilabilir. Diger yandan x
ve y tam sayilar1 ayn1 anda sifir olursa x; = x, ve y; =7y, olacagindan bu
(x1,y1) # (x2,¥,) olmasiyla gelisir. Su halde x ve y tam sayilar1 ayn1 anda sifir
olamaz. (a,n) =(b,n) =1 ve x=0 ise by =0(modn) ve buradan da
y = 0(mod n) bulunur. Bu ise y =0 olmasinm1 gerektirir. Buradan x; = x, ve
y1 = ¥, elde edilir. Bu durum (x;,y;) # (x3,y,) olmasina aykiridir. Benzer bigimde
y = 0 ise geliski elde edilir. Dolayisiyla (a,n) = (b,n) = 1ise x # 0 ve y # 0 olur.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Asagida verecegimiz teorem Fermat’nin iki kare teoremi olarak bilinir. Bu teoremin
ispatt degisik yollardan yapilmistir. Bununla ilgili olarak [4] numarali kaynaga

bakilabilir. Burada Teorem 3.5 kullanilarak ispat yapilacaktir.

Teorem 3.6. p bir tek asal say1 olsun. p = a? + b? olacak bicimde a ve b tam

sayilarinin olmasi igin gerekli ve yeterli sart p = 1(mod 4) olmasidir [1].

Ispat: p = 1(mod4) ise Teorem 1.2.7°ye gore p|r? + 1 olacak bi¢imde bir r
tamsayisi vardir. Teorem 3.5%¢ gore 1 - x = r - y(mod p) olacak bigimde |x| < \/5 ve
ly| < \/E sartlarin1 saglayan ve ikisi ayni anda sifir olmayan x, y tamsayilart vardir.
Buradan x2 + y% = r2y2 + y?(mod p), yani x? + y? = (1 + r?)y?(mod p) elde
edilir. p|r? + 1 oldugu kullanilirsa p|x? + y? bulunur. Ayrica x Ve y tamsayilarinin
ikisi de aym anda sifir olmadigindan 0 <=x?+7y%< (/p)?+(/p)*=2p
yazilabilir. p|x? + y? ve 0 < x2 + y? < 2p oldugundan p = x2 + y? elde edilir.
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Eger p tek asal sayis1 icin p = a® + b? olacak bicimde a ve b tam sayilart mevcut ise
a ve b tam sayilariin biri ¢ift digeri tek olmak zorundadir. Aksi halde ikisi de ¢ift
veya ikisi de tek ise 2|p bulunur. a tek ve b cift tam say1 ise a? = 1(mod 4) ve
b? = 0(mod 4) olacagindan p = a? + b? = 1 + 0(mod 4), yani p = 1(mod 4) elde

edilir.

Onerme 3.7. p, m ve n tam sayilarim1 bélmeyen bir asal say1 olsun. p > 2 ve

m

p = ma? + nb? olacak bigimde a ve b tam sayilar1 varsa (p) = (_Tfl) dir. Ozellikle

-n

p, n tam sayisin1 bolmiiyor ve p = a? + nb? ise ( . ) = 1 dir.

Ispat: p = ma? + nb? ise ma? = —nb?(mod p) ve bdylece
(m) 3 (ma2> 3 <—nb2> y (—n)

p p p p
elde edilir.

Asagida verecegimiz 5 teoremin ispati i¢in [5] numarali kaynaga bakilabilir. Bu

teoremlerin ispatinda da Teorem 3.5 kullanilacaktir.

Teorem 3.8. p bir asal say1 olsun. p = x2 + 2y? olacak bicimde x ve y tam sayilari

vardir & p = 2 veya p = 1,3(mod 8) dir.

Ispat.p =2isex = 0vey = 1 almir. p > 2 ve p = 1,3(mod 8) ise Teorem 2.14’iin

-2

(1) ozelligine gore (7) = 1 olur. Dolayisiyla u? = —2(mod p) olacak bigimde bir u

tam sayis1 vardir. Teorem 3.5’e gore x = uy(mod p) ve 0 < |x| < \/_, 0< |yl <

\/5 sartin1 saglayan x, y tam sayilar1 vardir. Boylece x% + 2y? = y?(u? + 2)(mod p)
elde edilir. Bu ise p|x? + 2y? oldugunu gosterir. 0 < x% +2y2 <p+2p =3p
oldugundan x2 + 2y2 = p veya x2 + 2y? = 2p olur. Eger x? + 2y? = p ise ispat

biter. Simdi x? + 2y? = 2p olsun. Bu durumda x tam saysi ¢ift olur. x = 2x; olsun.
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Buradan 2p = x2 + 2y? = 4x; + 2y? = 2(y? + 2x%) ve boylece p = y? + 2xZ elde
edilir. Tersine p > 3 ve p = x? + 2y? olacak bi¢imde x, y tam sayilar1 varsa Onerme

3.7°ye gore (_?2) =1 dir. Teorem 2.14 dikkate alinirsa p = 1,3(mod 8) oldugu

goriiliir.

Teorem 3.9. p bir asal say1 olsun. p = x2 + 3y? olacak bigimde x ve y tam sayilar

vardir & p = 3 veya p = 1(mod 3) dir.

Ispat: p =3 ise 3=0%+3-1? dir. Simdi p = 1(mod 3) olsun. Bu durumda

(§) = (_?1) (Z) oldugu kullanilirsa

@)-Q)oT=0
- @ en=E)

= (_1)(p—1)/2 (_1)(11—1)/2
=1

elde edilir. Dolayisiyla x? = —3(mod p) kongriiansmin bir ¢dziimii vardir. Bu ise
p t a olmak iizere a? + 3 = 0(mod p) olacak bi¢imde bir a tam sayisinin mevcut
oldugunu gosterir. Teorem 3.5%e gore, 0 < |x| < \/5 ve 0 < |yl < \/5 olmak tlizere
ay = x(mod p) olacak Dbi¢imde x,y tam sayilar1 vardir. Buradan
a’y? + 3y? = x? + 3y?(mod p) yazilabilir. a? + 3 = 0(mod p) oldugu kullamlirsa
x2+3y2=0(modp) elde edilir 0<x?<p ve 0<y?<p oldugundan
0<x?+3y2<p+3p=4p bulunur. p|x?+ 3y? oldugundan x2 + 3y? = pk
olacak bigimde k dogal sayis1 vardir ve k dogal sayis1 1,2,3 degerlerini alabilir. k = 1
ise x2 + 3y%2 =p olur. k = 2 ise x ve y tam sayilarmin ikisi de cifttir veya ikisi de
tektir. Her iki durumda da 4|2p elde edilir. Bu ise miimkiin degildir. k = 3 ise
x?2+3y2=3p olacagindan 3|x olur. x =3z olsun. Bu durumda
3p = x? +3y%2 =92% + 3y? = 3(y? + 322%), yani p = y? + 3z2 elde edilir. Bu ise
ispat1 tamamlar. Eger p > 3 ve x2 + 3y? = p olacak bigimde x, y tam sayilar1 varsa

Onerme 3.7’ye ve Teorem 2.14’e gore p = 1(mod 3) oldugunu gérmek kolaydir.
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Teorem 3.10. p bir asal say1 olsun. p = x? + 7y? olacak bigimde x ve y tam sayilari

vardir & p = 7 veyap = 1,2,4(mod 7) dir.

Ispat: p =7 ise x =0 ve y = 1 alinir. Simdi p > 7 ve p = 1,2,4(mod 7) olsun.
Teorem 2.14’{in (5) 6zelligine gore (_?7) = 1 olur. Bu ise w? = —7(mod p) olacak
bicimde bir w tam sayisinin mevcut oldugunu gosterir. Teorem 3.5’e gore
x = wy(mod p) olacak bi¢imde 0 < |x| < \/5,0 <yl < \/5 sartlarini saglayan x, y
tam sayilar1 vardir. Boylece x2 + 7y? = (w?y? + 7y?) = y2(w? + 7)(mod p), yani
plx? + 7y? elde edilir. 0 < x? + 7y? < p + 7p = 8p oldugundan x? + 7y% = kp
olacak bi¢imde k € {1,2,3,4,5,6,7} mevcuttur. Eger x?+7y?2=p veya
x% + 7y? = 7p ise ispat aciktir. x2 + 7y% = 4p ise x ve y tam sayilarindan ikisi
birden tek veya ikisi birden ¢ift olmalidir. x ve y tam sayilarimin ikisi de tek ise
x? =1(mod 8), y2 =1(mod8) olacagindan  x2 + 7y% = 8(mod 8),  yani
8|x2 + 7y? bulunur. Bu ise 8|4p olmasini gerektirir. Bu miimkiin degildir. Su halde
x ve y tam sayilarmin ikisi de ¢ift tam sayidir. x = 2a,y = 2b olsun.
4p = x? + 7y? = 4(a* + 7b?) ve buradan da p = a® + 7b? bulunur. Diger yandan
x2 + 7y? = 2p ise x ve y ayn1 anda tek olamaz Ciinkii bu durumda 8|x2 + 7y?, yani
8|2p olur. Bu ise miimkiin degildir. Dolayisiyla x ve y ayni anda ¢ift olmalidir. Bu

durumda da 2|p bulunur. Su halde x? + 7y? = 2p olamaz. Eger x? + 7y? = 5p ise

2 = _7,2 (Y= (Y= (2B = (Y (A =1 (=) = —
x* = =7y*(mod5) olup1—(5>—(5)—(5)—<5)(5)—1(1)— 1
elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Benzer bigcimde x? + 7y? = 3p olamayacag: da

2 _ 2 —
gosterilebilir. Ciinkii x2 + 7y? =3p ise 1= (%) = (%) = (E) = (?1) =-1
olur. Bu ise bir ¢eliskidir. x2 + 7y? = 6p olamayacag1 benzer yolla gosterilir. p > 7
ve p = x? + 7y? olacak bigimde x ve y tam sayilari varsa Onerme 3.7’ye ve Teorem

2.14°e gore p = 1,2,4(mod 7) oldugunu gérmek kolaydir.

Teorem 3.11. p bir asal say1 olsun. p = 2x2 + 3y? olacak bicimde x ve y tam sayilar

vardir & p = 2,3 veya p = 5,11(mod 24) dir.
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Ispat:p =2isex =1, y=0vep = 3ise x = 0, y = 1 alinirsa istenilen elde edilir.

Eger p = 5,11(mod24) ise G) = (_?3) = —1 oldugunu goérmek kolaydir. ¢ tam

sayisini (%) = —1 olacak bicimde segelim. (%) = (_?3) = —1 oldugundan

(Z?C) = (_736) =1 olur. Dolayisiyla 72 = 2c¢(mod p) ve s? = —3c¢(mod p) olacak

bi¢gimde r ve s tam sayilar1 vardir. Ayrica (x,y) # (0,0) olmak fizere
lx| < \/5, ly| < \/5 ve rx = sy(mod p) olacak bigimde x ve y tam sayilar1 vardir.
Boylece 2cx? + 3cy? = r?2x? — s?y?(mod p) ve buradan da 2cx? + 3cy? = (rx —
sy)(rx + sy)(mod p) elde edilir. p|rx — sy oldugundan p|2cx? + 3cy? bulunur.
p t ¢ oldugu kullamlirsa p|2x2 + 3y? bulunur. 0 < 2x? +3y2 <2p+3p =5p
oldugu dikkate almirsa 2x? + 3y? =p, 2x% + 3y? = 2p, 2x* + 3y? = 3p veya
2x% 4+ 3y? = 4p oldugu goriiliir. 2x? + 3y? = p ise ispat biter. 2x? + 3y? = 2p
veya 2x%2+ 3y?=3p olamayacagi p =5,11(mod 24) oldugu kullanilarak
gosterilebilir. Su halde 2x? + 3y? = 4p olur. Bu durumda da y tam sayisinin ¢ift ve
dolayisiyla x tam sayisinin da ¢ift oldugu goriiliir. x = 2a,y = 2b olsun. Buradan
4p = 2x% + 3y? = 4(2a® + 3b?) ve dolayisiylap = 2a? + 3b? elde edilir. p > 3 ve
p = 2x2 + 3y? olacak bicimde x ve y tam sayilar1 varsa Onerme 3.7’ye ve Teorem

2.14°e gore p = 5,11(mod 24) oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.12. p bir asal say1 olsun. p = x? + 5y? olacak bicimde x Ve y tam sayilari

vardir & p = 5 veya p = 1,9(mod 20) dir.

Ispat: =) p > 5 ve p = x% + 5y? olacak bigimde x ve y tam sayilar1 mevcut olsun.

Onerme.3.7’ye gore (_?5) = 1 yazilabilir. Eger p = 3(mod4) ise

bulunur. Bu ise (g) = —1 oldugunu gosterir. Buradan da p = +3(mod 5) elde edilir.
Boylece p = x? + 5y? oldugu kullamlirsa x? = ¥3(mod 5) yazlabilir. Bu ise

(?) =1 olmasim gerektirirr Bu olamaz. Ciinkii basit bir hesaplamayla
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(Z) = (_?3) = —1 oldugu goriilebilir. Su halde p = 3(mod 4) olamaz. Dolayisiyla

p = 1(mod 4) olur. Eger p = 1(mod 4) ise

= (@)= =E ===

olur. Bu ise p = 1,4(mod 5) olmasini gerektirir. p = 1(mod 5) ise p = 1(mod 4)
oldugundan p = 1(mod 20) elde edilir. Eger p = 4(mod 5) ve p = 1(mod 4) ise
p = 9(mod 5) ve p = 9(mod 4) oldugu kullanilarak p = 9(mod 20) elde edilir.

<) p = 1,9(mod 20) ise p = 1(mod 4) ve p = +1(mod 5) oldugu kullanilarak

B-E)-0)-()-

elde edilir. Dolayisiyla a? = —5(mod p) olacak bigimde a tam sayisi vardir. Teorem
3.5%¢ gore, 0 < |x| < \/5 ve 0 < |yl < \/E olmak tizere ax = y(mod p) olacak
bicimde x ve y tam sayilari vardir. Buradan p|5x? + y? elde edilir. Ayrica
x%+5y2 <p+5p = 6p oldugundan x% + 5y =pk ise 1<k <5 olur. Eger
k = 2 ise x ve y tam sayilar1 ayni anda tektir veya ayn1 anda cifttir. Eger x ve y tam
sayilar1 tek tam sayr ise 2p =5x?+y2=5-1+4+1= 6(mod8) olur. Bu ise
p = 3(mod 4) olmasmni gerektirir. Bu da p = 1(mod 4) olmasiyla celisir. Eger x ve
y tam sayilar1 ayn1 anda ¢ift ise 4|2p oldugu goriiliir. Bu olamaz. Su halde k = 2
olamaz. Benzer bicimde k = 4 olamayacag1 gosterilebilir. k = 3 ise 3p = 5x2 + y?
olur. p =1(mod4) oldugundan 5x% + y? = 3p = 3(mod 4), yani x?+y? =
3(mod 4) elde edilir. Bu olamaz. Su halde k = 1 veya k = 5 olabilir. k = 1 ise ispat
biter. k =5 ise 5p = 5x2 + y? olur. Buradan 5|y bulunur. Boylece p = x2 +
5(y/5)? elde edilir.

Tamm 3.13. A, B ve C birer tam say1 olmak iizere q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? iki
degiskenli polinomuna bir ikinci dereceden iki degiskenli form (binary quadratic form)

veya kisaca iki degiskenli form denir. Eger q(u, v) = Au? + Buv + Cv?> = molan u
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ve v tam sayilar1 varsa m tam sayist q(x, y) tarafindan temsil edilir denir. Eger ayrica

u ile v aralarinda asal ise m’ye q(x, y) tarafindan ilkel bigimde temsil edilir denir.

Tamim 3.14. Eger q(x,y) = 0 iken (x,y) = 0 elde ediliyorsa q(x, y)’ye yon bagimli
(anisotropic) iki degiskenli form denir. Eger q(x,y) = 0 ve q(x,y) = 0 iken (x,y) =
0 elde ediliyorsa q(x,y) ye pozitif tanimlidir denir. Ayrica A, B,C tamsayilari
aralarinda asal ise q(x, y) ye iki degiskenli ilkel form denir [6,7].

Tanim 3.15. p, q, 7, s tam sayilar1 ps — qr = +1 sartin1 saglamak iizere  Q'(x,y) =
Q(px + ry,qx + sy) olacak bicimde mevcut ise Q(x,y) ve Q'(x,y) iki degiskenli

formlarina denktirler denir.

Tamm 3.16. q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? iki degiskenli formunda A = B2 — 4AC

degerine iki degiskenli formun diskriminant1 denir.

Onerme 3.17. Denk iki degiskenli formlarm diskriminantlari esittir [1].

NS

Ispat. f(x,y) = ax? + bxy + cy? iki degiskenli formu i¢in My = olarak

NI Q

X
tanimlansim. Bu durumda f(x,y) = (X Y) (y) olarak yazilabilir ve f’nin

NS Q
a N|T

diskriminant1 —4detM; olur. Simdi Q(x,y) ve Q'(x,y) denk iki degiskenli formlar
olsunlar. Bu durumda Q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? ve ps — qr = F1 olmak iizere

Q'(x,y) = Q(px +ry,qx + sy) dir. Ayrica Q(x,y) =(* ¥)

O MW

(;) olup

N

Q(x, y)’nin diskriminant1 B — 4AC = —4detM,, dir. Ote yandan P = (f Z) olmak

luzere

(px + ry)

Q'(x,y) =Q(px +ry,qx +sy) = (px +1y qx +5Y) gx + sy

N O
O N
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—(x ¥) (p q)

r s

NlwoN

(7 9G) =& »pmep ()

O Nvw

olarak yazilabilir. Q'(x, y) nin diskriminanti

—4 det(PM,PT) = —4(det P det M, det PT)
= —4(det P)* det M,
= —4det M,
= B2 — 4AC

olarak elde edilir.

Onerme 3.18. n sayis1 Q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? iki degiskenli formu tarafindan

ilkel bigimde temsil edilsin. Bu durumda A = B2 — 4AC, n modiiliine gore bir karedir

[6]

Ispat.n = Q(p, q) ve (p,q) = 1 sartin1 saglayan p ve q tam sayilar1 mevcut olsun. O

zaman ps — qr = 1 olan r ve s tam sayilar1 mevcuttur.

Q'(x,y) = Q(px +ry,qx + sy)

= A(px +ry)? + B(px + ry)(qx + sy) + C(gx + sy)?

= x?(Ap? + Bpq + Cq?) + 2prA + (ps + qr)B + 2qsC)xy +
(Ar? + Brs + Cs?)y?

=x?n+ (2prA+ (ps + qr)B + 2qsC)xy + Q(r,s)y?

olsun. O zaman Q' ve Q iki degiskenli denk formlardir. Onerme 3.17’ye gore Q' ve Q

iki degiskenli formlarinin diskriminantlar1 esit oldugundan
B? — 4AC = (2prA + (ps + qr)B + 2qsC)? — 4nQ(r, s)

olup
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B%? — 4AC = (2prA + (ps + qr)B + 2qsC)?(mod n)
olur. Yani B — 4AC, n modiiliine gore karedir.

Teorem 3.19. ¢ ve d pozitif tam sayilar ve p asal say1 olsun. Eger p = cx? + dy?

olacak bi¢imde x ve y pozitif tam sayilar1 varsa x ve y tek tiirlii belirlidir [1].

Ispat. p = cx? + dy?,p = cu? + dv? olacak bigimde x, y,u, v pozitif tam sayilari
p—cx? _ p-cu?
2 ved = —

mevcut olsun. p = cx? + dy? ve p = cu? + dv? oldugundan d =

di p-cx? _ p—cu? 2 2.2 2 2,,2 il
ir. O halde I ve buradan da pv* — cx“v* = py* — cu“y* elde edilir.

Dolayisiyla p(y? — v?) = c(u?y? — v2x?) dir. Boylece p|c(u?y? —v?x?) dir.
0 < ¢ < p oldugundan p } ¢ dir. O halde p|u?y? — v?2x? elde edilir. Dolayisiyla
pluy — vx veya pluy + vx dir. pluy — vx olsun. p? = (cxu + dyv)? + cd(uy —
vx)? oldugundan cd = 1 ve uy — vx = 0 olmalidir. Buradan u = x,y = v elde edilir.
Ciinkii burada (x,y) = (u,v) = 1 dir. Eger pluy + vx ise p? = (cxu — dyv)? +
cd(uy + vx)? oldugundan bu durumda da cd = 1 ve cxu — dyv = 0 olmalidir. Yani
xu — yv = 0 ve bdylece x = v,y = u elde edilir. Sonu¢ olarak yax =u,y = v ya

dax = v,y = uolur. Yani p’nin yazilisindaki x ve y ler tek tiirlii belirlidir.

Onerme 3.20. Q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? primitif(ilkel) yon bagiml iki degiskenli
form olsun. A = B2 — 4AC ve p tek asal say1 olsun. Eger p asal say1s1 i¢in (g) = -1
ise

1) p|Q(x, y) oldugunda p|x ve p|y dir.

2) Eger (x,y) # (0,0) ise yp(Q(x, y)) cifttir. Burada Yp(Q(x, ¥)), p*|Q(x, y) sartim

saglayan en bilyiik pozitif t tam sayisin1 gostermektedir [6,7].

Ispat. 1) p|Q(x,y) ise p|44Q(x,y), yani p|4A(Ax?+ Bxy + Cy?) dir.
O halde p|(24x + By)? — (B2 — 4AC)y? dir. Bu ise (24x + By)? = (B? —
4AC)y?(mod p) oldugunu gosterir. Dolayisiyla (24x + By)? = Ay?(mod p) dir.

p t y olsun. p t A oldugundan p t 2Ax + By dir. Bu durumda (ATyZ) = 1 dir. Bu ise
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(%) = 1 olmasin1 gerektirir. Bu olamaz ¢iinkii (g) = —1 dir. O halde p|y dir. Benzer

yolla p|4C(Cy? + Bxy + Ax?) oldugu kullanilirsa p|(2Cy + Bx)? — (B? — 4AC)x?

elde edilir. Buradan da benzer yolla p|x bulunur. Su halde p|x ve p|y dir.

2) Tersine y,(Q(x,y)) tek olsun. O zaman Q(x,y) = p?**'b, p + b olacak sekilde
k>0 ve b tamsayilar1 olurdu. 1) sikkina gore p|x ve p|y olacagindan
x =p%,y=pPs,ptt,pts olacak bicinde t ve s tam sayilar1 vardir.
a<p olsun. Ax?+ Bxy+ Cy? =Q(x,y) = p?*1b oldugundan p?**1p =
Ap?®t? + Bp®tpPs + Cp?Ps? = p?*(At? + BpP~%ts + Cp?$~2%s2) olur. p+tb
oldugundan 2a > 2k +1 olamaz. O halde 2a <2k +1 dir. Bu durumda
p2kti=2¢p — At? + BpP=ts + p?B-22Cs? olur. B =a ise p?k+172¢p = At? +
Bts + Cs? olur. Bu ise p|s ve p|t olmasim gerektirir. Su halde @ < £ dir. O zaman
p|(At? + BpP~%ts + Cp?F~2%s?) oldugundan p|At? elde edilir. ptt oldugu
kullanilirsa p|A bulunur. Bu durumda A = B? — 4AC = B?(mod p) olur. Bu ise
(g) = 1 olmasini gerektirir. Bu olamaz ¢iinkii (g) = —1dir. Su halde y,, (Q(x, y)) cift

olmak zorundadir.
Sonuc 3.21. Eger p asal sayis1 i¢in (_?D) = —1ve p|x? + Dy? ise p|x ve p|y dir.

Teorem 3.22. m ve n tam sayilar olsun. mn sayist Q(x,y) = ax? + bxy + cy?
tarafindan ilkel olarak temsil edilirse m sayist da q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy?
tarafindan ilkel olarak temsil edilir ve b? — 4ac = B% — 4AC dir [1].

Ispat. mn = ax? + bxy + cy? olan x ve y tam sayilar1 mevcut olsun. r = (n,y)
alinirsa n = ru,y = rv ve (u,v) = 1 olacak bi¢imde u ve v tam sayilar1 vardir. O
zaman mru = ax? + bxrv + cr?v? olur. Buradan r|ax? oldugu goriiliir. (x,y) = 1
oldugundan (x,7) = 1 olur. Dolayisiyla r|a dir. a = rs olsun. mru = ax? + bxrv +
r2v? esitliginin her iki yamm r ile bolersek mu = sx? + bxv + crv? buluruz.
(u, v) = 1 oldugundan x = up + vq olacak bigimde u ve v tam sayilar1 vardir. x in

bu degeri mu = sx? + bxv + crv? denkleminde yerine yazilirsa
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mu = s(up + vq)? + b(up + vq)v + crv?
= (sq? + bq + cr)v? + (2suq + bu)vp + su?p?

elde edilir. Buradan u|(sq? + bq + cr) oldugu goriiliir. Ciinkii (u,v) =1 dir.

sq?+bq+cr

A= ,B=2sq+b,C =su alinrsa m = Av? + Bvp + Cp? elde edilir.

(x,y) =1,y =rv ve x = up + vq oldugundan (v,p) = 1 oldugu goriiliir. Ayrica
2
4AC — B* =4 (W) su—(2qs + b)? = 4s(sq?> + bq + cr) — (2sq + b)? =

4scr — b? = 4ac — b? dir. O halde m = Av? + Bvp + Cp? ve B? — 4AC = b? —

4ac dir.

Teorem 3.23. q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? yon bagimh iki degiskenli form olsun.
q(x,y) nin diskriminantt A = B? — 4AC olsun. (n, 2AC) = 1 olmak iizere A sayis1
mod n’ye gére bir kare olsun. Bu durumda Ab? + Bb + C = #n olacak bigimde b ve
£ tam sayilar1 vardir. Ayrica (b,n) = 1dir [6,7].

Ispat. Z,,[x] de P(x) = Ax? + Bx + C polinomunu ele alalim. A = a?(mod n) olan

a € Z oldugundan A = @? dir. a2 = A = B2 — 4AC = B? — 4AC oldugundan P(x)

polinomunun koklerinden ikisi _E;\/Z ile bulunabilir. Burada % ,2A nm mod n’ye
gore tersidir. Dolayistyla kokler _f_jd olup b € Z,, Ab? + Bb + C = 0 olacak bigcimde

vardir. Bu ise Ab? + Bb + C = #n olacak bicimde £ ve b tam sayilarmin oldugunu
gosterir. (b,n) = 1 dir. Ciinkii p asal sayisi i¢in p|b Ve p|n ise p|C olacagindan bu

durum (n, C) = 1 olmasina aykiridir. Su halde (b, n) = 1 dir.

Teorem 3.24. q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? iki degiskenli formu verilsin. Eger n > 0,
(n,2AC) = 1 ve A = B? — 4AC sayis1 mod n’ye gore bir kare ve n tam kare degilse
x,y € Z tam sayilar1 0 < |x| <+n, 0 < |y| <+/n ve q(x,y) = kn olacak bigimde
vardir. Ayrica 0 < |k| < |A| + |B| + |C]| dir [6].

Ispat. Teorem 3.23’e gore Ab% + Bb + C = kn olan b ve k tam sayilar1 (b,n) = 1

olacak  bigimde vardir. (b,n) =1 oldugundan Teorem 3.5’e gore
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x = by(modn),0 < |x| <+/n,0 < |y| <+/n olacak bicimde x ve y tamsayilar
mevcuttur. Bu durumda q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? = Ab*y? + Bby? + Cy? =
y2(Ab? + Bb + C) = 0(mod n) olur. O halde g(x,y) = kn olan k tam sayis1 vardur.

kn = q(x,y) oldugundan k = @ olup buradan

lqCe )l _ |Ax? + Bxy + Cy?|

k| =
n

< |Allx]?+|B]lxllyl+ICllyI?
n

|Aln+|B|n+|C|n
n

= |A] + |B| + [C]

<

elde edilir.

Sonug 3.25. @) n pozitif tam sayisi (n, 2AC) = 1 olacak bigimde verilsin. Ayrica —AC
say1s1 mod n’ye gore bir kare olsun. O zaman Ax? + Cy? = kn ve |k| < |A| + |C|
olacak bi¢imde x, y, k tam sayilar1 mevcuttur.

b) n pozitif tam sayis1 (n,2D) =1 olacak bigimde verilsin. Ayrica —D sayisi
mod n’ye gore bir kare olsun. Bu durumda x? + Dy? = kn ve |k| < 1 + |D| olacak

bi¢cimde x, y, k tam sayilar1 mevcuttur.

Teorem 3.26. (Vinogradov’un Lemmasi) a, b, n pozitif tam sayilar ve n > 1 olsun.

Ayrica (ab,n) = 1 olsun. a > 0 reel sayis1 verilsin. Bu durumda hepsi sifir olmayan

x,y tam sayilart ax = by(mod n) ve |x| < a, |y| < golacak bi¢imde vardir [7].

Teorem 3.27. n pozitif tam say1 ve n tam kare olmasin. Ayrica (n,24C) =1 ve
A = B? — 4AC sayis1 mod n’ye gore bir kare olsun. Bu durumda q(x,y) = Ax? +
Bxy + Cy? yon bagimli iki degiskenli form olmak iizere q(x,y) = kn olacak bicimde

x,y, k tam sayilar1 vardir ve |k| < |B| + 24/|A||C| dir [7].

Ispat. x ve y’nin roliinii degistirerek |A| < |C| kabul edebiliriz. Teorem 3.23’e gore b

ve k tam sayilar1 (b, n) = 1 olmak iizere Ab? + Bb + C = kn olacak bigimde vardir.
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1
Teorem3.26’y1a=1, a = |§|4 v/n alarak uygulayalim. Bu durumda x, y tam sayilart

1

Vn,0< |yl <

ikisi birden sifir olmayacak, x = by(modn) ve 0 < |x| <a = [

1
a= |§|4\/H sartim saglayacak bi¢imde vardir. Buradan q(x,y) = Ax? + Bxy +

Cy? = y2(Ab?* + Bb + C) = 0(mod n) elde edilir. O halde q(x, y) = kn olan k tam

sayis1 vardir.

0 < |q(x,y)| = |Ax? + Bxy + Cy?|
< |Al|x|*> + |B||x|ly] + IC]ly|?

< (181 + 2J/14l1CT) n

elde edilir. O halde |k| =

@| < |B| + 2\/1A[|C] dir.

Sonuc¢ 3.28. n tam kare olmayan bir pozitif tam say1 ve —AC, mod n’ye gore bir kare

olsun. Ayrica (n,2AC) = 1 olsun. Bu durumda Ax? + Cy? = kn, |k| < 2+/|A]|C|

olacak bigimde x ve y tam sayilar1 vardir.

Sonu¢ 3.29. D kare olmayan pozitif tam say1 ve n pozitif tam sayisi karesiz olsun.

Ayrica (n,2D) = 1 ve —D sayist mod n’ye gore bir kare olsun. O zaman x, y, k tam

saylar1 x2 + Dy? = kn, 0 < |k| < 2v/D olacak bigimde vardr.

Asagidaki teoremlerin ispatt Sonu¢ 3.25 kullanilarak yapilabilir. Fakat Sonug 3.29
ispatlarda kisalik saglayacaktir.

Teorem 3.30. p > 6 olsun. p = x% + 6y? olacak bigimde x Ve y tam sayilar1 vardir

s (_?6) = 1vep = +1(mod 8) dir.

Ispat. =) p = x% + 6y? olacak bigimde x ve y tam sayilar1 mevcut olsun. O zaman x

tektir. p = x? + 6y? oldugundan x? = —6y?(mod p) yazilabilir. Agik olarak p } x
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ve p ty dir. Boylece 1 = (%2) = (%yz) = (?6) elde edilir. Ayrica p = x? + 6y?

oldugu ve x?=1(mod8),y? =0,1,4(mod8) oldugu dikkate almnirsa
p = +1(mod 8) elde edilir.

<) (_?6) = 1ve p = F1(mod 8) olsun. O zaman x? = —6(mod p) olan x tam sayis1
vardir. Dolayistyla —6 sayist p modiiliine gore bir karedir. Sonu¢ 3.29’a gore

x% + 6y? = kpve 0 < |k| < 26 olacak bi¢cimde x, y ve k tam sayilari vardir. k > 0

oldugundan 1 < k < 4 olur. Dolayisiyla k = 1,2,3,4 olabilir. (_?6) = 1 oldugundan
2\ (-3

1= (_?6) = (E) (_7) = (_73) dir. Ciinkii p = ¥1(mod 8) oldugundan (%) =1 dir.

(§) = 1 oldugundan Teorem 2.14’iin (3) 6zelligine gore gore p = 1(mod 3) elde

edilir. O halde kp = k(mod 3) olur.

Diger yandan x2 + 6y? = 0,1(mod 3) oldugu kullanilirsa k = kp = x% + 6y?% =
0,1(mod 3) elde edilir. Buise k = 1,3,4 olmasin gerektirir. k = 4 ise 4p = x? + 6y?
olur. O zaman x ¢ift olmahdir. x = 2t olsun. Buradan 4p = 4t + 6y? ve bdylece
2p = 2t + 3y? elde edilir. O halde y gifttir. y = 27 olsun. 2p = 2t? + 3 - 4r2 ve
buradan p = k? + 612 elde edilir. k = 1 ise zaten istenen elde edilir. k = 3 olsun. Bu
durumda 3p = x2 + 6y? ve bdylece 3|x olur. x = 3a olsun. O zaman 3p = 9a? +
6y? = p = 3a? + 2y? elde edilir. Bu ise p = 2y?(mod 3) olmas1 demektir. Bu
olamaz. Ciinkii p = 1(mod 3) tiir. Su halde k = 1 veya k = 4 olabilir ve bu durumda

dap = x% + 6y? olan x ve y tam sayilarinin oldugu gériiliir.

Teorem 3.31. p > 5olsun. p = x? + 10y? olacak bigimde x ve y tam sayilar1 vardir
P\ — Z10) _ 1 gi
@(E)—lve( > )—1d|r.

Ispat: =) p = x? + 10y? olacak bigimde x ve y tam sayilar1 mevcut olsun. O zaman

Onerme 3.7’ye gore (_710) = 1 dir. Ayrica p = x? + 5y? oldugundan 5 t x olur. O
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zaman x? = 1,4(mod 5) dir. Buradan p = x% + 5y% = x? = 1,4(mod 5) elde edilir.

Teorem 2.14%{in (4) 6zelliginden dolay1 (g) = 1 dir.

Py _ __10 = _—10 = o 2 = _
&) (5) =1ve ( > ) 1 olsun. ( > ) 1 oldugundan x“ = —10(mod p) olan x
tam sayis1 vardir. Dolayisiyla —10 sayis1 mod p’ye gore bir karedir. Sonug 3.29°a gore

p = x% 4+ 10y?, 0 < k < 210 olacak bigimde x, y ve k tam sayilar1 vardir. Buradan
1 < k < 6 oldugu goriiliir. k =1 ise p = x% + 10y? olur. k = 2 olsun. O zaman

2p = x? + 10y? olur. Dolayisiyla 5 t x ve x ¢ift olur. x = 2a olsun. Bu durumda

p = 2a? + 5y? = 2a? = 2,3(mod 5) olur. Bu olamaz. Ciinkii (%) = 1 oldugundan

Teorem 2.14%iin (4) 6zelligine gore p = 1,4(mod 5) olmalidir. (—Tm) = (_?1) =-1

oldugundan k = 3,6 olamayacagi Sonu¢ 3.21’den goriilir. k = 5 olsun. O zaman
5p = x% + 10y? olup 5|x elde edilir. x = 5a olsun. Bu durumda p = 5a2 + 2y? =
2y?%(mod 5) elde edilir. Ayrica 5 4 y oldugu goriiliir. O halde y? = 1,4(mod 5) olur.

Dolayisiyla p = 2,3(mod 5) dir. Bu olamaz. Ciinkii (g) =1 dir. k =4 olsun. O

zaman 4p = x2 + 10y? oldugu dikkate almnirsa x’in ¢ift say1 oldugu goriiliir. x = 2a
olsun. O zaman 4p = 4a? + 10y? ve bdylece v ¢ift olur. y = 2b olsun. Bu durumda
4p = 4a? + 40b?, yani p = a® + 10b? olur.

Teorem 3.32. p asal ve p > 6 olsun. p = x% + 12y? olacak bi¢cimde x ve y tam

sayilar1 vardir & p = 1(mod 3) ve p = 1(mod 4) dir.

Ispat: =) p > 6,p asal ve p = x? + 12y? ise p = 1(mod 3) ve p = 1(mod 4)
oldugu agiktir.

&)p =1(mod 3) ve p = 1(mod 4) olsun. Bu durumda (1?2) = (_?1) (%) (%) -

(—?1) (S) _ (_1)%_1(_1);;2;1_3;_1 (g) = (g) = (5) =1 olur. Dolayisiyla —12 sayisi

mod p‘ye gore bir karedir. Sonug 3.29’a gore x? + 12y2 = kp,1 < k < 2+/12 sartim1
saglayan x, y, k tam sayilar1 vardir. Ozaman 1 < k < 6 dir. k = lise x? + 12y2 =p

olur. k = 2 olsun. Bu durumda x cift olur. x = 2a olsun. 2p = x% + 12y% = 4a +
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12y? ve bdylece p = 2a* + 3y? yazlabilir.. Burada 3 t a oldugu gériiliir. O zaman
p = 2a? + 3y? = 2(mod 3) elde edilir. Bu olamaz giinkii p = 1(mod 3) dir. k = 3
olsun. O zaman 3p = x2 + 12y? oldugundan x = 3a olan a € Z vardir. Buradan p =
3a? + 4y? elde edilir ve bu bize a’nim tek tam say1 oldugunu gosterir. O zaman p =

3(mod 4) oldugu goriiliir. Bu p = 1(mod 4) olmasina aykiridir. k = 4 olsun. Bu
2
durumda 4p = x% + 12y? den x’in cift say1 oldugu ve p = (g) + 3y? oldugu

goriiliir. Eger y tekse g de ¢ift olacagindan p = 3(mod 4) olur. Bu olamaz o halde y

cift sayidir. O zaman p = (E)Z + 12 (%)2 elde edilir. (_le) = (_?2) = (é) =-1

oldugundan Sonug 3.21°¢ gore k = 5 olamayacagi goriiliir. k = 6 olsun. O zaman
6p = x% + 12y? ve bdylece 6|x oldugu goriiliir. x = 6a olsun. O zaman p = 6a? +

2y? olur. Bu olamaz ¢iinkii p tek asal sayidir.

Teorem 3.33. p > 13 olsun. p = x? + 13y? olacak bicimde x Ve y tam sayilar1 vardir
& p = 1(mod 4) ve (Z) = 1 dir [6,7].

r
13

Ispat: =)p = x? +13y? olan x ve y tam sayilar1 varsa Onerme 3.7’ye gore

(_713) =1 dir. Ayrica p = x%2+ 13y? = x? + y? = 1(mod 4) olur. 1= (_713) =

(2)(2) - (2) - 0P (2) - (2) oor vani (2) = 14

13 -1

&)p = 1(mod 4) ve (1%) =1 olsun. O zaman (‘7) = (7) (%) - (%) -

p-113-1
(-1 =z (1%) = (f—g) = 1 oldugundan Sonu¢ 3.29’a gore x2 + 13y? = kp olan

0 < k < 2v/13 sartim1 saglayan x,y, k tam sayilar1 vardir. Buradan 1 < k < 7 elde
edilir. k=3 veya k=75 ise (_Tlg) = — (1—3) =—1 ve (_—13) = (1—3) = (5) =-1

3 5 5 5

oldugundan Sonug 3.21’e gore k|x ve k|y olur. O zaman k?|x? + 13y?2, yani k?|kp
ve buradan k|p elde edilir. Bu olamaz ¢iinkii p > 13 tir. Eger k =2 ise

2p = x* + 13y* = x*(mod 13) buradan (Z) (L) =1 elde edilir. Aynca (2) =
1321

(-1)"s = (-1)?! = —1 oldugundan (%) = —1 olarak bulunur. Bu olamaz. Ciinkii
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(133) = 1 dir. Simdi k = 4 olsun. Bu durumda 4p = x2 + 13y? olup buradan 4|x? +

y? elde edilir. Bu ise x ve y’nin ayn1 anda ¢ift olmasin1 gerektirir. O halde x = 2a,y =
2b almirsa 4p = x% + 13y2 = 4a® + 13- 4b?> ve buradan da p = a? + 13b?

bulunur. Eger k = 1 ise zaten p = x? + 13y? elde edilir. Diger yandan (73) =

(_713) = —1 oldugundan k = 6,7 olamayacagi Sonug 3.21’den gortiliir.

Teorem 3.34. p > 15 olsun. p = x2 + 15y? olacak bicimde x ve y tam sayilar1 vardir
-3 5 .
= (?) - (E) = 1 dir [6,7].
Ispat: =) p > 15 ve p = x? + 15y? olan x ve y tam sayilar1 mevcut olsun. Bu
o ve oore (—2) = 1 di ise (Z2)(2) = 5 Ssteri
durumda Onerme 3.7’ye gore ( > ) = 1 dir. Bu ise (p ) (p) 1 oldugunu gosterir.

p = x? + 15y2 oldugundan 3 } x olur ve bdylece p = 1(mod 3) bulunur. Su halde
(g) =1 dir. O zaman ("73) = (‘_1) (i) - —DF(-DT T (2) _ (g) — 1 olur.

p p 3

1= (_Tf) (g) oldugu kullanilirsa (g) = 1 elde edilir.

&) (§) = (g) = 1 olsun. O zaman (_715) = 1 dir. Dolayistyla —15, mod p’ye gore

bir karedir. Sonug 3.29’a gore x2 + 15y = kp, 1 < k < 2v/15 olacak bigimde x, y, k
tam sayilari vardir. Budurumda 1 < k < 7dir. k = lise p = x? + 15y2 olur. k = 2
olsun. O zaman 2p = x2 + 15y? oldugundan x ve y ayni anda tek olmalidir. Bu
durumda 2p =1 + 15 = 0(mod 8) olur. Bu ise olamaz. k = 3 olsun. 3p = x? +

15y? oldugundan 3|x olur. x = 3a olsun. O zaman p = 3a? + 5y? olur ve 3ty
oldugu gériiliir. O zaman p = 5y% =5 = 2(mod 3) olur. Bu (_?3) =1 olmasina
aykiridir. k = 4 olsun. O zaman 4p = x? + 15y? oldugundan x ve y aym anda tek
x\2 '\ 2 ..
tam say1 olamaz. O halde x ve y cifttir. Buradan p = (E) + 15 (;) elde edilir.

k =5 olsun. Bu durumda 5p = x2 + 15y? oldugundan 5|x olur. x = 5a olsun. O

zaman p = 5a? + 3y? elde edilir ve 3 t a oldugu goriiliir. Buradan p = 2(mod 3)

elde edilir. Bu ise (_?3) = 1 olmasmna aykiridir. k = 6 olsun. O zaman 6p = x? +
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15y? olup 3|x oldugu goriiliir. x = 3a olsun. Buradan 2p = 3a? + 5y? elde edilir.

Bunun olamayacagi a ve y’nin ¢ift veya tek olma durumlar incelendiginde goriiliir.

(_715) = (_71) = —1 oldugundan k = 7 olamayacagi Sonu¢ 3.21 den goriiliir.

Teorem 3.35. p asal say1 ve p > 21 olsun. p = x? + 21y? olacak bicimde x ve y tam

sayilar1 vardire p = 1(mod 4) ,(S) = (%) = 1 dir [6,7].

Ispat: =) p = x? + 21y? olacak bigimde x ve y tam sayilar1 varsa kolay bir
hesaplamayla p = 1(mod 4) oldugu goriiliir. p = x? + 21y? oldugundan 3 } x olur

ve bu durumda p = 1(mod 3) bulunur. O halde (%) (-7 7 (g) = (g) =1
olur. Ayrica Onerme 3.7’ye gore (_721) = 1 dir. O halde (%) (_?7) = 1 ve buradan

(_?7) = 1 ve boylece p = 1(mod 4) oldugu kullanilirsa (%) = 1 elde edilir.

&) p = 1(mod 4) (%) = (%) = 1 olsun. Bu durumda (_721) = 1 oldugu goriiliir. O
halde —21 sayis1 mod p’ye gore bir karedir. Sonug 3.29’a gore x% + 21y%2 = kp,1 <
k < 2+/21 olacak bicimde x,y,k tam sayilar1 vardir. Buradan 1 < k <9 oldugu
goriiliir. k = 1 ise p = x2 + 21y? dir. k = 2 olsun. O zaman 2p = x2 + 21y? olur.
Dolayisiyla x ve y aymi anda ¢ift olamaz. O halde x ve y ayni anda tek olur. 2p =
x% 4+ 21y% =1+ 21 = 22(mod 8) ve buradan p = 3(mod 4) bulunur. Bu durum
p = 1(mod 4) olmasina aykiridir. kK = 3 olsun. O zaman 3|x dir. x = 3a olsun.
3p = 9a? + 21y? den p = 3a? + 7y? elde edilir. Buradan da 7 t a oldugu goriiliir.
3 —4 -1

O zaman p = 3a?(mod 7) elde edilir. Dolayisiyla (g) = (—) = (—) = (—) =-1

7 7 7
dir. Bu (%) = 1 olmasina aykiridir. k = 4 olsun. O zaman 4p = x? + 21y? olur. Eger
x ve y ayni anda tek ise 4p = 22(mod 8) olur. Bu ise olamaz. O zaman x ve y ayni
x\2 \2 -
anda cifttir. Buradan p = (E) + 21(5) elde edilir. k =5 olsun. Bu durumda
5p = x? + 21y? olur. 3 t x dir. Dolayisiyla 5p = 1(mod 3) yani p = 2(mod 3)

bulunur. Bu (%) = 1 olmasina aykiridir. k = 6 olsun. 6p = x? + 21y? oldugundan
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3|x olur. x = 3a alinirsa 2p = 3a? + 7b? elde edilir ve 3 b oldugu goriiliir.

Dolayistyla 2p = 7 = 1(mod 3) tiir. Bu ise p = 2(mod 3) olmasin1 gerektirir. Bu
olamaz. Ciinkii (%) = 1vep = 1(mod 4) tiir. k = 7 olsun. O zaman 7p = x? + 21y?

olup buradan 7|x elde edilir. x = 7a olsun. Dolayisiyla p = 7a? + 3y?2 bulunur. Bu

ise 7 + y ve p = 3y?(mod 7) olmasim gerektirir. O zaman (p) = (E) = —1 olur. Bu

7 7

yine (%) = 1 olmasina aykiridir. k = 8 ise 8p = x? + 21y? olacagindan x ve y ayni

N\ 2 N2
anda ¢ift olmalidir. Bu durumda 2p = (5) +21 (E) olmasimi gerektirir. Benzer

yolla bunun olmayacag1 gosterilir. k = 9 ise 3|x ve 3|y oldugu goriiliir. O zaman

9p = x2 4+ 21y%denp = (2)2 +21 (g)z bulunur.

Teorem 3.36. p > 22 olsun. p = x2 + 22y? olacak bicimde x ve y tam sayilar1 vardir

& p = F1(mod 8) ve (£) = 1 dir [6,7].

Ispat: =) p = x? + 22y? olan x ve y tam sayilar1 mevcut olsun. O zaman Onerme
3.7’ye gore (_722) =1 dir. p =x?+ 22y? oldugundan p = x? + 22y? = x? —
2y?(mod 8) olur. Eger y ¢ift x tek ise p = x? — 2y? = 1(mod 8) olur. Eger y tek ise

p = x? — 2y% = x% — 2(mod 8) olur. Bu durumda x’in tek oldugu gériiliir. O zaman

p = —1(mod 8) elde edilir. Dolayisiyla p = +1(mod 8) dir. 1 = (_?1) (%) (1?1) ve

(%) = 1 oldugu kullanilirsa

elde edilir. Yani (%) = 1 dir.

&) p = +1(mod 8) ve (%) = 1 olsun. Kolay bir hesaplamayla (_722) = 1 oldugu

goriiliir. O zaman —22 mod p’ye gore bir karedir. Sonug 3.29’a gore x? + 22y? =
kp,0 < k < 2v22 olacak bi¢gimde x, y, k tam sayilar1 vardir. Budurumda 1 < k <9
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elde edilir. k =1 ise p = x? + 22y? olur. (_TZZ) = (_—1) = -1, (_—22) = (_—2) =

3 5 5

(E) =1, (_722) = (_71) = —1 oldugundan Sonug 3.21°e gore k’nin 3,5,7 degerlerini
alamayacag goriiliir. Simdi k = 2 olsun. O zaman 2p = x? + 22y? olup bu durumda
x ¢ift olur. x = 2a olsun. Buradan 2p = 4a? + 22y? ve bdylece p = 2a* + 11y?
elde edilir. Dolayisiyla y tek tam sayidir. Buradan p = 2a% + 11y? = 2a® +
3(mod 8) elde edilir. p = ¥1(mod 8) oldugundan 2a? + 3 = 1, —1(mod 8), yani
2a? = —2,4(mod 8) ve dolayisiyla a? = —1,2(mod 4) olur. Bu olamaz ciinkii
herhangi bir x tam says1 i¢in x? = 0,1(mod 4) tiir. Simdi k = 4 olsun. Bu durumda
4p = x? + 22y? oldugundan x ¢ift tam say1 olur. x = 2a olsun. O zaman 2p = 2a® +
11y? elde edilir ve bu y’nin de ¢ift tam say1 oldugunu gosterir. y = 2b olsun. Buradan

p =a?+22b% elde edilir k=6 olsun. Bu durumda 3|x?+ 22y?% dir.

(_TZZ)=(_?1)=—1 oldugundan Sonu¢ 3.21°¢ goére 3|x ve 3|y ve buradan

9|x2 + 22y?, yani 9|6p elde edilir. Bu olamaz. Eger k = 9 ise benzer bigimde 3|x ve
2 2
3|y ve buradan 9p = x% + 22y? ve boylece p = G) + 22 @) elde edilir. k =8

olamayacagi benzer yollarla gosterilir.

Teorem 3.37.p > 33 ve p asal say1 olsun. p = x2 + 33y? olacak bi¢imde x ve y tam

11

sayilar1 vardir & p = 1(mod 4) ve G) = (;) = 1dir [6,7].

Ispat: =) p = x? + 33y? ise p = x? + y?(mod 4) olup x ve y den biri ¢ift biri tek
olacagindan p = 1(mod 4) bulunur. Onerme 3.7’ye gdre (_733) = 1 olup buradan

(Z)E) () =1 yani (2)(2) =1 elde edilir. Diger yandan 3 tx oldugundan

p = 1(mod 3) ve buradan da (Z) = 1 oldugu goriiliir. Buradan da (%) = 1 elde edilir.

&) p=1(mod4) , (%) =(3)=1ise (=2)= (=) () (5) =1 elde edilir. O

p p p p p

zaman —33 sayis1t mod p’ye gore bir karedir. Sonug 3.29’a gore x? + 33y? =

kp,1 <k < 233 olacak bicimde x,y, k tam sayilar1 vardir. Burada 1 < k < 11

oldugu goriiliir. k = 1 ise p = x? + 33y?2 dir. (%3) = (E) = —1 oldugundan k = 5



40

ve k = 10 olamayacag Sonug 3.21’den goriiliir. k = 2 ise 2p = x% + 33y? olup bu
durumda 3 t x ve 2p = 1(mod 3) oldugu goriiliir. O zaman p = 2(mod 3) olur. Bu

olamaz. Ciinkii (%) = 1ve p = 1(mod 4) tiir. k = 3 olsun. O zaman 3|x ve buradan

x = 3a alinirsa 3p = 9a? + 3 - 11y? elde edilir. Dolayisiylap = 3a? + 11y? dir. Bu
durumda da 3 +y olup buradan p = 11 = —1(mod 3) bulunur. Bu yine olamaz.

k = 4 olsun. 4p = x? + 33y? = x? + y?(mod 8) oldugundan x ve y aym anda tek

x 2 y 2
olamaz. O halde x ve y cifttir. Buise p = (E) + 33 (E) oldugunu gosterir. k = 6

olsun. O zaman 6p = x2 +33y% den 3|x bulunur. x =3a olsun. Bdylece

2p = 3a? + 11y? elde edilir. Buradan 11 + a ve 2p = 3a?(mod 11)bulunur. Bu
(5) () = (&) oldugumu goseerir. 0 halde (37) = (37) () = (%) = (%) =
— (15—1) = —1 dir. Bu olamaz. Ciinkii p = 1(mod 4) ve (%) =1 dir. k =7 olsun. O

zaman 7p = x2 + 33y? ve 11 } x dir. Dolayisiyla 7p = x%(mod 11) dir. O halde

(Z—I;) =1 dir. Bu ise (%) (1%) =1 yani (—1) (%) = 1 oldugunu gosterir. Buradan

(%) = —1 oldugu goriiliir. Bu olamaz. Ciinkii p = 1(mod 4) ve (%) = 1dir.
Teorem 3.38. p > 37 olsun. p = x2 + 37y? olacak bicimde x ve y tam sayilar1 vardir
& p = 1(mod 4) ve (Z) = 1 dir [6,7].

Ispat: =) p = x? + 37y? olacak bigimde x ve y tam sayilar1 mevcut olsun. Bu
durumda p = x? + 37y? = x? + y? = 1(mod 4) olur. Ciinkii burada x ve y tam
sayilarindan biri tek digeri ¢ift tam sayidir. Ayrica Onerme 3.7’ye gore (_737) = 1 dir.

Su halde

elde edilir.
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=) (3%) =1 ve p = 1(mod 4) olsun. Bu durumda (_737) =1 oldugunu gdrmek
kolaydir. O zaman x? = —37(mod p) olacak bi¢cimde bir x tam sayis1 vardir.
Dolayisiyla —37 sayist mod p’ye gore bir karedir. Sonug 3.29°a gére x? + 37y? =
kp,0 <k< 2437 olacak bicimde x,y, k tam sayilar1 vardir. Buradan 1 < k < 12

elde edilir.

oldugundan k = 3,5,7,11 degerlerinin olamayacag1 Sonug 3.21 kullanilarak gosterilir.
Eger k=1 ise p=2x2+37y? olur. k=2 olsun. O zaman 2p = x? + 37y?
oldugundan x ve y tek olmaldir. Bu durumda 2p = x?> + 37y? =1+ 37 =38 =
—2(mod 8) ve buradan p = —1(mod 4) olur. Bu durum p = 1(mod 4) olmasina
aykiridir. k = 4 olsun. O zaman 4p = x2 + 37y? oldugundan x ve y aym anda tek
veya ayn1 anda ¢ift olmalidir. x ve y tek olsun. O zaman 4p = x? + 37y? =1+ 37 =
2(mod 4) olur. Bu olamaz. O halde x ve y ¢ift olur. Bu durumda 4p = x? + 37y?

oldugundan p = (g)2 +37 @)2 elde edilir. (=) = (2) = -1, (=%) = () = -1,

3 3 5 5
F)=0=6=0=-1 v G)=(F)=G)=-1 oldugundan
k =6,7,10,11,12 olamayacagi Sonug 3.21 kullanilarak gosterilebilir. k = 8 olsun. O
zaman 8p = x2 + 37y? olur. Burada da x ve y’nin ayni1 anda ¢ift veya aym anda tek
oldugu goriiliir. x ve y tek ise 8p = x2 + 37y? =1+ 37 = —2(mod 8) olur. Bu
olamaz. x ve y giftse x =2a,y =2b yazlarak 8p = 4a*+ 37 - 4b? yani
2p = a? + 37b? elde edilir. Bunun olamayacag1 yukarida gosterildi. k = 9 ise 3|x ve

3|y olacagindan p = (g)z + 37 (%)2 elde edilir.

Teorem 3.39. p asal ve p > 29 olsun. p = x2 + 58y? olacak bigimde x ve y tam

sayilar1 vardir & p = 1,3(mod 8) ve (%) = 1 dir [6,7].
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Ispat: =) p = x? + 58y? ise x tek tam sayidir ve y’nin durumuna gére p =

1,3(mod 8) elde edilir. Diger yandan Onerme 3.7’ye gore (_758) = 1 dir. Budurumda

kolay bir hesaplamayla (2%) = 1 oldugu goriiliir.

&) (ﬂ) =1 ve p = 1,3(mod 8) olsun. Bu durumda Teorem 2.14’e gore (_—2) =1
29 14

dir. Basit bir hesaplamayla (‘758) = 1 oldugu goriiliir. Bu durumda —58, mod p’ye

gbre bir karedir. Dolayisiyla Sonug 3.29%a gére x2 4+ 58y%2 =kp,1 < k < 2v/58

olacak bi¢imde x,y, k tam sayilar1 vardir. Ayrica 1 < k < 15 oldugu goriiliir. Diger

yandan

()-(3)-1.
)= (=

)-@-0@ -
)-E)-B)E)-cren)-(2)--

@)-6)-6)-6)-6)--

oldugundan k = 3,5,6,7,10,11,12,13,14,15 olamayacagi Sonu¢ 3.21 kullanilarak
gosterilebilir. k = 1 ise x? + 58y? = p olur. k = 2 olsun. 2p = x? + 58y? olur. O
halde x ¢ifttir. x = 2a olsun. Buradan p = 2a? + 29y? elde edilir. O halde y tek tam
say1 olur. Bu durumda p = 2a® + 29(mod 8) ve dolayisiyla p = —3,—1(mod 8)

elde edilir. Bu olamaz. k = 4 olsun. O zaman 4p = x? + 58y? olup x ve y cift olur.

. x\2 y 2 2 2
Boylece p = (E) + 58 (E) olur. k = 8 olsun. 8p = x“ + 58y~ olur ve bu durumda

x ve y ¢ift olur. x = 2a,y = 2b olsun. 8p = 4a? + 58 - 4b? yani 2p = a? + 58b?
elde edilir. O halde a cift olur. a =2c olsun. p = 2c? 4+ 29bh% ve bdylece
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p = —3,—1(mod 8) elde edilir. Bu olamaz. k =9 ise 3|x ve 3|y olacagindan

3

p= (f)2 +58 (g)2 elde edilir.

Teorem 3.40. p asal ve p > 190 olsun. p = x2 + 190y? olacak bicimde x ve y tam

sayilar1 vardir & p = 1,7(mod 8) ve (g) = (%) = 1dir [7].

Teorem 3.41. p asal ve p > 253 olsun. p = x% + 253y? olacak bi¢cimde x ve y tam

sayilar1 vardir & p = 1(mod 4) ve ( ) = (ﬁ) = 1dir [7].

P
11 23

Teorem 3.42. p asal ve p > 385 olsun. p = x% + 385y? olacak bi¢cimde x ve y tam

sayilar1 vardir & p = 1(mod 4) ve (E) = (E) = (ﬁ) = 1 dir [7].

7 11

Teorem 3.43. p asal ve p > 1365 olsun. p = x? + 1365y olan x ve y tam sayilart

vardir & p = 1(mod 4) ve (g) £ (g) = (3) 4 (1’43) = 1 dir [7].

7

Tanim 3.44. D dogal sayis1 verilsin. n dogal say1s1 i¢in aralarinda asal tek tiirlii belirli
x ve y dogal sayilar1 n = x? + Dy? olacak bicimde mevcut oldugunda n = tp,
n = 2tp veya n = t2° olacak bigimde s dogal sayisi, p > 2 asal sayisi ve t|D olan t

dogal sayis1 mevcut ise D’ye uygun(convenient-idoneal) say1 denir [2].

Teorem 3.45.1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33,
37,40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 165,
168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 408, 462, 520,
760, 840, 1320, 1365, 1848 sayilar1 uygun sayilardir [2].

Euler bu teoremin ispatini asagidaki teoremdeki kriteri uygulayarak yapmustir.
Teorem 3.46. D > 1 sayist uygun sayidir & x ve D aralarinda asal olmak iizere

n = x2 + D < 4D olarak yazilan n sayis1 ya asaldir ya da bir asalin iki katidir veya

bir asalin karesidir veya n sayisi s = 1 olmak iizere 2° bi¢imindedir [2].
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Euler 1848’den biiyiik bagka uygun sayr olmadigini, 6nce 3000 sonra 10000

sayilarina kadar olan sayilarla hesaplama yaparak ileri siirmiistir.

Teorem 3.47. D pozitif bir tam say1 olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

1) Aralarinda asal N ve a pozitif tam sayilar1 su sarti saglayacak bigimde vardir:
p = a(mod N) ve p asal ise p = x% + Dy? olacak bigimde x ve y tam sayilar1 vardir.
2) p = 1(mod 4D) sartin1 saglayan her p asal sayis1 i¢in p = x? + Dy? olacak
bicimde x ve y tam sayilar1 vardir.

3) m = 4D olmak lizere S C Zy, alt kiimesi su sart1 saglayacak bi¢imde vardir: p asal
ve p+D ise p=x?+ Dy? olacak bicimde x ve y tam sayilar1 vardir & p =
s(mod m) olan bir s € S vardr.

4) D sayist bilinen 65 uygun sayidan biridir. Ayrica en fazla iki tane daha D degeri
vardir ve bu D degerleri 108 den kiigiik degildir [7].

Teorem 3.48. D bilinen uygun sayilardan birini gdstersin. Bu durumda p asal sayisi
icin p = x? + Dy? olacak bicimde x ve y tam sayilar1 vardir & p = D dir veya

asagidaki 6 maddenin hepsi saglanir.
_D .
a) (7) = 1dir.
b) g tek asal say1 ve q|D ise (S) = 1dir.

c) Eger D = 0(mod 8) ise p = 1(mod 8) dir.

d) Eger D = 1,4,5(mod 8) ise p = 1(mod 4) tiir.
e) Eger D = 2(mod 8) ise p = 1,3(mod 8) dir.

f) Eger D = 6(mod 8) ise p = 1,7(mod 8) dir [7].

Euler ayrica asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 3.49. 1) D uygun say1 ve D = t? ise t = 1,2,3,4,5 dur.
2) D uygun say1 ve D = 3(mod 4) ise 4D de uygun sayidir.
3) D uygun say1 ve D = 4(mod 8) ise 4D de uygun sayidir.

4) Eger k?D uygun say1 ise D de uygun sayidir.

5) D uygun say1 ve D = 2(mod 3) ise 9D de uygun sayidir.
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6) D > 1 uygun say1 ve D = 1(mod 4) ise 4D de uygun say1 degildir.

7) D uygun say1 ve D = 2(mod 4) ise 4D de uygun sayidir.

8) D uygun say1 ve D = 8(mod 16) ise 4D uygun say1 degildir.

9) D uygun say1 ve D = 16(mod 32) ise 4D uygun say1 degildir.

10) D uygun say1 ve D + a? = p? < 4D olan p asal sayist varsa 4D uygun say1
degildir [2].

Euler’ in bu teoremin 4), 6), 8) ve 9) numarali maddelerinin ispati tam agik degildir.

Grube [8] numarali kaynakta, 1877 yilinda bu teoremin tam bir ispatini vermistir.

Uygun sayilarla ilgili daha ayrintili bilgi i¢in [2] numarali kaynaga bakilabilir.

Uygun sayilarla ilgili asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.50. D bir uygun sayidir & D =ab + bc+ ca olacak bi¢imde

0 < a < b < c sartin1 saglayan a, b, ¢ tam sayilar1 yoktur [9].

Chowla [10], uygun sayilarin sonlu tane oldugunu géstermistir [11].

Weinberger [12], eger genellestirilmis Riemann hipotezi dogru ise 65 tane uygun
saymin oldugunu ispatlamistir. Eger genellestirilmis Riemann hipotezi dogru degilse
en az iki tane daha uygun sayinin oldugunu gostermistir. Bunun i¢in [13] numarali
kaynaktaki Corollary 23’¢ bakilabilir [14]. Genellestirilmis Riemann hipotezi igin [15]

numarali kaynaga bakilabilir.

Uygun sayilarla ilgili en giincel makale olan Kani’nin [13] numarali ¢alismasindan

asagidakiler verilebilir.

Onerme 3.51. Eger D uygun say1 ve D = 3(mod 4) ise D = 3,7,15 tir [13].

Teorem 3.52. D uygun say1 ve t2|D, t > 0 ise t = 1,2,3,4,5 tir. Ayrica,
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(@) D uygun say1 ve 9|D ise D = 9,18,45,72 dir.
(b) D uygun say1 ve 25|D ise D = 25 dir.
(¢) D uygun say1 ve 4|D ve % tek say1ise D = 4,12,28,60 dir.

(d) D uygun say1 ve 16|D ise D = 16,48,112,240 dir [13].

Onerme 3.53. D > 288 ve D uygun say1 ise D # 3(mod4) tiir. Eger D

1,2(mod 4) ve D uygun say1 ise D karesizdir. Ayrica D = 0(mod 4) ise m =

ST

karesiz uygun sayidir ve m = 2(mod 4) tiir [13].

Onerme 3.54. D uygun say1 ve p < /D, p t n ise (_ITD) = —1dir [13].

Onerme 3.55. D = 2,4,6(mod 8) olsun. D uygun sayidir < p > 2, p t D ve (%) =

—1 sarti saglayan p asal sayis1 i¢in Dt? = k(p — k) olacak bi¢imde k ve t pozitif

tam sayilar1 vardir [13].

Onerme 3.56. D > 1 olsun. D uygun sayidir & x? + Dy? bigiminde yazilabilen p

asal sayilar1 bir m modiiliine gore kongriians bagintilari ile ifade edilebilir [13].
Teorem 3.57. p > 14 asal sayis1 verilsin. 1 < j < k igin (aj,m) = 1 sartin1 Saglayan
a,,dy, ..., 4, Ve m pozitif tam sayilar1 “p = x? + 14y? olacak bigcimde x ve y tam
sayilar1 vardir < p = a4, a,, ..., ax(mod m) dir” dnermesini saglayacak bicimde
yoktur [16].

Bu teorem bir dnceki teoreme gore 14 sayisinin uygun say1 olmadigini gosterir.

Uygun sayilar ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [13] numarali kaynaga bakilabilir.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, D dogal sayismin bazi degerleri i¢in p = x? + Dy? biciminde
yazilabilen p asal sayilarinin saglamasi gerektigi sartlar tespit edilmistir. Burada ele
alinan D dogal sayilari, uygun say1 olarak adlandirilan sayilardir. Bilinen uygun
sayilarin en biiyligi 1848 ve en kiictigi 1 dir. Calismanin konusu iki degiskenli
formlarla ilgili olmasina ragmen iki degiskenli formlar bu ¢alismada ayrintili olarak
ele almmamistir. 1ki degiskenli formlar ve 6zellikle q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? iki
degiskenli formu tarafindan temsil edilen asal sayilarla ilgili aragtirma yapmak

isteyenlere [17], [18] ve [19] numarali kaynaklar tavsiye edebiliriz.
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