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ÖZET 

 

 

 

Anahtar kelimeler: Fibonacci sayıları, Lucas sayıları, genelleştirilmiş Fibonacci 

sayıları, genelleştirilmiş Lucas sayıları, Diyofant Denklemleri 

 

Bu çalışmanın ilk bölümünde konu ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

İkinci bölümde genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren bazı Diyofant 

denklemleri ve çözümleri verilmiştir. 

 

Üçüncü bölüm bazı yeni Diyofant denklemlerinin pozitif tamsayı çözümlerini içeren 

sonuçlardan oluşmaktadır. 

 

Son bölümde ise üçüncü bölümdeki sonuçlar özetlenerek bu bölümde ele alınan 

denklemler ile ilgili yeni problemler önerilmiştir. 
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SOLUTIONS OF THE DIOPHANTINE EQUATIONS 

𝒙𝟐 − 𝒌𝒙𝒚 − 𝒚𝟐  = ±𝒌 

 
SUMMARY 

 

 
Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, generalized Fibonacci numbers, 

generalized Lucas numbers, Diophantine equations 

 
In the first section of this work, fundamental definitions and theorems related to the 

subject are given. 

 

In the second section, some Diophantine equations and their solutions including 

generalized Fibonacci and Lucas numbers are given. 

 

The third section covers our main results and is devoted to finding positive integer 

solutions of some new Diophantine equations. 

 

In the last section, the results in the third section are summarized and new problems 

related to the equations discussed in this section are proposed. 
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BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

 

 

İtalyan matematikçi Leonardo Fibonacci’ nin, en yetenekli batılı matematikçi olduğu 

düşünülür. Fibonacci, modern çağda Hint-Arap sayılarını Avrupa’ ya getirmiş ve 13. 

yüzyıl başlarında Liber Abaci isimli kitabı yazmıştır. Özellikle bu kitapta bir örnek 

olarak yer alan 1,1,2,3,5,8,13,21, … sayılarının dizisi olan ve kendi adıyla anılan 

Fibonacci dizisi sayesinde tanınır. Fibonacci dizisinin elemanları Fibonacci sayıları 

olarak adlandırılır ve 𝑛. Fibonacci sayısı 𝐹𝑛 ile gösterilir. Fibonacci dizisi birçok sayı 

dizisiyle yakından ilgilidir. Bunlardan en ünlü olanı, François Edouard Anatole 

Lucas tarafından tanıtılan 2,1,3,4,7,11,18,29, … sayılarının dizisi olan Lucas dizisidir 

[1]. Lucas dizisinin elemanları Lucas sayıları olarak adlandırılır ve 𝑛. Lucas sayısı 𝐿𝑛 

ile gösterilir. 𝑛 ≥ 1 için 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1, 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 olmak üzere Fibonacci ve 

Lucas dizilerinin elemanları sırasıyla, 

 
𝐹𝑛+1  = 𝐹𝑛    + 𝐹𝑛−1, 

𝐿𝑛+1  = 𝐿𝑛  + 𝐿𝑛−1 

 

tekrarlama bağıntılarıyla tanımlanır. Fibonacci dizisi (𝐹𝑛), Lucas dizisi (𝐿𝑛) ile 

gösterilir. Bu sayı dizileriyle ilgili birçok çalışma yapılmıştır. Bunlar arasındaki 

özdeşlikler, kongrüans bağıntıları ve bu dizilerdeki bölünebilme özellikleri [1] ve [2] 

nolu kaynaklarda araştırılmıştır. Özellikle, 𝑥2 − 5𝑦2 = ±4 ve 𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2 = ±1 

gibi bazı Diyofant denklemlerin tamsayı çözümleri [2] nolu kaynakta verilmiştir. Bu 

deklemlerin çözümlerinin, bu sayı dizilerinin terimleri cinsinden elde edilmesi ilgi 

çekici olmuştur. Fibonacci ve Lucas sayılarının diğer özellikleri ve uygulamaları için 

[3] nolu kaynağa bakılabilir. Benzer özellikler, aşağıda tanımını vereceğimiz 

genelleştirilmiş Fibonacci ve genelleştirilmiş Lucas dizileri için de geçerli olmuştur. 

Bu dizilerle ilgili detaylı bilgi için [4] nolu kaynağa bakılabilir. 
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1.1. Temel Tanım Ve Teoremler 

 
 

Tanım 1.1.1. 𝑘 ve 𝑠 sıfırdan farklı tam sayılar olmak üzere 𝑘2 + 4𝑠 > 0 olsun. Bu 

durumda 𝑈0(𝑘, 𝑠) = 0 ve 𝑈1(𝑘, 𝑠) = 1 olmak üzere 𝑛 ≥ 1 için 

 
𝑈𝑛+1(𝑘, 𝑠) = 𝑘𝑈𝑛(𝑘, 𝑠) + 𝑠𝑈𝑛−1(𝑘, 𝑠) 

 

ile verilen (𝑈𝑛) dizisine genelleştirilmiş Fibonacci dizisi ve 𝑈𝑛 sayısına da 𝑛. 

genelleştirilmiş Fibonacci sayısı denir. 

 
 

Tanım 1.1.2. 𝑘 ve 𝑠 sıfırdan farklı tam sayılar olmak üzere 𝑘2 + 4𝑠 > 0 olsun. Bu 

durumda 𝑉0(𝑘, 𝑠) = 2 ve 𝑉1(𝑘, 𝑠) = 𝑘 olmak üzere 𝑛 ≥ 1 için 

 
𝑉𝑛+1(𝑘, 𝑠) = 𝑘𝑉𝑛(𝑘, 𝑠) + 𝑠𝑉𝑛−1(𝑘, 𝑠) 

 

ile   verilen   (𝑉𝑛)    dizisine   genelleştirilmiş   Lucas   dizisi   ve   𝑉𝑛    sayısına   da   𝑛. 

genelleştirilmiş Lucas sayısı denir. 

 
 

Özel olarak 𝑘 = 𝑠 = 1 için; 

a) (𝑈𝑛) genelleştirilmiş Fibonacci dizisi (𝐹𝑛) Fibonacci dizisine karşılık gelir. 

b) (𝑉𝑛) genelleştirilmiş Lucas dizisi (𝐿𝑛) Lucas dizisine karşılık gelir. 

 

Üstelik 𝑘 = 2 ve 𝑠 = 1 için; 

c) (𝑈𝑛) genelleştirilmiş Fibonacci dizisi (𝑃𝑛) Pell dizisine karşılık gelir. 

d) (𝑉𝑛) genelleştirilmiş Lucas dizisi (𝑄𝑛) Pell-Lucas dizisine karşılık gelir. 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizilerinin sağladığı karakteristik denklem 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥 − 𝑠 = 0 
 

 
olup bu denklemin kökleri 𝛼 = 

𝑘+√𝑘2+4𝑠 
ve 𝛽 = 

𝑘−√𝑘2+4𝑠 
dir. Burada 

2 2 



3 
 

 
 

 
 

𝛼 + 𝛽 = 𝑘, 𝛼 − 𝛽 = √𝑘2 + 4𝑠, 𝛼𝛽 = −𝑠, 𝛼2 = 𝑘𝛼 + 𝑠, 𝛽2 = 𝑘𝛽 + 𝑠 

 

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca 
 
 

𝑈𝑛 (𝑘, 𝑠) = 
𝛼𝑛−𝛽𝑛

, 
𝛼−𝛽 

𝑉𝑛(𝑘, 𝑠) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

 

formülleri geçerlidir. Bu formüllerin ve bu formüller kullanılarak elde edilen 

özdeşliklerin ispatı daha sonra yapılacaktır. 

 
Özel olarak, 𝑠 = 1 olmak üzere 

 

 

𝑈𝑛 (𝑘, 1) = 
𝛼𝑛−𝛽𝑛

, 
𝛼−𝛽 

𝑉𝑛(𝑘, 1) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

 

ve 𝑠 = −1 olmak üzere 
 

 

𝑈𝑛 (𝑘, −1) = 
𝛼𝑛−𝛽𝑛

, 
𝛼−𝛽 

𝑉𝑛(𝑘, −1) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

 

dir. Ayrıca 𝑛 ∈ ℕ için negatif terimli genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları 

 

𝑈−𝑛 = −(−𝑠)−𝑛𝑈𝑛, 

𝑉−𝑛 = (−𝑠)−𝑛𝑉𝑛 

 

ile tanımlanır. Aşağıdaki önermelerde ve teoremlerde, genelleştirilmiş Fibonacci ve 

Lucas sayılarına ilişkin bazı özdeşlikler ve bu sayılar ile bu sayı dizilerinin sağladığı 

karakteristik denklemin kökleri arasındaki bazı formüller verilecektir. Özellikle bu 

dizilere ilişkin Binet formülleri olarak bilinen formüller yardımıyla bu özdeşliklerin 

ispatları verilecektir. Bu özdeşlikler, ikinci ve üçüncü bölümde ele alınacak 

denklemlerin çözümlerinde kullanılacaktır. Bu özdeşliklerin ispatları için [4], [5] ve 
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[6] nolu kaynaklara bakılabilir. Bütünlük sağlaması açısından bu özdeşliklerin ve 

formüllerin ispatları bu kısımda verilecektir. 

 
Önerme 1.1.3. Her 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 𝑠) olmak üzere 

a) 𝛼𝒏 = 𝛼𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1 

b) 𝛽𝒏 = 𝛽𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1 
 

c) 𝛼𝑛√𝑘2 + 4𝑠 = 𝛼𝑉𝑛 + 𝑠𝑉𝑛−1 
 

d) −𝛽𝑛√𝑘2 + 4𝑠 = 𝛽𝑉𝑛 + 𝑠𝑉𝑛−1 

dir. 

 
 

İspat: a) İspatı tümevarımla yapalım. 𝑈0 = 0 ve 𝑈1 = 1 olmak üzere 𝑛 = 1 için 

 

𝛼1 = 𝛼 ∙ 1 + 𝑠 ∙ 0 = 𝛼𝑈1 + 𝑠𝑈0 

 

olduğundan eşitlik sağlanır. Bu eşitlik 𝑛 için sağlansın. Yani 

 
 

𝛼𝑛 = 𝛼𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1 

 

olsun. O zaman 

 
 

𝛼𝑛+1 = 𝛼𝛼𝑛 = 𝛼(𝛼𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1) = 𝛼2𝑈𝑛 + 𝛼𝑠𝑈𝑛−1 = (𝑘𝛼 + 𝑠)𝑈𝑛 + 𝛼𝑠𝑈𝑛−1 

= 𝑘𝛼𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛 + 𝛼𝑠𝑈𝑛−1 = 𝛼(𝑘𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1) + 𝑠𝑈𝑛 = 𝛼𝑈𝑛+1 + 𝑠𝑈𝑛 

 

olduğundan bu eşitlik 𝑛 + 1 için de doğrudur. Böylece ispat tamamlanır. 

 
 

b) İspatı tümevarımla yapalım. 𝑈0 = 0 ve 𝑈1 = 1 olmak üzere 𝑛 = 1 için 

 

𝛽1 = 𝛽 ∙ 1 + 0 = 𝛽𝑈1 + 𝑠𝑈0 

 

olduğundan eşitlik sağlanır. Bu eşitlik 𝑛 için sağlansın. Yani 

 
 

𝛽𝑛 = 𝛽𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1 
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olsun. O zaman 

 
 

𝛽𝑛+1 = 𝛽𝛽𝑛 = 𝛽(𝛽𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1) = 𝛽2𝑈𝑛 + 𝛽𝑠𝑈𝑛−1 = (𝑘𝛽 + 𝑠)𝑈𝑛 + 𝛽𝑠𝑈𝑛−1 

= 𝑘𝛽𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛 + 𝛽𝑠𝑈𝑛−1 = 𝛽(𝑘𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1) + 𝑠𝑈𝑛 = 𝛽𝑈𝑛+1 + 𝑠𝑈𝑛 

 

olduğundan bu eşitlik 𝑛 + 1 için de doğrudur. Böylece ispat tamamlanır. 

 
 

c) İspatı tümevarımla yapalım. 𝑉0 = 2 ve 𝑉1 = 𝑘 olmak üzere 𝑛 = 1 için 
 

 

𝛼1√𝑘2 + 4𝑠 = 𝛼(𝛼 − 𝛽) = 𝛼2 − 𝛼 ∙ 𝛽 = 𝑘𝛼 + 𝑠 + 𝑠 = 𝑘𝛼 + 2𝑠 = 𝛼𝑉1 + 𝑠𝑉0 

 

olduğundan eşitlik sağlanır. Bu eşitlik 𝑛 için sağlansın. Yani 
 

 

𝛼𝑛√𝑘2 + 4𝑠 = 𝛼𝑉𝑛 + 𝑠𝑉𝑛−1 

 

olsun. O halde 

 
 

𝛼𝑛+1 = 𝛼 ∙ 
𝛼 𝑉𝑛+𝑠𝑉𝑛−1 = 

𝛼2𝑉𝑛+𝛼𝑠𝑉𝑛−1 = 
𝛼 𝑘𝑉𝑛+𝑠𝑉𝑛+𝛼𝑠𝑉𝑛−1 = 

𝛼 (𝑘𝑉𝑛+𝑠𝑉𝑛−1)+𝑠𝑉𝑛 
   

√𝑘2+4𝑠 √𝑘2+4𝑠 √𝑘2+4𝑠 √𝑘2+4𝑠 

=
 𝛼𝑉𝑛+1+𝑠𝑉𝑛 =

 𝛼𝑉𝑛+1+𝑠𝑉𝑛 
  

√𝑘2+4𝑠 √𝑘2+4𝑠 

 
 

olduğundan bu eşitlik 𝑛 + 1 için de doğrudur. Böylece ispat tamamlanır. 

 
 

d) İspatı tümevarımla yapalım. 𝑉0 = 2 ve 𝑉1 = 𝑘 olmak üzere 𝑛 = 1 için 
 

 

−𝛽1√𝑘2 + 4𝑠 = −𝛽(𝛼 − 𝛽) = −𝛽𝛼 + 𝛽2 = 𝑠 + 𝑘𝛽 + 𝑠 = 𝑘𝛽 + 2𝑠 = 𝛽𝑉1 + 𝑠𝑉0 

 
olduğundan eşitlik sağlanır. Bu eşitlik 𝑛 için sağlansın. Yani 

 

 

−𝛽𝑛√𝑘2 + 4𝑠 = 𝛽𝑉𝑛 + 𝑠𝑉𝑛−1 

 

olsun. O halde 
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𝛽𝑛+1 = 𝛽𝛽𝑛 = 𝛽 
𝛽 𝑉𝑛+𝑠𝑉𝑛−1 = 

𝛽2𝑉𝑛+𝛽𝑠𝑉𝑛−1 = 
(𝛽𝑘+𝑠)𝑉𝑛+𝛽𝑠𝑉𝑛−1  = 

𝛽 𝑘𝑉𝑛+𝑠𝑉𝑛+𝛽𝑠𝑉𝑛−1 
  

−√𝑘2+4𝑠 −√𝑘2+4𝑠 −√𝑘2+4𝑠 −√𝑘2+4𝑠 

=
 𝛽(𝑘𝑉𝑛+𝑠𝑉𝑛−1) 

=
 𝛽𝑉𝑛+1+𝑠𝑉𝑛 

  

−√𝑘2+4𝑠 −√𝑘2+4𝑠 

 
 

olduğundan bu eşitlik 𝑛 + 1 için de doğrudur. Böylece ispat tamamlanır. 

 
 

Teorem 1.1.4. 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 𝑛. genelleştirilmiş Fibonacci ve 𝑛. genelleştirilmiş 

Lucas sayıları sırasıyla 

a) 𝑈𝑛 (𝑘, 𝑠) = 
𝛼𝑛−𝛽𝑛

 

𝛼−𝛽 

b) 𝑉𝑛(𝑘, 𝑠) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

formülleri ile verilir. 

 
 

İspat: a) Önerme 1.1.3’ ün (a) ve (b) şıkkında verilen 

 
 

𝛼𝑛 = 𝛼𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1, 

𝛽𝑛 = 𝛽𝑈𝑛 + 𝑠𝑈𝑛−1 

 

eşitlikleri taraf tarafa çıkarılırsa 

 
 

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 = 𝛼𝑈𝑛 − 𝛽𝑈𝑛 

 

bulunur. Buradan 
 
 

𝑈𝑛 = 
𝛼𝑛−𝛽𝑛 

𝛼−𝛽 

 
 

elde edilir. 

 
 

b) Önerme 1.1.3’ ün (c) ve (d) şıkkında verilen 
 

 

𝛼𝑛√𝑘2 + 4𝑠 = 𝛼𝑉𝑛 + 𝑠𝑉𝑛−1, 
 

−𝛽𝑛√𝑘2 + 4𝑠 = 𝛽𝑉𝑛 + 𝑠𝑉𝑛−1 
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eşitlikleri taraf tarafa çıkarılırsa 

 
 

(𝛼 − 𝛽)𝑉𝑛 = √𝑘2 + 4𝑠(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛) 

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse 

(𝛼 − 𝛽)𝑉𝑛 =  (𝛼 − 𝛽)(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛) 

ve böylece 𝑉𝑛(𝑘, 𝑠) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

elde edilir. 

Teorem 1.1.5. Her 𝑛 ∈ ℤ için 

𝑈𝑛 (𝑘, 𝑠) = 
𝛼𝑛−𝛽𝑛

, 
𝛼−𝛽 

𝑉𝑛(𝑘, 𝑠) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

dir. 

 
 

İspat: a) 𝑛 > 0 için Teorem 1.1.4’ te bunların doğruluğu gösterildi. Şimdi 𝑛 < 0 

olsun. O zaman 𝑚 > 0 olmak üzere 𝑛 = −𝑚 yazılabilir. Buradan 
 

 

𝑈 (𝑘, 𝑠) = 
𝛼

 

 

−𝛽𝑛 = 
𝛼 

 
−𝑚 

 
−𝛽 

 
−𝑚 

1 
 

 

= 𝛼𝑚 
−   

1 
𝑚 

𝛽𝑚  
= 

𝛽 

 

−𝛼𝑚 = 
− (𝛼 

 

−𝛽𝑚) 

𝑛 𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 𝛼𝑚𝛽𝑚(𝛼−𝛽) (−𝑠)𝑚(𝛼−𝛽) 

= −(−𝑠)−𝑚 𝛼𝑚−𝛽𝑚

) = 𝑈
 

 
 

= 𝑈 
( 

𝛼−𝛽 −𝑚 𝑛 

 
 

olur. Benzer biçimde 
 
 

𝑉 (𝑘, 𝑠) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 = 𝛼−𝑚 + 𝛽−𝑚 = 
1 

+ 
1

 
 

= 
𝛼𝑚 + 𝛽𝑚 

= (𝛼𝛽)−𝑚(𝛼𝑚 + 𝛽𝑚) 
 

𝑛 𝛼𝑚 𝛽𝑚 

= (−𝑠)−𝑚𝑉𝑚 = 𝑉−𝑚 = 𝑉𝑛 

(𝛼𝛽)𝑚 

 
 

elde edilir. 𝑛 = 0 için formüllerin doğru olduğunu görmek kolaydır. 

𝑛 𝑚 
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Tanım 1.1.6. 𝑈 (𝑘, 𝑠) = 

𝛼𝑛−𝛽𝑛 

ve 𝑉 (𝑘, 𝑠) = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 formüllerine Binet formülleri 
 

𝑛 
 

denir. 

𝛼−𝛽 𝑛 

 
 

Önerme 1.1.7. Her 𝑛 ∈ ℤ için 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 𝑠) ve 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 𝑠) olmak üzere 

a) 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛+1 + 𝑠𝑈𝑛−1 

b) 𝑉𝑛 = 𝑘𝑈𝑛 + 2𝑠𝑈𝑛−1 

c) 𝑈𝑛(𝑘2 + 4𝑠) = 𝑉𝑛+1 + 𝑠𝑉𝑛−1 

dir. 

 
 

İspat: Binet formülleri kullanılırsa; 
 

 

a) 𝑈 + 𝑠𝑈 =  
𝛼𝑛+1−𝛽𝑛+1   

+ 𝑠 
𝛼𝑛−1−𝛽𝑛−1   

= 
𝛼𝑛+1−𝛽𝑛+1+𝑠𝛼𝑛−1−𝑠𝛽𝑛−1 

   

𝑛+1 𝑛−1 𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 

𝛼𝑛(𝛼+𝑠𝛼−1)−𝛽𝑛(𝛽+𝑠𝛽−1) 
= = 

𝛼−𝛽 

𝛼𝑛(𝛼−𝛼𝛽𝛼−1)−𝛽𝑛(𝛽−𝛽𝛼𝛽−1) 
 

 

𝛼−𝛽 

= 
𝛼𝑛(𝛼−𝛽)+𝛽𝑛(𝛼−𝛽) 

= 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 = 𝑉
 

 

𝛼−𝛽 𝑛 

 
 

elde edilir. 
 

 

b) 𝑘𝑈 + 2𝑠𝑈 = 𝑘 
𝛼𝑛−𝛽𝑛  

+ 2𝑠 
𝛼𝑛−1−𝛽𝑛−1   

= 𝑘 
𝛼𝑛−𝛽𝑛  

+ 2𝑠 
𝛼𝑛𝛽−𝛼𝛽𝑛 

    

𝑛 𝑛−1 𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 (𝛼𝛽)(𝛼−𝛽) 

= 
𝑘𝛼𝑛−𝑘𝛽𝑛−2𝛼𝑛𝛽+2𝛼𝛽𝑛 

= 
𝛼𝑛(𝛼+𝛽−2𝛽)−𝛽𝑛(𝛼+𝛽−2𝛼) 

𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 

= 
𝛼𝑛(𝛼−𝛽)+𝛽𝑛(𝛼−𝛽) 

= 
(𝛼−𝛽)(𝛼𝑛+𝛽𝑛) 

= 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 = 𝑉
 

  

𝛼−𝛽 𝛼−𝛽 𝑛 

 
 

olduğu görülür. 

 
 

c) 𝑉𝑛+1 + 𝑠𝑉𝑛−1 = 𝛼𝑛+1 + 𝛽𝑛+1 + 𝑠 = 𝛼𝑛(𝛼 + 𝑠𝛼−1) + 𝛽𝑛(𝛼 + 𝑠𝛽−1) 

= 𝛼𝑛(𝛼 − 𝛼𝛽𝛼−1) + 𝛽𝑛(𝛽 − 𝛽𝛼𝛽−1) = 𝛼𝑛(𝛼 − 𝛽) − 𝛽𝑛(𝛼 − 𝛽) 

= (𝛼 − 𝛽)(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) = (𝛼 − 𝛽)2 
𝛼𝑛−𝛽𝑛 

= (𝑘2 + 4𝑠)𝑈 
 

𝛼−𝛽 𝑛 

 
 

elde edilir. 
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Teorem 1.1.8. Her 𝑛 ∈ ℤ için 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 𝑠) ve 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 𝑠) olmak üzere 

a) 𝛼2𝑛 = 𝑉𝑛𝛼𝑛 − (−𝑠)𝑛 
 

b) 𝛼2𝑛 = 𝑈𝑛𝛼𝑛√𝑘2 + 4𝑠 + (−𝑠)𝑛 

dir. 

 

 
İspat: Binet formülleri kullanılarak; 

 
 

a) 𝑉𝑛𝛼𝑛 − (−𝑠)𝑛 = (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)𝛼𝑛 − (−𝑠)𝑛 

= 𝛼2𝑛 + (𝛼𝛽)𝑛 − (−𝑠)𝑛 

= 𝛼2𝑛 + (−𝑠)𝑛 − (−𝑠)𝑛 

= 𝛼2𝑛 

 
 

elde edilir. 
 
 

b) 𝑈𝑛 𝛼𝑛√𝑘2 + 4𝑠 + (−𝑠)𝑛 = 
𝛼𝑛−𝛽𝑛 

𝛼𝑛√𝑘2 + 4𝑠 + (−𝑠)𝑛 
𝛼−𝛽 

= (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝛼𝑛 + (−𝑠)𝑛 

= 𝛼2𝑛 − (𝛼𝛽)𝑛 + (−𝑠)𝑛 

= 𝛼2𝑛 − (−𝑠)𝑛 + (−𝑠)𝑛 

= 𝛼2𝑛 

 
 

olduğu görülür. 

 
 

Bundan böyle 𝑘 ≥ 1 tam sayı olmak üzere 𝑈𝑛(𝑘, 1) ve 𝑉𝑛(𝑘, 1) dizileri ele 

alınacaktır. 

 
Teorem 1.1.9. Her 𝑛 ∈ ℤ için 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak üzere 

 

 

𝑈2 − 𝑘𝑈 𝑈 − 𝑈2 = (−1)𝑛−1 
𝑛 𝑛 𝑛−1 𝑛−1 

 
 

eşitliği sağlanır. 
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İspat: Binet formülleri kullanılırsa 
 

 

2 2 𝛼𝑛−𝛽𝑛 2 
 

 

𝛼𝑛−𝛽𝑛 
 

 

𝛼𝑛−1−𝛽𝑛−1 
 

 

𝛼𝑛−1−𝛽𝑛−1 2 
 

 𝑈𝑛 − 𝑘𝑈𝑛𝑈𝑛−1 − 𝑈𝑛−1 = ( ) 
𝛼−𝛽 

− 𝑘 ( ) ( 
𝛼−𝛽 

) − ( 
𝛼−𝛽 

) 
𝛼−𝛽 

= 
1 

(𝛼2𝑛 − 2(𝛼𝛽)𝑛 + 𝛽2𝑛 − 𝑘(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛) 
 

 

𝛼𝑛 

− 
𝛽𝑛

) − (
𝛼𝑛 

− 
𝛽𝑛 2

 
 

    

(𝛼−𝛽)2 
( 

𝛼 𝛽 
) ) 

𝛼 𝛽 

= 
1 

𝑘2+4 

= 
1 

𝑘2+4 

− 
1 

𝑘2+4 

= 
1 

𝑘2+4 

− 
1 

𝑘2+4 

= 
1 

𝑘2+4 

= 
1 

𝑘2+4 

(𝛼2𝑛 − 2(−1)𝑛 + 𝛽2𝑛 + 𝑘(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)(𝛼𝑛𝛽 − 𝛼𝛽𝑛) − (𝛼𝑛𝛽 − 𝛼𝛽2)2) 

(𝛼2𝑛 + 𝛽2𝑛 − 2(−1)𝑛 + 𝑘(𝛼2𝑛𝛽 − (𝛼𝛽)𝑛𝛼 − (𝛼𝛽)𝑛𝛽 + 𝛼𝛽2𝑛)) 

(𝛼2𝑛𝛽2 − 2(𝛼𝛽)𝑛+1 + 𝛼2𝛽2𝑛) 
 

(𝛼2𝑛(1 − 𝛽2) + 𝛽2𝑛(1 − 𝛼2) − 4(−1)𝑛 + 𝑘𝛼2𝑛𝛽 + 𝑘𝛼𝛽2𝑛) 

(𝑘(−1)𝑛(𝛼 + 𝛽)) 

(𝛼2𝑛(−𝛽𝑘) + 𝛽2𝑛(−𝛼𝑘) − 4(−1)𝑛 + 𝑘𝛼2𝑛𝛽 + 𝑘𝛼𝛽2𝑛 − 𝑘2(−1)𝑛) 

(−(−1)𝑛(𝑘2 + 4)) = 
(−1)𝑛 

= (−1)𝑛−1 
−1 

 
 

elde edilir. 

 
 

Teorem 1.1.10. Her 𝑛 ∈ ℤ için 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) olmak üzere 
 

 

𝑉2 − 𝑘𝑉 𝑉 − 𝑉2 = (−1)𝑛(𝑘2 + 4) 
𝑛 𝑛 𝑛−1 𝑛−1 

 
 

eşitliği sağlanır. 

 
 

İspat: Binet formülleri kullanılarak 
 

 

𝑉2 − 𝑘𝑉 𝑉 − 𝑉2 = (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)2 − 𝑘(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)(𝛼𝑛−1 + 𝛽𝑛−1) 
𝑛 𝑛 𝑛−1 𝑛−1 

−(𝛼𝑛−1 + 𝛽𝑛−1)2 

 
= 𝛼2𝑛 + 2(𝛼𝛽)𝑛 + 𝛽2𝑛 − 𝑘(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛) 

 

 
𝛼𝑛 𝛽𝑛 

( + 

 
 

𝛼𝑛 𝛽𝑛 2 
) − ( + ) 

𝛼 𝛽 𝛼 𝛽 

= 𝛼2𝑛 + 2(−1)𝑛 + 𝛽2𝑛 + 𝑘(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)(𝛼𝑛𝛽 + 𝛼𝛽𝑛) − (𝛼𝑛𝛽 + 𝛼𝛽𝑛)2 

= 𝛼2𝑛 + 2(−1)𝑛 + 𝛽2𝑛 + 𝑘(𝛼2𝑛𝛽 + (𝛼𝛽)𝑛𝛼 + (𝛼𝛽)𝑛𝛽 + 𝛼𝛽2𝑛) 

−(𝛼2𝑛𝛽2 + 2(𝛼𝛽)𝑛+1 + 𝛼2𝛽2𝑛) 
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= 𝛼2𝑛 + 2(−1)𝑛 + 𝛽2𝑛 + 𝑘𝛼2𝑛𝛽 + 𝑘(−1)𝑛𝛼 + 𝑘(−1)𝑛𝛽 + 𝑘𝛼𝛽2𝑛 

−𝛼2𝑛𝛽2 + 2(−1)𝑛 − 𝛼2𝛽2𝑛 

= 𝛼2𝑛(1 + 𝑘𝛽) + 𝛽2𝑛(1 + 𝑘𝛼) + 4(−1)𝑛 + 𝑘(−1)𝑛(𝛼 + 𝛽) − 𝛼2𝑛𝛽2 − 𝛼2𝛽2𝑛 

= 𝛼2𝑛𝛽2 + 𝛽2𝑛𝛼2 + 4(−1)𝑛 + 𝑘2(−1)𝑛 − 𝛼2𝑛𝛽2 − 𝛼2𝛽2𝑛 = (−1)𝑛(𝑘2 + 4) 

 
 

olduğu görülür. 

 
 

Teorem 1.1.11. Her 𝑛 ∈ ℤ için 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) olmak üzere 

 

𝑉2 − (𝑘2 + 4)𝑈2 = 4(−1)𝑛 
𝑛 𝑛 

 
 

eşitliği sağlanır. 

 
 

İspat: Binet formülleri kullanılırsa 
 

 

𝑉2 − (𝑘2 + 4)𝑈2 = (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)2 ( 2 ) 𝛼
𝑛−𝛽𝑛 2 

 
 

𝑛 𝑛 − 𝑘 + 4 ( ) 
𝛼−𝛽 

= 𝛼2𝑛 + 2(𝛼𝛽)2 + 𝛽2𝑛 − (𝑘2 + 4) 
𝛼2𝑛−2(𝛼𝛽)𝑛+𝛽2𝑛

 

𝑘2+4 

= 𝛼2𝑛 + 2(−1)𝑛 + 𝛽2𝑛 − 𝛼2𝑛 + 2(−1)𝑛 − 𝛽2𝑛 

= 4(−1)𝑛 
 
 

elde edilir. 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 2. BAZI DİYOFANT DENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ 

 

 

 
Bu bölümde 𝑘 pozitif tam sayı olmak üzere 

 
 

𝑥𝟐 − 𝑘𝑥𝑦 ± 𝑦2 = ±1, 

𝑥2 − (𝑘2 ± 4)𝑦2 = ±4, 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = ±(𝑘2 + 4), 

𝑥2 − (𝑘2 + 1)𝑦2 = ±1, 

 
 

denklemlerinin pozitif tamsayı çözümleri genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayı 

dizilerinin terimleri cinsinden elde edilecektir. Bu denklemlerin pozitif tamsayı 

çözümleri literatürde mevcut olup bunun için [7] ve [8] nolu kaynaklara, özellikle [5] 

nolu tezin kendisine ve kaynaklarına bakılabilir. 

 
2.1. 𝒙𝟐 − 𝒌𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 = ±𝟏 Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

 
 

Tanım 2.1.1. 𝑅 boştan farklı bir küme ve " + " ile " ∙ " 𝑅 üzerinde tanımlı iki işlem 

olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝑅’ye bir halkadır denir. Bu halka (𝑅, +,∙) 

veya kısaca 𝑅 ile gösterilir. 

R1) (𝑅, +) değişmeli gruptur. 

R2) Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 

𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 dir. 

R3) Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 

𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) + (𝑎 ∙ 𝑐) ve (𝑏 + 𝑐) ∙ 𝑎 = (𝑏 ∙ 𝑎) + (𝑐 ∙ 𝑎) dir. 

 
 

Tanım 2.1.2. (𝑅, +,∙) halkasının “∙ " işlemine göre birim elemanı varsa bu halkaya 

birimli halka denir. 
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Tanım 2.1.3. (𝑅, +,∙) birimli bir halka ve (𝑅, +,∙) nin birimi 1𝑅 ile gösterilsin. 𝑥 ∈ 𝑅 

için 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑦 ∙ 𝑥 = 1𝑅 olan bir 𝑦 ∈ 𝑅 varsa 𝑥 elemanına bir birimsel eleman denir. 
 

 

Teorem 2.1.4. 𝑘 ≥ 1 olmak üzere 𝛼 = 
𝑘+√𝑘2+4

, 𝛽 = 
𝑘−√𝑘2+4 

için 
2 2 

 
 

ℤ[𝛼] = {𝑎𝛼 + 𝑏|𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} 
 
 

halkasının birimsel elemanları kümesi {±𝛼𝑛|𝑛 ∈ ℤ} dir [7]. 
 

 
Teorem 2.1.5. 𝑘 ≥ 1 olmak üzere 𝛼 = 

𝑘+√𝑘2+4
, 𝛽 = 

𝑘−√𝑘2+4 
için 

2 2 

 
 

ℤ[𝛼] = {𝑎𝛼 + 𝑏|𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} 
 
 

halkasında, 𝑎𝛼 + 𝑏 nin birimsel eleman olması için gerekli ve yeterli şart 

 
 

𝑎2 − 𝑘𝑎𝑏 − 𝑏2 = ±1 
 
 

eşitliğinin sağlanmasıdır [7]. 

 
 

Teorem 2.1.6. 𝑘 ≥ 1 bir tamsayı olsun. 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = ±1 
 
 

olacak biçimde 𝑥, 𝑦 pozitif tamsayılarının olması için gerekli ve yeterli şart 𝑛 ≥ 2 

doğal sayısının 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛(𝑘, 1), 𝑈𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

olacak biçimde mevcut olmasıdır. 

 
 

İspat: Eğer (𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑛(𝑘, 1), 𝑈𝑛−1(𝑘, 1)) ise 
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𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑈2(𝑘, 1) − 𝑘𝑈 

 
(𝑘, 1)𝑈 (𝑘, 1) − 𝑈2 (𝑘, 1) = (−1)𝑛−1 = ±1 

𝑛 𝑛 𝑛−1 𝑛−1 

 
 

eşitliğinin sağlandığı Teorem 1.1.9’ dan görülür. Şimdi 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = ±1 

 
 

olan 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 tam sayıları mevcut olsun. O halde Teorem 2.1.5’ e göre 𝛼𝑥 + 𝑦 

birimsel elemandır ve 𝛼𝑥 + 𝑦 > 1 dir. Burada 
 

 

𝛼 = 
𝑘+√𝑘2+4 

2 

 
 

olduğundan 𝛼 > 1 olduğuna dikkat edelim. Öte yandan Teorem 2.1.4’e göre 

 
 

𝛼𝑥 + 𝑦 = 𝛼𝑛 

 
 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 2 vardır. Önerme 1.1.3’ ün (a) şıkkındaki özelliğinden dolayı 

 
 

𝛼𝑥 + 𝑦 = 𝛼𝑛 = 𝛼𝑈𝑛(𝑘, 1) + 𝑈𝑛−1(𝑘, 1) 

 

olduğu görülür. Buradan 𝑥 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) ve 𝑦 = 𝑈𝑛−1(𝑘, 1) elde edilir. 

 

Teorem 2.1.7. 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 1 denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥  

1 olmak üzere 

 
(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1)) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: Eğer (𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1)) ise Teorem 1.1.9 kullanılarak 

 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑈2 (𝑘, 1) − 𝑘𝑈2𝑛+1(𝑘, 1)𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑈2 (𝑘, 1) = (−1)2𝑛 = 1 
2𝑛+1 2𝑛 
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olduğu görülür. Şimdi 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 1 

 
 

denklemini sağlayan 𝑥 ve 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut olsun. Teorem 2.1.6’ ya göre 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑚(𝑘, 1), 𝑈𝑚−1(𝑘, 1)) 

 

olacak biçimde 𝑚 ≥ 2 doğal sayısı vardır. Böylece Teorem 1.1.9 kullanılırsa 
 

 

1 = 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑈2 (𝑘, 1) − 𝑘𝑈 (𝑘, 1)𝑈 (𝑘, 1) − 𝑈2 (𝑘, 1) = (−1)𝑚−1 
𝑚 𝑚 𝑚−1 𝑚−1 

 
 

eşitliği elde edilir. O zaman 𝑚 tektir. Dolayısıyla 𝑚 = 2𝑛 + 1 olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 

doğal sayısı vardır. O halde 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑚(𝑘, 1), 𝑈𝑚−1(𝑘, 1)) = (𝑈2𝑛+1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1)) 

 

elde edilir. 

 
 

Teorem 2.1.8. 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −1 denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 

𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: (𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) ise Teorem 1.1.9 kullanılırsa 

 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2  =  𝑈2  (𝑘, 1) − 𝑘𝑈2𝑛(𝑘, 1)𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑈2 (𝑘, 1) 
2𝑛 

= (−1)2𝑛−1 = −1 

2𝑛−1 

 
 

olduğu görülür. 
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𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −1 
 
 

denklemini sağlayan 𝑥, 𝑦 pozititf tam sayıları mevcut olsun. Teorem 2.1.6’ ya göre 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑚(𝑘, 1), 𝑈𝑚−1(𝑘, 1)) 

 

olacak biçimde 𝑚 ≥ 2 vardır. O halde Teorem 1.1.9 kullanılırsa 
 

 

−1 = 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 −  𝑦2 

= 𝑈2 (𝑘, 1) − 𝑘𝑈 

 
 
(𝑘, 1)𝑈 

 

(𝑘, 1) − 𝑈2 (𝑘, 1) 
𝑚 𝑚 

= (−1)𝑚−1 

𝑚−1 𝑚−1 

 
 

elde edilir. O zaman 𝑚 çifttir ve dolayısıyla 𝑚 = 2𝑛 yazılabilir. Buradan 𝑛 ≥ 1 

olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈𝑚(𝑘, 1), 𝑈𝑚−1(𝑘, 1)) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

olduğu görülür. 

 
 

2.2. 𝒙𝟐 − (𝒌𝟐 + 𝟒)𝒚𝟐 = ±𝟒 Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

Teorem 2.2.1. 𝑘 ≥ 1 olsun. Bu durumda 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4 
 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1)) 

 

ile verilir. 
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İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4 denkleminin bir pozitif tam sayı çözümü olsun. 

Bu denklem 

 
𝑥2 − 𝑘2𝑦2 − 4𝑦2 = 4 

 
 

şeklinde yeniden düzenlenirse 𝑥2 − 𝑘2𝑦2 ‘nin çift olduğu görülür. O halde 𝑥 ve 𝑘𝑦 

aynı anda çift veya aynı anda tek tam sayılardır. 𝑢 = 
𝑥+𝑘𝑦 

ve 𝑣 = 𝑦 olsun. O zaman 
2 

 
 

𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 − 𝑣2 
𝑥+𝑘𝑦 2 

= ( ) 
2 

 

− 𝑘𝑦 

 

𝑥+𝑘𝑦 

2 
− 𝑦2 

= 
𝑥2+2𝑘𝑥𝑦+𝑘2𝑦2−2𝑘𝑥𝑦−2𝑘2𝑦2−4𝑦2 

4 

𝑥2−(𝑘2+4)𝑦2 
= = 1 

4 

 
 

olur. Teorem 2.1.7’ye göre 𝑢 = 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) ve 𝑣 = 𝑦 = 𝑈2𝑛(𝑘, 1) olan 𝑛 ≥ 1 

tamsayısı vardır. Böylece 𝑢 = 
𝑥+𝑘𝑦 

olduğu kullanılırsa 
2 

 
 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑦 

= 2𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) − 𝑘𝑈2𝑛(𝑘, 1) 

= 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) − 𝑘𝑈2𝑛(𝑘, 1) 

= 𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) 

= 𝑉2𝑛(𝑘, 1) 

 

bulunur. Yani 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1)) 

 

şeklindedir. Diğer yandan yukarıdaki eşitlik sağlanıyorsa Teorem 1.1.11’ den 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 𝑉2 (𝑘, 1) − (𝑘2 + 4)𝑈2 (𝑘, 1) = 4(−1)2𝑛 = 4 
2𝑛 2𝑛 

 
 

olduğu görülür. 
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Teorem 2.2.2. 𝑘 ≥ 1 olsun. Bu durumda 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4 

 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4 denkleminin bir pozitif tam sayı  çözümü  

olsun. Bu durumda 

 
𝑥2 − 𝑘2𝑦2 − 4𝑦2 = −4 

 

bulunur. Dolayısıyla 𝑥2 − 𝑘2𝑦2 çift olur. O halde 𝑥 ve 𝑘𝑦 aynı anda çift veya aynı 

anda tek tam sayılardır. 𝑢 = 
𝑥+𝑘𝑦 

ve 𝑣 = 𝑦 olsun. O zaman 
2 

 
 

𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 − 𝑣2 
𝑥+𝑘𝑦 2 

= ( ) 
2 

 

− 𝑘𝑦 
𝑥+𝑘𝑦 

2 
− 𝑦2 

= 
𝑥2+2𝑘𝑥𝑦+𝑘2𝑦2−2𝑘𝑥𝑦−2𝑘2𝑦2−4𝑦2 

4 

= 
𝑥2−(𝑘2+4)𝑦2 

= 
−4 

= −1
 

4 4 

 
 

elde edilir. Böylece Teorem 2.1.8’ e göre 𝑢 = 𝑈2𝑛(𝑘, 1) ve 𝑣 = 𝑦 = 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 tamsayısı vardır. Şimdi 𝑥 değerini bulmak için 𝑢 = 
𝑥+𝑘𝑦

 
2 

olduğu kullanılırsa 

 
 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑦 = 2𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑘𝑈2𝑛−1 

= 𝑈2𝑛(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑘𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) 

= 𝑈2𝑛(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1) 

= 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1) 
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bulunur. Yani 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

dir. Şimdi de yukarıda verilen bu ikilinin 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4 

 
 

denklemini sağladığını gösterelim. Gerçekten 𝑥 ve 𝑦 denklemde yerine yazılır ve 

Teorem 1.1.11 kullanılırsa 

 
𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 𝑉2 (𝑘, 1) − (𝑘2 + 4)𝑈2 (𝑘, 1) = 4(−1)2𝑛−1 = −4 

2𝑛−1 2𝑛−1 

 
 

olduğu görülür. 

 
 

2.3. 𝒙𝟐 − 𝒌𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 = ±(𝒌𝟐 + 𝟒) Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

Teorem 2.3.1. 𝑘 ≥ 1 ve 𝑘2 + 4 karesiz olsun. Bu durumda 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘2 + 4 

 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘2 + 4 denkleminin bir pozitif tam sayı çözümü 

olsun. Bu denklem −4 ile çarpılırsa 

 
4𝑦2 + 4𝑘𝑥𝑦 − 4𝑥2 = −4(𝑘2 + 4) 
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olur. Son denklem tam kareye tamamlanırsa ve yeniden düzenlenirse 

(2𝑦 + 𝑘𝑥)2 − (𝑘2 + 4)𝑥2  =  −4(𝑘2 + 4) (1.1) 

elde edilir. Bu durumda 𝑘2 + 4|(2𝑦 + 𝑘𝑥)2 olur. 𝑘2 + 4 karesiz olduğundan 

𝑘2 + 4|2𝑦 + 𝑘𝑥 dir. Dolayısıyla 

 
 

2𝑦 + 𝑘𝑥 = (𝑘2 + 4)𝑎 
 
 

olacak şekilde pozitif 𝑎 tam sayısı vardır. (𝑘2 + 4)𝑎 değeri (1.1)’ de yerine yazılırsa 

ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

 
𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑎2 = 4 

 
 

denklemi elde edilir. Teorem 2.2.1’e göre 𝑥 = 𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑎 = 𝑈2𝑛(𝑘, 1) olacak 

biçimde 𝑛 ≥ 1 tamsayısı vardır. Böylece 

 
2𝑦 + 𝑘𝑥 = (𝑘2 + 4)𝑎 

 
 

eşitliğinden 

 
 

𝑦 = 
(𝑘2+4)𝑈2𝑛(𝑘,1)−𝑘𝑉2𝑛(𝑘,1) 

=
 𝑉2𝑛+1+𝑉2𝑛−1(𝑘,1)−𝑘𝑉2𝑛(𝑘,1) 

=
 𝑉2𝑛−1(𝑘,1)+𝑉2𝑛−1(𝑘,1)  

2 2 2 

= 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1) 

 

bulunur. Dolayısıyla 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1)) 
 
 

olur. Şimdi de yukarıda verilen bu ikilinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘2 + 4 
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denklemini sağladığını gösterelim. Gerçekten 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde yerine 

yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2  = 𝑉2  (𝑘, 1) − 𝑘𝑉2𝑛(𝑘, 1)𝑉2𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑉2 (𝑘, 1) 

2𝑛 

= (−1)2𝑛(𝑘2 + 4) 

= 𝑘2 + 4 
 
 

olduğu Teorem 1.1.10’ dan görülür. 

2𝑛−1 

 
 

Teorem 2.3.2. 𝑘 ≥ 1 ve 𝑘2 + 4 karesiz olsun. Bu durumda 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −(𝑘2 + 4) 
 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −(𝑘2 + 4) denkleminin bir pozitif tam sayı çözümü 

olsun. Bu denklem −4 ile çarpılırsa 

 
4𝑦2 + 4𝑘𝑥𝑦 − 4𝑥2 = 4(𝑘2 + 4) 

 
 

olur. Denklem tam kareye tamamlanırsa 

 
 

(2𝑦 + 𝑘𝑥)2 − (𝑘2 + 4)𝑥2  =  4(𝑘2 + 4) (1.2) 

 
 

denklemi elde edilir. Dolayısıyla 𝑘2 + 4|(2𝑦 + 𝑘𝑥)2 olur. Üstelik 𝑘2 + 4 karesiz 

olduğundan 𝑘2 + 4|2𝑦 + 𝑘𝑥 olduğu görülür. O halde 

 
2𝑦 + 𝑘𝑥 = (𝑘2 + 4)𝑎 
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olan 𝑎 > 0 vardır. (𝑘2 + 4)𝑎 değeri (1.2)’de yerine yazılırsa 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑎2 = −4 

 
 

elde edilir. Dolayısıyla Teorem 2.2.2’ye göre 𝑥 = 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑎 = 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 tamsayısı vardır. Şimdi 𝑦 değerini bulmak için 

 
 

2𝑦 + 𝑘𝑥 = (𝑘2 + 4)𝑎 

 
 

eşitliği kullanılırsa 

 
 

𝑦 = 
(𝑘2+4)𝑎−𝑘𝑥 

= 
(𝑘2+4)𝑈2𝑛−1(𝑘,1)−𝑘𝑉2𝑛−1(𝑘,1) 

2 2 

= 
𝑉 2𝑛(𝑘,1)+𝑉2𝑛−2(𝑘,1)−𝑘𝑉2𝑛−1(𝑘,1) 

2 

=
 𝑉2𝑛−2(𝑘,1)+𝑉2𝑛−2(𝑘,1) 

2 

= 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1) 

 

bulunur. Dolayısıyla 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

olur. Ayrıca yukarıda verilen bu ikilinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −(𝑘2 + 4) 

 
 

denklemini sağladığını görmek kolaydır. 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde yerine yazılırsa 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑉2 (𝑘, 1) − 𝑘𝑉2𝑛−1(𝑘, 1)𝑉2𝑛−2(𝑘, 1) − 𝑉2 (𝑘, 1) 
2𝑛−1 

= (−1)2𝑛−1(𝑘2 + 4) 

= −(𝑘2 + 4) 

 
 

olduğu Teorem 1.1.10’ dan görülür. 

2𝑛−2 
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2.4. 𝒙𝟐 − (𝒌𝟐 + 𝟏)𝒚𝟐 = ±𝟏 Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

Teorem 2.4.1. 𝑘 ≥ 1 ve 𝑘 ≠ 2 olsun. Bu durumda 

𝑥2 − (𝑘2 + 1)𝑦2 = 1 

 
 

denkleminin pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 
 

 

(𝑥, 𝑦) = (
𝑉2𝑛(2𝑘,1) 

, 𝑈 (2𝑘, 1)) 
2 2𝑛 

 
 

ile verilir [8]. 

 
 

Teorem 2.4.2. 𝑘 ≥ 1 ve 𝑘 ≠ 2 olsun. 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 1)𝑦2 = −1 

 
 

denkleminin pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 
 

 

(𝑥, 𝑦) = (
𝑉2𝑛−1(2𝑘,1) , 𝑈  

(2𝑘, 1)) 
2 2𝑛−1 

 
 

ile verilir [8]. 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

 

 
[9] numaralı kaynakta yazarlar tarafından 𝑘 > 3 olmak üzere, 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = ±(𝑘 ± 2), 

𝑥2 − (𝑘2 − 4)𝑦2 = ±4(𝑘 ± 2), 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 + 𝑦2 = ±(𝑘2 − 4)(𝑘 ± 2), 

𝑥2 − (𝑘2 + 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = −𝑘2, 

𝑥2 − (𝑘2 ± 2)𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑘2, 

𝑥2 + 4𝑥𝑦 − [(𝑘2 − 2)𝑦]2 = 4𝑘2 
 
 

denklemlerinin tüm pozitif tam sayı çözümleri genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas 

dizilerinin terimleri cinsinden ifade edilmiştir. Bu çalışmada 𝑘 asal sayı ve 𝑝 tek asal 

sayı olmak üzere 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = ±𝑘, 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = ±4𝑘, 

𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = ±2𝑝, 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = ±𝑘(𝑘2 + 4) 
 
 

denklemleri ele alınacaktır. Bu denklemlerin pozitif tam sayılardaki tüm çözümleri 

genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri cinsinden elde edilecektir. 

Bu denklemlerin çözümleri literatürde mevcut değildir. 

 
3.1. 𝒙𝟐 − 𝒌𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 = ±𝒌 Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

 
 

Teorem 3.1.1. 𝑘 asal sayı olsun. O zaman 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘 denkleminin tüm 

pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 ve 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak üzere 
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(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘 denkleminin bir pozitif tam sayı çözümü olsun. 

 
 

𝑥2 − 𝑦2 = 𝑘𝑥𝑦 + 𝑘 
 
 

olup 𝑥2 − 𝑦2 > 0 dır. 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olsun. Bu durumda 

 
 

4𝑢𝑣 − 𝑘(𝑢2 − 𝑣2) = 4𝑘 
 
 

dır ve böylece 

 
 

4𝑢𝑣 = 4𝑘 + 𝑘(𝑢2 − 𝑣2) 
 
 

elde edilir. Şu halde 𝑘|𝑢𝑣 olur. 𝑘|𝑣 olsun. O zaman 
 

 

4𝑢 (
𝑣
 ) − 𝑢2 + 𝑣2 = 4 
𝑘 

 
 

ve buradan 
 
 

𝑢2 − 𝑣2 − 4𝑢 
𝑣
 
𝑘 

= −4 

 
 

yazılabilir. Kolaylıkla 𝑘𝑢 − 2𝑣 > 0 olduğu gösterilebilir. Denklem tam kareye 

tamamlanırsa 
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𝑢 − 2 = 𝑉 

 

 

 
(𝑢 − 2 

 

𝑣 2 
) 

 
− (𝑘2 

 
+ 4) 

 
(

𝑣
) 

 
= −4 

𝑘 𝑘 

 

 
elde edilir. Teorem 2.2.2’ye göre 𝑣 

 

 
ve 𝑣 = 𝑈 

 

 
olacak biçimde 𝑛 ≥ 

𝑘 2𝑛−1 𝑘 2𝑛−1 

1 tamsayısı mevcuttur. Buradan 𝑢 ve 𝑣 değerlerinin 
 
 

𝑢 = 𝑉 
𝑣

 
 

 

+ 𝑉 , 

2𝑛−1 + 2 
𝑘 

= 2𝑈2𝑛−1 

𝑣 = 𝑘𝑈2𝑛−1 

2𝑛−1 

 
 

biçiminde olduğu görülür. Ayrıca 𝑥 ve 𝑦 değerleri 

 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
2𝑈2𝑛−1+𝑉2𝑛−1+𝑘𝑈2𝑛−1 = 

𝑘𝑈2𝑛−1+2𝑈2𝑛−1+𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−2 

2 2 2 

= 
𝑘 𝑈2𝑛−1+𝑈2𝑛−2+2𝑈2𝑛−1+𝑈2𝑛 = 

𝑈 2𝑛+𝑈2𝑛+2𝑈2𝑛−1 = 𝑈 + 𝑈 , 
2 2 2𝑛 2𝑛−1 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
2𝑈2𝑛−1+𝑉2𝑛−1−𝑘𝑈2𝑛−1 = 

2𝑈2𝑛−1+𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−2−𝑘𝑈2𝑛−1 

2 2 2 

=
 2𝑈2𝑛−1+2𝑈2𝑛−2 = 𝑈 + 𝑈 

2 2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

olarak bulunur. Şu halde 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

elde edilir. Şimdi yukarıdaki bu ikilinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘 
 
 

denkleminin bir çözümü olduğunu gösterelim. 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde yerine 

yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1)2 − 𝑘(𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1)(𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

−(𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2)2
 

=  𝑈2    + 2𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 + 𝑈2 − 𝑘(𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1  + 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−2  + 𝑈2 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2) 
2𝑛 2𝑛−1 2𝑛−1 

−(𝑈2 + 2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 

2 
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2𝑛−1 

2𝑛−1 

2𝑛−1 

2𝑛−1 

 
 

=  𝑈2    + 2𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 + 𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−2 − 𝑘𝑈2
 

2𝑛 2𝑛−1 2𝑛−1 
−𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2 − 2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2

 
2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑈2𝑛(𝑈2𝑛 − 𝑘𝑈2𝑛−1) + 2𝑈2𝑛−1(𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−2) − 𝑈2𝑛−2(𝑘𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−2) 

−𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 

 
olup burada 𝑈2𝑛 yerine 𝑘𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2 ve 𝑘𝑈2𝑛 yerine de 𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛−1 yazılırsa 

 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−2 + 2𝑈2𝑛−1𝑘𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2(𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

−𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 

=  𝑈2𝑛−2(𝑈2𝑛  − 𝑘𝑈2𝑛−1) + 2𝑘𝑈2 − 𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2
 

 
2 
2𝑛−1 

2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−2  + 𝑘𝑈2 + 𝑈2𝑛−2(𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛+1) − 𝑈2
 

2𝑛−1 

= 𝑈2 + 𝑘𝑈2 + 𝑈2𝑛−2(−𝑘𝑈2𝑛) − 𝑈2 
2𝑛−2 

2𝑛−2 2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑈2 − 𝑈2 + 𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−2 
2𝑛−2 2𝑛−2 2𝑛−1 

= 𝑘(𝑈2 − 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−2) 

 

elde edilir. Şimdi de 𝑈2𝑛 yerine 𝑘𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2 yazılırsa 

 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(𝑈2 − 𝑈2𝑛−2(𝑘𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2)) 

= 𝑘(𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

bulunur. Teorem 1.1.9’ dan dolayı 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(−1)2𝑛−2 = 𝑘 

olur. Şimdi de 𝑘|𝑢 olsun. Dolayısıyla 

4𝑢𝑣 − 𝑘(𝑢2 − 𝑣2) = 4𝑘 

denkleminden 

−𝑘𝑈 
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( 

 

 
 

4 
𝑢
) 𝑣 − 𝑢2 
𝑘 

+ 𝑣2 = 4 

 
 

yazılabilir. Bu denklem 
 

 
 

(𝑣 + 2 
𝑢 2 
) 

𝑘 
− (𝑘2 + 4) 

𝑢 2 
( ) = 4 

𝑘 

 
 

olarak yeniden düzenlenebilir. Böylece, 𝑛 ≥ 1 olmak üzere Teorem 2.2.1’e göre 𝑣 + 
𝑢 𝑢 2 = 𝑉    (𝑘, 1) ve = 𝑈 

  

(𝑘, 1) yazılabilir. Buradan 𝑢 ve 𝑣 değerleri sırasıyla 
𝑘 2𝑛 𝑘 2𝑛 

 
 

𝑢 = 𝑘𝑈2𝑛, 

𝑢 
𝑣 = 𝑉2𝑛 − 2 

𝑘 
= 𝑉2𝑛 − 2𝑈2𝑛 = 𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛−1 − 2𝑈2𝑛 

 
olarak bulunur. Bu durumda 𝑥 ve 𝑦 sırasıyla 

 
 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑘𝑈2𝑛+𝑈2𝑛+1+𝑈2𝑛−1−2𝑈2𝑛 

2 2 

=
 2𝑈2𝑛+1−2𝑈2𝑛 

2 

= 𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑘𝑈2𝑛−𝑈2𝑛+1−𝑈2𝑛−1+2𝑈2𝑛 

2 2 

=
 𝑘𝑈2𝑛−(𝑈2𝑛+1+𝑈2𝑛−1−2𝑈2𝑛) 

2 

= 
𝑘 𝑈2𝑛−(𝑘𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−1+𝑈2𝑛−1−2𝑈2𝑛) 

2 

=
 2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−1 

2 

= 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1 

 

olarak elde edilir. Dolayısıyla 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

 

dir. Şimdi de yukarıdaki bu ikilinin 
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2𝑛−1 

2𝑛 

2𝑛 

2𝑛 

2𝑛 

 

 

 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘 
 
 

denkleminin çözümü olduğunu gösterelim. 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde yerine 

yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛)2 − 𝑘(𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛)(𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

−(𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1)2
 

= 𝑈2 − 2𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 + 𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 
2𝑛+1 2𝑛 

−𝑈2 + 2𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2
 

2𝑛 

2𝑛 2𝑛−1 
= 𝑈2 − 2𝑈2𝑛(𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛−1) − 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 + 𝑘𝑈2

 
2𝑛+1 

−𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2
 

 
olup burada 𝑈2𝑛+1 = 𝑘𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1 olduğu kullanılırsa 

2𝑛 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑈2 − 2𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛 + 𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 

−𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2
 

2𝑛+1 2𝑛 

2𝑛−1 
= 𝑈2𝑛+1(𝑈2𝑛+1 − 𝑘𝑈2𝑛) − 𝑘𝑈2 + 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2

 
2𝑛 

= 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 + 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2 − 𝑈2𝑛−1(𝑘𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1) 

= 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 + 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2 − 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 

2𝑛−1 

= 𝑘𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2
 

= 𝑘(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−1 − 𝑈2 ) 

 
elde edilir. Şimdi de 𝑈2𝑛+1 yerine 𝑘𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1 değeri yazılırsa 

 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 + 𝑈2 − 𝑈2 ) 
2𝑛−1 2𝑛 

=  −𝑘(𝑈2   − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2 ) 
2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olur. Teorem 1.1.9 kullanılarak 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘(−1)2𝑛+1 = −𝑘(−1) = 𝑘 

 
 

olduğu görülür. 
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Teorem 3.1.2. 𝑘 asal sayı olsun. O zaman 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘 
 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) ve 𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: (𝑥, 𝑦), 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘 denkleminin pozitif bir tam sayı çözümü olsun. 

𝑢 = 𝑘𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 olsun. Bu denklem 𝑢 ve 𝑣’ nin bu değerlerine göre yeniden 

düzenlenirse 

 
𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 − 𝑣2 = 𝑘 

 
 

olur. Bu denklemin pozitif tam sayı çözümleri 𝑛 ≥ 1 ve 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak üzere 

Teorem 3.1.1’ e göre 

 
(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

 

şeklindedir. Birinci ikiliden yararlanarak 𝑥 ve 𝑦 değerleri sırasıyla 

 
 

𝑥 = 𝑣 = 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2, 
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2𝑛−2 

2𝑛−3 

 

 
 

𝑦 = 𝑢 − 𝑘𝑣 = 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−2 = 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3 

 

olarak bulunur. Yani 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

şeklindedir. Şimdi de diğer (𝑢, 𝑣) ikilisini kullanarak 𝑥 ve 𝑦 değerlerini sırasıyla 

 
 

𝑥 = 𝑣 = 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 

𝑦 = 𝑢 − 𝑘𝑣 = 𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛 − 𝑘𝑈2𝑛 + 𝑘𝑈2𝑛−1 = 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2 

 

olarak buluruz. Yani 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

şeklinde elde edilir. Şimdi 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘 
 
 

denklemi için bir çözüm olduğunu gösterelim. 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde yerine 

yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2)2 − 𝑘(𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2)(𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) − 

(𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3)2
 

= 𝑈2 + 2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑘𝑈2
 

2𝑛−1 2𝑛−2 2𝑛−2 
−𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2 − 2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2

 
2𝑛−2 2𝑛−3 

= 𝑈2𝑛−1(𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−2) + 2𝑈2𝑛−2(𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−3) − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑘𝑈2
 

−𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2
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2𝑛−2 

2𝑛−2 

2𝑛−3 

2𝑛−2 

 
 

=  𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3  + 2𝑈2𝑛−2𝑘𝑈2𝑛−2  − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 

2 
2𝑛−3 

=  𝑈2𝑛−3(𝑈2𝑛−1  − 𝑘𝑈2𝑛−2) + 𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑈2
 

2𝑛−2 2𝑛−3 

= 𝑈2 + 𝑘(𝑈2 − 𝑈2𝑛−3(𝑘𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3)) − 𝑈2 
2𝑛−3 2𝑛−2 2𝑛−3 

= 𝑘(𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2 ) 
2𝑛−2 2𝑛−3 

 
 

olup Teorem 1.1.9 kullanılırsa 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(−1)2𝑛−3 = −𝑘 

 

olduğu görülür. Şimdi de 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘 

 
 

denkleminin bir çözümü olduğunu gösterelim. Burada da 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde 

yerine yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2)2 − 𝑘(𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2)(𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

−(𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3)2
 

= 𝑈2 + 2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑘𝑈2
 

2𝑛−1 2𝑛−2 2𝑛−2 
−𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2 − 2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2

 
2𝑛−2 2𝑛−3 

= 𝑈2𝑛−1(𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−2) + 2𝑈2𝑛−2(𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−3) − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑘𝑈2
 

−𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2
 

=  𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3  + 2𝑈2𝑛−2𝑘𝑈2𝑛−2  − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 

2 
2𝑛−3 

=  𝑈2𝑛−3(𝑈2𝑛−1  − 𝑘𝑈2𝑛−2) + 𝑘𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 𝑈2
 

2𝑛−2 2𝑛−3 

= 𝑈2 + 𝑘(𝑈2 − (𝑘𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3)𝑈2𝑛−3) − 𝑈2 
2𝑛−3 2𝑛−2 2𝑛−3 

= 𝑘(𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2 ) 
2𝑛−2 2𝑛−3 

−𝑈 

−𝑈 



33 
 

 
 
 

olup Teorem 1.1.9’a göre 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(−1)2𝑛−3 = −𝑘 
 
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 
 

3.2. 𝒙𝟐 − (𝒌𝟐 + 𝟒)𝒚𝟐 = ±𝟒𝒌 Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

Teorem 3.2.1. 𝑘 asal olsun. O zaman 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘 

 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1), 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) ve 𝑛 ≥ 1 

olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1, 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: 𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘 olacak biçimde 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut olsun. 

Bu durumda 

 
𝑥2 − 𝑘2𝑦2 = 4𝑘 + 4𝑦2 

 
 

çift olacağından 𝑥 ve 𝑘𝑦 aynı anda çift veya aynı anda tektir. O halde 𝑢 = 
𝑥+𝑘𝑦

, 𝑣 = 
2 

𝑦 alınırsa 

 
 

𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 − 𝑣2 = 𝑘 
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elde edilir. Teorem 3.1.1’e göre bu denklemin pozitif tam sayı çözümleri 

 
 

(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

 

biçimindedir. Bu ikililerden yararlanarak 𝑥 ve 𝑦 değerlerini bulalım. Öncelikle 
 

 

𝑥+𝑘𝑦 
= 𝑈

 
 

+ 𝑈 
2 2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olsun. Buradan 𝑥 değeri 

 
 

𝑥 = 2𝑈2𝑛 + 2𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−1 − 𝑘 

= 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛 − 𝑘𝑈2𝑛−1 + 2𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−2 

= 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3 = 𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2 

 

olarak bulunur. Ayrıca 𝑦 = 𝑣 = 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2 olduğundan 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 
 
 

elde edilir. Şimdi de 𝑥+𝑘𝑦 = 𝑈 
 

− 𝑈 olsun. Buradan 𝑥 değerini 
2 2𝑛+1 2𝑛 

 
 

𝑥 = 2𝑈2𝑛+1 − 2𝑈2𝑛 − 𝑘𝑈2𝑛 + 𝑘𝑈2𝑛−1 

= 𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛+1 − 𝑘𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛 + 𝑘𝑈2𝑛−1 

= 𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−2 = 𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1 

 

olarak buluruz. Ayrıca 𝑦 = 𝑣 = 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1 olduğundan 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 
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2𝑛−2 

2𝑛−2 

2𝑛−2 

2𝑛−2 

2𝑛−2 

2𝑛−2 

 
 
 

elde edilir. Şimdi de 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘 
 
 

denklemini sağladığını gösterelim. Bu ikili denklemde yerine yazılırsa 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = (𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2)2 − (𝑘2 + 4)(𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2)2 

= 𝑉2 + 2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 + 𝑉2 − (𝑘2 + 4)(𝑈2 + 2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑉2 + 2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 + 𝑉2 − (𝑘2 + 4)𝑈2 − (𝑘2 + 4)2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 
2𝑛−1 

−(𝑘2 + 4)𝑈2 

2𝑛−2 2𝑛−1 

 
 

bulunur. Öte yandan, Teorem 1.1.11’ e göre 

 
 

𝑉2 − (𝑘2 + 4)𝑈2 =  4(−1)2𝑛−1 ve 𝑉2 − (𝑘2 + 4)𝑈2 = 4(−1)2𝑛−2 
2𝑛−1 2𝑛−1 2𝑛−2 2𝑛−2 

 
 

olduğundan 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4(−1)2𝑛−1 + 4(−1)2𝑛−2 + 2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 

−(𝑘2 + 4)2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 

=  2𝑘2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2  + 4𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 + 4𝑘𝑈2 + 8𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 2𝑘2𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 

−8𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 

=  2(2𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 + 2𝑘𝑈2 + 4𝑈2𝑛−2(𝑈2𝑛−3 − 𝑈2𝑛−1)) 

= 2(2𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 + 2𝑘𝑈2 + 4𝑈2𝑛−2(−𝑘𝑈2𝑛−2)) 

= 2(2𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 + 2𝑘𝑈2 − 4𝑘𝑈2 ) 
2𝑛−2 

= 2(2𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3 − 2𝑘𝑈2 ) 

= 4𝑘(𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−3  − 𝑈2 ) 

2𝑛−2 

 
 

olarak bulunur. Şimdi 𝑈2𝑛−3 yerine 𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−2 yazılırsa 
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𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘(𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

olur. Teorem 1.1.9’a göre 

 
 

𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2 = (−1)2𝑛−2
 

2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

olduğundan 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘(−1)2𝑛−2 = 4𝑘 

 
 

elde edilir. Şimdi de 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1, 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘 

 
 

denklemini sağladığını gösterelim. İkililer denklemde yerine yazılırsa 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = (𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1)2 − (𝑘2 + 4)(𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1)2 

= 𝑉2  − (𝑘2 + 4)𝑈2  + 𝑉2 − (𝑘2 + 4)𝑈2 − 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 
2𝑛 2𝑛 2𝑛−1 2𝑛−1 

+2(𝑘2 + 4)𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 

= (−1)2𝑛 + (−1)2𝑛−1 − 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 + 2(𝑘2 + 4)𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 

= −2(𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − (𝑘2 + 4)𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1) 

= −2((𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛−1)(𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−2) − (𝑘2 + 4)𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1) 

= −2(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − (𝑘2 + 4)𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1) 

= −2(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2) 

+2(𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛−1)(𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−2) + 8𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 

= −2(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2) 

+2(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2) + 8𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 

= −2(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛) 
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−2(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛−2 − 4𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1) 

= −4(𝑈2𝑛+1𝑈2𝑛−2 − 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1) 

= −4((𝑘𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1)(𝑈2𝑛 − 𝑘𝑈2𝑛−1) − 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1) 

=  −4(𝑘𝑈2     − 𝑘2𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−1𝑈2𝑛 − 𝑘𝑈2 − 𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1) 
2𝑛 

=  −4𝑘(𝑈2   − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2 ) 
2𝑛−1 

2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olur. Teorem 1.1.9’a göre 

 
 

𝑈2    − 𝑘𝑈2𝑛𝑈2𝑛−1 − 𝑈2 = (−1)2𝑛−1
 

2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olduğundan 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4𝑘(−1)2𝑛−1 = 4𝑘 
 
 

elde edilir. 

 
 

Teorem 3.2.2. 𝑘 asal olsun. O zaman 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4𝑘 
 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1), 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) ve 𝑛 ≥ 1 

olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−2 + 𝑉2𝑛−3, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

ile verilir. 
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İspat: 𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4𝑘 olan 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut olsun. Bu 

durumda 

 
𝑥2 − 𝑘2𝑦2 = −4𝑘 + 4𝑦2 

 

çift olacağından 𝑥 ve 𝑘𝑦 aynı anda çift ya da aynı anda tektir. O halde 𝑢 = 
𝑥+𝑘𝑦 

ve 
2 

𝑣 = 𝑦 alınırsa 

 
 

𝑢2 − 𝑘𝑢𝑣 − 𝑣2 = −𝑘 

 

elde edilir. Bu denklemin tüm pozitif tam sayı çözümleri Teorem 3.1.2’ ye göre 

 
 

(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

veya 

 
 

(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

biçimindedir. Öncelikle 

 
 

(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

için 

 
 

𝑦 = 𝑣 = 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3, 

𝑥+𝑘𝑦 
= 𝑈

 
 

+ 𝑈 
2 2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

olduğundan 𝑥 değeri 

 
 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑣 = 2𝑈2𝑛−1 + 2𝑈2𝑛−2 − 𝑘𝑈2𝑛−2 − 𝑘𝑈2𝑛−3 

= 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−2 − 𝑘𝑈2𝑛−3 
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= 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−3 + 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−4 

= 𝑉2𝑛−2 + 𝑉2𝑛−3 

 

olarak bulunur. Yani 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−2 + 𝑉2𝑛−3, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

dir. Şimdi de 

 
 

(𝑢, 𝑣) = (𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

için 

 
 

𝑦 = 𝑣 = 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2, 

𝑥+𝑘𝑦 
= 𝑈

 
 

− 𝑈 
2 2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olduğundan 

 
 

𝑥 = 2𝑢 − 𝑘𝑣 = 2𝑈2𝑛 − 2𝑈2𝑛−1 − 𝑘𝑈2𝑛−1 + 𝑘𝑈2𝑛−2 

= 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛 − 𝑘𝑈2𝑛−1 − 2𝑈2𝑛−1 + 𝑘𝑈2𝑛−2 

= 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−2 − 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−3 

= 𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2 

 

olarak elde edilir. Yani 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

dir. Şimdi 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−2 + 𝑉2𝑛−3, 𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3) 

 

ikilisini 
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2𝑛−3 

2𝑛−3 

2𝑛−3 

2𝑛−3 

 

 

 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4𝑘 

 
 

denkleminde   yerine   yazarak   çözüm olduğunu  gösterelim. 𝑥 ve 𝑦 değerleri 

denklemde yerine yazılırsa 

 
𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = (𝑉2𝑛−2 + 𝑉2𝑛−3)2 − (𝑘2 + 4)(𝑈2𝑛−2 + 𝑈2𝑛−3)2 

= 𝑉2 + 2𝑉2𝑛−2𝑉2𝑛−3 + 𝑉2 − (𝑘2 + 4)(𝑈2 + 2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 + 𝑈2 ) 
2𝑛−2 2𝑛−3 2𝑛−2 2𝑛−3 

= 𝑉2 + 2𝑉2𝑛−2𝑉2𝑛−3 + 𝑉2 − (𝑘2 + 4)𝑈2 − 2(𝑘2 + 4)𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 
2𝑛−2 

−(𝑘2 + 4)𝑈2 

2𝑛−3 2𝑛−2 

 
 

olduğu görülür. Teorem 1.1.11’ e göre 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4(−1)2𝑛−2 + 4(−1)2𝑛−3 + 2(𝑉2𝑛−2𝑉2𝑛−3 − 𝑘2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3) 

−8𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 

=  2𝑘2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3  + 4𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−4 + 4𝑘𝑈2 + 8𝑈2𝑛−3𝑈2𝑛−4 − 2𝑘2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 

−8𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 

=  2(2𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−4 + 2𝑘𝑈2 + 4𝑈2𝑛−3(𝑈2𝑛−4 − 𝑈2𝑛−2)) 
= 4(𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−4 + 𝑘𝑈2 − 2𝑘𝑈2 ) 

2𝑛−3 2𝑛−3 

= 4(𝑘𝑈2𝑛−2(𝑈2𝑛−2 − 𝑘𝑈2𝑛−3) − 𝑘𝑈2 ) 

= 4𝑘(𝑈2 − 𝑘𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−3 − 𝑈2 ) 
2𝑛−2 2𝑛−3 

 
 

elde edilir. Teorem 1.1.9’a göre 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘(−1)2𝑛−3 = −4𝑘 
 
 

bulunur. Benzer yolla 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4𝑘 
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denkleminin çözümü olduğu gösterilebilir. 

 
 

3.3. 𝒙𝟐 − 𝟐𝒑𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 = ±𝟐𝒑 Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

Teorem 3.3.1. 𝑝 tek asal sayı olsun. 

𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = 2𝑝 

 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑘 = 2𝑝, 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) ve 𝑛 ≥ 1 olmak 

üzere 

 
(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: 𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = 2𝑝 olacak biçimde 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut olsun. 

Bu durumda 𝑥2 − 𝑦2 çift olur. O zaman 𝑥 ve 𝑦 aynı anda çift  ya  da aynı anda tek 

tam sayılardır. 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olsun. Bu durumda 𝑢, 𝑣 çifttir. 

 
𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑝𝑥𝑦 = 2𝑝 

 
 

olduğundan 
 

 

𝑢2−𝑣2 
𝑢𝑣 − 2𝑝 ( 

4 
) = 2𝑝 

 
 

olur. Denklem düzenlenirse 

 
 

4𝑢𝑣 − 2𝑝(𝑢2 − 𝑣2) = 8𝑝 
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( 

2 

 
 
 

elde edilir. 𝑢 = 2𝑎, 𝑣 = 2𝑏 (𝑎, 𝑏 pozitif tamsayılar) olsun. O zaman 

 
 

4𝑢𝑣 − 2𝑝(𝑢2 − 𝑣2) = 8𝑝 
 
 

olup buradan 

 
 

2𝑎𝑏 − 𝑝(𝑎2 − 𝑏2) = 𝑝 

 
 

yazılabilir. Dolayısıyla 𝑝|2𝑎𝑏 ve 𝑝 tek olduğundan 𝑝|𝑎𝑏 dir. 𝑝|𝑎 olsun. O zaman 
 

 

2 
𝑎
) 𝑏 − 𝑎2 
𝑝 

+ 𝑏2 = 1 

 
 

denklemi tam kareye tamamlanırsa 
 

 

𝑎  2 𝑎2 
2 (𝑏 +  ) 

𝑝 

− ( + 𝑎 
𝑝 

) = 1 

 
 

elde edilir. Son denklem 
 

 
 

(𝑏 + 
𝑎 2 
) 

𝑝 
− (𝑝2 + 1) 

𝑎 2 
( ) = 1 

𝑝 

 
 

olarak düzenlenirse, Teorem 2.4.1’e göre 
 

 

𝑏 + 
𝑎
 
𝑝 

= 
𝑉2𝑛(2𝑝,1)

,
 

2 

𝑎 = 𝑈 
 

(2𝑝, 1) 
𝑝 2𝑛 

 
 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 tamsayısı mevcuttur. 𝑘 = 2𝑝 olsun. Bu durumda 𝑈𝑛 = 

𝑈𝑛(𝑘, 1), 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) olmak üzere 

 

𝑢 = 2𝑎 = 2𝑝𝑈2𝑛 = 𝑘𝑈2𝑛, 

𝑣 = 2𝑏 = 𝑉2𝑛 − 2𝑈2𝑛 
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olur. O zaman 
 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑘𝑈2𝑛+𝑉2𝑛−2𝑈2𝑛 = 

𝑘𝑈2𝑛+𝑈2𝑛+1+𝑈2𝑛−1−2𝑈2𝑛 
= 

𝑈2𝑛+1+𝑈2𝑛+1−2𝑈2𝑛 

2 2 2 2 

= 𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑘𝑈2𝑛−𝑈2𝑛+1+2𝑈2𝑛 = 

𝑘𝑈2𝑛−(𝑘𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−1)−𝑈2𝑛−1+2𝑈2𝑛 = 
2𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−1 

2 2 2 2 

= 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1 

 
 

elde edilir. Şu halde 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

 

dir. Şimdi 𝑝|𝑏 olsun. O zaman 
 

 
𝑏 

2𝑎 ( 
𝑝 

) − 𝑎2 + 𝑏2 = 1 

 
 

ve denklem tam kareye tamamlanırsa 
 

 
 

(𝑎 − 
𝑏 2 
) 

𝑝 
− (𝑝2 + 1) 

𝑏  2 
( ) 

𝑝 

 

= −1 

 
 

elde edilir. Burada 𝑝𝑎 − 𝑏 > 0 olduğu gösterilebilir. 𝑘 = 2𝑝 olmak üzere Teorem 

2.4.2’ye göre 𝑛 ≥ 1 için 

 

𝑎 − 
𝑏
 
𝑝 

= 
𝑉2𝑛−1(𝑘,1)

,
 

2 

𝑏 = 𝑈 
 

(𝑘, 1) 
𝑝 2𝑛−1 

 
 

dir. Buradan 
 

 

𝑏 = 𝑝𝑈2𝑛−1, 

𝑎 =
 𝑉2𝑛−1  + 𝑈 =

 𝑉2𝑛−1+2𝑈2𝑛−1 

2 2𝑛−1 2 
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olduğu görülür. O halde 

 
 

𝑢 = 2𝑎 = 𝑉2𝑛−1 + 2𝑈2𝑛−1, 

𝑣 = 2𝑏 = 2𝑝𝑈2𝑛−1 = 𝑘𝑈2𝑛−1 
 
 

bulunur. Dolayısıyla 

 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑉2𝑛−1+2𝑈2𝑛−1+𝑘𝑈2𝑛−1 

2 2 

=
 𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−2+2𝑈2𝑛−1+𝑘𝑈2𝑛−1 

2 

=
 2𝑈2𝑛+2𝑈2𝑛−1 

2 

= 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑉2𝑛−1+2𝑈2𝑛−1−𝑘𝑈2𝑛−1 

2 2 

=
 𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−2+2𝑈2𝑛−1−𝑘𝑈2𝑛−1 

2 

= 
2 𝑈2𝑛−2+2𝑈2𝑛−1 

2 

= 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2 

 

elde edilir. Ayrıca 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 + 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 − 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1) 

 

ise 

 
 

𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = 2𝑝 
 
 

olduğu önceki teoremlerin ispatlarına benzer yolla gösterilebilir. 
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Teorem 3.3.2. 𝑝 tek asal sayı olsun. 

 
 

𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = −2𝑝 
 
 

denkleminin tüm pozitif tam sayı çözümleri 𝑘 = 2𝑝, 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) ve 𝑛 ≥ 1 olmak 

üzere 

 
(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1) 

 

ile verilir. 

 
 

İspat: 𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = −2𝑝 olacak biçimde 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut  

olsun. Bu durumda 𝑥2 − 𝑦2 pozitiftir ve çift tamsayıdır. Yani 𝑥 ve 𝑦 aynı anda çift 

veya aynı anda tek tam sayılardır. 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olsun. O zaman 𝑢 ve 𝑣 

çifttir. 

 
𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑝𝑥𝑦 = −2𝑝 

 
 

olduğundan 

 
 

4𝑢𝑣 − 2𝑝(𝑢2 − 𝑣2) = −8𝑝 

 
 

olur. Burada 𝑢 = 2𝑎 ve 𝑣 = 2𝑏 olarak alınırsa 

 
 

4𝑢𝑣 − 2𝑝(𝑢2 − 𝑣2) = 16𝑎𝑏 − 2𝑝(4𝑎2 − 4𝑏2) = −8𝑝 
 
 

olur. Sadeleştirildiğinde 
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2 

 

 

 

2𝑎𝑏 − 𝑝(𝑎2 − 𝑏2) = −𝑝 

 
 

elde edilir. Buradan 𝑝|2𝑎𝑏 ve 𝑝 tek olduğundan 𝑝|𝑎𝑏 olduğu görülür. Önce 𝑝|𝑎 

olsun. Bu durumda 

 
 

2 (
𝑎
) 𝑏 − (𝑎2 − 𝑏2) = −1 

𝑝 

 
 

olur ve bu denklem tam kareye tamamlanırsa 
 

 

𝑎  2 𝑎2 
2 (𝑏 +  ) 

𝑝 

− ( + 𝑎 
𝑝 

) = −1 

 
 

ve tekrar düzenleme yapılırsa 
 

 
 

(𝑏 + 
𝑎 2 
) 

𝑝 
− (𝑝2 + 1) 

𝑎  2 
( ) 

𝑝 

 

= −1 

 
 

elde edilir. Teorem 2.4.2’ye göre 
 

 

𝑏 + 
𝑎
 
𝑝 

= 
𝑉2𝑛−1(2𝑝,1)

,
 

2 

𝑎 = 𝑈 
 

(2𝑝, 1) 
𝑝 2𝑛−1 

 
 

olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 mevcuttur. Buradan 𝑢 ve 𝑣 sırasıyla 

 
 

𝑢 = 2𝑎 = 2𝑝𝑈2𝑛−1 = 𝑘𝑈2𝑛−1, 

𝑣 = 2𝑏 = 𝑉2𝑛−1 − 2𝑈2𝑛−1 

 

olarak bulunur. Böylece 𝑥 ve 𝑦 değerleri sırasıyla 

 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑘𝑈2𝑛−1+𝑉2𝑛−1−2𝑈2𝑛−1 = 

𝑘𝑈2𝑛−1+𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−2−2𝑈2𝑛−1 

2 2 2 

=
 𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−2𝑈2𝑛−1 = 𝑈 − 𝑈 , 

2 2𝑛 2𝑛−1 
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2 

 
 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑘𝑈2𝑛−1−𝑉2𝑛−1+2𝑈2𝑛−1 

2 2 

=
 𝑘𝑈2𝑛−1−(𝑈2𝑛+𝑈2𝑛−2)+2𝑈2𝑛−1 

2 

=
 𝑘𝑈2𝑛−1−𝑘𝑈2𝑛−𝑈2𝑛−2+2𝑈2𝑛−1 

2 

= 
𝑘 𝑈2𝑛−1−(𝑘𝑈2𝑛−1+𝑈2𝑛−2)−𝑈2𝑛−2+2𝑈2𝑛−1 

2 

=
 2𝑈2𝑛−1−2𝑈2𝑛−2 = 𝑈 − 𝑈 

2 2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

olarak elde edilir. Dolayısıyla 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

dir. Şimdi de 𝑝|𝑏 olsun. O zaman 
 

 

𝑎2 
𝑏 

− 2𝑎 ( 
𝑝 

) − 𝑏2 = 1 

 
 

olup denklem tam kareye tamamlanırsa 
 

 

𝑏   2 𝑏2 
2 (𝑎 −  ) 

𝑝 

− ( + 𝑏 
𝑝 

) = 1 

 
 

ve tekrar düzenlendiğinde 
 

 
 

(𝑎 − 
𝑏 2 
) 

𝑝 
− (1 + 𝑝2) 

𝑏 2 
( ) = 1 

𝑝 

 
 

elde edilir. 𝑝𝑎 − 𝑏 > 0 olduğunu görmek kolaydır. 𝑘 = 2𝑝 ve 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1) olmak 

üzere Teorem 2.4.1’e göre 

 

𝑎 − 
𝑏
 
𝑝 

= 
𝑉2𝑛(𝑘,1)

,
 

2 

𝑏 = 𝑈 
 

(𝑘, 1) 
𝑝 2𝑛 
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olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 vardır. Dolayısıyla 

 
 

𝑢 = 2𝑎 = 𝑉2𝑛 + 2𝑈2𝑛 
 
 

alınırsa 

 
 

𝑣 = 2𝑏 = 2𝑝𝑈2𝑛 = 𝑘𝑈2𝑛 

 
 

bulunur. Buradan 𝑥 ve 𝑦 değerleri 
 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑉2𝑛+2𝑈2𝑛+𝑘𝑈2𝑛 = 

𝑈2𝑛+1+𝑈2𝑛−1+2𝑈2𝑛+𝑘𝑈2𝑛 = 𝑈
 

   

+ 𝑈 , 
2 2 2 2𝑛+1 2𝑛 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑉2𝑛+2𝑈2𝑛−𝑘𝑈2𝑛 = 

𝑈2𝑛+1+𝑈2𝑛−1+2𝑈2𝑛−𝑘𝑈2𝑛 = 𝑈
 

   

+ 𝑈 
2 2 2 2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olarak elde edilir. O halde 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1) 

 

dir. Ayrıca 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛 − 𝑈2𝑛−1, 𝑈2𝑛−1 − 𝑈2𝑛−2) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1 + 𝑈2𝑛, 𝑈2𝑛 + 𝑈2𝑛−1) 

 

ise 

 
 

𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = −2𝑝 

 
 

olduğu önceki teoremlerin ispatlarına benzer yolla gösterilebilir. 
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3.4. 𝒙𝟐 − 𝒌𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 = ±𝒌(𝒌𝟐 + 𝟒) Diyofant Denklemlerinin Çözümleri 

Teorem 3.4.1. 𝑘 asal sayı ve 𝑘2 + 4 karesiz tamsayı olsun. Bu durumda 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(𝑘2 + 4) 

 
 

denkleminin tüm 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayı çözümleri 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1), 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) ve 

𝑛 ≥ 1 olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1 + 𝑉2𝑛, 𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1, 𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2) 

 

ile verilir. 

 

İspat: 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(𝑘2 + 4) olacak biçimde 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut 

olsun. Bu durumda 𝑥 − 𝑦 pozitiftir. 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olsun. Buradan 𝑥 = 
𝑢+𝑣

 
2 

ve  𝑦  = 
𝑢−𝑣

 
2 

elde edilir. Bu değerler yerine yazılırsa 

 
 

𝑢𝑣 − 𝑘 (
𝑢2−𝑣2

) = 𝑘(𝑘2 + 4) 
4 

 
 

denklemi elde edilir. Dolayısıyla 𝑘|𝑢𝑣 dir. 𝑘 asal olduğundan 𝑘|𝑢 veya 𝑘|𝑣 dir. İlk 

olarak 𝑘|𝑢 olsun. O halde 

 

 

𝑣2 

 
𝑢 

+ 4𝑣 ( 
𝑘 

 
) − 𝑢2 

 

= 4(𝑘2 
 

+ 4) 

 
 

ve denklem düzenlendiğinde 
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2 2 | 2𝑢 

 

 

 

(𝑣 + 
2𝑢

) 
𝑘 

 
− (𝑘2 

 
+ 4) 

 

𝑢  2 
( ) 

𝑘 

 
= 4(𝑘2 

 
+ 4) 

 
 

olur.  Buradan  𝑘2 + 4| (𝑣 + 
2𝑢
 
𝑘 

2 
) ve 𝑘 + 4 karesiz olduğundan 𝑘 + 4 𝑣 + 

𝑘 
elde 

edilir. O halde 

 
 

𝑣 + 
2𝑢 

= (𝑘2 + 4)𝑎 
𝑘 

 
 

olacak biçimde 𝑎 pozitif tam sayısı vardır. Bu değerler denklemde yerine yazılırsa 
 

 

𝑢  2 
( ) 

𝑘 
− (𝑘2 + 4)𝑎2 

 

= −4 

 

 
elde edilir. Teorem 2.2.2’ye göre 𝑢 = 𝑉 

 

 
ve 𝑎 = 𝑈 

 
olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 

𝑘 

mevcuttur. Dolayısıyla 

 
 

𝑢 = 𝑘𝑉2𝑛−1, 

𝑣 = (𝑘2 + 4)𝑎 − 2 
𝑢 

= (𝑘2 + 4)𝑈 
 

2𝑛−1 
 
 
 
 
 
 
 

 
− 2𝑉 

2𝑛−1 

𝑘 2𝑛−1 2𝑛−1 

 

 

dir. Böylece basit bir işlemle 𝑥 ve 𝑦 değerleri sırasıyla 
 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑘𝑉2𝑛−1+𝑉2𝑛+𝑉2𝑛−2−2𝑉2𝑛−1 = 

2𝑉2𝑛−2𝑉2𝑛−1 = 𝑉 
   

− 𝑉 , 
2 2 2 2𝑛 2𝑛−1 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑘𝑈2𝑛−1−𝑉2𝑛−𝑉2𝑛−2+2𝑉2𝑛−1 = 

2𝑉2𝑛−1−2𝑉2𝑛−2 = 𝑉 
   

− 𝑉 
2 2 2 2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

elde edilir. Şimdi de 𝑘|𝑣 olsun. Bu durumda 
 

 

4𝑢 (
𝑣
 ) − 𝑢2 + 𝑣2 = 4(𝑘2 + 4) 
𝑘 

 
 

olup buradan 

2 
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2 

 

 

 

(𝑢 − 
2𝑣

) − (𝑘2 + 4) (
𝑣
) = −4(𝑘2 + 4) 

𝑘 𝑘 

 
 

denklemi   elde   edilir.   Böylece 𝑘2 + 4| (𝑢 − 
2𝑣
 
𝑘 

2 

) ve 𝑘2 + 4 karesiz olduğundan 

𝑘2 + 4|𝑢 − 
2𝑣 

dir. Dolayısıyla 
𝑘 

 
 

𝑢 − 
2𝑣 

= (𝑘2 + 4)𝑎 
𝑘 

 
 

olacak biçimde 𝑎 pozitif tam sayısı vardır. Bu değerler denklemde yerine yazılırsa 
 

 

(
𝑣
) 

𝑘 
− (𝑘2 + 4)𝑎2 = 4 

 

 
elde edilir. Teorem 2.2.1’e göre 𝑣 = 𝑉 

 

 
ve 𝑎 = 𝑈 

 
olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 

 
mevcuttur. Buradan 

𝑘 2𝑛 2𝑛 

 
 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
(𝑘2+4)𝑈2𝑛+2𝑉2𝑛+𝑘𝑈2𝑛 = 

2𝑉2𝑛+𝑉2𝑛+1+𝑉2𝑛−1+𝑘𝑉2𝑛 = 𝑉
 

   

+ 𝑉 , 
2 2 2 2𝑛 2𝑛+1 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
(𝑘2+4)𝑈2𝑛+2𝑉2𝑛−𝑘𝑉2𝑛 = 

𝑉2𝑛+1+𝑉2𝑛−1+2𝑉2𝑛−𝑘𝑉2𝑛 = 𝑉
 

   

+ 𝑉 
2 2 2 2𝑛 2𝑛−1 

 
 

elde edilir. Yani 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1 + 𝑉2𝑛, 𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1) 

 

dir. Şimdi 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1, 𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(𝑘2 + 4) 

2 

2 
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2𝑛−1 

2𝑛−2 

2𝑛−2 

 
 
 

denkleminin bir çözümü olduğu gösterelim. Değerler denklemde yerine yazılırsa 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1)2 − 𝑘(𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1)(𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2) 

−(𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2)2
 

= 𝑉2   − 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1  + 𝑉2 − 𝑘(𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1  − 𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2   − 𝑉2 + 𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2) 
2𝑛 2𝑛−1 2𝑛−1 

−(𝑉2 − 2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2  + 𝑉2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑉2   − 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1  + 𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1   + 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2  + 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 
2𝑛 2𝑛−1 2𝑛−1 

−𝑉2 + 2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2
 

2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑉2𝑛(𝑉2𝑛 − 𝑘𝑉2𝑛−1) − 2𝑉2𝑛−1(𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−2) + 𝑉2𝑛−2(𝑘𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−2) + 𝑘𝑉2
 

−𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 

=  𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2 − 2𝑘𝑉2 + 𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−2   − 𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2  − 𝑉2 + 𝑘𝑉2
 

 
−𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 

2𝑛−1 2𝑛−2 2𝑛−1 

= 𝑉2𝑛−2(𝑉2𝑛 − 𝑘𝑉2𝑛−1) − 𝑉2𝑛−1(𝑘𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2) + 𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2
 

= 𝑉2𝑛−2𝑉2𝑛−2 − 𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛 + (𝑘𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1)𝑉2𝑛−2 − 𝑉2
 

= 𝑉2 − 𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 + 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2 + 𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2
 

2𝑛−2 

= 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2 − 𝑉2𝑛−1(𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−2) 

2𝑛−2 

= 𝑘(𝑘𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2)𝑉2𝑛−2 − 𝑉2𝑛−1(𝑘𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2 − 𝑉2𝑛−2) 
=  𝑘2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 + 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2

 
2𝑛−2 2𝑛−1 

= −𝑘(𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

olup Teorem 1.1.10 kullanılırsa 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘((−1)2𝑛−1(𝑘2 + 4)) = 𝑘(𝑘2 + 4) 

 
 

elde edilir. Şimdi de 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1 + 𝑉2𝑛, 𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(𝑘2 + 4) 
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2𝑛 

2𝑛−1 

 
 
 

denkleminin bir çözümü olduğunu gösterelim. Aynı biçimde değerler denklemde 

yerine yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑉2𝑛+1 + 𝑉2𝑛)2 − 𝑘(𝑉2𝑛+1 + 𝑉2𝑛)(𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1) 

−(𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1)2
 

= 𝑉2 + 2𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 + 𝑉2 − 𝑘(𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 + 𝑉2 + 𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1) 
2𝑛+1 2𝑛 2𝑛 

−(𝑉2  + 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 + 𝑉2 ) 
2𝑛 2𝑛−1 

= 𝑉2 + 2𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 + 𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 − 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 − 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 
2𝑛+1 2𝑛 

−𝑉2 − 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2
 

2𝑛 

2𝑛 2𝑛−1 

= 𝑉2𝑛+1(𝑉2𝑛+1 − 𝑘𝑉2𝑛) + 2𝑉2𝑛(𝑉2𝑛+1 − 𝑉2𝑛−1) − 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 − 𝑘𝑉2
 

−𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2
 

= 𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 + 2𝑉2𝑛𝑘𝑉2𝑛 − 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 − 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2
 

2𝑛 
= 𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 + 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2

 

2𝑛−1 

2𝑛 2𝑛−1 

=  𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−1  + 𝑘𝑉2    − 𝑘2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑘𝑉2 − 𝑉2
 

2𝑛 

= 𝑘(𝑉2  − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−1 

2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olup Teorem 1.1.10’ a göre 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘((−1)2𝑛(𝑘2 + 4)) = 𝑘(𝑘2 + 4) 
 
 

olduğu görülür. 

 
 

Teorem 3.4.2. 𝑘 asal sayı ve 𝑘2 + 4 karesiz olsun. Bu durumda 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘(𝑘2 + 4) 
 
 

denkleminin tüm 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayı çözümleri 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑘, 1), 𝑉𝑛 = 𝑉𝑛(𝑘, 1) ve 

𝑛 ≥ 1olmak üzere 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1 − 𝑉2𝑛, 𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1) 

 

veya 
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2 2 | 2𝑢 

 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1, 𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2) 

 

ile verilir. 

 

İspat: 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘(𝑘2 + 4) olacak biçimde 𝑥, 𝑦 pozitif tam sayıları mevcut 

olsun. Bu durumda 𝑥 − 𝑦 pozitiftir. 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 ve 𝑣 = 𝑥 − 𝑦 olarak alınırsa 𝑥 = 
𝑢+𝑣

 
2 

ve 𝑦 = 
𝑢−𝑣 

olduğu görülür. Bu değerler denklemde yerine yazılırsa 
2 

 
 

𝑢𝑣 − 𝑘 (
𝑢2−𝑣2

) = −𝑘(𝑘2 + 4) 
4 

 
 

denklemi elde edilir. O zaman 𝑘|𝑢𝑣 olduğu görülür. 𝑘|𝑢 olsun. Bu durumda 
 

 
𝑢 

4𝑣 ( 
𝑘 

) − 𝑢2 + 𝑣2 = −4(𝑘2 + 4) 

 
 

olduğundan 
 

 

𝑣2 
𝑢 

+ 4𝑣 ( 
𝑘 
) − 𝑢2 = −4(𝑘2 + 4) 

 
 

elde edilir. Dolayısıyla 
 

 

(𝑣 + 
2𝑢

) 
𝑘 

− (𝑘2 + 4) 
𝑢  2 

( ) 
𝑘 

= −4(𝑘2 + 4) 

 
 

dir.  Bu  durumda  𝑘2 + 4| (𝑣 +  
2𝑢
 
𝑘 

2 
) ve 𝑘 + 4 karesiz olduğundan 𝑘 + 4 𝑣 + 

𝑘 

olduğu görülür. Dolayısıyla 

 
 

𝑣 + 
2𝑢 

= (𝑘2 + 4)𝑎 
𝑘 

 
 

olacak biçimde 𝑎 pozitif tam sayısı vardır. Bu değerler 

2 
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(𝑣 + 
2𝑢

) 
𝑘 

 
− (𝑘2 

 
+ 4) 

 

𝑢  2 
( ) 

𝑘 

 
= −4(𝑘2 

 
+ 4) 

 
 

denkleminde yerine yazılırsa 
 

 

(𝑘2 + 4)2 𝑎2 − (𝑘2 + 4) 
𝑢  2 

( ) 
𝑘 

= −4(𝑘2 + 4) 

 
 

elde edilir. Dolayısıyla 
 

 

(𝑘2 + 4)𝑎2 − (
𝑢
) 

𝑘 
= −4 

 
 

olduğu görülür. Bu ise 
 

 

𝑢  2 
( ) 

𝑘 
− (𝑘2 + 4)𝑎2 = 4 

 

 
olduğunu gösterir. Teorem 2.2.1’e göre 𝑢 = 𝑉 

 

 
ve 𝑎 = 𝑈 

 
olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 

𝑘 2𝑛 2𝑛 

vardır. O halde 𝑢 = 𝑘𝑉2𝑛 ve 𝑣 = (𝑘2 + 4)𝑈2𝑛 − 2𝑉2𝑛 olup buradan 
 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑘𝑉2𝑛+𝑉2𝑛+1+𝑉2𝑛−1−2𝑉2𝑛 = 

2𝑉2𝑛+1−2𝑉2𝑛 = 𝑉 
   

− 𝑉 , 
2 2 2 2𝑛+1 2𝑛 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑘𝑉2𝑛−(𝑉2𝑛+1+𝑉2𝑛−1−2𝑉2𝑛) 

= 
𝑘𝑉2𝑛−𝑉2𝑛+1−𝑉2𝑛−1+2𝑉2𝑛 = 

2𝑉2𝑛−2𝑉2𝑛−1 

2 2 2 2 

= 𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1 

 

elde edilir. Yani 
 

 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1 − 𝑉2𝑛, 𝑉2𝑛  − 𝑉2𝑛−1) 

 

dir. Şimdi de 𝑘|𝑣 olsun. Bu durumda 
 

 

4𝑢 (
𝑣
 ) − 𝑢2 + 𝑣2 = −4(𝑘2 + 4) 
𝑘 

2 

2 
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2 | 2𝑣 

2 

2 

 
 
 

yani 
 

 

𝑢2 − 4𝑢 (
𝑣
 ) − 𝑣2 = 4(𝑘2 + 4) 
𝑘 

 
 

yazılabilir. Dolayısıyla 

 
 

(𝑢 − 2 
𝑣
)

2 
− (

4𝑢2 

+ 𝑣2) = 4(𝑘2 + 4) 
𝑘 𝑘2 

 
 

olur. Burada 𝑘𝑢 − 2𝑣 > 0 olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Düzenleme yapılırsa 
 

 

(𝑢 − 
2𝑣

) − (𝑘2 + 4) (
𝑣
) = 4(𝑘2 + 4) 

𝑘 𝑘 

 
 

elde  edilir.  Buradan  𝑘2 + 4| (𝑢 − 
2𝑣
 
𝑘 

2 
) ve böylece 𝑘 + 4 𝑢 − 

𝑘 
olduğu görülür. 

Dolayısıyla 

 
 

𝑢 − 
2𝑣 

= (𝑘2 + 4)𝑎 
𝑘 

 
 

olacak biçimde 𝑎 pozitif tam sayısı vardır. Buradan 
 

 

(𝑢 − 
2𝑣

) − (𝑘2 + 4) (
𝑣
) = 4(𝑘2 + 4) 

𝑘 𝑘 

 
 

bulunur. Yani 
 

 

(
𝑣
) 

𝑘 
− (𝑘2 + 4)𝑎2 = −4 

 

 
elde edilir. Teorem 2.2.2’ye göre 𝑣 = 𝑉 

 

 
ve 𝑎 = 𝑈 

 
olacak biçimde 𝑛 ≥ 1 

𝑘 

mevcuttur. Bu durumda 𝑣 = 𝑘𝑉2𝑛−1 ve 

2𝑛−1 2𝑛−1 

2 

2 

2 
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𝑢 − 
2𝑣 

= (𝑘2 + 4)𝑎 
𝑘 

 
 

olduğu kullanılırsa 

 
 

𝑢 = 𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−2 + 2𝑉2𝑛−1 

 

olur. Buradan 
 

 

𝑥 = 
𝑢+𝑣 

= 
𝑉2𝑛+𝑉2𝑛−2+2𝑉2𝑛−1+𝑘𝑉2𝑛−1 = 

2𝑉2𝑛+2𝑉2𝑛−1 = 𝑉 
   

+ 𝑉 , 
2 2 2 2𝑛 2𝑛−1 

𝑦 = 
𝑢−𝑣 

= 
𝑉2𝑛+𝑉2𝑛−2+2𝑉2𝑛−1−𝑘𝑉2𝑛−1 = 

2𝑉2𝑛−2+2𝑉2𝑛−1 = 𝑉 
   

+ 𝑉 
2 2 2 2𝑛−1 2𝑛−2 

 
 

elde edilir. Yani diğer bir çözüm de  

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1, 𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2) 

dir. Şimdi de 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1 − 𝑉2𝑛, 𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1) 

 

ikilisinin 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘(𝑘2 + 4) 

 
 

denkleminin bir çözümü olduğunu gösterelim. 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde yerine 

yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑉2𝑛+1 − 𝑉2𝑛)2 − 𝑘(𝑉2𝑛+1 − 𝑉2𝑛)(𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1) 

−(𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−1)2
 

= 𝑉2 − 2𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 + 𝑉2 − 𝑘(𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 − 𝑉2 + 𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1) 
2𝑛+1 2𝑛 2𝑛 

−(𝑉2  − 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 + 𝑉2 ) 
2𝑛 2𝑛−1 

= 𝑉2 − 2𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 + 𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛 + 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 + 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 
2𝑛+1 2𝑛 2𝑛 
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2𝑛 

2𝑛−1 

2𝑛 

2𝑛−1 

2𝑛−2 

 
 

−𝑉2 + 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2
 

2𝑛 2𝑛−1 

= 𝑉2𝑛+1(𝑉2𝑛+1 − 𝑘𝑉2𝑛) − 2𝑉2𝑛(𝑉2𝑛+1 − 𝑉2𝑛−1) + 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 + 𝑘𝑉2
 

−𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2
 

= 𝑉2𝑛−1(𝑉2𝑛+1 − 𝑘𝑉2𝑛) − 𝑘𝑉2 + 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 − 𝑉2
 

2𝑛 

= 𝑉2 − 𝑘𝑉2 + 𝑘𝑉2𝑛+1𝑉2𝑛−1 − 𝑉2
 

2𝑛−1 

2𝑛−1 2𝑛 2𝑛−1 

= 𝑘((𝑘𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1)𝑉2𝑛−1 − 𝑉2 ) 

=  −𝑘(𝑉2   − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1 − 𝑉2 ) 
2𝑛 2𝑛−1 

 
 

olup Teorem 1.1.10’ dan 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘((−1)2𝑛(𝑘2 + 4)) = −𝑘(𝑘2 + 4) 
 
 

olduğu görülür. Şimdi de 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1, 𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2) 

 

ikilisinin bir çözümü olduğunu gösterelim. Burada da 𝑥 ve 𝑦 değerleri denklemde 

yerine yazılırsa 

 
𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = (𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1)2 − 𝑘(𝑉2𝑛 + 𝑉2𝑛−1)(𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2) 

−(𝑉2𝑛−1 − 𝑉2𝑛−2)2
 

= 𝑉2   + 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1  + 𝑉2 − 𝑘(𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1  + 𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2   + 𝑉2 + 𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2) 
2𝑛 2𝑛−1 2𝑛−1 

−(𝑉2 + 2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2  + 𝑉2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑉2   + 2𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1  + 𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−1   − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2  − 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 
2𝑛 2𝑛−1 2𝑛−1 

−𝑉2 − 2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2
 

2𝑛−1 2𝑛−2 

= 𝑉2𝑛(𝑉2𝑛 − 𝑘𝑉2𝑛−1) + 2𝑉2𝑛−1(𝑉2𝑛 − 𝑉2𝑛−2) − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2 − 𝑘𝑉2
 

−𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2
 

=  𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2  + 2𝑉2𝑛−1𝑘𝑉2𝑛−1   − 𝑘𝑉2𝑛𝑉2𝑛−2 − 𝑘𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2
 

2𝑛−1 
=  𝑉2𝑛−2𝑉2𝑛−2 + 𝑘𝑉2 − 𝑘(𝑘𝑉2𝑛−1 + 𝑉2𝑛−2)𝑉2𝑛−2 − 𝑉2

 

2𝑛−2 

2𝑛−1 

= 𝑉2 + 𝑘𝑉2 − 𝑘2𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑘𝑉2 − 𝑉2 
2𝑛−2 

2𝑛−2 2𝑛−1 2𝑛−2 2𝑛−2 

= 𝑘(𝑉2 − 𝑘𝑉2𝑛−1𝑉2𝑛−2 − 𝑉2 ) 
2𝑛−1 2𝑛−2 
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olup Teorem 1.1.10’ dan 

 
 

𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘((−1)2𝑛−1(𝑘2 + 4)) = −𝑘(𝑘2 + 4) 
 
 

elde edilir. 



 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 

 
Bu tezde 𝑘 asal sayısı için 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘 denkleminin pozitif tam sayı 

çözümlerinin 

 
(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

ve 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘 denkleminin pozitif tam sayı çözümlerinin 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−3(𝑘, 1)) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

biçiminde olduğu ispatlandı. 

 
 

𝑘 asal sayısı için 𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = 4𝑘 denkleminin pozitif tam sayı çözümleri 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1) + 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

veya 
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(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1) + 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

ve 𝑥2 − (𝑘2 + 4)𝑦2 = −4𝑘 denkleminin pozitif tam sayı çözümleri 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−2(𝑘, 1) + 𝑉2𝑛−3(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−3(𝑘, 1)) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

biçiminde olduğu bulundu. 

 
 

𝑝 tek asal ve 𝑘 = 2𝑝 olmak üzere 𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = 2𝑝  denkleminin  pozitif tam 

sayı çözümlerinin 

 
(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

ve 𝑥2 − 2𝑝𝑥𝑦 − 𝑦2 = −2𝑝 denkleminin pozitif tam sayı çözümlerinin 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑈2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑈2𝑛+1(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛(𝑘, 1), 𝑈2𝑛(𝑘, 1) + 𝑈2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

biçiminde olduğu ispatlandı. 
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𝑘 asal sayı ve 𝑘2 + 4 karesiz olmak üzere 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘(𝑘2 + 4) denkleminin 

pozitif tam sayı çözümlerinin 

 
(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1(𝑘, 1) + 𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑉2𝑛(𝑘, 1) + 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1) − 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1) − 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

ve 𝑥2 − 𝑘𝑥𝑦 − 𝑦2 = −𝑘(𝑘2 + 4) denkleminin pozitif tam sayı çözümlerinin 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛+1(𝑘, 1) − 𝑉2𝑛(𝑘, 1), 𝑉2𝑛(𝑘, 1) − 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1)) 

 

veya 

 
 

(𝑥, 𝑦) = (𝑉2𝑛(𝑘, 1) + 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1), 𝑉2𝑛−1(𝑘, 1) + 𝑉2𝑛−2(𝑘, 1)) 

 

biçiminde olduğu gösterildi. 

 
 

Bu denklemlerde 𝑘’nın asal sayı olmaması durumu yeni bir çalışma olarak ayrıca 

incelenebilir. Bunun için ilk olarak 𝑘’nın iki tek asalın çarpımı biçiminde olması hali 

ele alınabilir. Burada 𝑘’ya özel değerler verilerek ilgili denklemler çözülebilir. Fakat 

genel bir çözüm bulunmasının zor olacağı kanaatindeyiz. 
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