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OZET
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sayilari, genellestirilmis Lucas sayilari, Diyofant Denklemleri

Bu calismanin ilk boliimiinde konu ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren bazi Diyofant
denklemleri ve ¢oziimleri verilmistir.

Ugiincii béliim bazi yeni Diyofant denklemlerinin pozitif tamsay1 ¢dziimlerini igeren
sonuclardan olusmaktadir.

Son boliimde ise tigiincii boliimdeki sonuglar 6zetlenerek bu boliimde ele alinan
denklemler ile ilgili yeni problemler onerilmistir.
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subject are given.

In the second section, some Diophantine equations and their solutions including
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The third section covers our main results and is devoted to finding positive integer
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In the last section, the results in the third section are summarized and new problems
related to the equations discussed in this section are proposed.
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BOLUM 1. GIRIS

Italyan matematikci Leonardo Fibonacci’ nin, en yetenekli batili matematikgi oldugu
diisiiniiliir. Fibonacci, modern ¢agda Hint-Arap sayilarint Avrupa’ ya getirmis ve 13.
yiizy1l baslarinda Liber Abaci isimli kitab1 yazmustir. Ozellikle bu kitapta bir drnek
olarak yer alan 1,1,2,3,5,8,13,21, ... sayilarinin dizisi olan ve kendi adiyla anilan
Fibonacci dizisi sayesinde taninir. Fibonacci dizisinin elemanlar1 Fibonacci sayilari
olarak adlandirilir ve n. Fibonacci sayis1 Frile gosterilir. Fibonacci dizisi birgok say1
dizisiyle yakindan ilgilidir. Bunlardan en inli olani, Frangois Edouard Anatole
Lucas tarafindan tanitilan 2,1,3,4,7,11,18,29, ... sayilarinin dizisi olan Lucas dizisidir
[1]. Lucas dizisinin elemanlar1 Lucas sayilar1 olarak adlandirilir ve n. Lucas sayisi Ln
ile gosterilir. n = 1 i¢cin Fo= 0, F1= 1, Lo = 2, L1 = 1 olmak {lizere Fibonacci ve

Lucas dizilerinin elemanlar1 sirasiyla,

Foyi=F+Fpq,
Lpy1 =Ly +Lp 4

tekrarlama bagintilariyla tanimlanir. Fibonacci dizisi (Fn), Lucas dizisi (L»n) ile
gosterilir. Bu say1 dizileriyle ilgili bir¢ok calisma yapilmistir. Bunlar arasindaki
Ozdeslikler, kongriians bagintilar1 ve bu dizilerdeki boliinebilme 6zellikleri [1] ve [2]
nolu kaynaklarda arastirilmistir. Ozellikle, x2 — 5y2 = +4 ve x2 — xy — y2 = +1
gibi bazi Diyofant denklemlerin tamsay1 ¢oziimleri [2] nolu kaynakta verilmistir. Bu
deklemlerin ¢dzlimlerinin, bu say1 dizilerinin terimleri cinsinden elde edilmesi ilgi
cekici olmustur. Fibonacci ve Lucas sayilariin diger 6zellikleri ve uygulamalart i¢in
[3] nolu kaynaga bakilabilir. Benzer oOzellikler, asagida tanimini verecegimiz
genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizileri icin de gegerli olmustur.

Bu dizilerle ilgili detayl bilgi i¢in [4] nolu kaynaga bakilabilir.



1.1. Temel Tanim Ve Teoremler

Tamim 1.1.1. k ve s sifirdan farkli tam sayilar olmak tizere k2 + 4s > 0 olsun. Bu

durumda Uo(k, s) = 0 ve U1(k, s) = 1 olmak lizere n = 1 igin
Un+1(k, s) = kUn(k, s) + sUn-1(k, s)

ile verilen (U,) dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi ve Un sayisina da n.

genellestirilmis Fibonacci sayisi denir.

Tamim 1.1.2. k ve s sifirdan farkli tam sayilar olmak tizere k% + 4s > 0 olsun. Bu

durumda Vo(k, s) = 2 ve Vi(k, s) = k olmak lizere n = 1 i¢in
Vnt1(k, s) = kVa(k, s) + sVn-1(k, s)

ile verilen (1) dizisine genellestirilmis Lucas dizisi ve V. sayisina da n.

genellestirilmis Lucas sayis1 denir.

Ozel olarak k = s = 1 i¢in;
a) (Un) genellestirilmis Fibonacci dizisi (Fr) Fibonacci dizisine karsilik gelir.

b) (V») genellestirilmis Lucas dizisi (Ln) Lucas dizisine karsilik gelir.

Ustelik k = 2 ve s = 1 igin;
) (Un) genellestirilmis Fibonacci dizisi (Pr) Pell dizisine karsilik gelir.
d) (V) genellestirilmis Lucas dizisi (Qn) Pell-Lucas dizisine karsilik gelir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin sagladigi karakteristik denklem

x2—kx—s=0

k+x/k2=|r4s—v k—Vk2+4s—.

olup bu denklemin kokleri a = e f="____dir. Burada
2 2



a+B=ka—B=Vk2+4s, af=—s, a2=ka+s f2=kB+s
oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica

ULk, s) =5
a—p

Vn(k,s) =an+ "

formiilleri gegerlidir. Bu formiillerin ve bu formiiller kullanilarak elde edilen

0zdesliklerin ispat1 daha sonra yapilacaktir.

Ozel olarak, s = 1 olmak iizere

Ua(k, 1) =2

a—p

Vn(k, 1) =a"+ ,8"

ve s = —1 olmak tizere
a—p

Vn(k, —1) =anr+ ﬂn

dir. Ayrica n € N i¢in negatif terimli genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari

U—Tl = _(_S)_nUnv
Von= —S)_nVn

ile tanimlanir. Asagidaki onermelerde ve teoremlerde, genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas sayilarina iliskin bazi1 6zdeslikler ve bu sayilar ile bu say1 dizilerinin sagladigi
karakteristik denklemin kokleri arasindaki bazi formiiller verilecektir. Ozellikle bu
dizilere iliskin Binet formiilleri olarak bilinen formiiller yardimiyla bu 6zdesliklerin
ispatlar1 verilecektir. Bu 06zdeslikler, ikinci ve ftglincli boliimde ele alinacak

denklemlerin ¢6ziimlerinde kullanilacaktir. Bu 6zdesliklerin ispatlari i¢in [4], [5] ve



[6] nolu kaynaklara bakilabilir. Biitiinliik saglamasi agisindan bu 6zdesliklerin ve

formiillerin ispatlar1 bu kisimda verilecektir.
Onerme 1.1.3. Her n > 1 tamsayisi i¢in Un = Un(k, s) olmak iizere

a) an = aUn+ sUn-1
b) ﬁn = ,BUn + sUn-1

) awWk? + 4s = aVn + sVn-1

d) —BVk2 + 4s = BVn 4 sVa-1

dir.

Ispat: a) Ispat1 tiimevarimla yapalim. Uo = 0 ve U1 = 1 olmak iizere n = 1 igin
al=a-1+s-0=aU1+ sUo

oldugundan esitlik saglanir. Bu esitlik n i¢in saglansin. Yani

am = alUn + sUn-1

olsun. O zaman

antl = gan = a(aUn + sUn-1) = a?2Un + asUn-1 = (ka + s)Un + asUn—1
=kaUn+ sUn+ asUn-1 = a(kUn + sUn-1) + sUn= aUn+1 + sUn

oldugundan bu esitlik n + 1 i¢in de dogrudur. Bdylece ispat tamamlanir.
b) Ispat: tiimevarimla yapalim. Uy= 0 ve U;= 1 olmak iizere n = 1 i¢in
pr=p-1+0=pLU1+sUo

oldugundan esitlik saglanir. Bu esitlik n i¢in saglansin. Yani

pr=PUn+ sUn-1



olsun. O zaman

ﬁn+1 = ﬁﬁn = ﬁ(ﬁUn + SUn—l) = ,BzUn + IBSUn—l = (k,B + S)Un + ﬂSUn—l
= kﬁUn + sUn + ,BSUn—l = ,B(kUn + SUn—l) + sUn= ﬁUn+1 + sUn

oldugundan bu esitlik n + 1 i¢in de dogrudur. Bdylece ispat tamamlanir.
¢) Ispat1 tiimevarimla yapalim. Vo= 2 ve V1= k olmak iizere n = 1 icin
al\/k2+4s=a(a—,8)=a2—a-,8=ka+s+s=ka+25=aV1+sVo

oldugundan esitlik saglanir. Bu esitlik n i¢in saglansin. Yani

aWk? + 4s = aVn + sVn-1

olsun. O halde
atl=q- a VntsVn-1__ a?VptasVn—1_ a kVatsVntasVn-1 _ a (kVntsVn_1)+sVn
Vk2+4s VkZ+4s VkZ+4s Vk2+4s
_aVn+1+sVn _ _aVni14sVn
k2+4s k2+4s

oldugundan bu esitlik n + 1 i¢in de dogrudur. Bdylece ispat tamamlanir.

d) Ispat1 tiimevarimla yapalim. Vo= 2 ve V1= k olmak iizere n = 1 i¢in

—pk2+4s=—B(a—P)=—Pa+fi=s+kB+s=kB+2s=pVi+ sV,
oldugundan esitlik saglanir. Bu esitlik n i¢in saglansin. Yani
_ﬁn\/kZ + 4s = ﬁVn + sVn-1

olsun. O halde



ﬁn+1 =ppr=p B VntsVn1 _ BVn+BsVn-1_ (Bk+s)Vn+BsVn—1 _ B kVntsVntBsVn—1

—VkZ+ds —VkZ+4s —VkZ+4s —Vk2+4s
_ BkVn+sVn—1) _ _BVn+1+sVn
—Vk%+4s —Vk2+4s

oldugundan bu esitlik n + 1 i¢in de dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 1.1.4. n > 1 olmak lizere n. genellestirilmis Fibonacci ve n. genellestirilmis

Lucas sayilar sirasiyla
an_ﬁn
a—p

b) Vu(k, s) = an + B

formiilleri ile verilir.

a) U (k,5) =

Ispat: a) Onerme 1.1.3” iin (a) ve (b) sikkinda verilen

ar = alUn + sUn-1,

B = pUn+ sUn-1

esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

ar— pr=alUn— BUn

bulunur. Buradan

_ aTL_Bn
Un ="~
elde edilir.

b) Onerme 1.1.3” iin (c) ve (d) sikkinda verilen

aVk? + 4s = aVn + sVn-1,

—BVk2 + 4s = BVn + sVa1



esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

(a—B)Va= VkZ + 4s(an + B™)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

(a = PVn= (a—B)(a" + )

ve boylece Vu(k,s) = an + Bn

elde edilir.

Teorem 1.1.5. Her n € Z igin

Un e, s) ="

a—=p
Vn(k,s) =an+ pn
dir.

Ispat: a) n > 0 icin Teorem 1.1.4’ te bunlarin dogrulugu gosterildi. Simdi n < 0

olsun. O zaman m > 0 olmak {izere n = —m yazilabilir. Buradan

Uk s)="mnpr _amp=™ @@ Zm p —am _-(@mpm
n of a— a-p T @Fa- (—s)m(a—p)
= —(_S)—m (am_ﬁm _ U - — Un
o ;
olur. Benzer bi¢imde
Viks)=artpr=amtpn="+" _="""=(@p @ +pm
n

am  fn (ap)m
= (—S)_me =V-m= Vn

elde edilir. n = 0 igin formiillerin dogru oldugunu gérmek kolaydir.



Tanim 1.1.6. U (k,s) = ey (k, s) = an + B formiillerine Binet formiilleri
n

a—f n

denir.

Onerme 1.1.7. Her n € Z igin Un = Un(k, s) Ve Vn = Va(k, s) olmak iizere
a) Vy=Uns1+ sUp

b) Vo = kUn + 25Un1

0) Un(K2 + 45) = Vst + sVt

dir.

Ispat: Binet formiilleri kullanilirsa;

a) U + ﬂ an+1_ﬂn+1 an—l_ﬁn—l a"+1—ﬁ"+1+sa"_1—sﬂ"_1
= S =
n+1 n—1 C(—ﬁ a—ﬁ a—ﬁ

_ aMatsa DB+ gn(a—apa—l)—pr(B—BaB™h)
a—f a=p

— @@P+p" P _ n pn_
= oy a+pr=Vv ,

elde edilir.
b) R] + w _ an_ﬁn an—l_Bn—l _ a,n_ﬁn M
n n-1=Fk a—p +2s a—pf k a—p +2s (ap)(a—p)
_ ka"—kB"—2a"B+2af™ _ a(a+p—2B)—p (a+f—-2a)
a—pB o a—p
_ aa=p)+pMa=p) _ (a=P)(@"+p™) _ n n_
- = pomy; =a"+pr=Vv,
oldugu gortiliir.

C) Vat1 + sVn-1 = antl + gntl + s = an(a + sa~1) + fr(a + sp1)

= a(a — afa™?) + (B — pap~) = ar(a — B) — fr(a—B)

=(@—pB)a—pD) =(a— 2" V=2 +4s)U
a—f n

elde edilir.



Teorem 1.1.8. Her n € Z igin Un = Un(k, s) Ve Vu = Vu(k, s) olmak iizere
a) a?n=Vnan — (—s)™

b) a2 = UnaVk2 + 4s 4+ (—s)"

dir.

Ispat: Binet formiilleri kullanilarak;

) Vaar = ()" = (a + fr)an — (=s)"
= a2 + (af)" = (=s)"
= a1 + (=5)" = (=5)"

= g2n

elde edilir.

b) tha VT FEs + (=)' = T kT F AT+ (—s)"
a—p

= (an — pmar + (=s)"
=a’m — (ap)" + (=s)"
=a?r — (=s)"+ (—s)"

= g2n

oldugu gortiliir.

Bundan boyle k > 1 tam say1 olmak tizere Un(k, 1) ve Va(k, 1) dizileri ele

alinacaktir.

Teorem 1.1.9. Her n € Z i¢in Un = Un(k, 1) olmak tizere

Uz—kU U —U2 = (=11
n n n -1

-1 n

esitligi saglanir.



Ispat: Binet formiilleri kullanilirsa

2
U2 KU U2 (an— n a— an—1—pn—1 an—1—pgn- 12
n— nUn—-1— Unp-—1=

1 a_,;) —k (— )( ) —(——)

a g noogtP
e sy o S (O
< 7 7 7))

@-pZ « B a
= a7 (@ = 2(= 1" + f2n o+ k(@ — ) (@B — ap) — (@ — af)?)
= s (@ + f2n = 2(=1)" + k(a2 — (@) — (@B)"B + ap))

- 112+4 (a2nB2 — 2(af)™+! + a2f2n)

= o (a?n(1 — B2) + f2n(1 — a2) — 4(—1)" + ka?n + kaf?)

~ 57 k(=D + )
- ﬁ (a?r(—Bk) + p2n(—ak) — 4(—1)" + ka?"f + kaf?" — k2(—1)")

T k2+4

(—(=Dr(k2+4)) = (11: (—1)n-1

elde edilir.

Teorem 1.1.10. Her n € Z i¢in V» = Vn(k, 1) olmak tizere

—kVV  —V2 = (=1)"(k?+ 4)

n n n—1 n—
esitligi saglanir.

Ispat: Binet formiilleri kullanilarak

VZ-kVV _ —VZ = (an+ B2 = k(an+ pr) (@t + fr)

n n n—1

_(an—l + ﬁn—l)z

= a2 + 2(af)" + B2n — k(an + B7) (an +ﬂ" ) — (“n+ .3")
=a?+ 2(=1)" + 2 + k(a® + ) (a"f + af™) — (a*f + affn)?
= a2+ 2(—=1)"+ B2 + k(a?"B + (af)"a + (af)"B + af?")
_(a2n'32 + z(aﬁ)n+1 + aZIBZn)

10



= a4+ 2(=1)" + 2 + ka*f + k(—1)"a + k(—=1)"f + kaf?"

—a?nfB2 + 2(—1)" — a2

=a?(1+ kp) + (1 + ka) + 4(—=1)" + k(—=1D)™(a + B) — a?*f2 — a?f?"
f— aZnﬂZ + ’BZnaz + 4(_1)n + kz(_]_)n — 6{2",82 — aZ’BZn — (_1)n(k2 + 4)
oldugu gortiliir.

Teorem 1.1.11. Her n € Z igin Vn = Vn(k, 1) olmak tizere

V2 —(k2+4)U2=4(-1)"
n n
esitligi saglanir.

Ispat: Binet formiilleri kullanilirsa

V2 — (k2 +4)U2= (ar + pn)2 (2 )an_ﬁnz
n n —k + 4 a—ﬁ)

a2n_2(aﬁ)n+32n
k2+4

= q?2n + 2(_1)n + ﬁZn — q2n + 2(_1)11 — ,an

= 4(—1)"

= a2 + 2(af)? + p2n — (k2 + 4)

elde edilir.



BOLUM 2. BAZI DiYOFANT DENKLEMLERININ COZUMLERI

Bu boliimde k pozitif tam say1 olmak iizere

x2 —kxy + y? = #1,

x% — (k2 £ 4)y? = +4,

x2 —kxy —y?==+(k?+4),
x2 — (k? + 1)y? = +1,

denklemlerinin pozitif tamsay1 ¢oziimleri genellestirilmis Fibonacci ve Lucas say1
dizilerinin terimleri cinsinden elde edilecektir. Bu denklemlerin pozitif tamsayi
¢oziimleri literatiirde mevcut olup bunun i¢in [7] ve [8] nolu kaynaklara, 6zellikle [5]

nolu tezin kendisine ve kaynaklarina bakilabilir.
2.1. x2 — kxy — y? = +1 Diyofant Denklemlerinin Coziimleri

Tamim 2.1.1. R bostan farkli bir kiime ve " + " ile " - " R {lizerinde taniml iki islem
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa R’ye bir halkadir denir. Bu halka (R, +,)
veya kisaca R ile gosterilir.

R1) (R, +) degismeli gruptur.

R2) Her a, b, c € R igin

a-(b-c)=(a-b)-cdir.

R3) Her a, b, c € R igin
a-(b+c)=(@-b)+(a-c)ve(b+c)-a=(b-a)+ (c-a)dir.

Tamm 2.1.2. (R, +,7) halkasmin “: " iglemine gore birim eleman1 varsa bu halkaya

birimli halka denir.
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Tamim 2.1.3. (R, +,°) birimli bir halka ve (R, +,) nin birimi 1r ile gosterilsin. x € R

icin x - y = y - x = 1r olan bir y € R varsa x elemanina bir birimsel eleman denir.

k+\/k2=t=4’— 5

T

2 2

Vi,

Teorem 2.1.4. k > 1 olmak iizere a = icin

Zla] = {aa + bla, b € Z}

halkasinin birimsel elemanlar1 kiimesi {+a”|n € Z} dir [7].

k+\/k2=l-—4‘— 8

T

2 2

k2.

Teorem 2.1.5. k > 1 olmak lizere a = icin

Z|a] = {aa + bla, b € 7}

halkasinda, aa + b nin birimsel eleman olmasi igin gerekli ve yeterli sart

a?—kab — b?2=+1

esitliginin saglanmasidir [7].

Teorem 2.1.6. k > 1 bir tamsay1 olsun.

x2—kxy—y?=+#1

olacak bi¢imde x, y pozitif tamsayilarinin olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart n > 2

dogal sayisinin

(x, _’y) = (Un(k, 1), Un—l(k, 1))

olacak bi¢cimde mevcut olmasidir.

Ispat: Eger (x, v) = (Un(k, 1), Un-1(k, 1)) ise
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X2 — kxy - y2 = Uz(k, 1) - (kr IU 1(k' 1) - U2 1(kl 1) = (_1)11—1 = il

esitliginin saglandigi Teorem 1.1.9° dan goriiliir. Simdi
x2—kxy—y?==1

olan x > 0, y > 0 tam sayilart mevcut olsun. O halde Teorem 2.1.5” e gére ax + y

birimsel elemandir ve ax + y > 1 dir. Burada

k+VEk2+4
a= >

oldugundan a > 1 olduguna dikkat edelim. Ote yandan Teorem 2.1.4’e gore
ax+y=an

olacak bicimde n > 2 vardir. Onerme 1.1.3 iin (a) sikkindaki dzelliginden dolay1
ax+y=a"=aUn(k, 1) + Un-1(k, 1)

oldugu goriilir. Buradan x = Un(k, 1) ve y = Un-1(k, 1) elde edilir.

Teorem 2.1.7. x2 — kxy — y? = 1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éztiimleri n >

1 olmak tizere
(x, y) = (U2n+1(k, 1), UZn(k, 1))
ile verilir.

Ispat: Eger (x, ) = (U2n+1(k, 1), U2n(k, 1)) ise Teorem 1.1.9 kullanilarak

x2—kxy—yz =U? (k,1) —kUzn+1(k, )U2a(k, 1) — U? (k,1) = (—1)?* =1
2n+1 2n
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oldugu goriiliir. Simdi

x2—kxy—y:=1

denklemini saglayan x ve y pozitif tam sayilart mevcut olsun. Teorem 2.1.6° ya gore
(x, ) = (Um(k, 1), Un-1(k, 1))

olacak bigimde m = 2 dogal sayis1 vardir. Boylece Teorem 1.1.9 kullanilirsa

l=x2—kxy—y2=U02(k, 1) —kU (kWU (k1D -U2 (k1) =(-1)m1
m m m—1 m—1

esitligi elde edilir. O zaman m tektir. Dolayisiyla m = 2n + 1 olacak bi¢cimde n > 1

dogal sayisi vardir. O halde n = 1 olmak {izere
(X, y) = (Um(k, 1), Um—l(k, 1)) = (U2n+1(k, 1), UZn(k, 1))
elde edilir.

Teorem 2.1.8. x2 — kxy — y? = —1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢dziimleri

n = 1 olmak tizere
(x, y) = (UZn(k, 1), UZn—l(k, 1))
ile verilir.

Ispat: (x,y) = (U2n(k, 1), U2n-1(k, 1)) ise Teorem 1.1.9 kullanilirsa

x2 —kxy —y? = UZ2 (k, 1) — kU2n(k, 1)) U2n-1(k, 1) — Ué 1(k, 1)

=(-1)21=—1

oldugu gortiliir.
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x2—kxy—y?=-1
denklemini saglayan x, y pozititf tam sayilar1 mevcut olsun. Teorem 2.1.6° ya gore
(x,y) = (Un(k, 1), Un-1(k, 1))
olacak bigcimde m > 2 vardir. O halde Teorem 1.1.9 kullanilirsa
—1=x%2—kxy— y?
m m m—1 m—1

= (-1t

elde edilir. O zaman m cifttir ve dolayisiyla m = 2n yazilabilir. Buradan n > 1

olmak tizere

(x,y) = (Um(k, 1), Un-1(k, 1)) = (U2n(k, 1), U2n-1(k, 1))
oldugu gortiliir.

2.2. x2 — (k% + 4)y2 = +4 Diyofant Denklemlerinin Coziimleri
Teorem 2.2.1. k > 1 olsun. Bu durumda

x2— (k2 +4)y?=4

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éztimleri n > 1 olmak iizere
(x,y) = (Van(k, 1), Uzn(k, 1))

ile verilir.
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Ispat: (x, y), x2 — (k? + 4)y? = 4 denkleminin bir pozitif tam say1 ¢6ziimii olsun.

Bu denklem
xz — k2y2 — 4y2 — 4

seklinde yeniden diizenlenirse x2 — kZy?2 ‘nin ¢ift oldugu goriiliir. O halde x ve ky

. k
ayn1 anda ¢ift veya ayn1 anda tek tam sayilardir. u = vev= y olsun. O zaman
2

2
x+k
x+k
u? — kuv —v?2 = ( - ) —k TY_yz
X2+ 2kxy+k2y?—2kxy—2k2y?—4y?
4
x2—(k%+4)y?

4

olur. Teorem 2.1.7°ye gore u = Uzn+1(k, 1) vev=y = Uzn(k, 1) Olann > 1

tamsayisi vardir. Boylece u = )ﬂoldugu kullanilirsa
2

x=2u—ky
= 2U2n+1(k, 1) — kU2n(k, 1)
= Uzn+1(k, 1) + Uzn+1(k, 1) — kU2n(k, 1)
= Uzn+1(k, 1) + U2n-1(k, 1)
=Voa(k, 1)

bulunur. Yani
(X, y) = (VZn(k, 1), UZn(k, 1))
seklindedir. Diger yandan yukaridaki esitlik saglanityorsa Teorem 1.1.11" den

x2— (k2 4+ 4)y2 = V2 (k, 1) = (k2 + U (, 1) = 4(-1)>" = 4
n n

oldugu gortiliir.



Teorem 2.2.2. k > 1 olsun. Bu durumda

x2— (k2 +4)y?=—4

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éziimleri n > 1 olmak iizere
(x,y) = (V2n-1(k, 1), U2n-1(k, 1))

ile verilir.

Ispat: (x, y), x2 — (k? + 4)y? = —4 denkleminin bir pozitif tam say1 ¢dziimii

olsun. Bu durumda
x2 — k2y? — 4y2 = —4

bulunur. Dolayistyla x2 — k2y2 ¢ift olur. O halde x ve ky ayni anda ¢ift veya ayni

+k
anda tek tam sayilardir. u = )%ve v =y olsun. O zaman

X+k2 k
u? — kuv —v2 = ( - ) — Iy HTy—yZ

X%+ 2kxy+kiy?—2kxy—2k%y’—4y?
4
_ 22— (k*+4)y? 4
4 4

-1

elde edilir. Boylece Teorem 2.1.8” ¢ gore u = Uzn(k, 1) ve v =y = U2n-1(k, 1)

olacak bigimde n > 1 tamsayis1 vardir. Simdi x degerini bulmak i¢in u = xthy

2

oldugu kullanilirsa

x=2u—ky=2Uz2(k,1) — kU2n—1
= Uzn(k, 1) + U2n(k, 1) — kU2n-1(k, 1)
= Uzn(k,1) + Uzn-2(k, 1)
=Van-1(k, 1)
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bulunur. Yani n > 1 olmak tizere

(x,y) = (V2n-1(k, 1), U2n-1(k, 1))
dir. Simdi de yukarida verilen bu ikilinin
x2— (k2 +4)y?=—4

denklemini sagladigini gosterelim. Gergekten x ve y denklemde yerine yazilir ve

Teorem 1.1.11 kullanilirsa

x2—(k2+4)yz =V2 (k,1)—(k2+4)U? (k1)=4(-1)»1=—-4
2n—1 2n—1

oldugu gortiliir.

2.3. x2 — kxy — y? = £(k? + 4) Diyofant Denklemlerinin Coziimleri

Teorem 2.3.1. k > 1 ve k% + 4 karesiz olsun. Bu durumda

x2—kxy—y2=k2+4

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éziimleri n > 1 olmak iizere

(x,y) = (Van(k, 1), Va2n-1(k, 1))

ile verilir.

Ispat: (x, ), x2 — kxy — y2 = k? + 4 denkleminin bir pozitif tam say1 ¢6ziimii

olsun. Bu denklem —4 ile ¢arpilirsa

4y2 + 4kxy — 4x2 = —4 (k% + 4)
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olur. Son denklem tam kareye tamamlanirsa ve yeniden diizenlenirse

Ry + kx)?2 — (k2 +4)x2 = —4(k2+ 4) (1.1)

elde edilir. Bu durumda k2 + 4|(2y + kx)? olur. k2 + 4 karesiz oldugundan
k2 + 4|2y + kx dir. Dolayisiyla

2y + kx= (k2 +4)a

olacak sekilde pozitif a tam sayis1 vardir. (k2 + 4)a degeri (1.1)” de yerine yazilirsa

ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

x2— (k?+4)a?=4

denklemi elde edilir. Teorem 2.2.1°e gore x = Van(k, 1), a = U2x(k, 1) olacak

bicimde n > 1 tamsayis1 vardir. Boylece

2y + kx = (k2 + 4)a

esitliginden

(P + D) U2n(k 1) =kV2n(k,1) _ Vong14Von-1(k 1) =kVon(k1)  Von—1(k1)+V2n—1(k1)
2 2 2

=Van-1(k, 1)

y

bulunur. Dolayisiyla

(x, y) = (VZn(k, 1), VZn—l(k, 1))

olur. Simdi de yukarida verilen bu ikilinin

x2—kxy—y?=k?+4



21

denklemini sagladigini gosterelim. Gergekten x ve y degerleri denklemde yerine

yazilirsa

x2—kxy—y2 =V2 (k,1) — kVau(k, 1))Von-1(k,1)— V2 (k1)
2n 2n—1

= (~1)2(k? + 4)
= k2 +4

oldugu Teorem 1.1.10” dan goriiliir.

Teorem 2.3.2. k > 1 ve k% + 4 Kkaresiz olsun. Bu durumda

x2 —kxy —y*=—(k?+4)

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éziimleri n > 1 olmak iizere
(x,y) = (Van-1(k, 1), Van—2(k, 1))

ile verilir.

Ispat: (x,y), x2 — kxy — y2 = —(k? + 4) denkleminin bir pozitif tam say1 ¢oziimii

olsun. Bu denklem —4 ile ¢arpilirsa

4y + 4kxy — 4x2 = 4(k2 + 4)

olur. Denklem tam kareye tamamlanirsa

Ry + kx)? — (k2 + 4)x% = 4(k%2+ 4) (1.2)

denklemi elde edilir. Dolayistyla k2 + 4|(2y + kx)? olur. Ustelik k2 + 4 karesiz
oldugundan k2 + 4|2y + kx oldugu goriiliir. O halde

2y + kx= (k2 +4)a
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olan a > 0 vardir. (k2 + 4)a degeri (1.2)’de yerine yazilirsa

x2— (k*+4)a?=—-4

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.2.2°ye gore x = Van-1(k, 1), a = Uz2n-1(k, 1)

olacak bigimde n > 1 tamsayis1 vardir. Simdi y degerini bulmak i¢in

2y + kx= (k2 +4)a

esitligi kullanilirsa

_ (K*+4a—kx _ (kKP+D)U2n-1(k D —kV2n-1(k,1)
2 2

_ Von(kD)4+Von—2(k1)—kVon—1(k.1)
2
__VZn—Z(k.l)‘f'VZn—Z(k.l)
2

=Van—2(k, 1)

bulunur. Dolayisiyla

(x,y) = (Van—1(k, 1), Van—2(k, 1))
olur. Ayrica yukarida verilen bu ikilinin
x2—kxy —y2=—(k?2+4)

denklemini sagladigin1 gérmek kolaydir. x ve y degerleri denklemde yerine yazilirsa

x2 —kxy—y? = VZ2 1(k, 1) — kVan-1(k, 1)V2n—2(k, 1) — V; 2(k, 1)

= (—1)21(k2 + 4)
= —(k2+4)

oldugu Teorem 1.1.10° dan goriiliir.



2.4. x2 — (k% + 1)y? = +1 Diyofant Denklemlerinin Coziimleri
Teorem 2.4.1. k > 1 ve k # 2 olsun. Budurumda
x2—(k2+1Dy2=1

denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimleri n = 1 olmak iizere

VZn(Zk'l)

(x,y)=( JJZn(Zk, 1)

2
ile verilir [8].
Teorem 2.4.2. k > 1 ve k # 2 olsun.
x2—(k2+ 1yz=-1
denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimleri n > 1 olmak {izere

Von—1(2k,
(r,y) = (e, y, (2K 1)

ile verilir [8].
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BOLUM 3. ARASTIRMA BULGULARI

[9] numarali kaynakta yazarlar tarafindan k > 3 olmak iizere,

x2—kxy+y2=+(k +2),

x2— (k2 —4)y?2=+4(k t+ 2),
x2—kxy+y2=+(k?—-4)(k £ 2),
x2 — (k% + 2)xy + y? = —k?,

x2 — (k% £ 2)xy + y?2 = k?,

x% + 4xy — [(k% — 2)y]? = 4k?

denklemlerinin tiim pozitif tam say1 ¢éziimleri genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
dizilerinin terimleri cinsinden ifade edilmistir. Bu ¢alismada k asal say1 ve p tek asal

say1 olmak {izere

x2 —kxy —y?=+k,

x2 — (k% + 4)y? = 14k,

X2 — 2pxy — y2 = 12p,

x2 — kxy — y? = tk(k?+ 4)

denklemleri ele alinacaktir. Bu denklemlerin pozitif tam sayilardaki tiim ¢6ziimleri
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri cinsinden elde edilecektir.
Bu denklemlerin ¢oziimleri literatiirde mevcut degildir.

3.1. x2 — kxy — y% = +k Diyofant Denklemlerinin Coziimleri

Teorem 3.1.1. k asal say1 olsun. O zaman x2 — kxy — y? = k denkleminin tiim

pozitif tam say1 ¢6ziimleri n > 1 ve Un = Un(k, 1) olmak tizere
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(x,y) = (U2n+ U2n-1, U2n—1 + U2n-2)

veya

(x,y) = (Uz2n+1 — Uzn, U2n — U2n-1)

ile verilir.

Ispat: (x, y), x2 — kxy — y2 = k denkleminin bir pozitif tam say1 ¢6ziimii olsun.
x2—y?=kxy+k

olup x2 — y2> 0 dir. u = x + y ve v = x — y olsun. Bu durumda
4uv — k(u? — v2) = 4k

dir ve boylece

4uv = 4k + k(u? — v?)

elde edilir. Su halde k|uv olur. k|v olsun. O zaman

4ul) w2 +v2=4
k

ve buradan

v
w2 -2 —dul = 4

yazilabilir. Kolaylikla ku — 2v > 0 oldugu gosterilebilir. Denklem tam kareye

tamamlanirsa
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w—22 -2 +4) O =-4
k k

elde edilir. Teorem 2.2.2’ye gore u—2" vev="U olacak bi¢imde n >

kK V2n—1 k 2n—1

1 tamsayis1 mevcuttur. Buradan u ve v degerlerinin

v

u=V +V
-1t 2, =2Uz1  2n-1
v=FkUz1

biciminde oldugu goriiliir. Ayrica x ve y degerleri

o utv _ 2Usn—1+Von—1+kUzn—1 _ kUzn—1+2U2n—1+U2n+U2n—2
2 2 2
_ kUn_1+Uzn_2+2Uzn-1+U2n _ UntU2pn+2Uzn—1 _ uy. + U ,
= 5 = 5 —Ya 2n—1
_u—v_ 2U—1+Von—1—kUp—1 _ 2U2p—1+U2p+Uzp—2—kU2n—1
y = e—
2 2 2
_2Up—1+2Up—2 __ U +U
- 2 - Y 2n—-1 2n—2

olarak bulunur. Su halde

(x,y) = (Uz2n+ U2n-1, U2n—1 + U2n-2)
elde edilir. Simdi yukaridaki bu ikilinin
x2—kxy—y*=k

denkleminin bir ¢dziimii oldugunu gosterelim. x ve y degerleri denklemde yerine

yazilirsa

x2 — kxy — y2 = (Uzn+ U2n-1)? — k(U2n + Uzn-1) (U2n-1 + U2n-2)

_(U%n—l + Uppp)? , ,

= U*® +2U,Up,1+ U — k(U Upp—q +UppUspy +U + Uzp—1Uzn—3)
2n 2n—1 2n—1

—(U*  +2Uz-1Uppp +U* )
2n—1 2n



= U? +2UpUp-1+U? —kUzUzn—1 — kUpqUzn—p — kU?

2n p 2n—1 2
_kUZn—IUZn—Z -U - 2UZn—1U2n—2 —-U
2n—1 2n—2

=U(Upn—kUzp—1) + 2U 2 1(Upp— Uzp—3) — Upp—p (kU + Upp—p)

_kU%n—l — kUzn—1Uzp—2

27

olup burada Uzn yerine kUzn-1 + U2n—2 Ve kU2zx yerine de Uzn+1 — Uzn—1 yazilirsa

x> —kxy — y*=UpUpp_p 42Uz 1kUqp 1 — Uz 2(Ugpy1 — Ugnq + Uppy)

_kU%n—l — kU2, 1Uzs—2

= Uy y(Uzn — kUpp_1) + 2kU? = Upp 3Uspiq + Ugp_ Uy — U?
2n—1
2
_kUZn—l 2 2
=Uyp—2Upp—y + kU + Uzp2(Upp—1—Uzny1) —U
2n—1 2n—2

=U2 +kU? + Uzn—2(—kU2n) —U?

2n—2 2n—1 2n—2
= [U? — U2 + kU? — kU2nU2n—2

2n—2 2n—2 2n—1

= k(UZZn—l - UZnUZn—Z)

elde edilir. Simdi de Uzn yerine kUzn—1 + Uzn—2 yazilirsa

x2 —kxy — y?2=k(U%,_1 — Uzn—2(kU2n-1 + U2n-2))

=k(U? —kUxw-1U2n—2—U2 )
2n—1 2n—2

bulunur. Teorem 1.1.9° dan dolay1

x2—kxy —y2=k(-1) 2=k

olur. Simdi de k|u olsun. Dolayisiyla

4uv — k(u? — v2) = 4k

denkleminden

2n—2
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4€%v—u2 +1v2=4
yazilabilir. Bu denklem

ul 2
W+22) —(R+4) =4

olarak yeniden diizenlenebilir. Boylece, n > 1 olmak iizere Teorem 2.2.1°e gore v +

24=V (k,1)ve*=U (k, 1) yazilabilir. Buradan u ve v degerleri sirasiyla
k 2n k 2n

u= kUZn,
u

v=Vwum— 27{ =V —2Um= U2n+1 + Uzn-1— 2U2n

olarak bulunur. Bu durumda x ve y sirasiyla

x = utv _ kUzntU2n+1+U2n—1—2U2n
2 2
__2Uzn+1=2U2n
2
= Uzni1 = Uz,
_ u=v _ kUzn—U2n+1—U2n—14+2U2n
Y= 2

_ kUap=(Uzn4+1+Uzn-1=2U2y)
2
_ kUn=(kUzn+Uzn—1+U2n-1=2U2n)
2

_ 2U2n—=2U2n-1
2

=Uzp— Upp_q

olarak elde edilir. Dolayisiyla

(x,y) = (Uz2n+1 — Uzn, U2n — U2n-1)

dir. Simdi de yukaridaki bu ikilinin



x2—kxy—y*=k

denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim. x ve y degerleri denklemde yerine

yazilirsa

x2 — kxy — y2 = (Uzn+1 — U2n)? — k(U2n+1 — U20) (U2n — U2n-1)

_(UZZn_ UZn—l)2 ) )

=U = 2Upn1Upn+ U — kU qUpp + kU 311U + KU — kU ,Uzp 1
2n+1 2n 2n

—U?+ 2U,,Upp_q — U?
2 2n—1

n
=U*  —2U,(Uppp1— Uzn1) — kUppi1Usy + kU 1Upp_q + kU?
2n+1 2n

—kUpUsp—1— U4

olup burada Uzn+1 = kU2n + U2n-1 oldugu kullanilirsa

x2 — kxy — yZ = U2 — ZkUZnUZn + kU? — kU2n+1U2n +kU2n+1U2n—1
2n+1 2n

—kUz,Uzp—q — U?
2n—1
= Usn41(Uzni1 — kUzp) — kU? + kU4 1Uzn 1 — kU, Uy g — U?
2n 2n—1

= Upn41Uzn—1 + kUzps1Uzpq — kU? 3 U1 (kU 3 + Uzp_q)
= Upns1Uzn—1 + kUpps1Uzpq — kU? 3 U Uz g
=kUzp1Uzn—1— kUZZn

= k(Uzn41Uzn-1— U%),

elde edilir. Simdi de Uzn+1 Yerine kUzn + Uzn-1 degeri yazilirsa

x2 —kxy —y?2=k(kUz2nU2n—1+ U2 —U2)
2n—1 2n
—k(U? — kU2U2n-1— U2 )
2n 2n—1

olur. Teorem 1.1.9 kullanilarak

x2—kxy —y?=—k(-1)>""1=—k(-1) =k

oldugu goriiliir.
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Teorem 3.1.2. k asal say1 olsun. O zaman

x2—kxy—y*=—k

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri Un = Un(k, 1) ve n = 1 olmak iizere
(6, y) = WUan-1+ Uzn 2, Uz z+ Uzn3)

veya

(x,y) = (U2n — U2n-1, U2n—1 — U2n-2)

ile verilir.

Ispat: (x, y), x2 — kxy — y? = —k denkleminin pozitif bir tam say1 ¢oziimii olsun.
u = kx + y ve v = x olsun. Bu denklem u ve v’ nin bu degerlerine gore yeniden
diizenlenirse

uz—kuv—vi=k

olur. Bu denklemin pozitif tam say1 ¢oziimleri n = 1 ve Un = Un(k, 1) olmak tizere

Teorem 3.1.1° e gore

(u,v) = (Uz2n + U2n-1, U2n—-1 + U2n—2)

veya

(u, v) = (Uzn+1 — Uz2n, U2n — U2n-1)

seklindedir. Birinci ikiliden yararlanarak x ve y degerleri sirasiyla

x=v=Uzp-1+ U2,
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y=u—kv=Uy+ U1 —kUypy_1—kUpp_2=Usp_2+ Usyp_3

olarak bulunur. Yani

(6, ¥) =Wap—1+ Uzp2, Ugp_p + Upp_3)

seklindedir. Simdi de diger (u, v) ikilisini kullanarak x ve y degerlerini sirasiyla

X=vV= U2n— UZn—l,

y=u—kv=Uyt1— U= kUppn+ kUpp—1=Uzp—1— Uzp—2

olarak buluruz. Yani

(x,y) = (U2n — U2n-1, U2n—1 — U2n-2)

seklinde elde edilir. Simdi

(6, y)=Wap—1+ Upp_p, Ugpz + Uzy_3)

ikilisinin

x?—kxy—y*=—k

denklemi i¢in bir ¢6zlim oldugunu gosterelim. x ve y degerleri denklemde yerine

yazilirsa

x*—kxy —y* = Uzn-1+ Uzn—2)* — k(Upn—1+ Upn—2)(Upn—z + Uzn_3) —
(Uzn—z + Upgp3)?

=U®  +2Up1Usnp + U —kUpy 1Upy_p — kUpy_1Upy_3—kU?
2n—1 ) 2n—2 2 2n—2
—kUzn2Uzp 3 —U — 20U 2Uzn3—U
2n—2 2n—3

= U2n—1(U2n—1 - kUZn—Z) + 2UZn—Z(UZn—l - U2n—3) - kUZn—lUZn—B - kUz 2n—2

~kUzn—2Uzn—3— U%y3
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= UZn—lUZn—3 + 2U2n—2kU2n—2 - kUZn—lUZn—S - kUZZn—Z - kUZn—ZUZn—S

2
_UZn—3 5 5
= Upp—3(Upn—y — kUpp_p)+ kU — kU 1Upp3—U

2n—2 2n—3

=U? +k(U? —U2-3(kU2n-2+ U2n-3)) —U?

2n—3 2n—2 2n—3
=k(U?2 —kUzn—2U2n—3— U?

2n—2 2n—3

olup Teorem 1.1.9 kullanilirsa

x2—kxy —y:=k(-1)"3=—k

oldugu goriiliir. Simdi de

(6, ¥) = W21+ Uzp2, Uppp + Upp_3)

ikilisinin

x?—kxy —y?=—k

denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gosterelim. Burada da x ve y degerleri denklemde

yerine yazilirsa

x*—kxy — y* = (Uzn-1+ Uzn—2)* — k(Uzn-1+ Uzn—2) (Uzn—2+ Uzn—3)

~(Ugn—z+ Uzp_3)*
=U®  +2Up1Usny + U —kUpy_1Upy_p — kUpp_1Upy_3—kU?
2n—1 2 2n—2 2 2n—2
—kUzn2Uzp3—U —2U;2Uzn3—U
2n—-2 2n-3

=Upp1(Ugno1— kUpp—3) + 2U 2 y(Ugp—1 — Upp_3) — kUyp_1Upp_3— kU? 5, _,
_kUZn—ZUZn—3 - U22n—3
= U2n—1U2n—3 + 2UZn—ZkUZn—Z - kUZn—lUZn—3 - kUZZn—Z - kUZn—ZUZn—B

2
_U2n—3 ) )
= Uyp—3(Uzn—y — kUpp_p)+ kU — kU 1Upp3—U
2n—2 2n—3
=U? +k(U? — (kUzn—2+ U2n-3)U2n-3)—U?
2n—3 2n—2 2n—3

=k(U? —kUzxn—2U2n—3—U2 )
2n—2 2n—3



olup Teorem 1.1.9’a gore

X2 —kxy —y:=k(-1)3=—k

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.2. x2 — (k2 + 4)y? = +4k Diyofant Denklemlerinin Coziimleri

Teorem 3.2.1. k asal olsun. O zaman

x2 — (k2 + 4)y2 =4k

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri Un = Un(k, 1), Vo= Va(k,1) ven =1

olmak lizere

6 y)= W1t Vo2 Ugpo1 + Upy—)

veya

(x,y) = (V2n + V2n-1, U2n + U2n-1)

ile verilir.

Ispat: x2 — (k2 + 4)y? = 4k olacak bi¢imde x, y pozitif tam say1lart mevcut olsun.

Bu durumda

x% — k?y? = 4k + 4y?

+ky

¢ift olacagindan x ve ky ayni1 anda cift veya ayn1 anda tektir. O halde u =""_2 v =

2
y alinirsa

uz—kuv—v2==%k
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elde edilir. Teorem 3.1.1°e gore bu denklemin pozitif tam say1 ¢oziimleri
(u, v) = (Uz2n + U2n-1, U2n-1 + U2n-2)

veya

(u, v) = (Uz2n+1 — U2n, U2n — U2n-1)

bi¢imindedir. Bu ikililerden yararlanarak x ve y degerlerini bulalim. Oncelikle

xtky _ +U
> = Us 2

n—1
olsun. Buradan x degeri

x=2Uxm+ 2U2n-1 — kU2n-1 — k
= U+ Uy — kUpp1+ 2Uzp—1 — kU,
=Upnt Upp1t Uppz t Upzp3=Vop1+ Von
olarak bulunur. Ayrica y = v = U2n—1 + U2n-2 oldugundan

(6, Y) = Vo1t Vo2, Ugp1+ Upp3)

elde edilir. Simdi de **ky = U — U olsun. Buradan x degerini
2 2n+1 2n

X = 2U2n+1 - ZUZTL —_ kUZn + kUZn—l
= U2n+1 + U2n+1 - kUZn_ UZn_ U2n+ kUZn—l
=Uppni1+ U1 = U= U 2=V = Vo g

olarak buluruz. Ayrica y = v = U2n — U2n-1 oldugundan

(x,y) = (V2n — V2n—1, U2n — U2n-1)
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elde edilir. Simdi de

(6, ¥) =WVan1+Von2 Upp1+ Uzp2)

ikilisinin

x2— (k2+4)yz2 =4k

denklemini sagladigin1 gosterelim. Bu ikili denklemde yerine yazilirsa

x2 — (k2 4+ 4)y?2 = (Van-1 + Van—2)? — (k%2 + 4)(U2n-1 + Uzn—2)?
=V2 4+ 2Vo-1Von—2 + sz p- (k2+4) (UZ2 . + 2U2n-1U2n—2+ U2 )
n— n—

2n—1 2n—2
=V2 4+ 2Van-1Von—2+V2 — (k2+4)U%2 — (k2+ 4)2U2n-1U2n—2
2n—1 2n—2 2n—1

—(k2+ HU%,

bulunur. Ote yandan, Teorem 1.1.11° e gore

V. —(k2+4U2 = 4D lve V2  — (k2 +4)U2 = 4(-1)2
2n—1 2n—2 2n—2

2n—1

oldugundan

x2— (k2+4)y2=4(—1)" 1+ 4(—1)?"2 + 2V2n-1V2n—2

—(k* + 4)2U2p-1Uzn—2

= 2k*Upp_1Uzn—y + 4kUzp_1Uzp_3+ 4kU%,_5 + 8U2y 35Uz 35— 2k*Usp_1Uzpy
—8Uzn-1Uzn—

= 2(2kUzn_1Usn_3+ 2kU3, 5 + 4Usp_5(Ugn-3 = Uzn_1))

= 2(2kUz2n-1U2n-3 + 2kU%,_5 + 4U2n—2(—kU2n-2))

=2(2kU2n-1U2n-3 + 2kU?2 —4kU?2 )
2n—2 2n—2

=2Q2kUzn-1U2n-3 — 2kU%,_5)
= 4k(Uzn-1Uzn—3 — U3,_5)

olarak bulunur. Simdi Uzn-3 yerine Uzn—1 — kU2n—2 yazilirsa



x2 — (k2 +4)y2=4k(U? — kU2n-1U2n—2—U?
2n—1 2n—2

olur. Teorem 1.1.9’a gore

U> —kUp1Uzp—z — U; , = (-2

2n—1 n

oldugundan

x2 — (k2 + 4)y? = 4k(—1)?""2 = 4k

elde edilir. Simdi de

(x,y) = (V2n + V2n-1, U2n + U2n-1)

ikilisinin

x2 — (k2 + 4)y2 =4k

denklemini sagladigim gosterelim. Ikililer denklemde yerine yazilirsa

x2—(k2+4)y2= Von—Van-1)? — (k2 + 4)(U2n — U2n-1)?

= V22n — (k2 + 4)U22n + szn—l — (k2+4) Uzzn_1 — 2V2nV2n—1

+2(k% + 4)U2nU2n—1

= (1) + (—=1)?"1 = 2VonVon-1 + 2(k2 + 4)U2nU2n-1

= —2(V2nV2n-1 — (k%2 + 4)U2nU2n-1)

= —2((Uz2n+1 + U2n-1)(Uzn + U2n-2) — (k%2 + 4)U2nU2n-1)

= —2(Uzns+1Uzn+ Uzn1Uzn—z + Uzn—1Usn + Uz Uz = (K* + 4)U2,Uzp—1)
= —2(Uzn41Uz2n+ Uzny1Uzn2+ Uzn1Uzn + Uz 1Uzn )

+2(Uzn41 = Uzne1) Uz — Uzp2) + 8U2Uzp 1

= —2(Uzn41Uzn+ Uzny1Uzn2+ Uzn1Uzn + Uz 1Uzn )
+2(U2n11U2n = Uzni1Uzn—2 = UppUzpo1+ Uz 1Uzp—2) + 8U2Uzp 1
= —2(Uzn41Uz2n+ Uznp1Uzn2+ Uzn1Uzn + Uzn1Uzn 2 — Uy 1U2n)
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_2(U2n+1U2n—2 + UZnUZn—l - U2n—1U2n—2 - 4U2nU2n—1)
= —4Uz2n41U2n—2— UznUzp—1)

= —4((kUz2n + U2n-1)(U2n — kU2n-1) — U2nU2n-1)
= —4(kU? —K*UUgn—1 + Ugn1Uzn— kU? = UppUzp1)
2n 2n—1

= —4k(U2 — kU2nU2n-1 — U2
2n 2n—1

olur. Teorem 1.1.9’a gore

U? — kUzpUzp—q — U? L (-t

2n 2n—

oldugundan

x2— (k2 + 4)y? = —4k(—1)*""1 =4k
elde edilir.

Teorem 3.2.2. k asal olsun. O zaman
x2— (k2 + 4)y?2=—4k

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri Un= Un(k, 1), Vo= Va(k, 1) ven > 1

olmak tlizere
6, y)= W2t Vo3, Ugpa+ Upy3)
veya

6, y)=Wone1=Vop2 Uz — Upp—)

ile verilir.
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Ispat: x2 — (k2 + 4)y2 = —4k olan x, y pozitif tam sayilart mevcut olsun. Bu

durumda
x% — k?y? = —4k + 4y?

cift olacagindan x ve ky ayni anda ¢ift ya da ayn1 anda tektir. O halde u = Y e

2
v =y aliirsa

u2 —kuv—v2=—-k

elde edilir. Bu denklemin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri Teorem 3.1.2° ye gore

(u,v) = Uzp—1+ U2, U+ Uzpp_3)

veya

(u, v) = (U2n — U2n-1, U2n-1 — U2n-2)

bicimindedir. Oncelikle

(u,v) = (Uzp—1+ Uz, Ugp—p + Uppp—3)

i¢in

y=v=Uz_2+ Uzp_3,

x+ky _ U +U
2 T 2n-1 2n—2

oldugundan x degeri

x=2u—kv=2U2n-1+ 2U2n—2 — kU2n—2 — kU 2n-3
=Uy1+Upypg—kUpp 3+ Uppa+ Uppy — kU3
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=Up1+Upp 3+ Uz o+ Uppy
=Vt Va3

olarak bulunur. Yani

(6, y) = Va2t Vo3, Uspat+ Uzp_3)

dir. Simdi de

(u, v) = (U2n — U2n-1, U2n-1 — U2n-2)

i¢in

y=v=Uz_1— Uzp,

+ky - U
= 2 > - UZ 2n—1
oldugundan

x=2u—kv=2Uzn— 2U2n-1 — kU2n-1 + kU 2n—2
=Up+ Uy —kUpp1— 2Upp—1 + kUpp—
=Up+Upp—Upp1—Uzp3

=Von-1—Vo

olarak elde edilir. Yani

(x,y)= (VZn—l Vo2 Uppq— UZn—Z)

dir. Simdi

(6, Y) = Vo2t Vo3, Uspa+ Uppy_3)

ikilisini
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x2 — (k%2 + 4)y? = —4k

denkleminde yerine yazarak ¢oziim oldugunu gosterelim.

denklemde yerine yazilirsa

x2 — (k2 + 4)y?2 = (Van—2 + V2n-3)2 — (k%2 + 4)(U2n-2 + U2n-3)?
=Vz +2Van—2Von—3+ sz . (k2+4) (UZ2 ) + 2U2n—2U2n-3 +
n— n—

2n—2

=Vz +2Van—2Von—3+ sz — (k2+4) U22 , 2(k?2 + 4)U2n—2U2n-3
e

2n—2 n—3

_(k2+'4)Uan—3

oldugu goriiliir. Teorem 1.1.11° e gore

x2— (k2+ 4)y2=4(—1)2""24+ 4(—1)?"3 4+ 2(V2n-—2V2n-3 — k2U2n—2U2n-3)

—8Up—2Uzn—3

x ve y degerleri

40

= 2k*Upp—pUpn—3 + 4kUqy_oUpp_g + 4kU%, 3 + 8Uzn_3Usy—y — 2k*Usn Uz 3

—8 U2n—2 U2n—3

= 2(2kUpp—pUzn_s+ 2kU%, 5+ 4Us 3(Usp_g— Uzp—))

= 4(kUzn—2U2n-4 + kU2 —2kU2 )
2n-3 2n-3

= 4(kUzn-2(U2n-2 — kU2n-3) — kU%,_3)

=4k(U? — kU2n—2U20—3—U?
2n—-2 2n—-3

elde edilir. Teorem 1.1.9’a gore

x2 — (k2 + 4)y? = 4k(—1)23 = —4k

bulunur. Benzer yolla

6 y)=Wone1 = Vop2 Ugpo1 — Upp—)

ikilisinin

x2 — (k?+ 4)y? = -4k
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denkleminin ¢6ziimii oldugu gosterilebilir.

3.3. x2 — 2pxy — y? = +2p Diyofant Denklemlerinin Coziimleri

Teorem 3.3.1. p tek asal say1 olsun.

X2 —2pxy —y%=2p

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri k = 2p, Un = Un(k, 1) ve n > 1 olmak

uzere

(x,¥y) = (Uzn+ Uzn-1, U2n-1 + U2n—2)

veya

(x,y) = (Uzn+1 — Uzn, U2n — U2n-1)

ile verilir.

Ispat: x2 — 2pxy — y? = 2p olacak bigimde x, y pozitif tam sayilar1 mevcut olsun.
Bu durumda x% — y2 ¢ift olur. O zaman x ve y ayn1 anda ¢ift ya da ayni anda tek
tam sayilardir. u = x + y ve v = x — y olsun. Bu durumda u, v gifttir.

x2—y?2—2pxy=2p

oldugundan

2

uz—v
uv — 2p (- ? )=2p

olur. Denklem duzenlenirse

4uv — 2p(u?z —v2) =8p



elde edilir. u = 2a, v = 2b (a, b pozitif tamsayilar) olsun. O zaman

4uv — 2p(u? — v2) = 8p

olup buradan

2ab —p(a2—b?)=p

yazilabilir. Dolayisiyla p|2ab ve p tek oldugundan p|ab dir. p|a olsun. O zaman
ZE‘%b—az +b2=1

denklemi tam kareye tamamlanirsa

(b+9° — (< +az)=1
14 P

elde edilir. Son denklem
a2 2
b+ -@+1DG=1

olarak diizenlenirse, Teorem 2.4.1°e gore

olacak bicimde n > 1 tamsayis1 mevcuttur. k = 2p olsun. Bu durumda Un =
Un(k, 1), Va=Va(k, 1) olmak iizere

u=2a=2pUxn=kU2,
v=2b=Vu—2U2m
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olur. O zaman

X = utv _ kUzn+Van—2U2n _ kU2ntU2n+1+U2n-1—2U2n  _ Uzn41+U2n41—2U20
2 2 2 2
= Upi1— Uopy
_u—v _ kUan—U2n+1+2U2n _ kU2n—(kU20+U2n—1)—U2n—1+2U2n _ 2U2n—2U2n-1
y = e—
2 2 2 2
=Uy— Upp1

elde edilir. Su halde
(x,y) = (Uzn+1 — Uzn, U2n — U2n-1)

dir. Simdi p|b olsun. O zaman

208 - b1

ve denklem tam kareye tamamlanirsa
@-9 -@+D® =-1

elde edilir. Burada pa — b > 0 oldugu gosterilebilir. k = 2p olmak iizere Teorem

2.4.2’ye gore n = 1 igin

a—" = Vaciten
D 2

b=U (k1)

D 2n—1

dir. Buradan

b= pUZn—l,

_ Vona _ Von1+2U2n-1
a="" +U, = N



oldugu goriiliir. O halde

u=2a="Vwm-1+ 2U2n-1,
v=2b=2pUzn-1=kU2n-1

bulunur. Dolayisiyla

ut+v _ Vop—1+2Uzpn—1+kUzp—1

x =
2 2
— U2n+U2n—2+2U2n—1+kU2n—1
2
__2U2n+2U2n-1
2
=Upp+ Uppy,
_u=v_ Vop1+2Uzp-1—kUzp—1
y=7= ;

— UantUsn—2+2Uzp-1=kUzn—1
2
— 2Uam—2+2Usn—1
2

=Upp1+ Uz

elde edilir. Ayrica

(x,y) = (Uz2n+ U2n-1, U2n—1 + U2n-2)

veya

(x,y) = (Uz2n+1 — Uzn, U2n — U2n-1)

ise

X2 —2pxy —y%=2p

oldugu onceki teoremlerin ispatlarina benzer yolla gosterilebilir.
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Teorem 3.3.2. p tek asal say1 olsun.

X2 —=2pxy —y:=-2p

denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri k = 2p, Un = Un(k, 1) ve n > 1 olmak

uzere

(x,y) = (U2n — U2n-1, U2n—1 — U2n-2)

veya

(x,y) = (Uzn+1 + Uzn, Uzn + U2n-1)

ile verilir.

Ispat: x2 — 2pxy — y2 = —2p olacak bigimde x, y pozitif tam sayilar1 mevcut
olsun. Bu durumda x% — y?Z pozitiftir ve ¢ift tamsayidir. Yani x ve y ayni anda g¢ift
veya ayni anda tek tam sayilardir. u = x + y ve v = x — y olsun. O zaman u ve v
cifttir.

x2—y2—2pxy=-2p

oldugundan

4uv — 2p(u? — v2) = —8p

olur. Burada u = 2a ve v = 2b olarak alinirsa

4uv — 2p(u? — v2) = 16ab — 2p(4a? — 4b%) = —8p

olur. Sadelestirildiginde



2ab —p(a?2—b2)=—p

elde edilir. Buradan p|2ab ve p tek oldugundan p|ab oldugu gériiliir. Once p|a

olsun. Bu durumda

2O b— (a2 —b2)=-1
pr

olur ve bu denklem tam kareye tamamlanirsa

(b+9° — (< +az)y=—1
14 pr

ve tekrar diizenleme yapilirsa
a 2 a 2
B+ @+ DO =-1

elde edilir. Teorem 2.4.2’ye gore

b+ & = Vora@oD)

p 2
a=U  (2p, 1)
p 2n—1

olacak bi¢imde n > 1 mevcuttur. Buradan u ve v sirasiyla

u=2a=2pUm-1=kU2n-1,
v=2b=Vo-1—2Un1

olarak bulunur. Béylece x ve y degerleri sirasiyla

_utv _ kUzn—1+Von—1-2Usn—1 _ kUzn—1+UsntUsn—2—2U2n—1

T2 2 2

UzntUzn—2Uzp—1 __ U. — U ,
- 2 - 2 2n—1

46



47

_u—v _ kUzp-1—Von-1+2Uzp—1
y=7= 7

— kUzn—1=(U2n+U2p-2)+2U2n-1
2
— kUan—1=kUzp=Uzn—2+2Usn—1
2
_ kUan-1=(kUzn—1+U2n-2)=Usn—2+2Uzn1
2

_ 2Uzp-1=2Uzn-3 _ U —-U
2 - Y 2n-1 2n—2

olarak elde edilir. Dolayisiyla
(x,y) = (U2n — U2n-1, U2n-1 — U2n-2)
dir. Simdi de p|b olsun. O zaman

a2—2aé)—b2=1
P

olup denklem tam kareye tamamlanirsa

(@b = (G +b2)=1
p p

ve tekrar diizenlendiginde
b2 2
@=2) -(1+p) Q=1

elde edilir. pa — b > 0 oldugunu gérmek kolaydir. k = 2p ve Un = Un(k, 1) olmak

uzere Teorem 2.4.1°e gore



olacak bigimde n > 1 vardir. Dolayisiyla

u=2a=Va+2U2

alinirsa

v=2b= ZpUZn: kUZn

bulunur. Buradan x ve y degerleri

ut+v _ Von+2Upnt+kUzn _ Uznt1+Uzn—1+2U2n+kU2n + U
X =—= = =U 2n+1 2n’
2 2 2 n+ n
— uzv _ Von+2Uzn—kUzn _ Uzns1+Uzn-1+2Uan—kUzn _ +U
Y T 5 = = =U 2 To2n-1

olarak elde edilir. O halde

(x,y) = (Uz2n+1 + Uzn, Uzn + U2n-1)

dir. Ayrica

(x,y) = (U2n — U2n-1, U2n-1 — U2n-2)

veya

(x,y) = (Uzn+1 + Uzn, U2n + U2n-1)

ise

X2 —2pxy —y:=-2p

oldugu 6nceki teoremlerin ispatlarina benzer yolla gosterilebilir.
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3.4. x2 — kxy — y%2 = +k(k? + 4) Diyofant Denklemlerinin Coziimleri
Teorem 3.4.1. k asal say1 ve k2 + 4 karesiz tamsay1 olsun. Bu durumda
x2—kxy —y2=k(k?+ 4)

denkleminin tiim x, y pozitif tam say1 ¢6ziimleri Un = Un(k, 1), Vo= Va(k, 1) ve

n = 1 olmak lizere

(x,y) = (Vznt1 + Van, Van + Van-1)
veya

(x,y) = Van — Van—-1, V2n-1 — Van-2)
ile verilir.

Ispat: x2 — kxy — y2 = k(k? + 4) olacak bigcimde x, y pozitif tam say1lar1 mevcut

u+v

olsun. Bu durumda x — y pozitiftir. u = x + y ve v = x — y olsun. Buradan x = 5

ve y = WT elde edilir. Bu degerler yerine yazilirsa

2

) = k(k? + 4)

wv —k (2
4

denklemi elde edilir. Dolayistyla k|uv dir. k asal oldugundan k|u veya k|v dir. ilk

olarak k|u olsun. O halde
v2+4v§)—u2 = 4(k? + 4)

ve denklem diizenlendiginde
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(v +%‘)2 — (k2 +4) (%)2 =4(k? + 4)

2
olur. Buradan k2 + 4| (v +%) ve k +24 karesiz oldugundan k + 4 v + | 27 elde

edilir. O halde

v+ 2= (k24 4)a
k
olacak bi¢imde a pozitif tam sayis1 vardir. Bu degerler denklemde yerine yazilirsa

&’ — (k2 + az = —4

elde edilir. Teorem 2.2.2’ye goére v =V vea=U olacak bigimde n > 1
k 2n—1 2n—1

mevcuttur. Dolayisiyla

u= kVZn—l,

u
v=(k?+4)a—-2 =(k2+4)U -2V
E 2n—1 2n—1

dir. Boylece basit bir islemle x ve y degerleri sirasiyla

x=v_ kVan-1+VantVon—2=2Von—1_ 2Von—2Von—1 _ 174 -V ,

2 2 2 2n 2n—1

=¥V _ KU1 Von=Von-2+2Von-1 _ 2Van-1=2Van2 _ y, -V
y=="= > = > =Vom-1  2m—2

elde edilir. Simdi de k|v olsun. Bu durumda

4ull) —uz 4+ v2 = 4(k? + 4)
k

olup buradan
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(u— Zk_”) (k2 +4) (”% ? = a2 +4)

2
denklemi elde edilir. Boylece k2 + 4| (u — %) ve k2 + 4 karesiz oldugundan

k2 + 4lu — 2 dir. Dolayisiyla
k
u-"= (k2 4+ 4)a
k
olacak bi¢imde a pozitif tam sayis1 vardir. Bu degerler denklemde yerine yazilirsa

(E)2 — (K + Dz =4

elde edilir. Teorem 2.2.1°e gére v =V _ vea=U olacak bigimde n > 1
k 2n 2n

mevcuttur. Buradan

_utv (P Un+2VontkUzn _ 2VontVons1+Von—1+kVon V.tV ,
- 2 T 2 - 2 — 2n 2n+1

_u—v_ (P Umn+2Von—kVon _ Vont1+Von—1+2Von—kVan v+ |74
y=== : = > =Von  2n1

elde edilir. Yani

(x,y) = (Vznt1 + Von, Von + Van-1)
dir. Simdi

(x,y) = (Van — Van—-1, Van-1 — Van-2)
ikilisinin

x2—kxy —yz2=k(k?+ 4)
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denkleminin bir ¢6zlimii oldugu gdsterelim. Degerler denklemde yerine yazilirsa

x2 —kxy —y2=Van—V2n-1)2 — k(V2n — V2n-1) V2n-1 — Van-2)

_(VZZn—l —Von—2)? ) ,
=Ve = 2V Voa+V —k(VyVon1—=ValVony =V + Von1Van—2)

2n 2n—1 2n—1
—(V* =2V iVoua +V* )
%n—l ) 2n—2 2
=V = 2V Vo1 +V —kVyVon1 + kVyiVon_p + kV — kVyn_1Von—s
2n 2n—1 2n—1
—VZ 4 2V Vo — V?
2n—1 2n—2

= VZn(VZn - kVZn—l) - 2V2n—1(V2n - VZn—Z) + VZn—Z(kVZn - V2n—2) + kVZZn—l

_kVZn—IVZn—Z ) ) )
= VolVon—o— 2kV + Vont1Von—2 = Voni1Von2 =V + kV
2n—1 2n—2 2n—1

_kVZn—1V2n—2
=Von2Wan—kVon_1) = Von1(kVon_1+ Von2) + Vons1tVona — Vo,

= V22n—2V2n—2 —Von1Von+ (kVyy+ Vo Vo " Va2
=V —VoVon1+ kVolVon o+ Vor Vo o=V

2n—2 2n—2
=KV Von—2— V2n—1(V2n - VZn—Z)

=k(kVan_1+Von-2dVon2 = Vo 1(kVop_1+ Vop_o— Von_s)
= kZVZn_1V2n_2 + kVZ - kV2

2n—2 2n—1
=—k(VZ —kVam-1Von—2—-V2 )
2n—1 2n—2

olup Teorem 1.1.10 kullanilirsa

x2 — kxy — y2 = —k((—1)2"1(k2 + 4)) = k(k? + 4)

elde edilir. Simdi de

(6, v) = (Vzn+1 + Van, Von + Van—1)

ikilisinin

x2—kxy —yz2=k(k?+ 4)



denkleminin bir ¢6zlimii oldugunu gosterelim. Ayni bigimde degerler denklemde

yerine yazilirsa

x2 — kxy — y2 = Van+1 + V2n)? — k(V2n+1 + Vo) (Von + Van-1)

_(VZZn + VZn—l)2 5 9
=V + 2Voni1Von + V2 — k(Vopi1Von + VongaVon1 + V2 + VoVon1)

2n+1 2n 2n

—(V2 4+ 2VanVon-1+V2 )

=V + 2VoniaVon+ Vo = kVopidVon— kVopiiVon1 — kV- — kV, Vo4
2n+1 2n 2n

—V2 =2V Vo1 —V?
2n 2n—1

= V2n+1(V2n+1 - kVZn) + 2V2n(V2n+1 - V2n—1) - kV2n+1V2n—1 - szZn

—kV2nVon—1— V3,1 ) ,
= V2n+1V2n—1 ok 2V2nkV2n - kV2n+1V2n—1 — kV*— kVZnVZn—l -V

2n
=Vons1Vono1+ KV = kVop1Vor — kVoVon g — V2
2n 2n—1
= Von1Vono1 + kV? —k*VolVop1 — kV>  —V?
2n 2

n—1 2n—1
=k(VZ — kValVaon—1 — V2
2n 2n—1

2n—1

olup Teorem 1.1.10” a gore

X2 — kxy — y2 = k((=1)2(k? + 4)) = k(k? + 4)

oldugu gortiliir.

Teorem 3.4.2. k asal say1 ve k% + 4 Kkaresiz olsun. Bu durumda

x2 — kxy —y? = —k(k? + 4)

denkleminin tiim x, y pozitif tam say1 ¢oztiimleri Un = Un(k, 1), Va = Va(k, 1) ve

n = lolmak tlizere

(x,y) = (Vzn+1 — Van, Von — Van-1)

veya

53
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(x,y) = Van+ Van-1, Van-1 + Van-2)
ile verilir.

Ispat: x2 — kxy — y? = —k(k? + 4) olacak bicimde x, y pozitif tam sayilar1 mevcut

olsun. Bu durumda x — y pozitiftir. u = x + y ve v = x — y olarak alinirsa x = u+UT

ve y = *_“oldugu goriiliir. Bu degerler denklemde yerine yazilirsa
2

uv—k (@ = k(K2 + 4)

denklemi elde edilir. O zaman k|uv oldugu goriiliir. k|u olsun. Bu durumda
4v C—:) —u2+ vz =—4(k? + 4)

oldugundan

V2 + 4V €) — u? = —4(k? +4)

elde edilir. Dolayisiyla

(v +%)2 — (k2 +4) (%)2 = —4(k? + 4)

i 2
dir. Bu durumda k2 + 4| (v + %) ve k & 4 karesiz oldugundan k + £v+| L

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

v+ 2= (k2 + 4)a
k

olacak bi¢gimde a pozitif tam sayis1 vardir. Bu degerler
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(v +%‘)2 — (k2 +4) (%)2 = —4(k? + 4)
denkleminde yerine yazilirsa

(k2 + 4)2a% — (k2 + 4) (%)2 =—4(k? 4+ 4)
elde edilir. Dolayisiyla

(k2 +Haz = O = -4

oldugu goriiliir. Bu ise

@~ (k2 + a2 =4

oldugunu gosterir. Teorem 2.2.1°e gére * =V vea=U olacak bicimden >1
k 2n 2n

vardir. O halde u = kVz2n ve v = (k2 + 4)U2n — 2V2n 0lup buradan

_utv _ kVontVont1+Von—1—2Von _ 2Vony1—2Von _ -V
xX=—= v, :
2 2 2 n+1 2n
_u=v _ kVon—(Vont1+Von—1—2V2n) _ kVou—"Vons1—Von—1+2Von _ 2V2p—2V2n—1
y = —— = =
2 2 2 2
=Von—Van

elde edilir. Yani
(x, ¥) = Van+1 — Von, Von — Van-1)
dir. Simdi de k|v olsun. Bu durumda

4ull) —u2 +v2 = —4(k? + 4)
k
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yani
w2 —dul) —v2 =402 +4)
k

yazilabilir. Dolayisiyla

v 2 492
u—-22) —(_+v)=4(k2+4)

k k2
olur. Burada ku — 2v > 0 oldugu kolaylikla gosterilebilir. Diizenleme yapilirsa

(u —Zk_”)z— (k2 + 4) ("% 2 =4k +4)

-g= 2
elde edilir. Buradan k2 + 4| (u — %) ve boylece k # 4 ut % oldugu goriiliir.

Dolayistyla

u— 2%= (k2 +4)a

olacak bi¢imde a pozitif tam sayis1 vardir. Buradan
(u— %)2— (k2 + 4) ("% 2= 4(k? +4)

bulunur. Yani

(g)2 — (k2 + 4)a? = —4

elde edilir. Teorem 2.2.2’ye gére v =V vea=U olacak bicimde n > 1
k 2n—1 2n—1

mevcuttur. Bu durumda v = kV2n—1 ve



u—"2r= (k2 + 4)a
k

oldugu kullanilirsa
u=Vo+ Vot 2V

olur. Buradan

_utv _ VoptVono+2Von_1+kVon_1 __ 2Vop+2Von—1 __ +V ,
X = —=
2 2 2 2n 2n—1
_u=v _ VoutVon_+2Von_1—kVon—1 _ 2Von—2+2Von—1 _ +V
y=""Y= 14
2 2 2 2n—1 2n—2

elde edilir. Yani diger bir ¢6ziim de
(x,y) = Van+ Van-1, Von-1+ Van—2)
dir. Simdi de

(x,v) = (Vz2n+1 — Van, Von — Van-1)
ikilisinin

x2—kxy —y2=—k(k?+4)

denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gosterelim. x ve y degerleri denklemde yerine

yazilirsa

x2 — kxy — y2 = (Van+t1 — Van)? — k(V2n+1 — Van) (Von — Van-1)

_(VZZn - VZn—l)2 5 5

=V — 2VoniiVon + V2 = k(Voni1Von— VonsaVono1 — V2 + Vo Von—1)
2n+1 2n 2n

—(V2 =2ValVon-1+V2 )
%n 215—1 )

=V = 2VoniiVon+ Vo = KV Von + KV aVon 1 + KV = KV Vg
2n+1 2n 2n
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—V%4 2V, Vonq — V?
2n 2n—1

= V2n+1(V2n+1 - kVZn) - 2V2n(V2n+1 - VZn—l) + kV2n+1V2n—1 + kVZZn

—kVnVon-1— V3,4 , ,
=Von-1(Vong1 — kVop) —kV + kVyp Vo1 =V
2n 2n—1

=V?2  —kV?+ kVypVon1—V?
2n 2

2n—1 n—1

= k((kVan+ Van-1)Van-1—V%,)

= —k(VZ — kVanVon—1— V2 )
2n 2n—1

olup Teorem 1.1.10° dan

x2 —kxy —y?=—k((—1)>"(k2+4)) = —k(k?+ 4)
oldugu goriiliir. Simdi de

(x,y) = Van+ Van-1, V2n-1 + Van-2)

ikilisinin bir ¢6zlimii oldugunu gdsterelim. Burada da x ve y degerleri denklemde

yerine yazilirsa

x2 —kxy —y2=Van+ Van-1)2 — k(Von + V2n—-1) (V2n-1 + Van-2)

—(V22n—1 —Von2)? , ,
=V + 2V Vo1 +V —k(VyVon1+VaVony +V + Von1Van—2)

2n 2n—1 2n—1
—(V% 42V iVoua +V* )
n—1 ) 2n—2 )
=V + 2V Vo1 +V —kVyVon1 —kVyVon_p — kV — kVyn_1Von—s
2n 2n—1 2n—1
—V? =2V Vo — V?
2n—1 2n—2

=VouVon=kVon_1) + 2V (Vo= Von) = kVyiVon_o — kV%, 4

_kVZn—1V2n—2 - V%n—Z

= VZnVZn—Z + 2V2n—1kV2n—1 - kVZnVZn—Z - kVZ - kVZn—1V2n—2 - Vz
2n—1 2n—2
= VonaVonz2 + kVZ = k(kV o1+ Vo p)Vopp— V2
2n—1 2n—2
= VZ + kVZ — kZVZn—1V2n—2 - kVZ — VZ
2n—2 2n—1 2n—2 2n—2

=k(VZ —kVwm-1Von-—2—V?2
2n—1 2n—-2



olup Teorem 1.1.10° dan

x2 — kexy — y2 = k((=1)21(k? + 4)) = —k(k? + 4)

elde edilir.
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BOLUM 4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde k asal sayisi igin x2 — kxy — y% = k denkleminin pozitif tam say1

¢Ozlimlerinin

(x,y) = (U2n(k, 1) + Uzn-1(k, 1), U2n-1(k, 1) + Uzn—2(k, 1))
veya

(x,y) = (Uzn+1(k, 1) — U2n(k, 1), U2n(k, 1) — U2n-1(k, 1))

ve x2 — kxy — y? = —k denkleminin pozitif tam say1 ¢dziimlerinin
(x,y) = (U2n-1(k, 1) + U2n—2(k, 1), Uzn—2(k, 1) + U2n-3(k, 1))
veya

(x,y) = (Uzn(k, 1) — Uzn-1(k, 1), U2n-1(k, 1) — Uzn—2(k, 1))
bi¢ciminde oldugu ispatlandi.

k asal sayis1 igin x2 — (k% 4+ 4)y? = 4k denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimleri
(x,y) = (Van-1(k, 1) + Van-2(k, 1), U2n-1(k, 1) + U2n—2(k, 1))

veya
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(x,y) = (Van(k, 1) + Van-1(k, 1), U2n(k, 1) + Uzn-1(k, 1))

ve x2 — (k2 4+ 4)y? = —4k denkleminin pozitif tam say1 ¢6ziimleri
y p y

(x,y) = (Van—2(k, 1) + Van-3(k, 1), Uzn-2(k, 1) + U2n-3(k, 1))

veya

(x,y) = (Van-1(k, 1) — Van—2(k, 1), U2n-1(k, 1) — U2n—2(k, 1))

bi¢ciminde oldugu bulundu.

p tek asal ve k = 2p olmak tizere x2 — 2pxy — y2 = 2p denkleminin pozitif tam

say1 ¢ozlimlerinin

(x,y) = (Uzn(k, 1) + Uzn-1(k, 1), U2n-1(k, 1) + Uzn—2(k, 1))

veya

(x, y) = (U2n+1(k, 1) - UZn(k, 1), UZn(k, 1) - U2n—1(k, 1))

ve x2 — 2pxy — y? = —2p denkleminin pozitif tam say1 ¢dziimlerinin

(x, y) = (UZn(k, 1) - UZn—l(k, 1), U2n—1(k, 1) - UZn—Z(k, 1))

veya

(x, ) = (Uzn+1(k, 1) + U2n(k, 1), U2n(k, 1) + U2n-1(k, 1))

bi¢giminde oldugu ispatlandi.
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k asal say1 ve k2 + 4 karesiz olmak tizere x2 — kxy — y2 = k(k% + 4) denkleminin

pozitif tam say1 ¢oziimlerinin

(X, y) = (V2n+1(k, 1) + VZn(k, 1), VZn(k, 1) + VZn—l(k, 1))

veya

(X, y) = (VZn(k, 1) - VZn—l(k, 1), VZn—l(k, 1) - VZn—Z(k, 1))

ve x2 — kxy — y2 = —k(k? + 4) denkleminin pozitif tam say1 ¢6ziimlerinin

(X, y) = (V2n+1(k, 1) - VZn(k, 1), VZn(k, 1) — V2n—1(k, 1))

veya

(x,y) = (Van(k, 1) + Van-1(k, 1), V2n-1(k, 1) + Van-2(k, 1))

bi¢iminde oldugu gosterildi.

Bu denklemlerde k’nin asal sayr olmamasi durumu yeni bir ¢alisma olarak ayrica

incelenebilir. Bunun igin ilk olarak k’nin iki tek asalin carpimi bigiminde olmasi hali

ele alinabilir. Burada k’ya 6zel degerler verilerek ilgili denklemler ¢oziilebilir. Fakat

genel bir ¢oziim bulunmasinin zor olacagi kanaatindeyiz.
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