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Bu tez ¢alismasinda, Riesz-Bochner integrali, bir agirlik fonksiyonu ve dalgacik
fonksiyonu yardimiyla bir Integral Dalgacik Doniigiimii tanimlanmig ve ona uygun
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ONSOZ

Harmonik Analiz’in gesitli integral doniigiimlerinin (Fourier, Laplace, Mellin,
Riesz, Hankel, Radon v.s. gibi) Metamatikte ve onun uygulamalarinda, bir teknik
arag olarak, ne kadar 6nemli oldugu yalmzca matematikgiler tarafindan degil, fizikci-

ler, mithendisler gibi gesitli alanlarda ¢ahganlar tarafindan da iyi bilinmektedir.

Bundan yaklagik 50 yil énce Harmonik Analiz’de ortaya cikarak, herh mate-
matigin ¢esitli dallarinda ve hem de miihendislikte ciddi sekilde kullamm alam bulan
Dalgacik (Wavelet) Doniigiimleri giiniimiizde Analizin 6nemli araci haline gelmistir.
Matematikgiler ve uygulamacilar, genel olarak, kendi problemlerine uygun Dalgacik
Doniigiimii tanimlar ve ona uygun ters doniigiim (Calderén Formiilii) bulup uygu-
larlar. Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak, ilgilendigimiz alanda yapilmis calismalarin
bir kismimin 6zeti verilmistir. Caligmamizin daha sonraki kisminda, yari-grup ozel-
ligine sahip olmayan bir aile yardimiyla dalgacik déniigiimii tammlanarak, onun tersi
(Calderén Formiilii) bulunmugtur. Tammlanan yeni Dalgacik Dontigiimiinde Riesz-

Bochner integrali, dalgacik tipli fonksiyon ve bir agirhk fonksiyonu kullanilmigtir.
Elde edilen sonuglarin Harmonik Analiz’e katkis: olacagi kanaatindeyiz.

Bu tez calismasi boyunca benden bilgisini ve destegini esirgemeyen degerli
damgmanm, Saym Prof. Dr. Ilham ALIYEV’e, ¢ok degerli aileme, yardimm gordii-
giim béliim hocalarima, arkadaslarima ve desteklerinden dolayt TUBITAK a tegekkiir-

lerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIizZiNi

Simgeler

R

R"
Ly(R")
Co(R™)
S(R)
gk
™7
fxg

B f(z)
(Tf)(z,t)
Jx(t)
I(t)
My(z)

Kisaltmalar

h.h.h.

Reel sayilar kiimesi

R*= {z= (21,23, .. ) : 5; €R, j=1,2,...}
R™de olgiilebilir ve p. kuvveti integrallenen fonksiyonlar uzay
Sonsuzlukta sifira giden siirekli fonksiyonlar uzay:
Schwartz test fonksiyonlari uzay:

[ fonksiyonunun Fourier déniigiimii

[ fonksiyonunun ters Fourier doniigiimii

[ ile g fonksiyonlarimn girigimi

Riesz-Bochner integrali

Agirhkl dalgacik tipli déniigiim

1. tip Bessel fonksiyonu

Gamma fonksiyonu

Hardy-Littlewood maksimal operatorii

Hemen hemen her



1. GIRIis
1.1. Calismanin Kapsami

Fourier Analizin temel teknik araclar: olan Fourier Serileri ve Fourier Doniisiim-
leri teorik ve uygulamal matematikte oldugu kadar fizikte, miithendislikte ve bagka
bilim dallarinda da genis uygulama alanlan bulmaktadir. Ozellikle Fourier serisinin
yalmz iki periyodik fonksiyondan ( kosiniis ve sinfisten) tiiretilmesi ve toplananlarin
ortogonallik 6zelligi onu kullanigh yapmaktadir. 1965’lerden itibaren Fourier Ana-
lize paralel olarak Dalgacik (Wavelet) Analizi denilen bir analiz ortaya cikmis ve
matematikte de mithendislikte de hizli bir gekilde uygulama alam bulmustur. Dal-
gacik analizinde de Fourier Analizdeki, Fourier serisi ve Fourier déniigiimii kavram-
larina benzer Integral Dalgacik Déniigiimii ve Dalgacik Serisi kavramlar tammla-

narak uygulanmaktadir.

Bu tez ¢ahgmasi, Girig ve Kaynaklar hari¢ dort boliunden olusmaktadir. Calis-
mamn ikinci boliimiinde, tez boyunca kullanilacak bazi tamm, teorem ve gosterimler
verilmigir. Ugiincii boliimde, ¢alismada kullanilan materyal ve metot hakkinda bilgi
verildikten sonra, yukarida bahsedilen Dalgacik Déniigiimiiyle ilgili kisa bir hatir-
latma yapilmig ve bir sonraki boliimde yeni bir Dalgacik Déniigtimii tanimlamak
i¢in kullamlacak Riesz-Bochner integrali Bt('s) [ tanmimlannmusgtir. Dérdiineii boliimde
de Riesz-Bochner integrali, p(5) > 0 agirhik fonksiyonu ve g(t) dalgacik tipli fonksi-

yonu yardimiyla,

o0

T)wt) = [ plom) B @)l
0
seklinde bir agirhikh dalgacik tipli déniisiim tammlanmg ve bu déniigtime uygun ters

doniigtim (Calderén Formiilii) su gekilde elde edilmisir:

E—'—D+
£

f ) (:cf = lim | (Tf)(z, f)‘if .
0

Son olarak da, besinci boliimde, yapilan ¢aligmalardan elde edilen sonuclar derlen-

migtir.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu béliimde tez boyunca kullamlacak baz gosterim (notasyon), tamm ve teo-

remler verilecektir.

R = {z:x = (z1,22,...,%n), % € R,i = 1,2, ...,n} n boyutlu Oklid uzay1 olup,
T,y € R" igin x -y = 1 + Xays + ... + TpYy 'dir. R™’deki hacim eleman,

do'= daidx,.. dw,, 'dir.

Co(R™) ile R™deki siirekli ve |I|im f(z) = 0 kosulunu saglayan fonksiyon-
lar uzay1 gosterilecek ve S = S(R") ile de kendisi ve tiim tiirevleri hizla azalan
diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayr olan Schwartz uzay: temsil edilecektir (bir

f fonksiyonu i¢in A — e mertebeden tiirevin hizla azalmas: demek; her o € Np
8A1+a\2+,..+:\n

= (SR S . D B 8 A=
i¢in, % = z7'xy?%...25" ve D* = PP g

T

olmak iizere, sup |z%| ‘D’\f(fr)! < oo
zER™
olmasidir).
Bir ¢ € L1(R") fonksiyonu icin, |z;| = |z oldugunda |¢(zy)| = | (as)

saglamyorsa, v radialdir, denir.

2.1. L, Uzaylan ile Ilgili Bazi Onemli Bilgiler
L, = L,(R") ile R™ ’de odl¢iilebilir ve

1

11, = f Fllfida] 2o, 1Lp<mm 2.1)
Qn

kogulunu saglayan fonksiyonlar uzay1 gosterilecektir. | f|| » sayst, f fonksiyonunun

L, normudur.
p = oo durumunda Les = Loo(R") = {f : R* — C : f olgiilebilir ve || f]|., < oo}
seklinde tammlamr. Burada ||f||_, = esssup |f(z)| olup, esas supremum denilen

reR"
deger olarak kullamlmaktadir.

Ly'de tamml {f,}, ... dizisinin f’ye L, normu anlaminda yakinsamas;

ﬂ11_1‘1:2’1.c | fn = fll, = 0 kogulunun saglanmasidur.



Simdi, bu ¢aligmada kullanacagimiz bazi énemli tanim ve teoremleri ifade ede-
lim. Asagida "h.h.h.” kisaltmasi "hemen hemen her yerde” veya ”hemen hemen her

z i¢in” anlamim vermektedir.

Teorem 2.1 (Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi) (Folland 1984 sf.193)
{fa}nens L1 uzayinda,

(i) fn — f, (h.h.A.)
(ii) Bir g pozitif fonksiyonu ve her n € N i¢in, |[f| < g

ozelliklerini saglayan bir dizi olsun. O zaman f € Ly dir ve

flr)dz = lim [ f.(2)dz
[t

dir.

Teorem 2.2 (Fubini Teoremi) (Folland 1984 sf.65) (X, M, ) ve (Y, N,v) o—sonlu
ol¢iim uzaylare, p x v 6élgimi de M x N dzerinde p ve v'niin ¢arpuma olsun. Eger,
[: X xY — R fonksiyonu . x v dlgiimiine gére integrallenebilir ise, h.h.h. y € Y
i¢in {f(a:, y)du(z) integrali ve h.h.h. x € X igin Jf(m, y)dv(y) integrali sonludur

ve

/. f(w,y)d(uxv)ﬁ/ /f(&?,y)dv(y) ff#(x)=/ /f(ﬂ:,y)d#(m) dv(y)
X

XxY Y ¥ X

esitligi saglanar.

Tamim 2.3 (Stein ve Weiss 1971 sf.53 , Stein 1970 sf.4) Bir f € L, fonksiyonuna
uygun My Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanar:

My(a) = supra [ 1@ =l dy. (2:2)
g

Burada, B, = {y € R": |y| < r} olup, R™de origin merkezli r yaricaph yuvar de-

mektir. |B,| de bu yuvarin hacmidir.

My fonksiyonu i¢in Hardy-Littlewood un iyi bilinen bir teoremi asagidaki gibidir:

3



Teorem 2.4 (Hardy-Littlewood) (Stein 1970 sf.5)

(a) f € Ly(R") (1 <p < oo) ise, My(x) fonksiyonu h.h.h. x € R™ i¢in sonlu

deger alar.

(b) f e Lp(R?), 1 < p < oo igin,
1Ml < Ap 1111,

saglanacak bigimde A, = Ay(n) sabiti vardur.

(c) f € Li(R") ise, her a > 0 igin,
- A
e e R My(a) > 0} < % [ /(@) do
Rn

sajlanacak sekilde A = A(n) sabiti vardir. Burada, |[{x € R™ : M;(z) > a}| ile

z € R": My(z) > a} kitmesinin Lebesque élgiimii gésterilmektedir.
f .

Teorem 2.5 (Stein 1970 s£.62,63) p € Li(R™) ve o () = e (%), (z € R*, £ > 0)

olsun.
(a) ¥(z) = sup |p(y)| pozitif radial fonksiyonu |x| — oo icin azalan ve
yilylzz|x|

[ ¥(x)dz = A < oo ise, 0 zaman her f € L,(R™), (1 < p < c0) igin,
RN

sup (£ + @ )(z)] < AMy(z)
esitsizligi saglanar.
(b) [ ¢(x)dz = 1 ise, o zaman f’nin her Lebesque noktasinda (dolaysiyla
o

hh.h. z € R noktasinda),

im(f * ¢,.)(z) = f(z)

e—0
esitlige saglanar.
(c) Her f € L,(R"), 1 < p < o0 igin,
lim [1£ * . = fll, = 0

olur.



Tanim 2.6 (Stein ve Weiss 1971 sf.184) (X, u), (Y,v) dleiim uzaylars ve
T : Ly(X,p) — Lo(Y,v) seklinde tanumb bir operator olsun. Eger g < co i¢in,

v({y eY :|Tf(y)| > e}) < (C_Hi_ng)

egitsizligi saglanwyorsa, T operatiriine zayf tipli veya zayif (p,q) tipli denir. Eger
T : Ly(X,p) = Loo(Y,v) simarl operatir ise, zaynf (p,o0) tipli denir.

Not 2.7 Bu tanum kullamilarak, (2.2) formiiliiyle tansmlanan Hardy-Littlewood mak-

simal operatdriindin her 1 < p < oo i¢in zayif (p,p) tipli oldugu goriliir.

Teorem 2.8 (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) (Folland 1984 sf.186,
Sadosky 1979 sf.14) (X, M, ) ve (Y, N,v) o—sonlu él¢iim uzaylar: ve

[: X xY —= R fonksiyonu olgilebilir olsun. Eger, h.h.h. y € Y igin

£(9) € Lo, M) (1 2 5 09) e I (3)luls) < o0 ise, [ Fo,)doy)

integrali h.h.h. z € X i¢in sonludur ve

/ fapdny)| < / 170l ()

esitsizligi saglanar.

Teorem 2.9 (Hdlder esitsizligi) (Rubin 1996 sf. 1 Sadosky 1979 sf.13) (X, M, )

o—sonlu 6lgiim uzay ve ||f||p'u (){|f |pd;a(:¢:)) olsun. Bu durumda, f € L,,,

g€ Ly, 1<p<Loove: : L ; = 1 olmak tizere, asagidaki egitsizlik saglanar:
1@ du(2) < 151, ol
X

Ozel halde, dp(z) = dz; fe€lygely,1<p<oouve-: + L= 1 igin,

/ F@)g(@)] de < 171, lgll,
J

esitsizligi saglanir.

ua |



2.2. Fourier Doniigiimii ve Ters Fourier Déniislimii
Tanim 2.10 (Sadosky 1979 sf.55) f € Li(R™) fonksiyonunun Fourier dondsimii
f , her z € R™ i¢in asafrdaki gibi tanamlidr:

fo) = [ e m=ar (2.3)

Rﬂ

Bir g € Ly fonksiyonunun ters Fourier doniisimii de su sekilde tanvmlanar:

a0 = [ gla)eds (2.4)

En
f € Li(R") fonksiyonunun Fourier déniigiimi i¢in f", F(f) ve ters Fourier doniistimi

igin ¥, F1(f) gibi gosterimler de kullansmaktadar.

Not 2.11 Eger f € Li(R™) olursa,
10) = (F)0 = [ foyemds (25)
]Rn
saglanar. Dahas, eger érnegin f € S(R™) ise (2.5) esitligi yine saglanar.

Not 2.12 Yukarda tansma yapilan radial bir fonksiyonun Fourier déniigimiiniin de
radial oldufu iyi bilinmektedir. Ozel halde, tek degiskenli cift fonksiyonun Fourier
dondgimi de ¢ifttir.

Teorem 2.13 (Plancherel Teoremi) (Stein ve Shakarchi 2007 sf.143) f € S(R™)

olsun. O zaman,

1, = I1£1l (2.6)
dur.

(2.6) esitligi, Fourier dondsimi Lo(R™) ‘den olan fonksiyonlar i¢in de tanim-

lanar ve bu dénigim Ly(R™) 'de bir izometri olur.
Tanim 2.14 (Stein ve Shakarchi 2007 sf.139) f,g € L1(R) ise, f ile g 'nin girigims,
(F+9)@ = [ Ft)gla - s @.7)

6



seklinde tansmhdur. Benzer sekilde, f,g € L1(R™) fonksiyonlarvwn girisimi de tanim-

lanar:

(fxg){z) = /f(t)g(:c —t)dt , dt = dt,dt,...dt,

Fourier doniiglimii ve girisim arasindaki iligkiyi gosteren ¢énemli iki formiil
asagidaki gibidir:
(fx9)"=(f")Ng") , (f,9 € L) (2.8)

(f9) (@) = (f* % ¢g")(2) , (f,g€S) (2.9)

Not 2.15 Baz kaynaklarde f € Li(R™) fonksiyonunun Fourier déniigtimii ve ters

Fourier doniigimi siraswyla,
e) = [ s
Rn

ve

V() = — z)e dx
PN = G R/ f(z)e=a

seklinde tamamlanar (Spigel 1974 sf.81). Bu sekilde taramlanmas Fourier dontisimii

igin (2.9) formiili,
1
(2m)"

(fo) (=) = (f" % g")(z)

seklini aler.



3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde materyal olarak alana ait makale ve kitaplardan yararlanilms olup,
metot olarak da Harmonik Analizde ve genel olarak, Matematik Analizde kullamlan

ispat yontemleri, tanim ve teoremler kullamlmistir.

3.1. Integral Dalgacik Doniigiimleri

Ikinci boliimde, Fourier déniigiimiiniin sik kullanilan iki tamm ile ilgili baz
hatirlatmalar yapilmisti. Simdi de, Fourier serisi kavramn ile ilgili kisa bir hatirlatma

vapalim:

Tanim 3.1 (Spiegel 1974 sf.24) [ € Ly [—m, n| 27 periyotlu ise f Ly de yakinsayan

Fourier serisi bi¢iminde gosterilebilir. [ nin Fourier serisi;

f(:c) - Z Cneim:

Ni=—00

dir. Burada ¢, = 5= [ f(z)e™™dz seklinde tanamhidar.

-

Yukandaki egitlik L, anlamindadir. Yani,

fl@)—= Y cae™

lim =0
T+ s 5
dir.
f 'nin Fourier serisi gosteriminin énemli yani, yukarida da bahsedildigi gibi
{e™*} sisteminin (f,g) = [ f(z)g(z)dz i¢ carpimma gore ortogonal olmasi ve

wn(x) = €™ "lerin hepsinin aym w(z) = € = cosx + isin z "siniisoidal dalga”dan
tiiretilmesidir. w,(x) = w(nz) fonksiyonlari, w(z) = € ’in tamsay1 genislemeleridir.
n sayis1 bityiidiik¢e w,(z) = w(na) fonksiyonlarimm frekanslan (dalgalanmalar) ar-

tar.

Boylece, bir f € Ly[—m, 7] fonksiyonunun Fourier serisi aslinda; bu fonksi-
yonun farkh frekansh sintisoitlerin "l lineer kombinasyonu” bi¢iminde gosterilme-

sidir.



Simdi f € Ly(R) olsun. Yani T |f(:1:)|2 dz < oo saglansin. Boyle bir fonksiyon
periyodik olamayacagindan Fourier ;?erisi bi¢iminde gosterilememektedir. Siniisoidal
dalgalar Ly(R)’den olmadigindan, f bunlar vasitasiyla ifade edilemez. Her f € Ly(R)
fonksiyonunu tek bir “dalga” fonksiyonu kullanarak seri veya integral biciminde
ifade edebilmek igin bu dalga fonksiyonu oncelikle |z| — oo i¢in sifira gitmelidir.
Soz konusu dalga fonksiyonuna U(z) dersek, f 'yi bu ¥ yardimyla ifade ede-
bilmek i¢in hem kaymalardan hem de genislemelerden yararlanmak gerekecektir.
Yani ¥ bir dalga fonksiyonu ise, ¥ ("—‘a—_b) geklindeki fonksiyonlar kullamlacaktir. Lit-
erattirde, "dalga fonksiyonu” ifadesi yerine ”dalgacik fonksiyonu’ ifadesi de sikca

kullanmilmaktadir.

Tanm 3.2 [ |[¥(z)|dz < oo ve [ W(z)dz = 0 kosullarina saglayan U fonksi-

yonuna esas dalgacik denir.

Uygulamalarda ¢ogu zaman ¥ dalgacik fonksiyonu hem kendisi hem de Fourier
dontigtimii ¥" hizla sifira giden fonksiyon olarak tercih edilir. Bu 6zellige uygun
olarak verilebilecek en iyi esas dalgacik 6rnegi Gauss fonksiyonunun tiirevidir :
U(z) = (e ") esas dalgacik fonksiyonu kogullarm saglayan bir fonksiyon olup, aym

zamanda hem kendisi hem de Fourier doniigiimii hizla sifira giden bir fonksiyondur.

Amaca uygun sekilde belirlenen ¢esitli dalgacik fonksiyonlar tarafindan iireti-
len integral dalgacik doniigtimleri vardir. Yalmz tek degigkenli degil cok degiskenli
dalgacik fonksiyonlarmn iirettigi integral dalgacik doniisiimleri de tammlanmak-

tadir.

Tek degigkenli fonksiyonlar sinifinda yaygin olarak kullamlan klasik Dalgacik
Déniigiimlerinden biri agagidaki gibi tammlanmaktadir:

U bir esas dalgacik olsun. a,b € R ve a # 0 olmak iizere, ¥;,, fonksiyonu,

1 ‘I,(:n—b
Vla| 4

seklinde tanimlansimn. Integralde degisken degigimi yapilarak 1 ¥sall, = [|¥|l, oldugu

‘I"b.a(x) =

)

goriilebilir.



f € Ly(R) olmak tizere, ¥’nin dogurdugu Integral Dalgacik Doniigiimii agag-
daki ifadeye denir (Hernandez ve Weiss 1996):

(Waf)(b,a) = (f , Upa) = / F(2)Upn(@da = \/_ / F@UE )z (31)

Burada, iki fonksiyonun i¢ ¢arpim (f, g) = f Flz g(.z, )dx seklinde tarmmhdar.

Simdi, (Wy f)(b, a) integral dalgacik déniisiimiine uygun ters cevirme formiiliinii

(Calderén Formiiliinii) ifade edelim.

Teorem 3.3 (Herndndez ve Weiss 1996) W € Ly N Ly olup,

cy = / 2" ()] dv < oo (3.2)

[l

—00

kosulunu saglasin.
(a) Her f € Ly(R) igin,

f(z) = / ( [(Wa £)(b,a)] Wy T)db) ol (3.3)

—0G

dur (bu formil, Calderén Formiili diye adlandiriar).
(b) Her f,g € Ly(R) igin,

/ / (We f)(b,0)Walg )ba)db — o (f.) . (3.4)

—0a —oa

dar.

Burada, (f, g) = f f(z)g(z)dz seklinde tammhdar.

Teoremde ¥ € Li(R) oldugundan ¥" fonksiyonu siireklidir. O halde (3.2)
kogulunun gerceklenebilmesi ig¢in v = 0 noktasinda ¥”(0) = 0 olmak zorundadr.

Aksi halde (3.2)’deki integral wraksar. O zaman,

§=T*0}= ]Q\If(:z:)e_’:'o‘xd:n = /Oo U(z)dz

elde edilir. Dolaysiyla, teoremde verilen ¥ fonksiyonunun esas dalgacik oldugu

agikca soylenmese de, (3.2) kosulundan onun bir esas dalgacik oldugu sonucu cikar.

10



Not 3.4 U esas dalgacik fonksiyonu ¢ift fonksiyon ise, onun Fourier dontisimii de
¢ift fonksiyon olur. Gergekten;

=]

UNz) = /\P(t)e‘ix‘dt

= / U(—u)e" “du

—0a
o0

=, / U (u)e "2 dy

-0

= V(-a)

dir. O halde, (3.2) kosulundan,

o0

% i 2 Al 2
Ccy = / —|\Ir W)l (iv=2/7llp (2) dv
—o0 0

|| v

elde edilir. Bu durumda, Calderén Formiilinde a € (—o0,00) yerine, a € (0,00)

yazilabilir ve Calderon Formiili su hale gelir:
2 (7 da
(@) =— (W f)(b,a)] Wya(z)db | — . (3.5)
Cyp [
0 oo

(3.5)te ve (3.3)’te a parametresine gore integralin yakmsamas: L, anlamin-

dadir, yani; 0 < e < § < oo olmak iizere,

é oo
11_r’r{1) flz) — é/ ]:/(W}pf)(b,a)\Ilb‘a(x)db] %; =0
§—00 £ — 00 )

Yukanida kullanilan esas dalgacik fonksiyonuna birtakim tzel kogullar eklenerek
tanimlanan (3.1) dalgacik doniigiimii ile (3.3) ve (3.5) Calderén formiilleri daha
simetrik gekiller alabilir. S6z konusu formiiller R™de de ifade edilebilir. Biz yalmz

n = 1 durumu ile yetinecegiz.

@ € Li(R) fonksiyonu reel degerli ve [ ¢(z)dz = 0 kosulunu saglayan bir
fonksiyon olsun (bagka bir ifadeyle, ¢ fonksiybnu reel degerli esas dalgacik fonksi-

yonu olsun).
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@,(z) fonksiyonu, t >0, = € R olmak tizere, ¢,(z) = 1¢(%) seklinde tanim-
lansm. Integralde degisken degisimi yapilarak her ¢ > 0 icin, |l¢]|, = ||¢|l, oldugu

goriilebilir.

Tanim 3.5 ¢ reel degerli esas dalgacik ve f € Ly(R) olmak dizere, o 'nin dogurdugu
Integral Dalgacik Déniisiimii,

e =) ==l

(Whﬂ@%=Wﬁfﬂﬂ=w/%@U@—yﬂw=/f@kﬁx—w@ (3.6)

-0

seklinde tamimlamr (Herndndez ve Weiss 1996).

Goriildiigi gibi Integral Dalgacik Doniistimii girisim tipli bir operatérdiir.

(3.6) dontigtimiine uygun ters ¢evirme yani, Calderén Formiilii agagidaki teo-

remde ifade edildigi gibidir:

Teorem 3.6 (Herndndez ve Weiss 1996) ¢ € Li(R) reel degerli ¢ift fonksiyon olup,

7 dt
[ rers = (3.7
0
kosulunu saglasin. O halde her f € Lao(R) igin,
7 it [ dt
1@ = [ Wo)@F = [ o DG (38)
0 0
dir.
(3.8)’deki esitlik Ly anlamindadir. Yani, 0 < ¢ < § < oo i¢in,
5
dt
fusa) = [(oir ox DT (39
denilirse,
iy 1f — fegll, = 0 (3.10)
g—ﬂ)o
dir.
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3.2. Riesz-Bochner Cekirdegi ve Riesz-Bochner Integrali

Bir ¢ > 0 sayist verilsin. = € R™ olmak iizere,

— |z]?)° i ise
o(z) = 39 (z) = (1=lz7)* , [2] <1 (3.11)
0 , |zl > 1 ise

radial fonksiyonu tammlansin. Burada |z| = \/z? + 23 + ... + 22 "dir.
® € Li(R™) N Cy(R™) oldugu agiktir. @ radial fonksiyonunun Fourier doniisiimii ¢
ile gosterilsin. Yani,

o(z) = d(z) = /@(t)e_zm’“’dt
Rn
olsun. Dolayisiyla Not 2.12’den ¢ fonksiyonu radialdir ve analitik ifadesi bilinmek-

tedir (daha dogrusu, asagidaki lemmada verildigi gibi 1. tip Bessel fonksiyonu ile
ifade edilmektedir).

Lemma 3.7 (Stein ve Weiss 1971 sf.171)

_ T(5+s) Ja4s5(2m|a])
T

o(z) = ™N(z) , (zeRY) . (3.12)

dir.

Yukaridaki lemmada, I'(s) = [ 2*'e*dz, (s > 0) seklinde tammli Gamma
0

fonksiyonu olup J,(?) asagida tanimm verilen 1. tip Bessel fonksiyonudur.

Tamim 3.8 X > —2 ve s > 0 olmak tizere,
O @y
v - 2h~1
J(s) = —-2—/6“‘(1 — )77 dt (3.13)
e=sney)
ifadesine A—mertebeli 1. tip Bessel fonksiyonu denir.

Lemma 3.9 (Stein ve Weiss 1971 sf.158) Jy, (5.13)te tammlanan 1. tip Bessel
fonksiyonu olmak: tizere, asagidakiler saglanar:

(a) s — 0% igin Jy(s) ~ cs*, (¢ > 0);

(b) s — oo igin Ji(s) = O(%)
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Yukaridaki lemmada gecen ~ ve O gosterimleri su-anlamdadir:

Sl_iglp ZE‘:)} =1 ise, v(s) ~ u(s), (s — 0%);

u(s)
o(s)

s — 00 i¢in smirh ise, u(s) = O(v(s)), (s — o0)
dir.
@(x) fonksiyonu yardimyla, bir f € L,(R") fonksiyonunun Riesz-Bochner in-

tegralleri diye bilinen integraller ailesi agagidaki sekilde tamimlanir:

Tanim 3.10 ¢ fonksiyonu yukaridaki gibi verilmek tzere, her t > 0 icin,

1

oY) = =

P79), (v € RY) (3.14)

tanamlansin. f € L,(R"), (1 < p < 00) olmak dzere, p,(y)’ nin dojurdugu

BOfa) = (o s @) = [@lfle -y, ¢>0, 2R (319)
&

integraline [ fonksiyonunun Riesz-Bochner integrali ve ¢,(y)’ ye de Riesz-Bochner

cekirdegt denir.

Riesz-Bochner integralinin ve cekirdeginin baz énemli ozellikleri agagidaki

teoremde ifade edilmigtir:

Teorem 3.11 (Stein ve Weiss 1971 sf. 172, Karapwnar 2006 sf.10) ¢,(y) ve Bi‘s)f(:c)
fonksiyonlar: siraswyla, (3.14) ve (3.15) formiilleriyle tanimlanan fonksiyonlar olsun.

0 > 0 parametresi 6 > ”’%1 kosulunu saglarsa,
(a)
CO© = [emeamay=ate, ¢>0eck) @16
Rn

dir. Buradaki ® fonksiyonu (3.11)’de tansmlanan fonksiyon olup,

is€

1=, Jg <
0 » 16>

d(16) = (3.17)

Ll L [

15€
dir.
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(b) ¢ € L1(R™) ve hert > 0 i¢in,

/ o)y = / o(y)dy =1 (3.18)

R» Rn

saglanar.

(c)Vt>0,1<p<oowvef€lL,i¢n

esitsizligi saglanar.

Bz(a)f“p <alfl, €= / lo(z)| de < oo (3.19)
Rﬂ

(d) My Tanum 2.3te tanamlanan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ol-

mak tizere, 1 < p < oo veVf € L, igin,

sup [B® f(:;::)’ < AM;(z) , (A= sabit) (3.20)
t>0
egitsizligi saglamr.

(e) 1 <p< oo igin,

sup |BO f(z)| < @73 | £1, (3.21)

TCER"'
1

dir. Burada ¢ = ([[J |r,o(y)|qdy) ’ : (;p + é = 1) olarak tammlanmustir. p = 1 igin

g = 0o ve ¢ = esssup |e(y)| olur.
yeR™

(f) Her f € L, ve 1 < p < o0 igin,

; @) p_
i A

=0 (3.22)
P

olur. Ayrica, 1 < p < oo igin PrréBt('s)f(m) = f(x) esitligi f 'nin her Lebesque
noktasinda (dolayswla h.h.h.z € R™ igin) saglanir. Bundan baska, her f € Cy icin

1inéB§5) f = f yakansamas: dizgin yakinsama olur.

Ispat. (Stein ve Weiss 1971 sf.172, Karapmar 2006 sf.10)

(a) (3.12) formiiliiyle verilen ¢ fonksiyonu L;(R")’nin elemamdir. Bu,

T

§ > ™1 kogulundan ve Jy(t)’nin asimptotik davramgindan goriilebilir. Boylece
3 g
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(3.11)’de verilen ® fonksiyonu ve onun Fourier doniisiimii olan ¢ fonksiyonunun her

ikisi de L;(R")’nin elemam olan siirekli fonksiyonlardir. O halde, Lemma 3.7’den,

/ e e p(y)dy = B(¢) (3.23)
J

esitligi her £ € R™ igin saglamir. Ayrica, ¢ ve @ radial fonksiyonlar oldugundan,
(3.16) formiilii elde edilir.

(b) (3.16) formiiliinde ¢ = 0 ve (3.11)’de z = 0 almp integralde gerekli
degisken degisimi yapilirsa,

1=2(0) =/%('y)dy=/%w(%y)dy=/s0(u)du

R on B

olur ve istenen esitlik elde edilir.

(c) Teorem 2.8'deki genellestirilmis Minkowski esitsizligi kullanilarak,

|

é
B f

s/wmwmwy

Ril

1fIl, [ le.(w) dy
/

I, [
J

= 11, [ Iota)ldz
J

P

fl

1
w(;'y) dy

esitligi elde edilir. § > %% i¢in ¢ € L;(R") oldugundan,
o= [ lo(@)do < oo
Hn

olur. Bu, son esitlikte yerine konulursa,

BOf|| < elfl,
elde edilir.

(d) Ji(t) 1. tip Bessel fonksiyonunun Lemma 3.9’daki asimptotik davrams

nedeniyle yeterince biiyiik z’ler i¢in (3.12)’den,

1
le(z)] < c(??,J)—xT%
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elde edilir. § > 25! oldugundan 21 +4 > n olur ve buradan da |¢(z)| fonksiyonunun
azalan, integrallenebilir ve radial bir majoranta sahip oldugu séylenebilir. Yani,
P(z) = sup |p(y)
vily| 2]
alimirsa, v(z) radial ve R™de integrallenebilir bir fonksiyon olup |z|] — oo icin

azalandir.

/ PYi{z)de = A
én
denirse, Vf € L,(R") ve 1 < p < oo igin, Teorem 2.5-(a)’dan,

sup | B f(2)| = sup (. £)(@)] < AMy(a)

t=0

elde edilir.

e) Teorem 2.9’da verilen Holder Esitsizligi kullamlirsa, 1+ = 1 olmak tizere,
r q

1

505@)| < [lewlif@-vldy <1, | [loidy (3.24)
J j

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafindaki integralde, y = tz (z € R") degigken

degigimi yapilirsa,

o e

[M(y)lqdy = ti_ (“/ lp(y)|* dy (3.25)

n

1

esitligine ulagilir. Burada ¢ € L, (R™) oldugundan, ¢ = (Rf lo(y)]? dy) ’ denirse,
¢ < oo olur. Sonug olarak, (3.24) ve (3.25) kullamlarak, (3.21) esitsizligine ulasilmig
olur. Yani,

sup
.'I.'EE“

BOf(@)| <at 3 fll, , E<oo
dir.
(f) Her f € L,(R"), 1 < p < oo igin, Teorem 2.5-(c)’den,
lim | % 2, — 1], = 0
olur.
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Yine Teorem 3.8-(b)’den, %m%( f*xo)(z) = f(z) esitligi f'nin her Lebesgue
noktasinda (dolayisiyla h.h.h. € R™ noktasinda) saglamr. Yukanda (3.15) for-

miiliindeki Riesz-Bochner integrali tanumi yerine yazilirsa,

lim |
t0

B@f—ﬂL=o

esitligine ve teoremin (f) maddesindeki diger iddialara ulagilms olur. m
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Cahgmamizin bu béliimiinde, yari-grup ézelligine sahip olmayan Riesz-Bochner
integral ailesi, bir dalgacik tipli fonksiyon ve agirlik fonksiyonu kullamlarak bir dal-
gacik tipli doniisiim tammlanacaktir. Sonra, yeni déniigiime uygun ters bulma for-

miilii yani, Calderén Formiilii verilip ispatlanacaktir.

4.1. Riesz-Bochner Cekirdeginin Dogurdugu Bir Dalgacik Tipli Déniisiim

ve Calderén Formiilii

g(t), [0,00)’da integrallenebilir bir fonksiyon olup,

/[lnf.| lg(t)| dt < oo (4.1)
ve -
fg(t)d.t = (4.2)

saglansin. Bu ozellige sahip g’ye bir dalgacik tipli fonksiyon diyecegiz. Bu g(t)
fonksiyonunu kullanarak agagidaki gibi bir fonksiyon tammlayalim:

T

K{r) = f (n)dn, (0<7 <) (4.3)

0

Lemma 4.1 (Aliev ve Rubin 2002) K(r), (4.8) formiiliinde tammlanaﬂ fonksiyon
olmak tizere, K(7) € L1(0,00) ve [ K(7)dr = f(ln ) (n)dn = —f(ln?})g n)dn

0 0
dur.

Ispat. [ g(n)dn = 0 oldugundan, her 7 > 0 icin,
0

T

/T g(n)dn = —79(?})63?1 = / g(n)dn| =
0

a T

g(n)dn (4.4)

-1\8
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dir ve dolayisiyla (4.3)’ten,

/W[K(T)[ dr

|
\8
|-
ﬁ
e
=
-,-3".‘:._

| ( / . ) d'r—l-]:_l— (/mg(n)dn) dr

1

oo ( /id) an+ ]0 900 ( f édr) dn

n

Il IA
c\ c:.\
o = | =

=

c\

=

]

B

flg(n)l(—hw)dn+ / lg(n)| Inndn

1

f ) Py < / o) 1| iy
1

0

I

o

(4.1)
[1amiinnian < oo
0

elde edilir.Yani, K(7) € L,(0, c0)’dur.

Yine [ g(n)dn = — [ g(n)dn esitligi kullamlarak sunlar yazlabilir:
0 T

]OK(T)a’T = /1% (/Tg(ﬂ)dn) dr — /m% (]Gg(n)dn) dr

0 0 1 T

- Joo(f2e)er oo 1+)
0 n 1 1

Il

g [ o) Indn

(=Inn)g(n)dn

(111 %) g(n)dn .
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Yani,

f K(r)dr = / (—=Inn)g(n) = f ( )9(?})0’?1

0
dir. m

p(B) > 0 "agirhk” fonksiyonu [0, co)’da siirekli, simrh ve lim p(ﬁ) = 1 kosu-
lunu saglayan fonksiyon olsun (6rnegin, p(8) = €%, (a > 0); p(ﬁ) = e (a>0);
p(B) = 222, (p(0) = 1); p(8) = 2 (5(0) = 1) vs. olarak aliabilir).

Simdi, f € L,, (0 € p < o) olmak iizere, (3.15)’te tammlanan Bt(é}f in-
tegraller ailesi ile (4.1) ve (4.2) kogullarim saglayan g fonksiyonu ve p agirlik fonksi-

yonu kullamlarak bir integral doniigiimii tammlayalim:

o0

(Tf) (1) = / p(tm) B £ () g () (4.5)

0
Bu déniigiime Riesz-Bochner integrali ile g dalgacik tipli fonksiyon ve p agirhk

fonksiyonunun iirettigi agirhikh dalgacik tipli déniisiim diyecegiz.

g dalgacik tipli fonksiyon ile p > 0 fonksiyonunun farkh segimi farkli agirhkh

dalgacik tipli doniigtimler elde etmeye olanak saglar.

Lemma 4.2 (4.5)’te tamumlanan T f lineer bir operatir olup, her t > 0 icin

L, — L, sinarhdar.

Ispat. Sabitlenmis her t > 0, aq, a0 € R ve f1, fo € L, igin,

T(ayfi + o fa)(z,t) = f p tn)B Nanfi + azf2)(x)g(n)dn = (Riesz-Bochner
integral operatorii lineer oldugunda.n) (T f1+ 2T f3)(x,t) olur. Buradan, Tnin
lineer oldugu goriiliir.

Simirlilik (Teorem 2.8) Genellestirilmis Minkowski Egitsizliginden gikar. Gercek-

ten, yine ¢ > 0 sabit tutulsun. Teorem 3.11-(c)’den,

1771, < f o) || B 7| 1ol < e 151, /x l9()] dn < 2 £1,

dir. Sonug olarak her f € L, i¢in 7' f anlamhdir. =
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Dalgacik tipli fonksiyona birka¢ érnek verelim:

1. g(t) =e (1 —1t), (0<t<oo)alnsm. [|g(t)]dt < oo olup
0

o0

g € Li(0,00)’'dur. Bundan bagka, [|Int]|g(t)|dt < co ve [e7}1 —t)dt =
0 0
oldugundan, (4.1) ve (4.2) kosullar1 saglanir.

2,

0, 2<t< oo

olsun. g € L,(0,00) oldugu agik¢a goriiliir. [ [Int||g(t)] dt < oo ve
0

1 2
g(t)dt = [cdt — [ edt = 0 olup (4.1) ve (4.2) kogullan saglanir.
0 1

3. A(t), RVde tanimlanmg Lizorkin simifindan bir fonksiyon olsun (yani, A
Schwartz uzaymdan olsun ve her k = 0,1,2, ... i¢cin A*)(0) = 0 olsun).
Ornegin,
eV ; ££0
0 . =10

h(t) =

olsun ve g(t) = A'(t) diyelim. f lg(t)| dt < oo ve j [Int|[g(t)] dt < oo 'dur.

Ayrica, [ g(t)dt = f B (t)dt = h(oo) — h(0) = 0 oldugundan, gerekli tiim kosullar
0

saglanir.

4.0 < < 1igin B,(t), n dereceli Bernoulli polinomu olsun. Her n = 1,2, 3, ...

1
icin, [ Bp(t)dt =0, (n=1,2,...)’dir (Stein ve Shakarchi 2003 sf.180).
0

Bnt) , 0<t<1
0 , t>1

seklinde tammlanan g € L,’dir. Aynca, f.|lnt] lg(t)| dt = f IInt[|g(t)|dt < 0o ve
0

1
f g(t)dt = f By(t)dt = 0 olur. Buradan da g fonksiyonu icin gerekli kosullarm
sag]andlgl giﬁrlilm
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5. 0 < a < b < oo olmak iizere, [a,b]’de siirekli herhangi bir i(t) fonksiyonu

alinsin. ;
(t) — = [h(z)dz , a<t<b
g(t) = a
0 , diger t’ler
tammlayalim.
oo b b
/g(t)dt = / h(t) — ; la/h(x)dx dt
0 a a
b b
& / ()dt—— i /h ) =0
saglanir.

oo 1
Aynica [ |Int||g(t)|dt = [|Int]|g(t)] dt < oo saglandig da aciktir.
0 0

Bu son 6rnekteki A fonksiyonu yerine siirekli olan her fonksiyon yazlabilir ve

bu sayede de birgok farkh dalgacik tipli fonksiyon tiiretilebilir.

Simdi, (4.5) formiilii ile tamimlanan T'f agirhkh dalgacik tipli doniistimiine uy-
gun Calderén tipli formiil yani, ters gevirme formiilii elde etmek icin baz hazirhklar

yapilacaktir.

Lemma 4.3 (Stein ve Weiss 1971 sf.60) {T.} Ly (R"™) uzayindan R™ de élgtilebi-

=07

lir fonksiyonlar ailesine etki eden lineer operatorler ailesi olsun. Her h € L,(R™) igin

(Mh)(z) = sup |(T2h)(x)| esitligi ile M operatiri tansmlansin. Her h € L,(R") ve
>0

a >0 i¢in

AllR],\
o € R": (M)(z) > a}| < ( I ”p)

«
saglanacak bi¢imde A > 0 ve q > 1 sabitleri var olsun. L,(R™) nin bir yogun all
kimesinden alinmas her g fonksiyonu igin lin(:g(Ts g)(x) limiti var ve sonlu ise, her
f € Ly(R™), (1 € p € o0) igin de h.h.h. x noktasinda Iin(ll(Tgf)(;c) limiti var ve

sonludur.
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T operatorii (4.5)’teki gibi verilsin. Bir ¢ > 0 ve f € L,(R™) almsin. € para-

metresine bagh asagidaki operatorler ailesi tanmimlayalim:

o0

1@ = [@n@oT (4.6)

Her € > 0 igin A, : L, — L, smirh bir operatordiir. Gergekten; asagida Lemma
4.4’1in ispatinda,
| A f(2)| < eshy(z)

egitsizligi elde edilecektir. O halde, Teorem 2.4-(b)’den,

1Afll, < esllMyl,
< adlfll, s cs,Ap = sabit

bulunur. f € L, oldugundan, A, f operatorii simirh bir operatordiir.

Simdi, yukanda (4.5) formiilii ile verilen 7" f operatorii ve Fubini Teoremi kul-
lamlarak A.f operatorii ile ilgili bazi déniisiimler yapalim:

oo oo

ad@ = [ [oens gt | <

4

= fg(n) (/ p(tn)Bf,‘:)f(x)?) dn (t= % dontigiimil yapilirsa)
0 c

= /9(7}') (/,O(ET)B@}‘( )d?) dn (0 <7 < 7 < oo oldugundan)

0 n
= [oenBs@ (1 | g(ﬁ)dn) dr
0 0

= [ olen)BO f(@) K (rYer

0

Burada K(7), (4.3) ile tammh olup K € L, dir.

Baoylece,

o0

/ o(e7)BY) f(z) K ()dr, (e > 0) (4.7)
0
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dir. ¢ = [ K(7)dr olmak fizere,
0

Acf(z) = cf(x) (p(er) = 1)BY f(z) K (r)dr + / BY f(z)K(r)dr

I
0\8
8

— /f(m)K(T)dT

(p(er) — 1)BY f(2) K (r)dr

Il
Q\S _

+/ (BY f(x) - f(z)) K(r)dr
0
dir, Yani,

Af(z) - cf () = / (p(er) - 1)BO f(2) K (r)dr (48)

+/Bf5) — f(z)) K (r)dr
0

clde edilir. Simdi yukardaki esitliklerde Fubini Teoreminin uygulanabilmesi icin

gerekli kogullarin saglandigini kontrol edelim:

D.f(z) = / (/‘p t?})Bm f(fc).@(’?)|d"?) E;E

ifadesinin A.h.h. z € R™ igin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun icin,

1 <p<cove fe€ L, olmak tizere,

DI f(z) f j‘p(tn)Bm}f(’f)g () | %
0
ve
D f(a) ] /Ip(tn (51 ()‘dﬂ SI;

dersek, h.h.h. z icin, DM flz) ve D§ ) f(z) 'nin sonlu oldugunu gostermek yeterli
olacaktir.



Teorem 3.11-(d)’den,
aplatois] <

saglanir. f € Ly, (1 < p < oo) oldugundan, My(z), h.h.h. z i¢in sonludur. Ayrica,

sup |p(t)] = ¢1 denirse,
-0

1
1 1
DVf(z) < Acle(g;)/¥ /|9(7}')Jd7’? dt (t= - dontigtimii yapilirsa)
g 0

== Aclﬂ-ff(x)f% (/ g('r,:)|dn) dr O<n<r< %)
0

0
1 1

[ 1
= adiy(o) [ lo)l | [ Sar | an
]

/3

= Aclﬂ-ff(-’r)/ (111%—111??) lg(n)| dn
0

1

1
1 £ £
= AcMy(z) (ln g)f|g(n)|dn+/
0 0

< o0

l9(m)| dn

In 1
n

olur. Diger taraftan, 1 < p < oo igin, (3.21) esitsizliginden,
B® f(x)[ <& % ||f|, dir. O halde,

sup
zER™

D@ < aalfl, [ 1| [lotldn|3a

o0

.71
N C/t1+'?3 /
3 oo o0 1
¢ [lgtldn [ e

] £
oo

~
- &2 / lg(m)] i
TiEE

0

g(n)|dn | dt

IA




bulunur ve istenilen elde edilmis olur. Yani, Fubini Teoremi uygulanabilir.

Lemma 4.4 f € L,(R") ve A.f , (4.5) formiilii ile tanamlanan operatérler ailesi

olsun. Af(x) = sup |A.f(z)| seklinde bir maksimal operatir tanimlayalim. O halde,
g0

A operatérii (p,p) zapf tiplidir.

Ispat. (4.7) esitligi ve Teorem 3.11-(d) géz oniine alimrsa,

[e=]

Af@) = | [ oenB® @)K (ryar

0

IA

B f(a)| /m | (r)| dr
0

¢y sup
>0

= cosup |Bt('s)f(;r)1
t0
c;;ﬁff(m)

[/

olur. Burada M((z), f 'nin Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir. Not 2.7’den, M i
maksimal operatorii her p > 1 igin (p, p) zayif tiplidir. Ayrica, son bulunan esitsizlik

de kullamilirsa, her £ > 0 i¢in,
|Af(2)| < esMy(z) = Af(z) = sup |A. f(z)| < esMy(z)
elde edilir ki bu da Af = sup | A. f| operatériiniin (p, p) zayf tipli oldugunu gosterir.
ex>0
bl

Yukarida yapmis oldugumuz hazirhklardan sonra, simdi, (4.5) formiiliiyle tanm-
lanan T'f agirhkh dalgacik tipli doniigtim igin uygun Calderén Formiilii bir teorem

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.5 T'f, (4.5)teki gibi tansmlansin ve [0,00) da integrallenebilen g dal-
gacik tipli fonksiyonu (4.1) ve (4.2) kosullarima saglasin. Yani,

/ lInt||g(t)|dt < o0 we fg(t)dt = { (4.9)
0 0
olsun. O halde her f € L,, (1 < p < 00) ic¢in,
T . T dt
/'I{jf(;l:,l‘)Eii = 1i%1+/Tf(£,f)? = cf(x) (4.10)
0 i 5
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oo

dir. Bﬁmda, e= [K(r)dr = [ (ln %) g(n)dn = — [ (Inn) g(n)dn ’dir. Limit hem
0 0 0
h.h.h. z i¢in hem de L, normu anlamindadsr. Ayrica birl < q < oo igin, f € L,NCy

olursa, (4.10)’daki yakmsama diizgiin olur.

Ispat. ilk olarak, L, anlamindaki yakinsama gosterilecektir.

(4.6) formiilityle tanimlanan A, f operatérler ailesini ele alalim. Yukarida yapilan

islemler sonucu (4.8) formiilii elde edilmigti. Buna gore, her € > 0 icin,

(z) — cf(z) = / (p(eT) — 1)BY f(x)K (7)dr + f BY®f (z)) K(r)dr
0 0

saglanmaktadir. Simdi, 1 < p < oo igin Minkowski Esitsizligi kullanihirsa,

[Af@) ~cf@l, < [1L-penl [BOs@, IKdr @)

+_7?j

B II(E) + IQ(E)

elde edilir. Teorem 3.11-(c)’den
11— plen)] |BOF@)|| 1K ()] < e 1], 1K)

bulunur. Burada, Lemma 4.1’'den K(7) € L;(0,00) ve li_r'_%(l — p(eT)) = 0 olup,
(Teorem 2.1) Lebesgue Baskin Yakinsama teoreminin kogullart saglanmsg olur. O
halde,

S =0

dir. Diger taraftan,

|

< (181, +11,) 1K)
< allfl, 1K)

dir. Burada yine Lemma 4.1’den K(7) € L1(0,00) ve Teorem 3.3.11-(f)’den

.1’den,

lim ‘ Ef
g—0

limZ3(e) = 0
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dir.

(4.11)’de p = oo almrsa ve bir ¢ icin f € CyN L, varsayilirsa, € — 0 i¢in A, f

ailesinin ¢f ’e tiim R™de diizgiin yakinsadig goriiliir.

Boylece, 1 < p < oo i¢in A.f ailesinin ¢f ’e L, normunda yakinsadig1 ve

f € CyN L, olmak tizere, p = oo durumunda da diizgiin yakinsadigh gosterildi.
Simdi de 1 < p < co ve f € L, i¢in (4.10) limitinin var oldugu ve esitlifin
h.h.h. z icin saglandigim gosterelim.

sup | 4. f(x)| < esM;(2)
=20

esitsizligi kamtlanarak, Af = sup|A.f| operatériiniin (p,p) zayif tipli oldugu gos-
>0

terilmigti. Dahasi, f € Cy N L, olmas: halinde
lim A, f(x) = f (@)

esitligi her z € R" i¢in saglandiindan, (hatta yakinsamanin diizgiin oldugu yukarida
gosterildi) ve CyN L, kiimesi L,’de yogun oldugundan, Lemma 4.3’e gore her f € L,
(1 <p < o) igin,

lim A, f(z) = cf (x)

E=—
esitligi h.h.h. z € R™ i¢in de saglanacaktir.

Boylece teoremin ispati bitmig oldu. m
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5. SONUC

¢ fonksiyonu (3.11)’de tammladigimiz @ fonksiyonunun Fourier déniisiimii ol-
mak lizere,
1 (1 .
ely) =z (2y), (yeR")
seklinde tammlanan Riesz-Bochner ¢ekirdekleri ailesinin dogurdugu Riesz-Bochner

integralleri,

B f() = (g, * f)(z) = / o) fz - y)dy, (>0, z € RY)

En
seklinde tamimlanir. Bir yaklagik birim operator olan Riesz-Bochner integralleri ailesinin

Harmonik Analizde cesitli uygulamalar1 bilinmektedir.

Bu tez caligmasinda, f € L,, (0 < p < c0) olmak iizere, B\” f Riesz-Bochner

integrali, p(f) > 0 agirlik fonksiyonu ve g(t) dalgacik tipli fonksiyonun iirettigi,

(TF)(@,1) = / p(tn) B F(x)g(n)d

"agirhkh dalgacik tipli déniigim” tammlanarak ozellikleri incelenmistir. Burada,

p(B) > 0 fonksiyonu [0, 00)’da siirekli, sinirh ve ﬁlir€+ p(8) = 1 kogulunu saglayan ve

g dalgacik tipli fonksiyon L;[0,c0)’dan olup, T|ln tlg(t)| dt < oo ve }Og(t)dt =0
kosullarimi saglayan fonksiyonlardir. Bu dt}nugﬂmde kullanmilan integraﬂer ailesinin
yarr-grup ozelligine sahip olmamasi, sundugumuz Integral Dalgacik Doniisitimii tanmi-
ni, Aliev-Rubin (2005) makalesindeki tammdan farkh kilmigtir. Yukaridaki (7' f)(z, t)

dalgacik tipli doniigiime uygun gelen ters cevirme formiilii (Calderén tipli formiil)

/O?Tf) (z,t)— hm /(Tf &, t =ef{z)
0

seklinde ifade edilerek kamtlanmigtir.

Degisik dalgacik tipli doniigiimlere uygun gelen Calderén tipli ters doniisiim
formiillerinin Harmonik Analiz ve onun uygulamalannda genis sekilde kullamldig
bilinmektedir. Bu nedenle, bizim ¢ahgmamizda elde ettigimiz Calderén tipli for-

miiliin de uygulama alan bulacag kamsindayiz.
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