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OZET
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Danisman : Yrd. Dog. Dr. Mehmet Ali OZTURK
Yil: 2015, Sayfa Sayisi: 39+iv
Jiri : Yrd. Dog. Dr. Murat CANDAN
: Yrd. Dog. Dr. Mustafa UCKUN
: Yrd. Dog. Dr. Mehmet Ali OZTURK

Birinci boliimde, BCK-cebirleri kavraminin ortaya cikisi ile ilgili bilgiler
verilmistir.

Ikinci béliimde, BCK-cebirleri hakkinda temel bilgiler, konu ile ilgili teoremler
ve Ornekler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, yakin kiime ve yakin yaklasim uzay: hakkinda genel bilgi ve
teoremlere yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ise yakin yaklasim uzayinda yakin BCK-cebirleri tanimi
verilmistir ve ayrica yakinlik BCK-cebirlerinin bazi ozellikleri verilerek orijinal
sonuglar elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: BCK-cebiri, Yakin kiime, Yakinlik yaklasim uzayi, Yakimnlik
BCK-cebiri.
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In the first chapter, information about the emergence of the concept of BCK-
algebra are given.

In the second chapter, basic information about BCK-algebra, the theorem about
the issues and examples are given.

In the third chapter, general information of about the nearness sets and
nearness approach space was given.
In the fourth chapter, nearness BCK-algebra on nearness approximation spaces

was introduced and we also obtained original results given the proximity of some of
the features BCK-algebra.
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BCK-algebras.
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1. GIRIS

BCK — cebirleri kavrami ilk olarak 1966 yilinda K. Iseki tarafindan ortaya
atilmistir. Bu kavram iki farkli konudan dogmustur. Birincisi kiime teorisi, ikincisi
matematiksel lojiktir. Kiime teorisinde; L. Kantorovi¢ ve E. Livenson tarafindan temel
olan kesisim, birlesim ve fark islemleri tanimlanmis ve bu islemin 6zelliklerinin
genellestirilmesi yapilarak Boolean cebiri kavrami ¢alisilmistir. Kiimelerle ilgili olarak

asagidaki bagintilar bilinmektedir.
(ANB\MA\Oc C\B,
A\ (A \ B)cB.

Bu bagintilar temel alinarak BCK — cebiri kavrami ortaya atilmistir ve bu

konuda bir¢ok calismalar yapilmistir.

Simdi, BCK — cebirleri hakkinda temel bilgiler verelim. Bu bilgiler kaynak
[5] ten alinmistir ve dolayisiyla daha ayrintili bilgi ig¢in kaynak [5] e bakiniz.



2. BCI/BCK-CEBIRLERI

2.1. Tamimlar ve BCK-Cebirlerinin Temel Ozellikleri

Tammm 2.1.1. X bir kiime, " * ", X lzerinde bir ikili islem ve 0, X kiimesinin bir

elemani olsun. (X;*,0) Ugliisii i¢in asagidaki kosullar saglanirsa X e bir BCK —

cebiri denir. Her x,y,z € X i¢in

BCI—1: ((x*y) * (xx2)) * (z*y) =0,
BClI —2:(x*x(x*y))*y =0,

BCI —3: x*xx =0,

BCl —4: x*xy=0ve yxx=0isex =y,
BCK —5:0*x=0.

Her x,y € X igin "x < y dir ancak ve ancak x * y = 0" bagintist

tanimlansin. Bu durumda (X; *,0) BCK — cebiri, yeniden asagidaki gibi verilir.

dir.

Her x,y,z € X i¢in
BCI—1:((x*xy)*x(x*z))< (zxy),
BCI=2":(x* (x*y)) < v,
BCI -3 x < «x,

BCI—4"'x < yve y < x isex = vy,
BCK —5":0 < x,

BCK-6'"x <y xxy =0

Ornek2.1.2. X = {0,1,2},



Tablo 2.1

ise (X;*,0), BCK — 5 isaglamadigindan BCK — cebiri degildir. Ciinki;
Oxx=0%2=2+ 0dir.
Teorem 2.1.3. (X; x,0) bir BCK — cebiri olsun.
i) x <yisez*y < z*x,
ii) x < yvey < zisex < z
dir.
Teorem 2.1.4. (X; x,0) bir BCK — cebiriolsun. Her x,y,z € X
(x*xy)*z=(xx*xz)*y
dir.
Teorem 2.1.5. (X;*,0) bir BCK — cebiriolsun. Buna gore; her x,y,z € X igin
asagidaki kosullar gecerlidir.

i) x*xy < zisex *z <y,

i) (xx2)x (y*2)<x+*y,

ii) x < yisex xz <y * z,

iv) x xy < x,

v) x * 0 = x.

Herhangi x,y € Xi¢in x Ay = y * (y * x) ile gosterelim. Bu durumda
xANx=x, x NAN0=0Ax=0vex Ay, xiley den daha kiigiikk sinir oldugu

agiktir.
Teorem 2.1.6. Herhangi bir BCK — cebirinde x * (y Ax) = x x y dir.

Ornek 2.1.7. X bostan farkli bir kiime, P(X),X in kuvvet kiimesi olmak iizere
A,B € P(X) igin



o, A cBise
A — B, diger durumda

AxB = {
ikili islem ile ( P(X); *, &) bir BCK — cebiridir.
Coziim:
BCK -5 % B = &,(JcB)
BCl —4:A B = JveB x A = =>AcBveBcA=A =B

BCI—-3:A+A =0, (AcA)

BCI—2:(A* (A*B))*B=(Ax2)xB=(A—- O)*xB= A«
B = &,(AcB).

(A*(A+*B))*B=(Ax(A-B))*B = (A-(A-B)) *B
= (ANB)+*B = g,(B c A,diger durum)
BCI—1: AcBise((A*B)* (AxC))*(C*B) =09

BcAise CcBcA,Bc Cc A ve Bc Ac (C durumlart ayri ayri

incelenir.

Tanim 2.1.8. ( X; *,0) bir BCK — cebiri ve Xy, X in bos olmayan alt kiimesi olsun.
Eger her x,y € Xpiginx *y € Xgolursa X kiimesine X in bir alt cebiri denir [5].
Teorem 2.1.9. ( X; *,0) bir BCK — cebiri ve X,,, X in alt cebiri olsun. Bu durumda

i) 0 € X,
ii) (Xo; *, 0)bir BCK — cebiri,
iii) X, X inbir alt cebiri,
iv) {0}, X in bir alt cebiri
dir.
Teorem 2.1.10. (X;*, 0) bir BCK — cebiri ve 0#x, € X ise ({0,x5 }; *, 0); X

in bir alt cebiridir.

Lemma 2.1.11. ( X; *,0) bir BCK — cebirive herx,y,z € X



i) x * y = Ooldugundax # yisey * x # 0,

ii) x xy =2zisez*xx =0
dir.

Tanim 2.1.12. Her x,y,z € X igin

(x*xz)*x(y*z)=(x*xy)*z

esitligini saglayan (X;*,0) bir BCK — cebirine pozitif anlamli BCK — cebiri

denir.

Lemma 2.1.13. X bir BCK — cebiriolsun. Her x,y,z € X

(x+ (x=)* (yrx)<xx(xx(y=(y*2))
dir.
Teorem 2.1.14. ( X; *,0) bir BCK — cebiri olsun. Bu durumda asagidaki kosullar

birbirine denktir.

i) X pozitif anlamli,

i) xxy=@x*y)xy,

iii) (xx (cxy)xex) =xx (xx (y+ 1)),

iv) x*xy=(x*y)x*(xx(xx*y),

v) xx(xxy)=(xx(xxy)*(xxy),

vi) (x*(x*xy))* (*x) = (y**x)*(x*y)
dir.
Teorem 2.1.15. (X;*,0) (2, 0) tipinde bir BCK — cebiri olsun. Bu durumda X
pozitif anlamli bir BCK cebiridir < BCI—1, BCK —5ve

vid) (xx(xxy)* y*x)= (y**x)* (x*y),
viii) x*0=x
kosullar1 saglamasidir.

Teorem 2.1.16. ( X; *,0 ) bir BCK — cebiri olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine
denktir.



i) X pozitif anlamli,
ii) (xxy)xz=0ise (x*x2)*(y*xz) =0,
iii) (x*xy)*xy=0isex*y =0

dir.

Ornek 2.1.17. X = {0,a,b, 1} olmak iizere;

*I0a b 1
0/0 0 a O
ajla 0 a O
blb b 0 0
111 1 0
Tablo 2.2

Her x,y € X igin x xy = (x *y) * y saglanir ve dolayistyla Teorem
2.1.14. den ( X; *,0) pozitif anlaml bir BCK — cebiridir.

Tamim 2.1.18. (X; *,0) bir BCK — cebiriolsun. Her x,y € X igin

XNy =y Ax
iseyani y* (y *x) = x * (x xy) ise X’ e komiitatif BCK — cebiri denir.
Teorem 2.1.19. ( X; *,0) bir BCK — cebiri olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

i) X komiitatif bir BCK — cebiri,

i) xx(x*xy)<y*(y*x),

iii) (x*(x*y))*(y*(y*x))=0
dir.
Ornek 2.1.20. X = {0,1,2,3,4},

*101 2 3 4
0{0 00 0O
1/1 0 0 0 O
212 1 0 0O
3/13 1100
414 3 2 1 0
Tablo 2.3



ise (X;*,0) komiitatif BCK — cebiri degildir. Ciinkii; 2 A 3 = 3 * (3 % 2) =
31 =1ve 3A2=2%(2%3)=2%0 =2 olur. Boylece; 2 A 3 #
3 A 2dir.

Tamim 2.1.21. (X; *,0) bir BCK — cebiri olsun. Her x,y € X igin
x=xx*(y*x)
ise X e anlamli BCK — cebiri denir.

Ornek 2.1.22. X={0,1} olsun. 0x0=0,0%1=0,1x1=0,1x0=1
bicimindeki " = " ikili islemi ile (X; *, 0) anlamli BCK — cebiridir. Clinkii,

0=0x(1%0), 0=0%(0%0), 1=1*x(0x*1), 1=1=+(1%1)
dir.

Teorem 2.1.23. Bir BCK — cebiri anlamlidir gerekli ve yeter sart BCK — cebiri hem

komiitatif hem de pozitif anlamlidir.



3. YAKIN KUME VE YAKINLIK YAKLASIM UZAYI

Bu béliimde, temel olarak; kaynak [9] dikkate alinmis ve yakin kiime, yakinlik

yaklasim uzay1 kavramlar1 hakkinda bazi temel 6zellikler verilmistir.
3.1. Yakin Kiimeler

Yakin kiime teorisi, dijital goriintiiler arasindaki benzerliklerin karsilastirilmasi
probleminden ortaya ¢ikmistir. Genel olarak yakin kiimeler nesnelerin kendisi ile veya
baska bir kiime ile benzer tanimlamalar tagimasi ile belirlenir.Yakin kiime teorisi,
ayrik  kiimelerdeki nesnelerden elde edilen benzer bilgilerin metot olarak
kullanabilmesini ~ saglar, yani nesnelerin gozlenmesi, karsilagtirllmasit ve

siniflandirilmasi i¢in yakin kiime teorisi kullanilir.

Tanmm 3.1.1. ( Cikarim Fonksiyonu ) Algilanabilen nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini

temsil eden reel degerli fonksiyonlara ¢ikarim fonksiyonu denir.

Yakin kiime teorisinde nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim
fonksiyonlari, bir nesneden gozlemlenebilen o6zelliklerin degerine karsilik gelen bir
reel saytya tammhdir. Ornegin elmalar karsilastirildiginda, bir elmanin kirmiziligi (
gbzlemlenen nesne ) renkleri temsil eden bir ¢ikarim fonksiyonu ile tanimlanabilir. Bu

fonksiyonun degerleri kirmiziligin derecesine karsilik gelen bir reel say1 olabilir.

Nesneler ancak tanimlamalar yardimiyla algilanabilirler. Bir x € X nesnesinin

tanimi, ¢ikanim fonksiyonlarin yardimiyla belirlenen ®(x) fonksiyonu ile belirlenir.

Burada 6nemli konulardan biri de ¢; € B ¢ikarim fonksiyonlarinin, nesnelerin hangi
yoniiyle tanimlandigi dikkate alinarak belirlenmesidir. Nesnelerin ayirt edici

ozelliklerini temsil eden ¢; fonksiyonlarinin ¢;(x) degerlerinin bilesimi dikkate

alinirsa, tanim uzunlugu |q)| =L olan

®:0 >R, D(x) = (@,(X), @, (X),.... 2, (X)),

nesne tanimlamas: elde edilir.



Sembol | Anlam:

R Reel sayilar kiimesi

@ Algilanabilir nesneler kiimesi

X X < O, 6rnek nesnelerin kimesi

X Xxe X c O, 0rnek nesne

F Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini
temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarin kiimesi
BcF

L Tanim uzunlugu

o, @, : O — R, ¢ikarim fonksiyonu

@ ©:0 =R, O(x) = (,(X), @, (%), 9, (X))
nesne tanimlamasi

Tablo 3.1

ve ayrica agagidaki tablo ile konuyu 6zetleyebiliriz.

Sembol | Anlam:

B BcF
|B : : : :
r ,yani ¢. € B fonksiyonlarmimn sayisinin r li kombinasyonu
r
B r<|B|

B,, yardimiyla tanimlanan ayirt edilemezlik bagintisi

[, |{X €Olx~g X}, benzerlik denklik smfi

{[x], 1x<O}, bolam kumesi

S O/~ , ayrisim
Tablo 3.2
Tanmm 3.1.2. x,x' € O ve B € F olsun. Bu durumda iS|CD| tanim uzunlugu olmak

luzere

{(x,x) € O x O |lo;(x") = ¢;(x)| =0,V € B}

seklinde tanimlanan "~z" bagintisna O da ayirt edilemezlik bagintis1 denir [9].



Yakin kiime yaklagiminda nesnelerin taninmasi igin temel fikir, nesne
tanimlamalarinin karsilastirilmasidir. X, X’ kiimeleri kismi olarak ayni tanimlamalara

sahip nesneler igeriyorsa birbirine yakindir.

Tanmm 3.1.3. X,X' € O ve B € F olsun. Bu durumda x € X, x' € X’ igin

X~p;3 X olacak sekilde ¢; € B varsa X kiimesi X’ kiimesine yakindir denir.

Tanmm 3.1.4. ( Yakin Kiimelerin hiyerarsisi ) X € 0 ve X', X"" € X olsun. Bu
durumda X', X"" yakin kiimeler ise X bir yakin kiimedir. Bu duruma yakin kiimelerin

hiyerarsisi denir.

Tamim 3.1.5. ( Kahtimsal yakinhk ) Yakin kiimelerin hiyerarsisi kavrami dikkate
alinirsa, yakin kiime iceren herhangi bir kiime yakin kiimedir. Bu duruma kalitimsal

yakinlik denir.
Teorem 3.1.6. Yakin kiime iceren kiimenin kendisi de yakin kiimedir.

Ispat: X kiimesin bir yakin kiime i¢erdigini kabul edelim. Yakin kiimelerin hiyerarsisi

ve kalitimsal yakinlik dikkate alinirsa, X bir yakin kiimedir.

3.2. Temel Yaklasim Uzay1

O, algilanabilen nesnelerin kiimesi; F, nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini
temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve ~5 , O nesneler kiimesinin B <

F ile ilgili & =(9/ ~g ayrilisi belirleyen bir ayirt edilemezlik bagintisi olmak

iizere; temel yaklasim uzayr ( O, F, ~p ) seklindedir. Temel yaklagim uzayi,
yaklasimli kiime teorisinin temeli olarak dikkate alinir. Ayn1 zamanda bir yaklagim

uzayi, var olan algilarimizin yapisal karsitlart olarak gdzlemlenebilir [8-9].

Yaklagim uzayr kavrami, O nesnelerin kiimesinin  ~p ayirt edilemezlik
bagmtis1 yardimiyla &g ayrilisinin ingasi ile baglar. Bunun yaninda herhangi bir
X € O kiimesinin yaklagimlari i¢in x € O olmak iizere; X ile [x] € &z smiflarmin
arasindaki bazi durumlar dikkate alinir. Bu durumu yakindan gorebilmek i¢in bir

kiimenin alt ve tst kavramlari incelenmelidir.

10



3.2.1. Bir kiimenin alt yaklasimi

Sembol Anlam;

(O, F,~g) | Temel yaklasim uzayr, B < F

B, X U . Xin B-alt yaklasim
[xle=XB

B* X J . XinB-ust yaklasim
[x]g "X =D

Bnd, X B,X/B*X ={x|xeB*X ve x¢ B, X}

Tablo 3.3

X € O daki nesneler ile &5 ayrilis1 arasindaki iligkiler, X ile ortak nesnelere
sahip olan smiflarin belirlenmesi ile tespit edilir. X € O kiimesinin bir yaklagimi, X

kiimesinin alt kiimesi olan [x]z € O [/ ~p smiflarinin birlesiminden olusur. Bu

yaklagima X kiimesinin B- alt yaklasim1 denir ve

ile gosterilir. Sonug olarak B,X bostan farkli ise B,X in her bir sinifindaki nesneler,

X deki nesnelerin tanimlamalari ile eslesen tanimlamalara sahiptir.

Lemma 3.2.2. X kiimesinin B-alt yaklagim1 B, X bir yakin kiimedir.

Teorem 3.2.3. X kiimesi bostan farkli bir B,X alt yaklagimina sahip ise X bir yakin
kiimedir.

3.2.4. Bir kiimenin iist yaklasim

X € O, algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B kiimesi de, O daki nesnelerin
ayirt edici ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. X € O
kiimesinin bagka bir yaklagimi, X kiimesi ile arakesiti bostan farkli olan [x]z € O/~

siiflarinin birlesiminden olusur. Bu yaklagima X kiimesinin B-iist yaklasimi denir ve

px= | [

11



ile gosterilir. Diger bir ifadeyle B*X st yaklasimi, X deki bir nesnenin tanimiyla

eslesen en az bir nesne tanimi igeren [x]z € O [ ~g smiflarinin birlesiminden olusur.

B.X alt yaklagimi, B*X st yaklasimmin alt kiimesidir. B*X st yaklagiminin alt

kiimesi olmayan bir veya birden fazla [x]z € O [/ ~p smiflar1 olabilir ya da

olmayabilir.
Teorem 3.2.5. B*X st yaklagimui ile X kiimesi yakin kiimelerdir.

Ispat: Yakin kiimelerin hiyerarsisi kavrami dikkate almirsa, B*X iist yaklasimi bir
veya birden fazla yakin kiime siniflar1 igerdiginden bir yakin kiimedir. Ust yaklasimin
tanimimdan, B*X ve X bir veya birden fazla ortak nesne igerir ve bu ortak nesneler

eslesen tanimlara sahiptir. Boylece B*X ve X yakin kiimelerdir.

3.2.6. Bir kiimenin sinir bolgesi

Bir yaklagimin sinir bolgesi,
BndgX = B*X\B,X = {x|x € B*Xvex & B,X}
seklinde tanimlidir.

Bir yaklagimin sinir1 bostan farkli oldugunda X kiimesi yaklasimli kiime
olarak dikkate alinabilir. BndgX # @ ise X, yaklasimli ya da yaklasik olarak B
deki fonksiyonlarla iliskilidir. BndgX # @ise |BndgX | > 0dir. Bu durumda
X yaklasimli kiimedir.

12



3.3. Yakinhk Yaklasim Uzayi

Sembol Anlam;

B BcF

' (l ? l],yani @. € B fonksiyonlarinin sayisinin rli kombinasyonu
B, r<|B|

~g B,, yardimiyla tanimlanan ayirt edilmezlik bagintisi

[X]Br {X’ €O| X~ X'}, yakinlik denklik sinifi

Ol ~¢ {[X]Br |XEO}, bolum kiimesi

So, Ol ~5 , aynsim

N,B {50,3, | B, < B}, ayrilislarin kiimesi

Vn, vyt P(O)xP(O) - [0,1], yakinlik fonksiyonu

N, (B), X U [X]B , alt yaklasim

[]g, =X

N, (B)* X U [x], . ust yaklasim

[)(]Br NX#D

Bnd, . (X) | N,(B)*X/N,(B), X ={xeN,(B)*X|xgeN,(B),X}, smrbolgesi

r(B)

Tablo 3.4

Yakinlik yaklasim uzayr (O, F,~g ,N,(B),vy,) seklinde tamimlidir. Burada O

kiimesinin, algilanabilen nesnelerin kiimesi ve JF kiimesinin de nesnelerin ayirt edici
ozelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi; r, kisitlanmis B, € B €
JF alt kiimesinin kardinalitesi olmak iizere; " ~p " yaklasimli kiime teorisindeki
tanimlanisindan B, € B alt kiimesine kisitlanmist olan ayirt edilemezlik bagintisidir.

B, kiimesinin her secimi, " ~p " ayirt edilemezlik bagintisimin O algilanabilen

nesneler kiimesinin farkli bir ayrilisin1 tanimlamasina yol agar. Bu se¢im |B|, B deki
fonksiyonlarin sayisi ve r de B, kiimesinin kardinalitesi olmak iizere; (lfl) farkl

sekilde yapilabilir.
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~p, " ayirt edilemezlik bagmtisi, O algilanabilen nesneler kiimesini ikiser
ikiser ayrik olan [x]p denklik siiflarina aywrir. Bu simiflarin O/ ~p = {[x] B | x €

O } kiimesi boliim kiimesidir. & O p. Ayrisimi & Op = O/ ~g dir. Aynisimlarm bir

kiime ailesi  N,.(B) ={E O 5 | B, QB} dir. Ayrica, vy yakinhik fonksiyonu

vy,: P(O) x P(O) - [0,1] seklinde tanimhdir. Yakinhik fonksiyonu bir kiime
ciftinden [0,1] araligina tanimli bir fonksiyon olup, vy, yakimnlik fonksiyonu B, € B

deki fonksiyonlar yardimiyla 6zellikleri belli olan nesne kiimeleri arasindaki yakinlik

derecesini temsil eder.

Nesne ozelliklerini temsil eden B, € B € JF alt kiimelerinin her biri (“j |)
farkli segimi, birer farkli ~5 = {(x,x') € O0x0]9;x) = ¢;(x'),V @; € Br}, ayirt

edilemezlik bagmtisi, [x]p = {x’ € O|x ~Brx’} denklik siniflari, & O 5. yrsimi,

N, (B) = {E(’) 5 | B, € B} kiimesi ve vy_ yakinlik fonksiyonu belirler. Bu durumda

(x,x) € B, isexve x’ ne B, deki tiim ¢ikarim fonksiyonlara gore B —ayirt

edilemezdir, denir.

O algilanabilen nesneler kiimesi ~p. ", O lizerinde ayirt edilemezlik
bagintist, "+ ", O fizerinde bir ikili islem ve X € O olsun. Bu durumda; her x,y €
X i¢in [x]pg,_ - [y]g, < [x - y]g, dir.

Tanim 3.3.1. O algilanabilen nesneler kiimesi ~g, ", O lizerinde ayirt

edilemezlik bagintisi, " - ", O iizerinde bir ikili islem ve X € O olsun. Bu durumda;

her x,y €X icin [x]p - [ylp, = [x-y]p, ise 0 zaman " ~p " ayirt edilemezlik

bagmtisina O lizerinde tam ayirt edilemezlik bagintisi denir.
Teorem 3.3.2. Ayrisimlarin kiimesi olan N,.(B) kiimesi bir yakin kiimedir.

Ispat: & O 5 € N,.(B) ayrilis1 [x]p, siniflarimi igerdiginden ve bu siniflar birer yakin
kiime olduklarindan & O 5 bir yakin kiimedir. Boylece N,(B) kiimesi bir yakin

kiimedir.

Bir X € O kiimesinin, B € F ile ilgili N,.(B) — alt yaklagimu,
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N, (B)xX = U [x]Br

[x]B,EX
seklinde tanimlidir.

Bir X € O kiimesinin, B € F ile ilgili N,.(B) — st yaklasimi da,

N = | 1,

seklinde tanimlidir.

Teorem 3.3.3. Bir X © O kiimesinin N,.(B).X alt yaklagim1 bir yakin kiimedir.

Ispat: Alt yaklasimin tanimi dikkate almirsa N,(B),X € X ve N,.(B).X, X in alt
kiimeleri olan [x]p simflarindan olusur. [x]p simuflar1 yakin kiime olduklarindan

N, (B)X alt yaklasim1 da yakin kiimedir.
Teorem 3.3.4. Bir X € O kiimesinin N,.(B)*X st yaklagimi bir yakin kiimedir.
Bir X € O kiimesinin sinir bolgesi,
Bndy,5)(X) = Nr(B)*X \ Ny(B)+X = {x € N.(B)*X |x & N,(B)«X}
seklinde tanimlidir.

Teorem 3.3.5. Bir X kiimesinde |Bndy, ()(X)| = 0 ise X kiimesi yakin kiimedir.

Teorem 3.3.6. Her yaklagimli kiime bir yakin kiimedir.

Ispat: Yukaridaki teorem dikkate alindiginda X kiimesi bir yakin kiimedir ancak ve
ancak |Bndy 5)(X)| =0 dir. |Bndy g(X)| >0 ise X kiimesi yaklasimlh
yaklagimlara sahiptir yani X kiimesi yakin kiime oldugu gibi ayni zamanda bir
yaklagimli kiimedir. |BndNT(B) (X)| = 0 ise X yakin kiime olarak dikkate alinabilir
ancak yaklasimli kiime olamaz. Sonug olarak, her yaklagimli kiime bir yakin kiimedir

ancak her yakin kiime bir yaklagimli kiime degildir.
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4. YAKINLIK BCK-CEBIiRLERI

Yakinlik yaklasim uzay1 iizerinde tanimlanan yakin BCK — cebirleri veya
kisaca yakinlik BCK — cebirleri konu alan bu boliim iki kisimdan olugmaktadir.
Birinci kisimda, yakinlik BCK — cebirleri ve alt yakinlik BCK — cebirleri ele
almmistir. Ikinci kisimda ise ¢esitli yakinlik BCK — cebirlerinin tammlarina ve

orneklerine yer verilmistir.

4.1. Yakinhk BCK-Cebirleri ve Ornekler

Tanm 4.1.1. (O,F,~g_,N.(B),Vy,_ ) yakmlk yaklasim uzay;; &+ X €0, "*"; O
da bir ikili islem ve 0; O da bir sabit olsun. Her x,y,z € X igin

YBCI —1: ((x*y)*(x*2))*(z*y)=00zelligi N.(B)* X de gegerli,
YBCI — 2: (x * (x xy)) * y = 0 0zelligi N, (B) * X de gecerli,

YBCI — 3: x *x x = 0 dzelligi N,.(B) * X de gegerli,

YBCI — 4: 0 x x = 0 6zelligi N,.(B) * X de gegerli,

YBCK —5:x*xy=0ve yxx =0isex =y ozelligi X de gegerli

ozellikleri saglanirsa X e yakinlik yaklasim uzayi iizerinde bir yakin BCK — cebiri

veya kisaca yakinlik BCK — cebiri denir.

O tzerinde bir " <" bagintist, her x,y,z € 0 igin

x<y:= xxy=0

ile tanimlansm. Bu bagintiya gore; (O, F, ~p, Ny, Vy_) yakinlik yaklasim uzay:

tizerinde yakin BCK — cebiri yeniden asagidaki gibi tanimlanir:
YBCI —1": (x xy) * (x xz) < (z*y) ozelligi N,.(B)* X de saglansin,
YBCI — 2': x* (x xy) <y ozelligi N,.(B)* X de saglansin,
YBCI — 3": x < x 6zelligi N,(B)* X de saglansin,
YBCI —4': 0 < x ozelligi N.(B) * X de saglansin,
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YBCK —5":x <yvey <x ise x =y ozelligi X de saglansin,
YBCK - 6":x <y & x*y = 0 o6zelligi N,(B) * X de saglansin.

Ornek 4.1.2. O = {0,a, b, c, d} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = { 1, 95, @3}

cikarim fonksiyonlarimin kiimesi olsun. ¢4, ¢, ¢3 ¢ikarim fonksiyonlari;
$1:0 = Vy ={ay, ay, a3},
92:0 =V ={ay, az},
¢3:0 — V3 ={ay, a3 a4}

bi¢iminde tanimlansin. Yani;

O P Py
Ola, o o
ala, a, o
bla, o a
cla, a, a,
d|la o a,

Tablo 4.1

olsun. O algilanabilen nesnelerin kiimesi tizerinde " * " islemi asagidaki tablodaki gibi

verilsin.
*I0 a b ¢ d
0|0 0O 0 O O
ala 0 0 0 O
bbb a 0 a 0
clc ¢c ¢c 0 O
d{d d d d O
Tablo 4.2([5])

Bu durumda O algilanabilen nesnelerin kiimesi, " * " islemi ile bir BCK —

cebiridir.

X ={a,c} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak {izere;

X C O iizerinde " * " ikili islemi asagidaki tablodaki gibi tanimlansin;
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o @
O oo
o olo

Tablo 4.3

Bu durumda;
[0]¢p,3 = {x" € O lp1(x") = 91(0) = a3} = {0,b,c} = [blp,3 = [cliyyy,
[alip,y = {x' €0 lo1(x") = p1(a) = a3} = {a},
[d]p,y = {x" €0 |p1(x") = ¢1(d) = a1} = {d}

olur ve dolayistyla &g, 3 = {[0](p,}, [alp,}, [d](p 3} dir.
[0]¢p,y = {x" € 0 12 (x") = ¢2(0) = a1} ={0,b,d} = [bly,) = [dl(p,),
[alip,y = {x" € O lp2(x") = p2(a) = a2} = {a,c} = [c]y,

0 zaman &g,,3 = {[0]y,} [algy,1} dir. Son olarak;
[0]¢psy = {x" € 0 lp3(x") = ¢3(0) = as} ={0,b,c} = [bly,y = [Clips),
[alipyy = {x" € 0 l3(x") = @3(a) = a1} = {a},
[dlip,y = {x" €0 lps(x") = @3(d) = a,} = {d}

bulunur. Buradan  gg,,; = {[0](p,}, [al(p,) [d]p,y} diir. Boylece; r =1 igin O
algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarinin kiimesi N1 (B) = {€y,}, &0, ) E(g1}}

diir. Bu durumda;
Ni(B)* X = Upxgyax=ol ¥l
= {0,b,c}U{a}lu{a,c}={0,a,b,c}
elde edilir. Ayrica;

YBCI —1: Her x,y,z €X igin ((x*y)*(x*x2z))*(z*xy)=0 ozelligi
N,.(B)* X de saglanir,
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YBCI —2: Her x,y € X i¢in (x* (x*y))*y =0 ozelligi N,(B)*X de

saglanir,
YBCI — 3: Her x € X igin x * x = 0 6zelligi N,-(B) * X de saglanr,
YBCI — 4: Her x € X i¢in 0 * x = 0 6zelligi N,.(B) * X de saglanir,

YBCK — 5: Her x,y € X igin x*y=0ve y*x =0ise x =y ozelligi X

de saglanir.

O halde; O algilanabilir nesneler kiimesinin X alt kiimesi bir yakinlik BCK —

cebiridir.

Ornek 4.1.3. O = {0,qa, b, c} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = { ¢, 95, @3}

¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Bu durumda ¢4, @5, @3 ¢ikarim fonksiyonlari
¢1:0 = Vi ={ay, a3, a3},
92: 0 =V, ={ay, a3, a3},
93:0 — V3 = {ay, as}

olmak iizere;

? P Ps
Ol a, a
ala, o o
bla, a «,
cCla, a, a,
Tablo 4.4
bi¢ciminde tanimlansin. O algilanabilen nesnelerin kiimesi iizerinde "*" islemi
asagidaki tablodaki gibi verilsin.
*10 a b c
0(0 0 0 O
ala 0 a 0
b|b b a 0
cijc c c O
Tablo 4.5
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O algilanabilen nesnelerin kiimesi bir BCK — cebiri degildir. Ciinkii; be O

icin b *b = a # 0 oldugundan BCI — 3 kosulu saglanmaz.

X ={0,c} € O olsun. Boylece; X lizerinde " * ikili islemi asagidaki

tablodaki gibi tanimli olur.

*

0
0|0
clc

o Ol o

Tablo 4.6

Bu durumda; X bir BCK — cebiridir. Simdi, X in bir yakinlik BCK — cebiri

oldugunu gosterelim.
[0]tp,y = {x" € 0 191 (x") = 91(0) = a1} = {0},
[alip,y = {x" € Ol (x") = p1(a) = az} = {a,c} = [cl,y
[blip,y = {x" € 0 lp1(x") = ¢1(b) = as} = {b}

elde edilir. O zaman e, ; = {[0]¢,.}, [aliy,} [Plip,)} dir.
[0l(p,y = {x" € 0 192(x") = 92(0) = az} = {0, ¢} = [c](p,,
[algp,y = {x' € 0 lp2(x") = py(a) = a1} = {a},
[blip,y = {x' € 0 l@2(x") = ¢,(b) = as} = {b}

olur ve dolayistyla &g,y = {[0]¢,}, [algp,}, [, dir. Ayrica;
[0]psy = {x" € 0 l@3(x") = ¢3(0) = as} = {0,a,c} = [a](y,) = [Clips)
[blipyy = {x' € 0 lo3(x") = 93(b) = a,} = {b}

dir. O zaman g,y = {[O]{tps}' [b]{%}} olur. Boylece r =1 i¢in O algilanabilir
nesneler kiimesinin ayrisimlarnin kiimesi Ny (B) = {&(4,}, €(¢,} €(p,)} Olarak elde

edilir. Bu durumda;

Ni(B)* X = U[x]{(pi}nXiQ) [x]{%}
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= {0}ufa,c}u{0,a,c}U{0,c}
={0,a,c}
olur ve ayrica N,.(B)* X bir BCK — cebiridir. Boylece;

YBCI—1: Her x,y,z €X igin ((x*xy)*(xx2))*(z*y) =0 ozelligi
N,.(B)* X de saglanir,

YBCI —2: Her x,y € X igin (x*(x*y))*y =0 ozelligi N.(B)*X de

saglanir,
YBCI — 3: Her x € X i¢cin x * x = 0 6zelligi N,(B)* X de saglanir,
YBCI — 4: Her x € X i¢in 0 * x = 0 6zelligi N,.(B)* X de saglanir,

YBCK —5: Her x,y € X icin x*xy=0ve y*x =0ise x =y ozelligi X
de saglanir. O halde; O algilanabilir nesneler kiimesinin X alt kiimesi bir

yakinlik BCK — cebiridir.

Ornek 4.1.4. 0 ={0,a, b, c,d} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = { 1, 95, 93}

c¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. ¢4, ¢,, @3 ¢ikarim fonksiyonlari;
91:0 = Vy ={ay, a3, a3},
@210 = Vy = {ay, a3, a4},
¢3:0 — V3 = {ay, a3, a3}

olmak iizere;

o o T 9 o
kS
8
8

Tablo 4.7

olarak tanimlansin. O algilanabilen nesnelerin kiimesi lizerinde " * " iglemi asagidaki

tablodaki gibi verilsin.
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x.

0O abocd
0|0 0 00O
ala 0 0 0 b
bib a 0 0 0
cic aa 0 o0
dj{d ¢c b a 0

Tablo 4.8

Bu durumda; O algilanabilen nesnelerin kiimesi bir BCK — cebiri degildir.
Cinkii; Her a,c,d €0 ((axd)*(ax*xc))*(c*xd)=b*0)*x0=bx0=b=*0
dir. Yani; BCI — 1 kosulu saglanmaz.

X ={a, b, c}, O algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere;

X iizerinde " * " ikili islemi asagidaki tablodaki gibi tanimlanabilir.

C
0
0
0
9

Tablo 4.

Boylece 0 ¢ X oldugundan X, BCK — cebiri  degildir. Bu durumda;
[0](p,3 = {x" € O o1 (x") = ¢1(0) = a1} = {0, b, c} = [blip,3 = [clip,}

lalpy ={x" €0 lp1(x") = 91(a) = a} = {a},

[dlpyy = {x" € 0 lo1(x") = ¢1(d) = as} = {d}.

O zaman ggy,} = {[0](p,}, [al(y,} [d]p 3} dir.

[0]¢p,y = {x" € O @a(x') = 92(0) = az} = {0,b,d} = [b](y,; = [d](p,}
[alip,y = {x" € 0 lpa(x') = @2(a) = a,} = {a},

[clip,y = {x € 0 lo2(x") = 92(c) = a1} ={c}

ve buradan &g,y = {[0](p,}, [al(e,} [clip,} dir.
[0](psy = (" € O lo3(x) = 93(0) = @z} = {0, b, ¢} = [blpqy = [l

[al(ps) = {x' €0 |p3(x") = p3(a) = a,} = {a},
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[d](py = {x" € 0 los(x') = @3(d) = a1} = {d}

elde edilir ve dolayisiyla &g,y = {[O]{%}, [alip.ys [d]{%}} olur. Boylece r =1 igin
O algilanabilir nesneler kiimesinin ayrisimlarmin kiimesi Ny (B) = {€(,}, &0} E{gs)}

dir. Bu durumda;
Ni(B)* X = Uiy pngeo[*lt0n
= {0,b,c}U{a}u{0,b,d} U {c}
={0,a,b,c,d}
=0
dur. O, BCK — cebiri olmadigindan N, (B)* X de BCK — cebiri degildir. Ayrica;

YBCI—1: Her x,y,z €X icin ((x*xy)*(x*2z))*(z*y) =0 ozelligi
N,.(B)* X de saglanir,

YBCI — 2: Her x,y,z € X igin (x *x (x *y)) *y = 0 0Ozelligi N,.(B)* X de

saglanir,
YBCI — 3: Her x € X icin x * x = 0 6zelligi N,(B)* X de saglanur,
YBCI — 4: Her x € X i¢in 0 * x = 0 ozelligi N,(B)* X de saglanur,

YBCK —5: Her x,y€Xi¢cin x*y=0vey*x=01ise x =y ozelligi X
de saglanir. O halde O algilanabilir nesneler kiimesinin X alt kiimesi bir

yakinlik BCK — cebiridir.

Uyan 4.15. (O,F,~p,N,,Vy_) yakinlik yaklasim uzayi, @ # X € O ve "*"; O da
bir ikili islem ve 0, O da bir sabit olsun. Bu durumda; X in bir yakinlik BCK — cebiri
olmast i¢in 0 € N,.(B) * X ve "™*"; N,(B)* X de bir ikili islem olmalidur.

Simdi yakinlik BCK — cebirinin temel 6zelliklerini verelim.

Teorem 4.1.6. (O,F,~p,N,,Vy_ ) yakinhk yaklasim uzayi, "*"; O da bir ikili
islem, X; bir yakinlik BCK — cebirive 0 € N,.(B)* X olsun. Her x,y,z € X igin

i) x<yisezxy<z=xx,
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ii) x<yvey<zisex<z
dir.

Ispat: i) x <y olsun. Bu durumda; YBCI — 1" den ((z*y)* (z*x)) < xx*y dir.
x<y&ex*xy=0oldugundan (z*y) * (z*x) <0veYBCI —4’den 0 < (z*y) *
(z xx) olur. Buradan (z*y) * (z *xx) = 0 elde edilir. Boylece;  YBCI — 6 den
(z+y) < (z=*x)tir.

ii) x<yvey<zolsun (ildeny <z = x*z <x*ydir. Eger x <y ise
0 zaman x * y = 0 olur ve bdylece x * z < 0 elde edilir. Ote yandan YBCI — 4’
den 0 < x x z dir. Buradan x *xz = 0 elde edilir. Boylece; x < z olur ve ispat
biter.

Teorem 4.1.7. X bir yakinlik BCK — cebiri ve 0 € N,.(B)*X olsun. Buna gore her
X,y,Z EXigin (x*xy)*xz=(x*z)*ydir.

Ispat: YBCI — 2’ den 0 < x * (x * z) < z dir. Teorem 4.1.6 (i) kullanilirsa, (x * y) z <
(x*y)* (x*x(x*2z)) dir. YBCI —1"den (x*xy)xz<(xx*xz)xydir. x,y,z€X
keyfi elemanlar oldugundan bu son ifadede y ve z nin yerleri degistirilirse 0 zaman
(x*z)*y < (x*y) *z elde edilir. Béylece YBCK —5’den (x xy) *xz = (x*2z) *y

olur ve ispat biter.

Teorem 4.1.8. X bir yakinlik BCK — cebiri ve 0 € N,.(B)*X olsun. Buna gore her
X,y,Z € X igin

i) xxy<zisex*z<y,
i) (xxz)*(y*z) Sx+y,
iii) x <yisex*z<yx*z
iv) x*xy<x

kosullar1 saglanir.

Ispat: i) x*y <=z olsun. Teorem 4.1.7 den (x*y)*z = (x*z)*y =0 dir. Bu
durumda YBCK — 6 denx *z < y olur.

ii) YBCI—1"den ((xxy)*x(x*z))<(zx*xy) ve (i) den ((x*y)* (z*
y)) < (x*z) elde edilir. Bu ifade de de y nin yerine z ve znin yerine y yazilirsa
((x*z)* (y*z)) < z=*y elde edilir.
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iii) x<y olsun. x*xy =0 dir. (ii) den (x*z)* (y*z) <x*y =0 dir.
Ayrica YBCI — 47 den 0 < (x*z) * (y *z) ve dolayisiyla (x *z) * (y *z) = 0 olup
(x*z) < (y*z) dir.

iv) Teorem4.1.7den (x *y) *z = (x * z) *y idi. Bu ifadede de z nin yerine
x yazilirsa (x*y)*xx=(x*x)*y=0xy=0 = (x*xy)*x= 0= x *

y < x olur.

Teorem 4.1.9. (O,F,~g ,N;,Vy,_ ) yakinlk yaklasim uzay: iizerinde X bir yakin

BCK — cebiri olsun. Bu durumda her x,y,z € X igin
i) x*y = 0oldugundax # yise y * x # 0,
ii) xxy=zisezxx=0

dir.

Ispat: i) x*y = 0vex # yolsun. y * x = 0 olsaydi YBCK — 5’ den x = y olmas1
gerekirdi. Bu da x # y olmasi ile gelisir. O halde; y * x # 0 dur.

ii) xxy =zolsun. (x *y) * x = z * x olarak alinirsa Teorem 4.1.8 (iv) den

(x *y) *x = z*x = 0 elde edilir.

Tanmm 4.1.10. (O, F, ~ B Np, Vi, ) yakinlik yaklagim uzayi, "*"; O da bir ikili islem
ve 0,0 da bir sabit eleman olmak iizere; X bir yakinlilk BCK — cebiri ve H; X in
bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger her x,y € H i¢gin x*y € N.(B)* H ve
0 € N,.(B) * H oluyorsa H ye yakinlik yaklasim uzayi {izerinde X in alt yakin BCK —

cebiri veya kisaca yakinlik alt BCK — cebiri denir.

X bir yakilik BCK — cebiri olsun. {0}, X inyakinlk alt BCK — cebiri
olmayabilir. 0 € X olursa o zaman {0} ve X in kendisi X inyakinlik alt BCK —

cebirleridir.

Ornek 4.1.11. O = {0,a, b, c} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = { ¢, 95, @3}

C F cikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. ¢4, ¢, 93 ¢ikarim fonksiyonlari,
91:0 =V ={ay, a3},

©2:0 =V, = {a,, a3},
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93:0 — V3 = {ay, ap, az}
Tablo 4.10 daki gibi tanimlansin.

|0abc

ol o o o

O, | Ay O3 O3 O

Q|0 O3 @, @

Tablo 4.10

O algilanabilen nesnelerin kiimesi lizerinde bir “*” ikili islemi Tablo 4.11

deki gibi verilsin.

*10 a b ¢
0(0 0 0O
ajla 0 0 a
blb a 0 a
cjc c c O
Tablo 4.11([5])

O algilanabilen nesnelerin kiimesi tizerinde bir “ * ” ikili islemi ile bir BCK —
cebiridir. A = {0, a, c} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere;

A tzerinde “ = ” islemi Tablo 4.12 deki gibi olur.

Tablo 4.12

Bu durumda;
[0](p,; = {x" € 0 191 (x") = 91(0) = a1} = {0, c} =[]y,
[alp,y = {x' € 0 lo1(x") = @1(a) = az} = {a, b} = [b](y,)
olur. O zaman e,y = {[0](4, [al(p,]} dir.

[O]{<p2} ={x" € 0 |p(x") = 92(0) = a,} ={0,c} = [¢lip,y
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[alp,) = {x" € O lg2(x") = 92(a) = a3} = {a,b} = [b](y,
bulunur ve buradan eg,,; = {[0]¢y,}, [al(p,}} olur. Ayrica;

[0](py = {x" € O lp3(x") = ¢3(0) = s} = {0},

[alp,y = {x" € 0 los(x") = @3(a) = as} = {a},

[blipsy = {x" € 0 lo3(x") = @3(b) = a3} = {b, c} = [c](p,

diir. O halde; &g,y = {[O]{%}, [alip.y [b]{(Ps}} olarak bulunur. Boylece r = 1 igin O
algilanabilir nesneler kiimesinin ayrigimlarmin kiimesi Ny (B) = {€y,}, &(p,})r €2}

olur. Bu durumda;
Ni(B)* A = Uy pnaso[* 110
= {0,c}u{a,b}u{0}u{a}lu{b,c}
={0,a,b,c}
=0
elde edilir. Ayrica,

YBCI—1: Her x,y,z €A igin ((x*y)*(xxz))*(z*xy) =0 ozelligi
N,.(B)* A dasaglanir,

YBCI —2: Her x,y €A igin (x*(x*y))*xy =0 ozelligi N.(B)*A da

saglanir,
YBCI — 3: Her x € A i¢in x x x = 0 6zelligi N,.(B)* A da saglanir,
YBCI — 4: Her x,y,z € Ai¢in 0 * x = 0 6zelligi N, (B) * A de saglanur,

YBCK —5: Her x,y€Aiginxxy=0ve y*x =0 ise x =y ozelligi A da

saglanir.

O halde; O algilanabilir nesneler kiimesinin A alt kiimesi bir yakinlik BCK —

cebiridir.
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A ={0,a,c} yakinlilk BCK — cebirinin alt kiimeleri H = {0,a} ve K =
{a,c} olsun. H ve K iizerinde “ *” islemi sirasiyla Tablo 4.13 ve Tablo 4.14 deki

gibi tanimlansin.

*10 a *la ¢
010 O ve al0 a
ala 0 c|lc O
Tablo 4.13 Tablo 4.14

Buna gore; N;(B)*H = U[x]{q)i}nh@ [Xlpp

= {0,c}U{a,b}u{0} U {a}
={0,a,b,c}
=0

elde edilir. Bu durumda; her x,y € Higin x *y € N,(B)* H oldugundan H, A nin
bir yakinlik alt BCK — cebiridir.

Benzer bigimde; N;(B)* K = U[x]{(pi}nh@ [X]pp
= {0,c}U{a,b}uf{alu{b,c}
={0,a,b,c}
=0

elde edilir. Bu durumda; her x,y € K igin x *y € N,(B)* K oldugundan K, A nin
bir yakinlik alt BCK — cebiridir.

Onerme 4.1.12. H ve K, X yakinlik BCK — cebirinin bostan farkli iki alt kiimesi

olsun. Buna gore;
i) (N-(B)*H) * (N(B)* K) < N-(B)* (H +K),

ii) " ~p_ ", tam ayirt edilemezlik bagintisi ise (Nr (B).H ) * (Nr (B). K ) c
N,(B) . (H * K) dur.
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Ispat: i) z € (N,(B)* H) x (N,(B)* K) alalim. Bu durumda x € (N.(B)* H) ve
y € (N(B) *K) olmak iizere; z = x =y dir. Buradan h € [x]g N H ve k € [y]g N
K olacak sekilde h € H ve k € K vardir. Ayrica; h € [x]g_ Ve k € [y]pg, oldugundan
h*k € [x]p *[y]p, dir. " ~p ", ayirt edilemezlik bagintisindan her x,y € X igin
[x]g, * [V]g, S [x *y]p, dir. Boylece; h x k € [x * y]g_ olur ve dolayisiyla h x k €
[x *xylp, N (H %K) dir. Ohalde;z = x*y € N.(B)* (H *K) elde edilir.

ii) z€ (N.(B),H)* (N-(B).K) olsun. Bu durumda x € (N,.(B)* H) ve
y € (N.(B)*K) olmak iizere; z = x =y dir. Buradan [x]pz € K Ve [y]g. € K olur
ve dolayistyla hipotezden [x *y]p = [x]p, * [y]p, € (H = K) elde edilir. O halde;
z € N.(B) . (H xK) olur.

4.2. Baza Yakinhk BCK-Cebirleri

Tanmm 4.2.1. (O, F,~g , N,,Vy_) yakinlhk yaklasim uzay1, @ # X € O ve "*"; O da
bir ikili islem ve 0, O da bir sabit olsun. Her x,y,z € X igin

(x*xz)x(y*z) = (x*y)*z

esitligi saglanirsa X yakin BCK — cebirine yakinlik yaklagim uzayi tizerinde pozitif
anlamli yakin BCK — cebiri veya kisaca yakinlik pozitif anlamli BCK — cebiri

denir.

Lemma 4.2.2. (O,F, ~g,» Nr, Vn, ) yakinlik yaklasim uzayi, "*"; O da bir ikili islem,
X; bir yakinlik BCK — cebirive 0 € N,.(B)* X olsun. Her x,y,z € X igin

(xxGexy)x Gra) Sxx (s (y+ 7+ 0))
dir.

Ispat: x <y © x xy = 0 oldugundan
(s Geoy) (o] = = (1% (= (= )]

=[(x*(x*y))*(x*(x*(y*(y*x)))>]*(}’*x)
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= (s (00 (22 0+ @) )+ 9]« @20
= (2 (yxG+0) « (@) x @+ x)
<(y+(r+*n)) @)
= (Y*()’*x))*()’*()’*x))
=0
dir. Diger yandan YBCI — 4’ kullanilarak; buradan
(o xy)) xex) s |xx(xx (v« (y )| =0
elde edilir. Béylece; YBCI — 67 den
(xx @xy)) «(ex) Sxx(xx (y+ (7 + 1))

elde edilir.

Ornek 4.2.3. 0 ={0,a,b,c} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = { ¢, 95, @3}

¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. ¢4, ¢,, @3 ¢ikarim fonksiyonlari
91:0 = Vi ={ay, az,a3}, 9:0 =V, ={ay, a3} ve ¢3:0 — V3 ={ay, a3}

olmak tizere;

D P P
Ol a, o
ala o o
bla, o «a
Cla, a, a,

Tablo 4.15

bigiminde tanimlansin. O algilanabilen nesnelerin kiimesi iizerinde "*" islemi

asagidaki tablodaki gibi verilsin.
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*

0 a b c
0/0 0 0O
ajla 0 a 0
blb b 0 0
c|ic c c O
Tablo 4.16([5])

O algilanabilen nesnelerin kiimesi " * " islemi ile bir pozitif anlamli BCK —

cebiridir.

A ={a,b,c} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak {izere

A C O lizerindeki " * " ikili islemi asagidaki tablodaki gibi tanimlanabilir;

Tablo 4.17

Bu durumda;

[0]¢p,y = {x" € O lo1(x") = 91(0) = a1} = {0, a} = [a]p,y,
[blipy = {x" € 0 lp1(x") = ¢1(b) = az} = {b},
[clipyy = {x" € 0 lp1(x") = @1c(c) = as} ={c}
dir ve buradan &g, 3 = {[0l¢,,}, [bl(p,} [clip,} olur. Boylece;
[0]¢p,y = {x" € 0 |92 (x") = 92(0) = a5} = {0, ¢} = [clip,
[alip,y = {x' € O lp2(x") = @,(a) = a1} = {a, b} = [b](y,)
elde edilir. O zaman g,,; = {[0],,), [al(y,} dir. Ayrica;
[0]¢p,3 = {x" € Olp3(x") = 93(0) = as} = {0,a,c} = [alp,) = [clpa)

[blipsy = {x' € 0 lo3(x") = @3(b) = a1} = {b}
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bulunur ve dolayisiyla Eps) ={[0]{(p3}, [b]{(ps}} diir. Boylece; r=1 i¢in O

algilanabilir nesneler kiimesin ayrisimlarinin kiimesi Ny (B) = {€(4,}, €(¢,}» E{p,}} tUL.
Bu durumda;
N1(B)*A = Uty 10az0 X103
= {0,aju{b}u{c}u{0,c}u{a b}u{0,a,c}
={0,a,b,c} =0
olarak bulunur. Ayrica;

YBCI —1: Her x,y,z €A i¢in ((x*y)*(x*z))*(z*xy) =0 ozelligi
N, (B)*A da saglanr,

YBCI—2: Her x,y €A icin (xx(x*y))*y =0 ozelligi N.(B)"A da

saglanir,
YBCI — 3: Her x € A igin x * x = 0 6zelligi N,.(B)*A da saglanr,
YBCI — 4: Her x € A i¢in 0 * x = 0 ozelligi N,.(B)*A da saglanr,

YBCK —5: Her x,y € Aiginx*y =0ve y*x =0 ise x = y ozelligi A da
saglanir. Aym1 zamanda her x,y,z €A i¢cin (x*xz)*(y*z)=(x*y)*z
oldugundan O algilanabilir nesneler kiimesinin A alt kiimesi yakinlik pozitif

anlamli BCK — cebiridir.

Tamm 4.2.4. (O,F,~p,N,,Vy ) yakmlk yaklasim uzay;; @ # K €O ve K de
yakinlik yaklagim uzayi tizerinde yakin BCK — cebiri olsun. Her x,y € K igin
XAy =yAxiseyani;

y*x(yxx) =xx(x*y)
ise K ye yakin yaklasim uzayi lizerinde komiitatif yakin BCK — cebiri veya kisaca

yakinlik komiitatif BCK — cebiri denir.

Ornek 4.25. 0 = {0,a, b, c,d} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = { ¢4, 92, @3}

c¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. ¢4, ¢,, @3 ¢ikarim fonksiyonlari,

Pq: 0 — Vl = {ali s, a3, a4—}'
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02:0 =V, = {ay, a3, a4},

93:0 — V3 = {as, a,}

h P Py
0|l a, a
alao o, a
bla, a a
cla, a, a,
d|a, a, a;

Tablo 4.18

€ .Y

O algilanabilen nesnelerin kiimesi lizerinde “*” islemi asagidaki tablodaki gibi

verilsin.

*I0a b c d
0|0 0 00O
ala 0 0 0 O
bib a 0 0 0
c|c aa 0 0
d|jd ¢c b a 0

Tablo 4.19([5])

O algilanabilen nesnelerin kiimesi “ * ” bir komiitatif BCK — cebiri degildir.
Cilinkii; bAc=cx(cxb)=cxa=a, cA\b=bx(bxc)=bx0=5»b olup
bAc# cAbdir.

K = {0,a} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere;

K < O tizerinde “*” ikili islemi agagidaki tablodaki gibi tanimlanabilir;

*10 a

0|0 O

ala 0
Tablo 4.20

Bu durumda;
[0](p,3 = {x" € Ol (x") = ¢1(0) = a1} = {0,a} = [a]p,}
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[blip,y = {x" € 0 lp1(x") = ¢1(b) = az} = {b},
[clipy = X" €0 lo1(x") = 91(c) = ay} ={c},
[d]p,y = {x" €0 lp1(x") = ¢1(d) = @y} = {d}
olur ve buradan egy,; = {[0l(g,}, [blg,} [clip,) [dlp,3} dir
[0]¢p,y = {x" € 0 lp2(x") = 92(0) = a5} = {0,a,d} = [al(p,; = [dl(p,
[blip,y = {x" € 0 lp2(x") = @2(b) = a3} = {b},
[clip,y = {x' € 0 lo2(x") = @2(c) = au} = {c}

bulunur. O halde; &,,3 = {[0]¢y,}, [Plip,} [c]ip,} dir. Son olarak;
[0](py = {x" € O lo3(x") = 93(0) = a3} ={0,a,d} = [alip,} = [,

[blipsy = {x" € 0 lo3(x") = @3(b) = as} = {b, c} = [clipy

elde edilir. Buradan; &g, = {[O]{%}, [b]{%}} olur. Boylece r = 1 igin O algilanabilir
nesneler kiimesinin ayrisimlarin kiimesi Ny (B) = {&(4,}, €(¢,} E(ps)} dlr.  Bu

durumda;

Ni(B)*K = Upsiiy oo ¥t

= {0,a} U {0,qa,d}
={0,a,d}
elde edilir. Ayrica;

YBCI—1: Her x,y,z€K i¢cin ((x*xy)*x(x*2z))*(z*y) =0 ozelligi
N,(B)*K de saglanir,

YBCI —2: Her x,y,z €K igin (x * (x*y)) xy = 0 ozelligi N,(B)*K de

saglanir,
YBCI — 3: Herx,y,z € K igin x * x = 0 6zelligi N, (B)*K de saglanr,

YBCI — 4: Her x,y,z € K i¢in 0 x x = 0 6zelligi N,.(B)*K de saglanur,
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YBCK —5: Her x,y,z € Kicin x*y =0vey*x = 0ise x =y ozelligi K

de saglanur.

O halde; O algilanabilir nesneler kiimesinin K alt kiimesi bir yakinlik BCK —
cebiridir. Ayn1 zamanda her x,y € K icin x Ay =y Ax oldugundan K, yakin

yaklasim uzayi tizerinde komiitatif yakin BCK — cebiridir.

Tanim 4.2.6. (O,F, ~pg,, Ny, VNT) yakinlik yaklasim uzayi; @ # X € O ve X de
yakinlik yaklasim uzayr tizerinde yakin BCK — cebiri olsun. Her x,y € X ig¢in
x =x * (y*x) ise X e yakinlik yaklasim uzay tizerinde anlamli yakin BCK — cebiri

denir.

Ornek 4.2.7. 0= {0,a,b,c} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve B = { @1, 9,, @3}

c¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. ¢4, ¢,, @3 ¢ikarim fonksiyonlari;
@1:0 =V ={ay, a3, a4},
9210 =V, ={ay, a3,a3,a4},

@3 :0 = V3 ={ay, a3, a,}

O P Py
0|l a, a
ala, a, a,
ble, a a,
Cla a a,
dla, o «,

Tablo 4.21

(134
*

O algilanabilen nesnelerin kiimesi iizerinde islemi asagidaki tablodaki gibi

verilsin.

*

o o T 9 O
o o T 9 oo
O 9 O oL
O O o o|T
O o 9 o o|lo
O O O o oo

Tablo 4.22([5])
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[13%E]
*

O algilanabilen nesnelerin kiimesi lizerinde islemi ile bir BCK — cebiridir.

X = {a} algilanabilen nesneler kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere X € O

[Pl
*

lizerinde ikili islemi asagidaki tablodaki gibi tanimlanabilir;

*la
alo

Tablo 4.23
0 & X oldugu iin X bir BCK — cebiri degildir.
Bu durumda;
[0l(p,y = {x" € 091 (x") = 91(0) = a1} = {0, c} = [c](p,
[alp,y = {x' € 0 lo1(x") = @1(a) = a3} = {a},
[blipyy = {x" € 0191 (x") = 91(b) = ay} = {b,d} = [d]y,
elde edilir. O zaman e, = {[0];p.}, [al(p}, [Blp} dir. Ayrica;
[0]tp,3 = {x" € 0 l@2(x") = 92(0) = a2} = {0, a} = [a](y,),
[blip,y = {x" € 0 l@2(x") = @2(b) = a,} = {b},
[clip,y = (X" € O loa(x") = @2(c) = az} = {c},
[dlp,) = {x" € 0l@2(x") = ¢2(d) = a1} = {d}
bulunur. O halde; &q,; = {[0]ig,}, [Plig,), [€lig,y, [d (g3} dir. Son olarak;
[0ipsy = 0 € 0 lp5(&) = 95(0) = a5} = {0},
[alipsy = {x" € 0 |lo3(x") = p3(a) = ay} = {a},
[blipsy = {x' € 0 lo3(x") = 93(b) = az} = {b,c,d} = [c]iy,; = [d](py

olurve g,y = {[O]{<p3}, [al¢p.ys [b]{(p3}} elde edilir. Boylece r = 1 igin O algilanabilir
nesneler kiimesinin ayrigimlarinin - kiimesi N1 (B) = {&(¢,}, £(p,} E(@5}} dir. Bu

durumda;
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Ni(B)*X = U[x]{(pi}nXi(Z) [x]{<Pi}

= {a} v {0,a}
={0,a}
dir. Ayrica;

YBCI—1: Her x,y,z€X i¢cin ((x*xy)*x(x*2z))*(z*xy) =0 ozelligi
N,(B)*X de saglanr,

YBCI —2: Her x,y,z€ X igin (x* (x*y))*y =0 oOzelligi N.(B)*X de

saglanir,
YBCI — 3: Her x,y,z € X igin x *x = 0 6zelligi N,.(B)*X de saglanir,
YBCI — 4: Herx,y,z € X i¢in 0 *x x = 0 6zelligi N,-(B)*X de saglanur,

YBCK —5: Her x,y,z€ Xicinx*y =0ve y*x = 0ise x =y ozelligi X

de saglanir.

O halde; O algilanabilir nesneler kiimesinin X alt kiimesi bir yakinlik BCK —
cebiridir. Ayn1 zamanda her x,y € X i¢in x = x * (x * y) oldugundan X, yakinlik

yaklagim uzayi lizerinde anlamli yakin BCK — cebiridir.

37



KAYNAKLAR

1. Inan, E. and Oztiirk, M. A.; Near groups on nearness approximation spaces, Hacet.
J. Math. Stat. 41(4)(2012), 545-558.

2. Inan, E. and Oztiirk, M. A.; Erratum and notes for near groups on nearness
approximation spaces, Hacet. J. Math. Stat. 43(2)(2014), 279-281.

3. Inan, E.; Yakin yaklasim uzaylarinda cebirsel yapilar, Doktora Tezi, Inénii
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 2015.

4. Inan, E. and Oztiirk, M. A.; Nearness semigroups on nearness approximation
spaces, Ann. Fuzzy Math. Inform. 10(2), (2015), 287-297.

5. Meng, J. and Jun, Y. B.; BCK-Algebras, Kyung Moon Sa Co., Seoul-Korea, 1994.

6. Oztiirk, M. A., Ugkun, M. and Inan, E.; Near group of weak cosets on nearness
approximation spaces, Fund. Inform. 133 (2014), 433-448.

7. Inan, E. and Oztiirk, M. A.; Nearness rings on nearness approximation spaces,
(dergiye gonderildi.)

8. Pawlak, Z.; Classification of objects by means of attributes, Institute for Computer
Science, Polish Academy of Sciences, Report 429, 1981.

9. Peters, J. F.; Near sets: General theory about nearness of objects, Appl. Math. Sci.
1(53-56)(2007), 2609-2629.

10. Peters, J. F.; Near sets: Special theory about nearness of objects, Fund Inform,
75(1-4)(2007), 407-433.

11. Peters, J. F. and Wasilewski, P.; Foundations of near sets, Inform. Sci., 179(2009),
3091-31009.

12. Peters, J. F. and Naimpally, S. A.; Applications of near sets, Notices Amer. Math.
Soc., 59(4)(2012), 536-542.

38



0Z GECMIS

Kisisel Bilgiler

Ad1 Soyad: : iclal CELIK SINER

Dogum Yeri ve Tarihi: Adana, 30/09/1988

Medeni Hali - Evli

Yabanci Dil : Ingilizce

Iletisim Adresi : Dogankent Anadolu Lisesi- Adana
E-Posta Adresi - iclalcelik19@gmail.com

Egitim ve Akademik Durum

Lise : Adana Erkek Lisesi YDA, 2006
Lisans  : Cukurova Universitesi, 2010
Formasyon: Mersin Universitesi, 2011

Is Tecriibesi

MEB: Matematik Ogretmeni, 2012-

39


mailto:iclalcelik19@gmail.com

