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OZET

YAKINLIK GAMMA YAKIN HALKALAR

Baki COKAKOGLU
Yiiksek Lisans Program
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Damisman: Dog¢. Dr. Mustafa UCKUN

Bu tezin birinci boliimiinde, arastirmanin amact vurgulanmis ve Oneminden
bahsedilmistir. Ayrica, bu ¢alismanin amacina uygun olarak literatiir 6zeti sunulmus ve bu
calismada kullanilan materyal ile yontem agiklanmistir.

Ikinci béliimde, yakin kiimeler, yakin yaklasim uzaylari ve bazi genellestirilmis
halkalar ile ilgili baz1 temel bilgiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, yakinlik cebirsel yapilar ile alakali baz1 sonuglar incelenmistir.

Dordiincii boliimde, yakinlik gamma yakin halka kavrami ile yakin zayif kalan
siniflariin yakinlik gamma yakin halkasi kavrami tanimlanmis ve bazi 6zgilin sonuglar
sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Yakin yaklasim uzayi; Yakinlik grup; Yakinlik halka; Yakin
halka; Gamma halka.
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ABSTRACT

NEARNESS GAMMA NEAR RINGS

Baki COKAKOGLU
Master's Program
Department of Mathematics / Department of Algebra and Number Theory
Adiyaman University, Graduate Education Institute, September/2024, Page: 53
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa UCKUN

In the first chapter of this thesis, the aim of the research is emphasized and its
importance is mentioned. In addition, a summary of the literature is presented by the
purpose of this thesis, and the material and method used in this thesis are explained.

In the second chapter, some basic information about near sets, near approximation
spaces, and some generalized rings are given.

In the third chapter, some results related to nearness algebraic structures are
examined.

In the fourth chapter, the concept of nearness gamma near ring with the concept of
nearness gamma near ring of the near weak classes are defined, and some original results
are presented.

Keywords: Nearness approximation space; Nearness group; Nearness ring; Near
ring; Gamma ring.
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ETIiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; c¢alismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢aligma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu c¢alismanin Adiyaman
Universitesi tarafindan kullanilan Bilimsel Intihal Tespit Programi’yla tarandigim ve higbir
sekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili
yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi halinde, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve

hukuki sonuglar kabul ettigimi bildiririm.
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1. GIRIS

Bu tezde, yakinlik gruplar ve yakinlik halkalar gibi yakin yaklasim uzayinda cebirsel
yapilar incelenmis, mevcut literatiir géz onlinde bulundurularak yeni yakinlik cebirsel
yapilar gelistirilmistir. ik asamada, yakin-halka kavrami ele almmis ve bu yapmmn bir
genellestirmesi olarak yakin yaklasim uzaymnda yakin-halkalar arastirilmustir. Ikinci
asamada da, Barnes anlaminda gamma halka kavrami temel alinarak, yakin yaklagim

uzayinda gamma halkanin genellestirilmesi amag¢lanmustir.

Tezin birinci boliimiinde, ¢aligmanin amaci vurgulanmis ve dnemine deginilmistir.
Ayrica, arastirmaya uygun olarak literatlir 6zeti sunulmus ve kullanilan materyal ile
yontem agiklanmistir. Ikinci béliimde, yakin kiimeler, yakm yaklasim uzayr ve
genellestirilmis halkalar hakkinda temel bilgiler verilmistir. Uciincii boliimde, yakinlik
cebirsel yapilariyla alakali esas kavramlar incelenmis ve elde edilen 6nemli sonuglar ifade
edilmistir. Dordiincii boliimde, yakinlik gamma yakin halka kavraminin ve yakin zayif
kalan siniflariin yakinlik gamma yakin halkasi kavraminin tanimlar1 verilmis, elde edilen

0zgiin sonuclar paylasilmistir.

Kiime kavrami, 1874 yilinda Cantor tarafindan ele alinmis olup, belirsizliklerin

algilanmasi i¢in 6nemli bir aragtir.

Zadeh [1] belirsizlikleri modellemek amaciyla fuzzy alt kiime kavramini gelistirmis,
Rosenfeld [2] ise bu kavrami kullanarak fuzzy cebirsel yapilarin onciisii olan fuzzy alt
grubu tanimlamistir. Bu gibi ¢alismalar, fuzzy cebirin gelismesinde 6nemli bir rol

oynamistir. Bu konuda daha fazla bilgi i¢in [3,4] deki kitaplar incelenebilir.

Pawlak [5] yaklasimli kiime teorisini belirsizlik problemini ¢6zmek igin
gelistirmistir. Bu kuram hem teorik alanlarda hem de ¢esitli miihendislik alanlarinda

oldukca fazla ilgi ¢cekmistir [6-8].

Peters [9] yaklagimli kiimenin bir genellemesi olarak yakin kiime kavramim
literatlire kazandirmistir. Bu teori hakkinda daha ¢ok bilgi i¢in [10-13] numarali kaynaklar
dikkate alinabilir.

Bu baglamda, klasik kiime teorisinin belirsizlik durumlarint modellemede yetersiz

kaldig1 alanlar1 tamamlayan matematiksel nesneler fuzzy kiime, yaklasimli kiime ve yakin



kiime kavramlaridir. Matematik ve miihendislik diinyasinda bu teorilerin énemli bir yeri

vardir.

Yakin kiime teorisinde yakinlik grup ve yakinlik halka gibi onemli cebirsel yapilar

Inan ve diger matematikgiler tarafindan calisilmistir [14-19].

Dickson sadece bir yonlii dagilma 6zelligine sahip cisimlerin varligini gostermis ve
bu tiir cisimleri yakin-cisim olarak adlandirmistir [20,21]. Daha sonra ilk defa Zassenhaus

[22] yakin-halka kavramini ilk defa kullanmis ve tiim sonlu yakin-cisimleri incelemistir.

Nobusawa [23] klasik halka kavramini genellestirerek gamma halkasini
gelistirmistir. Barnes [24] bu tanimi daha kullanigh hale getirmek i¢in yeniden
tanimlamigtir. Luh ve Kyuno gibi bir¢ok matematik¢i gamma halkasinin yapisini

arastirmaya devam etmistir [25,26].

Uckun ve Geng, yakinlik halka kavraminin bir genellemesi olarak yakinlik yakin-
halka kavramini gelistirmistir. Bundan bagka alt yakinlik yakin-halkasinin, yakin zayif
kalan smiflarinin yakinlik yakin-halkasinin ve yakinlik yakin-halka homomorfizmasinin

bazi temel Ozelliklerini arastirmistir [27,28].

Uckun ve Erol, yakinlik halka kavraminin bir genellemesi olarak yakinlik gamma
halka kavramini gelistirmis ve alt yakinlik gamma halkasinin, yakinlik gamma idealinin
baz1 temel ozelliklerini incelemistir [29,30]. Ayrica Inan ve Ucgkun, yakinlik gamma
halkasi1 iizerinde zayif denklik bagintisin1 ve bu bagintinin yakinlik gamma halkasinda
belirttigi yakin zayif kalan sinifin1 tanimlamis olup, yakin zayif kalan siniflarinin yakinlik
gamma halkasmin ve yakinlikk gamma homomorfizmasmin baz1 temel sonuglarim

arastirmigtir [31].

Cokakoglu ve Ucgkun, yakinlik gamma halka kavraminin bir genellemesi olarak
yakinlik gamma yakin halka kavramini gelistirmistir. Bundan bagska alt yakinlik gamma

yakin halkasiin ve yakinlik gamma idealinin bazi temel 6zelliklerini incelemistir [32].

Yukarida bahsedilen cebirsel yapilar ele alindiginda, yeni sonuglar elde etmek
amaciyla; yakin kiime teorisinde yakinlik grup, yakinlik halka, yakinlik yakin-halka ve
yakinlik gamma halka gibi cebirsel yapilar ile ilgili olarak temin ettigimiz, 6zellikle [14-
19] numarali kaynaklar oncelikli olmak iizere, bilindik bilimsel yontemler gercevesinde

akademik kitaplar, tezler ve makaleler incelenmistir. Tez konumuzun igerigine uygun



olarak veriler derlenmis ve ortaya ¢ikan bilgiler dogrultusunda arzulanan 6zgiin sonuglar

elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde yakin kiimeler, yakin yaklasim uzay1 ve bazi genellestirilmis halkalar

(yakin-halkalar ve gamma halkalar) incelenmistir.

2.1. Yakin Kiimeler

Bu kisimda ¢ikarim fonksiyonu, algilanabilir sistem, iki kiimenin yakinligi ve temel

yaklasim uzay1 kavramlar1 verilmistir [9-13].

Tamm 2.1.1. Algilanabilen nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden reel degerli

fonksiyona bir ¢ikarim fonksiyonu denir.

Tanm 2.1.2. O

algilanabilen nesnelerin bir sonlu kiimesi ve JF de ¢ikarim

fonksiyonlarinin bir kiimesi olmak {izere, ((9, F ) ye bir algilanabilir sistem denir.

Tablo 2.1. Tanimlama sembolleri

Sembol

Anlami

R
O

#(0)

~ W

Reel sayilar kiimesi
Algilanabilen nesnelerin kiimesi
O nun kuvvet kiimesi

Ornek nesnelerin kiimesi
Cikarim fonksiyonlarinin kiimesi
Bc F

Tanim uzunlugu

i<L, LeZ

@, : O > R ¢ikarim fonksiyonu

® : O —> R* nesne tanimlamasi

®(a)=(4(a). 0 (a). (). 02 (@), 0, (a))

Matematiksel birtakim tanimlamalar yardimiyla bilgisayar sistemleri tarafindan

nesneler algilanabilir. Cikarim fonksiyonlar1 dikkate alinarak teskil edilen @ fonksiyonu

yardimi ile bir a€X nesnesinin tanimi belirlenebilir.

BcF,

Ornek nesnelerin
4



tanimlanmasi ile ilgili ¢ikarim fonksiyonlarimin kiimesi ve ¢,:O — R olmak iizere,
@ €B olsun. @ c¢ikarim fonksiyonlar1 igin (0,-(61) degerleri goz Oniline alinirsa

®:0 — R* fonksiyonu, tanim uzunlugu |®|= L olan

®(a)=(¢(a).0:(a).05(a), 0. (a), 0, (a))

bir nesne tanimlamasidir (Tablo 2.1).

Tamm 2.1.3. B< 7 ve a,d €O olsun. i <|®| ve A, =|p,(a')- ¢, (a)| olmak iizere,

{(a,a')‘ Vg, eB A, = 0}
ile tanimlanan bagmtiya OO da bir ayirt edilemezlik bagmtist denir ve "~;" ile temsil

edilir.

Tanmim 2.1.4. Bc F ve a,a’ €O olmak iizere,

SRS a’ (A‘/'x - O)

olacak sekilde en az bir @ € B varise a ve a' nesneleri birbirine minimal yakindir denir.

Tanm 2.1.5. B F ve X,X' cO olsun. Budurumda a€X, '€ X' i¢in a ~ (] a' olacak

sekilde @ € B varise X ve X' kiimeleri birbirine yakindir denir.

Tanmm 2.1.6. XcO ve a,a'€ X olsun. a,a’ nesneleri yakin ise X kiimesine kendisi ile

yakin kiime (X kiimesinin yansimali yakinlig1) denir.

Tanim 2.1.7. XcO ve a€ X olsun. O zaman

[a], ={a'€O]a~, d'|

kiimesine a € X nesnesinin yakinlik sinifi denir.

Teorem 2.1.8. &, =0/ ~B:{[a] B| X e(’)} ayrisimindaki her yakinlik sinifi bir yakin kiimedir.



Teorem 2.1.9. &; ayrisim kiimesi bir yakin kiimedir.

Tanim 2.1.10. ((’), F,~ B) yapisina bir temel yaklasim uzay1 denir.

2.2. Yakin Yaklasim Uzay1

Bu kisimda yakin yaklasim uzayi, bir kiimenin {ist yaklasimi kavramlar ile ilgili
ornekler ve bazi temel 6zellikler ifade edilmistir. Ayrica, tanimsal tabanli kiime islemleri

ele alinmistir [9-13].

O algilanabilen nesnelerin bir sonlu kiimesi ve F de ¢ikarim fonksiyonlarinin bir

kiimesi olsun.

Tablo 2.2. Baginti ve ayrisim sembolleri

Sembol Anlami

B r <|B]

~ B, ye gore tanimlanan ayirt edilemezlik bagmtisi

[a]B,, {a’ cO ‘ a~, a’} yakinlik sinifi
a B, {[a] 5, | a EO} ayrigim (boliim) kiimesi
CfO,B, é:O,B, =0 B,

N.(B) N, (B)={%.,

B c B} ayrisimlarin kiimesi

Vy Vy go( O) X go( O) —>[0, 1] yakinlik fonksiyonu

B cB kiimesinin kardinalitesi » olmak iizere, "~; ", B. kiimesine gore

”

kisitlanmis olan bir ayirt edilemezlik bagintisidir. B, nin her segimi, " ~ B " bagintisinin

r

O nun farkli bir ayristminin tanimlanmasina neden olur. Bu se¢im [|B|J olarak farkli

bicimde yapilabilir.



O, "~ B, " bagmtisi ile ikiser ikiser ayrik olan [a] , yakinlik simiflarina ayrilabilir.

Bu yakimlik smiflarinm kiimesi O/ ~ boliim kiimesi olup, é:O,B, =0/ ~ dir. r < |B| olmak

lizere, N, (B)= {50,3,,

B < B} de ayrisimlarin bir ailesidir.

Vy, :go((’))xgo(O)—)[O,l] yakinlik fonksiyonu, B. deki ¢ikarim fonksiyonlari

yardimiyla ozellikleri belirlenen nesnelerin kiimeleri arasindaki yakinlik derecesini temsil

eder (Tablo 2.2).

Tanim 2.2.1. (O,]—" ~5 N, (B).vy ) yapisina bir yakin yaklasim uzay1 denir.
Teorem 2.2.2. N, (B) ailesi bir yakin kiimedir.

Tanmim 2.2.3. X cO kiimesinin N, (B)-iist yaklasim

[a]Br NX=D

ile tanimlanir.

Teorem 2.2.4. X cO kiimesinin N, (B)-iist yaklagimi bir yakin kiimedir.

Tanim 2.2.5. "~; ", O dabir ayirt edilemezlik bagintisi olmak iizere, her a,b€ X igin

[al,, [2],, =[ab],,

' " - "
~p  bagmtisina tamdir denir.

. '
ise
Teorem 2.2.6. (O,J-',~BIY,N,(B),VNF) bir yakin yaklasim uzayi ve X,YcO olmak iizere,
asagidaki 6zellikler gecerlidir:

@ XN (B)(X),
(i) N, (B)(XuUY)=N,(B)(X)UN,(B)(Y),



(iii) X cvY ise N,(B) (X)cN,(B) (Y),
(iv) N, (B) (XNY)cN,(B) (X)nN,(B)(Y).

Teorem 2.2.7. ((9,.7-“ ~5 N, (B),vy ) bir yakin yaklagim uzay1 ve X,Y <O olmak iizere,

N, (B) (X)N,(B) (Y)= N, (B) (XY)
dir.

Algilanabilir nesnelerin olusturdugu kiimelerde nesne tanimlamalarinin ele alinmasi,
tanimsal tabanli kiime islemlerinin baslangic noktasidir. Genellikle /' bos olmayan

herhangi bir kiime olmak iizere, ® nesne tanimlamasi fonksiyonu @ :O — V" seklinde

ifade edilir.

Tamm 2.2.8. X cO ve ®(a)el” olmak iizere,
Q(X)={®(a)|ae x|
kiimesine, X in kiime tanimlamasi denir.

Tamm 2.2.9. X,Y <O olmak iizere,

Xoy= {ceXUY| c)eQ(X )veyaq)(c)eQ(Y)}

kiimesine X ile Y nin tanimsal birlesimi denir.

Tanmm 2.2.10. X,Y <O olmak iizere,

XQY {ceXUY| eQ( )ve(I)(c)eQ(Y)}

kimesine X ile Y nin tanimsal arakesiti denir.

Tamm 2.2.11. X,Y cO olmak iizere,

x\v={aex|®(a)eQ(¥)}

kiimesine X in Y den tanimsal farki denir.



2.3. Bazi Genellestirilmis Halkalar

Bu kisimda yakin-halka teorisi ile alakali tim bilgiler Pilz’in [33] Near-Rings adli

kitabindan alinmustir.

Tammm 2.3.1. Bir N #& kiimesi tizerinde "+" ve "-" ikili islemleri tanimlansin. O
zaman

(Nl) (N ,+) bir gruptur (abel olmasi gerekmez).

( Nz) (N,-) bir yari-gruptur.

(N3) Her n,n',n" € N icin (n+n')-n":n-n"+n'-n" tiir.

ozellikleri gegerli ise N ye bir yakin-halka denir.

Not 2.3.2. Yukaridaki tanim g6z oniine alindiginda, (N 3) ten dolay1 yakin-halka kavrami
yerine sag yakin-halka kavrami kullanilabilir. Ayrica, (N, ) iin yerine her m,m',m" € N

igin m-(m'+m")=m-m'+m-m" bzelligi yazilirsa, o halde sol yakim-halka kavrami

tanimlanir. Bu kisim boyunca sag yakin-halka kavrami kullanilmistir.

Not 2.3.3. Genel olarak (N ,+) grubunun birim elemani, N yakin-halkasinin sifir1 olarak

ele alinir.

Ornek 2.3.4.

1) (Z,+) bir grup olmak tizere, M (Z) da X dan X ya olan tiim fonksiyonlarin

kiimesi olsun. Bu halde (M (Z) ,+,o) bir yakin-halkadir.

?2) (Z,-i—) bir grup olmak iizere, M, (Z) = {g € M(E)| g sabit} olsun. O zaman

(M (A),+, 0) bir yakin-halkadir.



Lemma 2.3.5. N bir yakin-halka olmak iizere, asagidaki 6zellikler gecerlidir:
(i) Her neN i¢in 0, -n=0, dir.
(i) Her n,n'e N i¢in —(n-n")=(-n)-n" dir.

Not 2.3.6. N bir yakin-halka olsun. Bu durumda her m,m'e N igin m-0,=0, ve

N

—(m-m')=m-(-m'") esitlikleri gegerli olmayabilir.

Tamm 2.3.7. N bir yakin-halka olsun. O halde
@ S, = {m eN | m-0, = ON} kiimesine N nin sifir-simetrik kismi denir.

2 S = {m eN | m-0, = m} kiimesine N nin sabit kismi denir.

Not 2.3.8. S, ve S., N de tanimlanan ikili islemlere gore birer yakin-halkadir.

Tamm 2.3.9. N bir yakin-halka olsun. Bu durumda

(1) N=S§,ise N ye sifir-simetriktir denir.
(2) N=S§, ise N ye sabittir denir.

Not 2.3.10. Her m,m' € N igin

w-(m+m')=w-m+w-m'
ozelligi gegerli ise weN elemanina dagilmali eleman denir. Ayrica, tim dagilmali

elemanlarin kiimesi de N ile temsil edilir.

Tamm 2.3.11. N bir yakin-halka olsun. O halde

1) (N ,+) abel ise N ye abeldir denir.

2) (N ,~) degismeli ise N ye degismelidir denir.

(3) N=N,_ ise N ye dagilmalidir denir.

4) N, 0, nin sifirdan farkli bolenlerine sahip degilse N ye tamdir denir.
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Ornek 2.3.12.
1) (A,+) bir abel grup ise (M (A),+) bir abel gruptur. Boylece M (A) bir abel

yakin-halkadir.

) (A,+) grubu ve A da her A, €A igin A*u=A bi¢iminde tanimlanan "= "

islemi dikkate alinirsa, (A, +, *) bir tam yakin-halkadir.

Tanim 2.3.13. N bir yakin-halka ve K < N olsun. O zaman

a1 K, (N,+) nin bir alt grubu,
2 K-KcK
ise K ya N nin bir alt yakin-halkas1 denir.

Tanim 2.3.14. N bir yakin-halka ve L < N olsun. Bu durumda

a L, (N ,+) nin bir normal alt grubu,
@ L-NcL,
(3) Her m,m'e N veher /€L igin m-(m'+€)—m-m'eL

ozellikleri gegerli ise L ye N nin bir ideali denir ve L < N ile temsil edilir.

Sadece (1) ve (2) ozelliklerini saglayan L ye N nin bir sag ideali denir (L <, N) ve

sadece (1) ve (3) ozelliklerini saglayan L ye N nin bir sol ideali denir (L < N )
Not 2.3.15. N bir yakin-halka olmak iizere, N nin triviyal idealleri {O N} ve N dir.

Not 2.3.16. N bir yakin-halka ve L < N olsun. O halde m,m' e N i¢in

m=m'(mod L):<>m—m'elL
ile tanimlanan "=" bagintis1 bir kongriians bagintisidir. O zaman "=" bagintis1 bir denklik
bagintisi olup, m € N ig¢in ilgili kalan sinifi
m=m+L= {m' |m'=m(mod L)}
dir. Ayrica, tiim kalan siiflarinin kiimesi

11



N/L={i|me N}

ile temsil edilir.

Teorem 2.3.17. N bir yakin-halka ve L <N olsun. Bu durumda N/L iizerinde

tanimlanan
(m+L)+(m' +L)=(m+m')+L,
(m+L)-(m'+L) =(m-m')+L

toplama ve ¢arpma iglemlerine gére N/L bir yakin-halkadir.

Tanimm 2.3.18. (N/L,+,-) yakin-halkasina, N nin L idealine gore boliim yakin-halkasi

denir.

Gamma halkalar ile ilgili ilk ¢alisma, 1964 yilinda Nobusawa [23] tarafindan
yapilmistir. 1966 yilinda Barnes [24] te, Nobusawa anlaminda gamma halka kavramini

asagida verildigi gibi yeniden tanimlamistir.

Tanmm 2.3.19. WZ{W, w, W",---} ve Fz{a,,ﬁ’,]/,---} toplamsal abel gruplar olsun. O

halde

WxI'sxW — W
(w,,B,w') = wiw

islemi dikkate alindiginda, her w,w',w" W ve her B,y €T icin
(1)) (W) B = i’ + 0/ o,
(T) wB(W+w")=wpw +wpn',
(T3) w(B+y)w =wpw +wyw,
(Ts) (wpw)yw =wB(wyw)

ozellikleri gegerli ise /W ya (Barnes anlaminda) bir I"-halka denir.

Ornek 2.3.20. G ve G’ toplamsal abel gruplar olmak iizere,
12



W =Hom(G,G')={f:G—>G'

f homomorﬁzma}

ve
I'= Hom(G',G) = {,[)’ G'>G | Jij homomorﬁzma}

olsun. Bu durumda  WxI'xW —->W | (f,ﬁ,g)l—)fﬂg islemi gb6z Oniine

alindiginda, W (Barnes anlaminda) bir I"-halkadir.

Tanim 2.3.21. W bir I -halka olsun. O halde
aQ L, (W,+) nin bir alt grubu,
?2) WI‘LgL(LFWgL),

ise L ye W nun bir sol (sag) ideali denir. L, W nun hem bir sol hem de bir sag ideali ise

L ye W nun bir ideali denir.

Gamma-halka kavramindan daha genel olan gamma-yakin-halka kavrami da,

Satyanarayana [34] tarafindan asagida belirtildigi gibi tanimlanmustir.

Tamm 2.3.22. Asagidaki 6zellikler gegerli ise (W, +,I' ) ya bir gamma yakin halka denir:

(FN 1) (W,+) bir gruptur (abel olmasi gerekmez),

(FNZ) I', her el igin (W, +f ) bir (sag) yakin-halka olacak bicimde W da

taniml ikili islemlerin bos olmayan bir kiimesidir,

(FNs) Her u,v,weW veher [,y €l igin (uﬂv)mzuﬁ(vyw) dur.

13



3. YAKINLIK CEBIRSEL YAPILAR

Bu boliimde yakin yaklasim uzayinda tek iglemli cebirsel yapilardan yakinlik grubu
ve yakin yaklasim uzayinda iki islemli cebirsel yapilardan yakinlik halka, yakinlik yakin-

halka ve yakinlik gamma halka incelenmistir.

3.1 Yakinlhik Gruplar

Bu kisimda yakin yaklasim uzayinda tek islemli cebirsel yapilardan yakinlik grubu
dikkate alinmigtir. Burada yakinlik grubu ve alt yakinlik grubu kavramlar ve ilgili

sonuclar verilmistir. [14-18].

Tanmm 3.1.1. (O,f,NB",Nr(B),UN’_) bir yakin yaklagim uzayr ve G <O olsun. Her

g,2',¢"€G i¢in asagidaki sartlar saglanirsa G ye yakin yaklagim uzayinda bir grup

(kisaca yakinlik grup) denir:
(YG,) g-g'eN.(B) G di.
(YG,) (g-g')g"=g(g'g") bzelligi N, (B) G de saglanir.

(YG3) g1, =1,-g=g olacak sekilde bir 1, € N, (B)* G (yakin birim elemant)

vardir.

(YG4) g-h=h-g=1, olacak sekilde bir h=g™' € G (g nin yakin tersi) vardir.

Not 3.1.2. Tamm 3.1.1 de (YG)) ve (YGz) sartlart N,,(B)*G de gegerli olmak

zorundadir. Bazi durumlarda bu sartlar O\ N, (B ) G kiimesinde gecerli olabilir. O halde

G bir yakinlik grup olamaz.

Tamm 3.1.3. G bir yakinlik grup olsun. Her g,g'eG igin g-g'=g'-g ozelligi

N, (B)* G de saglaniyorsa G ye degismelidir denir.

Lemma 3.1.4. G bir yakinlik grup olsun. Bu durumda

(i) G nin bir tek yakin birim eleman1 vardir (IG eN,(B) G) :
14



(i) Her geG icin g-h=h-g=1, olacak sekilde bir tek 7 =g € G vardur.
(iii) Her g e G igin (g‘l)f1 =g dir.

(iv) Her g,g'€G igin (g-g')_l =g g™ dir.

Tanmm 3.1.5. G < O bir yakinlik grup ve T < G olsun. 7', G deki ikili islem ile bir

yakinlik grup ise 7" ye G nin bir alt yakinlik grubu denir.

Not 3.1.6. G yakinlik grubunun yalnizca bir tane triviyal alt yakinlik grubu vardir ki, o da

G dir. Ayrica, {IG} nin G nin alt yakinlik grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 1, € G

olmasidir.

Teorem 3.1.7. G c O bir yakmlik grup, T < G ve N, (B) T bir grupoid olsun. O zaman

T nin G nin bir alt yakinlik grubu olmast igin gerek ve yeter kosul, her 1 €T igin ' €T

olmasidir.

Teorem 3.1.8. G < O bir yakinlik grup, 7,,T, G ve N, (B) T;, N,(B) T, birer grupoid
olsun. Bu durumda 7,7, G nin iki alt yakinlik grubu ve
(¥, (8 1) (¥, (8) 1) =, (8) (1.7

ise 7, "7, G nin bir alt yakinlik grubudur.

Tammm 3.1.9. X < O {zerinde tanimli olan bir baginti, yansimali ve simetrik ise o

bagintiya bir zayif denklik bagintist denir.

Teorem 3.1.10. G O bir yakinlik grup ve 7', G nin bir alt yakinlik grubu olsun.

G/,T, G nin T ile belirlenen tim yakin zayif kalan smiflarinin kiimesi olmak tizere,

(N, (B) G)/, T<N,(B) (G/,T)

r

ise G/, T ,her g,g'€G igin
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gT@g'Tz(g-g’)T

ile tamimli isleme gore bir yakinlik gruptur.

3.2 Yakinhk Halkalar

Bu kisimda yakin yaklagim uzayinda iki islemli cebirsel yapilardan yakinlik halkasi
ele alinmistir. Burada yakinlik halkasi, alt yakinlik halkas1 ve yakinlik ideali kavramlar1 ve

bazi sonuglar verilmistir [17,19].

Tanmm 3.2.1. (O,f,NB’_,Nr(B),UN’_) bir yakin yaklasim uzayr ve Sc O bir abel

toplamsal yakinlik grubu olsun. Her k,¢,m €S icin asagidaki sartlar saglanirsa S ye

yakin yaklasim uzayinda bir halka (kisaca yakinlik halka) denir:
(NH,) k-¢eN,(B) S,
(NH,) (k-€)-m=k-(¢-m) ozelligi N, (B)'S de saglanr,
( N H3) Asagidaki 6zellikler N, (B) S de saglanr:

° (k+€)-m=k~m+€-m,
° k-(€+m)=k-€+k-m.

Bundan bagka,
(N H 4) Her k,0 €S i¢in k-¢ =/(-k ise S ye bir degismeli yakinlik halka,

(NH) Her keS igin k-1g=1;-k=k olacak sekilde 1;e N, (B) S elemam

mevcut ise S ye bir birimli yakinlik halka denir.

Bir § vyakinlik halkasmda (NH,)—(NH,) sartlan N,(B)*S de saglanmak
zorundadir. S deki elemanlara sonlu tane islem uygulandiginda elde edilen eleman

N, (B)* S ye ait olmayabilir.

Lemma 3.2.2. Yakin yaklagim uzayinda her halka bir yakinlik halkadir.
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Lemma 3.2.3. ScO bir yakinhik halka ve 0;€S olsun. Her £, /€S igin
k-0g,0,-keS ise
(i k-0,=04-k=0;,

(i) k-(—0)=(-k)-L=—(k0),
(i) (—k)-(~¢)=k-¢ dir.

Tamm 3.2.4. S bir yakinlik halka ve K , S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. K , S
deki islemler ile bir yakinlik halka ise K ya S nin bir alt yakinlik halkas1 denir.

Teorem 3.2.5. S O bir yakinlik halka, K =S ve N,(B) K hem bir toplamsal grupoid

hem de bir ¢arpimsal grupoid olsun. O zaman K nin S nin bir alt yakinlik halkas1 olmast

icin gerek ve yeter kosul, her k£ € K i¢in —k € K olmasidir.

Teorem 3.2.6. SO bir yakinlik halka, K,K, =S ve N,,(B)* K, N, (B) K, birer

r

toplamsal grupoid ve c¢arpimsal grupoid olsun. Bu durumda K,,K, S nin iki alt yakinlik

halkas1 ve
(¥,(B) K,)~(N, (B) K, )= N, (B) (K, NK.)

ise K,NK, § nin bir alt yakinlik halkasidir.

Sonug 3.2.7. S bir yakinlik halka ve S nin alt yakinlik halkalarinin bos olmayan bir ailesi

{Kl. | i€ A} olsun. O halde N, (B)* K, ler S deki islemler ile birlikte birer grupoid olmak

uzere,

N(.(B) K,)=N,(B) (ﬂlgj

ieA ieA

ise ﬂ K., S nin bir alt yakinlik halkasidur.

ieA

Tanmim 3.2.8. S ¢ O bir yakinlik halka ve L < S olsun. Her £,/ € L ve her s €S igin
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(1) k+leN,(B)L,
@ —lel,
() s-leN,(B)L (t-seN.(B)L)

ise L ye S nin bir sol (sag) yakinlik ideali denir. L hem bir sol hem de bir sag yakinlik

ideali ise L ye S nin bir yakinlik ideali denir.

Not 3.2.9. S yakinlik halkasinin yalnizca bir tane triviyal yakinlik ideali vardir ki, o da S

nin kendisidir.

Teorem 3.2.10. SO bir yakmlk halka, L,L,cS ve N,(B) L, N,(B) L, birer

r

toplamsal grupoid ve carpimsal grupoid olsun. Bu durumda L,L, § nin iki yakinlik ideali

(N, (B) Ll)m(N, (B) L,)=N,(B) (L AL,

ise L, NL,, S nin bir yakinlk idealidir.

Sonug¢ 3.2.11. S bir yakinlik halka ve § nin yakinlik ideallerinin bos olmayan bir ailesi
{L,- | ie A} olsun. O zaman N, (B) L, ler S deki islemler ile birlikte birer grupoid olmak

lizere,

()= (8, |

ieA ieA

ise ﬂLi , S nin bir yakinlik idealidir.

ieA

Teorem 3.2.12. S < O bir yakinlik halka ve K, S nin bir alt yakinlik halkasi olsun.

S/,K, S nin K ile belirlenen tiim yakin zayif kalan siniflarinin kiimesi olmak tizere,

I3

(N, (B) S)/.cN,.(B) (S1.)

ise S/, K, her s,t€S igin
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(s+K)®(t+K)=(s+1)+K,
(s+K)O(t+K)=(s-1)+K

ile tanimli iglemlerle birlikte bir yakinlik halkadir.

3.3 Yakinhk Yakin-Halkalar

Bu kisimda yakin yaklasim uzayinda iki islemli cebirsel yapilardan yakinlik yakin-
halkas1 ele alinmistir. Burada yakinlik yakin-halkasi, alt yakinlik yakin-halkasi ve yakinlik

ideali kavramlari ile ilgili 6rnekler ve baz1 sonuglar verilmistir [27,28].

Tamm 3.3.1. M < O bir toplamsal yakinlik grubu olsun. Her k,¢,m € M igin asagidaki

sartlar gecerli ise M ye yakin yaklasim uzayinda bir yakin-halka (kisaca yakinlik yakin-
halka) denir:

(YN,) k-LeN,(B) M,
(Y Nz) (k-€)-m=k-({-m) Ozelligi NV(B)*M de saglanir,

(YN,) (k+€)-m=k-m+t-m Szelligi N,(B) M de saglanir.

Not 3.3.2. Yukaridaki tanim gdz oniine alindiginda, (W 3) geregince yakinlik yakin-halka

kavrami yerine yakinlik sag yakin-halka kavrami kullanilabilir. Ayrica, (YN3) in yerine
her k,l,me M igin k-({+m)-=k-0+k-m Ozelligi yazilirsa, o zaman yakinlik sol yakin-

halka kavrami tanimlanir. Bu kisim boyunca yakinlik sag yakin-halka kavrami

kullanilmustir.

Not 3.3.3. Bir M yakinlik yakin-halkasinda (H\G)—(H\G) sartlari N,,(B)*M de
saglanmak zorundadir. M deki elemanlara sonlu tane islem uygulandiginda elde edilen
eleman N,,(B)*M ye ait olmayabilir. Genel olarak (M ,+) yakinlik grubunun birim

elemani, M yakinlik yakin-halkasinin sifir1 olarak ele alinir.

Lemma 3.3.4. Her yakin-halka bir yakinlik yakin-halkadir.
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Lemma 3.3.5. Her yakinlik halka bir yakinlik yakin-halkadir.

Ornek 3.3.6. O= {al,az,a3,a4,a5,a6} algilanabilen nesnelerin kiimesi ve ¢ikarim
fonksiyonlarmim kiimesi B = {(01,(02} c F olsun.
00> ={a1,a2},
00V, ={ 5. 5.5}

¢ikarim fonksiyonlar1 Tablo 3.1 deki gibi tanimlansin.

Tablo 3.1. O da tamimlanan ¢ikarim fonksiyonlar

pla a4 4 &6 & &

O iizerinde toplama ve ¢arpma islemleri Tablo 3.2 ve Tablo 3.3 teki gibi olsun.

Tablo 3.2. O da toplama iglemi
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Tablo 3.3. O da ¢carpma islemi

M Z{al,a4,a5,a6} cO iizerinde toplama ve carpma islemleri de Tablo 3.4 ve Tablo
3.5 teki gibi olur. Tablo 3.4 ten, a,,a, € M igin a,+a, =a, ¢ M oldugundan (M,+) bir

grup degildir. Bu nedenle (M 7+, ) bir yakin-halka degildir.

Tablo 3.4. M < O de toplama islemi

Tablo 3.5. M < O de ¢arpma iglemi
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Bu durumda

% ={lal, [, }

{alsaza% a4’a’a()}}a
6, ={la], o], o],
{{al}’{az’%} {a49a57as}}

olur. O zaman r =1 i¢in O nun ayrisimlarinin kiimesi N, (B) = {é‘(pl ,& wz} dir. Boylece

Nl(B)*M: U [ai](p

[a,- ] p M=z /

:{al,az,a3}u{a4,a5,a6}u{al}
= {al,az,a3,a4,a5,a6} =0
olur. Bu durumda (M A +) abel olmayan bir yakinlik grubu olup, her &,¢,m € M igin
(V) keten, (8) M.
(YNz) (k-0)-m=k-(-m) dzelligi N,(B)*M de saglanr,

(YN;) (k+€)-m=k-m+em Szelligi N,(B) M de saglanr.

Sonug olarak, M bir yakinlik yakin-halkadir.

Lemma 3.3.7. M < O bir yakinlik yakin-halka ve 0,, € M olsun. O zaman her k,{ e M
0, ‘k,k-0,, eM ise
(i) 0M k = OM:

(i) (—k)-0=—(k-¢) dir.

Not 3.3.8. M bir yakinlik yakin-halka olsun. Bu durumda her &,/ e M igin k-0,, =0,, ve

—(k -l ) =k- (—f ) esitlikleri gegerli olmayabilir.

Tamm 3.3.9. M bir yakinlik yakin-halka olsun. O halde
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@M S = {k eM | k-0, = OM} kiimesine M nin sifir-simetrik kismi denir.
2 S .= {k € M| k-0, = k} kiimesine M nin sabit kism1 denir.

Tamm 3.3.10. M bir yakinlik yakin-halka olsun. Bu durumda

1) M=S,ise M ye sifir-simetriktir denir.
2) M=S, ise M ye sabittir denir.

Not 3.3.11. Her £,/ € M igin
w~(k+€) =w-k+w-(
ozelligi Nr(B)*M de gecerli ise we M elemanina dagilmali eleman denir. Ayrica, tim

dagilmali elemanlarin kiimesi de M, ile temsil edilir ve M =M ise M ye dagilmali

yakinlik yakin-halka denir.

Tanmm 3.3.12. M bir yakinlik yakin-halka ve K <M olsun. O zaman

1 K, (M ,+) nin bir alt yakinlik grubu,
@ K-KcN(B)K

ise K ya M nin bir alt yakinlik yakin-halkas1 denir.

Ornek 3.3.13. M bir yakinlik yakin-halka olmak iizere, S, ve S,, M de tanimlanan ikili

islemlere gore birer alt yakinlik yakin-halkadir.

Teorem 3.3.14. M bir yakinlik yakin-halka, K <M ve N,(B) K hem bir toplamsal

grupoid hem de bir ¢carpimsal grupoid olsun. O halde K nin M nin bir alt yakinlik yakin-

halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her k € K i¢in —k € K olmasidir.

Ornek 3.3.15. Ornek 3.3.6 da verilen M yakinlik yakin-halkasi ele almirsa,

K= {al, a6} c M, M de tanimlanan ikili islemlere gore bir alt yakinlik yakin-halkadir.

Tamm 3.3.16. M bir yakinlik yakin-halka ve L c M olsun. Bu durumda
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a1y L, (M ,+) nin bir alt yakinlik grubu,
2 L-McN,(B)L,
(3) Her m,neM veher (L icin m-(n+€)—m-neNr(B)*L

ozellikleri gegerli ise L ye M nin bir yakinlik ideali denir.
Bu arada (1) ile (2) 6zelliklerini saglayan L ye M nin bir sag yakinlik ideali denir
ve (1) ile (3) 6zelliklerini saglayan L ye de M nin bir sol yakinlik ideali denir.

Ornek 3.3.17. Ornek 3.3.15 te gdz Oniine alinan K ={al,a6} c M alt yakinlik yakin-

halkasi, M nin bir yakinlik idealidir.

3.4. Yakinhk Gamma Halkalar

Bu kisimda yakin yaklasim uzayinda iki islemli cebirsel yapilardan yakinlik gamma
halkast ele alinmigtir. Burada yakinlik gamma halkasi, alt yakinlik gamma halkas1 ve

yakinlik gamma ideali kavramlari ile ilgili 6rnekler ve bazi sonuglar verilmistir [29-31].

Tamm 3.4.1. W,I" c O birer abel toplamsal yakinlik grubu olsun. Her k,¢,m € W ve her
B,y € icin asagidaki sartlar saglanirsa W ya yakin yaklasim uzayinda bir gamma halka
(kisaca yakinlik gamma halka) denir:
(NT,) kpleN,(B) W,
( N Fz) (kpt)ym=kp(Ly m) dzelligi N, (B)* W de saglanir,
( N F3) Asagidaki ozellikler N, (B ) W da saglanir:
o (k+€),6’m =kfm+LLm,
o k(B+y)l=kBl+kyl,

o kB(L+m)=kBl+kpm.

Bir W yakinlik gamma halkada (NT})—(NT3) sartlar NV(B)*W da saglanmak
zorundadir. W daki elemanlara sonlu tane islem uygulandiginda elde edilen eleman

N, (B )* W ya ait olmayabilir.
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Lemma 3.4.2. Yakin yaklagim uzayida her gamma halka bir yakinlik gamma halkadir.

Ornek 3.4.3. O:{ay_|0£i, js4} algilanabilen nesneler kiimesi ve ¢ikarim

fonksiyonlarinin kiimesi B = {(0} c F olsun.

POV ={X,%,,X;,X,, X5, X6, X, X |

¢ikarim fonksiyonu Tablo 3.6 daki gibi tanimlansin.

Tablo 3.6. O da tamimlanan ¢ikarim fonksiyonu

oo Ay Ay o3 [ ay ap ap a3 a,
2 X % X3 Xs Xs X4 X4 Xs Xe X7
Ay ay ay ay N a3 a3 a3, 33 a3y
4 X7 Xe Xe Xg X7 Xsg Xe X7 Xsg Xy
Ay a4 Ay A3 L4
® X Xs X7 Xg X3

Bu durumda
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4], ={a<0lola) =o(a) =)
= {a14>azoaa24’a32’a42}

= [azo ](p = [a24 ],/, = [a32 ](p = [a42 ]¢, >
[a23]¢, = {a € O‘(D(a) = ¢(a23) = xs}
= {azsaaso’a33>a34>a40’a43}
= [aso],,, =[a; ]¢, 4 [a34]¢ = [a40]¢7 =[as ](,,
dir. O zaman
& :{[“OOL, ’[am](p ’["oz]w ’[a03]¢, ’[“10]¢, ’[a13]¢, ’["14]¢, ,[a23]¢}

olur. Bu durumda =1 i¢gin O nun ayrisimlarinin kiimesi NI(B)={£,¢} dir. Boylece

W ={ay,ay,a,}, T ={ay,a,} <O alt kiimeleri icin

By w= | [aijl/,

[a,.ijW;tQ
={aoo}u{a01}u{alo,an}
:{aomamaalo:an}
ve
mBT= U [ey]
[a,}.LmF;t@ ¢
={aooﬂozaa44}
elde edilir.

W < O kiimesi lizerinde toplama islemi

a,+.a zapr,i+m5p(2) ve j+nEr(2)

ij "1 "mn
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olmak tizere,
+: Ox0O - O

(a. amn) = a;+a,,=a

ij? 1 “mn pr

seklinde tanimlansin. O zaman (W,+1) bir abel yakinlik gruptur.

I' ¢ O kiimesi lizerinde toplama islemi de

a,+,a,, =a, ,i+m=s(4) ve j+n=t(4)

ij 2 “mn

olmak tizere,

+,: OxO - O
(aij,amn) = a;+,a,,=a

2 %mn st

seklinde tanimlansin. Bu durumda (F, +2) bir abel yakinlik gruptur.

Ayrica O tizerinde bir islem

a,a,a,,=a,,, u=min{ik,m ve v=min{j,/,n}

mn

olmak tizere,

OxI'xO — @)

(al.j,ak,,amn) - a,a,a,,=a

mn uv

seklinde tanimlansin.

Boylece Tanim 3.4.1 deki sartlar kolaylikla saglatilabilir ve dolayisiyla W bir
yakinlik gamma halkadir.

Lemma 3.4.4. W — O bir yakinlik gamma halka ve 0, €W olsun. Her k,/eW ve her
pel icgin 0, Bk, kB0, eW ise

@ kB, =0,pk=0,.

(i) kp(-0)=(-k)pt=—(kpL),

(iii) (-k)p(-¢)=kpe dir.
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Tanim 3.4.5. W bir yakinlik gamma halka ve S, W nun bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. § , W daki islemler ile bir yakinlik gamma halka ise S ye W nun bir alt yakinlik

gamma halkasi denir.

Teorem 3.4.6. W, ' c O, W bir yakinhk gamma halka, ScW ve NV(B)*S bir

toplamsal grupoid ve bir T" -grupoid olsun. O zaman S nin W nun bir alt yakinlik gamma

halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her s € S icin —s € § olmasidir.

Ornek 3.4.7. Ornek 3.4.3 ten, W = {aoo, a,, ,alo} yakinlik gamma halkas1 dikkate alinsin.

S= {aoo, am} , W nun bir alt kiimesi olmak iizere,

N(B)s= U [ayL

[],n522
:{aooaam} =8
elde edilir. Buradan N, (B)* S bir toplamsal grupoid ve bir I -grupoiddir. Ayrica
—0Qyy =ayy €S ve —ay =a, €S oldugundan Teorem 3.4.6 dan S , W nun bir alt yakinlik

gamma halkasidir.

Teorem 3.4.8. W — O bir yakinlik gamma halka, S,,S,cW ve N, (B) S, N,(B)* S,

14

birer toplamsal grupoid ve I'-grupoid olsun. Bu durumda S;,S, W nun iki alt yakinlik

gamma halkas1 ve
(N,.(B) $,)n(N, (B) S,)= N, (B) (5nS,)

ise S; NS, W nun bir alt yakinlik gamma halkasidur.

Sonug¢ 3.4.9. W bir yakinlik gamma halka ve W nun alt yakinlik gamma halkalarinin bos
olmayan bir ailesi {Sl. |ie A} olsun. O zaman N, (B)* S, ler birer toplamsal grupoid ve I'-

grupoid olmak lizere,
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(. (8)'s)=x ([ s |

ieA ieA

ise ﬂ S, , W nun bir alt yakinlik gamma halkasidur.

ieA

Tanim 3.4.10. W < O bir yakinlik gamma halka ve L =W olsun. Her £,/ e L, her feT

ve her we IV igin
(1) k+leN,(B)L,
@ -lelL,
() wpleN,(B) L ((pweN,(B) L)

ise L ye W nun bir sol (sag) yakinlik gamma ideali denir. L hem bir sol hem de bir sag

yakinlik gamma ideali ise L ye W nun bir yakinlik gamma ideali denir.

Not 3.4.11. ¥ yakinlik gamma halkasinin yalnizca bir tane triviyal yakinlik gamma ideali

vardir ki, o da W nun kendisidir.

Ornek 3.4.12. Ornek 3.4.3 ve Ornek 3.4.7 den W ={ay,,a,,,a,,} yakmnlik gamma halkas
ve W nun S = {aoo,am} alt yakinlik gamma halkas1 goz oniine alinsin. Her &,¢ € S, her
welW veher el igin k+(eN,(B) S, ~LeS, wBleN,(B) S ((pweN,(B) S)

oldugu goriiliir. Boylece Tanim 3.4.10 dan S , W nun bir yakinlik gamma idealidir.

Teorem 3.4.13. W < O bir yakinlik gamma halka, J,,J, W ve N, (B)* J,, N, (B)* J,

birer toplamsal grupoid ve I'-grupoid olsun. Bu durumda J,,J, W nun iki yakinlk

gamma ideali ve
(Nr (B)*Jl)m(Nr(B)*‘]Z):Nr(B)*(‘]lmJZ)

ise J,NJ,, W nun bir yakinik gamma idealidir.
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Sonug¢ 3.4.14. W bir yakinlik gamma halka ve W nun yakinlik gamma ideallerinin bos

olmayan bir ailesi {Jl. | ie A} olsun. O zaman N, (B)* J, ler birer toplamsal grupoid ve I'-

grupoid olmak lizere,

(. () 2087 (1]

ieA ieA

ise ﬂJ ;» W nun bir yakinlik gamma idealidir.

ieA
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4. GENELLESTIRILMIiS YAKINLIK HALKALAR

Bu boliimde yakin yaklagim uzayinda iki islemli cebirsel yapilarin bir genellestirmesi
olarak yakinlik gamma yakin halka kavrami tanimlanmistir. Birinci kisimda alt yakinlik
gamma yakin halka, yakinlik gamma ideal kavramlari ve ilgili sonuglar verilmistir. ikinci
kisimda da zayif denklik bagntisi ile belirlenen yakin zayif kalan siniflar1 ve yakin zayif

kalan siniflarinin yakinlik gamma yakin halkasi insa edilmistir.

4.1. Yakinhk Gamma Yakin Halkalar
Tanmm 4.1.1. N,I' c O birer toplamsal yakinlik grubu olsun. Her k,{,me N ve her
B,7 el icin asagidaki sartlar saglanirsa N ye yakin yaklagim uzayinda bir I'-yakin halka
(kisaca yakinlik I'-yakin halka) denir:

(NIN,) kBteN,(B) N,

(NTN,) (k+¢€)m=kpBm+Lfm ozelligi N, (B) N de saglanir,

(NTN,) (kBe)~m=kp(¢~m) ozelligi N, (B)* N de saglanr.

Ornek 4.1.2. O= {kl ; ‘ 0<i,j< 4} algilanabilen nesneler kiimesi ve

(p:(’)—)V:{vl,vz,v3,v4,v5,v6,v7,v8}

¢ikarim fonksiyonu Tablo 4.1 deki gibi tanimlanmak tizere, B = {go} < F olsun.

Tablo 4.1. O da tamimlanan ¢ikarim fonksiyonu

k k k

02 03 04

¢ vy vy Ve Ve Vs v Vs Ve v
| ks ks, Ky k., ky kys Ky
¢ | Vs Vs Vs Vs V7 Vs Vs
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Boylece

[k ], = {k €O (k)= (ky) =7}
= {oo}>
¢={ke(9|gpk) ¢k01) Vz}
= {ko}
(p={ke(’)‘¢) =0 (k) Vz}
kel
:[k44]
(p={ke(9‘¢) ¢(ko3)="5}
:{kos ko> ks k41}
:[k04] _[12] [ ](p
w:{keo‘(o ¢ (k) = V4}
= {kio, ki1 §
=[k11]
[ks], ={k €O (k) =o(ks) =
{k13 Ky ks k31}
=[k.1], =[kx], =[k:1],-

{ke(’)‘(p :(P(k14):"7}
{k14 k20 k24 k32 k42}

= 20] =[, ] =k 2] [k42](p,
{ke(’) ‘(p :(p(k23):v8}
:{k23,k30,k33,k34,k40,k43}
[k30 ](,, = [k33 ](/, = [k34 ]q, = [k4o ](p = [k43 ](p

(%],

k],

bulunur.
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Bu durumda €, = {[ky ][k ], [k ] [k, [k, [0 [, T, ) din O

zaman r=1 1igin O nun ayngimlarmm kiimesi NI(B):{‘QW} olur. O halde

N ={ky, ko ko) ve T ={ky.ky,} olmak iizere,

MBYN= U [&]

[k-/-] NN=J
= {koo } 9 {eor O { kg Ky}
{kOO’kOI’kIO’k }
ve
vBYT= U [&]
(k] ,nT=2
= {koo }  {kor- Ko}
{koo’kozak }
elde edilir.

O tzerinde "+ " ikili islemi (birinci toplama)

ki + k,,=k, ,i+tm=p(2)ve j+n=r(2)

1 %mn )4

olmak tizere,

+: OxO 5 0O
(kk)Hk+k =k

ij>"mn 1 “mn pr

seklinde tanimlansin.

Bu durumda (N , +1) bir yakinlik gruptur. Gergekten,

Her k,0 e N igin k+ ¢eN,(B) N dir.

Her k,0,me N igin (k+,£)+, m=k+, ({+ m) ozelligi N,(B) N de saglanr.
Her k € N igin k+ ey =ey + k =k olacak bicimde bir e, € N, (B) N vardir.

Her k€ N igin k+, ¢ ={+ k =e, olacak bigimde bir £ € N vardir.
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Ayrica O tizerinde "+, " ikili islemi (ikinci toplama)

k,+,k,, =k, ,i+m=s(4) ve j+n=t(4)

J 2 %mn

olmak iizere,

+,: Ox0O - O
(k k ) = ko k =k

ij > mn ij 2V mn st

seklinde tanimlansin.

O zaman (T, +,) bir yakinlik gruptur. Gergekten,

e Her a,fel i¢in a+,feN,(B) T dr.

Her a,,neT igin (a+, B)+,y=a+, (B +, ) Ozelligi N, (B) T dasaglanr.

Her a eI’ i¢in a+, e- =e- +, =a olacak bigimde bir e, € N, (B) I' vardur.

Her ¢ €T igin a+, f =B+, a =e. olacak bigimde bir B eT" vardur.

ky + ko =k, 2N oldugundan N, "+" ikili islemine gore bir grup degildir ve

bdylece N bir I' -yakin halka degildir.

O iizerinde bir islem
OxI'xO - @
(kyokunk,,) Bk ko k,, =k,

ij2> " uv? 'mn ij uv "mn

seklinde tanimlansin.

Tanim 4.1.1 den N bir yakinlik I'-yakin halkadir. Gergekten, her k,¢,m € N ve her
B, el igin

(NTN,) kpteN,(B) N,

(NTN,) (k+ €)Bm=kBm+ (fm dzelligi N,(B) N de saglanr,

(NT'N,) (kBl)Nm=kpB(l~m) bzelligi N,(B) N de saglanr.
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Lemma 4.1.3. Biitiin I"-yakin halkalar bir yakinlik I"-yakin halkadir.
Ispat. N = N, (B) N oldugundan istenilen sonug kolaylikla elde edilir.

Lemma 4.1.4. Biitiin yakinlik I'-halkalar bir yakinlik I'-yakin halkadir.
Ispat. Yakinlik I'-halka tanimindan istenilen sonug ortaya cikar.

Bir yakinlik I'-yakin halka her zaman bir I'-yakin halka degildir. Ayn1 sekilde bir
yakinlik I'-yakin halka her zaman bir yakinlik I'-halka degildir.

Ornek 4.1.5 ve Ornek 4.1.6 da, Lemma 4.1.3 ve Lemma 4.1.4 iin karsitlarinin dogru

olmadig1 gosterilmektedir.

Ornek 4.1.5 Ornek 4.1.2 den N bir yakinlik I'-yakin halkadir. Ancak k,,k,, € N icin

ky, + ko, =k, €N oldugundan N bir I -yakin halka degildir.

Ornek 4.1.6. Ornek 4.1.2 den N bir yakilik T -yakin halkadir. Fakat ,y,k, € N ve kj, €T’
icin koo, (Ko +, ko) # (Kiokoskoy )+ (Kigkookiy) oldugundan N bir yakilik I'-halka

degildir.
Lemma 4.1.7. N c O bir yakinlik I'-yakin halka ve 0, € N olsun. Her k,/ e N ve her
~el igin 0,vkeN ise

i) Oy~vk=0,,
(ii) (—k)ﬂ{f = —(kﬁ{ﬁ) dir.

Ispat. (i) Her k € N ve her ~ €T icin

0,k =(0,+0y)vk=0,~k+0,~k
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dir. Boylece yakin birim elemanin tekliginden 0, ~k =0, dir.

(ii) (i) den O~ ¢ = ((—k) + k) ~N = (—k) ~NL+k~C elde edilir. O zaman ters elemanin

tekliginden (—k )~ ¢ =—(k~¢) dir.

Her k,¢ € N veher v el i¢in k~0, =0, ve kﬁ{(—ﬁ) :—(kﬁ{f) esitlikleri her zaman

saglanmayabilir.

Tanim 4.1.8. N bir yakinlik I'-yakin halka olsun.
S ={keN‘k~{ON =0,, ﬂ{el“}
kiimesine N nin sifir simetrik kismai,
S, ={keN |k~0y =k, ~eT}

kiimesine de N nin sabit kismi denir.

N =S5, ise N ye sifir simetriktir denir. N =S, ise N ye sabittir denir.

Her k,leN ve her ~el i¢in d~(k+{0)=d~k+d~{ bzelligi N, (B)* N de
saglaniyorsa d ye bir dagilmali eleman denir. N deki tim dagilmali elemanlarin kiimesi

de N, ile temsil edilir. N=N, ise N ye dagilmalidir denir.

Tanim 4.1.9. N,'c O, N bir yakinlik I'-yakin halka ve (S,+), (N,+) nin bir alt

yakinlik grubu olsun. Bu durumda ST'S € N, (B )* S ise S ye N nin bir alt yakinlik I'-

yakin halkas1 denir.

Ornek 4.1.10. N bir yakinlik I'-yakin halka olsun. S, ve S,, N nin birer alt yakinlik
I"-yakin halkasidir.
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Teorem 4.1.11. N, c O, N bir yakinlik I'-yakin halka, Sc N ve N,(B)*S bir

toplamsal grupoid ve bir T" -grupoid olsun. O zaman S nin N nin bir alt yakinlik I"-yakin

halkas1 olmasi igin gerek ve yeter kosul, her s € § i¢in —s € § olmasidr.

Ispat. (=): §, N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasi olsun. Bu durumda (S,+) bir

yakinlik gruptur. Boylece her s € S igin —s € § dir.

(<): Her se§ igin —s€§ olsun. N, (B)* S bir toplamsal grupoid oldugundan ve
Teorem 3.1.7 den (S,+) bir yakinlik gruptur. Her p,r,s € S veher f,~el icin SC N ve
NV(B)*S bir I'-grupoid oldugundan pBr,r~seN,(B)'S ve (pfr)~ns=pB(rvs)

ozelligi N, (B)* S de saglanir.

Bundan baska N, (B)* S bir toplamsal grupoid ve bir I'-grupoid, N de bir yakinhk

I'-yakin halka oldugundan (p+7r)fs =(pfs)+(rBs) dzelligi N, (B) S de saglanur.
Boylece S, N nin bir alt yakinlik I"-yakin halkasidir.

Tamm 4.1.12. N,I'c O, N bir yakinlik I"-yakin halka ve J, (N ,+) nin bir alt yakinlik

grubu olsun. N, (B)* J bir toplamsal grupoid ve bir I"-grupoid olsun. Asagidaki 6zellikler

saglaniyorsa J ye N nin bir yakinlik I'-ideali denir:
(NT1,) JIN ={x~k|xeJ,nel,ke N} N,(B) J,
(N Flz) Her k,l e N ,her xeJ veher yeT igin k~({+x)—k~leN, (B)*J dir.
Yalnizca (N FII) saglaniyorsa J ye N nin bir sag yakinlik ['-ideali, yalnizca

(N 172) saglaniyorsa J ye N nin bir sol yakinlik I'-ideali denir.
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Ornek 4.1.13. Ornek 4.1.2 deki N ={ky, k., k,} yakmlik T'-yakin halkasi ele alnsin.
J =N kabul edelim. J, N nin bir toplamsal alt yakinlik grubu, Ornek 4.1.2 deki
OxI'xO — O isleminin tanimindan JTN =.J ve Jc N, (B) J oldugundan J, N nin

bir sag yakinlik I'-idealidir.

Ayrica her k,{e N, her xeJ ve her yel igin kﬁ{(€+x)—k~{€eN,(B)*J

oldugundan J, N nin bir sol yakinlik I'-idealidir. Béylece J, N nin bir yakinlik I'-

idealidir.
Not 4.1.14. N nin biitiin yakinlik I'-idealleri N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasidir.

Teorem 4.1.15. NN O, N bir yakinhik I'-yakin halka, I,Jc N ve Nr(B)*I,

N, (B) J birer toplamsal grupoid ve I'-grupoid olsun. O zaman /,J N nin iki sag (sol)

yakinlik I'-ideali ve

(¥, (B) 1) (N, (B) 7)=N,(B) (1nJ)

ise INJ, N nin bir sag (sol) yakinlik I'-idealidir.

Ispat. 7 ile J, N nin birer sag yakinlik I'-ideali oldugundan /TN gNr(B)*I ve

JTN c N, (B) J dir. Bu durumda

(IﬁJ)FN {xﬂ{k|keN,'\{eF,xelmJ}

{xwk|keN,~{eF,xel veer}
{xwk|keN,ﬁ{eF,xel}m{wakeNm{eF,er}
ITNNJIN

(v, (B) 1)~ (N, (B) )

=N, (B) (1)

IN
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olur. Boylece (/nJ)IN c N, (B)* (InJ) oldugundan I ~J, N nin bir sag yakinlik I'-

idealidir.

xelNnJ olsun. [ ile J, N nin birer sol yakinlik I'-ideali olarak alinirsa, her

k,l e N veher el igin

kﬁ{(£+x)—k'\{€ EN, (B)*I ve k'\{(€+x)—k~{£ eN,(B)*J
dir. Buradan
kﬁ{(€+x)—k'\(€e(N,(B)*I)m(Nr (B)*J)
ve hipotezden

kﬂ((f-l—x)—lmﬁ eN, (B)* (ImJ)
elde edilir.

Boylece /NJ, N nin bir sol yakinlik I'-idealidir.

Sonuc 4.1.16. N,I' c O ve N bir yakinlk I'-yakin halka olsun. J; €N (1<i<n,n>2)

ve N, (B) J, birer toplamsal grupoid ve I'-grupoid olsun. O zaman J, ler N nin birer sag

(sol) yakinlik I'-ideali ve ﬂ N, (B)*Jl =N, (B)*( m JIJ ise ﬂ J. de N nin bir sag

1<i<n 1<i<n 1<i<n

(sol) yakinlik I'-idealidir.

4.2. Yakin Zayif Kalan Simiflarimin Yakinhk Gamma Yakin Halkasi
N,I'c O, N bir yakinlik I'-yakin halka ve §, N nin bir alt yakinlik I'-yakin

halkasi olsun. O halde &,/ € N olmak lizere, N nin elemanlar1 arasinda

k=~ = k+(-0)eSU{0,}

seklinde bir " ~, "bagmtis1 tanimlanabilir.
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Teorem 4.2.1. N bir yakinlik I'-yakin halka olmak iizere, " =, " bagntist N {izerinde bir

sag zayif denklik bagintisidir.

Ispat. (N ,+) bir yakinlik grup olduguna gore, her k€ N igin —k € N dir. k+(—k) =0,
den k=, k olur. Her k,/ e N i¢in k=, ( ise k+(—()eSU{0,}, yani k+(—()e S veya

k+(-)e{0,} dir.

( 0 ) €S ise S, N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasi olduguna gore
—(k+(~)) €S olur, yani (+(—k)eS dir. Budurumda / ~, k elde edilir. k+(—¢)e{0,}
=4

ise k+(—()=0, dir. O zaman (+(—k)= —(k+(—€)) =-0, =0, ve buradan /=, k olur.
Boylece " =, " bagintist N iizerinde bir sag zayif denklik bagmtisidir.

Herhangi bir k€ N i¢in " =, " bagintisinin N de belirttigi sinif:

k,={teN|t~, k}

={teN|t+(-k)eSU{0,}}

={leN |l+(-k)eS veya (+(~k) {0 }}
0

v

feN|£eS+k veya l = k}

{feN|€eS+kveya €+( k)
={
{S+k|seS keN, s+keN} {k}

dir.

Tamm 4.2.2. N bir yakinlik I'-yakin halka olmak iizere, " =, " bagintisinin N de belirttigi

sinifa bir yakin sag zayif kalan sinifi denir.
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Herhangi bir £ € N igin yakin sag zayif kalan sinifi S +k ile temsil edilir. O zaman

S+k={s+k|seS, keN,s+keN}|U{k

olur.

N bir yakinlik I'-yakin halka ve S, N nin bir alt yakinlik I"-yakin halkasi olsun. O

halde k,/ € N olmak iizere, N nin elemanlar1 arasinda

k=, 0= (-k)+eSu{0,}

seklinde bir " =, " bagintis1 tanimlanabilir.

Teorem 4.2.3. N bir yakinlik I'-yakin halka olmak iizere, " =, " bagintist N {izerinde bir

sol zay1f denklik bagintisidir.

Ispat. (N ,+) bir yakinlik grup olduguna gére, her k€ N i¢in —k € N dir. (—k)+k=0,
den k=, k olur. Her k,/ e N igin k~, ( ise (—k)+(eSU{0,}, yani (—k)+/eS veya

(=k)+ {0, dir.

(—k)+€eS ise S, N nin bir alt yakinhk [I'-yakin halkasi olduguna gore
—((—k)+€)=(—€)+keS dir. Bu durumda (=, k elde edilir. (—k)+(e€{0,} ise

(—k)+¢=0, olur. O zaman (—()+k = —((—k) +£) =-0, =0, ve buradan /=, k bulunur.
Boylece " =, " bagmtist N iizerinde bir sol zayif denklik bagintisidur.

Herhangi bir k € N igin " =, " bagintisinin N de belirttigi sinif:
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ky={teN|l~ k|
leN k=, 1]
(e N|(-k)+LeSUfo,}]

(eN‘ﬁek+S veya (—k)+€:0N}

(eN|€ek+S veya (:k}
k+s|seS,keN,k+seN}u{k}

{
{
{(eN ‘(—k)+€eS veya (—k)+€e{ON}}
{
{
{

dir.

Tamm 4.2.4. N bir yakinlik I'-yakin halka olmak iizere, " =, " bagintisinin N de belirttigi

sinifa bir yakin sol zayif kalan sinifi denir.

Herhangi bir £ € N i¢in yakin sol zayif kalan sinifi £+ ile temsil edilir. O zaman

k+S={k+s|seS,keN, k+seN|ju{k}
dir.

lgr =S+k ve /ge =k+S olmak iizere, (N,+) yaknlik grubu abel ise lgr = lgé olur. Bu

durumda /gr ve l:té notasyonlar1 yerine sadece k kullanlir,

N bir yakinlik I'-yakin halka ve S, N nin bir alt yakinlik I -yakin halkasi olmak

uzere,

N/ ={k+S |keN}

N nin § ile belirlenen tiim yakin sol zayif kalan siniflarinin kiimesidir.

Burada N nin yerine N, (B) N almirsa

(N, (BY N)/_={k+S|keN,(B) N}

r

elde edilir. O zaman
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k+S:{k+s ‘SES, keNr(B)*N, k+seN}u{k}

dir.

Tamm 4.2.5. N bir yakinlik I'-yakin halka ve S, N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasi

olsun. k,/ € N i¢in k+S ve (+S sirasiyla k ve ¢ elemanlari tarafindan belirlenen yakin

sol zayif kalan smiflar olsun. O halde k+/e N, (B)* N elemanimin belirledigi yakin sol

zayif kalan smifi
(ke 0)+s|ses krreN, (BY N, (k+t)+s e Nfulk+)
seklinde tanimlidir. Buna yakin sol zayif kalan siniflarinin toplami denir ve

(k+S)®((+S8)=(k+0)+S

ile temsil edilir.

Tamm 4.2.6. N bir yakinlik I'-yakin halka ve S, N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasi

olsun. k,/ € N i¢in k+S ve (+S sirasiyla k ve ¢ elemanlari tarafindan belirlenen yakin

sol zay1f kalan siniflar olsun. O zaman S el i¢in kSl e N, (B)* N elemaninin belirledigi
yakin sol zayif kalan sinifi

{(kBO)+s | seS, kB e N, (B) N. (kBt)+s e NfLikpe)
seklinde tanimlidir ve

(k+S)B(L+S)=(kpt)+S

ile temsil edilir.

Tamm 4.2.7. N,I'c O, N bir yakinlik ['-yakin halka ve S', N nin bir alt yakinlik I'-

yakin halkasi olsun. N/_, N nin S ile belirlenen tiim yakin zayif kalan siniflarinin kiimesi

ve &, (X ), X e go(O ) kiimesinin tanimsal yakinlik kiime ailesi olmak tizere,

NGB (NL)= U ()

gq,(X)@N/;@
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kiimesine N /_ nin st yaklagimi denir.

Teorem 4.2.8. N,I'c O, N bir yakinlik I'-yakin halka ve S, N nin bir alt yakinlik I'-
yakin halkasi olsun. O halde N/_, N nin § ile belirlenen tiim yakin zayif kalan siniflarinin

kiimesi olmak tizere,

ise N/_,her k,/ € N veher eI i¢in

(k+S)®((+S)=(k+10)+S,
(k+S8)B(L+S)=(kpt)+S

seklinde tanimlanan islemlere gore bir yakinlik I -yakin halkadir.

Ispat. (N, (B)' N ) /.= N,(B) (N/_) olsun. N bir yakilik I"-yakin halka olduguna gore,

Teorem 3.1.10 dan (N / z,(—D) bir yakinlik grubudur.

(N FNI) N bir yakinlik I'-yakin halka olduguna gore, her k,/ € N ve her fel’

icin kf/ eN,,(B)* N dir. O zaman her k+S,/+S e N/_veher ST i¢in
(k+S) B(¢+8)=(kpt)+S (N, (B) N)/.

dir. Hipotezden (k+S)B(¢+S)eN,(B) (N/.) olur.

(N FNZ) N bir yakinlik I'-yakin halka oldugundan dagilma 6zellikleri N, (B)* N

de saglanir. Tanim 4.2.5 ve Tanim 4.2.6 dan her k+S,/+S,m+S e N/_ veher ST igin

((k+€),6’m)+S € (Nr (B)* N) /. olmak tizere,
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dir. O halde hipotezden sagdan dagilma dzelligi N, (B) (N /_) da saglanir.

( N FN3) N bir yakinlik I'-yakin halka oldugundan birlesme 6zelligi N, (B) N de

saglanir. Bu durumda her k+S,/+S,;m+SeN/_ ve her a,fel igin

((ka()ﬁm) +S e (Nr (B)* N) /. olmak tizere,

((k+S8)a(t+8))B(m+S)=((kat)+S)B(m+S)
(kact) pm)+S

(
(
(ka(tpm))+S
(
(

k+8)a((tpm)+S)
k+S8)a((+S)B(m+S))

olur. O zaman hipotezden N, (B) (N/_) da birlesme &zelligi gergeklenir.

Boylece N/_ bir yakinlhik I'-yakin halkadir.

Tanmim 4.2.9. N bir yakinlik ['-yakin halka ve S, N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasi

olsun. N/_ yakmlik I'-yakin halkasma N nin S ile belirlenen tim yakin zayif kalan

siniflarinin yakinlik I" yakin halkasi veya yakinlik bolim I'-yakin halkasi denir ve N/, S

ile temsil edilir.
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Ornek 4.2.10. Ornek 4.1.2 den N ={ky, k. k,,} ve I'={ky,ky,} olmak iizere, N bir
yakinlik I'-yakin halkadir.

S ={ky, ky} = N dikkate alinsin. Bu durumda =1 igin

NI(B)*S: U I:klj:|

[1/ NS

= oo} 9 {or )
{kOO’ }

ve
NB)YT= U k],
[k,j] N0
= {koo } O ko s}
{kOO’kOZ’k }
olur.

S, N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasidir. Gergekten,

kij+ k,,=k, ,i+m=p(2)ve j+n=r(2)

1 %mn

olmak iizere, Ornek 4.1.2 de tanimlanan

+: Ox0O - O

(kk)|—>k+k_k

ij > mn 1 %mn pr

islemine gore N, (B) S bir toplamsal grupoiddir.

Ayrica Ornek 4.1.2 de tanimlanan

OxI'xO > O
(kk k)|—>kkk =k,

ij>uv? 'mn ij uv "mn

islemi dikkate alinursa N, (B)" S bir -grupoiddir.
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Bu durumda -k, =k, €S ve —k, =k, €S oldugundan ve Teorem 4.1.11 den S,

N nin bir alt yakinlik I'-yakin halkasidir.

O zaman N nin § ye gore belirlenen tim yakin sol zayif kalan smiflar1 bulunabilir.

O halde yakin sol zayif kalan sinifinin tanimindan

koo +8 = {kogs kot } Uk} = koKt
ko +8 = {koy koo } O Loy} = koo Koy }
ko +S =1{kyo} Uik} ={ko}

elde edilir.

Béylece N/_ ={ky+S,k,+S} olur

NI(B)* N ={ky,ky, ko, k;,} oldugundan NI(B)*N nin S ye gore belirlenen tiim
yakin sol zayif kalan siniflari, yukarida elde edilen yakin sol zayif kalan siniflarina
k11 +85= {km klO} U{kn} = {kIO’ kll}
yakin sol zayif kalan smifi da ilave edildigi takdirde tespit edilmis olur. Boylece

(M (B) N)/. ={ky + S, kg + S, k, + 5} olarak bulunur.

Tanim 4.2.5 ve Tanim 4.2.6 da belirtilen islemler uygulanirsa Tablo 4.2 ve Tablo 4.3
asagidaki gibi elde edilir.

Tablo 4.2. N/_ da tanimlanan toplama islemi

® ko +S ko, +S
koo +S ko +S ko, +S
ko, +S ko,+S ky +S
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Tablo 4.3. N/_ da tamimlanan ¢carpma islemi

a ko +S ko +S
ko +S ko +S ko +S
ki, +S ko +S ko +S

(N, (B) N)/: < N, (B) (N /.) oldugunu gérmek igin (N1 (B) N)/: dan alinan her

elemanin N, (B) (N/_) da yer aldigin gdstermek yeterlidir.

O(N/)={®(4)| 4eN/|
={@( kOO+S (kyy+S)}
:{ (D(klo)}
={vl,vz,v4}

oldugundan N, (B) (N /_)={ky +S,ky + S,k +S,k, +S} bulunur.

Boylece (Nr (B) N)/ c N,(B) (N/_) olduguna gére, Teorem 4.2.8 den N/_ bir

yakinlik I'-yakin halkadir.
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5. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Fuzzy kiimeler, yaklasimli kiimeler ve yakin kiimeler, son yillarda matematik ve

miithendislik gibi teorik ve uygulamali alanlarda dikkat ¢ekici bir yere sahip olmustur.

Bu yiiksek lisans tezinde, yakinlik cebirsel yapilar ile alakali incelemeler sonucunda
tezi sekillendirmek ve yeni genellestirilebilecek sonuglari ortaya ¢ikarmak igin tez
hedefleri belirlenmistir. Bu hedefler dogrultusunda yakinlik gamma yakin halka kavrami
tanimlanmistir. Bundan bagka alt yakinlik gamma yakin halka, yakinlik gamma ideal ve
zay1f denklik bagintist gibi yeni kavramlar gelistirilmis ve bu kavramlara bagl olarak

0zglin bulgular elde edilmistir.

Bu yiiksek lisans tezi literatiire yeni bir bilimsel deger katmakta olup, bu tez ile geng
matematikgilerin yakinlik cebirsel yapilar teorisine olan ilgisini artirarak bu teorinin

gelisimine katki saglanmasi amaglanmistir.
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