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OZET

YAKINLIK HALKALARIN ASAL iDEALLERI

Esma KARAMAN
Matematik Anabilim Dah

Adiyaman Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, 22 Arahk/2022
Damisman: Dog. Dr. Mehmet Ali OZTURK

Bu yazida cebirsel yapilar i¢in farkli bir yaklagim sunuyoruz. Ciinkii siradan cebirsel
yapilar kavraminda bir cebirsel yap1, bir veya daha fazla ikili islem igeren bos olmayan soyut
noktalar kiimesinden olusur ve belirli aksiyomlar1 karsilamasi gerekir. Ancak zayif yakinlik
yaklasim uzayinda algisal nesneleri (soyut olmayan noktalar) kullanabiliriz. Bu bir gergek
yasam gibidir. Bu tezde, zayif yakinlik yaklasim uzayinda ideallerin bazi 6zellikleri ele
alinmaktadir. Zayif yakinlik yaklasim uzaylarinda halkanin bir alt kiimesi tarafindan iiretilen
tist yakinlik idealini tanimladik ve bu ideallerin baz1 6zelliklerini tanittik. Ayrica, yakinlik
halkalarinda yakinlik asal ve yakinlik maksimal ideallerini tanimladik ve bu ideallerin bazi

ozelliklerini inceledik.

Anahtar Kelimeler: Yakin kiimeler; Yakinlik yaklagim uzaylari; Zayif yakinlik
yaklagim uzaylar1; Gruplar; Halkalar; Asal idealler; Yakinlik yari-gruplar; Yakinlik gruplari;
Yakinlik halkalari; Yakinlik asal idealleri; Yakinlik maksimal idealleri.



ABSTRACT

PRIME IDEALS OF THE NEARNESS RINGS

Esma KARAMAN
Department of Mathematics

Adiyaman University, Graduate Education School,“22 Df,cember/2022
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Ali OZTURK

In this paper, we introduce a different approach for algebraic structures. Because, in
the concept of ordinary algebraic structures, an algebraic structure consists of a nonempty
set of abstract points with one or more binary operations, and it is required to satisfy certain
axioms. But, we can use perceptual objects (non-abstract points) on weak nearness
approximation space. This is like as a real life. The problem considered in this paper is to
determine such features of ideals on weak nearness approximation space. We defined that
upper nearness ideal generated by a subset of the ring on weak nearness approximation
spaces and introduce some properties of these ideals. In addition to this, it is defined that
nearness prime and nearness maximal ideals of the nearness rings and introduce some

properties of these ideals.

Keywords: Near sets; Nearness approximation spaces; Weak nearness approximation
spaces; Groups; Rings; Prime ideals; Nearness semigroups; Nearness groups; Nearness

rings; Prime nearness ideals; Maximal nearness ideals.
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ETiK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; ¢aligmamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu g¢alismanin Adiyaman
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit Program1’yla tarandigim ve higbir
sekilde “intihal igermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili
yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki

ve hukuki sonuclart kabul ettigimi bildiririm.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Tamsayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Karmasik sayilar kiimesi

: Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlar1 kiimesi
: Tanim uzunlugu

: Algilanabilen nesneler kiimesi

: Cikarim fonksiyonu

: Nesne tanimlamasi

: Ornek nesnelerin kiimesi



1.GIRIS
Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde, tezin giris kismi bulunmakta ve tezin basitce tanitimi yapilmaktadir. Ikinci
boliimde, onceki calismalar baghgi altinda tezde kullanilan ve faydalanilan kaynaklar
ozetlenmistir. Ugiincii boliimde, temel kavramlar adi altinda, yakin kiimeler ve temel
yaklasim uzay1, zayif yakinlik yaklagim uzayi, yakinlik grubu, yakinlik halkasi ve yakinlik
ideallerin temel 6zellikleri igeren ii¢ kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, temel yaklasim
uzay1 genisletilerek; yakinlik yaklagim uzay:1 tanimlandi. Yakinlik yaklasim uzay1 tizerinde
alt yaklagim, iist yaklagim ve siir bolgesi tanimi yapildi. Bu kiimelerinde yakin kiime
oldugu teoremlerle ispat edildi [1], [2]. ikinci kistmda zayif yakinlik yaklasim uzay1 tanimi
ve temel 6zellikleri verildi [3]. Uglincii kisimda ise yakinlik yaklasim uzayimda grup, halka
ve idealin tanimi yapildi. Dordiincii boliimde, bulgular ve tartisma baslig1 altinda yakinlik
halkalarinin bir alt kiimesi tarafindan tiretilen yakinlik ideali tanimi1 yapilip, asal yakinlik ve
maksimal yakinlik ideallerinin tanimu ile birlikte teorem ve 6rneklere yer verildi. Besinci
boliim olan sonu¢ bdliimiinde ise bu calismanin daha sonra yapilacak ¢alismalara hangi
konularda onciiliik yapilacag belirtilmistir.
Bu tezin amaci, yakinlik halkalarinin bir alt kiimesi tarafindan iiretilen yakinlik ideali
konusuna girmek ve bu cebirsel yapilarin temel yaklagim o6zelliklerinden bazilarim

incelemektir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Kiime teorisi Ozellikle miihendisler ve matematikg¢iler i¢in ¢ok Onemli bir aractir.
Calismalarinda kiime teorisini temel alirlar. Arastirmacilar, siradan kiime teorisi yetersiz
oldugunda yeni yaklasimlar tanimladi. Ciinkii ger¢cek diinya dogasi geregi belirsiz, kesin
olmayan ve anlasilmazdir. Sistem tanimlamasindaki cesitli problemler, dogas1 geregi esasen
olasilik dis1 olan 6zellikleri igerir [4]. Bu duruma yanit olarak Zadeh [5] olasilik teorisine
alternatif olarak bulanik kiime teorisini ortaya atti. Daha sonra 1982’de Pawlak tarafindan
Onerilen kaba kiime teorisi, karar niteliklerinde farkli degerlere sahip ayirt edilemez
unsurlarin neden oldugu belirsizlige odaklandi [6]. Diinya ¢apinda kaba kiime teorisine ve
son yillarda uygulamalarina olan ilgide hizli bir artis olmustur. 1999 yilinda Molodtsov [7]
bu zorluklarin teorinin parametrelestirme aracinin yetersizliginden kaynaklanabilecegini 6ne
stirmiigtiir. Ayrica bu zorluklarin {istesinden gelmek i¢in Molodtsov [7] olagan teorik
yaklagimlardan rahatsiz eden zorluklardan bagimsiz belirsizliklerle basa ¢ikmak i¢in yeni bir
matematiksel ara¢ olarak yumusak kiime kavramini tanitti.

2002 yilinda J. F. Peters, kaba kiime teorisinin bir genellemesi olarak yakin kiime
teorisini ortaya atti. Bu teoride Peters, nesnelerin yakiligimi ve dolayisiyla evrensel
kiimemizin nesnelerin mevcut bilgilerine gore siniflandirilmasini tanimlamak i¢in nesnelerin
ozelliklerini kullanir. Yakin kiime teorisi kavrami, goriintii analizi ile motive edildi ve
tanidik fiziksel nesnelerin yakinliginin algilanmasi lizerine bir ¢alismadan ilham aldi. Yakin
kiime teorisi farkli algisal graniillerdeki nesneler arasindaki yakinliklar: tanimlamak ve ayirt
etmek i¢in bir temel olusturan arastirma islevlerinin se¢imi ile baglar. Bir aragtirma islevi,
bireysel biyolojik organizmalarin goriintiileri veya davranislar1 gibi fiziksel nesnelerin bir
ozelligini temsil eden gergek degerli bir islevdir. [8] te nesnelerin yakinligini tanimlamak
i¢in nesnelerin 6zelliklerine bagh bir ayirt edilemezlik iliskisi iginde verilmistir. Daha yakin
tarthli ¢aligmalarda benzer bos olmayan kiimelerin yakinligim1 arastirmak ig¢in
genellestirilmis bir yaklagim teorisi olarak kabul edilmistir (Bkz. [1], [9], [10], [2] ve [11]).

Cebirsel yapilardaki elemanlar1 somut elemanlara doniistirmek icin yakin kiime
teorisini kullanabiliriz. Clinkii siradan cebirsel yapilar kavraminda, bdyle bir yap1 bos
olmayan soyut noktalardan olusur. Ancak bu, ger¢ek yasam sorunlar1 i¢in kullanigl degildir.
Cebirsel yapilar inceleyen tiim arastirmacilar soyut 6geleri dikkate alir. Ancak bunlari
calismamizda bir siire kullanmak yetersiz kalmaktadir. Yakin kiime teorisinde algisal

nesneleri (soyut olmayan noktalar) kullanilir. Algisal nesneler, bir elma i¢in renk olgunlagsma
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derecesi gibi bazi ozelliklere sahiptir. Temel arag, yakinlik yaklagim uzaylar1 veya zayif
yakinlik yaklasim uzaylari lizerine kurulmus cebirsel yapilarda algisal nesnelerin alt
kiimelerinin iist yaklasimlarinin ele alinmasidir. Siradan cebirsel yapilar ile yakinlik cebirsel
yapilar1 arasinda iki 6nemli fark vardir. Birincisi soyut olmayan noktalarla calisirken,
dikkate alinir.

N,Z, QR ve C sayr kiimeleri miihendislik alaninda ¢ok kullanishdir. Fakat
N,Z, Q R ve C kiimelerinin elemanlarinin bir ve sadece bir 6zelligi vardir. Sadece bir
0zellige sahip olan nesneleri aragtirmak yeterli degildir. Ciinkii bir¢ok nesnenin (canl veya
cansiz) gercek hayatta birden fazla 6zelligi vardir. Bu nedenle birden fazla 6zelligi olan
algilanabilir nesneleri dikkate alinmalidir. Ustelik; N,Z, Q, R ve C kiimelerinin elemanlari
tek bir 6zellige sahip oldugundan bu kiimelerin alt-iist yaklasimlar1 ve kendisi r =n (n €
Z*) i¢in birbirine esittir. N,Z, Q, R ve C kiimeleri cebirsel yapilar, yakinlik cebirsel
yapilardir.

Birgok arastirmaci cebirsel yapilar1 bulanik kiime, kaba kiime ve esnek kiime gibi
farkl1 kiimelerde tanimlamustir. Ornegin, bir grup iizerinde, bulanik grup tanimladilar. Ancak
yakinlik cebirsel yapilar1 onlardan farkli olarak, elemanlarin birden fazla 6zellikleri olan bos
olmayan bir kiime iizerinde tanimlanir. Bu nedenle, G bir yakinlik cebirsel yap1 olmak iizere;
G c N, (B)*G ozelligine sahip yakinlik cebirsel yapisin 6zellikleri incelenmesi gerekir (Bkz.
[12]).

2012 yilinda, Inan ve Oztiirk yakilk gruplari kavrammi incelemis ve temel
ozelliklerini aragtirmigtir [13, 14]. [15] den sonra yakinlik yar1 gruplari ve yakinlik halkalari
olusturuldu ve temel ozellikleri ([16], [3], [13], [17] ve [18] da yakin kiimelerin diger
cebirsel yaklagimlari) arastirildi.

Son zamanlarda Oztiirk [19] yari-halka teorisinin bir genellemesi olan yakinlik yari-
halka teorisini kurmus (Bkz. [20]) ve yakinlik yari halkalarin ve ideallerinin bazi
Ozelliklerini analiz etmistir. Daha sonra arastirmacilar, yakinlik yari halkalarin cesitli
ideallerinin 6zelliklerini arastiran ¢alismalara devam ettiler. (Bkz. [21], [22], [23], [24], [25],
[26] ve [27]).

Bu tezde ele alinan problem, zayif yakinlik yaklasim uzayindaki halkalarin
ideallerinin 6zelliklerini belirlemektir. Halkanin bir alt kiimesi tarafindan zayif yakinlik

yaklasim uzaylarinda iiretilen {ist yakinlik idealini tanimlandi ve bu ideallerin bazi1 6zellikleri
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arastirildi. Ayrica, yakinlik halkalarin asal ve maksimal yakinlik idealleri tanimlandi ve bu

ideallerin baz1 6zellikleri aragtirildu.



3.TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda; yakin kiimeler ve temel yaklasim uzayi, zayif yakinlik yaklagim uzayi,
yakinlik yaklasim uzayinda grup, halka ve ideal ile ilgili tanim, teorem ve Orneklere yer

verildi.

3.1.Yakin Kiimeler ve Yakinhk Yaklasim Uzay1

Bu kisimda yakin kiime kavraminin temelleri, ¢ikarim fonksiyonlari, yakin kiimeler ve
bu kavramlarla ilgili baz1 6zellikler verilecektir.

Yakin kiime teorisi, ayrik kiimelerdeki nesnelerden olusan benzer bilgilerin metot
olarak kullanilabilmesini saglar. Yani nesnelerin gozlemlenmesi, karsilagtirilmasit ve
siiflandirilmasi i¢in yakin kiime teorisi kullanilir. Yakin kiimelerin kesfi, gdzlemlenen
nesnelerin 6zelliklerini temsil eden fonksiyonlarin se¢imi ile miimkiin olmaktadir. Yakin
kiime teorisinde nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlar1 bir

nesneden, gozlemlenebilen ozelliklerin degerine karsilik gelen bir reel sayiya tanimlidir

(2D).

Tamm 3.1.1. ([2]) (Cikarum Fonksiyonu) Algilanabilen nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini
temsil eden reel degerli fonksiyonlara ¢ikarim fonksiyonu denir.

Reel degerli ¢ikarim fonksiyonlar kullanarak; her ne kadar cebirsel yapilar ¢alisilabilse de
genel olarak; cebirsel yapilar calisildiginda V, algilanabilen nesnelerin ayirt edici
ozelliklerini temsil eden bos kiimeden farkli herhangi bir kiime, X € O algilanabilen
nesnelerin kiimesi olmak iizere; ¢ikarim fonksiyonu ¢:X — V seklinde tanimlamak daha
uygundur. Bu tanim, yakin kiimeler teorisinde mantik ve cebirsel yapilarin teorik olarak da
calisilabilmesine imkan saglar.

Cikarim fonksiyonlar1 nesneler arasinda oldugu gibi benzer nesnelerden olusan kiimeler
arasinda da benzerlik kurar. Nesnelerin aralarindaki benzerlikler dikkate alinirsa birbirine
yakin olduklar1 gozlemlenir. Benzer sekilde nesnelerin olusturdugu kiimelerde benzerlik

yoniiyle birbirlerine belli derecelerde yakin olurlar.

Aksiyom 3.1.2. ([2]) Bir nesne algilanabilirdir ancak ve ancak bu nesne tanimlanabilirdir.



Tamm 3.1.3. ([2]) (Gorsel Cikarim Fonksiyonu) Algilanabilen nesneler yansiyan 1s1gin
kaynagindaki gorsel cisimlerin ayirt edici 6zellikleri olmak tizere, O algilanabilen nesnelerin
kiimesi olsun. R, reel sayilar kiimesi ve X € O olmak iizere bir ¢ gorsel ¢ikarim fonksiyonu,
@: X = R seklinde tanimlidir. x € X nesnesi i¢in ¢(x), x nesnesinin gorsel algidaki

zenginligi temsil eder.

Aksiyom 3.1.4. ([2]) Nesne tanimlamalarini formiillestirmek nesnelerin matematiksel olarak

algilanmasini saglar.
Tamm 3.1.5. (|2]) (4lgilanabilir Sistem) O algilanabilen nesnelerin bostan farkli sonlu bir

kiimesi ve F nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢gikarim fonksiyonlarinin bos

olmayan bir kiimesi olmak iizere, (O, F) ye bir algilanabilir sistem denir.

Tablo 3.1. Temel Yakinlik Yaklagim Uzayt

Sembol Anlami
R Reel sayilar kiimesi,
o Algilanabilen nesnelerin kiimesi,
X X € 0, 6rnek nesnelerin kiimesi,
X x € 0, 6rnek nesne,

Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin

A

kiimesi,
B BcF,
L Tanim uzunlugu,
[ i<LLeZ",
Pi @;: 0 - R, ¢ikarim fonksiyonu,
Y ®: 0 > R” nesne tanimlamast,

@ (x) D(x) = (1(x), P2 (%), P3(x), P4(x), ... , ;i (%), ..., (X))

Nesneler ancak matematiksel birtakim tanimlamalar yardimiyla bilgisayar sistemleri
tarafindan algilanabilirler. Bir x € X nesnesinin tanimi, ¢ikarim fonksiyonlar1 yardimriyla

belirlenen ®(x) fonksiyonu ile belirlenir. Burada 6énemli konulardan biri de ¢; ¢ikarim
6



fonksiyonlarin, nesnelerin hangi yoniiyle tanimlandig: dikkate alinarak belirlenmesidir. B ©
F,X € O Ornek nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarmin
kiimesi ve @;: O — R olmak iizere; ¢@; € B olsun. Nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini

temsil eden ¢; fonksiyonlarin ¢; degerlerinin bilesimi dikkate alinirsa;

®:0 — RL! CD(X) = ((pl(x)) (pZ(x)’ (p3(X), (,04_(X), :(pi(x): ---,(pL(x))

tanim uzunlugu |®| = L olan nesne tanimlamasidir.
X € O kiimelerindeki nesneler benzer tanimlamalara sahip ise o zaman nesneler birbirine
yakindirlar. Her bir ¢;, bir nesnenin ayirt edici bir 6zelligini belirtir. Bu durumda x, x" € O
olmak tizere Ay, farki;

Ay, = 1oi(x") — i (x)]
seklinde tamimlidir. [1] de Peters tarafindan tanitilan ~p ayirt edilemezlik bagintisinin

tanimina yol acar.

Tamm 3.1.6. ([1]) x,x" € O ve B € F olsun. i < |®| tanim uzunlugu olmak tizere;
{(x,x") €0 x0|ve; € B, A, }

seklinde tanimlanan bagintiya O lizerinde ayirt edilemezlik bagintis1 denir ve " ~5 " ile

gosterilir.

Tamm 3.1.7. ([1]) X, X' 0 ve B< F olsun. Yakin kiime yaklasiminda nesnelerin
taninmast icin temel fikir nesne tanimlamalarinin karsilastirilmasidir. X ve X' kiimeleri,
kismi olarak ayni tanimlamalara sahip nesneler igeriyorlarsa birbirlerine yakindir. Bu
durumda x € X ve x" € X' igin x ~(, 3 x" olacak sekilde ; € B varsa X kiimesi X’

kiimesine yakindir, denir.

Tanim 3.1.8. ([2]) X € O ve x, x" € X olsun. x, x" nesnesine yakin ise X kiimesine kendisi

ile ilgili yakin kiime veya bu duruma X kiimesinin yansimali yakinlig1 denir.
Teorem 3.1.9. ([2]) &5 = O /~p ayrisimindaki her bir sinif yakin kiimedir.

Teorem 3.1.10. ([2]) & ayrisimui bir yakin kiimedir.



Teorem 3.1.11. ([2]) Yakin kiime i¢eren bir kiimenin kendisi de yakin kiimedir.

Tamm 3.1.12. (|2]) (Temel Yakinlk Yaklasim Uzayr) O algilanabilen nesnelerin kiimesi, F
nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve "~3", O
nesneler kiimesinin B € F ile ilgili £ = O /~p ayrisimini belirleyen bir ayirt edilemezlik

bagintis1 olmak iizere, (O, F, ~p) yapisina temel yakinlik yaklasim uzay1 denir.

Lemma 3.1.13. ([2]) O nesneler kiimesi ve X € O olmak {iizere; X kiimesinin B — alt

yaklasimi B, X bir yakin kiimedir.

Teorem 3.1.14. ([2]) O nesneler kiimesi ve X € O olmak {izere; X bostan farkli bir B, X alt

yaklagimina sahip ise X bir yakin kiimedir.

Tamm 3.1.15. ([2]) (Bir Kiimenin Ust Yaklasimi) X € 0, algilanabilen nesnelerin kiimesi
ve B kiimesi de O daki nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarin
kiimesi olsun. X € O kiimesinin bagka bir yaklasimi, X kiimesi ile ara kesiti bostan farkli
olan [x]g € O / ~p smuflarinin birlesiminden olusur. Bu yaklagima X in B — st yaklasimi

denir ve

[x]1pNX=0

ile gosterilir. Diger bir ifade ile B*X iist yaklasimin X deki bir nesneye tanimu ile eslesen en
az bir nesne tanimi igeren sinifinin birlesiminden olusur.
B.X alt yaklasimi, B*X iist yaklasiminin alt kiimesidir. B*X iist yaklagiminin alt kiimesi

olmayan bir veya birden fazla [x]z € O / ~5 smiflari olabilir ya da olmayabilir.

Teorem 3.1.16. ([2]) O nesneler kiimesi ve X € O olmak iizere; B*X st yaklagimi ve X

kiimesi yakin kiimelerdir.

Bostan Farkh Simir Bolgesi Olan Yakin Kiime: Bir yakin kiimenin sinir1 bostan farkl
oldugunda X kiimesi alt ve {ist yaklasima sahip olan kiime olarak dikkate alinabilir.

BndgX + @ ise X, yaklasima sahip olan ya da yaklasik olarak B deki fonksiyonlarla iliskili



olan yakin kiimedir. BndgX # @ ise | BndgX| > 0 dir. Bu durumda, X kiimesi yaklagima

sahip olan bir yakin kiimedir.

Tablo 3.2. Yakinlik Yaklasim Uzayt

Sembol Anlami
(O0,F,~p) Temel yaklasim uzayi, B € F

B X U [x]g,X in B — list yaklagimi

[x]pNX=®
B.X
[x]5,X in B — alt yaklasimi

[x]pEX

BndgX BndgX = B*X \ B,X = {x|x € B*'X ve x & B,X} .

Teorem 3.1.17. ([2]) (Temel Yakinlik Kiime Teoremi) O nesneler kiimesi ve X € O olmak

tizere; | BndgX| = 0 ise X kiimesi yakin kiimedir.



3.2.Zayif Yakinhk Yaklasim Uzay ve Ozellikleri

Bu kisimda, zayif yakinlik yaklasim uzay1 kavrami yapisal olarak tiim bilesenleri ile
dikkate alinacaktir. Cebirsel yapilarla ¢alisildiginda yakinlik fonksiyonu olan vy, : §(0) X
#(0) — [0,1] e ihtiya¢ yoktur ([3]). Bundan dolay1 zayif yakinlik yaklagim uzayi
tanimlamasi1 gerekmistir. Zayif yakinlik yaklasim uzay1 tanimlamasi asagidaki (Tablo 3.3.)

kavramlar yardimiyla tanimlanur.

Tablo 3.3. Zayif Yakinlik Yaklasim Uzayt

Sembol Anlami

B BCF
T (lfl), yani ¢; € B fonksiyonlarinin sayisinin r li kombinasyonu,
B, r<|B|,

~B, B, yardimiyla tanimlanan ayirt edilemezlik bagmtisi,

[x]g, r < |B|,[x]p, = {x" € O| x~p x"} yakinlik sinifi,

V) /NBT 0 /~Br= {[X]Brlx € 0} bOlum kﬁmeSi,
fo,Br fo,Br =0 /NBrv
N,.(B) N, (B) = {$o,5,|Br < B} ayrisimlarin kiimesi,

N,.(B)*X N,.(B)'X = U [x]p, , X in lst yaklagimi

[X]BTOXIQ)

O algilanabilir nesnelerin kiimesi ve F kiimesi de nesnelerin ayirt edici 6zelliklerini temsil
eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi olsun. B, € B € F olmak iizere; r, B, kiimesinin

kardinalitesi ve "~p ", B, yardimiyla tanimlanan ayirt edilemezlik bagmntisidir. B,

kiimesinin her se¢imi, "~p " ayut edilemezlik bagmntisimin O algilanabilir nesneler
kiimesinin farkli bir ayrigiminin tanimlanmasina yol agar. Bu se¢im; r < |B|, B deki ¢ikarim
fonksiyonlarmin sayis1 olmak {izere, (lfl) farkli gekilde yapilabilir. Boylece "~p ",
O nesneler kiimesinin B, € B € F ile ilgili {y 5. = O/~p_ ayrisimini belirleyen bir ayirt
edilemezlik bagintisi, N, (B) = {EO,BrlBr c B} ayrisimlarin bir ailesidir. X € O ise X in st

yaklagimi;
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ve X in alt yaklasimz;

seklindedir (Bkz. [1], [3]).

Tamm 3.2.1. ([3]) O algilanabilir nesneler kiimesi, F nesnelerin ayirt edici ozelliklerini

temsil eden ¢ikarim fonksiyonlarinin kiimesi ve 7 < |B| olmak iizere; "~p ", O nesneler
kiimesinin B, € B € F ile ilgili £y p = O/~p_ayrnigimini belirleyen bir ayirt edilemezlik
bagintisi, N,(B) = {EO,B,«'BT c B} ayrisimlarin kiimesi olsun. Bu durumda (O, F,~p,,

N, (B)) yapisina zay1f yakinlik yaklasim uzay1 denir.

Teorem 3.2.2. ([6]) (O, F, ~p,, N-(B)) bir zayif yakinlk yaklasim uzay1 ve X,Y € O olsun.

Bu durumda, asagidaki Szellikler gegerlidir.

i) N.(B).X € X € N,.(B)X.

it) N.(B)"(XUY) = (N.(B)"X) U (N-(B)'Y).
iii) N.(B).(X NY) = (N.(B).X) N (N.(B).Y).
iv) X €Y ise N.(B).X € N,(B),Y.

v) X CYiseN,(B)'X € N,(B)*Y.

vi) N.(B).(X UY) 2 (N.(B).X) U (N.(B).Y).

vii) N,.(B)*(XnY) S (N,(B)*X) n (N,(B)*Y).

11



3.3.Yakinhk Grubu, Yakinlik Halkas1 ve Yakinhk ideali Ozellikleri
Tamm 3.3.1. ([30]) (0,F, ~p, » Ny (B)) bir zayif yakinlik yaklasim uzayi, G € O ve - :
G X G — N, (B)*G bir islemi olsun. Asagidaki 6zellikler saglanirsa G ye O lizerinde bir
grup veya kisaca yakinlik grubu denir.
(NGy) x.y € N.(B)'G,Vx,y €G.
(NG,) N, (B)*Gde (x- y)-z=x-(y-2),Vx,y € G saglar.
(NG3) Vx EGiginx e = x = e x olacak sekilde e € N,. (B)*G vardr.

(NGy) Vx€EGigin x-y=e =y-x olacak sekilde y € G vardir.

Tanmm 3.3.2. ([30]) G, N, (B)*(N,(B)*G) = N,-(B)*G olacak sekilde bir yakinlik grubu
ve H, N,- (B)*G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Asagidaki 6zellikler saglanilirsa H ye

G nin st yakinlik alt grubu denir ve H Z G ile gosterilir.

i)x-y€eN,(B)'H,Vx,y € H.

ii) x1eHvxeH.

Tanmim 3.3.3. ([10]) (O,T, ~p, » Ny (B), VNr) bir yakinlik yaklasim uzay1 ve O tizerinde

mo._n

tanimlanan "'+ "' ve ikili islemler olsun. Asagidaki ozellikler karsilaniyorsa, O

algilanabilir nesneler kiimesinin bir R alt kiimesine yakinlik halkas1 denir.
(YRy) (R,+), O tizerinde degismeli grup,
(YR3) (R, +), O iizerinde bir yar1 grup,

YR)x-(y+z)=@x-y)+(x-z)ve(x+y) z=(x-2)+ (v z) ozellikleri Vx,y,z €
R i¢in N, (B)*R de saglanur.
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Ayrica,
(YRy) Vx,y ER x-y =y xiseR yedegismeli yakinlik halkas1 denir.

(YRg) Her x € Rigin 1, - x = x = x - 1 olacak sekilde bir 1; € N,. (B)*R varsa 0 zaman

R ye birimli yakinlik halkasi denir.

Tanim 3.3.4. ([10]) R, O yakinlik yaklagim uzayinda bir halka ve S, R nin bos olmayan bir

o
.

alt kiimesi olsun. S, R yakinlik halkasinda " + "' ve ikili iglemlerine sahip bir yakinlik

halkas1 ise 0 zaman S ye R nin yakinlik alt halkas1 denir.

Lemma 3.3.5. ([10]) R, O yakinlik yaklasim uzayinda bir halka, R nin yakinlik alt halkalarin
bostan farkl bir ailesi {S;|i € A} ve N, (B)*S;-ler grupoid olsun. Eger
(v @) =n. @) (ﬂ si>
iEA i€A

ise Niea S;, R nin bir alt yakinlik halkasidir.

Tanmim 3.3.6. ([10]) R, O yakinlik yaklasim uzayinda bir halka ve I, R nin bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. Her x,y € Iver € Riginx —y € N, (B)*Iver-x € N,(B)'] (x —y €
N,.(B)*Ivex-r € N, (B)"I')ise I ya R nin sol (sag) yakinlik ideali denir. I; R nin hem sol

hem de sag yakinlik ideali ise o zaman I ya R nin yakinlik ideali denir.

Lemma 3.3.7. ([10]) R, O yakinlik yaklagim uzayinda bir halka, {/;|i € A}; R nin yakinlik
alt halkalarin bostan farkl bir ailesi ve N,. (B)*I; ler grupoid olsun. Eger

(v @1 =N, & (ﬂ h)
IEA iEA

ise N;eal;, R nin bir yakinlik idealidir.
Tamm 3.3.8. ([14]) S bir yakinlik yari-halkasi, A, B ve P; S nin yakinlik idealleri olsun.

AB S N, (B)*P (AA S N, (B)*P)oldugunda A € P veyaB € P (A < P) oluyorsa P ye

R nin asal (yar1 asal) yakinlik ideali denir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Yakinhk Halkalarimin Bir Alt Kiimesi Tarafindan Uretilen Yakinhk ideali

Tanim 3.2.1 dikkate alindiginda, Tanim 3.3.3, Tanim 3.3.4, Lemma 3.3.5, Tanim 3.3.6,
Lemma 3.3.7 zayif yakinlik yaklagim uzay1 i¢in asagidaki gibi yeniden ifade edilir.

Tanim 4.1.1. (O,T, ~g, » Ny (B)) bir zayif yakinlik yaklasim uzayi, R € 0, +: R X R —
N, (B)'R ve -: R X R — N, (B)*R islemleri verilsin. Asagidaki 6zellikler saglanirsa R ye

O tzerinde bir halka veya kisaca yakinlik halkasi denir.

(YR4) R, " + " yakinlik ikili islem ile O tizerinde bir degismeli grup,

(YR3) R, " - " yakinlik ikili islem ile O iizerinde bir yar1 grup,

(YR3) Vx,y,z€Rx-(y+z2)=x-y)+(x-z2)ve(x+y) z=(x-2)+ (y-2)
ozellikleri N, (B)*R de saglar.

Ek olarak;

(YRy) Herx,y € Riginx -y = y - x ise R ye degismeli yakinlik halkasi denir.

(YRg) Her x € R igin 1z - x = x = x - 13 olacak sekilde bir 1; € N,- (B)*R varsa R ye
birimli bir yakinlik halkasi denir.

Tanim 4.1.2. R, (0, F,~g, Ny (B)) (veya O) zayif yakinlik yaklagim uzayinda bir halka
ve S, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. S; R yakinlik halkasindaki "+ " ve "'+ "
yakinlik ikili islemleriyle bir yakinlik halkasiysa, S ye R nin yakinlik alt halkas1 denir.

Lemma 3.3.5 in ispat1 ile ayni1 ispat olan asagidaki Lemma y1 verelim.

Lemma4.1.3. R, O zayif yakinlik yaklagim uzayinda bir halka, {S;|i € I}, R nin bos olmayan

yakinlik alt halkalarin bir ailesi olsun. Eger

(o @rso =, &y <ﬂ &)

IEA €A
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iSe Niea Si, R nin bir yakinlik alt halkasidir.

Tamm 4.1.4. R, O zayif yakinlik yaklagim uzayinda bir halka ve I, R nin bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. Vx,y €l ve Vr e R, x —y €N, (B)’'I ve r-x € N, (B)’l (x—y€E

N, (B)*I ve x-r € N,.(B)*I) saglanirsa o zaman [ ya R nin bir sol (sag) yakinlik ideali
denir.

Bir yakinlik halkast R nin bos olmayan bir / kiimesi, R nin hem sol hem de sag yakinlik
idealiyse I ya R nin yakinlik ideali denir.

Lemma 3.3.7 nin ispat1 ile ayni1 ispat olan asagidaki Lemma y1 verelim.

Lemma 4.1.5. R, O zayif yakinlik yaklagim uzaymda bir halka ve {I;|i € A}, R nin bos

olmayan yakinlik ideallerin bir kiimesi olsun. Eger

(@1 =n, &y (ﬂ n-)

i€A ieA
ise N;eal;, R nin bir yakinlik idealidir.
N,Z, Q, R ve C kiimelerini dikkate alalim. Bu kiimelerin her elemanin, bir ve yalnizca bir
0zelligi oldugundan, bu kiimelerin iist ve alt yaklasimlar1 r = 1 i¢in birbirine esittir. Diger
bir ifadeyle;
N, (B).N =N = N, (B)'N

N, (B),Z = 7. = N, (B)*Z

N, (B).Q =Q =N, (B)'Q
N, (B),R =R = N, (B)* R
N; (B),C =C =N, (B)*C

dir. Bu durumda, N,Z,Q,R ve C kiimeleri cebirsel yapilardir, yani yakinlik cebirsel
yapilardir. Ornegin, Z bir yakinlik halkasidir. Bu tezde, R € N, (B)*R olan yakinlik

halkasiin yakinlik ideallerinin 6zellikleri incelenecektir.

Tamim 4.1.6. R bir yakinlk halkasi, B € F ve r < |B| olmak iizere; B, € F ve ~p, O

lizerinde bir ay1rt edilemezlik bagintist olsun. Eger x,y € R i¢in x ~p_y oldugunda her a €
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Riginx+a~pg y+ a,at+x~p a+y, xa~p ya Ve ax ~g_ay oluyorsa ~g_ye R

tizerinde bir kongriient ayirt edilemezlik bagintist denir.

Lemma 4.1.7. R bir yakinhk halkasi olsun. Eger ~p , R lzerinde bir kongriient ayirt

edilemezlik bagmntisi ise o zaman her a € R igin [x]p_+ [yl S [x + y]p, Ve [x]p [y]s, S

r

[xylp, dir.

Ispat. z € [x]p_+ [y]p, olsun. Bu durumda, z = a + b;a € [x]g_, b € [y]p dir. Buradan
X ~p aVvey~g bdir Hipotezden x +y ~; a+y vea+y~p a+ b oldugundan
x+y~p a+ b olur ve dolayisiyla z=a+ b € [x + y]p_elde edilir. Benzer sekilde
(15, Y], < [xyls, dir.

R bir yakinlik halkas1 olsun. X ve Y, R nin alt kiimeleri ise o zaman,;

X+Y={x+ylxeXveyeY}veXY ={Y.onm XiVilx;i €EXvey; €Y }dir.

Lemma 4.1.8. R bir yakinlik halkasi, ~p kongriient ayirt edilmezlik bagintis1 olsun.

Asagidaki 6zellikler gegerlidir.

i) X,Y € Rise (N, (B)*X) + (N, (B)'Y) € N, (B)*(X + Y) dir.

i) X,Y € R ise (N, (B)*X)(N, (B)*Y) € N, (B)*(XY) dir.

ispat. i) x € N, (B)'X + N, (B)*Y olsun. Bu durumda, x =a + b;a € N, (B)*X,b €
N, (B)'Ydirra€N.(B)'X = [a]p, NX+*@ =13y €[a]p NX=yE[a]p veyEX.
Ayni sekilde, b € N, (B)'Y = [blp NY # @ = 3z € [b]p NY = z € [b]p. ve zEY.
Lemma 4.1.7 den w =y + z € [a]p, + [blp. € [a + b]p, oldugundan w € [a + b]p_ Ve
w € X + Y elde edilir. Béylece,w € [a + b]p N (X +Y) = [a+b]p N (X +Y) # O ve
dolayisiylax =a + b € N, (B)*(X +Y) dir.
ii) x € (N, (B)*X)( N,-(B)*Y) olsun. a; € N, (B)*X ve b; € N,.(B)*Y, 1 < i < n olmak
lizere; x = Y;—4 a;b; dir. Eger a; € N, (B)'X ise [a;]p. N X # @ ve b; € N, (B)'Y ise
[bilp. NY # @ dir. Yani, 1 <i < ni¢in x; € [a;]p. Ve y; € [b;]p_ olacak bi¢imde x; € X
ve y; € Y elemenlar vardir. O halde, Lemma 4.1.7 den x;y; € [a;]p [bilp, € [a;bilp, ,1 <
16



i <n dlr DOlaYISlyla Zi=1 XiYi € [Zi=1 aibi]Br = [X]Br ve Zi=1 XiYi € XY d|r Bu
durumda [x]p_ N (XY) # @ olur ve dolayisiyla x € N, (B)*(XY) elde edilir.

Tamim 4.1.9. R bir yakinlk halkasi, B € F ve r < |B| olmak iizere; B, € F ve ~g, O
lizerinde bir ayirt edilemezlik bagintis1 olsun. Bu durumda, her x,y € R i¢in [x]p_+ [y]lp, =
[x + ylp, ve [x]g [v]s, = [xy]p, ise ~p_ye R iizerinde tam bir kongriient ayirt edilemezlik

bagintis1 denir.

Simdi, Lemma 4.1.8 in ispatiyla ayn1 olan asagidaki Teoremi verelim.

Teorem 4.1.10. R bir yakinlik halkas1 ve ~ _, R lizerinde bir tam kongriient ay1rt edilemezlik

bagintisi ve X, Y; R nin bos olmayan iki alt kiimesi olsun. Asagidaki 6zellikler gegerlidir.

D) N, (B)'X + N, (B)*Y =N, (B)*(X +Y).

i) (N, (B)*X)( Ny (B)'Y) = N, (B)"(XY).

Tamm 4.1.11. R, N, (B)*(N,-(B)*R) = N,-(B)*R olacak sekilde bir yakinlik halkas1 ve
S, N,- (B)*R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Asagidaki 6zellikler saglanirsa S ye R nin
iist yakinlik alt halkas1 denir.

)x—y€eN,.(B)'S,Vx,y€ES,

ii)x-y€eN,(B)'S, Vx,y €S.

Tanmim 4.1.12. R, N, (B)*(N,-(B)*R) = N, (B)*R olacak sekilde bir yakinlik halkas1 ve
A, N, (B)*R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Asagidaki 6zellikler saglanirsa A ya R

nin sol (sag) iist yakinlik ideali denir.

i) x—y€N,(B)'A, Vx,y EA,

ii) rxeN,(B)A(x-r €N, (B)'A), Vx€ AveVr € N, (B)*R.
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Eger A, R nin hem sol iist hem de sag iist yakinlik ideali ise A ya R nin iist yakinlik ideali
denir.

Lemma 3.3.7 nin ispatiyla ayni olan asagidaki Teoremi verelim.

Teorem 4.1.13. R, N, (B)*(N,- (B)*R) = N,. (B)"R olacak sekilde bir yakinlik halkas1 ve
{A;|i € 1}, R nin st yakinlik ideallerin bir ailesi olsun. Eger
(v @4 =, @y (ﬂ Ai>
i€l i€l

ise N;er4;, R nin bir iist yakinlik idealidir.

Tanmm 4.1.14. R, N, (B)*(N, (B)*R) = N, (B)*R olacak sekilde bir yakinlik halkasi ve
{A;|i €1}, X ikapsayan R nin biitiin tist yakinlik ideallerin bir ailesi olsun. Eger
(v a9 =n, @y <ﬂ Ai>
i€l i€l
ise Nier4;, X kiimesi tarafindan tiretilen tist yakinlik ideali denir ve < X > ile gosterilir. X
in elemanlarmma < X > st yakinlik idealin iirete¢leri denir.
X={x1,x5, .., xp}ise <X >=<{x;,x,, ..., X,} > ye sonlu tiretilmistir, denir. Eger X =

{a} ise 0 zaman < X > = < a > ya a tarafindan lretilen esas yakinlik ideali denir.

Teorem 4.1.15. R, N,. (B)"(N,- (B)*R) = N,-(B)*R olacak sekilde bir yakinlik halkasi ve
a € N, (B)*R olsun. Bu durumda,

i) N,(B)*(N,(B)*<a>) = N,.(B)" <a >iseo0zaman,
m
<a>= {na +ra+as+ Zri as;|r,s,r;,s; € N, (B)'R,n € Z,m € Z+}

i=1

dir.

ii) R birimli bir yakinlik halkasi, N,- (B)*(N,- (B)* < a >) = N, (B)* < a > ise 0 zaman,

m
<a>= {Z r;as;|r,s; € N (B)'R,m € Z+}

i=1

dir.
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Ispat. i) T = {na + ra + as + X", r; as;|r,s,r;,s; € N, (B)*R,n € Z,m € Z*} olsun. ik

olarak, T nin R nin iist yakinlik ideali oldugunu ispatlayalim.

m
0r = 0za + Oga + a0pg +2ri a0p

=1

oldugundan O € T olur ve dolayisiyla T # @ dir. x,y € T olsun. Bu durumda

m
x=na+ra+as +Zri as;1,s,1,S; € N. (B)'R,n € Z,m € Z*,
i=1
P
y=n'a+r'a+as’+ Z ri'as;;r',s',ry',s;' € N, (B)'R,n' € Z,p € Z*
i=1
dir. Simdi x — y € N,. (B)*T oldugunu gosterelim.
m 14
X—y= na+ra+a5+2riasi —(m'a+r'a+as’ +Zri’a5i’)
i=1 i=1
m 14
=na+ra+ as+2riasl- —n’a—r’a—as’—Zn'aSi'

i=1 =1

m p
=na+ra+as—n’a—r'a—as’+2riasi—Zri’asi’

m 14
=na—n'‘at+ra—ra+ as—as'+Zriasi —Zri’asi’
i=1 i=1

m+p

=(n-nHa+@r—-rHa+a(s—s")+ z r{" as]’
i=1
m+p

=n"a+r"a+as" + E r/" as;’
i=1

olur. Budurumdax — y € T dir. Teorem 3.2.2. (i) denx —y € N,. (B)*T. Son olarak; vV x €
T, Vk € N, (B)*R.
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m
kx=k<na+ra+as+2riasi)

i=1

NgE

= k(na) + k(ra) + k(as) + k<

4] asl->

m
= k(a+a+ -+ a)+ kr(a) + kas + 2 k(r; as)
i=1

l

1l
Juy

m
=ka+ ka+ -+ ka+ kr(a) + kas + Z(k ;)as;
i=1

m
=(k+k+--+k+kr)a+kas+ Z(k r;)as;
i=1

m+1

=(k+k+--+kr)a+ z r;' as]’

=1

m+1

=r"a+ E r/" as;’
i=1
m+1

=0za+r"a+alg + z r/'as;’
i=1

dir. O halde; kx € T dir. Teorem 3.2.2. (i) den kx € N,.(B)*T dir. Benzer sekilde xk €
N, (B)*T elde edilir.

Simdi, T = < a > oldugunu gosterilirse ispat biter. Tamm 4.1.14 ten A;-ler R nin st

yakinlik idealleri olmak tizere;

<a>=ﬂieIAi;aEAl-,ViEI. (415)

dir. x € < a > olsun. Buradan x € N;¢; 4;; x € 4;, Vi € 1. Ote yandan
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m
a=1za + 0ga + a0y + ZriaOR; 0z, 7 € N, (B)'R, 1, €EZ,m € Z*
i=1

olur ve dolayistyla a € T elde edilir. T, a y1 igeren A;-lerden biri oldugundan (4.15) ten x €

T dir. Boylece

<a>cT (4.16)

elde edilir. x € T olsun. Bu durumda,

m
x=na+ra+ as+2ri as;1,s,1,S; € N. (B)'R,n € Z,m € Z*
i=1

dir. Boylece (4.15) ten a €< a > olur ve hipotezden x € < a > elde edilir. O halde
TSc<a> (4.17)

dir. Bu durumda (4.16) ve (4.17) den < a > =T elde edilir.
ii) Simdi

n

D= {Z riasilr,s; € N, (B)*R,n € Z*}

i=1

olarak alinsin. (i) den

m
<a>= {na +ra+as+ Zri asi|r,s,r;,s; €E N, (B)'R,n € Z,m € Z+}
i=1

dir. Bu durumda, R birimli ve x € < a > oldugundan

m
x=na+ra+as+2riasl-
i=1
m

=a+a+---+a+ra+asZriasi
i=1
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m
= 1galg + 1galp + -+ 1galy + raly + 1zas + Eri as;
i=1

= 1galgr + 1galg + -+ 1graly + ralg + 1gas + rpas; + -+ + masy

=11aS1 + 1208y + 0+ 148y + T 1ASpy1 ot Tam+2ASnima2

n+m+2

= Z r; as;

i=1
olur ve dolayisiyla x € D dir. Buradan < a > < D elde edilir. D € < a > oldugu agiktur.
Boylece, < a > = D elde edilir.

Tanim 4.1.16. R bir yakinlik halkas1 olsun. C(R) = {c € R|cr = rc, Vr € R} kiimesine R

nin yakinlik merkezi denir.

Tanim 4.1.17. R, N, (B)*(N, (B)*R) = N, (B)*R olacak sekilde bir yakinlik halkasi olsun.
C(N,(B)'R) ={c € N, (B)'R|cr =rc,Vr € N, (B)*R} kiimesine R nin st yakinlik
merkezi denir.

C(R) (veya C(N, (B)*R)), R nin bir alt yakinlik halkas1 (veya iist alt yakinlik halkasi)
oldugu kolayca gosterilir. Ancak, C(R) (veya C(N, (B)*R)), R nin yakinlik ideali (veya {ist
yakinlik ideali) olmayabilir.

Teorem 4.1.18. R, N, (B)*(N,-(B)*'R) = N, (B)"R olacak sekilde bir yakinlik halkasi,
C (N, (B)*R),R nin st yakinlik merkezi, X; N, (B)*R nin bos olmayan bir alt kiimesi, a €
N, (B)*R ve N,. (B)"R birlesme ve dagilma 6zellikleri saglansin. Bu durumda,

i) Eger N, (B)*(N,,(B)*<a>)=N,(B)*<a>vea € C(N, (B)'R) ise 0 zaman

<a>={na+ralr €N, (B)'R,n € 7}
dir.

ii) (N, (B)*'R)a = {ra|r € N,.(B)*R} (a(N, (B)*R) = {ar|r € N,.(B)*R}) kiimesi R nin
bir sol (sag) tist yakinlik idealidir. Eger R birimli bir yakinlik halkasi, N, (B)*(N, (B)* <
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a>)=N,(B)*<a> ve a€C(N,(B)'R) ise 0o zaman, (N,(B)'R)a=<a>=
a(N, (B)*R) dir.

iii) Eger R birimli bir yakinlik halkasi, N,.(B)*(N,.(B)* <X >) = N,.(B)*<X >veX C
C(N, (B)*R) ise 0 zaman
n
<X>= {z r;a;lr; € N, (B)*'R,a; € X,n € Z+}

i=1

dir.

ispat. i) I = {na+ra|r € N, (B)*R,n € Z*} olarak alinsin. Teorem 4.1.15. (i) den
m
<a>= {na +ra+as+ Zri as;|r,s,r;,s; € N, (B)'R,n € Z,m € Z*}
i=1
dir. a € C(N, (B)*R) ise 0 zaman her r € N,. (B)*R i¢in ar = ra dir. Béylece x € < a >

i¢in

m
x=na+ra+as+Zriasi
i=1

m
=na+ra+as+2risia
i=1

m
=na+<r+s+2ri5i>a

=1
=na+ra

elde edilir. Buradan x € I olur ve dolayisiyla < a > S [ dir. I € < a > oldugu agiktir. O
halde, < a >=1 dur.

ii) (N, (B)'R)a = {ra € N, (B)*R|r € N,. (B)*R} kiimesi R nin bir sol iist yakinlik ideali

oldugunu gosterelim.
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Simdi x,y € (N, (B)*R)a olsun. Bu durumda x = r;a ve y = rya olacak bi¢imde 7y, 1, €
N, (B)*R vardir. Bu durumda, N, (B)*R de garpma islemin toplama islemi tizerine dagilma
ozelligi oldugundan x —y = rpa — r,a = (r; — rp)a € (N, (B)*R)a dir. Boylece, Teorem
3.2.2.(i) den x —y € N, (B)*(N,- (B)*R)a) elde edilir.

x € (N, (B)*R)aver € N, (B)*Rolsun. O halde, x = r;a olacak sekilde birr; € N,. (B)*R
vardir. N, (B)*R de carpma iglemi birlesme ozelligi sagladigindan rx = r(ra) = (rry)a
olur ve dolayisiyla rr; € N, (B)*R oldugundan rx € (N, (B)*R)a dir. Teorem 3.2.2. (i)
denrx € N, (B)*(N, (B)*R)a. Boylece (N, (B)*R)a, R nin iist yakinlik idealidir.

Simdi, N, (B)*(N,(B)*<a>)= N,(B)"<a> ve a€ C(N,(B)'R) oldugundan (i)
den < a >={na +raln € Z,r € N, (B)*R} dir. Bu durumda x € (N, (B)*R)a i¢in x =
ra, v € N, (B)*R olur. Buradan x = 0za + ra € < a > dir. Boylece;

(N, (B)'R)aS < a > (4.18)

elde edilir. x € < a > olsun. O halde, x =na + ra;n € Z,r € N, (B)*R dir. Boylece R
birimli ve N,. (B)*(N, (B)*R) = N,. (B)*R oldugundan

x=a+a+--+a+ra

=1ga+1ga+ -+ 1ga+ra

= (1R+1R ++1R +T)a
=71'a
olarak ifade edilir. Burada r’' = 1z + 1x + -+ + 1z + r € (N, (B)*R) oldugundan x =
r'a € (N, (B)*R)a olur ve dolayisyla,

<a>¢< (N, (B)R)a (4.19)

dir. Boylece (4.18) ve (4.19) den <a > = (N,(B)'R)a elde edilir Benzer sekilde
a(N, (B)*'R) = < a > oldugu gosterilir. Boylece (N, (B)*R)a =< a > = a(N, (B)*R)
dir.
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iii) R birimli ve X < C(N, (B)*R) olsun. Bu durumda;

n
T = {Zri a;|lr; € N, (B)*R,a; € X,n € Z*

i=1

olarak almsin. ilk olarak, T; R nin iist yakinlik ideali oldugunu gdsterelim. Her x, y € T igin

n nr/
X = Zri a;vey = Zri’a{; 1,1 € N, (B)'R; a;,a; € X;n,n' € Z*.
i=1 i=1
Boylece
n n'
! 4
X=—y=)pna— ) naq
i=1 i=1

= (na, +rna, + -+ nay,) —('a) +r'a + -+ n,'an’)
1A I ! A A !
=T1a1+7‘2a2+-"+1’nan—1‘1 a1 _TZ az —'-'—Tn, an,

=110 + 10, + o+ 1Ay T i1 Qnar T Ty20nye T T Qg

n+ns

i=1

x—7y €T. Teorem 3.2.2.(i) den x —y € N, (B)*T elde edilir. Boylece (T,+) Z (R,+)

dir.x € Tves € N, (B)*Rolsun. Budurumdax = Y.}, r;a;;7; € N.(B)*R,a; € X,n € Z*
dir.

n n n
XS = (Z 147 ai>S = Zri a;s = Z(T‘l’ s)ai;ri,s € Nr (B)*R, a; € X}Tl € Z+
i=1

i=1 i=1

n n
SX=S5 (Z T al-> = Z(sri)ai;s,ri €N, (B)'R,a; EX;n € Z*

i=1 i=1
olur ve dolayisiyla Teorem 3.2.2.(i) den xs,sx € N, (B)*T dir. Boylece T,R nin st
yakinlik idealidir.
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Simdi T=<X> i gosterelim. <X >= ;g A4;;X € A4;, A;-ler R nin st yakimlik
idealleridir. Vi €I, x € T olsun. Bu durumda, x =i, r;a;1 € N.(B)'R,a; €EX C
A;,n €Z* dir. A;-ler R nin iist yakinlik ideali oldugundan x € N A; =< X > ve

dolayisiyla

TSC<X> (4.20)
elde edilir. Egery e Xisey =1,y >y€eT=>XCT.
< X >=N;gA;; X S A; ve A;-ler, R nin iist yakinlik idealleri oldugundan T, X iigeren R
nin tst yakinlik ideallerinden biridir. N;¢; 4; € A; oldugundan < X > = N;¢; 4; € T olur.
Boylece

<X>CT (4.21)

dir. Bu durumda (4.20) ve (4.21) den < X > = T elde edilir.
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4.2.Asal Yakinhk idealleri

Tamm 4.2.1. R bir yakinlik halkasi, A, B ve P; R nin iist yakinlik idealleri olsun. AB €
N, (B)*P oldugunda A € N, (B)*P veya B € N, (B)*P oluyorsa P ye R nin asal iist
yakinlik ideali denir.

Baska bir deyisle, R yakinlik halkasi ve P,R nin st yakinlik ideali olsun. Her a,b €
N, (B)*R i¢in ab € N, (B)*P oldugunda a € N, (B)*P veya b € N,.(B)*P olursa P ye R

nin asal Uist yakinlik ideali denir.

Teorem 4.2.2. R; N, (B)"(N, (B)*R) = N, (B)"R olacak sekilde bir yakinlik halkasi, ~p ,
N, (B)*R tizerinde bir kongriient ayirt edilemezlik bagintis1 ve P; N, (B)*(N, (B)*P) =
N, (B)*P olacak sekilde R nin tist yakinlik ideali olsun. Bu durumda asagidaki kosullar

birbirine denktir.

i) P bir asal iist yakinlik idealidir.

ii) Egera,b € N, (B)*R i¢in a(N, (B)*R)b < N,.(B)*P ise 0 zaman a € N, (B)*P veya
b € N, (B)*P dir.

iii) Eger <a> ve <b> sirasiyla N,.(B)*(N,(B)*<a>)=N,(B)*<a> ve
N, (B)*(N, (B)* < b >) = N, (B)" < b > olacak sekilde R nin esas iist yakinlik idealleri
<a><b>CS N, (B)'Piseozamana € N, (B)*P veyab € N, (B)*P dir.

iv) Eger U ve V, UV € N, (B)*P olacak sekilde R nin {ist yakinlik idealleri ise 0 zaman
U S N, (B)*P veya V € N, (B)"P dir.

Ispat. i) = ii): P asal iist yakinhk ideali ve a,b € N, (B)*R icin a(N, (B)*R)b C
N, (B)*P olsun. O halde, N, (B)* (N, (B)*P) = N,.(B)*P den
(N (B)'R)a(N, (B)"R)b(N; (B)'R) € N, (B)"P
elde edilir. Diger taraftan Lemma 4.1.8. (ii) den (N,- (B)*R)(N,- (B)*R) < N, (B)*(RR) dir.
R,N, (B)*(N, (B)*R) = N, (B)*'R ve RR < N, (B)*R olacak sekilde bir yakinlik halkasi
oldugundan Teorem 3.2.2.(v) den N, (B)*(RR) € N, (B)" (N, (B)*'R) = N,.(B)*R dir.
Boylece (N, (B)*R)(N, (B)*R) € N, (B)"R elde edilir. Bu durumda
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(V- (BY*R)a(N, (B)'R))((N; (B)*R)b(N; (B)'R))

< (N; (B)'R)a(N, (B)*R)b(N, (B)'R)

C N, (B)*P
elde edilir. Burada (N, (B)*R)a(N,- (B)*R) ve (N, (B)*R)b(N,-(B)*R), R nin iist yakinlik
idealleri oldugundan hipotezden (N,-(B)*R)a(N,-(B)*R) < N,. (B)*P veya
(N, (B)*R)b(N, (B)*R) < N, (B)*P dir.
Eger (N, (B)*R)a(N, (B)*R) € N, (B)'P ise A=<a>, N,(B)Y(N,(B)*<a>) =
N, (B)* < a > olacak sekilde alinirsa A3 € (N, (B)*R)a(N,-(B)*R) € N,. (B)*P olur ve
dolayisiyla hipotezden A% € N, (B)*P veya A € N, (B)*P dir. Eger A%? € N, (B)*P ise
AA € N, (B)*P olur. Burada tekrar hipotez kullanilirsa A € N, (B)*P elde edilir. Boylece
a€<a>=ACc N, (B)"Poldugundan a € N,. (B)*P elde edilir.
Eger (N, (B)*R)b(N,- (B)*R) < P ise benzer sekilde b € N, (B)*P elde edilir.

ii) = iii): Hera,b € N,.(B)*R ig¢in a(N, (B)*R)b < N,.(B)*P oldugunda a € N,. (B)*P
veya b € N, (B)*P ve N, (B)*(N,(B)*<a>)=N,(B)*<a> ve N.(B)"(N, (B)" <
b >) = N,.(B)* < b > olacak sekilde R nin esas tist yakinlik idealleri igin < a >< b > C
N, (B)*P olsun. Bu durumda < a >< b >C<S N, (B)*P ve a(N, (B)'R)b S <a><b >
oldugundan a(N,- (B)*R)b € N,. (B)*P elde edilir. Boylece hipotezden a € N, (B)*P veya
b € N, (B)*P dir.

iii) = iv): U ve V, R nin st yakinlik idealleri ve UV € N,. (B)*P olsun. Varsayalim ki
UZN, (B)*PveUV € N, (B)*P olsun. O halde, u € U ve u ¢ N, (B)*P olacak sekilde bir
u elemani vardir. Eger v € V almirsa o zaman < u ><v > < UV + (N, (B)'R)UV <
N, (B)*P olur ve dolayisiyla u & N, (B)*P ve hipotezden v € N,. (B)*P elde edilir. O halde
V € N, (B)*P dir.

iv) = i): U,V; R nin iist yakinlik idealleri ve UV € N,. (B)*P olsun. Boylece (iv)denU <
N, (B)*P veya V < N,. (B)*P elde edilir. Bu durumda Tanim 4.2.1 den P asal iist yakinlik
idealdir.

Bazi teoremlerde ek hipoteze gerek duymadan ispatlarin yapilmasi i¢in 7anim 3.3.8 den

farkli, asagidaki gibi tanimi yakinlik halkalar i¢in verilecektir.
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Tanim 4.2.3. R bir yakinlik halkasi 4, B ve P; R nin yakinlik idealleri olsun. AB € N, (B)*P
oldugunda A € N,. (B)*P veyaB < N, (B)*P oluyorsa P ye R nin asal yakinlik ideali denir.

Tamim 4.2.4. R bir yakinlik halkasi ve 4, R nin bir yakinlik ideali olsun. Bu durumda A #
R ve A c B c R olacak sekilde R nin bir yakinlik B ideali yoksa o zaman A ya R nin bir
maksimal yakinlik ideali denir.
Ornek 4.2.5 0 = {x,y,z,p,7,s,t} bir algilanabilir nesneler kiimesi, r = 1, F ¢ikarim
fonksiyonlarinin bir kiimesi olmak tizere; B = {@,9,} S F ve R ={z,p,t} € O olsun.
Cikarim fonksiyonlar1 asagida verilen tablodaki gibi tanimlansin.

$1:0 = Vi ={ay, @, a3, a4, a5 }

$2:0 =V, ={ay, a3, as,a; }

Tablo 4.1. Nesnelerin Ozellikleri

Xy z p r s t

¢ | @1 dy Qa3 a3z Ay Oy QAg

@Y, | A a3 as aAs Ay Ay A3

Simdi, O daki elemanlarin ~5 ayirt edilemezlik bagintisina gore yakin denklik siniflarini

bulalim.

[x]p, = {x" € Olp1(x") = 01(x) = a1} = {x},

[ylp: = {x" € Olp1(x") = 91 (y) = a3}
= {y’r} = [T]<P11

[z]p; = {x" € Olp1(x") = ¢1(2) = a3}
= {z,p} = [plo1,
[slp1 = {x" € Olp1(x") = @1(s) = ay} = {s}
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[tlp; ={x" € Olp1(x") = @1(t) = as} = {t}
Bu durumda $¢q = {[x]oy, [y]p1, [z]@y, [s]eq, [t]eq} elde edilir.

[x]lp, = {x" € Olp,(x") = @(x) = a,}
= {x, s} = [slo2,

[ylp, = {x" € Olp,(x") = @2(¥) = az}
= {y, t} = [t]p,,

[z]p, = {x" € Olp,(x") = ¢,(2) = as}
= {z,p} = [ple:,

[r]p, = {x" € Olg2(x") = @2(r) = a7} = {r}

Boylece, £@, = {[x]@,, [V]@2, [z]@,, [r]e,} olur. Sonug olarak O nun bir bolimii r = 1
icin N, (B) = {&¢@4, @, } olarak bulunur. Dolayisiyla

nEeR= | e
[x]pinR=0

= [z]p, U [tlo, U [yle, U [z]e;
={y,z,p,t}

elde edilir. R kiimesi i¢in Tablo 4.2 ve Tablo 4.3 deki islem tablolar1 dikkate alinsin.
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Tablo 4.2. Toplama Islemi

Tablo 4.3. Carpma Islemi

z p t
z |y z z
p |y p P
t |y t ot

Bu durumda (R, +, -) bir yakinlik halkasidir. A = {p, t}; R nin alt kiimesi alalm. A, R nin
yakinlik ideali ve A € B c R olacak sekilde herhangi bir B ideali yoktur. Boylece A, R nin

bir maksimal idealidir.

Ornek 4.2.6. < 3 > maksimal yakinlik idealdir. Ancak, < 4 > c < 2 > c Z oldugundan

< 4 >, Z nin bir maksimal yakinlik ideal degildir.

Teorem 4.2.7. R birimli ve degismeli bir yakinlik halkast ve A, N, (B)*(N, (B)*A) =
N,. (B)*A olacak sekilde R nin bir yakinlik ideali olsun. Eger A maksimal yakinlik ideali ise

0 zaman A bir asal yakinlik idealdir.

Ispat. a,b € R ve her r €RR i¢in arb € N,(B)*A oldugunda a € N.(B)*A veya b €
N,.(B)* oldugu gosterilirse ispat biter. R degismeli oldugundan aR = {ax|x € R}, R nin bir
yakinlik idealidir. Eger a ¢ A ise 0 zaman A+ aR = {m +ax|m € A,x € R}, R nin
yakinlik ideali ve A € A + aR dir. Boylece A maksimal ideal oldugundan R = A + aR
olur. O halde, R birimli bir yakinlik halkasi oldugundan 1 = m + ax olacak sekilde m € A
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ve x € R vardir. 1 = m+ ax = b = mb + axb € N, (B)*A. Boylece, Tanmim 4.2.3 den A
bir asal yakinlik idealdir.
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5.S0ONUC, TARTISMA VE ONERILER

Yakinlik halkalarinin daha ileri bir ¢alismasi olarak, bu makale zayif yakinlik yaklagim
uzaylar lizerine bazi ideal kavramlarini tanitmaktadir. Olagan idealler tarafindan saglanan
bazi 6zelliklerin yakinlik halkalarinda saglanmadigi gosterilmistir. Yakinlik ideali teorisinin
cebirsel yapilart i¢in elde edilen sonuglarin, yakinlik halkasi teorisi i¢in teorik gelistirme
acisindan daha faydali olacagina inaniyoruz. Bu makalenin devaminda, I' — yakinlik
halkalari, yakinlik yar1 halkalari, yakinlik halkalar1 vb. bazi teoremler ve ozellikler

kanitlanabilir.
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