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OZET

Bu caligmada, objeleri yansima bagntili uzaylar ve morfizmleri bagint1 koruyan
doniisimler olan RRel kategorisi incelenmistir. Oncelikle, bu kategorinin
normallestirilmis bir topolojik kategori oldugu gosterilmistir. Ardmndan, bilinen
anlamda kapalilik kavraminin topolojik kategoriye genellestirilmesi RRel
kategorisine uyarlanmigtir. (B, R) yansima bagintili uzaymda x € B olsun. “{x}
kiimesi kapalidir, ancak ve ancak R bagintisi x noktasinda ters simetriktir” seklindeki
teorem ispat edilmistir. Bu teorem M C B alt kiimesinin kapalilig1 ve kuvvetli
kapalilig1 ile iliskilendirilmis, ifade ve ispat edilmistir. Daha sonra bazi bilinen
topolojik kategorilerdeki kapalilik ile ilgili sonuclar elde ettigimiz sonuglar ile
karsilastirilmistir. Elde edilen kapalilik kavraminin, Dikranjan ve Giuli anlaminda
kapanis operatorii oldugu gosterilmistir. Ardindan cly, scly, qx Ve sqx seklindeki
kapanis operatorleri arastirilmig, aralarindaki iligkiler belirlenmis, zayif kalitsal,
kalitsal, ¢arpimsal ve idempotent olma gibi baz1 6zellikleri saglayip saglamadiklari
arastirtlmigtir. Daha sonra ¢ bir kapanis operatorii olmak {izere RRel in alt kategorisi
olan RRel,. , RRel;. ve RRel,. kategorileri tiizerine c¢alisilmistr. Hem bu
kategoriler hem de ToRRel , Ty'RRel ve T,RRel kategorileri arasindaki iliskiler
incelenmistir. Son olarak bilinen topolojik kategorilerdeki kapanis operatorleri ile
ilgili sonuglar elde ettigimiz sonuglar ile kiyaslanmstir. Tezin son bdliimiinde ise hem
kapalilik, hem de kapanis operatorleriyle ilgili 6neriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Fanktor, Yansima Bagmtili Uzaylar, Wedge Carpimu,
Kapali Alt Objeler, Kapanis Operatorleri.

Haziran, 2025; 46 sayfa
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CLOSURE OPERATORS IN CATEGORY OF THE REFLEXIVE
RELATION SPACES

Gokberk Batuhan KACAR
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ABSTRACT

This paper investigates the category RRel, whose morphisms are relation-preserving
functions and objects are reflexive relation spaces. First of all, it has been shown that
this category is a normalized topological. Moreover, the concept of closure in its
classical sense was generalized to the topological category and has been adapted to the
category RRel. Let (B,R) be the reflexive relational space, and let x € B. The
theorem stating that '{x} is closed if and only if the relation R is antisymmetric at the
point X' has been proven. This theorem is associated with the closedness and strong
closedness of the subset M < B, and has been expressed and proven. Furthermore, our
results on closure were compared with those in some well-known topological
categories. Moreover, it has been shown that the resulting closure concepts are closure
operators in the sense of Dikranjan and Giuli. Then, closure operators such as cly, scly,
qx and sqy were investigated, the relationships between them were determined, and it
was investigated whether they provided some properties such as weak hereditary,
hereditary, productive and idempotent. Subsequently, categories RRel,., RRel,. and
RRel,., which are subcategories of RRel, were studied, with ¢ being a closure
operator. The relationships between these categories and the categories ToRRel ,
To'RRel and T, RRel were examined. Lastly, our findings were contrasted with those
pertaining to closure operators in established topological categories.

Keywords: Topological Functor, Reflexive Relation Spaces, Wedge Product, Closed
Subobjects, Closure Operators.
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1. GIRIS

Order teorisi (Siralama teorisi), matematiksel yapilar arasinda diizen iligkilerini
inceleyen bir dal olup 6zellikle kismi siralamalar ve tam siralamalar iizerine odaklanir
soyut matematikte hem de uygulamali alanlarda genis bir kullanim alanina sahiptir.
Siralama teorisi, 6zellikle latis teori, graf teorisi, mantik, bilgisayar bilimi, veri analizi,
yapay zeka, ekonomi ve karar verme sistemleri gibi disiplinlerde temel bir rol oynar
[2]. Order teorisi, teorik matematikte ve uygulamali bilimlerde kritik bir rol oynar.
Ozellikle veri siralama, karar verme ve bilgi temsili gibi alanlarda sagladigi yapi
sayesinde bir¢ok disiplinde temel bir ara¢ haline gelmistir. Order teorisi, bilgisayar
biliminde 6zellikle topolojik siralama, tip sistemleri ve veri tabani siralamalar1 gibi
alanlarda kullanilir. Ornegin, yonlendirilmis dongiisiiz grafiklerde topolojik siralama
algoritmalari, kismi siralama iligkilerine dayanir [3]. Yapay zekada, tercih 6grenme ve
bilgi temsili gibi alanlarda siralama iligkileri kullanilir. Ontolojilerde kavramlar
arasindaki hiyerarsik iliskiler, kismi siralama ile modellenir [4]. Ekonomide, tiiketici
tercihleri ve fayda fonksiyonlar1 siralama teorisi ile modellenebilir. Ozellikle ¢ok
Kriterli karar verme yontemlerinde alternatiflerin siralanmasi, kismi siralama yapilari
ile ifade edilir [5]. Model teorisi ve kiimeler teorisinde, sirali yapilar mantiksal
¢ikarimlarin temelini olusturur. Ozellikle domain theory, bilgisayar biliminde
semantik analiz i¢in kullanilir [2]. Ayrica, filo genetik agaglar ve genetik veri analizi
gibi biyo informatik uygulamalarda, tiirler veya gen dizilimleri arasindaki siralama

iliskileri Order teorisi ile modellenebilir.

Order teorisinin kategori ile olan iliskisine gelince verilen uzaylar arasindaki baginti
koruyan doniistimler ile birlikte kismi sirali kiimelerden olusan Poset, 6n siralama
bagmtili uzaylardan olusan Preord, denk bagmtilardan olusan Denk, bagmti
uzaylardan olusan Rel, yansima bagintili uzaylardan olusan RRel kategorileri Order

teorisi ile iligkilidir.

Topolojik kategoriler, kategori teorisinin soyut yapismi topolojik kavramlarla
birlestiren 6zel matematiksel yapilardir. Bu tiir kategorilerde objeler ve morfizm
kiimeleri topolojik uzaylarla donatilmistir ve kategori aksiyomlar1 bu topolojik
yapilarla uyumlu olacak sekilde tanimlanir [6]. Bu yapi, klasik kategori teorisinin

soyut morfizm anlayismi, topolojinin siireklilik ve yakmhk kavramlariyla
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zenginlestirir. En temel 6rneklerden biri olan Top kategorisinde, objeler topolojik
uzaylar, doniisiimler ise siirekli fonksiyonlardir. Bu kategori, cebirsel topoloji,
diferansiyel geometri ve fonksiyonel analiz gibi alanlarda temel bir rol oynar.
Topolojik kategoriler, topolojinin kavramlarini genellestirerek daha genis bir teorik
cergeve sunar [7]. Ayrica TopGrp gibi daha 6zel kategorilerde, nesneler topolojik
gruplar olup morfizm hem grup homomorfizmas: hem de siirekli fonksiyon olma
kosulunu tasir [8]. Topolojik kategorilerde limit ve co-limit kavramlari, hem kategorik
hem de topolojik anlamda tanimlanabilir; bu da soyut yapilarla geometrik sezgiler
arasinda giiclii bir bag kurulmasmi saglar. Ozellikle homotopi teorisi, temel grup
yapilar1 ve stirekli dontisiimler gibi kavramlar, topolojik kategoriler araciligiyla daha
sistematik bi¢imde modellenebilir [9]. Bu baglamda, topolojik kategoriler yalnizca
matematiksel soyutlamay1 degil, ayn1 zamanda fiziksel sistemlerin ve bilgi yapilariin

modellenmesini de miimkiin kilar.

Topolojik kategorinin ve topolojinin benzer yonleri su sekildedir:

1. Siireklilik Kavrami

-Topolojide siirekli fonksiyonlar uzaylar arasindaki temel doniisiimlerdir.

-Topolojik kategorilerde de morfizm bilesimi ve hom-set yapilar siireklilik sartini
saglar [6].

2. Morfizm Olarak Siirekli Fonksiyonlar

-Topolojide uzaylar arasindaki iliskiler siirekli fonksiyonlarla elde edilir.
-Topolojik kategorilerde morfizmler genellikle stirekli fonksiyonlardir.

3. Limit ve Colimit Kavramlari

-Topolojide tiretilen uzaylar limit kavramiyla iliskilidir.

-Topolojik kategorilerde limit ve co-limitler hem kategorik hem de topolojik anlamda
yapisal uygunlugu koruyan doniisiimlerle tanimlanir [9].

4. Homeomorfizm ve Izomorfizmler ile Elde Edilen Denklik Kavramlari
-Topolojide homeomorfizmler uzaylarin topolojik olarak denkligini belirtir.
-Topolojik kategorilerde ise izomorfizler, homeomorfizmlerin kategorik karsiligidir.
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5. Topolojik Yapilar
-Topoloji, geometrik sezgileri soyut agik kiime ve siireklilik yapilariyla ifade eder.

-Topolojik kategoriler, bu sezgileri daha iist diizeyde morfizm ve yapz1 iliskileriyle

genellestirir.

Topolojik kategorilerde, bir objenin kapanisi, onu belirli bir alt kategoride temsil eden
en yakin objeye doniistiiren bir yapi olarak yorumlanir. Bu yaklasim, klasik
topolojideki Kuratowski kapanig operatoriiniin genellestirilmis bir seklidir. Bir
kategoride kapanis operatorii genellikle bir epireflektif alt kategori ile iliskilendirilir.
Bir kategorideki epireflektif alt kategori, her objenin bu alt kategorideki bir objeye
epimorfizma yoluyla yansitilmasini saglar. Bu yansima, kapanis operatorii tarafindan
gerceklestirilir. Ornegin, Top kategorisinde (topolojik uzaylar ve siirekli
fonksiyonlar), Kuratowski kapanis operatorii bir kiimenin en kiiclik kapali siiper
kiimesini verirken, kategorik baglamda bu islem bir objeyi kapali alt kategoriye

yansitan bir morfizma ile temsil edilir [10].

Bu tez ¢alismasinda yansima bagmntili uzaylarda (kuvvetli) kapali alt kiimeler 1993
yilinda Baran tarafindan yaymlanan “The notion of closedness in topological
categories” ve 2000 yilinda yaymlanan “Closure operators in convergence spaces”
isimli makaleleri temel alinmistir [11,12]. Calismada, kuvvetli kapali (kuvvetli agik)
ve kapali (agik) alt kiimeler karakterize edilmis, bu kategorideki cly, scly qx(M),
sqx(M), Qx ve SQx seklindeki kapanis operatorler incelenmis ve bu operatorlerin
zayif kalitsal, kalitsal, carpimsal ve idempotent gibi bazi Ozellikleri saglayip
saglamadiklar1 arastirilmistir. Daha sonra bu kapanis operatorlerine gore elde edilen
RRel in alt kategorisi olan RRel,., RRel,. ve RRel,. kategorileri ile Ty, T,', T, Ve
T, yansima bagmtili uzaylarin her biri karakterize edilmistir. Ardindan bu alt
kategoriler arasindaki iliskiler arastirilmistir. Son olarak da diger bazi kategoriler ile

bizim elde etigimiz sonuglar karsilastirilmistir.



2. TEMEL KATEGORIK KAVRAMLAR

2.1 Kategori

Kategori teorisi, matematigin farkli alanlarini birlestiren soyut bir ¢er¢eve sunan giiclii
bir teoridir. 1940’larda Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane tarafindan
gelistirilmis olup, matematiksel yapilar1 ve bunlar arasindaki iligkileri inceleyen bir
teoridir [13]. Kategori teorisi, matematiksel yapilar1 ve doniisiimleri soyut bir
cergevede inceleyen bir disiplindir. Kategoriler, objeler ve bu objeler arasindaki
dontistimler olan morfizmlerden olusur. Bu yap1 sayesinde cebir, topoloji ve mantik

gibi birgcok matematiksel alan ortak bir dilde ifade edilebilir.

Tanim 2.1.1 C bir smif olsun. € de ki tiim objelerin smifi Ob(C), C de ki tiim
morfizmlerin smifi Hom(C), VA€ 0Ob(C) i¢in idy,: A — A morfizmi ve
C(A,B) = {f|f:A - B morfizm} olsun. Iki obje arasmdaki morfizmlerin bileske
islemi o : Hom(A,B) X Hom(B,C) — Hom(A,C), (f,g) — g o f sartlarisaglarsa
C = (0b(C) ,Hom(C), id,°) dortliisiine kategori denir [14,15].

(1) f:A— Biginfoid,=fveidgoe f = f dir.
(2 f:A—B,g:B->Cveh:C > D,(hog)of =ho(gof)dir.

Ornek 2.1.2 Topolojik uzaylari objeler, siirekli fonksiyonlar1 ise morfizmler olarak
tanimlanan smif’kategoridir ve Top ile gosterilir. Objeleri gruplar ve morfizmleri grup
homomorfizmleri olan sinif kategoridir ve Grp ile gosterilir. Vektor uzaylari objeler
ve lineer doniisiimleri ise morfizmler olarak alirsak olusan sinif kategoridir ve Vect
ile gosterilir. Bagint1 uzaylarini objeler ve baginti koruyan dontisiimleri ise morfizmler

olarak alirsak olusan smif bir kategoridir ve Rel ile gosterilir.

Tanim 2.1.3 C ve C' kategoriler olmak tizere asagidaki sartlar saglaniyor ise C ye C’

niin alt kategorisi (subcategory) denir [14].

(1) ob(C) < 0b(C)
(2) VM, N € 0b(C) i¢in Hom¢(M,N) <€ Hom (M, N)
(3) € deki doniistimlerin bileske islemi, €’ deki ile aynidir.

(4) Her C-birim ayni1 zamanda C’-birim



Eger VM, N € 0b(C) i¢in Hom¢(M,N) = Hom (M, N) ise C ye C' niin dolu alt

kategorisi denir.

Ornek 2.1.4 Grp,Mon nin full altkategorisidir. Mon,SGrp nin alt kategorisidir
fakat full degildir

Tammm 2.1.5 C Kkategori, A € Ob(C) olsun. VX € 0b(C) igin C(A,X) tek bir
morfizme sahipse A ya C nin ilk objesi denir. VY € 0b(C) igin C(Y, A) smifi tek bir

morfizme sahipse A ya € nin son objesi denir [14,15].

Set de ilk obje bos kiimedir ve son objesi tek nokta kiimesidir. Top da ilk obje bos
kiime tizerindeki (@, {@}) ve son obje ({x}, {{x}, Q)}) topolojik uzayidir. Grp da ilk ve
son obje birim elemandan olusan gruptur. Ring de ilk obje Z halkasidir. Field de son
obje yoktur.

2.2 Ozel Morfizmler
Tamm 2.2.1 ([14]) K kategori ve f: A — B de morfizmi i¢in

(1)geof = idy, fog =idgolacak sekilde g: B — A varsa f ye izomorfizm ve

A ile B arasinda izomorfizm varsa A, B ye izomorftur denir, A = B seklide gosterilir.

(2) h,g: ¢ — A icin foh= fog oldugunda h =g ise f morfizmi soldan

sadelesmeliyse f ye monomorfizm denir.

(3) ggh:B — Cigin hof = gofoldugundah =g ise f morfizmi sagdan

sadelesmeliyse f ye epimorfizm denir.

(4) f monomorfizm ve epimorfizm ise f bimorfizm dir.

2.3 Fanktor ve Dogal Doniisiim

Bir fonktor, bir kategorinin objelerini ve morfizmlerini bagka bir kategoriye sistematik
bir sekilde esleyen bir doniisiim olarak diisiiniilebilir. Bu kavram, matematiksel
yapilar1 karsilastrmak ve ortak ozellikleri belirlemek agisindan biiyiik 6nem tasir.
Ornegin, cebirsel topoloji ve homolojik cebir gibi alanlarda fanktdrler, matematiksel

nesnelerin daha soyut bir ¢cergevede anlasilmasini saglar.
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Dogal doniisiim ise fanktorler arasindaki iligkileri tanimlayan 6nemli bir kavramdir.
Iki fanktor arasindaki yapisal benzerlikleri koruyan bir baglanti olarak diisiiniilebilir.
Dogal doniisiimler, matematiksel yapilarin farkli goriiniimlerini birlestirerek daha
derin anlayislar gelistirmemizi saglar. Ozellikle cebirsel topoloji, homolojik cebir ve
diferansiyel geometri gibi alanlarda 6nemli bir rol oynar. Dogal doniisiimlerin ne kadar
oncemli oldugunu vurgulamak adina Saunders MacLane'in sdyle dedigi soylenir: “Ben
kategorileri fanktorleri incelemek i¢in degil onlar1 dogal doniisiimleri incelemek ve

arastirmak ortaya attim.”

Tamm 2.3.1 C ve C' kategoriler olsun. € deki A objesini €' deki F(A) objesine, €
deki f:A — B ni C' deki F(f): F(A) - F(B) e gétiiren, asagidaki sartlar1 saglayan
F: C — C' fanktor denir [14,15].

(1) F(geof) =F(g)oF(f)
(2) F(idA) = idF(A)

Ornek 2.3.2 C ve D kategoriler olsun. Boylece

(1) ide: € — C,id¢ (X L Y) =X 4 Y birim funktordur.

(2) Herhangi bir A€ 0b(D) igin Fi€—D , F(x5v)=4"4 sabit
fanktordur.

(3) U:€ — Set, U(f) = f fanktoru unutkan fanktordur.

(4) €,D nin bir alt kategorisi ve E: Mor(C) © Mor(D) kapsama fonksiyonu ise
E: C - D ye kapsama fanktoru denir.

(5) C, C nin boliim kategorisi, Vf morfizmini f denklik smifina gotiiren kanonik
fonksiyon Q: Mor(C) — Mor(C) ise Q: C — C kanonik veya dogal fanktor denir.
(6) U:Top — Set, UX,7) =X ve f:(X,7) — (Y,0) icin U(f) = f seklinde
taniml1 doniistim fanktordur.

D:Top — Set, D(A) = (A,P(A)) ve f:A — B i¢in U(f) = f doniisiim diskre
fanktordur. I: Top — Set , 1(X) = (X,{0,X}) tammli doniigim ise indiskre

fanktordur.



Tammm 2.3.3 C, D kategoriler ve G, F: C — D fanktorlar olsun. VA € 0b(C) yi D de
Na: F(A) — G(A) morfizmine gétiiren n: 0b(C) — Mor(D) igin

VfiA— B € Mor(C) doniisimii icin G(f) en, = ngo F(f) ise n ye dogal
doniisiim denir, n: F — G seklinde gosterilir [14,15].

Ornek 2.3.4 (1) C kategori ve I:€ — €, A — I(A) = A birim fanktor olsun.

n:1 — I dogal doniistimdiir.

(2) I: Top — Top birim fanktor, D: Set — Top, D(Z) = (Z,P(Z)) diskre fantor,
U:Top — Set , U(Z,t) =Z unutkan fanktor olsun. n:DU — I bir dogal
doniisiimdiir. Sekil 2.1°de verilen diyagrama gore 1(x.) = idy , Nye) = 1y ,
DU(S) = f, I(f) = foldugundan

I(f) e nxr) = Nev,e) © DUS)

esitligi saglanir.

(Z,7) DU(Z, 1) N(z7) 1(Z,7)
f DU(X, 1) 1(X, 1)
(Y,o)
DU(Z,7T) Nv.o) 1(Z,7)

Sekil 2.1. Top da dogal doniisiim diyagrama.

2.4 Topolojik Fanktor

Topolojik kategoriler, hem kategori teorisinin morfizmlere dayali soyut yapisal
ozelliklerini korurken hem de topolojik yapilarin kesintisizligini ve yakinsama
ozelliklerini incelemeye olanak tanwr. Fanktorler araciligiyla, farkli topolojik
kategoriler arasindaki iliskiler incelenebilir ve bu sayede matematigin ¢esitli dallar
arasinda yeni iligskiler kurulabilir. Topolojik kategoriler, homotopi teorisi, spektral
teori ve topolojik doniisiim gruplar1 gibi konularn arastirilmasmda 6nemli bir rol

oynar.



Tanmm 2.4.1 C ve C' kategorileri i¢in F: C — C' asagidaki sartlar1 saglarsa F ye
topolojik fanktor ya da € ye €’ de topolojik kategori denir [14,15].

(1) F hem amnestik hem de diizenli olmalidir,
(2) €' nin VB nesnesi i¢in
F~Y(B) ={A € 0b(C):F(A) = B}
kiime olmalidir, bu durum F nin kiigiik demetlere sahip olmasi olarak bilinir.

(3) VF -kaynagi bir baslangi¢ kaldirmaya sahip olmalidir, yani {A;:i € I}, C nin
objeleri B; € Ob(C") ve f;:B— B;=U(4;), €' de F kaynagi olsun.
{fi: B — B; = F(A;)} nin baslangi¢ kaldirmasidir.

D deki her f;: B — B; = F(4;), C de baslangi¢ kaldirmasina sahiptir. Yani

{A;:i € I}, € deki objelerin ve f;: B — B; = F(A;) B deki morfizimlerin bir ailesi
olsun. f;: B — B; = F(A;) nin baslangi¢ kaldirmasi bir A € Ob(C) olmak iizere
F(f) =f sekilde f;: A — A; morfizimler ailesidir. Oyle ki g;:Y — 4; , € deki
morfizmlerin ailesi ve Vi € [ i¢in f; o h = g; sekilde 3Ih:F(Y) — B varsa Vi € |
icin f, o h = g, sekilde 3h:Y — A morfizmi vardir (bknz. Sekil 2.2).

C c'

A—Li > 4, B—Ii—>pB, = F(4)
h gi h 9i
Y F(Y)

Sekil 2.2. F-kaynagina gore gore topolojik kategori diyagramu.

Bu son sartin yerine “C’ deki her Her U-kavsagi olan f;: F(A;) = B; — B ailesi C de
bir bitis kaldirmasma sahiptir” seklinde de kullanilabilir. € de ki f;:4; — A
morfizmler ailesini F(f;) = f; sekilde f;: F(A;) = B; — B nin bitis kaldirmasidur.
Yani C deki g;:A; — Y ailesi ve Vi €1 igin ho f; = g; = F(g;) olcak sekilde



3h:B — F(Y) morfizimleri varsa Vi €1 icin hof,=g; sekilde Jh:A —Y
morfizmi vardir (bknz. Sekil 2.3).

C C’
A fi N B,=F(4) f; ; B
gi h gi h
Y F(Y)

Sekil 2.3. F-kavsagima gore topolojik kategori diyagrama.

Tamm 2.4.2 U: C — C' topolojik fanktoru i¢in €’ nin her X sabit objesi i¢in U~1(B)
bir tek yapiya sahipse U ya normallestirilmis tir denir. Sabit obje D nin son objesinin
tiim alt objeleri demektir [15].

Tamm 2.4.3 ([14,15]) C kategori ve U: € — Set topolojik fanktor olsun.

(1) U, V:Set — E seklinde bir sol adjointine sahipse V ye diskre fanktor ve dahasi
A =V(U(4)) ise A € Ob(Set) ya diskre obje denir.

(2) U fanktoru W: Set — C seklinde bir sag adjointine sahipse olup, W ye indiskre
fanktor ve A = W(U(A)) ise A € Ob(Set) ya indiskre obje denir.

Teorem 2.4.4 U:C — C' fantoru kii¢iik demetlere sahip ve belirli, D de keyfi
carpimlara sahip olsun. € , €' de topolojik kategoridir & € kategorisi indiskre nesne,

alt uzay ve keyfi ¢arpimlara sahiptir [14].

Ornek 2.4.5U : Top — Set normallestirilmis topolojik fanktordur. Grp da grubun
her alt kiimesi grup ve Ring verilen halkanin tanimli oldugu kiimenin her alt
kiimesinde halka tanimli olmadigindan U : Ring — Set ve U : Grp — Set
topolojik fanktor degildir. Bu durum her U nun baslangic kaldirmasma sahip
olmadigini belirtir. Bundan baska TopGrp deki final ve baslangi¢ kaldirmalariin
aynen Grp daki final ve baslangi¢ kaldirmalar1 gibi olusturulabileceginden
U : TopGrp — Grp topolojik fanktordur. Lakin U : TopGrp — Top topolojik
fanktor degildir.



2.5 Wedge Carpim Ve Eksen Doniisiimleri

Tanmmm 2.5.1 ([15,16]) Bir X kiimesinin ayr1 iki kopyasmmn p € X de cakigmasi
XV, X ile temsil edilir. XV, X de p € X noktas: birinci kisimda ise x; ile ikinci

kisimda ise x, ile belirtilir (bknz. Sekil 2.4). Ornegin X = {m, n, p} olsun.
X in ayrik birlesimi X[[X = {m, ny, p1, my, Ny, P2}
X in p de wedge carpmmi XV, X = {m;, ny, p, m,, n,} seklindedir.
B BUB B V,B
Sekil 2.4. Wedge carpimi diyagramiu.

Tamim 2.5.2 Verilen bir X kiimesi i¢in p € X olsun. X kiimesinin p noktasinda
Wedge ¢arpimi X [] X ayrik birlesiminin p de ¢akigsmasi demektir. Bu durum X VpX
ile gosterilir [15,16].

Tammm 2.5.3 ([15,16]) {*} kimesi Set icin son obje ve p:{x}—X,
iy,i: X — X V,X déniisiimleri sirastyla X deki birinci, ikinci igerme doniisiimleridir

(bknz. Sekil 2.5). Pushoutdan i;p = i,p dir.

S

{*} p

X i X VpX

Sekil 2.5. Set de pushout karesi.

10



Tanim 2.5.2’deki pushout diyagrammma uygulandiginda (bknz. Sekil 2.6)
Ayiy = (id, p): X — X%, Api, = Syi, = (p,id): X — X?,S,iy = (id,id) : X — X?

ve j = 1,2 i¢in Vi) = id olmak iizere asagidaki yerel doniisiimler elde edilir.

{*} 4 X
p L

X i X VpX
alh

Sekil 2.6. Set de pushout diyagramu.

(i) Ap:XV,X — X? asagidaki sekilde tamimli doniisime p de temel eksen

doniisiimii denir.

(x,p), j=1lise
Ap (x]) =
(p,x), j=2ise
(ii) Sp: X V,, X — X? doniisiimiine p de Skewed eksen déniisiimii denir.
(x,x), j=1ise
Sp (x]) =
(p,x), j = 2ise

(iii) VXV, X = X, V,(x;) = x = V,(x;) seklindeki doniisime p de katlama

donisiimii denir.,

Tamm 2.5.4 ([15,16]) U: & — Set topolojik fanktoru ve D diskre fanktor i¢in B €
Ob(&E) vep € U(B) = X olsun.

(1) B, p de T, dir ancak ve ancak

{4, : XV, X > UB?) =X?veV,: XV, X - UD(X) = X}

U nun baslangic kaldirmasi diskredir
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(2) B, p de T, dir ancak ve ancak
{S: XV, X > UBY) =X*veV,: XV, X - UDX) = X}

U nun baslangic kaldirmasi diskredir
(3) BninpdeT, dir ancak ve ancak

{id:x V,x > U(XV,X) =XV, Xvel,: XV, X > UD(X) = X}

U nun baslangic kaldirmasinin diskredir. (X V, X), , 11,1, den elde edilen bitis

kaldirmasidir.
Teorem 2.5.5U : Top — Set topolojik fanktoru i¢in

(1) X,7) topolojik uzayt p€X de T, dir & A,:XV,X — (X? 1) ve
7, : XV, X — (X,P(X)) ile dogrulan X V, X tizerindeki topoloji diskredir [16].

(2) (X,7) topolojik uzay1 peX de T, dir &5,: XV, X — (X% 1.) ve
7, : XV, X — (X,P(X)) fonksiyonlar: ile dogrulan XV, X tizerindeki topoloji
diskredir [16].

Tamim 2.5.6 ([15,16]) Bir X kiimesinde X2 nin ayrik iki kopyasinin A diyagonalinde
cakismas1 X2V, X2 ile gosterilsin. X?V,X? de (x,y) noktasi birinci kisimda ise

(x,y), ile ikinci kisimda ise (x,y), ile gosterilir.

(i) A:X?V,X? — X3 i¢in asagidaki sekilde tammli doniisiime temel eksen

donisiimii denir.

(x,y,x), j=1lise

A((x,y);) =
(x,x,y), j = 2ise

(ii) S: X2V ,X? — X3 ne Skewed eksen doniisiimii denir.

(x,v,y), j=1lise
S(C,y))) =
(x,x,y), j = 2ise
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(i) V:X2V, X2 — X2, j=12 i¢in V((x,y)1) = (x,y) =V((x,y),) sekilde

taniml1 doniisiime katlama doniigiimii denir.

Tamm 2.5.7 ([15,16]) U: & — Set topolojik fanktor, B € Ob(E), p e U(B) =X

olsun.
(1) B, T, dir ancak ve ancak
{A: X2V, X2 — U(B?) = X3 ve V : X2V, X2 — UD(X?) = X2}

U nun baslangi¢ kaldirmasi diskredir. Burada D diskre fanktordur.

(2) B, T, dir ancak ve ancak
{id: X2V \X? — UX2V,X2)' = X2V, X2 ve W, : X2V, X? — UD(X?) = X?}

U nun baslangi¢ kaldirmasi diskredir.
X2V, X2)', {iy, i : U(B?) = X? — X%V, X? } U-kaynaginn bitis kaldirmasidir.
(3) B nin en az iki elemanli alt uzayi indiskre degilse uzaya T, dir denir.

(4) B, T, dir ancak ve ancak
{S: X2V, X? > U(B®) = X® ve V:X?V,X? - UD(X?) = X?}
U nun baslangi¢ kaldirmasi diskredir.

Teorem 258 (X,7) uzayi T, dr < X3 deki 7, carpm topolojisi igin
A: X2V, X% — (X3,1,) ve V:V,X? — (X2, P(X?)) tarafindan elde edilen baslangig
topolojisinin diskredir. Burada A ile S degistirilirse bilinen T; olmas1 hali olusur.
Topolojik uzaylarda yukaridaki teoremde adi1 gegen tiim T, lar bilinen anlamdaki T,

topolojik uzayina denktir [16].
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3. BAGINTI UZAYLARI

Ik kez 1960 da Dana Scott tarafindan ortaya atilan Siralama Teorisi (Order Theory),
nesneleri belirli bir diizene gore siralamak ve bu siralama i¢inde nasil etkilesime
girdiklerini anlamak i¢in kullanilan matematiksel bir alandir. Bir 6genin digerine gore
nasil konumlandigini belirlemek i¢in kismi siralama, tam siralama ve iyi siralama gibi
farkl1 yontemler kullanilir. Ornegin, dogal sayilar bir tam siralama olusturur ¢iinkii her
iki sayidan biri digerinden biiyiiktiir. Bu teori, matematiksel mantik, kombinatorik ve
bilgisayar bilimlerinde ©6nemli bir rol oynar. Bilgisayar bilimlerinde siralama
algoritmalarmin analizinde, veri yapilarmin diizenlenmesinde ve karar agag¢larmin
olusturulmasinda sikg¢a kullanilir. Latis (kafes) yapilar1 ve swrali kiimeler gibi
kavramlar, Siralama Teorisinin daha ileri seviyelerini olusturur. Bu alan, veri
islemenin yani sira hiyerarsik iliskileri incelemek ve sistemleri daha iyi organize etmek
i¢in kullanilir. Bunun disinda Alan Teorisi (Domain Theory), matematik ve bilgisayar
arasinda iligskiyi kuran, 6zellikle bilgisayar bilimlerinde dnemli uygulamalara sahip
hizla gelisen bir bilim dalidir. Bu teori, 6zellikle Lambda Kalkiiliisii ve Type Teorisi
gibi konularla yakindan iliskilidir. Alan teorisi siralama teorisinin bir dali olarak

diistiniilebilir.
3.1 Topoloji ve Siralama Uzaylar Arasindaki fliski

Siralama ve topoloji arasinda ¢ok derin bir iligki vardir. Bu boliimde bu iligkileri veren

sonugclar1 verilecektir.
Tamim 3.1.1 ([15]) X bir kiimesi i¢gin R € X X X bagintis1 olsun.

(1) Her x € X, xRx (yansima 6zelligi),

(2) Her x,y,z € X, xRy ve yRz ise xRz (gegisme 6zelligi),

(3) Her x,y € X igin xRy ve yRx (simetri 6zelligi),

(4) Her x,y € X icin yRx ve xRy ise x = y (anti-simetri 6zelligi).

R sadece (1) sartm1 saglarsa (X, R) ikilisine yansima uzay1 denir. R bagmtisi (1) ve (2)
sartlarin1 saglarsa (X, R) 6n siralama uzayi denir. R bagmtisi (1), (2) ve (3) sartlarmni
saglarsa (X, R) uzayma denk uzayi ve R ye denklik bagmtisi denir. R bagmtisi (1), (2)
ve (4) sartlarmi saglarsa (X, R) uzayina kismi siralama uzay1 ve R ye kismi siralama
bagintis1 denir.
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Tanmim 3.1.2 (X, 7) uzay1 i¢in Vx,y € X, “x <, y © x i ihtiva eden her U ag¢ig1 i¢in

y yi ihtiva eder” seklinde tanimlanan bagmntiya 6zellesme bagintis1 denir [15].
Ornek 3.1.3 Bazi topolojik uzaylara karsilik gelen 6zellesme bagintilar1 su sekildedir.

(1) (X, P(X)) diskre uzay1 igin 6zellesme bagmtisi <pxy esitlik bagntisidur.

(2) (X, {9, X}) indiskre uzay1 i¢in 6zellesme bagintist X X X bagmntisidir.

(3) (X, d) metrik uzay1 i¢in 6zellesme bagintisi, <= esitlik bagintisidir.

(4) (R, T) ve T = alisilmis, tiimleyeni sayilabilir (sonlu), st limit veya alt limit
topolojileri i¢in dzellesme bagintisi, <= esitlik bagintisidir.

(5) X = {a, b} kiimesi verilsin.

(i) ©={0,{a}, X} den elde edilen 6zellesme bagmntisi <,= {(a, a), (b, b), (b, a)}
kismi siralama bagintisidir.

(i) o ={0,{b}, X} den elde edilen 6zellesme bagintisi <,= {(a,a), (b,b), (a, b)}
kismi siralama bagintisidir.

6) X ={ab,c}vert={0 X, {a},{c},{a, c}} den elde edilen 6zellesme bagmtisi
<.={(a,a),(b,b),(c,c),(b,a),(b,c)) o6n ve kismi siralama bagmntisidir.

Teorem 3.1.4 ([15]) (1) (X,T) uzay1 Ty dir & Ozellesme bagmtis1 kismi siralama

bagntisidir.
(2) (X, 1) uzay1 T, dir. © Ozellesme bagmtisi esitlik bagmtisidir.
3.2 Yansima Bagmtih Uzaylar

Tamm 3.2.1 B bir kiime ve R € B? yansima 6zelligini saglasin (B, R) ye yansima
bagimtih uzayr denir. (B,R) ve (By, R;) yansima bagntili uzaylar ve f:B — B,
fonksiyonu i¢in aRb i¢in f(a)R,f(b) ise f ye baginti koruyan fonksiyon denir [15].

Ornek 3.2.2 Bir X kiimesi {izerindeki yansima bagmtilar1 yazalim.

(1) X =09 ise R = @ = bos bagint1
(2) X ={a}i¢cin R = {(a,a)} = X x X = diskre bagint1 = indiskre bagnt1

(3) X = {a, b} de de yansima 6zelligini saglayan 2472 = 22 = 4 tane bagint1 vardir.
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R, = {(a,a), (b, b)} = diskre bagnt1

R; ={(a,a), (b, D), (a,b)}

R; = {(a, @), (b, D), (b, a)}

R, = X X X = indiskre baginti

(4) X ={a,b, c} de yansima 6zelligini saglayan 2°~3 = 2° = 64 tane bagmt1 vardur.
3.3 Yansima Bagmmtih Uzaylar Kategorisi

Tammim 3.3.1 Nesneleri yansima bagmtili uzaylar, doniisiimleri bagmnti koruyan
fonksiyonlardan olusan smifa yansima bagimtih uzaylar kategorisi denir ve RRel

seklinde gosterilir [15].
Tamim 3.3.2 ([17]) RRel de

1) {fi:(B,R) — (B;,R;),i € I } kaynagi baslangi¢ kaldirmasidir & Va, b € B igin
aRb dir & Vi € I i¢in f;(a)R;f;(b) dir.

(2) (B;,R;) — (B, R) epimorfizmi bir final kaldirmasidir & Va, b € B i¢in aRb dir
oyle ki f(c) = a ve f(d) = b olacak sekilde cR;d sartmi saglayan 3 ¢, d € B; vardur.
(3) B kiimesi lizerindeki diskre yansima bagmntii uzay R = {(a,a)|a € B}
seklindedir. Ayrica Vx € B i¢in xRp veya pRx ise p = x olmas1 (B,R) nin p de
diskre olmasi demektir.

(4) B kiimesi iizerindeki indiskre yansima bagntili uzay R = B X B = B? dir.

(5) B kiimesi iizerindeki R =@ bagmti icin (B,®) ilk obje, B ={b} igin
R = {(b, b)} olmak iizere (B, R) son objedir.

Teorem 3.3.3 U: RRel — Set normallestirilmistir.
Ispat: Teorem 2.4.2 nin sartlarin1 saglayalim:

() f,g:(B,R) — (B,S) morfizmleri, U(f) = U(g) oldugunu kabul edelim. U nun
unutkanligindan f =g dir. Simdi de U nun amnestik oldugunu gosterelim.
f:(B,R) — (B,S) i¢in f izomorfizm ve U(f) = f =idp ise f =idpp) yani

R =S oldugunu gosterecegiz. Va,b € B igin aRb ise f nin siirekliliginden
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f(a)Sf(b) olur. idg = f oldugundan idg(a)Sidg(b) = aSh olur ki bu durumda
R c S dir. Tersine f~1:(B,S) — (B,R) i¢in U(f~!) = f~1 = idg olmak iizere
Va,b € B i¢in aSb ise f~! nin siirekliliginden f~1(a)Rf~1(b) = aRb olur ki
bdylece R € S dir, sonug olarak R = S olur yani f = id g, dir.

(i) U fanktoru kiigiik demetlere sahip mi?
U=1(B) = {(B,R)|U((B,R)) = Bve R € B?}.

® = {R|R C B?,R yansima 6zelligini saglayan bagint1} olsun. f:U~1(B) — &,
(B,R) — f((B,R)) = R sekilde fonksiyon tanimlayalim. f bire bir oldugundan @
ile U~(B) denktir. Dolayisiyla U~1(B) bir kiimedir.

(iii) Her i€l igin (B;,R;) yansima bagmtili uzaylar ve her i €1 igin
{filfi:B — U((B;,R))) = B;} fonksiyonlarmn smifi olsun. Vi € I igin B iizerindeki
R = {(a,b)|f;(a)R;f;(b),her i € I} seklinde tanimlansin. (B, R) yansima bagintili
bir uzaydir. (4,S) yansima bagintili uzay, h: A — B fonksiyon olsun. Boylece, her
i€l igin  f;(h;(a))Rifi(h;(b)) olur. Sonug olarak U:RRel — Set topolojik
kategoridir.

Bos ve tek nokta kiimeleri iizerinde tek bir yansima 06zelligine sahip baginti

oldugundan yani RRel normallestirilmistir.

Simdi ise lokal anlamda yansima bagntili uzaylarin tanimlanmasmi saglayan

asagidaki teoremi ve ispatin1 verelim.
Teorem 3.3.4 ([17]) (B, R) yansima bagntili uzayinda p € B i¢in

(1) (B,R),pdeT, dir & R, p de ters simetrik bir bagmtidir, yani Vx € B i¢in xRp
ve pRx ise x = p dir.

(2) (B,R), p de T, dir & R bagmtisi p de diskre yapidir, yani Vx € B igin xRp
veya pRx ise p = x dir.

(3) (B,R), pdeT, d.

Ispat: (1) (B,R) yansimali bagmt1 uzay1 p € B ve BV,B iizerindeki A, ve V,
tarafindan iiretilen baglangi¢ yapisi R,,, B? deki garpim yapisi L, ve B deki diskre
yansima bagintisi R; olsun (bknz. Sekil 3.1).
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A b3
(BV,B,R,) ——> (B2 R)_—_—=(BR)
2

VP
(B' Rd)

Sekil 3.1. p de T, diyagram.

[17] deki Teorem 2.2 den (B, R) yansima bagintili uzay1 p de T, dir & R, p de ters

simetrik bir bagmtidir.

(2) Yukaridaki diyagramda A, yerine S, almsm. [17] deki Teorem 2.3 den (B,R)

yansima bagmtili uzay1 p de T; dir & R deki bagmnt1 p de diskredir.

(3) (X,R) yansima bagntili uzay, BVpB lizerindeki id ve V, tarafindan iiretilen
baslangic yapisi Ry, olsun. Burada R, bagmtisi i; Ve i, kanonik doniisiimleri ile elde

edilen BV ,B tizerindeki bitis yapisidir (bknz. Sekil 3.2).

(BV,B,R,) __id (BV,B,Ry)
7, i | | i
(B, Ra) (B,R)

Sekil 3.2. p de T, diyagram.
[17] deki Teorem 2.4 den her (B, R) yansima bagmtili uzay: p de T, dir.
Ornek 3.3.5 B = {a, b, c} i¢in asagidaki bagmtilar1 inceleyelim.

R, ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b)} ve R, ={(a,a),(b,b),(cc),(ab), (b, a)} olmak

tizere bu bagintilara karsi gelen noktada ayirma aksiyomlari Sekil 3.3’te verilmistir.
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(B, R;) uzay1 a, b noktalarinda T, dur.

(B, R,) uzay1 a, b noktalarinda T, degildir.

(B, R,) uzay1 a, b noktalarinda T," dir.

(B, R;) uzay1 a, b noktalarinda T, dir.

(B, Ry) uzay1 a, b noktalarinda T; degildir.

(B, R;) uzay1 a, b noktalarinda T; dir.

(B, R;) uzay1 ¢ noktasinda T, dir.

(B, R,) uzay1 ¢ noktasinda T, dir.

(B, Ry) uzay1 ¢ noktasinda T,' dir.

(B, R;) uzay1 ¢ noktasinda T,' dir.

(B, Ry) uzay1 ¢ noktasinda T; dir.

(B, R,) uzay1 ¢ noktasinda T; dir.

Sekil 3.3. (B, R) uzaymin noktada Ty, Ty, T’ Ve T; olma durumu.

Simdi de genel anlamda yansima bagmtili uzaylarin tanimlanmasmi saglayan

asagidaki teorem ve ispatini verelim.

Teorem 3.3.6 (B, R) yansima bagntili uzay olsun.

(1) (B,R), T, dir & R ters simetriktir,
(2) (B,R), T, dir & R diskredir,
(3) (B,R), T, d,

(4) (B,R), T, dir & R ters simetriktir.

Ispat: (1) (B,R) yansimali bagmti uzayr B>V ,B?iizerindeki A ve V tarafindan

iiretilen baglangic yapis1 R,,,, B3 deki ¢arpim yapis1 R, ve B? deki diskre bagint1 yapisi

R, olsun (bknz. Sekil 3.4).

A i
(B?V,B? R,) ——— (B3, R,) ———(B,R)

\Y

(B% Ra)

Sekil 3.4. T, diyagram.



(B, R) yansima bagmtili uzay1 T, dir < R ters simetriktir.

(2) Yukaridaki diyagramda A yerine S almsm. (B, R) yansima bagmtili uzay: T, dir.

< R diskredir.

(3) (X, R) yansima bagmtili uzay, BV B iizerindeki id tarafindan iiretilen baslangig

yapist R, olsun. Burada Ry bagintis1 i; ve i, kanonik doniisiimleri ile elde edilen

BVpB iizerindeki bitis yapisidir (bknz. Sekil 3.5).

id

(BV,B,R,,) (BV,:B,Ry)
Vv iy %)
(B, Rd) (B' R)

Sekil 3.5. T,’ diyagramu.

(4) Kabul edelim ki (B, R) uzay1 T, olsun. R nin ters simetrik oldugunu gosterecegiz.
X,y € B, x # y i¢in yRx ve xRy olsun. x = y yi gosterecegiz. A = {x,y} ve Ry, A
tizerindeki (B, R) den i: A & B doniisiimiinden {iretilen baslangi¢ (alt uzay) yapisi

olsun.
R, yansima bagmtili oldugundan Tanim 2.5.7 den

XRyx = xRx

YRy = YRy
xR,y = xRy
YR x = yRx

olur ki Ry = {(x,x),(y,y), (x,y),(y,x)} indiskre bagmntisidir. Tanim 2.5.7 den
(B, R) nin T, ile geligir. Boylece x = y olmalidir. Yani R ters simetriktir.

Tersine olarak R, ters simetrik bagint1 olsun. (B, R) nin T, oldugunu gosterecegiz.

A C B, en az iki elemanl bir alt kiime ve ,y € A, x # y i¢in R, = A X A olsun.
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xR,x = xRx

YRay = YRy
xR,y = xRy
YR,x = yRx

olur ki bu R nin ters simetrik olmasi ile ¢eligir. Boylece R4 # A X A dir. Tanim 2.5.7

den (B, R) uzay1 T, dir.

Ornek 3.3.7 B={a,b,c}
Ry ={(a,a), (b,b),(c,c),(a,b)},

uzerindeki

asagidaki

bagintilar1  inceleyelim.

R, ={(a,a),(b,b),(c,c),(a b),(b,a)} ve

R; = {(a,a), (b,b), (c, c)} olmak iizere bu bagmtilara karsi gelen ayirma aksiyomlar1

Sekil 3.6°da verilmistir.

(B,R;) uzay1 T, dir.

(B, R;) uzay1 T, degildir.

(B, R3) uzay1 T, dur.

(B, R;) uzay1 T, dir.

(B,R;) uzay1 T, dir.

(B,R,) uzay1 T, dur.

(B,R,) uzay1 T, degildir.

(B, R,) uzay1 T, degildir.

(B,R,) uzay1 T, dir.

(B,R,) uzay1 T, dur.

(B, R,) uzay1 T, degildir.

(B,R,) uzay1 T, dr.

Sekil 3.6. (B, R) uzayinda genelde T,, Ty, T’ ve T; olma durumu.
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4. KAPALI ALT OBJELER

Bu bolimde yansima bagntili uzaylarda (kuvvetli) kapali alt kiimeler karakterize
edildi. Yansima bagintili bir uzayin fonksiyon altindaki goriintii ve ters goriintii

durumlar1 incelendi. Kalitsal, ¢arpimsal, idempotent, gibi 6zelliklerin arastirildi.
4.1 Topolojik Uzaylarda Kapahhk

Tanmmm 4.1.1 ([11,12,18]) (X, 7) topolojik uzainda M < X kapali ve Vx & M igin M
nin x i ihtiva ermeyen agik komsulugu varsa M ye kuvvetli kapahdir denir. Uzayin
T; olmasi durumunda kapalilik ve kuvvetli kapalilik kavramlar1 denktir. Ama bir

topolojik kategoride bu kavramlarin genelde birbiri ile iliskisi yoktur.

Ornek 4.1.2 X = {a,b}, T = {0, X, {b}} icin M = {a} kapali olmasma ragmen
kuvvetli kapali degildir.

Tamim 4.1.3 ([11,12,18]) X bos kiimeden farkl;, p € X ve X® =X X X X X ...de X in

sayilabilir kartezyen ¢carpimi olsun. X in sayilabilir adetteki kopyasinin p de ¢akigsmasi

V;o X ile gosterilir. x; € V;o X olmasi x; nin i. bilesende olmasidir.

1) A;,°:V2°X — X ve Ay (x) = (,p,..,p,x,p,..) sonsuzda temel eksen
doniisiimii adi1 verilir.

) 72V, X — X veV, (x;) = x ye sonsuzda katlama doniisiimii ad1 verilir.

Tanim 4.1.4 ([11,12,18]) U: € — Set topolojik fanktoru i¢in B € 0b(C), U(B) = X

olsun.

1) A2:V, X — UB®) =X* ve F*:V, X — U(D(X)) = X bigiminde verilen
U nun baslangi¢ kaldirmas: diskreyse {p} kapalidir denir.

(2) {*},X/M de kapaliysa M c X de kapahdir.

q:UB) =X — X/M = (X\M) U {} i¢in asagidaki gibidir.

X, x & M ise

q(x) =
*, X € M ise
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(3) X/M, = noktasinda T, ise M kuvvetli kapalidir.
(4) M€, X de kapali (kuvvetli kapal) ise M agiktir (kuvvetli acik).
(5) M = @ = B ise M hem kapali (agik) hem de kuvvetli kapalidir (kuvvetli agiktir).

Ornek 4.15 X ={a,b,c} ve 7 ={X,®,{a, b}, {a}} icin M = {a} kiimesinin

kapali olmadigini gosterelim. Sekil 4.1°de verilen diyagram dikkate alinirsa:

Vo X A% X*,7,)

Va

X, P(X))
Sekil 4.1. Tek nokta kiimesinin kapalilig.

Vel = @
Vel = V@X

v l{a) = {a}

vel({py) = by, by b, ..}
VeTl({c) = lapcacs .}

v '({a,b}) = {a,by,by, ..}

Ve l{a,c) = Hacpcy.n)

Ve t(b,c) = {byby .,cp,0y )
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AN @) = 0

APTI(X*) = VgX
Aao_l({a} XXXX X ) = {a') bZJ b3l"'lC21 C3l"'}
Aao_l(X X {a} X X X ) = {a') bl; b3l b4l ---lcll C31 C41 }
A?lo_l({a, b} XX XXX ) = {a, bll bZl"':C21C3:---}
A?lo_l(X X {a, b} X X X ) = {al bll bZI "'lcll C3l C4I }
Aglo_l({a} X {a, b} X X X ...) = {a, bZJ b3) ey C31 C41 }
Aél.o_l({a, b} X{a} XX X ...) = {al b11b31"'1c31c41"'}

S =1{0,V; X, {a},{by, by, ..},{c1, ¢ ..}, {a, by, by, ... },{a, 1) Cp, ..,
{by, by, ...,Cq,C3, .. L, {a, by, b, ..., 3, C3, .. 1, {@, by, b3, by, ..., €1, C3, Cay e ),
{a,by, by, ..., cy, ¢35, ...}, {a, by, by, ..., Cq, C3, Cyy o 1, {0, by, b, o, €3, Cyy o )
{a,by, bs, ..., C3,Cqy 0}, o}

alt bazindaki elemanlarm sonlu kesisimlerinin keyfi birlesimleri alinarak elde edilecek

olan t,, ¢arpim topolojisinde {b,} gibi tek nokta kiimeleri bulunmayacagindan

7,, = P(V, X) dir, Tanim 4.1.4 den M = {a} kapah degildir.

M = {b, c} nin kuvvetli kapali olmadigin1 Tanim 4.1.4 i kullanarak gosterelim. {*} m
X/M de kapali olmadigin1 yani X/M kiimesi * da T; olmadigini gosterelim. Sekil

4.2°de verilen diyagram dikkate alinirsa:
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X/M)V.(X/M) S. (x/Mm?2z,)

V.

X, P(X))
Sekil 4.2. M nin kuvvetli kapalilig1.

X/M deki g = (X,7) — (X/M,0) bdliim fonksiyonu ile iiretilen final topolojisini
elde edelim (bknz. Sekil 4.3).

q (@) =0 € rdan @ € o dir.
q *({a}) = {a} € tdan {a} € o dir
q 1({*}) = {b,c} & Tt dan{x} ¢ o dir.

\
|

' & dan o = {@, X\M, {a}} dir.
|

g~ (X\M) = X € tdan X\M € o dir. )

X q X/M=X\MU {},

Sekil 4.3. Bir kiimenin kuvvetli kapalilig1.

v.'(@) = 0
V. 'x) = X/MV.X/M)

v, {a}) = {a,a,}

{x}

V.G
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SN = 0
SN &x/m?) = X/MV.(X/M)
ST {(@a), (v @)} = {aya}
S {(@a), (a0} = {ai}
ST {(aa)p) = {ai}

S={0, X/M)V.(X/M),{*},{a;},{a;,a,}} alt bazindaki elemanlarin sonlu

kesigimlerin keyfi birlesimleri alinarak asagidaki topolojiyi elde ederiz.

tw = {0, X/MV.X/M), ¢} {a:} {ar, a2}, {ar#}} # PV, (X/M)) olur. Bu
ise Tanim 4.1.4 den X/M nin * noktasinda T; olmadigmni gosterir yani Tanim 4.1.4 de
M kiimesi X/M de kuvvetli kapali degildir.

4.2 Yansima Bagintih Uzaylar (Kuvvetli) Kapahhk

Teorem 4.2.1 (B, R) yansima bagmtili uzaymda p € B i¢in {p} kapaldir ancak ve

ancak R bagintisi p de ters simetriktir, yani pRx ve xRp ise p = x dir.

Ispat: {p} nin kapali oldugunu kabul edelim. Ayrica R,,, R, Ve Ry sirasiyla V:,o B
sonsuz wedge ¢arpimi kiimesi, sonsuz ¢arpim kiimesi ve B kiimesi tizerindeki diskre

yansima bagintili yapilar olsun (bknz. Sekil 4.4).

(VyBR,) Ay _(B*R) _m . (BR)
v
(B,Rq)
Sekil 4.4. {p} kiimesinin kapalilik diyagramu.

u, v € VB olmak tizere uR,, v ise her i = 1,2 igin m;Ayu R m; Ay v

de Vyu R; Vyv = uR4v olur Ki bu ise u = v olmasi demektir.
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Simdi R nin p de ters simetrik oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki x # p olmak

lizere xRp ve pRx olsun.

u = x; Ve v = x, olsun.
mApu Rm Ay v = my Ay x; R myAyx, = my(x,p,p, ... )Rt (p, x,p, ...) = XRp
Ay u RmyAY v = m Ay xq Ry Ay x, = my(x, p,p, .. )R, (p, x,p, ...) = pRx

ve Vyu= Vpyx; =x =V x, =Vyv dir, yani x;Ryx, demektir. Ry, diskre
oldugundan x; = x, olur ki boylece p = x elde edilir. Boylece R bagintisi p de ters

simetriktir.

Tersine olarak (B, R) yansima bagintili uzaymda R, p de ters simetrik olsun. {p} nin
kapali yani Tanim 4.1.4 den R, nin diskre oldugunu gosterecegiz. u, v € V;O B i¢in

U = X, V = x; Ve uRy, v olsun.
Ay UR T Ay v = (D, D, ooy Xp, 0, 0, - )R (0, D, .., X, D, D, .. ) = XRD
m AyuRm Ay v = m.(p,p, ..., X, 0, 0, . )R (D, D, ..., X, P, D, .. ) = PRX

R ters simetrik oldugundan p = x dir. Béylece u = x;, = x; = v olur. Tanim 4.1.4

den R,, diskredir, boylece {p} kiimesi (B, R) de kapalidir.

Teorem 4.2.2 (B, R) yansima bagmtili uzaymda @ # M S B kiimesi kapahdr <
Her x € B i¢in xRa ve bRx olacak sekilde a,b € M varsa x € M dir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, R) uzaymda @ # M € B kapali olsun. Tanim 4.1.4 den {x}

kiimesi B/M de kapalidir. Teorem 4.2.1 den, R', B/M deki bitis kaldirmas1 olmak

lizere R', * noktasinda ters simetrik Ozelligini saglayan bagintidir. O halde R’

bagmtisi* dnoktasinda ters simetrik ve her x € B ve a,b € M i¢in xRa Ve bRx ise
q:(B,R) — (B/M,R")

olmak tizere qxR'qa = qxR' * ve gbR'qx =+ R'qxolur. R’ bagintis1 * noktasinda

ters simetrik oldugundan gx =x* olur yani x € M dir.

27



Tersine olarak sartlar saglansm ve bazi ¢ € B/M igin cR' * ve * R'c ise Tanim 3.3.2
den a,b € M ve x € B vardir 6yle ki xRa ve bRx, qx = c ve qa = qb = dir.

Boylece x € M dan ¢ =x elde edilir, yani R’ ters simetriktir.

Teorem 4.2.3 (B, R) yansima bagintili uzay ve @ # M C B agiktir < Her x € B i¢in
xRa ve bRx olacak sekilde a, b € M€ varsa x € M€ dir.

Ispat: Teorem 4.2.2 deki ispatin benzeridir.

Teorem 4.2.4 (B, R) yansima bagntili uzay ve @ # M < B kiimesi kuvvetli kapalidir
< Her x € B icin xRa veya aRx olacak sekilde en az bir a € M varsa x € M

olmasidir.

Ispat: @ = M < B kuvvetli kapalisi i¢in Tanim 4.1.4 den {*} kiimesi B/M de T; olur.
Teorem 3.3.6 dan R’, B/M deki bitis yapis1 olmak tizere R’, * de diskredir yani bR’ *
ve * R'b ise b =« dir. Boylece R', * noktasinda diskredir & Vx € Bvea € M igin
xRa veya aRx isex € M ispatlayacagiz. q: (B,R) — ( B/M,R') doniisiimii dikkate

alindigida

q(x)R'q(a) = q(x)R" » veya q(a)R'q(x) =* R'q(x)
elde edilir. R" diskre oldugundan q(x) =%, yani x € M olur.

Tersine olarak sartlar saglansin ve bazi ¢ € B/M igin cR' * veya * R'c olsun. Tanim
3.3.2 den (x) =c ,q(a) =+, xRa veya aRx sekildle x € B ve a € M vardur.
Kabulden x € M elde edilir. Sonugta q(x) == olur Ki bu ise ¢ =+ olmas1 yani R’ niin

*x noktadinda diskre olmasidir.

Teorem 4.2.5 (B, R) yansima bagintili uzayinda M € B kuvvetli agiktir ancak ve
ancak her x € B i¢in xRa veya aRx olacak sekilde a € M€ varsa x € M€ dir.

Ispat: Teorem 4.2.4 deki ispatin benzeridir.

Teorem 4.2.6 (B, R) yansima bagintili uzayinda kuvvetli kapalilik ile kuvvetli agiklik
denktir.

Ispat: M kuvvetli kapali olsun. Ayrica Vx € B i¢in xRy veya yRx olacak sekilde
y € M€ varsa x € M€ oldugunu gosterecegiz.
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x &€ M€ olsun. Boylece, x € M olur. M kuvvetli kapali ve xRy veya yRx oldugundan
y € M olur. Bu da y € M€ ile geliski olusturur. Boylece x € M€ dir. Sonug olarak M
kuvvetli agik olur.

M ackk ise kapali olmak zorunda degildir. Ornegin B = {a,b,c} igin
R ={(a,a), (b,b),(c,c),(c,b) (ac)} olsun. M ={a,b} kimesi a¢ik olmasina
ragmen kapali degildir.

Teorem 4.2.7 (B, R) yansima bagmtili uzaymda her kuvvetli kapali kiime kapalidir.
Tersi genelde dogru degildir.

Ispat: M kuvvetli kapali olsun. Teorem 4.2.4 den Vx € B icin xRa veya aRx olacak
sekilde a € M varsa x € M dir. Ayrica her x € B i¢in xRa ve bRx olacak sekilde
a,b € M olsun. Boylece x € M oldugundan M nin kapalilig1 elde edilir.

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. B = {a, b} i¢in R = {(a, a), (b, b), (a, b)}

icin {a} kapali olmasina ragmen kuvvetli kapali degildir.
Ornek 4.2.8 B = {a, b, c} icin R = {(a, a), (b, b), (c,c), (b,a), (a, b)} olsun.

M = @ ise M kapal ve kuvvetli kapaldir.

R bagmtis1 a ve b de ters simetrik olmadigindan, ¢ de ters simetrik oldugundan
Teorem 4.2.1, 4.2.5 den {a} ve {b} kiimeleri kapal1 ve acik degildir fakat {c} kiimesi
hem ag¢ik hem de kapalidir. Teorem 4.2.4 den {a} ve {b} kiimeleri kuvvetli kapali degil
fakat {c} kiimesi kuvvetli kapalidir. Ayrica Tanim 4.1.4 den @ ve B kiimeleri hem
kapali (agik) hem de kuvvetli kapalidir.

M, = {a,b} kiimesi Teorem 4.2.2 den kapalidir, Teorem 4.2.4 den de kuvvetli
kapalidir ve Teorem 4.2.3 den agiktir,

M, = {a, c} kiimesi Teorem 4.2.2 den kapalidir, Teorem 4.2.4 den bRa olmasina

ragmen b € M, oldugundan kuvvetli kapali degildir ve Teorem 4.2.3 den agik degildir,

M5 = {b, c} kiimesi Teorem 4.2.2 den kapalidir. Teorem 4.2.4 den bRa olmasina
ragmen a € M3 oldugundan kuvvetli kapali degildir ve Teorem 4.2.3 den agik degildir.
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Sonug 4.2.9 (B, R) yansima bagmntili uzayinda,
A) R bagmtisi p € B de diskre olsun. Asagidakiler denktir:

(1) {p} kuvvetli kapalidir,
(2) {p} kuvvetli agiktir,
(3) {p} kapaldur.

B) (B, R) uzay1 T, ve M C B olsun. Asagidakiler denktir:

(1) M kuvvetli kapaldir,
(2) Mkuvvetli agiktrr,
(3) M kapaldir,

(4) M agiktir.

C) (B, R) uzay1 T; olsun. M € B kapalidir ancak ve ancak kuvvetli kapalidir.
Teorem 4.2.10 (B, R) yansima bagintili uzayi i¢in

(1) Vi € I, M; c B kapali ise N;c; M; kapalidir.

(2) Vi € I, M; c B kuvvetli kapali ise N;¢; M; kuvvetli kapalidir.

(3) My, M, c B kapali ise M; U M, kapali olmayabilir.

(4) My, M, c B agik ise M; N M, agik olmayabilir.

(5) M;, M, c B kapali degil ise M; N M, kapal olabilir.

(6) Vi € I, M; c B kuvvetli kapali ise U;¢; M; kuvvetli kapahidir.

(7)Vi €1, M; c B; kapaliise M = [];¢; M; kiimesi B = [];¢; B; kapalidir.
(8) Vi €I, M; c B; agik ise M = [];¢; M; kiimesi B = [];¢; B; de agiktr.

(9)Viel, M; c B; kuvvetli kapaliysa M = [];e; M; da B = [];e; B; de kuvvetli

kapalidir.

Ispat: (1) Vi € I igin M; ler kapali olsun. Her x € B icin xRa ve bRx olacak sekilde

a,b € Ny M; olsun. Vi €1 igin b,a € M; ve M; ler kapali oldugundan Teorem

4.2.2 den x € M; olur. Boylece x € N;e; M; olur Ki N;¢; M; kiimesi kapalidir.

(2) Heri €1 i¢in M; c B ler kuvvetli kapali olsun. Her x € B i¢in aRx veya xRa

olacak sekilde a € N;¢; M; = M oldugunda x € M oldugunu gosterecegiz. Vi € I i¢in

a € M; olur. Her i € I i¢in M; ler kuvvetli kapali oldugundan aRx veya xRa olacak
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sekilde a € M; oldugundan x € M; olur. Boylece x € M olur. Teorem 4.2.4 den M

kiimesi kuvvetli kapaldir.

(3) B ={a,b,c} i¢in R = {(a,a), (b, b), (c,c), (c, b), (a,c)} olsun. R bagmtisinin a
ve b de ters simetrik olmasindan M; = {a} ve M, = {b} kiimeleri kapalidir. Fakat

M; U M, = {a, b} kiimesi kapali degildir. cRb ve aRc olmasma ragmen ¢ ¢ M; U M,
dir.

(4) B ={a,b,c}i¢in R = {(a,a), (b,b),(c,c),(c,b),(a,c)}olsun. Teorem 4.2.3 den
M, ={c,b} ve M, ={c,a} kiimeleri agiktir. Fakat M; N M, = {c} kiimesi agik
degildir. Ciinkii cRb ve aRc olmasina ragmen ¢ € (M; N M,)¢ dir.

(5) B={a,b,c} i¢in R ={(a,a),(b,b),(c,c),(b,a),(a,b)} olsun. M; = {a} ve
M, = {b} kiimeleri kapali degildir. Fakat M; N M, = {@} kiimesi kapalidir.

(6) Heri €I igin M; c B ler kuvvetli kapali olsun. Her x € B i¢in aRx veya xRa
olcak sekilde a € U;¢; M; = M oldugunda X € M oldugunu gosterecegiz. En az bir
k € I i¢cin a € My, olur. M;, kuvvetli kapali oldugundan x € M,, olur. Béylece x € M
olur. Teorem 4.2.4 den M kuvvetli kapalidir.

(7) x € B olmak {izere xRa ve bRx olacak sekilde a, b € M olsun. Burada R, [];e; M;
tizerindeki ¢arpim yapisidir. Tanim. 3.2.2 den her i € I i¢in ;(x)Rm;(a) = x;R;a; ve
m;(b)R;m;(x) = b;R;x; dir. Vi € I i¢in M; c B; kapali olmasmdan Teorem 4.2.2 den
x; € M; olur. Dolayisiyla x = (x4, %5, ...) € [];e; M; olur ki sonug olarak Teorem
4.2.2 den M, B de kapalidir.

(8) x € B olmak tizere xRa ve bRx olacak sekilde a, b € M olsun. Tanim 3.2.2 den
i €I i¢in m;(x)Rm;(a) = x;R;a; ve m;(b)R;m;(x) = b;R;x; dir. Vi € I igin M; C B;
agikligindan Teorem 4.2.3 den x; € M;© dir. Boylece x = (x1, x5, ...) € ([T;er M;)°¢
olur ki sonug olarak Teorem 4.2.3 den M, Bde agiktir.

(9) Her i €l igcin M; c B; de kuvvetli kapali oldugunu kabul edelim. Her
x = (x1,%5,...) € B=[lie; Bi,xRa veya aRx dan a = (a,a,,..) € M =[lie; M;

olsun. x € M oldugunu gosterecegiz. Burada R, B iizerindeki carpim yapisidir. Her

31



i € I i¢in x; € B; olur ki M; lerin kuvvetli kapaliligindan x;R;a; veya a;R;x; olacak

sekilde x; € M; dir. Boylece x € M olur. M kuvvetli kapalidir.
Teorem 4.2.11 (B, R) yansima bagintili uzay1 igin

(1) M c B kuvvetlikapalive N € M kuvvetli kapaliise N € B de kuvvetli kapalidir.
(2) f: (A,S) — (B, R) bagint1 koruyan fonksiyonu i¢in M c B (kuvvetli) kapaliysa
f~1(M) c A da (kuvvetli) kapalidir.

Ispat : (1) M c B ve N © M kuvvetli kapali kiimeler olsun. R, Ve Ry sirasiyla M ve
N kiimeleri {izerinde ki i:M — (B,R) ve i: N — (M, R,,) i¢ine fonksiyonlar1 elde

edilen baslangi¢ yapilar1 olsun.

Vx € B i¢in aRyx ya da xRya olacak sekilde a € N olsun. x € N oldugunu
gosterecegiz. xRya = xRya = xRa ve aRyx = aRyx = aRx oldugunu biliyoruz.
a € M, xRa veya aRx oldugundan Teorem 4.2.4 den x € M elde edilir ki M c B de
kuvvetli kapali oldugundan x € M olur. a € N, xRya veya aRyx ve N ¢ M de

kuvvetli kapali oldugundan Teorem 4.2.4 den x € N olur.

(2) Kabul edelim ki Vx € X igin aRx veya xRa olacak sekilde a € f~1(M) olsun.
x € f71(M) oldugunu godsterecegiz. f, bagmti koruyan doniisim oldugundan
f(X)Rf(a) olacak sekilde f(a) € M olur. Her iki tarafa f~! uygulanirsa
f7Hf(x) =x € f~1(x) elde edilir. Bu ise Teorem 4.2.4 den f~*(M) nin A da

kuvvetli kapali olmas1 demektir.

4.3 Baz1 Topolojik Kategorilerde Kapahhk Kavramm

()RRel de, Teorem 4.2.2, 4.2.4, 4.2.6 ve 4.2.7 dan,

(i) (B,R) yansima bagmtili uzayinda @ # M S B kiimesi kapalidir & Vx € B i¢in
xRa ve bRx seklinde a, b € M varsa x € M dir.

(if) (B, R) yansima bagmtili uzay ve @ # M S B kiimesi kuvvetli kapalidir < Her
X € B i¢gin xRa veya aRx seklinde 3a € M varsa x € M dir.

(iii) (B, R) yansima bagintili uzayinda her kuvvetli kapali kiime kapahdir.

(iv) Her kuvvetli kapal1 kiime kapalidir.

(2) ConFCO (Nesneleri sabit siizge¢ yakinsak uzaylar, doniisiimleri uzaylar

arasindaki doniisiimlerden olusan kategori) de [11] deki Teorem 3.4-3.7 den,
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(i) (B,K) uzaymda M < B kuvvetli kapalidir (kapalidir) & Hera €K ve a ¢ M
olacak sekildeki Va € K a ¢ [a] veya a U [M] 6z olmayan siizgegtir.

(i) (B,K) uzaymda M € B kapalidir (kuvvetli kapalidir) & Her a € K ve a € M
olacak sekildeki Va € B i¢in a ¢ [a] veya a U [M€] 6z olmayan siizgegtir.

(3) ConLim (Objeleri sabit yakinsak siizge¢ uzaylar, morfizmleri bu uzaylar
arasindaki doniistimler kategorisi) de [20] deki Teorem 5.1.8 ve 5.1.7 den

(i) (B, K) sabit limit uzayinda M < B agiktir (kapalidir) & M = B dir.

(if) (B, K) sabit limit uzaymn alt kiimesi kuvvetli agik ve kuvvetli kapaldir.

(4) CP (Objeleri giftler uzayr ve morfizmleri ise bu uzaylar arasindaki alt kiime
koruyan doniisiimler olan kategori) de [11] deki Teorem 3.8 den, her (4, B) giftler
uzaymnda @ # M C A kiimesi kapali ve kuvvetli kapalidir.

(5) PBorn (Objeleri prebornolojik uzaylar ve morfizmleri ise bu uzaylar arasindaki
dontistimler olan kategori) de [11] deki Teorem 2.13, 3.10 ve 3.9 dan

(i) (B, F) uzayinda @ # M < B kiimesi kapahdir & B = F dir.

(ii) Her (B, F) uzayinda @ # M < B kiimesi kuvvetli kapalidir.

(6) Prox (Obijeleri proximity uzaylar ve morfizmleri ise p-doniisiimler olan kategori)
de [21] deki Teorem 4.5-4.7 den,

(i) (X, 8) uzayinda her E € X i¢in ({p}, E) € § oldugunda p € E ise {p}kapaldir.

(i) K € X kapalidir & Kuvvetli kapalidir. & Vx € X i¢in ({x},K) € § oldugunda
x EK.

(iii) K € X aciktir & Kuvvetli agiktir. & Vx € X i¢in ({x},K¢) € § oldugunda
x € K€.

(8) psqMet kategorisinde [22] deki ve Teorem 4.2 ve 4.3 den, (X, d) extended

pseudo semi metrik uzay ve @ # M < B olsun.

(i) M kapalidr & Vx€X ve x¢& M igin d(M,x) = veya d(x,M) = oo,
(if) M kuvvetli kapalidir. & Vx € X ve x € M igind(M, x) = oo = d(x, M).
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5. KAPANIS OPERATORLERI

5.1 Kapams Operatorii
Teorem 5.1.1 C bir kategori ve X € 0b(C) ve M c X igin

(1) X in M alt kiimesini cy (M) ye gétiiren ¢y kapanis operatorii asagidakileri saglar.
() Mccx(M),

(i) M c N ise cy(M) c cx(N) dir,

(i) Vf: X — Y icin f(cx(M)) < ¢y (f(M)) dir,

(2) cx(M) = X ise cy e ahsilmis kapanis operatorii denir.

(3) ix(M) = X veiy(@) = @ ise iy e indiskre kapanis operatoriidiir.

(4) 65x(M) = M ise 64 e diskre kapanis operatorii denir.

(5) cx(M) = M ise M ne cy kapalidir denir.

(6) cx(cx(M)) = cx(M) ise cx ne idempotent denir.

(7) Ac X veM c Aolmak tizere c,(M) = A N cx(M) ise cx ne kalitsal (hereditary)
idempotent denir.

(8) M,Nc X igin cx(MUN) =cx(M)Ucx(N) ise cy operatoriine toplamsal
(additive) denir.

Ornek 5.1.2 (B, R) yansima bagintili uzay ve M € B olsun.

(i) R diskre ise cl({M}) = M=scl({M}) = sq({M})
(ii) R indiskre ise cl({M}) = B=scl({M}) = q({M})

Tamim 5.1.3 ([23]) (X, L) yansima bagintili uzay ve M c X igin

Q) cly(M) =N{F c X | M c F ve F kapali} ne M nin X e gore kapamsidir. Kapali
ile kuvvetli kapali yer degisirse M nin X e gore kuvvetli kapanisi olan scly (M) olusur.
2 gqx(M)=N{F cX|M c F,F agikve kapali} ne M nin X e gore quasi-
component kapanigt denir. Kapali ve agik yerine kuvvetli kapali ve kuvvetli agik
alinirsa M nin X e gore kuvvetli quasi-component kapanist sqx (M) olusur.

(3) 8x(M) = {x € X | X in x noktasini iceren her G agik kiimesi i¢in clx(G) N M + @ }

ne M nin X e gore Oy -kapanig1 denir. cly yerine scly ve G yerine kuvvetli agik

alinirsa M nin X e gore S6-kapanis1 S8x (M) olusur..
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@) by(M)={xeX|clxy({x})) NGNM # @, X in x iigeren her G agik kiimesi i¢in} ne M
nin X e gore by-kapanis1 denir. cly yerine scly ve G yerine kuvvetli agik alinirsa M

nin X e gore sh-kapanis1 shy (M) olusur.

Ornek 5.1.4 B ={a,b,c} icin R = {(a,a),(b,b),(c,c),(b,a),(a,b)} olsun. Bu
bagint1 uzayma gore {c},{a,c},{a, b},{b,c}, B,® kapalilar, {a, b}, {b},{c},{a},0,B
agiklar, {c},{a, b}, B, @ kuvvetli kapalilar ve {c},{a, b}, B, @ kuvvetli agiklar olup

kapanis operatorii diyagrami Sekil 5.1°de verilmistir.

cl({a}) = {a}

cl({a,b}) = {a, b}

scl({a}) = {a, b}

scl({a,b}) = {a, b}

cl({b}) = {b}

cl{a,c}) ={a,c}

scl({b}) = {a, b}

scl({a,c}) =B

cl({ch) = {c}

cl({b,c}) ={b,c}

scl({c}) = {c}

scl({b,c}) =B

cl(@®) =0 cl(B) =B scl(@) =0 scl(B) =B
q{a}) ={a,b} | q({a,b}) ={a,b} | sq({a}) ={a, b} sq({a,b}) = {a, b}
q({b}) = {a, b} q{a,c}) =B sq({b}) = {a, b} sq({a,c}) =B
q({c}) = {c} q{b,c}) =B sq({c}) = {c} sq({b,c}) =B
q(@) =0 q(B) =B sq(@) =@ sq(B) = B

Sekil 5.1. Kapanis operatorleri diyagrama.

Teorem 5.1.5 (B, R) yansima bagintili uzayindaki A € B igin

(1) cl(A) = {x € B | x iigeren her G agig1 icin AN G # @}

(2) scl(A) = {x € B | x iigeren her G kuvvetli agig1 icin AN G # @} = sq(A)

(3) q(A) = {x € B | x iigeren agik ve kapali G kuvvetli a¢1g1 icin A N G # @}

Ispat: (1) x € cl(4) ve G de x i igeren bir acik olsun. ANG # @ oldugunu
gosterecegiz. AN G = @ olsun. A € G€ olur, buradan G€¢ kapali ve x & G€ olur Ki
x & cl(A) elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir, dolayisiyla A N G # @ olmalidir.

Tersine olarak G, x i igeren bir agik olmak tizere AN G # @ olsun. x € cl(4)
oldugunu gosterecegiz. x & cl(A) olsun. x € M olacak sekilde kapali M kiimesi
vardir. Buradan A N M€ =@ ve M€ , x i igeren bir agik olur. Bu ise ¢eliskidir,
dolaysiyla, x € cl(A) dir.

(2) ve (3) benzer sekilde yapilir.
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Teorem 5.1.6 (X, R) yansima bagntili uzaymmda M c X i¢in

(1) sclx (M) = sqx(M)

(2) cly, scly ve sqx operatorleri idempotent, zayif kalitsal, ¢arpimsal ve kalitsaldir.

cly toplamsal degildir.
Ispat: (1) Tanim 5.1.3 den agiktur.

(2) [24] deki Alistirma 2.D, Onerme 2.5 ve [25] deki Onerme 3.6 dan ispat agiktir.
B ={a,b,c} i¢in R = {(a,a), (b,b),(c,c),(c,b),(a,c)} olsun. Teorem 4.2.1 den
M, ={a} ve M,={b} kimeleri i¢in clg(M;)=clzg({a})={a} ve
clg(M,) = clg({b}) = {b} olur. clzg(M;UM,) = clz({a,b}) = B elde edilir ki
clg(M; U M,) # clg(M;) U clg(M,) olur. Béylece clg operatorii toplamsal degildir.

Teorem 5.1.7 (B,R) diskre yansima bagntili uzay ise M c B igin
qg(M) = sqg(M) = clg(M) = sclzg(M) = 65(M) = M

Teorem 5.1.8  (B,R) indiskre yansima bagmtii uzay ise M c B igin
qg(M) = sqg(M) = clg(M) = sclg(M) = B

Ornek 5.1.9 B = {a,b,c,d}, R = {(a,a), (b, b),(c,c),(d,d), (c,b), (a,c)} bagmtist
{a},{c},{b},{d},{a,d},{a,c},{b,d},{b,c} {a,c, b} {b,d c},{a,d c},B,® kapahdir.

@,{d}, {a, b, c}, B kuvvetli kapalidir. Ayrica {a, b, d}, {a, b} kiimeleri kapali degil.
M = {c, b} olsun. Bu durumda

clg(M) = {c, b}, sclg(M) = {a, b,c}, qz(M) = {c, b} ve sqz(M) = {a, b, c}
& kategorisinin ¢ kapanis operatori igin

QD) E.={Xe&labeXicina e cy({b}) veb € cx({a})isea =b}
(2 &, ={X € &|hera€ Xicincx({a}) ={a}}

(3) €, ={ X € €| cy2(A) = A, diyagonal }

(4) €5, = { X € €| cy2(D) = X2}
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€ =Top daki c bilinen kapanis ve gq Iise quasi-kapanis operatorii igin
Eocr E1cr ¢, E3c Ve E14 ler Ty , Ty , T, baglantih ve tam baglantisiz uzaylarin

karsiligidir.

Ornek 5.1.10 B = {a, b}, R = {(a,a), (b, b), (a, b)}
B? = {(a,a), (b, b), (b,a), (a, b)} olmak iizere R, ¢arpim bagmtisini bulalim.

((a,@), (a,@)),((b, b), (b,b)),((a,b), (a b)),
R. ={((b,a),(b,a)),((a a),(a,b)),((a a), (b a)),
((a,b), (b, b)), ((b,a),(b,b)),((a,a), (b,b))

A= {(a,a),(b,b)} kapali degil. Ciinkii Teorem 4.2.2 den (a,b)R.(b,b) ve
(a,a)R.(a, b) olmasma ragmen (a,b) & A dur.

Teorem 5.1.11 A) Asagidakiler denktir:
(1) (B,R) € RRely,

(2) (B,R) € TyRRel,

(3) (B,R) € TyRRel,

(4) R ters simetriktir.

B) Asagidakiler denktir:

(1) (B,R) € RRel,
(2) (B,R) € Ty'RRel.

Ispat: A) (B,R) € RRel,,; dir & Vx € B i¢in cl({x}) = {x} dir & Vx € B i¢in
{x} kapalidir ancak ve ancak Teorem 4.2.1 den R ters simetriktir. Yani (B, R) uzay1 T,
dir. (2), (3) ve (4) iin denkligi Teorem 3.3.6 dan agiktir.

B) Teorem 3.3.6 dan ispat agikardur.

Teorem 5.1.12 (B, R) yansima bagintili uzay1 i¢in asagidakiler denktir:
(1) (B,R) € RRelyy,

(2) (B,R) € RRelyy,

(3) (B,R) € RRel,,,,

(4) R diskredir.
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Ispat: (1)< (4) Kabul edelim ki (B,R) € RRel,,,; Ve her a,b € B icin aRb igin
(B,R) € RRel ;. oldugundan Va € B, scl({a}) = {a} olur. Yani Va € B i¢in {a}
kuvvetli kapalidir. aRb den Teorem 4.2.4 den a = b dir. Boylece (B, R) diskredir. Bu
durumda Teorem 4.2.4 den Va € B i¢in {a} kuvvetli kapalidir. (B,R) € RRel;,
dir.

(2) © (4) Kabul edelim ki (B,R) € RRely,,; ve Va,b € B igin aRb olsun.
(B,R) € RRel,,; oldugundan (a,b)R?*(b,b) veya (b,b)R?*(a,b) olur. A c B?
diyagonalin kuvvetli kapali olmasindan Teorem 4.2.4 den (a,b) € RRel,4; = A dir.
Boylece (B, R) diskre uzay olur. Tersine olarak (B, R) diskre ise Teorem 4.2.4 den ve

den A c B? kuvvetli kapalidir. Béylece (B, R) € RRel,,, olur.

(3) & (4) Kabul edelim ki (B,R) € RRel,, ve Va,b € B i¢in aRb olsun.
(B,R) € RRel,.; oldugundan (a, b)R?(b,b) ve (a,a)R?(a,b) olur. Teorem 4.2.4
den (a,b) € A oldugui¢in (B, R) diskre olur. Tersine olarak (B, R) diskre ise A ¢ B2
kapali olur. Boylece (B, R) € RRel,.; elde edilir.

Sonug¢ 5.1.13 Teorem 4.2.6 dan scl = sq olur
Teorem 5.1.14 (B, R) yansima bagntili uzayi i¢in asagidakiler denktir:

(1) (B,R) € RRelyy,
(2) (B,R) € RRely,,
(3) (B,R) € RRely,,
(4) (B,R) € RRel,,,
(5) (B,R) € RRel,4,,
(6) R diskredir.

Ispat: Teorem 5.1.11 ve 5.1.12 den asikardir.

Ornek 5.1.15 B ={k,1}, R = {(k, k),(1,1),(k, 1)} seklinde tamimlanan yansima
ozelligine sahip bagmtis1 igin @, {l}, {k} ve B kapalidir ve agiktir, B ve @ kuvvetli
kapalidir ve kuvvetli agiklardir. O halde (B, R) € RRel, fakat (B,R) € RRel, dir.
Benzer sekilde (B, R) € RRely, fakat (B, R)R & RRel, g dur.
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Teorem 5.1.16

(1) RRel,, = ToRRel = TyRRel,

(2) RRely, = RRel,q = RRely s = RRely = T1RRel,
(3) RRelisq C RRely,,

(4) RRelys © RRely,  RRely,,

(5) RRelys; = RRelgq,

(6) RRely,e = RRelyy,

(7) RRel,,, = RRel,,,.

Ispat: Teorem 5.1.11, 5.1.12 ve 5.1.14 den asikardur.

Teorem 5.1.17 (B, R) yansima bagintili uzayinda M c B i¢in M agik ve kapalidir &
V x,y € M€ i¢in xRa ve aRy olacak sekilde a € M€ dir veya Vz,w € M igin zRb ve
bRw olacak sekilde b € M.

Ispat: Teorem 4.2.1 - 4.2.3 den asikardur.
Teorem 5.1.18 Her i € I i¢in (B;, R;) € RRel,.; ise (B = [l;e; B;,R) € RRel,

Ispat:  Vviel igin (B,R;) € RRelyy olsun,  clp({x;}) = {x;} olur.
x = (x1,%5,...) EB i¢in clg({x}) = {x} gosterecegiz. clg({x}) # {x} olsun.
Boylece, 3y = (y1,¥3, ...) € B vardrr, y € clz({x}) dir ve x #= y dir. y € clg({x})
ise y € [[;e; M; = M olacak sekilde x € M kapalis1 vardir. Boylece, xRz ve zRy
olcak sekilde z = (z,,2,,...) € B varsa z € M olur. m; izdiisiim fonksiyonlarin

siirekli olmasindan
xRz & m;(x)R;m;(z) = x;R;z;,
ZRy & m;(2)R;m;(y) = z;R;y;,

elde edilir. Vi€l i¢in M; ler kapali oldugundan z; € B; ise z; € M; olur.
clp,({x;}) = {x;} oldugunda y; € clp,({x;}) olurkibu x; = y; olmas1 demektir. x #
y sectigimizden bu bir ¢eliskidir. O halde clg({x}) = {x} olmalidir. Sonu¢ olarak
(B;,R;) € RRel,; Olur.
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5.2 Baz Topolojik Kategorilerde Kapanis Operatorleri Sonuclar:
(1) Top da

Top;sci = Topzer © Topisct = Topia © Toposer = TOPoa

(2) RRel kategorisinde Teorem 5.1.14 den,
RRel,, = ToRRel = TyRRel,

RRellscl C RRellcl C RRelocl,
RRel,,,  RRel,,,

RRelzcl = RRequ = RRellscl = RRellsq = RRelzsq = RRelzscl = TIRREI

(3) ConFCO de [16], [19] ve [26] dan
ConFC0O,, = ConFCO,,,; € ConFCO,, = ConFCO,, = TyConFCO
=ToConFCO =T{ConFCO c ConFCOy,; = ConFCO
c T,ConFCO

(4) ConLim de [20] deki Teorem 4.2.8, 4.2.5, 6.1.6 ve 6.1.4 den,
ConlLim,, = ConLim,,, € ConLimy, = ConLim,
C ConLimy,,, = ConLimgyg,; = ConLim

= ConLim

(5) CP kategorisinde [11] ve [27, 28] den,
CPyq = CPy = CPlQ = CPZq = CPlsq = CPqu = CPyge = CPyyq

CPy, = CPy, =ToCP = T{,CP = T,CP = CP
(6) PBorn kategorisinde [28] deki Teorem 3.7, 3.6 ve 4.2 den,

PBorny, = PBorn,, = PBorn,; = PBorn,; C PBorny,,; = PBorny,

= PBorn,,, = PBornyg,
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(7) Prox kategorisinde [29] daki Teorem 3.8-3.14 ve Uyar1 3.19 dan

Prox,. = Prox,s.; = Proxq. = Prox,sc C€ Proxg., = Proxgs

(8) psqMet kategorisinde [30] daki Teorem 3.12 den,
TipqsMet = pqsMet ;g = pqsMet s, = pqsMet,s < pqsMet,,
= pqsMet;. = pqsMet,, = TopsqMet
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda oncelikle RRel kategorisinde kapalilik (aciklik) ve kuvvetli
kapalilik (kuvvetli aciklik) kavramlar1 arastirilmistir. Bunlarin birbirleriyle olan
iligkileri belirlenmistir. Daha sonra kapali, acik, kuvvetli kapali, kuvvetli agik yansima
bagmtili uzaylarin keyfi kesisimlerinin (birlesimleri, ¢arpimlar1)) durumlar1
arastirilmistir.  Bu durumu desteklemeyen oOzellikler ise tersine Ornekler ile
desteklemistir. Devaminda sayisal 6rnekler ile agiklanmaya calisilmistir. Ardindan
bilinen bazi topolojik kategorilerdeki kapalilik kavrami ile RRel kategorisinde

kapalilik kavrami karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar ise su sekildedir.

1. (B, R) yansima bagmtili uzayinda p € B igin {p} kapalidir & R bagintis1 p de ters

simetriktir.

2. (B, R) yansima bagintili uzaymda @ # M < B kiimesi kapalidir ancak ve ancak her

x € B i¢in xRa ve bRx seklinde a,b € M varsa x € M dir.
3. (B, R) yansima bagintili uzay ve @ # M < B kiimesi kuvvetli kapalidir ancak ve
ancak Vx € B i¢in xRa veya aRx olacak sekilde 3a € M varsa x € M dir.

4. (B,R) yansima bagintili uzayinda kuvvetli kapalilik ile kuvvetli a¢iklik denktir.

Fakat bu durum kapal1 ve agiklik i¢in saglanmamaktadir.

5. (B, R) yansima bagmntili uzayinda her kuvvetli kapali kiime kapalidir. Fakat tersi
genelde dogru degildir.

6. R bagintis1 p € B de diskre olsun. Asagidakiler denktir:
{p} kuvvetli agiktir & {p} kuvvetli kapalidir & {p} kapalidir
7.(B,R) uzay1 T, ve M < B olsun.
M kuvvetli agiktir & M kuvvetli kapalidir & M agiktir & M kapalidir

Sonrasinda RRel Kkategorisinde bazi kapanis operatorleri incelenmistir. Bu
operatdrlerden ozellikle scl, cl, sq, q tizerinde durulmustur. Bu operatorler ile elde
edilen RRel, alt kategorileri ve birbirleriyle olan iliskileri arastirilmistir. Sonuglar ise

su sekildedir.
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Elde edilen sonuglar ise su sekildedir:
1. (X, R) yansima bagntili uzay ve M c X olsun.
(i) scly (M) = sqx(M)

(i) cly, scly ve sqy operatorleri idempotent, zayif kalitsal, ¢arpimsal ve kalitsaldir.

cly toplamsal degildir.

2.  (B,R) diskre  yansima  bagmtili uzay ise M cCB  igin
qg(M) = sqg(M) = clg(M) = sclg(M) = 65(M) = M

3. (B,R) indiskre yansima  bagmtih uzay ise M cB igin
qe(M) = sqg(M) = clg(M) = sclzg(M) = B

4. (B, R) yansima bagntili uzay olsun.
(B,R) € RRel,,; & (B,R) € ToRRel < (B,R) € ToRRel < R ters simetrik
(B,R) € RRel & (B,R) € Ty'RRel

(B,R) € RRellscl =4 (B, R) € RRelzscl =4 (B, R) € RRchl < R diskredir
(B,R) € RRely,,, < (B,R) € RRely,, < (B,R) € RRely, <

(B,R) € RRel s, & (B,R) € RRel,;; < R diskredir

Bu tez calismasindan yola ¢ikarak 6zellikle kapalilik kavramini barindiran kompaktlik,
baglantilik, tam baglantisizlik, Stone uzay vb. gibi topolojik kavramlarm RRel
kategorisindeki karsiliklar1 arastirilabilir. Ayrica bu ¢aliymada tanim olarak verilen

fakat teorem ile ifade edilmeyen diger kapanis operatdrleri ve 6zellikleri incelenebilir.
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