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ÖZET 

 

Bu çalışmada, objeleri yansıma bağıntılı uzaylar ve morfizmleri bağıntı koruyan 

dönüşümler olan 𝑹𝑹𝒆𝒍  kategorisi incelenmiştir. Öncelikle, bu kategorinin 

normalleştirilmiş bir topolojik kategori olduğu gösterilmiştir. Ardından, bilinen 

anlamda kapalılık kavramının topolojik kategoriye genelleştirilmesi 𝑹𝑹𝒆𝒍 
kategorisine uyarlanmıştır. (𝐵, 𝑅)  yansıma bağıntılı uzayında 𝑥 ∈ 𝐵  olsun. “ {𝑥} 
kümesi kapalıdır, ancak ve ancak 𝑅 bağıntısı 𝑥 noktasında ters simetriktir” şeklindeki 

teorem ispat edilmiştir. Bu teorem 𝑀 ⊆ 𝐵  alt kümesinin kapalılığı ve kuvvetli 

kapalılığı ile ilişkilendirilmiş, ifade ve ispat edilmiştir. Daha sonra bazı bilinen 

topolojik kategorilerdeki kapalılık ile ilgili sonuçlar elde ettiğimiz sonuçlar ile 

karşılaştırılmıştır. Elde edilen kapalılık kavramının, Dikranjan ve Giuli anlamında 

kapanış operatörü olduğu gösterilmiştir. Ardından 𝑐𝑙𝑋 , 𝑠𝑐𝑙𝑋 , 𝑞𝑋  ve 𝑠𝑞𝑋  şeklindeki 

kapanış operatörleri araştırılmış, aralarındaki ilişkiler belirlenmiş, zayıf kalıtsal, 

kalıtsal, çarpımsal ve idempotent olma gibi bazı özellikleri sağlayıp sağlamadıkları 

araştırılmıştır. Daha sonra 𝒄 bir kapanış operatörü olmak üzere 𝑹𝑹𝒆𝒍 in alt kategorisi 

olan 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟎𝒄 , 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄  ve 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄  kategorileri üzerine çalışılmıştır. Hem bu 

kategoriler hem de 𝑻̅𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍 , 𝑻𝟎′𝑹𝑹𝒆𝒍  ve 𝑻𝟏𝑹𝑹𝒆𝒍 kategorileri arasındaki ilişkiler 

incelenmiştir. Son olarak bilinen topolojik kategorilerdeki kapanış operatörleri ile 

ilgili sonuçlar elde ettiğimiz sonuçlar ile kıyaslanmıştır. Tezin son bölümünde ise hem 

kapalılık, hem de kapanış operatörleriyle ilgili öneriler verilmiştir.  
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ABSTRACT 

 

This paper investigates the category 𝑹𝑹𝒆𝒍, whose morphisms are relation-preserving 

functions and objects are reflexive relation spaces. First of all, it has been shown that 

this category is a normalized topological. Moreover, the concept of closure in its 

classical sense was generalized to the topological category and has been adapted to the 

category 𝑹𝑹𝒆𝒍 . Let (𝐵, 𝑅)  be the reflexive relational space, and let 𝑥 ∈ 𝐵 . The 

theorem stating that '{x} is closed if and only if the relation R is antisymmetric at the 

point x' has been proven. This theorem is associated with the closedness and strong 

closedness of the subset 𝑀 ⊆ 𝐵, and has been expressed and proven. Furthermore, our 

results on closure were compared with those in some well-known topological 

categories. Moreover, it has been shown that the resulting closure concepts are closure 

operators in the sense of Dikranjan and Giuli. Then, closure operators such as 𝑐𝑙𝑋, 𝑠𝑐𝑙𝑋, 

𝑞𝑋 and 𝑠𝑞𝑋 were investigated, the relationships between them were determined, and it 

was investigated whether they provided some properties such as weak hereditary, 

hereditary, productive and idempotent. Subsequently, categories 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟎𝒄, 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄 and 

𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄 , which are subcategories of 𝑹𝑹𝒆𝒍 , were studied, with 𝒄 being a closure 

operator. The relationships between these categories and the categories 𝑻̅𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍  , 
𝑻𝟎′𝑹𝑹𝒆𝒍 and 𝑻𝟏𝑹𝑹𝒆𝒍 were examined. Lastly, our findings were contrasted with those 

pertaining to closure operators in established topological categories. 
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Subobjects, Closure Operators. 

June, 2025; 46 pages  



v 
 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

 

Şekil 2.1. 𝑻𝒐𝒑 da doğal dönüşüm diyagramı ............................................................ 7 

Şekil 2.2. 𝐹-kaynağına göre topolojik kategori diyagramı ........................................ 8 

Şekil 2.3. F-kavşağına göre topolojik kategori diyagramı ......................................... 9 

Şekil 2.4. Wedge çarpımı diyagramı .......................................................................10 

Şekil 2.5. 𝑺𝒆𝒕 de pushout karesi ..............................................................................10 

Şekil 2.6. 𝑺𝒆𝒕 de pushout diyagramı .......................................................................11 

Şekil 3.1. 𝑝 de 𝑇̅0 diyagramı....................................................................................18 

Şekil 3.2. 𝑝 de 𝑇0
′
  diyagramı .................................................................................18 

Şekil 3.3. (𝐵, 𝑅) uzayında noktada 𝑇̅0, 𝑇0, 𝑇0′ ve 𝑇1 olma durumu ..........................19 

Şekil 3.4. 𝑇̅0 diyagramı ...........................................................................................19 

Şekil 3.5. 𝑇0
′
  diyagramı .........................................................................................20 

Şekil 3.6. (𝐵, 𝑅) uzayında genelde 𝑇̅0, 𝑇0, 𝑇0′ ve 𝑇1 olma durumu ..........................21 

Şekil 4.1. Tek nokta kümesinin kapalılığı ...............................................................23 

Şekil 4.2. 𝑀 nin kuvvetli kapalılığı .........................................................................24 

Şekil 4.3. Bir kümenin kuvvetli kapalılığı ...............................................................25 

Şekil 4.4. {𝑝} kümesinin kapalılık diyagramı ..........................................................26 

Şekil 5.1. Kapanış operatörleri diyagramı ...............................................................35 

 

 

 



vi 

 

SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

𝑪                      Kategori 

𝒄𝒍(𝑨)               A Kümesinin Kapanışı 

𝑭𝒊𝒆𝒍𝒅              Cisimlerin Kategorisi 

𝑮𝒓𝒑   Gruplar Kategorisi 

𝑴𝒆𝒕   Metrik Uzaylar Kategorisi 

𝑴𝒐𝒏                Monoidlerin Kategorisi  

𝑴𝒐𝒓(𝑪)           𝑪 Kategorisinin Morfizmleri Kümesi 

𝑶𝒃(𝑪)   𝑪 Kategorisinin Objeleri Kümesi 

𝑹𝒆𝒍                  Bağıntı Uzaylar Kategorisi 

𝑹𝒊𝒏𝒈               Halkaların Kategorisi 

𝑹𝑹𝒆𝒍               Yansıma Bağıntı Uzaylar Kategorisi 

𝒔𝒄𝒍(𝑨)             A Kümesinin Kuvvetli Kapanışı 

𝑺𝒆𝒕   Kümeler Kategorisi   

𝑻𝒐𝒑                 Topolojik Uzaylar Kategorisi 

𝑽𝒆𝒄𝒕                Tüm Vektör Uzayların Kategorisi 

⋁𝒑
∞𝑿                𝑋 in 𝑝 de Sayılabilir Sonsuz Ayrık Kopyası      

𝑿 ∐ 𝑿              𝑋 in 𝑋 ile Ayrık Birleşimi 

𝑿 ⋁𝒑𝑿              𝑋 in 𝑝 de Wedge Çarpımı 

 

 

  

 



1 
 

1. GİRİŞ 

Order teorisi (Sıralama teorisi), matematiksel yapılar arasında düzen ilişkilerini 

inceleyen bir dal olup özellikle kısmi sıralamalar ve tam sıralamalar üzerine odaklanır 

[1]. Order teori, kümeler üzerindeki ikili ilişkilerin düzenlenmesiyle ilgilenir ve hem 

soyut matematikte hem de uygulamalı alanlarda geniş bir kullanım alanına sahiptir. 

Sıralama teorisi, özellikle latis teori, graf teorisi, mantık, bilgisayar bilimi, veri analizi, 

yapay zekâ, ekonomi ve karar verme sistemleri gibi disiplinlerde temel bir rol oynar 

[2]. Order teorisi, teorik matematikte ve uygulamalı bilimlerde kritik bir rol oynar. 

Özellikle veri sıralama, karar verme ve bilgi temsili gibi alanlarda sağladığı yapı 

sayesinde birçok disiplinde temel bir araç haline gelmiştir. Order teorisi, bilgisayar 

biliminde özellikle topolojik sıralama, tip sistemleri ve veri tabanı sıralamaları gibi 

alanlarda kullanılır. Örneğin, yönlendirilmiş döngüsüz grafiklerde topolojik sıralama 

algoritmaları, kısmi sıralama ilişkilerine dayanır [3]. Yapay zekâda, tercih öğrenme ve 

bilgi temsili gibi alanlarda sıralama ilişkileri kullanılır. Ontolojilerde kavramlar 

arasındaki hiyerarşik ilişkiler, kısmi sıralama ile modellenir [4]. Ekonomide, tüketici 

tercihleri ve fayda fonksiyonları sıralama teorisi ile modellenebilir. Özellikle çok 

kriterli karar verme yöntemlerinde alternatiflerin sıralanması, kısmi sıralama yapıları 

ile ifade edilir [5]. Model teorisi ve kümeler teorisinde, sıralı yapılar mantıksal 

çıkarımların temelini oluşturur. Özellikle domain theory, bilgisayar biliminde 

semantik analiz için kullanılır [2]. Ayrıca, filo genetik ağaçlar ve genetik veri analizi 

gibi biyo informatik uygulamalarda, türler veya gen dizilimleri arasındaki sıralama 

ilişkileri Order teorisi ile modellenebilir. 

Order teorisinin kategori ile olan ilişkisine gelince verilen uzaylar arasındaki bağıntı 

koruyan dönüşümler ile birlikte kısmi sıralı kümelerden oluşan 𝑷𝒐𝒔𝒆𝒕, ön sıralama 

bağıntılı uzaylardan oluşan 𝑷𝒓𝒆𝒐𝒓𝒅 , denk bağıntılardan oluşan 𝑫𝒆𝒏𝒌 , bağıntı 

uzaylardan oluşan 𝑹𝒆𝒍, yansıma bağıntılı uzaylardan oluşan RRel kategorileri Order 

teorisi ile ilişkilidir. 

Topolojik kategoriler, kategori teorisinin soyut yapısını topolojik kavramlarla 

birleştiren özel matematiksel yapılardır. Bu tür kategorilerde objeler ve morfizm 

kümeleri topolojik uzaylarla donatılmıştır ve kategori aksiyomları bu topolojik 

yapılarla uyumlu olacak şekilde tanımlanır [6]. Bu yapı, klasik kategori teorisinin 

soyut morfizm anlayışını, topolojinin süreklilik ve yakınlık kavramlarıyla 
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zenginleştirir. En temel örneklerden biri olan 𝑻𝒐𝒑 kategorisinde, objeler topolojik 

uzaylar, dönüşümler ise sürekli fonksiyonlardır. Bu kategori, cebirsel topoloji, 

diferansiyel geometri ve fonksiyonel analiz gibi alanlarda temel bir rol oynar. 

Topolojik kategoriler, topolojinin kavramlarını genelleştirerek daha geniş bir teorik 

çerçeve sunar [7]. Ayrıca 𝑻𝒐𝒑𝑮𝒓𝒑 gibi daha özel kategorilerde, nesneler topolojik 

gruplar olup morfizm hem grup homomorfizması hem de sürekli fonksiyon olma 

koşulunu taşır [8]. Topolojik kategorilerde limit ve co-limit kavramları, hem kategorik 

hem de topolojik anlamda tanımlanabilir; bu da soyut yapılarla geometrik sezgiler 

arasında güçlü bir bağ kurulmasını sağlar. Özellikle homotopi teorisi, temel grup 

yapıları ve sürekli dönüşümler gibi kavramlar, topolojik kategoriler aracılığıyla daha 

sistematik biçimde modellenebilir [9]. Bu bağlamda, topolojik kategoriler yalnızca 

matematiksel soyutlamayı değil, aynı zamanda fiziksel sistemlerin ve bilgi yapılarının 

modellenmesini de mümkün kılar. 

Topolojik kategorinin ve topolojinin benzer yönleri şu şekildedir: 

1. Süreklilik Kavramı 

-Topolojide sürekli fonksiyonlar uzaylar arasındaki temel dönüşümlerdir. 

-Topolojik kategorilerde de morfizm bileşimi ve hom-set yapıları süreklilik şartını 

sağlar [6]. 

2. Morfizm Olarak Sürekli Fonksiyonlar 

-Topolojide uzaylar arasındaki ilişkiler sürekli fonksiyonlarla elde edilir. 

-Topolojik kategorilerde morfizmler genellikle sürekli fonksiyonlardır. 

3. Limit ve Colimit Kavramları 

-Topolojide üretilen uzaylar limit kavramıyla ilişkilidir. 

-Topolojik kategorilerde limit ve co-limitler hem kategorik hem de topolojik anlamda 

yapısal uygunluğu koruyan dönüşümlerle tanımlanır [9]. 

4. Homeomorfizm ve İzomorfizmler ile Elde Edilen Denklik Kavramları  

-Topolojide homeomorfizmler uzayların topolojik olarak denkliğini belirtir. 

-Topolojik kategorilerde ise izomorfizler, homeomorfizmlerin kategorik karşılığıdır. 
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5. Topolojik Yapılar  

-Topoloji, geometrik sezgileri soyut açık küme ve süreklilik yapılarıyla ifade eder. 

-Topolojik kategoriler, bu sezgileri daha üst düzeyde morfizm ve yapı ilişkileriyle 

genelleştirir. 

Topolojik kategorilerde, bir objenin kapanışı, onu belirli bir alt kategoride temsil eden 

en yakın objeye dönüştüren bir yapı olarak yorumlanır. Bu yaklaşım, klasik 

topolojideki Kuratowski kapanış operatörünün genelleştirilmiş bir şeklidir. Bir 

kategoride kapanış operatörü genellikle bir epireflektif alt kategori ile ilişkilendirilir. 

Bir kategorideki epireflektif alt kategori, her objenin bu alt kategorideki bir objeye 

epimorfizma yoluyla yansıtılmasını sağlar. Bu yansıma, kapanış operatörü tarafından 

gerçekleştirilir. Örneğin, 𝑻𝒐𝒑  kategorisinde (topolojik uzaylar ve sürekli 

fonksiyonlar), Kuratowski kapanış operatörü bir kümenin en küçük kapalı süper 

kümesini verirken, kategorik bağlamda bu işlem bir objeyi kapalı alt kategoriye 

yansıtan bir morfizma ile temsil edilir [10]. 

Bu tez çalışmasında yansıma bağıntılı uzaylarda (kuvvetli) kapalı alt kümeler 1993 

yılında Baran tarafından yayınlanan “The notion of closedness in topological 

categories” ve 2000 yılında yayınlanan “Closure operators in convergence spaces” 

isimli makaleleri temel alınmıştır [11,12].  Çalışmada, kuvvetli kapalı (kuvvetli açık) 

ve kapalı (açık) alt kümeler karakterize edilmiş, bu kategorideki 𝑐𝑙𝑋 , 𝑠𝑐𝑙𝑋  𝑞𝑋(𝑀), 

𝑠𝑞𝑋(𝑀),  𝑄𝑋  ve 𝑆𝑄𝑋  şeklindeki kapanış operatörler incelenmiş ve bu operatörlerin 

zayıf kalıtsal, kalıtsal, çarpımsal ve idempotent gibi bazı özellikleri sağlayıp 

sağlamadıkları araştırılmıştır.  Daha sonra bu kapanış operatörlerine göre elde edilen 

𝑹𝑹𝒆𝒍 in alt kategorisi olan 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟎𝒄, 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄 ve 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄 kategorileri ile 𝑇̅0, 𝑇0′, 𝑇0 ve 

𝑇1  yansıma bağıntılı uzayların her biri karakterize edilmiştir. Ardından bu alt 

kategoriler arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. Son olarak da diğer bazı kategoriler ile 

bizim elde etiğimiz sonuçlar karşılaştırılmıştır. 
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2. TEMEL KATEGORİK KAVRAMLAR 

2.1 Kategori 

Kategori teorisi, matematiğin farklı alanlarını birleştiren soyut bir çerçeve sunan güçlü 

bir teoridir. 1940’larda Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane tarafından 

geliştirilmiş olup, matematiksel yapıları ve bunlar arasındaki ilişkileri inceleyen bir 

teoridir [13]. Kategori teorisi, matematiksel yapıları ve dönüşümleri soyut bir 

çerçevede inceleyen bir disiplindir. Kategoriler, objeler ve bu objeler arasındaki 

dönüşümler olan morfizmlerden oluşur. Bu yapı sayesinde cebir, topoloji ve mantık 

gibi birçok matematiksel alan ortak bir dilde ifade edilebilir.  

Tanım 2.1.1 𝑪  bir sınıf olsun. 𝑪  de ki tüm objelerin sınıfı 𝑂𝑏(𝑪) , 𝑪  de ki tüm 

morfizmlerin sınıfı 𝐻𝑜𝑚(𝑪),  ∀𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑪)  için 𝑖𝑑𝐴: 𝐴 ⟶ 𝐴  morfizmi ve                        

𝑪(𝐴, 𝐵) = {𝑓|𝑓: 𝐴 →  𝐵 morfizm}  olsun. İki obje arasındaki morfizmlerin bileşke 

işlemi ∘ : 𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝐵) × 𝐻𝑜𝑚(𝐵, 𝐶) ⟶  𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝐶), (𝑓, 𝑔)  ⟶ 𝑔 ∘ 𝑓 şartları sağlarsa 

𝑪 = (𝑂𝑏(𝑪) , 𝐻𝑜𝑚(𝑪), 𝑖𝑑,∘) dörtlüsüne kategori denir [14,15].  

(1)  𝑓:𝐴 ⟶ 𝐵 için 𝑓 ∘ 𝑖𝑑𝐴 = 𝑓 ve 𝑖𝑑𝐵 ∘ 𝑓 = 𝑓  dir. 

(2)  𝑓:𝐴 ⟶ 𝐵, 𝑔:𝐵 → 𝐶 ve ℎ: 𝐶 ⟶ 𝐷, (ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓 = ℎ ∘ ( 𝑔 ∘ 𝑓) dir.  

Örnek 2.1.2 Topolojik uzayları objeler, sürekli fonksiyonları ise morfizmler olarak 

tanımlanan sınıf kategoridir ve 𝑻𝒐𝒑 ile gösterilir. Objeleri gruplar ve morfizmleri grup 

homomorfizmleri olan sınıf kategoridir ve 𝑮𝒓𝒑 ile gösterilir. Vektör uzayları objeler 

ve lineer dönüşümleri ise morfizmler olarak alırsak oluşan sınıf kategoridir ve 𝑽𝒆𝒄𝒕 

ile gösterilir. Bağıntı uzaylarını objeler ve bağıntı koruyan dönüşümleri ise morfizmler 

olarak alırsak oluşan sınıf bir kategoridir ve 𝑹𝒆𝒍 ile gösterilir.  

Tanım 2.1.3 𝑪 ve 𝑪′ kategoriler olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise 𝑪 ye 𝑪′ 

nün alt kategorisi (subcategory) denir [14]. 

(1)  𝑂𝑏(𝑪) ⊆ 𝑂𝑏(𝑪′) 

(2)  ∀𝑀,𝑁 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 𝐻𝑜𝑚𝑪(𝑀, 𝑁) ⊆ 𝐻𝑜𝑚𝑪′(𝑀, 𝑁)  

(3)  𝑪 deki dönüşümlerin bileşke işlemi, 𝑪′ deki ile aynıdır.  

(4)  Her 𝑪-birim aynı zamanda 𝑪′-birim 
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Eğer ∀𝑀,𝑁 ∈ 𝑂𝑏(𝑪)  için 𝐻𝑜𝑚𝑪(𝑀, 𝑁) = 𝐻𝑜𝑚𝑪′(𝑀, 𝑁) ise 𝑪  ye 𝑪′  nün dolu alt 

kategorisi denir. 

Örnek 2.1.4 𝑮𝒓𝒑,𝑴𝒐𝒏  nin full altkategorisidir. 𝑴𝒐𝒏 ,𝑺𝑮𝒓𝒑  nin alt kategorisidir 

fakat full değildir 

Tanım 2.1.5 𝑪  kategori, 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑪)  olsun. ∀𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 𝑪(𝐴, 𝑋) tek bir 

morfizme sahipse 𝐴 ya 𝑪 nin ilk objesi denir. ∀𝑌 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 𝑪(𝑌, 𝐴) sınıfı tek bir 

morfizme sahipse 𝐴 ya 𝑪 nin son objesi denir [14,15]. 

𝑺𝒆𝒕 de ilk obje boş kümedir ve son objesi tek nokta kümesidir. 𝑻𝒐𝒑 da ilk obje boş 

küme üzerindeki (∅, {∅}) ve son obje ({𝑥}, {{𝑥}, ∅}) topolojik uzayıdır. 𝑮𝒓𝒑 da ilk ve 

son obje birim elemandan oluşan gruptur. 𝑹𝒊𝒏𝒈 de ilk obje ℤ halkasıdır. 𝑭𝒊𝒆𝒍𝒅 de son 

obje yoktur. 

2.2 Özel Morfizmler 

Tanım 2.2.1 ([14]) 𝑲 kategori ve 𝑓: 𝐴 ⟶  𝐵 de morfizmi için  

(1) 𝑔 ∘ 𝑓 =  𝑖𝑑𝐴 , 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑖𝑑𝐵  olacak şekilde 𝑔: 𝐵 ⟶  𝐴 varsa 𝑓 ye izomorfizm ve 

𝐴 ile 𝐵 arasında izomorfizm varsa 𝐴, 𝐵 ye izomorftur denir, 𝐴 ≅ 𝐵 şeklide gösterilir. 

(2) ℎ, g ∶  𝐶 ⟶  𝐴 için  𝑓 ∘ ℎ =  𝑓 ∘ 𝑔  olduğunda ℎ = 𝑔 ise 𝑓  morfizmi soldan 

sadeleşmeliyse 𝑓 ye monomorfizm denir.  

(3) 𝑔, ℎ: 𝐵 ⟶  𝐶 için ℎ ∘ 𝑓 =  𝑔 ∘ 𝑓 olduğunda ℎ = 𝑔  ise 𝑓  morfizmi sağdan 

sadeleşmeliyse 𝑓 ye epimorfizm denir. 

(4) 𝑓 monomorfizm ve epimorfizm ise 𝑓 bimorfizm dir. 

2.3 Fanktor ve Doğal Dönüşüm 

Bir fonktör, bir kategorinin objelerini ve morfizmlerini başka bir kategoriye sistematik 

bir şekilde eşleyen bir dönüşüm olarak düşünülebilir. Bu kavram, matematiksel 

yapıları karşılaştırmak ve ortak özellikleri belirlemek açısından büyük önem taşır. 

Örneğin, cebirsel topoloji ve homolojik cebir gibi alanlarda fanktörler, matematiksel 

nesnelerin daha soyut bir çerçevede anlaşılmasını sağlar.  
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Doğal dönüşüm ise fanktörler arasındaki ilişkileri tanımlayan önemli bir kavramdır. 

İki fanktör arasındaki yapısal benzerlikleri koruyan bir bağlantı olarak düşünülebilir. 

Doğal dönüşümler, matematiksel yapıların farklı görünümlerini birleştirerek daha 

derin anlayışlar geliştirmemizi sağlar. Özellikle cebirsel topoloji, homolojik cebir ve 

diferansiyel geometri gibi alanlarda önemli bir rol oynar. Doğal dönüşümlerin ne kadar 

öncemli olduğunu vurgulamak adına Saunders MacLane'in şöyle dediği söylenir: “Ben 

kategorileri fanktörleri incelemek için değil onları doğal dönüşümleri incelemek ve 

araştırmak ortaya attım.” 

Tanım 2.3.1 𝑪 ve 𝑪′  kategoriler olsun. 𝑪 deki 𝐴  objesini 𝑪′  deki 𝐹(𝐴)  objesine, 𝑪 

deki 𝑓:𝐴 → 𝐵 ni 𝑪′ deki 𝐹(𝑓): 𝐹(𝐴) → 𝐹(𝐵) e götüren, aşağıdaki şartları sağlayan 

𝐹: 𝑪 ⟶ 𝑪′ fanktor denir [14,15].  

(1) 𝐹(𝑔 ∘ 𝑓) = 𝐹(𝑔) ∘ 𝐹(𝑓)    

(2)  𝐹(𝑖𝑑𝐴) =  𝑖𝑑𝐹(𝐴)   

Örnek 2.3.2   𝑪 ve 𝑫 kategoriler olsun. Böylece 

(1) 𝑖𝑑𝑪: 𝑪 ⟶ 𝑪, 𝑖𝑑𝑪 (𝑋
𝑓
→ 𝑌) = 𝑋

𝑓
→ 𝑌 birim funktordur.  

(2) Herhangi bir 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑫)  için 𝐹𝐴: 𝑪 ⟶ 𝑫 , 𝐹𝐴 (𝑋
𝑓
→ 𝑌) = 𝐴

𝑖𝑑𝐴
→ 𝐴  sabit 

fanktordur.  

(3) 𝑈: 𝑪 ⟶ 𝑺𝒆𝒕, 𝑈(𝑓) = 𝑓 fanktoru unutkan fanktordur.  

(4) 𝑪, 𝑫  nin bir alt kategorisi ve 𝐸:𝑀𝑜𝑟(𝐶) ↪ 𝑀𝑜𝑟(𝐷)  kapsama fonksiyonu ise 

𝐸: 𝑪 ↪ 𝑫 ye kapsama fanktoru denir. 

(5) 𝑪̃, 𝑪 nin bölüm kategorisi, ∀𝑓  morfizmini 𝑓  denklik sınıfına götüren kanonik 

fonksiyon 𝑄: 𝑀𝑜𝑟(𝑪) ⟶ 𝑀𝑜𝑟(𝑪̃) ise 𝑄:𝐶 ⟶ 𝐶̃ kanonik veya doğal fanktor denir. 

(6) 𝒰: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕,  𝒰(𝑋, 𝜏) = 𝑋 ve 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎)  için 𝒰(𝑓) = 𝑓  şeklinde 

tanımlı dönüşüm fanktordur.  

𝒟: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 , 𝒟(𝐴)  = (𝐴, 𝑃(𝐴))  ve 𝑓: 𝐴 ⟶  𝐵  için 𝒰(𝑓) = 𝑓  dönüşüm diskre 

fanktordur. 𝐼: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 , 𝐼(𝑋) =  (𝑋, {∅, 𝑋})  tanımlı dönüşüm ise indiskre 

fanktordur. 
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Tanım 2.3.3 𝑪 , 𝑫 kategoriler ve 𝐺, 𝐹: 𝑪 ⟶  𝑫 fanktorlar olsun. ∀𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) yi 𝑫 de 

𝜂𝐴: 𝐹(𝐴) ⟶ 𝐺(𝐴) morfizmine götüren 𝜂:𝑂𝑏(𝑪) ⟶ 𝑀𝑜𝑟(𝑫)  için 

∀𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 ∈ 𝑀𝑜𝑟(𝑪)  dönüşümü için 𝐺(𝑓) ∘ 𝜂𝐴 = 𝜂𝐵 ∘ 𝐹(𝑓) ise 𝜂  ye doğal 

dönüşüm denir, 𝜂: 𝐹 ⟶ 𝐺 şeklinde gösterilir [14,15]. 

Örnek 2.3.4 (1) 𝑪  kategori ve 𝐼: 𝑪 ⟶ 𝑪 , 𝐴 ⟶ 𝐼(𝐴) = 𝐴  birim fanktor olsun.     

𝜂: 𝐼 ⟶ 𝐼 doğal dönüşümdür.  

(2) 𝐼: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑻𝒐𝒑  birim fanktor, 𝐷: 𝑺𝒆𝒕 ⟶ 𝑻𝒐𝒑, 𝐷(𝑍) = (𝑍, 𝑃(𝑍)) diskre fantor, 

𝒰: 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 , 𝒰(𝑍, 𝜏) = 𝑍  unutkan fanktor olsun. 𝜂:𝐷𝒰 ⟶ 𝐼  bir doğal 

dönüşümdür. Şekil 2.1’de verilen diyagrama göre 𝜂(𝑋,𝜏) = 𝑖𝑑𝑋 , 𝜂(𝑌,𝜎) = 1𝑌 ,  

𝐷𝒰(𝑓) = 𝑓, 𝐼(𝑓) = 𝑓olduğundan  

𝐼(𝑓) ∘ 𝜂(𝑋,𝜏) = 𝜂(𝑌,𝜎) ∘ 𝐷𝒰(𝑓) 

eşitliği sağlanır. 

 

(𝑍, 𝜏)                           𝐷𝒰(𝑍, 𝜏)            𝜂(𝑍,𝜏)            𝐼(𝑍, 𝜏) 

  

      𝑓                   𝐷𝒰(𝑋, 𝜏)                                                  𝐼(𝑋, 𝜏) 

                       

(𝑌, 𝜎)    

                                    𝐷𝒰(𝑍, 𝜏)           𝜂(𝑌,𝜎)           𝐼(𝑍, 𝜏) 

 

Şekil 2.1. 𝑻𝒐𝒑 da doğal dönüşüm diyagramı. 

 

2.4 Topolojik Fanktor 

Topolojik kategoriler, hem kategori teorisinin morfizmlere dayalı soyut yapısal 

özelliklerini korurken hem de topolojik yapıların kesintisizliğini ve yakınsama 

özelliklerini incelemeye olanak tanır. Fanktörler aracılığıyla, farklı topolojik 

kategoriler arasındaki ilişkiler incelenebilir ve bu sayede matematiğin çeşitli dalları 

arasında yeni ilişkiler kurulabilir. Topolojik kategoriler, homotopi teorisi, spektral 

teori ve topolojik dönüşüm grupları gibi konuların araştırılmasında önemli bir rol 

oynar. 
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Tanım 2.4.1 𝑪  ve 𝑪′  kategorileri için 𝐹:𝑪 ⟶ 𝑪′  aşağıdaki şartları sağlarsa 𝐹  ye 

topolojik fanktor ya da 𝑪 ye 𝑪′ de topolojik kategori denir [14,15]. 

(1) 𝐹 hem amnestik hem de düzenli olmalıdır, 

(2) 𝑪′ nin ∀𝐵 nesnesi için  

𝐹−1(𝐵) = {𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑪): 𝐹(𝐴) = 𝐵} 

küme olmalıdır,  bu durum 𝐹 nin küçük demetlere sahip olması olarak bilinir. 

(3) ∀𝐹 -kaynağı bir başlangıç kaldırmaya sahip olmalıdır, yani {𝐴𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} , 𝑪  nin 

objeleri 𝐵𝑖 ∈ 𝑂𝑏(𝑪′)  ve 𝑓𝑖 : 𝐵 ⟶ 𝐵𝑖 = 𝒰(𝐴𝑖),  𝑪′  de 𝐹 kaynağı olsun. 

 {𝑓𝑖: 𝐵 ⟶ 𝐵𝑖 = 𝐹(𝐴𝑖)} nin başlangıç kaldırmasıdır.  

𝐷 deki her 𝑓𝑖: 𝐵 ⟶ 𝐵𝑖 = 𝐹(𝐴𝑖), 𝑪 de başlangıç kaldırmasına sahiptir. Yani 

{𝐴𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼}, 𝑪  deki objelerin ve 𝑓𝑖 : 𝐵 ⟶ 𝐵𝑖 = 𝐹(𝐴𝑖) 𝐵 deki morfizimlerin bir ailesi 

olsun.  𝑓𝑖: 𝐵 ⟶ 𝐵𝑖 = 𝐹(𝐴𝑖)  nin başlangıç kaldırması bir 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑪)  olmak üzere 

𝐹(𝑓𝑖̅) = 𝑓𝑖   şekilde 𝑓𝑖 : 𝐴 ⟶ 𝐴𝑖  morfizimler ailesidir. Öyle ki 𝑔̅𝑖: 𝑌 ⟶ 𝐴𝑖  , 𝑪  deki 

morfizmlerin ailesi ve ∀𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑓𝑖 ∘ ℎ = 𝑔𝑖  şekilde  ∃ℎ: 𝐹(𝑌) ⟶ 𝐵  varsa ∀𝑖 ∈ 𝐼 

için 𝑓𝑖̅ ∘ ℎ̅ = 𝑔𝑖 ̅̅ ̅ şekilde ∃ℎ̅: 𝑌 ⟶ 𝐴 morfizmi vardır (bknz. Şekil 2.2). 

                  𝑪                                                                                     𝑪′                                                                         

       𝐴    
𝑓̅𝑖         𝐴𝑖                                                              𝐵    

𝑓𝑖        𝐵𝑖 = 𝐹(𝐴𝑖) 

   ℎ̅                𝑔̅𝑖                                                                   ℎ                   𝑔𝑖 

                                                                                             

       𝑌                                                                                  𝐹(𝑌)                 

Şekil 2.2. 𝐹-kaynağına göre göre topolojik kategori diyagramı.  

Bu son şartın yerine “𝑪′ deki her Her 𝒰-kavşağı olan 𝑓𝑖 : 𝐹(𝐴𝑖) = 𝐵𝑖 ⟶ 𝐵 ailesi 𝑪 de 

bir bitiş kaldırmasına sahiptir” şeklinde de kullanılabilir. 𝑪  de ki 𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 ⟶ 𝐴  

morfizmler ailesini 𝐹(𝑓𝑖̅) = 𝑓𝑖  şekilde 𝑓𝑖 : 𝐹(𝐴𝑖) = 𝐵𝑖 ⟶ 𝐵  nin bitiş kaldırmasıdır. 

Yani 𝑪  deki 𝑔̅𝑖: 𝐴𝑖 ⟶𝑌  ailesi ve ∀𝑖 ∈ 𝐼  için ℎ ∘ 𝑓𝑖 = 𝑔𝑖 = 𝐹(𝑔̅𝑖)  olcak şekilde 
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∃ℎ:𝐵 ⟶ 𝐹(𝑌)  morfizimleri varsa ∀𝑖 ∈ 𝐼  için ℎ̅ ∘ 𝑓𝑖̅ = 𝑔̅𝑖  şekilde ∃ℎ̅: 𝐴 ⟶ 𝑌  

morfizmi vardır (bknz. Şekil 2.3).          

                  𝑪                                                                                     𝑪′ 

       𝐴𝑖       𝑓𝑖̅
 

       𝐴                                              𝐵𝑖 = 𝐹(𝐴𝑖)      𝑓𝑖̅
 

       𝐵 

        𝑔̅𝑖                     ℎ̅                                                                𝑔𝑖               ℎ                       

                                                                                                

                             𝑌                                                                                  𝐹(𝑌)                 

Şekil 2.3. 𝐹-kavşağına göre topolojik kategori diyagramı. 

Tanım 2.4.2 𝒰: 𝑪 ⟶ 𝑪′ topolojik fanktoru için 𝑪′ nin her 𝑋 sabit objesi için 𝒰−1(𝐵) 

bir tek yapıya sahipse 𝒰 ya normalleştirilmiş tir denir. Sabit obje 𝑫 nin son objesinin 

tüm alt objeleri demektir [15]. 

Tanım 2.4.3 ([14,15]) 𝑪 kategori ve 𝒰:𝑪 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 topolojik fanktor olsun. 

(1) 𝒰, 𝒱: 𝑺𝒆𝒕 ⟶ 𝑬 şeklinde bir sol adjointine sahipse 𝒱 ye diskre fanktor ve dahası 

𝐴 = 𝒱(𝒰(𝐴)) ise 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑺𝒆𝒕) ya diskre obje denir. 

(2) 𝒰 fanktoru 𝒲:𝑺𝒆𝒕 ⟶ 𝑪 şeklinde bir sağ adjointine sahipse olup, 𝒲 ye indiskre 

fanktor ve 𝐴 = 𝒲(𝒰(𝐴)) ise 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑺𝒆𝒕) ya indiskre obje denir. 

Teorem 2.4.4 𝒰: 𝑪 ⟶ 𝑪′  fantoru küçük demetlere sahip ve belirli, 𝑫  de keyfi 

çarpımlara sahip olsun. 𝑪 , 𝑪′ de topolojik kategoridir ⟺ 𝑪 kategorisi indiskre nesne, 

alt uzay ve keyfi çarpımlara sahiptir [14]. 

Örnek 2.4.5 𝑈 ∶ 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 normalleştirilmiş topolojik fanktordur. 𝑮𝒓𝒑 da grubun 

her alt kümesi grup ve 𝑹𝒊𝒏𝒈  verilen halkanın tanımlı olduğu kümenin her alt 

kümesinde halka tanımlı olmadığından 𝑈 ∶ 𝑹𝒊𝒏𝒈⟶ 𝑺𝒆𝒕  ve 𝑈 ∶ 𝑮𝒓𝒑⟶ 𝑺𝒆𝒕 

topolojik fanktor değildir. Bu durum her 𝑈 nun başlangıç kaldırmasına sahip 

olmadığını belirtir. Bundan başka  𝑻𝒐𝒑𝑮𝒓𝒑 deki final ve başlangıç kaldırmalarının 

aynen 𝑮𝒓𝒑  daki final ve başlangıç kaldırmaları gibi oluşturulabileceğinden  

𝑈 ∶ 𝑻𝒐𝒑𝑮𝒓𝒑 ⟶ 𝑮𝒓𝒑  topolojik fanktordur. Lakin 𝑈 ∶ 𝑻𝒐𝒑𝑮𝒓𝒑 ⟶ 𝑻𝒐𝒑  topolojik 

fanktor değildir. 
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2.5 Wedge Çarpımı Ve Eksen Dönüşümleri 

Tanım 2.5.1 ([15,16]) Bir 𝑋  kümesinin ayrı iki kopyasının 𝑝 ∈ 𝑋  de çakışması 

𝑋 ⋁𝑝 𝑋  ile temsil edilir.  𝑋 ⋁𝑝 𝑋  de 𝑝 ∈ 𝑋  noktası birinci kısımda ise 𝑥1 ile ikinci 

kısımda ise 𝑥2 ile belirtilir (bknz. Şekil 2.4). Örneğin 𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑝} olsun.  

𝑋 in ayrık birleşimi 𝑋∐𝑋 = {𝑚1, 𝑛1, 𝑝1, 𝑚2, 𝑛2, 𝑝2}  

𝑋 in 𝑝 de wedge çarpımı 𝑋⋁𝑝𝑋 = {𝑚1, 𝑛1, 𝑝,𝑚2, 𝑛2} şeklindedir.   

                    𝐵                                      𝐵 ⊔ 𝐵                                      𝐵 ⋁ 𝐵𝑝  

 

 

Şekil 2.4. Wedge çarpımı diyagramı.  

Tanım 2.5.2 Verilen bir 𝑋  kümesi için 𝑝 ∈ 𝑋  olsun. 𝑋  kümesinin 𝑝 noktasında 

Wedge çarpımı 𝑋 ∐ 𝑋 ayrık birleşiminin 𝑝 de çakışması demektir. Bu durum 𝑋 ⋁𝑝𝑋 

ile gösterilir [15,16].  

Tanım 2.5.3 ([15,16]) {∗}  kümesi 𝑺𝒆𝒕  için son obje ve 𝑝 ∶ {∗} ⟶ 𝑋,  

𝑖1 , 𝑖2: 𝑋 ⟶ 𝑋 ⋁𝑝𝑋 dönüşümleri sırasıyla X deki birinci, ikinci içerme dönüşümleridir 

(bknz. Şekil 2.5). Pushoutdan 𝑖1𝑝 = 𝑖2𝑝 dir. 

                                         {∗}                   𝑝                      𝑋 

                                     𝑝                                                      𝑖1     

                                          𝑋                    𝑖2                   𝑋 ⋁𝑝𝑋         

Şekil 2.5. 𝑺𝒆𝒕 de pushout karesi. 

 

 

𝑝 



11 
 

Tanım 2.5.2’deki pushout diyagramına uygulandığında (bknz. Şekil 2.6)                

𝐴𝑝𝑖1 = (𝑖𝑑, 𝑝):𝑋 ⟶ 𝑋2, 𝐴𝑝𝑖2 = 𝑆𝑝𝑖2 = (𝑝, 𝑖𝑑): 𝑋 ⟶ 𝑋2, 𝑆𝑝𝑖1 = (𝑖𝑑, 𝑖𝑑) ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋2 

ve 𝑗 = 1,2 için ∇𝑝𝑖𝑘 = 𝑖𝑑 olmak üzere aşağıdaki yerel dönüşümler elde edilir. 

                                         {∗}                   𝑝                   𝑋 

                                      𝑝                                             𝑖1                                                              

                                          𝑋                  𝑖2                     𝑋 ⋁𝑝𝑋 

                                                                                    ∃! ℎ                    𝑋2                                   

Şekil 2.6. 𝑺𝒆𝒕 de pushout diyagramı. 

 (i) 𝐴𝑝: 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝑋2  aşağıdaki şekilde tanımlı dönüşüme 𝑝  de temel eksen 

dönüşümü denir.  

𝐴𝑝(𝑥𝑗) = {

(𝑥, 𝑝), 𝑗 = 1 ise

 (𝑝, 𝑥), 𝑗 = 2 ise

 

 (ii) 𝑆𝑝: 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝑋2 dönüşümüne 𝑝 de Skewed eksen dönüşümü denir.  

𝑆𝑝(𝑥𝑗) = {

(𝑥, 𝑥), 𝑗 = 1 ise

 (𝑝, 𝑥), 𝑗 = 2 ise

 

 (iii) 𝛻𝑝: 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝑋 , 𝛻𝑝(𝑥1) = 𝑥 = 𝛻𝑝(𝑥2)  şeklindeki dönüşüme  𝑝  de katlama 

dönüşümü denir.  

Tanım 2.5.4 ([15,16]) 𝒰:𝜺⟶ 𝑺𝒆𝒕 topolojik fanktoru ve 𝐷 diskre fanktor için 𝐵 ∈

𝑂𝑏(𝜺) ve 𝑝 ∈ 𝒰(𝐵) = 𝑋 olsun. 

(1) 𝐵, 𝑝 de 𝑇̅0 dır ancak ve ancak 

{𝐴𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝑈(𝐵2) = 𝑋2  ve 𝛻𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝒰𝐷(𝑋) = 𝑋} 

𝒰 nun başlangıç kaldırması diskredir 
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(2) 𝐵, 𝑝 de 𝑇1 dir ancak ve ancak 

{𝑆𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝑈(𝐵2) = 𝑋2 ve 𝛻𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝒰𝐷(𝑋) = 𝑋} 

𝒰  nun başlangıç kaldırması diskredir 

(3)  𝐵 nin 𝑝 de 𝑇0
′
 dır ancak ve ancak                                      

{𝑖𝑑: 𝑋 ⋁𝑝𝑋 ⟶ 𝑈(𝑋 ⋁𝑝 𝑋)
′
= 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ve 𝛻𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ 𝒰𝐷(𝑋) = 𝑋} 

𝒰  nun başlangıç kaldırmasının diskredir. (𝑋 ⋁𝑝 𝑋)
′
 , 𝑖1, 𝑖2  den elde edilen bitiş 

kaldırmasıdır. 

Teorem 2.5.5 𝑈 ∶ 𝑻𝒐𝒑 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 topolojik fanktoru için 

(1) (𝑋, 𝜏)  topolojik uzayı 𝑝 ∈ 𝑋  de 𝑇0  dir ⟺  𝐴𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋2,  𝜏∗)  ve                   

𝛻𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋, 𝑃(𝑋)) ile doğrulan  𝑋 ⋁𝑝 𝑋 üzerindeki topoloji diskredir [16].    

(2) (𝑋, 𝜏)  topolojik uzayı 𝑝 ∈ 𝑋  de 𝑇1  dir ⟺ 𝑆𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋2,  𝜏∗)  ve                   

𝛻𝑝 ∶ 𝑋 ⋁𝑝 𝑋 ⟶ (𝑋, 𝑃(𝑋))  fonksiyonları ile doğrulan  𝑋 ⋁𝑝 𝑋  üzerindeki topoloji 

diskredir [16].  

Tanım 2.5.6 ([15,16]) Bir 𝑋 kümesinde 𝑋2 nin ayrık iki kopyasının ∆ diyagonalinde 

çakışması 𝑋2⋁∆𝑋
2  ile gösterilsin. 𝑋2⋁∆𝑋

2  de (𝑥, 𝑦)  noktası birinci kısımda ise 

(𝑥, 𝑦)1 ile ikinci kısımda ise (𝑥, 𝑦)2 ile gösterilir. 

 (i) 𝐴: 𝑋2⋁∆𝑋2 ⟶  𝑋3  için aşağıdaki şekilde tanımlı dönüşüme temel eksen 

dönüşümü denir.  

𝐴((𝑥, 𝑦)𝑗) = {

(𝑥, 𝑦, 𝑥), 𝑗 = 1 ise

 (𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑗 = 2 ise

 

(ii) 𝑆: 𝑋2⋁∆𝑋2 ⟶  𝑋3 ne Skewed eksen dönüşümü denir.  

𝑆((𝑥, 𝑦)𝑗) = {

(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑗 = 1 ise

 (𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑗 = 2 ise
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(iii) 𝛻:𝑋2⋁∆𝑋
2 ⟶  𝑋2 , 𝑗 = 1,2  için 𝛻((𝑥, 𝑦)1) = (𝑥, 𝑦) = 𝛻((𝑥, 𝑦)2)  şekilde 

tanımlı dönüşüme katlama dönüşümü denir. 

Tanım 2.5.7 ([15,16]) 𝒰:𝜺⟶ 𝑺𝒆𝒕  topolojik fanktor, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝜺) , 𝑝 ∈ 𝒰(𝐵) = 𝑋 

olsun. 

(1) 𝐵, 𝑇̅0 dır ancak ve ancak  

{𝐴: 𝑋2⋁∆𝑋2 ⟶𝒰(𝐵3) = 𝑋3  ve  𝛻 ∶ 𝑋2⋁∆𝑋2 ⟶𝒰𝐷(𝑋2) = 𝑋2} 

𝒰 nun başlangıç kaldırması diskredir. Burada 𝐷 diskre fanktordur.  

(2) 𝐵, 𝑇0
′
 dır ancak ve ancak 

{𝑖𝑑: 𝑋2⋁∆𝑋
2 ⟶𝒰(𝑋2⋁∆𝑋

2)′ = 𝑋2⋁∆𝑋
2  ve  𝛻𝑝 ∶ 𝑋

2⋁∆𝑋
2 ⟶𝒰𝐷(𝑋2) = 𝑋2}  

𝒰 nun başlangıç kaldırması diskredir.  

(𝑋2⋁∆𝑋2)′, {𝑖1, 𝑖2 ∶ 𝒰(𝐵2) = 𝑋2 ⟶  𝑋2⋁∆𝑋2 } 𝒰-kaynağının bitiş kaldırmasıdır. 

(3)  𝐵 nin en az iki elemanlı alt uzayı indiskre değilse uzaya 𝑇0 dır denir. 

(4) 𝐵, 𝑇1 dir ancak ve ancak 

{𝑆: 𝑋2⋁∆𝑋
2 ⟶𝒰(𝐵3) = 𝑋3    ve   𝛻 ∶ 𝑋2⋁∆𝑋

2 ⟶𝒰𝐷(𝑋2) = 𝑋2} 

 𝒰 nun başlangıç kaldırması diskredir.    

Teorem 2.5.8 (𝑋, 𝜏)  uzayı 𝑇0  dır ⟺ 𝑋3  deki 𝜏∗  çarpım topolojisi için   

𝐴: 𝑋2⋁∆𝑋2 ⟶ (𝑋3, 𝜏∗) ve 𝛻:⋁∆𝑋2 ⟶ (𝑋2, 𝑃(𝑋2)) tarafından elde edilen başlangıç 

topolojisinin diskredir. Burada 𝐴  ile 𝑆  değiştirilirse bilinen 𝑇1  olması hali oluşur. 

Topolojik uzaylarda yukarıdaki teoremde adı geçen tüm 𝑇0 lar bilinen anlamdaki 𝑇0 

topolojik uzayına denktir [16]. 
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3. BAĞINTI UZAYLARI 

İlk kez 1960 da Dana Scott tarafından ortaya atılan Sıralama Teorisi (Order Theory), 

nesneleri belirli bir düzene göre sıralamak ve bu sıralama içinde nasıl etkileşime 

girdiklerini anlamak için kullanılan matematiksel bir alandır. Bir öğenin diğerine göre 

nasıl konumlandığını belirlemek için kısmi sıralama, tam sıralama ve iyi sıralama gibi 

farklı yöntemler kullanılır. Örneğin, doğal sayılar bir tam sıralama oluşturur çünkü her 

iki sayıdan biri diğerinden büyüktür. Bu teori, matematiksel mantık, kombinatorik ve 

bilgisayar bilimlerinde önemli bir rol oynar. Bilgisayar bilimlerinde sıralama 

algoritmalarının analizinde, veri yapılarının düzenlenmesinde ve karar ağaçlarının 

oluşturulmasında sıkça kullanılır. Latis (kafes) yapıları ve sıralı kümeler gibi 

kavramlar, Sıralama Teorisinin daha ileri seviyelerini oluşturur. Bu alan, veri 

işlemenin yanı sıra hiyerarşik ilişkileri incelemek ve sistemleri daha iyi organize etmek 

için kullanılır. Bunun dışında Alan Teorisi (Domain Theory), matematik ve bilgisayar 

arasında ilişkiyi kuran, özellikle bilgisayar bilimlerinde önemli uygulamalara sahip 

hızla gelişen bir bilim dalıdır. Bu teori, özellikle Lambda Kalkülüsü ve Type Teorisi 

gibi konularla yakından ilişkilidir. Alan teorisi sıralama teorisinin bir dalı olarak 

düşünülebilir. 

3.1 Topoloji ve Sıralama Uzayları Arasındaki İlişki 

Sıralama ve topoloji arasında çok derin bir ilişki vardır. Bu bölümde bu ilişkileri veren 

sonuçları verilecektir. 

Tanım 3.1.1 ([15]) 𝑋 bir kümesi için 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑋 bağıntısı olsun. 

(1)  Her 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥𝑅𝑥 (yansıma özelliği), 

(2)  Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝑥𝑅𝑦 ve 𝑦𝑅𝑧 ise 𝑥𝑅𝑧 (geçişme özelliği), 

(3)  Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥𝑅𝑦 ve 𝑦𝑅𝑥  (simetri özelliği), 

(4)  Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑦𝑅𝑥 ve 𝑥𝑅𝑦  ise 𝑥 = 𝑦 (anti-simetri özelliği). 

𝑅 sadece (1) şartını sağlarsa (𝑋, 𝑅) ikilisine yansıma uzayı denir. 𝑅 bağıntısı (1) ve (2) 

şartlarını sağlarsa (𝑋, 𝑅) ön sıralama uzayı denir. 𝑅 bağıntısı (1), (2) ve (3) şartlarını 

sağlarsa (𝑋, 𝑅) uzayına denk uzayı ve 𝑅 ye denklik bağıntısı denir. 𝑅 bağıntısı (1), (2) 

ve (4) şartlarını sağlarsa (𝑋, 𝑅) uzayına kısmi sıralama uzayı ve 𝑅 ye kısmi sıralama 

bağıntısı denir.  
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Tanım 3.1.2 (𝑋, 𝜏) uzayı için ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , “𝑥 ≤𝜏 𝑦 ⇔ 𝑥 i ihtiva eden her 𝑈 açığı için 

y yi ihtiva eder” şeklinde tanımlanan bağıntıya özelleşme bağıntısı denir [15].  

Örnek 3.1.3 Bazı topolojik uzaylara karşılık gelen özelleşme bağıntıları şu şekildedir. 

(1)  (𝑋, 𝑃(𝑋)) diskre uzayı için özelleşme bağıntısı  ≤𝑃(𝑋) eşitlik bağıntısıdır. 

(2)  (𝑋, {∅, 𝑋}) indiskre uzayı için özelleşme bağıntısı 𝑋 × 𝑋 bağıntısıdır. 

(3)  (𝑋, 𝑑) metrik uzayı için özelleşme bağıntısı, ≤= eşitlik bağıntısıdır.  

(4)  (𝑹, 𝜏)  ve 𝜏 =  alışılmış, tümleyeni sayılabilir (sonlu), üst limit veya alt limit 

topolojileri için özelleşme bağıntısı, ≤= eşitlik bağıntısıdır. 

(5)  𝑋 = {𝑎, 𝑏} kümesi verilsin. 

(i) 𝜏 = {∅, {𝑎}, 𝑋} den elde edilen özelleşme bağıntısı  ≤𝜏= {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}  

kısmi sıralama bağıntısıdır. 

(ii)  𝜎 = {∅, {𝑏}, 𝑋} den elde edilen özelleşme bağıntısı  ≤𝜏= {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)}  

kısmi sıralama bağıntısıdır. 

(6) 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ve 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑐}} den elde edilen özelleşme bağıntısı 

≤𝜏= {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑐)) ön ve kısmi sıralama bağıntısıdır. 

Teorem 3.1.4 ([15]) (1) (𝑋, 𝜏) uzayı 𝑇0  dır ⟺ Özelleşme bağıntısı kısmi sıralama 

bağıntısıdır. 

(2) (𝑋, 𝜏) uzayı 𝑇1 dir. ⟺ Özelleşme bağıntısı eşitlik bağıntısıdır.  

3.2 Yansıma Bağıntılı Uzaylar 

Tanım 3.2.1 𝐵 bir küme ve 𝑅 ⊆ 𝐵2 yansıma özelliğini sağlasın (𝐵, 𝑅) ye yansıma 

bağıntılı uzayı denir. (𝐵, 𝑅)  ve (𝐵1, 𝑅1)  yansıma bağıntılı uzaylar ve 𝑓:𝐵 ⟶ 𝐵1 

fonksiyonu için 𝑎𝑅𝑏 için 𝑓(𝑎)𝑅1𝑓(𝑏) ise 𝑓 ye bağıntı koruyan fonksiyon denir [15].  

Örnek 3.2.2 Bir 𝑋 kümesi üzerindeki yansıma bağıntıları yazalım. 

(1) 𝑋 = ∅ ise 𝑅 = ∅ = boş bağıntı 

(2) 𝑋 = {𝑎} için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎)} = 𝑋 × 𝑋 = diskre bağıntı = indiskre bağıntı 

(3) 𝑋 = {𝑎, 𝑏} de de yansıma özelliğini sağlayan 24−2 = 22 = 4 tane bağıntı vardır. 
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𝑅1 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏)} = diskre bağıntı 

𝑅2 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)} 

𝑅3 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎)} 

𝑅4 = 𝑋 × 𝑋 = indiskre bağıntı 

(4) 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} de yansıma özelliğini sağlayan 29−3 = 26 = 64 tane bağıntı vardır. 

3.3 Yansıma Bağıntılı Uzaylar Kategorisi 

Tanım 3.3.1 Nesneleri yansıma bağıntılı uzaylar, dönüşümleri bağıntı koruyan 

fonksiyonlardan oluşan sınıfa yansıma bağıntılı uzaylar kategorisi denir ve 𝑹𝑹𝒆𝒍 

şeklinde gösterilir [15].  

Tanım 3.3.2 ([17]) 𝑹𝑹𝒆𝒍 de  

(1) { 𝑓𝑖 : (𝐵, 𝑅) ⟶ (𝐵𝑖, 𝑅𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼 } kaynağı başlangıç kaldırmasıdır ⟺ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 için 

𝑎𝑅𝑏 dir ⟺ ∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑓𝑖(𝑎)𝑅𝑖𝑓𝑖(𝑏) dir. 

(2) (𝐵𝑖, 𝑅𝑖) ⟶ (𝐵,𝑅) epimorfizmi bir final kaldırmasıdır ⟺ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑎𝑅𝑏 dir 

öyle ki 𝑓(𝑐) = 𝑎 ve 𝑓(𝑑) = 𝑏 olacak şekilde 𝑐𝑅𝑖𝑑 şartını sağlayan ∃ 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐵𝑖 vardır. 

(3) 𝐵  kümesi üzerindeki diskre yansıma bağıntılı uzay 𝑅 = {(𝑎, 𝑎)| 𝑎 ∈ 𝐵} 

şeklindedir. Ayrıca ∀𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑥𝑅𝑝  veya 𝑝𝑅𝑥  ise 𝑝 = 𝑥  olması (𝐵, 𝑅)  nin  𝑝 de 

diskre olması demektir. 

(4) 𝐵 kümesi üzerindeki indiskre yansıma bağıntılı uzay 𝑅 = 𝐵 × 𝐵 = 𝐵2 dir. 

(5) 𝐵  kümesi üzerindeki 𝑅 = ∅  bağıntı için (𝐵, ∅)  ilk obje, 𝐵 = {𝑏}  için                     

𝑅 = {(𝑏, 𝑏)} olmak üzere (𝐵, 𝑅) son objedir. 

Teorem 3.3.3  𝒰:𝑹𝑹𝒆𝒍 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 normalleştirilmiştir. 

İspat: Teorem 2.4.2 nin şartlarını sağlayalım: 

(i) 𝑓, 𝑔: (𝐵, 𝑅) ⟶ (𝐵, 𝑆) morfizmleri, 𝒰(𝑓) = 𝒰(𝑔) olduğunu kabul edelim. 𝒰 nun 

unutkanlığından 𝑓 = 𝑔  dir. Şimdi de 𝒰  nun amnestik olduğunu gösterelim. 

𝑓: (𝐵, 𝑅) ⟶ (𝐵, 𝑆)  için 𝑓  izomorfizm ve 𝒰(𝑓) = 𝑓 = 𝑖𝑑𝐵  ise 𝑓 = 𝑖𝑑(𝐵,𝑅)  yani       

𝑅 = 𝑆  olduğunu göstereceğiz. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑅𝑏  ise 𝑓  nin sürekliliğinden 
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𝑓(𝑎)𝑆𝑓(𝑏)  olur. 𝑖𝑑𝐵 = 𝑓  olduğundan 𝑖𝑑𝐵(𝑎)𝑆𝑖𝑑𝐵(𝑏) = 𝑎𝑆𝑏  olur ki bu durumda 

𝑅 ⊂ 𝑆  dir. Tersine 𝑓−1: (𝐵, 𝑆) ⟶ (𝐵, 𝑅)  için 𝒰(𝑓−1) = 𝑓−1 = 𝑖𝑑𝐵  olmak üzere 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑆𝑏  ise 𝑓−1  nin sürekliliğinden 𝑓−1(𝑎)𝑅𝑓−1(𝑏) = 𝑎𝑅𝑏  olur ki 

böylece 𝑅 ⊂ 𝑆 dir, sonuç olarak 𝑅 = 𝑆 olur yani 𝑓 = 𝑖𝑑(𝐵,𝑅)  dir. 

(ii) 𝒰 fanktoru küçük demetlere sahip mi?  

𝒰−1(𝐵) = {(𝐵, 𝑅)|𝒰((𝐵, 𝑅)) = 𝐵 ve 𝑅 ⊆ 𝐵2}.  

Φ = {𝑅|𝑅 ⊆ 𝐵2, 𝑅 𝑦ansıma özelliğini sağlayan bağıntı }  olsun. 𝑓: 𝑈−1(𝐵) ⟶ Φ, 

(𝐵, 𝑅) ⟶ 𝑓((𝐵, 𝑅)) = 𝑅  şekilde fonksiyon tanımlayalım. 𝑓  bire bir olduğundan Φ 

ile 𝒰−1(𝐵) denktir. Dolayısıyla 𝒰−1(𝐵)  bir kümedir.  

(iii) Her 𝑖 ∈ 𝐼  için (𝐵𝑖, 𝑅𝑖)  yansıma bağıntılı uzaylar ve her 𝑖 ∈ 𝐼  için                   

{𝑓𝑖|𝑓𝑖: 𝐵 ⟶ 𝒰((𝐵𝑖, 𝑅𝑖)) = 𝐵𝑖}  fonksiyonların sınıfı olsun. ∀𝑖 ∈ 𝐼  için 𝐵  üzerindeki 

𝑅 = {(𝑎, 𝑏)|𝑓𝑖(𝑎)𝑅𝑖𝑓𝑖(𝑏), her 𝑖 ∈ 𝐼}  şeklinde tanımlansın. (𝐵, 𝑅)  yansıma bağıntılı 

bir uzaydır. (𝐴, 𝑆) yansıma bağıntılı uzay, ℎ: 𝐴 ⟶ 𝐵 fonksiyon olsun. Böylece, her 

𝑖 ∈ 𝐼  için  𝑓𝑖(ℎ𝑖(𝑎))𝑅𝑖𝑓𝑖(ℎ𝑖(𝑏))  olur. Sonuç olarak 𝒰:𝑹𝑹𝒆𝒍 ⟶ 𝑺𝒆𝒕  topolojik 

kategoridir. 

Boş ve tek nokta kümeleri üzerinde tek bir yansıma özelliğine sahip bağıntı 

olduğundan yani 𝑹𝑹𝒆𝒍  normalleştirilmiştir.  

Şimdi ise lokal anlamda yansıma bağıntılı uzayların tanımlanmasını sağlayan 

aşağıdaki teoremi ve ispatını verelim. 

Teorem 3.3.4 ([17]) (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında 𝑝 ∈ 𝐵 için 

(1) (𝐵, 𝑅), 𝑝 de 𝑇̅0 dır ⟺𝑅, 𝑝 de ters simetrik bir bağıntıdır, yani ∀𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑝 

ve 𝑝𝑅𝑥 ise 𝑥 = 𝑝 dir. 

(2) (𝐵, 𝑅) ,  𝑝  de 𝑇1 dir ⟺ 𝑅  bağıntısı 𝑝  de diskre yapıdır, yani ∀𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑥𝑅𝑝 

veya 𝑝𝑅𝑥 ise 𝑝 = 𝑥 dir. 

(3) (𝐵, 𝑅),  𝑝 de 𝑇0′ dır. 

İspat: (1) (𝐵, 𝑅)  yansımalı bağıntı uzayı 𝑝 ∈ 𝐵  ve 𝐵⋁𝑝𝐵  üzerindeki 𝐴𝑝  ve ∇𝑝 

tarafından üretilen başlangıç yapısı 𝑅𝑤 , 𝐵2  deki çarpım yapısı 𝐿∗  ve 𝐵  deki diskre 

yansıma bağıntısı 𝑅𝑑 olsun (bknz. Şekil 3.1). 



18 
 

                       (𝐵⋁𝑝𝐵,  𝑅𝑤)       
 𝐴𝑝            (𝐵2, 𝑅∗) 

𝜋2

𝜋1

        (𝐵, 𝑅) 

                            ∇𝑝 

                             (𝐵, 𝑅𝑑) 

Şekil 3.1. 𝑝 de 𝑇̅0 diyagramı. 

[17] deki Teorem 2.2 den (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı 𝑝 de 𝑇̅0 dır ⟺ 𝑅, 𝑝 de ters 

simetrik bir bağıntıdır. 

(2) Yukarıdaki diyagramda 𝐴𝑝  yerine 𝑆𝑝  alınsın. [17] deki Teorem 2.3 den (𝐵, 𝑅) 

yansıma bağıntılı uzayı 𝑝 de 𝑇1 dir ⟺ 𝑅 deki bağıntı p de diskredir. 

 (3) (𝑋, 𝑅)  yansıma bağıntılı uzay, 𝐵⋁𝑝𝐵  üzerindeki 𝑖𝑑 ve 𝛻𝑝  tarafından üretilen 

başlangıç yapısı 𝑅𝑤  olsun. Burada 𝑅𝑓 bağıntısı 𝑖1 ve 𝑖2 kanonik dönüşümleri ile elde 

edilen 𝐵⋁𝑝𝐵 üzerindeki bitiş yapısıdır (bknz. Şekil 3.2). 

                                   (𝐵⋁𝑝𝐵,𝑅𝑤)        𝑖𝑑                   (𝐵⋁𝑝𝐵, 𝑅𝑓) 

                                   

                                      𝛻𝑝                                        𝑖1         𝑖2          

                                       (𝐵, 𝑅𝑑)                                  (𝐵, 𝑅) 

Şekil 3.2.  𝑝 de 𝑇0
′
 diyagramı. 

[17] deki Teorem 2.4 den her (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı 𝑝 de 𝑇0
′
 dır. 

Örnek 3.3.5 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} için aşağıdaki bağıntıları inceleyelim. 

𝑅1 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑎, 𝑏)}  ve 𝑅2 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}  olmak 

üzere bu bağıntılara karşı gelen noktada ayırma aksiyomları Şekil 3.3’te verilmiştir. 
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(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑎, 𝑏 noktalarında 𝑇̅0 dır.                   (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑎, 𝑏 noktalarında 𝑇̅0 değildir. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑎, 𝑏 noktalarında 𝑇0′ dır.   (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑎, 𝑏 noktalarında 𝑇0′ dir. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑎, 𝑏 noktalarında 𝑇1 değildir. (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑎, 𝑏 noktalarında 𝑇1 dir. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑐 noktasında 𝑇̅0 dır.                   (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑐 noktasında 𝑇̅0 dır. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑐 noktasında 𝑇0′ dır.   (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑐 noktasında 𝑇0′ dir. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑐 noktasında 𝑇1 dir. (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑐 noktasında 𝑇1 dir. 

Şekil 3.3. (𝐵, 𝑅) uzayının noktada 𝑇̅0, 𝑇0, 𝑇0′ ve 𝑇1 olma durumu. 

Şimdi de genel anlamda yansıma bağıntılı uzayların tanımlanmasını sağlayan 

aşağıdaki teorem ve ispatını verelim. 

Teorem 3.3.6 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay olsun. 

(1) (𝐵, 𝑅), 𝑇̅0 dır ⟺ 𝑅 ters simetriktir, 

(2) (𝐵, 𝑅), 𝑇1 dir ⟺ 𝑅 diskredir, 

(3) (𝐵, 𝑅), 𝑇0′ dır, 

(4) (𝐵, 𝑅), 𝑇0 dir ⟺ 𝑅 ters simetriktir. 

İspat: (1) (𝐵, 𝑅)  yansımalı bağıntı uzayı 𝐵2⋁∆𝐵2 üzerindeki 𝐴  ve ∇  tarafından 

üretilen başlangıç yapısı 𝑅𝑤, 𝐵3 deki çarpım yapısı 𝑅∗ ve 𝐵2 deki diskre bağıntı yapısı 

𝑅𝑑   olsun (bknz. Şekil 3.4).  

          (𝐵2⋁∆𝐵
2,  𝑅𝑤)

               𝐴              
→          (𝐵3, 𝑅∗)

               𝜋𝑖              
→           (𝐵, 𝑅) 

                    ∇ 

 

                  (𝐵2, 𝑅𝑑) 

Şekil 3.4.  𝑇̅0 diyagramı. 
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(𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı 𝑇̅0 dır ⟺ 𝑅 ters simetriktir. 

(2) Yukarıdaki diyagramda 𝐴 yerine 𝑆 alınsın. (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı 𝑇1 dir. 

⟺ 𝑅 diskredir. 

(3) (𝑋, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay, 𝐵⋁∆𝐵 üzerindeki 𝑖𝑑 tarafından üretilen başlangıç 

yapısı 𝑅𝑤  olsun. Burada 𝑅𝐹  bağıntısı 𝑖1 ve 𝑖2  kanonik dönüşümleri ile elde edilen 

𝐵⋁𝑝𝐵 üzerindeki bitiş yapısıdır (bknz. Şekil 3.5). 

  (𝐵⋁∆𝐵, 𝑅𝑤)   
                  𝑖𝑑                    
→                (𝐵⋁∆𝐵, 𝑅𝑓) 

                                         

                                     ∇                                                     𝑖1        𝑖2                                       

                                      (𝐵, 𝑅𝑑)                                        (𝐵, 𝑅) 

Şekil 3.5. 𝑇0
′
 diyagramı. 

(4) Kabul edelim ki (𝐵, 𝑅) uzayı 𝑇0 olsun. 𝑅 nin ters simetrik olduğunu göstereceğiz. 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 , 𝑥 ≠ 𝑦  için 𝑦𝑅𝑥  ve 𝑥𝑅𝑦 olsun. 𝑥 = 𝑦  yi göstereceğiz. 𝐴 = {𝑥, 𝑦} ve 𝑅𝐴 , 𝐴 

üzerindeki (𝐵, 𝑅)  den 𝑖: 𝐴 ↪ 𝐵  dönüşümünden üretilen başlangıç (alt uzay) yapısı 

olsun. 

𝑅, yansıma bağıntılı olduğundan Tanım 2.5.7 den 

𝑥𝑅𝐴𝑥 = 𝑥𝑅𝑥 

𝑦𝑅𝐴𝑦 = 𝑦𝑅𝑦 

𝑥𝑅𝐴𝑦 = 𝑥𝑅𝑦 

𝑦𝑅𝐴𝑥 = 𝑦𝑅𝑥 

olur ki 𝑅𝐴 = {(𝑥, 𝑥), (𝑦, 𝑦), (𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑥)}  indiskre bağıntısıdır. Tanım 2.5.7 den 

(𝐵, 𝑅) nin 𝑇0 ile çelişir. Böylece 𝑥 = 𝑦 olmalıdır. Yani 𝑅 ters simetriktir. 

Tersine olarak 𝑅 , ters simetrik bağıntı olsun. (𝐵, 𝑅)  nin 𝑇0  olduğunu göstereceğiz. 

𝐴 ⊆ 𝐵, en az iki elemanlı bir alt küme ve , 𝑦 ∈ 𝐴 , 𝑥 ≠ 𝑦 için 𝑅𝐴 = 𝐴 × 𝐴 olsun. 
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𝑥𝑅𝐴𝑥 = 𝑥𝑅𝑥 

𝑦𝑅𝐴𝑦 = 𝑦𝑅𝑦 

𝑥𝑅𝐴𝑦 = 𝑥𝑅𝑦 

𝑦𝑅𝐴𝑥 = 𝑦𝑅𝑥 

olur ki bu 𝑅 nin ters simetrik olması ile çelişir. Böylece 𝑅𝐴 ≠ 𝐴 × 𝐴 dır. Tanım 2.5.7 

den (𝐵, 𝑅) uzayı 𝑇0 dır. 

Örnek 3.3.7 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  üzerindeki aşağıdaki bağıntıları inceleyelim. 

𝑅1 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑎, 𝑏)},  𝑅2 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)}  ve       

𝑅3 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐)} olmak üzere bu bağıntılara karşı gelen ayırma aksiyomları 

Şekil 3.6’da verilmiştir. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı  𝑇̅0 dir.                   (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑇̅0 değildir. (𝐵, 𝑅3) uzayı 𝑇̅0 dır. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑇0′ dir.   (𝐵, 𝑅2)  uzayı 𝑇0′ dir. (𝐵, 𝑅2)  uzayı 𝑇0′ dır. 

(𝐵, 𝑅1)  uzayı 𝑇1 değildir. (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑇1 değildir. (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑇1 dir. 

(𝐵, 𝑅1) uzayı 𝑇0 dır. (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑇0 değildir. (𝐵, 𝑅2) uzayı 𝑇0 dır. 

Şekil 3.6. (𝐵, 𝑅) uzayında genelde 𝑇̅0, 𝑇0, 𝑇0′ ve 𝑇1 olma durumu.   
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4. KAPALI ALT OBJELER 

Bu bölümde yansıma bağıntılı uzaylarda (kuvvetli) kapalı alt kümeler karakterize 

edildi. Yansıma bağıntılı bir uzayın fonksiyon altındaki görüntü ve ters görüntü 

durumları incelendi. Kalıtsal, çarpımsal, idempotent, gibi özelliklerin araştırıldı. 

4.1 Topolojik Uzaylarda Kapalılık  

Tanım 4.1.1 ([11,12,18]) (𝑋, 𝜏) topolojik uzaında 𝑀 ⊂ 𝑋 kapalı ve ∀𝑥 ∉ 𝑀 için 𝑀 

nin 𝑥 i ihtiva ermeyen açık komşuluğu varsa 𝑀 ye kuvvetli kapalıdır denir. Uzayın 

𝑇1  olması durumunda kapalılık ve kuvvetli kapalılık kavramları denktir. Ama bir 

topolojik kategoride bu kavramların genelde birbiri ile ilişkisi yoktur. 

Örnek 4.1.2 𝑋 = {𝑎, 𝑏} , 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑏}}  için 𝑀 = {𝑎}  kapalı olmasına rağmen 

kuvvetli kapalı değildir.  

Tanım 4.1.3 ([11,12,18]) 𝑋 boş kümeden farklı, 𝑝 ∈ 𝑋 ve 𝑋∞ = 𝑋 × 𝑋 × 𝑋… de 𝑋 in 

sayılabilir kartezyen çarpımı olsun. 𝑋 in sayılabilir adetteki kopyasının 𝑝 de çakışması 

⋁𝑝
∞
𝑋  ile gösterilir. 𝑥𝑖 ∈ ⋁𝑝

∞
𝑋 olması 𝑥𝑖 nin 𝑖. bileşende olmasıdır. 

(1)  𝐴𝑝
∞:⋁𝑝

∞
𝑋 ⟶ 𝑋∞  ve 𝐴𝑝

∞(𝑥𝑖) = (𝑝, 𝑝, … , 𝑝, 𝑥, 𝑝, … )  sonsuzda temel eksen 

dönüşümü adı verilir. 

(2)  𝛻𝑝
∞:⋁𝑝

∞
𝑋 ⟶ 𝑋 ve ⋁𝑝

∞
(𝑥𝑖) = 𝑥 ye sonsuzda katlama dönüşümü adı verilir.  

Tanım 4.1.4 ([11,12,18]) 𝒰: 𝑪 ⟶ 𝑺𝒆𝒕 topolojik fanktoru için 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝑪), 𝒰(𝐵) = 𝑋 

olsun.  

(1) 𝐴𝑝
∞:⋁𝑝

∞
𝑋 ⟶ 𝒰(𝐵∞) = 𝑋∞  ve 𝛻𝑝

∞:⋁𝑝
∞
𝑋 ⟶ 𝒰(𝐷(𝑋)) = 𝑋  biçiminde verilen 

𝒰 nun başlangıç kaldırması diskreyse {𝑝} kapalıdır denir. 

(2) {∗} , 𝑋 𝑀⁄  de kapalıysa 𝑀 ⊂ 𝑋 de kapalıdır. 

𝑞: 𝒰(𝐵) = 𝑋 ⟶ 𝑋 𝑀⁄ = (𝑋\𝑀) ∪ {∗} için aşağıdaki gibidir. 

𝑞(𝑥) = {

𝑥, 𝑥 ∉ 𝑀 ise

∗, 𝑥 ∈ 𝑀 ise
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(3)  𝑋 𝑀⁄ , ∗ noktasında 𝑇1 ise 𝑀 kuvvetli kapalıdır. 

(4)  𝑀𝑐, 𝑋 de kapalı (kuvvetli kapalı) ise 𝑀 açıktır (kuvvetli açık). 

(5)  𝑀 = ∅ = 𝐵 ise 𝑀 hem kapalı (açık) hem de kuvvetli kapalıdır (kuvvetli açıktır). 

Örnek 4.1.5 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  ve 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎, 𝑏}, {𝑎}}  için 𝑀 = {𝑎}  kümesinin 

kapalı olmadığını gösterelim. Şekil 4.1’de verilen diyagram dikkate alınırsa: 

                                  ⋁𝑎
∞
𝑋              𝐴𝑎

∞                        (𝑋∞, 𝜏ç)   

 

                              ∇𝑎
∞ 

                               (𝑋, 𝑃(𝑋)) 

Şekil 4.1. Tek nokta kümesinin kapalılığı. 

  ∇𝑎
∞−1(∅) = ∅ 

  ∇𝑎
∞−1(𝑋) = ⋁𝑎

∞𝑋 

∇𝑎
∞−1({𝑎}) = {𝑎} 

∇𝑎
∞−1({𝑏}) = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … }

 

∇𝑎
∞−1({𝑐}) = {𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, … }

 

∇𝑎
∞−1({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2, … }

 

∇𝑎
∞−1({𝑎, 𝑐}) = {𝑎, 𝑐1, 𝑐2, … }

 

∇𝑎
∞−1({𝑏, 𝑐}) = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑐1, 𝑐2, … }
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𝐴𝑎
∞−1(∅) = ∅ 

𝐴𝑎
∞−1(𝑋∞) = ⋁𝑎

∞𝑋 

𝐴𝑎
∞−1({𝑎} × 𝑋 × 𝑋 × …) = {𝑎, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑐2, 𝑐3, … } 

𝐴𝑎
∞−1(𝑋 × {𝑎} × 𝑋 × …) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏3, 𝑏4, … , 𝑐1, 𝑐3, 𝑐4, … } 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

𝐴𝑎
∞−1({𝑎, 𝑏} × 𝑋 × 𝑋 × …) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑐2, 𝑐3, … } 

𝐴𝑎
∞−1(𝑋 × {𝑎, 𝑏} × 𝑋 × …) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑐1, 𝑐3, 𝑐4, … }

 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

𝐴𝑎
∞−1({𝑎} × {𝑎, 𝑏} × 𝑋 × …) = {𝑎, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑐3, 𝑐4, … }

 

𝐴𝑎
∞−1({𝑎, 𝑏} × {𝑎} × 𝑋 × …) = {𝑎, 𝑏1, 𝑏3, … , 𝑐3, 𝑐4, … }

 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

𝑆 = {∅,⋁𝑎
∞
𝑋, {𝑎}, {𝑏1, 𝑏2, … }, {𝑐1, 𝑐2, … }, {𝑎, 𝑏1, 𝑏2, … }, {𝑎, 𝑐1, 𝑐2, … },

 

{𝑏1, 𝑏2, … , 𝑐1, 𝑐2, … }, {𝑎, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑐2, 𝑐3, … }, {𝑎, 𝑏1, 𝑏3, 𝑏4, … , 𝑐1, 𝑐3, 𝑐4, … },
 

{𝑎, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑐2, 𝑐3, … }, {𝑎, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑐1, 𝑐3, 𝑐4, … }, {𝑎, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑐3, 𝑐4, … },
 

           {𝑎, 𝑏1, 𝑏3, … , 𝑐3, 𝑐4, … },… }  

alt bazındaki elemanların sonlu kesişimlerinin keyfi birleşimleri alınarak elde edilecek 

olan 𝜏𝑤 çarpım topolojisinde {𝑏1} gibi tek nokta kümeleri bulunmayacağından 

𝜏𝑤 ≠ 𝑃(⋁𝑎
∞
𝑋) dır, Tanım 4.1.4 den 𝑀 = {𝑎} kapalı değildir.                                                                                                          

𝑀 = {𝑏, 𝑐} nin kuvvetli kapalı olmadığını Tanım 4.1.4 ü kullanarak gösterelim. {∗} ın 

𝑋 𝑀⁄  de kapalı olmadığını yani 𝑋 𝑀⁄  kümesi ∗ da 𝑇1  olmadığını gösterelim. Şekil 

4.2’de verilen diyagram dikkate alınırsa: 
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                              (𝑋 𝑀⁄ )⋁∗(𝑋 𝑀⁄ )                   𝑆∗                   ((𝑋 𝑀⁄ )2, 𝜏ç)  

                                   ∇∗     

                             

                                  (𝑋, 𝑃(𝑋)) 

Şekil 4.2. 𝑀 nin kuvvetli kapalılığı. 

𝑋 𝑀⁄  deki 𝑞 = (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑋 𝑀⁄ , 𝜎) bölüm fonksiyonu ile üretilen final topolojisini 

elde edelim (bknz. Şekil 4.3).  

𝑞−1(∅) = ∅ ∈ 𝜏 dan ∅ ∈ 𝜎 dır.

    𝑞−1({𝑎}) = {𝑎} ∈ 𝜏 dan {𝑎} ∈ 𝜎 dır.

𝑞−1({∗}) = {𝑏, 𝑐} ∉ 𝜏 dan{∗} ∉ 𝜎 dır.

𝑞−1(𝑋\𝑀) = 𝑋 ∈ 𝜏 dan 𝑋\𝑀 ∈ 𝜎 dır. }
 
 

 
 

 dan 𝜎 = {∅,𝑋\𝑀, {𝑎}} dir. 

                              𝑋                         𝑞                𝑋 𝑀⁄ = 𝑋 ∖ 𝑀 ∪ {∗}, 

                             . 𝑎                                                     .𝑎 

                         𝑀                  

                                

                              . 𝑐                               

 

Şekil 4.3. Bir kümenin kuvvetli kapalılığı. 

∇∗
−1(∅) = ∅ 

∇∗
−1(𝑋) = (𝑋 𝑀⁄ )⋁∗(𝑋 𝑀⁄ ) 

∇∗
−1({𝑎}) = {𝑎1, 𝑎2} 

∇∗
−1({∗}) = {∗} 

 

 

 

                                                      

 

. 𝑏 

 

                                                      

 

.∗ 
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𝑆∗
−1(∅) = ∅ 

𝑆∗
−1((𝑋 𝑀⁄ )2) = (𝑋 𝑀⁄ )⋁∗(𝑋 𝑀⁄ ) 

𝑆∗
−1({(𝑎, 𝑎), (∗, 𝑎)}) = { 𝑎1, 𝑎2} 

𝑆∗
−1({(𝑎, 𝑎), (𝑎,∗)}) = {𝑎1} 

𝑆∗
−1({(𝑎, 𝑎)}) = {𝑎1}

 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

∙ ∙ ∙ 

𝑆 = {∅, (𝑋 𝑀⁄ )⋁∗(𝑋 𝑀⁄ ), {∗}, {𝑎1}, { 𝑎1, 𝑎2}}  alt bazındaki elemanların sonlu 

kesişimlerin keyfi birleşimleri alınarak aşağıdaki topolojiyi elde ederiz. 

𝜏𝑊 = {∅, (𝑋 𝑀⁄ )⋁∗(𝑋 𝑀⁄ ), {∗}, {𝑎1}, { 𝑎1, 𝑎2}, {𝑎1,∗}}  ≠ 𝑃(⋁∗
∞
(𝑋 𝑀)⁄ )  olur. Bu 

ise Tanım 4.1.4 den 𝑋 𝑀⁄  nin * noktasında 𝑇1
 olmadığını gösterir yani Tanım 4.1.4 de  

𝑀 kümesi 𝑋 𝑀⁄  de kuvvetli kapalı değildir. 

4.2 Yansıma Bağıntılı Uzaylar (Kuvvetli) Kapalılık  

Teorem 4.2.1 (𝐵, 𝑅)  yansıma bağıntılı uzayında 𝑝 ∈ 𝐵  için {𝑝} kapalıdır ancak ve 

ancak 𝑅 bağıntısı 𝑝 de ters simetriktir, yani 𝑝𝑅𝑥  ve 𝑥𝑅𝑝 ise 𝑝 = 𝑥 dir. 

İspat: {𝑝} nin kapalı olduğunu kabul edelim. Ayrıca 𝑅𝑤 , 𝑅ç  ve 𝑅𝑑  sırasıyla ⋁𝑝
∞
𝐵 

sonsuz wedge çarpımı kümesi, sonsuz çarpım kümesi ve 𝐵 kümesi üzerindeki diskre 

yansıma bağıntılı yapılar olsun (bknz. Şekil 4.4). 

                                      (⋁𝑝
∞
𝐵,𝑅𝑤)      𝐴𝑝

∞      (𝐵∞, 𝑅ç)         𝜋𝑖       (𝐵, 𝑅)  

                                                        ∇𝑝
∞ 

                                      (𝐵, 𝑅𝑑)  

 Şekil 4.4.  {𝑝} kümesinin kapalılık diyagramı. 

𝑢, 𝑣 ∈ ∇𝑝
∞𝐵 olmak üzere 𝑢𝑅𝑤𝑣 ise her 𝑖 = 1,2 için 𝜋𝑖𝐴𝑝

∞𝑢 𝑅 𝜋𝑖𝐴𝑝
∞𝑣 

de ∇𝑝
∞𝑢 𝑅𝑑  ∇𝑝

∞𝑣 = 𝑢𝑅𝑑𝑣 olur ki bu ise 𝑢 = 𝑣 olması demektir. 
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Şimdi 𝑅 nin 𝑝 de ters simetrik olduğunu göstereceğiz. Kabul edelim ki 𝑥 ≠ 𝑝 olmak 

üzere 𝑥𝑅𝑝 ve 𝑝𝑅𝑥 olsun. 

𝑢 = 𝑥1 ve 𝑣 = 𝑥2 olsun. 

𝜋1𝐴𝑝
∞𝑢 𝑅𝜋1𝐴𝑝

∞𝑣 = 𝜋1𝐴𝑝
∞𝑥1 𝑅 𝜋1𝐴𝑝

∞𝑥2 = 𝜋1(𝑥, 𝑝, 𝑝,… )𝑅𝜋1(𝑝, 𝑥, 𝑝, … ) = 𝑥𝑅𝑝
 

𝜋2𝐴𝑝
∞𝑢 𝑅𝜋2𝐴𝑝

∞𝑣 = 𝜋2𝐴𝑝
∞𝑥1 𝑅 𝜋2𝐴𝑝

∞𝑥2 = 𝜋2(𝑥, 𝑝, 𝑝,… )𝑅𝜋2(𝑝, 𝑥, 𝑝, … ) = 𝑝𝑅𝑥
 

ve  ∇𝑝
∞𝑢 =  ∇𝑝

∞𝑥1 = 𝑥 = ∇𝑝
∞𝑥2 = ∇𝑝

∞𝑣  dır, yani 𝑥1𝑅𝑊𝑥2  demektir. 𝑅𝑊  diskre 

olduğundan  𝑥1 = 𝑥2 olur ki böylece 𝑝 = 𝑥 elde edilir. Böylece 𝑅 bağıntısı 𝑝 de ters 

simetriktir. 

Tersine olarak (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında 𝑅, 𝑝 de ters simetrik olsun. {𝑝} nin 

kapalı yani Tanım 4.1.4 den 𝑅𝑤 nin diskre olduğunu göstereceğiz. 𝑢, 𝑣 ∈  ⋁𝑝
∞
𝐵 için    

𝑢 = 𝑥𝑘, 𝑣 = 𝑥𝑡 ve 𝑢𝑅𝑊𝑣 olsun. 

𝜋𝑘𝐴𝑝
∞𝑢𝑅 𝜋𝑘𝐴𝑝

∞𝑣 = 𝜋𝑘(𝑝, 𝑝,… , 𝑥𝑘, 𝑝, 𝑝, … )𝑅𝜋𝑘(𝑝, 𝑝,… , 𝑥𝑡, 𝑝, 𝑝,… ) = 𝑥𝑅𝑝 

𝜋𝑡𝐴𝑝
∞𝑢𝑅𝜋𝑡𝐴𝑝

∞𝑣 = 𝜋𝑡(𝑝, 𝑝,… , 𝑥𝑘, 𝑝, 𝑝,… )𝑅𝜋𝑡(𝑝, 𝑝,… , 𝑥𝑡, 𝑝, 𝑝,… ) = 𝑝𝑅𝑥 

𝑅  ters simetrik olduğundan 𝑝 = 𝑥  dir. Böylece 𝑢 = 𝑥𝑘 = 𝑥𝑡 = 𝑣  olur. Tanım 4.1.4 

den 𝑅𝑤 diskredir, böylece {𝑝} kümesi (𝐵, 𝑅) de kapalıdır. 

Teorem 4.2.2 (𝐵, 𝑅)  yansıma bağıntılı uzayında ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵  kümesi kapalıdır ⟺ 

Her 𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑎 ve 𝑏𝑅𝑥 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 varsa 𝑥 ∈ 𝑀 dir. 

İspat: Kabul edelim ki (𝐵, 𝑅) uzayında ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 kapalı olsun. Tanım 4.1.4 den {∗} 

kümesi 𝐵/𝑀 de kapalıdır. Teorem 4.2.1 den, 𝑅′, 𝐵/𝑀 deki bitiş kaldırması olmak 

üzere 𝑅′ , ∗  noktasında ters simetrik özelliğini sağlayan bağıntıdır. O halde 𝑅′  

bağıntısı∗ dnoktasında ters simetrik ve her 𝑥 ∈ 𝐵  ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 için 𝑥𝑅𝑎  ve 𝑏𝑅𝑥  ise  

𝑞: (𝐵, 𝑅) ⟶ (𝐵/𝑀, 𝑅′) 

olmak üzere 𝑞𝑥𝑅′𝑞𝑎 = 𝑞𝑥𝑅′ ∗  ve 𝑞𝑏𝑅′𝑞𝑥 =∗ 𝑅′𝑞𝑥olur. 𝑅′  bağıntısı * noktasında 

ters simetrik olduğundan 𝑞𝑥 =∗ olur yani 𝑥 ∈ 𝑀 dir. 
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Tersine olarak şartlar sağlansın ve bazı 𝑐 ∈ 𝐵/𝑀 için 𝑐𝑅′ ∗ ve ∗ 𝑅′𝑐 ise Tanım 3.3.2 

den  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀  ve 𝑥 ∈ 𝐵  vardır öyle ki 𝑥𝑅𝑎  ve 𝑏𝑅𝑥 , 𝑞𝑥 = 𝑐  ve 𝑞𝑎 = 𝑞𝑏 =∗  dir. 

Böylece 𝑥 ∈ 𝑀 dan 𝑐 =∗ elde edilir, yani 𝑅′ ters simetriktir. 

Teorem 4.2.3 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay ve ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 açıktır ⟺ Her 𝑥 ∈ 𝐵 için 

𝑥𝑅𝑎 ve 𝑏𝑅𝑥 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀𝑐 varsa 𝑥 ∈ 𝑀𝑐 dir. 

İspat: Teorem 4.2.2 deki ispatın benzeridir. 

Teorem 4.2.4 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay ve ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 kümesi kuvvetli kapalıdır 

⟺Her 𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑥𝑅𝑎  veya 𝑎𝑅𝑥  olacak şekilde en az bir 𝑎 ∈ 𝑀  varsa 𝑥 ∈ 𝑀 

olmasıdır. 

İspat: ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 kuvvetli kapalısı için Tanım 4.1.4 den {∗} kümesi 𝐵/𝑀 de 𝑇1 olur. 

Teorem 3.3.6 dan 𝑅′, 𝐵/𝑀 deki bitiş yapısı olmak üzere 𝑅′, ∗ de  diskredir yani 𝑏𝑅′ ∗ 

ve ∗ 𝑅′𝑏 ise 𝑏 =∗ dır. Böylece 𝑅′, ∗ noktasında diskredir ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ∈ 𝑀  için 

𝑥𝑅𝑎  veya 𝑎𝑅𝑥  ise𝑥 ∈ 𝑀  ispatlayacağız. 𝑞: (𝐵, 𝑅) ⟶ ( 𝐵/𝑀, 𝑅′) dönüşümü dikkate 

alındığında 

𝑞(𝑥)𝑅′𝑞(𝑎) = 𝑞(𝑥)𝑅′ ∗ veya 𝑞(𝑎)𝑅′𝑞(𝑥) =∗ 𝑅′𝑞(𝑥) 

elde edilir. 𝑅′ diskre olduğundan  𝑞(𝑥) =∗, yani 𝑥 ∈ 𝑀 olur. 

Tersine olarak şartlar sağlansın ve bazı 𝑐 ∈ 𝐵/𝑀 için 𝑐𝑅′ ∗ veya ∗ 𝑅′𝑐 olsun. Tanım 

3.3.2 den (𝑥) = 𝑐  , 𝑞(𝑎) =∗ , 𝑥𝑅𝑎  veya 𝑎𝑅𝑥  şekilde 𝑥 ∈ 𝐵  ve 𝑎 ∈ 𝑀  vardır. 

Kabulden 𝑥 ∈ 𝑀 elde edilir. Sonuçta 𝑞(𝑥) =∗ olur ki bu ise 𝑐 =∗ olması yani 𝑅′ nün 

∗ noktadında diskre olmasıdır. 

Teorem 4.2.5 (𝐵, 𝑅)  yansıma bağıntılı uzayında 𝑀 ⊆ 𝐵  kuvvetli açıktır ancak ve 

ancak her 𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑎 veya 𝑎𝑅𝑥 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝑀𝑐  varsa 𝑥 ∈ 𝑀𝑐 dir. 

İspat: Teorem 4.2.4 deki ispatın benzeridir. 

Teorem 4.2.6  (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında kuvvetli kapalılık ile kuvvetli açıklık 

denktir. 

İspat: 𝑀  kuvvetli kapalı olsun. Ayrıca ∀𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑥𝑅𝑦  veya 𝑦𝑅𝑥  olacak şekilde    

𝑦 ∈ 𝑀𝑐 varsa 𝑥 ∈ 𝑀𝑐 olduğunu göstereceğiz. 
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𝑥 ∉ 𝑀𝑐 olsun. Böylece, 𝑥 ∈ 𝑀 olur. 𝑀 kuvvetli kapalı ve 𝑥𝑅𝑦 veya 𝑦𝑅𝑥 olduğundan 

𝑦 ∈ 𝑀 olur. Bu da 𝑦 ∈ 𝑀𝑐 ile çelişki oluşturur. Böylece 𝑥 ∈ 𝑀𝑐 dir. Sonuç olarak 𝑀 

kuvvetli açık olur. 

𝑀  açık ise kapalı olmak zorunda değildir. Örneğin 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  için  

𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑐, 𝑏), (𝑎, 𝑐)}  olsun. 𝑀 = {𝑎, 𝑏}  kümesi açık olmasına 

rağmen kapalı değildir. 

Teorem 4.2.7  (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında her kuvvetli kapalı küme kapalıdır. 

Tersi genelde doğru değildir. 

İspat: 𝑀 kuvvetli kapalı olsun. Teorem 4.2.4 den ∀𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑎 veya 𝑎𝑅𝑥 olacak 

şekilde 𝑎 ∈ 𝑀  varsa 𝑥 ∈ 𝑀  dir. Ayrıca her 𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑥𝑅𝑎  ve 𝑏𝑅𝑥  olacak şekilde 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 olsun. Böylece 𝑥 ∈ 𝑀 olduğundan 𝑀 nin kapalılığı elde edilir.  

Bu teoremin tersi genelde doğru değildir. 𝐵 = {𝑎, 𝑏} için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)} 

için {𝑎} kapalı olmasına rağmen kuvvetli kapalı değildir.  

Örnek 4.2.8 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑏, 𝑎), (𝑎, 𝑏)} olsun.  

𝑀 = ∅ ise 𝑀 kapalı ve kuvvetli kapalıdır.  

𝑅  bağıntısı 𝑎  ve 𝑏  de ters simetrik olmadığından, 𝑐  de ters simetrik olduğundan 

Teorem 4.2.1, 4.2.5 den {𝑎} ve {𝑏} kümeleri kapalı ve açık değildir fakat {𝑐} kümesi 

hem açık hem de kapalıdır. Teorem 4.2.4 den {𝑎} ve {𝑏} kümeleri kuvvetli kapalı değil 

fakat {𝑐} kümesi kuvvetli kapalıdır. Ayrıca Tanım 4.1.4 den ∅ ve 𝐵  kümeleri hem 

kapalı (açık) hem de kuvvetli kapalıdır. 

𝑀1 = {𝑎, 𝑏}  kümesi Teorem 4.2.2 den kapalıdır, Teorem 4.2.4 den de kuvvetli 

kapalıdır ve Teorem 4.2.3 den açıktır,   

𝑀2 = {𝑎, 𝑐}  kümesi Teorem 4.2.2 den kapalıdır, Teorem 4.2.4 den 𝑏𝑅𝑎  olmasına 

rağmen 𝑏 ∉ 𝑀2 olduğundan kuvvetli kapalı değildir ve Teorem 4.2.3 den açık değildir,   

𝑀3 = {𝑏, 𝑐}  kümesi Teorem 4.2.2 den kapalıdır. Teorem 4.2.4 den 𝑏𝑅𝑎  olmasına 

rağmen 𝑎 ∉ 𝑀3 olduğundan kuvvetli kapalı değildir ve Teorem 4.2.3 den açık değildir.  
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Sonuç 4.2.9 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında, 

A) 𝑅 bağıntısı 𝑝 ∈ 𝐵 de diskre olsun. Aşağıdakiler denktir: 

(1) {𝑝} kuvvetli kapalıdır, 

(2) {𝑝} kuvvetli açıktır, 

(3) {𝑝} kapalıdır. 

B) (𝐵, 𝑅) uzayı 𝑇1 ve 𝑀 ⊆ 𝐵 olsun. Aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑀 kuvvetli kapalıdır, 

(2) 𝑀kuvvetli açıktır, 

(3) 𝑀 kapalıdır, 

(4) 𝑀 açıktır. 

C) (𝐵, 𝑅) uzayı 𝑇1 olsun. 𝑀 ⊆ 𝐵 kapalıdır ancak ve ancak kuvvetli kapalıdır. 

Teorem 4.2.10 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı için 

(1)  ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵 kapalı ise ⋂𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 kapalıdır. 

(2)  ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵 kuvvetli kapalı ise ⋂𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 kuvvetli kapalıdır. 

(3)  𝑀1,𝑀2 ⊂ 𝐵 kapalı ise 𝑀1 ∪𝑀2 kapalı olmayabilir. 

(4)  𝑀1,𝑀2 ⊂ 𝐵 açık ise 𝑀1 ∩𝑀2 açık olmayabilir. 

(5)  𝑀1,𝑀2 ⊂ 𝐵 kapalı değil ise 𝑀1 ∩𝑀2 kapalı olabilir. 

(6)  ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵 kuvvetli kapalı ise ⋃ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼  kuvvetli kapalıdır. 

(7)  ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵𝑖 kapalı ise 𝑀 = ∏𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 kümesi 𝐵 = ∏𝑖∈𝐼 𝐵𝑖 kapalıdır.  

(8)  ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵𝑖 açık ise 𝑀 = ∏𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 kümesi 𝐵 = ∏𝑖∈𝐼 𝐵𝑖 de açıktır.  

(9)  ∀𝑖 ∈ 𝐼 , 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵𝑖 kuvvetli kapalıysa 𝑀 = ∏𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 da 𝐵 = ∏𝑖∈𝐼 𝐵𝑖 de kuvvetli 

kapalıdır.  

İspat: (1) ∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑀𝑖 ler kapalı olsun. Her  𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑎 ve 𝑏𝑅𝑥 olacak şekilde 

𝑎, 𝑏 ∈ ⋂ 𝑀𝑖 𝑖∈𝐼  olsun. ∀𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑏, 𝑎 ∈  𝑀𝑖  ve 𝑀𝑖  ler kapalı olduğundan Teorem 

4.2.2 den 𝑥 ∈ 𝑀𝑖  olur. Böylece 𝑥 ∈ ⋂ 𝑀𝑖 𝑖∈𝐼  olur ki ⋂ 𝑀𝑖 𝑖∈𝐼  kümesi kapalıdır. 

(2) Her 𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵  ler kuvvetli kapalı olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑅𝑥  veya 𝑥𝑅𝑎 

olacak şekilde 𝑎 ∈ ⋂ 𝑀𝑖 = 𝑀𝑖∈𝐼  olduğunda 𝑥 ∈ 𝑀 olduğunu göstereceğiz. ∀𝑖 ∈ 𝐼 için 

𝑎 ∈ 𝑀𝑖 olur. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑀𝑖  ler kuvvetli kapalı olduğundan 𝑎𝑅𝑥 veya 𝑥𝑅𝑎 olacak 
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şekilde 𝑎 ∈ 𝑀𝑖  olduğundan 𝑥 ∈ 𝑀𝑖  olur. Böylece 𝑥 ∈ 𝑀  olur. Teorem 4.2.4 den 𝑀 

kümesi kuvvetli kapalıdır. 

(3) 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑐, 𝑏), (𝑎, 𝑐)}  olsun. 𝑅  bağıntısının 𝑎 

ve 𝑏  de ters simetrik olmasından 𝑀1 = {𝑎}  ve 𝑀2 = {𝑏} kümeleri kapalıdır. Fakat 

𝑀1 ∪𝑀2 = {𝑎, 𝑏} kümesi kapalı değildir. 𝑐𝑅𝑏 ve 𝑎𝑅𝑐 olmasına rağmen 𝑐 ∉ 𝑀1 ∪𝑀2 

dir. 

(4) 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑐, 𝑏), (𝑎, 𝑐)} olsun. Teorem 4.2.3 den 

𝑀1 = {𝑐, 𝑏}  ve 𝑀2 = {𝑐, 𝑎}  kümeleri açıktır. Fakat 𝑀1 ∩𝑀2 = {𝑐}  kümesi açık 

değildir. Çünkü 𝑐𝑅𝑏 ve 𝑎𝑅𝑐 olmasına rağmen 𝑐 ∉ (𝑀1 ∩𝑀2)
𝑐 dir. 

(5) 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑏, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}  olsun. 𝑀1 = {𝑎}  ve 

𝑀2 = {𝑏} kümeleri kapalı değildir. Fakat 𝑀1 ∩𝑀2 = {∅} kümesi kapalıdır. 

(6) Her 𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵  ler kuvvetli kapalı olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑅𝑥  veya 𝑥𝑅𝑎 

olcak şekilde 𝑎 ∈ ⋃ 𝑀𝑖 = 𝑀𝑖∈𝐼  olduğunda 𝑋 ∈ 𝑀 olduğunu göstereceğiz. En az bir 

𝑘 ∈ 𝐼 için 𝑎 ∈ 𝑀𝑘  olur. 𝑀𝑘  kuvvetli kapalı olduğundan 𝑥 ∈ 𝑀𝑘  olur. Böylece 𝑥 ∈ 𝑀 

olur. Teorem 4.2.4 den 𝑀 kuvvetli kapalıdır. 

(7) 𝑥 ∈ 𝐵 olmak üzere 𝑥𝑅𝑎 ve 𝑏𝑅𝑥 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 olsun. Burada 𝑅, ∏𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 

üzerindeki çarpım yapısıdır. Tanım. 3.2.2 den her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝜋𝑖(𝑥)𝑅𝜋𝑖(𝑎) = 𝑥𝑖𝑅𝑖𝑎𝑖 ve 

𝜋𝑖(𝑏)𝑅𝑖𝜋𝑖(𝑥) = 𝑏𝑖𝑅𝑖𝑥𝑖 dir. ∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵𝑖 kapalı olmasından Teorem 4.2.2 den 

𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖  olur. Dolayısıyla 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ ∏𝑖∈𝐼 𝑀𝑖   olur ki sonuç olarak Teorem 

4.2.2 den 𝑀, 𝐵 de kapalıdır. 

(8) 𝑥 ∈ 𝐵 olmak üzere 𝑥𝑅𝑎 ve 𝑏𝑅𝑥 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 olsun. Tanım 3.2.2 den 

𝑖 ∈ 𝐼  için 𝜋𝑖(𝑥)𝑅𝜋𝑖(𝑎) = 𝑥𝑖𝑅𝑖𝑎𝑖  ve 𝜋𝑖(𝑏)𝑅𝑖𝜋𝑖(𝑥) = 𝑏𝑖𝑅𝑖𝑥𝑖  dir. ∀𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵𝑖 

açıklığından Teorem 4.2.3 den 𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖
𝑐
 dır. Böylece 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ (∏𝑖∈𝐼 𝑀𝑖)

𝑐   

olur ki sonuç olarak Teorem 4.2.3 den 𝑀, 𝐵de açıktır. 

(9) Her 𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑀𝑖 ⊂ 𝐵𝑖  de kuvvetli kapalı olduğunu kabul edelim. Her                     

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ 𝐵 = ∏ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼 ,𝑥𝑅𝑎  veya 𝑎𝑅𝑥  dan 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … ) ∈ 𝑀 = ∏ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼  

olsun. 𝑥 ∈ 𝑀 olduğunu göstereceğiz. Burada 𝑅, 𝐵 üzerindeki çarpım yapısıdır. Her 
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𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑖  olur ki 𝑀𝑖  lerin kuvvetli kapalılığından 𝑥𝑖𝑅𝑖𝑎𝑖  veya 𝑎𝑖𝑅𝑖𝑥𝑖  olacak 

şekilde 𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖 dir. Böylece 𝑥 ∈ 𝑀 olur. 𝑀 kuvvetli kapalıdır. 

Teorem 4.2.11 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı için  

(1) 𝑀 ⊂ 𝐵 kuvvetli kapalı ve 𝑁 ⊂ 𝑀 kuvvetli kapalı ise 𝑁 ⊂ 𝐵 de kuvvetli kapalıdır. 

(2)  𝑓: (𝐴, 𝑆) ⟶ (𝐵, 𝑅) bağıntı koruyan fonksiyonu için 𝑀 ⊂ 𝐵 (kuvvetli) kapalıysa 

𝑓−1(𝑀) ⊂ 𝐴 da (kuvvetli) kapalıdır. 

İspat : (1) 𝑀 ⊂ 𝐵 ve 𝑁 ⊂ 𝑀 kuvvetli kapalı kümeler olsun. 𝑅𝑀 ve 𝑅𝑁 sırasıyla 𝑀 ve 

𝑁  kümeleri üzerinde ki 𝑖: 𝑀 ⟶ (𝐵, 𝑅) ve 𝑖: 𝑁 ⟶ (𝑀,𝑅𝑀) içine fonksiyonları elde 

edilen başlangıç yapıları olsun. 

∀𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑅𝑁𝑥  ya da 𝑥𝑅𝑁𝑎  olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝑁  olsun. 𝑥 ∈ 𝑁  olduğunu 

göstereceğiz. 𝑥𝑅𝑁𝑎 = 𝑥𝑅𝑀𝑎 = 𝑥𝑅𝑎  ve 𝑎𝑅𝑁𝑥 = 𝑎𝑅𝑀𝑥 = 𝑎𝑅𝑥  olduğunu biliyoruz. 

𝑎 ∈ 𝑀, 𝑥𝑅𝑎 veya 𝑎𝑅𝑥 olduğundan Teorem 4.2.4 den 𝑥 ∈ 𝑀 elde edilir ki 𝑀 ⊂ 𝐵 de 

kuvvetli kapalı olduğundan 𝑥 ∈ 𝑀  olur. 𝑎 ∈ 𝑁 , 𝑥𝑅𝑁𝑎  veya 𝑎𝑅𝑁𝑥  ve 𝑁 ⊂ 𝑀  de 

kuvvetli kapalı olduğundan Teorem 4.2.4 den 𝑥 ∈ 𝑁 olur. 

(2) Kabul edelim ki ∀𝑥 ∈ 𝑋  için 𝑎𝑅𝑥  veya 𝑥𝑅𝑎  olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝑓−1(𝑀) olsun. 

𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑀)  olduğunu göstereceğiz. 𝑓 , bağıntı koruyan dönüşüm olduğundan 

𝑓(𝑥)𝑅𝑓(𝑎)  olacak şekilde 𝑓(𝑎) ∈ 𝑀  olur. Her iki tarafa 𝑓−1  uygulanırsa 

𝑓−1𝑓(𝑥) = 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑥)  elde edilir. Bu ise Teorem 4.2.4 den 𝑓−1(𝑀)  nin 𝐴  da 

kuvvetli kapalı olması demektir. 

4.3 Bazı Topolojik Kategorilerde Kapalılık Kavramı 

(1) 𝑹𝑹𝒆𝒍 de, Teorem 4.2.2, 4.2.4, 4.2.6 ve 4.2.7 dan, 

(i) (𝐵, 𝑅)  yansıma bağıntılı uzayında ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵  kümesi kapalıdır ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐵  için 

𝑥𝑅𝑎 ve 𝑏𝑅𝑥 şeklinde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 varsa 𝑥 ∈ 𝑀 dir. 

(ii) (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay ve ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵  kümesi kuvvetli kapalıdır ⟺ Her 

𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑎 veya 𝑎𝑅𝑥 şeklinde ∃𝑎 ∈ 𝑀 varsa 𝑥 ∈ 𝑀 dir. 

(iii) (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında her kuvvetli kapalı küme kapalıdır. 

(iv) Her kuvvetli kapalı küme kapalıdır. 

(2)  𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶  (Nesneleri sabit süzgeç yakınsak uzaylar, dönüşümleri uzaylar 

arasındaki dönüşümlerden oluşan kategori) de [11] deki Teorem 3.4-3.7 den, 
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(i) (𝐵, 𝐾) uzayında 𝑀 ⊆ 𝐵  kuvvetli kapalıdır (kapalıdır) ⟺Her 𝑎 ∈ 𝐾  ve 𝑎 ∉ 𝑀 

olacak şekildeki ∀𝑎 ∈ 𝐾 𝑎 ⊄ [𝑎] veya 𝑎 ⋃ [𝑀] öz olmayan süzgeçtir.  

(ii) (𝐵,𝐾) uzayında 𝑀 ⊆ 𝐵  kapalıdır (kuvvetli kapalıdır) ⟺Her 𝑎 ∈ 𝐾  ve 𝑎 ∈ 𝑀 

olacak şekildeki ∀𝑎 ∈ 𝐵 için 𝑎 ⊄ [𝑎] veya 𝑎 ⋃ [𝑀𝑐] öz olmayan süzgeçtir. 

(3)  𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎  (Objeleri sabit yakınsak süzgeç uzaylar, morfizmleri bu uzaylar 

arasındaki dönüşümler kategorisi) de [20] deki Teorem 5.1.8 ve 5.1.7 den 

(i) (𝐵, 𝐾) sabit limit uzayında 𝑀 ⊆ 𝐵 açıktır (kapalıdır) ⟺𝑀 = 𝐵 dir. 

(ii) (𝐵,𝐾) sabit limit uzayının alt kümesi kuvvetli açık ve kuvvetli kapalıdır. 

(4)  𝑪𝑷  (Objeleri çiftler uzayı ve morfizmleri ise bu uzaylar arasındaki alt küme 

koruyan dönüşümler olan kategori) de [11] deki Teorem 3.8 den, her (𝐴, 𝐵) çiftler 

uzayında ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐴 kümesi kapalı ve kuvvetli kapalıdır. 

(5)  𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏 (Objeleri prebornolojik uzaylar ve morfizmleri ise bu uzaylar arasındaki 

dönüşümler olan kategori) de [11] deki Teorem 2.13, 3.10 ve 3.9 dan 

(i) (𝐵, 𝐹) uzayında ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 kümesi kapalıdır ⟺𝐵 = 𝐹 dir. 

(ii) Her (𝐵, 𝐹) uzayında  ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 kümesi kuvvetli kapalıdır. 

(6)  𝑷𝒓𝒐𝒙 (Objeleri proximity uzaylar ve morfizmleri ise p-dönüşümler olan kategori) 

de [21] deki Teorem 4.5-4.7 den, 

(i) (𝑋, 𝛿) uzayında her 𝐸 ⊆ 𝑋 için ({𝑝}, 𝐸) ∈ 𝛿 olduğunda 𝑝 ∈ 𝐸 ise  {𝑝} kapalıdır. 

(ii) 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalıdır ⟺ Kuvvetli kapalıdır. ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝑋 için ({𝑥}, 𝐾) ∈ 𝛿  olduğunda 

𝑥 ∈ 𝐾. 

(iii)  𝐾 ⊆ 𝑋  açıktır ⟺ Kuvvetli açıktır. ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝑋  için ({𝑥}, 𝐾𝑐) ∈ 𝛿  olduğunda   

𝑥 ∈ 𝐾𝑐.  

(8) 𝒑𝒔𝒒𝑴𝒆𝒕 kategorisinde [22] deki ve Teorem 4.2 ve 4.3 den, (𝑋, 𝑑)  extended 

pseudo semi metrik uzay ve ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 olsun. 

(i) 𝑀  kapalıdır ⟺  ∀𝑥 ∈ 𝑋  ve 𝑥 ∉ 𝑀  için 𝑑(𝑀, 𝑥) = ∞  veya 𝑑(𝑥,𝑀) = ∞. 

(ii) 𝑀 kuvvetli kapalıdır. ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ∉ 𝑀 için𝑑(𝑀, 𝑥) = ∞ = 𝑑(𝑥,𝑀). 
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5. KAPANIŞ OPERATÖRLERİ  

5.1 Kapanış Operatörü 

Teorem 5.1.1  𝑪 bir kategori ve 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) ve 𝑀 ⊂ 𝑋 için  

(1) 𝑋 in 𝑀 alt kümesini 𝑐𝑋(𝑀) ye götüren 𝑐𝑋 kapanış operatörü aşağıdakileri sağlar. 

(i) 𝑀 ⊂ 𝑐𝑋(𝑀), 

(ii) 𝑀 ⊂ 𝑁 ise 𝑐𝑋(𝑀) ⊂ 𝑐𝑋(𝑁) dir, 

(iii) ∀𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 için 𝑓(𝑐𝑋(𝑀)) ⊂ 𝑐𝑌(𝑓(𝑀)) dir. 

(2) 𝑐𝑋(𝑀) = 𝑋 ise 𝑐𝑋 e alışılmış kapanış operatörü denir. 

(3) 𝑖𝑋(𝑀) = 𝑋 ve 𝑖𝑋(∅) = ∅ ise 𝑖𝑋 e indiskre kapanış operatörüdür. 

(4) 𝛿𝑋(𝑀) = 𝑀 ise 𝛿𝑋 e diskre kapanış operatörü denir. 

(5) 𝑐𝑋(𝑀) = 𝑀 ise 𝑀 ne 𝑐𝑋 kapalıdır denir. 

(6) 𝑐𝑋(𝑐𝑋(𝑀)) = 𝑐𝑋(𝑀) ise 𝑐𝑋 ne idempotent denir. 

(7) 𝐴 ⊂ 𝑋 ve 𝑀 ⊂ 𝐴 olmak üzere 𝑐𝐴(𝑀) = 𝐴 ∩ 𝑐𝑋(𝑀) ise 𝑐𝑋 ne kalıtsal (hereditary) 

idempotent denir. 

(8) 𝑀,𝑁 ⊂ 𝑋  için 𝑐𝑋(𝑀 ∪ 𝑁) = 𝑐𝑋(𝑀) ∪ 𝑐𝑋(𝑁)  ise 𝑐𝑋  operatörüne toplamsal 

(additive) denir. 

Örnek 5.1.2 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay ve 𝑀 ⊆ 𝐵 olsun. 

(i)  𝑅 diskre ise 𝑐𝑙({𝑀}) = 𝑀= 𝑠𝑐𝑙({𝑀}) = 𝑠𝑞({𝑀}) 

(ii) 𝑅 indiskre ise 𝑐𝑙({𝑀}) = 𝐵= 𝑠𝑐𝑙({𝑀}) = 𝑞({𝑀}) 

Tanım 5.1.3 ([23]) (𝑋, 𝐿) yansıma bağıntılı uzay ve 𝑀 ⊂ 𝑋 için  

(1)  𝑐𝑙𝑋(𝑀) = ⋂{𝐹 ⊂ 𝑋 | 𝑀 ⊂ 𝐹 ve 𝐹 kapalı} ne 𝑀 nin 𝑋 e göre kapanışıdır. Kapalı 

ile kuvvetli kapalı yer değişirse 𝑀 nin 𝑋 e göre kuvvetli kapanışı olan 𝑠𝑐𝑙𝑋(𝑀) oluşur. 

(2)  𝑞𝑋(𝑀) = ⋂{𝐹 ⊂ 𝑋 | 𝑀 ⊂ 𝐹, 𝐹 açık ve kapalı}  ne 𝑀  nin 𝑋  e göre quasi-

component kapanışı denir. Kapalı ve açık yerine kuvvetli kapalı ve kuvvetli açık 

alınırsa 𝑀 nin 𝑋 e göre kuvvetli quasi-component kapanışı 𝑠𝑞𝑋(𝑀) oluşur. 

(3)  𝜃𝑋(𝑀) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑋 in 𝑥 noktasını içeren her 𝐺 açık kümesi için 𝑐𝑙𝑋(𝐺) ∩𝑀 ≠ ∅ } 

ne 𝑀  nin 𝑋  e göre 𝜃𝑋 -kapanışı denir. 𝑐𝑙𝑋  yerine 𝑠𝑐𝑙𝑋  ve 𝐺  yerine kuvvetli açık 

alınırsa 𝑀 nin 𝑋 e göre 𝑆𝜃-kapanışı 𝑆𝜃𝑋(𝑀) oluşur.. 
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(4) 𝑏𝑋(𝑀) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑐𝑙𝑋({𝑥}) ∩ 𝐺 ∩𝑀 ≠ ∅, 𝑋 in 𝑥 i içeren her 𝐺 açık kümesi için} ne 𝑀 

nin 𝑋 e göre 𝑏𝑋-kapanışı denir. 𝑐𝑙𝑋  yerine 𝑠𝑐𝑙𝑋  ve 𝐺 yerine kuvvetli açık alınırsa 𝑀 

nin 𝑋 e göre 𝑠𝑏-kapanışı 𝑠𝑏𝑋(𝑀) oluşur.   

Örnek 5.1.4 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑏, 𝑎), (𝑎, 𝑏)}  olsun. Bu 

bağıntı uzayına göre  {𝑐}, {𝑎, 𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}, 𝐵 ,∅ kapalılar, {𝑎, 𝑏}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎}, ∅, 𝐵 

açıklar, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, 𝐵,  ∅  kuvvetli kapalılar ve {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, 𝐵,  ∅  kuvvetli açıklar olup 

kapanış operatörü diyagramı Şekil 5.1’de verilmiştir. 

𝑐𝑙({𝑎}) = {𝑎} 𝑐𝑙({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑏} 𝑠𝑐𝑙({𝑎}) = {𝑎, 𝑏} 𝑠𝑐𝑙({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑏} 

𝑐𝑙({𝑏}) = {𝑏} 𝑐𝑙({𝑎, 𝑐}) = {𝑎, 𝑐} 𝑠𝑐𝑙({𝑏}) = {𝑎, 𝑏} 𝑠𝑐𝑙({𝑎, 𝑐}) = 𝐵 

𝑐𝑙({𝑐}) = {𝑐} 𝑐𝑙({𝑏, 𝑐}) = {𝑏, 𝑐} 𝑠𝑐𝑙({𝑐}) = {𝑐} 𝑠𝑐𝑙({𝑏, 𝑐}) = 𝐵 

𝑐𝑙(∅) = ∅ 𝑐𝑙(𝐵) = 𝐵 𝑠𝑐𝑙(∅) = ∅ 𝑠𝑐𝑙(𝐵) = 𝐵 

𝑞({𝑎}) = {𝑎, 𝑏} 𝑞({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑏} 𝑠𝑞({𝑎}) = {𝑎, 𝑏} 𝑠𝑞({𝑎, 𝑏}) = {𝑎, 𝑏} 

𝑞({𝑏}) = {𝑎, 𝑏} 𝑞({𝑎, 𝑐}) = 𝐵 𝑠𝑞({𝑏}) = {𝑎, 𝑏} 𝑠𝑞({𝑎, 𝑐}) = 𝐵 

𝑞({𝑐}) = {𝑐} 𝑞({𝑏, 𝑐}) = 𝐵 𝑠𝑞({𝑐}) = {𝑐} 𝑠𝑞({𝑏, 𝑐}) = 𝐵 

𝑞(∅) = ∅ 𝑞(𝐵) = 𝐵 𝑠𝑞(∅) = ∅ 𝑠𝑞(𝐵) = 𝐵 

Şekil 5.1. Kapanış operatörleri diyagramı. 

Teorem 5.1.5  (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayındaki 𝐴 ⊆ 𝐵 için 

(1) 𝑐𝑙(A) = {𝑥 ∈ 𝐵 | 𝑥 i içeren her 𝐺 açığı için 𝐴 ∩ 𝐺 ≠ ∅} 

(2) 𝑠𝑐𝑙(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐵 | 𝑥 i içeren her 𝐺 kuvvetli açığı için 𝐴 ∩ 𝐺 ≠ ∅} = 𝑠𝑞(𝐴) 

(3) 𝑞(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐵 | 𝑥 i içeren açık ve kapalı 𝐺 kuvvetli açığı için 𝐴 ∩ 𝐺 ≠ ∅} 

İspat: (1) 𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝐴)  ve 𝐺  de 𝑥  i içeren bir açık olsun. 𝐴 ∩ 𝐺 ≠ ∅  olduğunu 

göstereceğiz. 𝐴 ∩ 𝐺 = ∅  olsun. 𝐴 ⊆ 𝐺𝑐  olur, buradan 𝐺𝑐  kapalı ve 𝑥 ∉ 𝐺𝑐  olur ki  

𝑥 ∉ 𝑐𝑙(𝐴) elde edilir. Bu ise bir çelişkidir, dolayısıyla 𝐴 ∩ 𝐺 ≠ ∅ olmalıdır. 

Tersine olarak 𝐺 , 𝑥  i içeren bir açık olmak üzere 𝐴 ∩ 𝐺 ≠ ∅  olsun. 𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) 

olduğunu göstereceğiz. 𝑥 ∉ 𝑐𝑙(𝐴)  olsun. 𝑥 ∉ 𝑀  olacak şekilde kapalı 𝑀  kümesi 

vardır. Buradan 𝐴 ∩𝑀𝑐 = ∅  ve 𝑀𝑐  , 𝑥  i içeren bir açık olur. Bu ise çelişkidir, 

dolayısıyla,  𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) dir. 

(2) ve (3) benzer şekilde yapılır. 
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Teorem 5.1.6 (𝑋, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında 𝑀 ⊂ 𝑋 için 

(1) 𝑠𝑐𝑙𝑋(𝑀) = 𝑠𝑞𝑋(𝑀) 

(2)  𝑐𝑙𝑋 , 𝑠𝑐𝑙𝑋  ve 𝑠𝑞𝑋  operatörleri idempotent, zayıf kalıtsal, çarpımsal ve kalıtsaldır. 

𝑐𝑙𝑋 toplamsal değildir. 

İspat: (1) Tanım 5.1.3 den açıktır. 

(2) [24] deki Alıştırma 2.D, Önerme 2.5 ve [25] deki Önerme 3.6 dan ispat açıktır.            

𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  için 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑐, 𝑏), (𝑎, 𝑐)}  olsun. Teorem 4.2.1 den 

𝑀1 = {𝑎}  ve 𝑀2 = {𝑏}  kümeleri için 𝑐𝑙𝐵(𝑀1) = 𝑐𝑙𝐵({𝑎}) = {𝑎}  ve  

𝑐𝑙𝐵(𝑀2) = 𝑐𝑙𝐵({𝑏}) = {𝑏}  olur. 𝑐𝑙𝐵(𝑀1 ∪𝑀2) = 𝑐𝑙𝐵({𝑎, 𝑏}) = 𝐵  elde edilir ki 

𝑐𝑙𝐵(𝑀1 ∪ 𝑀2) ≠ 𝑐𝑙𝐵(𝑀1) ∪ 𝑐𝑙𝐵(𝑀2) olur. Böylece 𝑐𝑙𝐵 operatörü toplamsal değildir. 

Teorem 5.1.7 (𝐵, 𝑅)  diskre yansıma bağıntılı uzay ise 𝑀 ⊂ 𝐵  için 

𝑞𝐵(𝑀) = 𝑠𝑞𝐵(𝑀) = 𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝑠𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝛿𝐵(𝑀) = 𝑀 

Teorem 5.1.8  (𝐵, 𝑅)  indiskre yansıma bağıntılı uzay ise 𝑀 ⊂ 𝐵  için 

𝑞𝐵(𝑀) = 𝑠𝑞𝐵(𝑀) = 𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝑠𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝐵 

Örnek 5.1.9 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑑, 𝑑), (𝑐, 𝑏), (𝑎, 𝑐)} bağıntısı 

{𝑎}, {𝑐}, {𝑏}, {𝑑}, {𝑎, 𝑑}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑑}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑐, 𝑏}, {𝑏, 𝑑, 𝑐}, {𝑎, 𝑑, 𝑐}, 𝐵, ∅  kapalıdır. 

∅, {𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝐵 kuvvetli kapalıdır. Ayrıca {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑏} kümeleri kapalı değil. 

𝑀 = {𝑐, 𝑏} olsun. Bu durumda 

𝑐𝑙𝐵(𝑀) = {𝑐, 𝑏}, 𝑠𝑐𝑙𝐵(𝑀) = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝑞𝐵(𝑀) = {𝑐, 𝑏} ve 𝑠𝑞𝐵(𝑀) = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

𝜺 kategorisinin 𝑐 kapanış operatörü için 

(1)  𝜺0𝑐 = { 𝑋 ∈ 𝜺 | 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 için 𝑎 ∈ 𝑐𝑋({𝑏}) ve 𝑏 ∈ 𝑐𝑋({𝑎}) ise 𝑎 = 𝑏 } 

(2)  𝜺1𝑐 = { 𝑋 ∈ 𝜺 | her 𝑎 ∈ 𝑋 için 𝑐𝑋({𝑎}) = {𝑎} }  

(3)  𝜺2𝑐 = { 𝑋 ∈ 𝜺 | 𝑐𝑋2(∆) = ∆, diyagonal } 

(4)  𝜺3𝑐 = { 𝑋 ∈ 𝜺 | 𝑐𝑋2(∆) = 𝑋2 } 
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𝜺 = 𝑻𝒐𝒑  daki 𝑐  bilinen kapanış ve 𝑞  ise quasi-kapanış operatörü için                            

𝜺0𝑐 , 𝜺1𝑐 , 𝜺2𝑐 , 𝜺3𝑐  ve 𝜺1𝑞  ler 𝑇0  , 𝑇1  , 𝑇2  bağlantılı ve tam bağlantısız uzayların 

karşılığıdır. 

Örnek 5.1.10 𝐵 = {𝑎, 𝑏}, 𝑅 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑎, 𝑏)} 

𝐵2 = {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑎), (𝑎, 𝑏)} olmak üzere 𝑅∗ çarpım bağıntısını bulalım. 

𝑅∗ = {

((𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑎)), ((𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑏)), ((𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏)),

((𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑎)), ((𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏)), ((𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑎)),

((𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑏)), ((𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑏)), ((𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏))

} 

∆= {(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏)}  kapalı değil. Çünkü Teorem 4.2.2 den (𝑎, 𝑏)𝑅∗(𝑏, 𝑏)  ve 

(𝑎, 𝑎)𝑅∗(𝑎, 𝑏) olmasına rağmen (𝑎, 𝑏)  ∉ ∆ dır. 

Teorem 5.1.11  A) Aşağıdakiler denktir: 

(1)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍, 

(2)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑻𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍, 

(3)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑻̅𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍,  

(4)  𝑅 ters simetriktir. 

B) Aşağıdakiler denktir: 

(1)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍, 

(2)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑻𝟎′𝑹𝑹𝒆𝒍. 

İspat: A) (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍  dir ⟺  ∀𝑥 ∈ 𝐵  için 𝑐𝑙({𝑥}) = {𝑥}  dir ⟺  ∀𝑥 ∈ 𝐵  için 

{𝑥} kapalıdır ancak ve ancak Teorem 4.2.1 den 𝑅 ters simetriktir. Yani (𝐵, 𝑅) uzayı 𝑇0 

dır. (2), (3) ve (4) ün denkliği Teorem 3.3.6 dan açıktır. 

B) Teorem 3.3.6 dan ispat aşikardır. 

Teorem 5.1.12 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı için aşağıdakiler denktir: 

(1) (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍, 

(2) (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍, 

(3) (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄𝒍, 

(4) 𝑅 diskredir.  
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İspat: (1)⟺(4) Kabul edelim ki (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍   ve her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑅𝑏  için 

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍  olduğundan ∀𝑎 ∈ 𝐵 , 𝑠𝑐𝑙({𝑎}) = {𝑎}  olur. Yani ∀𝑎 ∈ 𝐵  için {𝑎} 

kuvvetli kapalıdır. 𝑎𝑅𝑏 den Teorem 4.2.4 den 𝑎 = 𝑏 dir. Böylece (𝐵, 𝑅) diskredir. Bu 

durumda Teorem 4.2.4 den ∀𝑎 ∈ 𝐵  için {𝑎}  kuvvetli kapalıdır. (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍  

dir. 

(2) ⟺ (4) Kabul edelim ki (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍  ve ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑅𝑏  olsun.        

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍  olduğundan (𝑎, 𝑏)𝑅2(𝑏, 𝑏)  veya (𝑏, 𝑏)𝑅2(𝑎, 𝑏)  olur. Δ ⊂ 𝐵2 

diyagonalin kuvvetli kapalı olmasından Teorem 4.2.4 den (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍 = Δ dır. 

Böylece (𝐵, 𝑅) diskre uzay olur. Tersine olarak (𝐵, 𝑅) diskre ise Teorem 4.2.4 den ve 

den Δ ⊂ 𝐵2 kuvvetli kapalıdır. Böylece (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍  olur. 

(3) ⟺ (4) Kabul edelim ki (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄𝒍  ve ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵  için 𝑎𝑅𝑏  olsun.          

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄𝒍  olduğundan (𝑎, 𝑏)𝑅2(𝑏, 𝑏)  ve (𝑎, 𝑎)𝑅2(𝑎, 𝑏)  olur. Teorem 4.2.4 

den (𝑎, 𝑏) ∈  Δ olduğu için (𝐵, 𝑅) diskre olur. Tersine olarak (𝐵, 𝑅) diskre ise Δ ⊂ 𝐵2 

kapalı olur. Böylece (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄𝒍  elde edilir. 

Sonuç 5.1.13 Teorem 4.2.6 dan 𝑠𝑐𝑙 = 𝑠𝑞 olur  

Teorem 5.1.14 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayı için aşağıdakiler denktir: 

(1)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝑙, 

(2)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝑙, 

(3)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒒, 

(4)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒒, 

(5)  (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒒, 

(6)  𝑅 diskredir.  

İspat: Teorem 5.1.11 ve 5.1.12 den aşikârdır. 

Örnek 5.1.15 𝐵 = {𝑘, 𝑙} ,  𝑅 = {(𝑘, 𝑘), (𝑙, 𝑙), (𝑘, 𝑙)}  şeklinde tanımlanan yansıma 

özelliğine sahip bağıntısı için ∅ , {𝑙}, {𝑘} ve 𝐵  kapalıdır ve açıktır, 𝐵  ve ∅ kuvvetli 

kapalıdır ve kuvvetli açıklardır. O halde (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍 fakat (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍 dir. 

Benzer şekilde (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝑸 fakat (𝐵, 𝑅)𝑅 ∉ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝑺𝑸 dır. 
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Teorem 5.1.16  

(1) 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍 = 𝑻𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍 = 𝑻̅𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍, 

(2) 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄𝒍 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒒 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍 = 𝑻𝟏𝑹𝑹𝒆𝒍, 

(3) 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒒 ⊂ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒒, 

(4) 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍 ⊂ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍 ⊂ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟎𝒄𝒍, 

(5) 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟎𝒔𝒄𝒍 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟎𝒔𝒒, 

(6) 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒒, 

(7) 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒒. 

İspat: Teorem 5.1.11, 5.1.12 ve 5.1.14 den aşikârdır. 

Teorem 5.1.17 (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında 𝑀 ⊂ 𝐵 için 𝑀 açık ve kapalıdır ⟺ 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀𝑐 için 𝑥𝑅𝑎 ve 𝑎𝑅𝑦 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝑀𝑐 dir veya ∀𝑧,𝑤 ∈ 𝑀 için 𝑧𝑅𝑏 ve 

𝑏𝑅𝑤 olacak şekilde  𝑏 ∈ 𝑀. 

İspat: Teorem 4.2.1 - 4.2.3 den aşikârdır. 

Teorem 5.1.18 Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝐵𝑖, 𝑅𝑖) ∈ 𝑅𝑅𝑒𝑙1𝑐𝑙 ise (𝐵 = ∏ 𝐵𝑖, 𝑅𝑖∈𝐼 ) ∈ 𝑅𝑅𝑒𝑙1𝑐𝑙 

İspat: ∀𝑖 ∈ 𝐼  için (𝐵𝑖, 𝑅𝑖) ∈ 𝑅𝑅𝑒𝑙1𝑐𝑙  olsun, 𝑐𝑙𝐵𝑖({𝑥𝑖}) = {𝑥𝑖}  olur.                                   

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ 𝐵  için 𝑐𝑙𝐵({𝑥}) = {𝑥}  göstereceğiz. 𝑐𝑙𝐵({𝑥}) ≠ {𝑥}  olsun. 

Böylece, ∃𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … ) ∈ 𝐵  vardır, 𝑦 ∈ 𝑐𝑙𝐵({𝑥})  dir ve 𝑥 ≠ 𝑦  dir. 𝑦 ∈ 𝑐𝑙𝐵({𝑥}) 

ise 𝑦 ∈ ∏ 𝑀𝑖 = 𝑀𝑖∈𝐼  olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝑀  kapalısı vardır. Böylece, 𝑥𝑅𝑧  ve 𝑧𝑅𝑦 

olcak şekilde 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, … ) ∈ 𝐵  varsa 𝑧 ∈ 𝑀  olur. 𝜋𝑖  izdüşüm fonksiyonların 

sürekli olmasından  

𝑥𝑅𝑧 ⟺ 𝜋𝑖(𝑥)𝑅𝑖𝜋𝑖(𝑧) = 𝑥𝑖𝑅𝑖𝑧𝑖, 

𝑧𝑅𝑦 ⟺ 𝜋𝑖(𝑧)𝑅𝑖𝜋𝑖(𝑦) = 𝑧𝑖𝑅𝑖𝑦𝑖 , 

elde edilir. ∀𝑖 ∈ 𝐼  için 𝑀𝑖  ler kapalı olduğundan 𝑧𝑖 ∈ 𝐵𝑖  ise 𝑧𝑖 ∈ 𝑀𝑖  olur.  

𝑐𝑙𝐵𝑖({𝑥𝑖}) = {𝑥𝑖} olduğunda 𝑦𝑖 ∈ 𝑐𝑙𝐵𝑖({𝑥𝑖})  olur ki bu 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 olması demektir.  𝑥 ≠

𝑦  seçtiğimizden bu bir çelişkidir. O halde 𝑐𝑙𝐵({𝑥}) = {𝑥}  olmalıdır. Sonuç olarak 

(𝐵𝑖, 𝑅𝑖) ∈ 𝑅𝑅𝑒𝑙1𝑐𝑙 olur. 
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5.2 Bazı Topolojik Kategorilerde Kapanış Operatörleri Sonuçları 

(1) 𝑻𝒐𝒑 da 

𝑻𝒐𝒑𝟐𝒔𝒄𝒍 = 𝑻𝒐𝒑𝟐𝒄𝒍 ⊂ 𝑻𝒐𝒑𝟏𝒔𝒄𝒍 = 𝑻𝒐𝒑𝟏𝒄𝒍 ⊂ 𝑻𝒐𝒑𝟎𝒔𝒄𝒍 = 𝑻𝒐𝒑𝟎𝒄𝒍 

(2)  𝑹𝑹𝒆𝒍 kategorisinde Teorem 5.1.14 den, 

𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍 = 𝑻𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍 = 𝑻̅𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍, 

𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍 ⊂ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍 ⊂ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟎𝒄𝒍, 

𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒒 ⊂ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒒 , 

𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄𝒍 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒒 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒒 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒒 = 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍 = 𝑻𝟏𝑹𝑹𝒆𝒍 

(3) 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 de [16], [19] ve [26] dan 

𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶𝟐𝒄𝒍 = 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶𝟐𝒔𝒄𝒍 ⊂ 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶𝟏𝒄𝒍 = 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶𝟏𝒔𝒄𝒍 = 𝑻̅𝟎𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶

= 𝑻𝟎𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 = 𝑻𝟏𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 ⊂ 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶𝟎𝒄𝒍 = 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶𝟎𝒔𝒄𝒍

⊂ 𝑻𝟎
′ 𝑪𝒐𝒏𝑭𝑪𝑶 

(4) 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎 de [20] deki Teorem 4.2.8,  4.2.5, 6.1.6 ve 6.1.4 den, 

𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎𝟐𝒄𝒍 = 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎𝟐𝒔𝒄𝒍 ⊂ 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎𝟎𝒄𝒍 = 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎𝟏𝒄𝒍

⊂ 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎𝟐𝒔𝒄𝒍 = 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎𝟎𝒔𝒄𝒍 = 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎𝟏𝒔𝒄𝒍

= 𝑪𝒐𝒏𝑳𝒊𝒎 

(5) 𝑪𝑷 kategorisinde [11] ve [27, 28]  den, 

𝑪𝑷𝟏𝒄𝒍 = 𝑪𝑷𝟐𝒄𝒍 = 𝑪𝑷𝟏𝑸 = 𝑪𝑷𝟐𝒒 = 𝑪𝑷𝟏𝒔𝒒 = 𝑪𝑷𝟐𝒔𝒒 = 𝑪𝑷𝟏𝒔𝒄𝒍 = 𝑪𝑷𝟐𝒔𝒄𝒍 

𝑪𝑷𝟏𝒒 = 𝑪𝑷𝟐𝒒 = 𝑻̅𝟎𝑪𝑷 = 𝑻𝟎
′ 𝑪𝑷 = 𝑻𝟏𝑪𝑷 = 𝑪𝑷 

(6) 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏 kategorisinde [28] deki Teorem 3.7, 3.6 ve 4.2 den, 

𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟐𝒄𝒍 = 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟏𝒄𝒍 = 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟐𝒒 = 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟏𝒒 ⊂ 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟐𝒔𝒄𝒍 = 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟏𝒔𝒄𝒍

= 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟐𝒔𝒒 = 𝑷𝑩𝒐𝒓𝒏𝟏𝒔𝒒 
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(7) 𝑷𝒓𝒐𝒙 kategorisinde [29] daki Teorem 3.8-3.14 ve Uyarı 3.19 dan   

𝑷𝒓𝒐𝒙𝟐𝒄𝒍 = 𝑷𝒓𝒐𝒙𝟐𝒔𝒄𝒍 = 𝑷𝒓𝒐𝒙𝟏𝒄𝒍 = 𝑷𝒓𝒐𝒙𝟏𝒔𝒄𝒍 ⊂ 𝑷𝒓𝒐𝒙𝟎𝒄𝒍 = 𝑷𝒓𝒐𝒙𝟎𝒔𝒄𝒍 

(8) 𝒑𝒔𝒒𝑴𝒆𝒕 kategorisinde [30] daki Teorem 3.12 den,  

𝑻𝟏𝒑𝒒𝒔𝑴𝒆𝒕 = 𝒑𝒒𝒔𝑴𝒆𝒕𝟏𝒔𝒒 = 𝒑𝒒𝒔𝑴𝒆𝒕𝟏𝒔𝒄𝒍 = 𝒑𝒒𝒔𝑴𝒆𝒕𝟐𝒔𝒄𝒍 ⊂ 𝒑𝒒𝒔𝑴𝒆𝒕𝟏𝒄𝒍

= 𝒑𝒒𝒔𝑴𝒆𝒕𝟐𝒄𝒍 = 𝒑𝒒𝒔𝑴𝒆𝒕𝟏𝒒 = 𝑻̅𝟎𝒑𝒔𝒒𝑴𝒆𝒕  
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında öncelikle 𝑹𝑹𝒆𝒍  kategorisinde kapalılık (açıklık) ve kuvvetli 

kapalılık (kuvvetli açıklık) kavramları araştırılmıştır. Bunların birbirleriyle olan 

ilişkileri belirlenmiştir. Daha sonra kapalı, açık, kuvvetli kapalı, kuvvetli açık yansıma 

bağıntılı uzayların keyfi kesişimlerinin (birleşimleri, çarpımları) durumları 

araştırılmıştır. Bu durumu desteklemeyen özellikler ise tersine örnekler ile 

desteklemiştir. Devamında sayısal örnekler ile açıklanmaya çalışılmıştır. Ardından 

bilinen bazı topolojik kategorilerdeki kapalılık kavramı ile 𝑹𝑹𝒆𝒍  kategorisinde 

kapalılık kavramı karşılaştırılmıştır. Elde edilen sonuçlar ise şu şekildedir. 

1. (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında 𝑝 ∈ 𝐵 için {𝑝} kapalıdır ⟺ 𝑅 bağıntısı 𝑝 de ters 

simetriktir. 

2. (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 kümesi kapalıdır ancak ve ancak her 

𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑎 ve 𝑏𝑅𝑥 şeklinde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 varsa 𝑥 ∈ 𝑀 dir. 

3. (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay ve ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐵 kümesi kuvvetli kapalıdır ancak ve 

ancak ∀𝑥 ∈ 𝐵 için 𝑥𝑅𝑎 veya 𝑎𝑅𝑥 olacak şekilde ∃𝑎 ∈ 𝑀 varsa 𝑥 ∈ 𝑀 dir. 

4. (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında kuvvetli kapalılık ile kuvvetli açıklık denktir. 

Fakat bu durum kapalı ve açıklık için sağlanmamaktadır. 

5. (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzayında her kuvvetli kapalı küme kapalıdır. Fakat tersi 

genelde doğru değildir. 

6. 𝑅 bağıntısı 𝑝 ∈ 𝐵 de diskre olsun. Aşağıdakiler denktir: 

{𝑝} kuvvetli açıktır ⟺ {𝑝} kuvvetli kapalıdır ⟺ {𝑝} kapalıdır 

7. (𝐵, 𝑅) uzayı 𝑇1 ve 𝑀 ⊆ 𝐵 olsun.  

𝑀 kuvvetli açıktır ⟺𝑀 kuvvetli kapalıdır ⟺𝑀 açıktır ⟺𝑀 kapalıdır 

Sonrasında 𝑹𝑹𝒆𝒍  kategorisinde bazı kapanış operatörleri incelenmiştir. Bu 

operatörlerden özellikle 𝒔𝒄𝒍, 𝒄𝒍, 𝒔𝒒, 𝒒 üzerinde durulmuştur. Bu operatörler ile elde 

edilen 𝑹𝑹𝒆𝒍𝒄 alt kategorileri ve birbirleriyle olan ilişkileri araştırılmıştır. Sonuçlar ise 

şu şekildedir. 
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Elde edilen sonuçlar ise şu şekildedir: 

1. (𝑋, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay ve 𝑀 ⊂ 𝑋 olsun. 

(i) 𝑠𝑐𝑙𝑋(𝑀) = 𝑠𝑞𝑋(𝑀) 

(ii)  𝑐𝑙𝑋, 𝑠𝑐𝑙𝑋 ve 𝑠𝑞𝑋 operatörleri idempotent, zayıf kalıtsal, çarpımsal ve kalıtsaldır. 

𝑐𝑙𝑋 toplamsal değildir. 

2. (𝐵, 𝑅)  diskre yansıma bağıntılı uzay ise 𝑀 ⊂ 𝐵  için 

𝑞𝐵(𝑀) = 𝑠𝑞𝐵(𝑀) = 𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝑠𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝛿𝐵(𝑀) = 𝑀 

3. (𝐵, 𝑅)  indiskre yansıma bağıntılı uzay ise 𝑀 ⊂ 𝐵  için 

𝑞𝐵(𝑀) = 𝑠𝑞𝐵(𝑀) = 𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝑠𝑐𝑙𝐵(𝑀) = 𝐵 

4.  (𝐵, 𝑅) yansıma bağıntılı uzay olsun.  

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒄𝒍⟺ (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑻𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍 ⟺ (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑻̅𝟎𝑹𝑹𝒆𝒍 ⟺ 𝑅 ters simetrik 

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍 ⟺ (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑻𝟎′𝑹𝑹𝒆𝒍 

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝒍 ⟺ (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝒍⟺ (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒄𝒍 ⟺ 𝑅 diskredir 

 

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒄𝑙 ⟺ (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒄𝑙 ⟺ (𝐵,𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒒 ⟺ 

(𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟏𝒔𝒒⟺ (𝐵, 𝑅) ∈ 𝑹𝑹𝒆𝒍𝟐𝒔𝒒⟺ 𝑅 diskredir 

Bu tez çalışmasından yola çıkarak özellikle kapalılık kavramını barındıran kompaktlık, 

bağlantılık, tam bağlantısızlık, Stone uzay vb. gibi topolojik kavramların 𝑹𝑹𝒆𝒍 

kategorisindeki karşılıkları araştırılabilir. Ayrıca bu çalışmada tanım olarak verilen 

fakat teorem ile ifade edilmeyen diğer kapanış operatörleri ve özellikleri incelenebilir.  
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