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ABSTRACT 

Let 𝑋 be a topological space and 𝐴 ⊆ 𝑋 is called: (i) generalized closed set                      

(𝑔-closed set), if 𝐴̅ ⊆ 𝑈 whenever 𝐴 ⊆ 𝑈 and 𝑈 is open. (ii) semi-generalized closed 

set (𝑠𝑔-closed set), if 𝐴̃ ⊆ 𝑈 whenever 𝐴 ⊆ 𝑈 and 𝑈 is semi-open. (iii) generalized 

semi-closed set (𝑔𝑠-closed set), if 𝐴̃ ⊆ 𝑈 whenever 𝐴 ⊆ 𝑈 and 𝑈 is open. Moreover, 

the complement of a 𝑔-closed set (resp. 𝑠𝑔-closed set, 𝑔𝑠-closed set) in 𝑋 is called     

𝑔-open set (resp. 𝑠𝑔-open set, 𝑔𝑠-open set). 

In this thesis study, the properties of generalized-semi-closed functions, semi-

generalized closed functions, 𝑔𝑠-open (𝑔𝑠-closed), 𝑠𝑔-open (𝑠𝑔-closed),                       

𝑔𝑠-continuous and 𝑠𝑔-continuous functions and their relationships with each other 

were investigated. Additionally, the properties of new notions like semi-generalized 

closure, generalized-semi-closure, generalized-semi-interior operators, 𝑔𝑠-regular, 

𝑔𝑠-normal, 𝑠𝑔-regular and 𝑠𝑔-normal spaces were examined. 

 

 

Keywords: Semi-open set, Semi-closure, 𝑔𝑠-closed set, 𝑠𝑔-closed set, 𝑔𝑠-continuity, 

𝑠𝑔-continuity.  

May, 2024; 35 pages  



vi 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

 

Şekil 3.1. Kapalı kümeler arasındaki ilişki. ................................................................. 1 



vii 

ÇİZELGELER DİZİNİ 

 

Çizelge 2.1. Bir uzaydaki iç ve kapanış özellikleri. ..................................................... 3 

Çizelge 2.2. Bir 𝑋 uzayındaki yarı-açık kümeler. ........................................................ 5 

Çizelge 2.3. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔-kapalı kümeler. ...................................................... 15 

Çizelge 3.1. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔𝑠-kapalı kümeler ..................................................... 24 

Çizelge 3.2. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔𝑠-kapalı kümeler. .................................................... 26 

Çizelge 4.1. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑠𝑔-kapalı kümeler. .................................................... 28 

Çizelge 4.2. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑠𝑔-kapalı kümeler ..................................................... 29 

 

 

 

 



viii 

SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

𝑨
∼𝒈

  Bir A kümesinin 𝑠𝑔-kapanışı 

𝑨
𝒈∼

  Bir A kümesinin 𝑔𝑠-kapanışı 

𝑨
∼

            Bir A kümesinin yarı-kapanışı 

𝑨𝒔  Bir A kümesinin yarı-içi 

𝑨𝒔𝒈  Bir A kümesinin 𝑠𝑔-içi 

𝑨𝒈𝒔             Bir A kümesinin 𝑔𝑠-içi 

𝑨̅                     Bir A kümesinin kapanışı 

𝑨𝒐                   Bir A kümesinin içi 

𝑨⊢                   Bir A kümesinin 𝑔𝑠-limit noktalarının kümesi 

𝑨⊣                   Bir A kümesinin 𝑠𝑔-limit noktalarının kümesi 

𝑺𝑶(𝑿)             Bir 𝑋 uzayındaki yarı-açık kümelerin sınıfı 

𝑺𝑪𝒍(𝑿) Bir 𝑋 uzayındaki yarı-kapalı kümelerin sınıfı 

𝑮𝑶(𝑿)  Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔-açık kümelerin sınıfı 

𝑮𝑪𝒍(𝑿)           Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔-kapalı kümelerin sınıfı 

𝑮𝑺𝑪𝒍(𝑿) Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔𝑠-kapalı kümelerin sınıfı 

𝑺𝑮𝑪𝒍(𝑿)         Bir 𝑋 uzayındaki 𝑠𝑔-kapalı kümelerin sınıfı 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 

1. GİRİŞ 

Yarı-açık kümeler ve yarı sürekli fonksiyonlar 1963 yılında Levine [1] tarafından 

ortaya atıldı. 1987 yılında Bhattacharyya ve Lahiri [2] yarı genelleştirilmiş kapalı 

küme kavramını tanımlamak için yarı-açık küme kavramını kullandılar. Daha sonra 

1990 yılında Arya [3] v.d. yarı-normallik aksiyomunu karakterize etmek için yarı-

kapanış kavramını kullanarak genelleştirilmiş yarı kapalı kavramını tanımladılar. 

Ardından 1993 yılında Devi [4] v.d. genelleştirilmiş yarı kapalı dönüşümler ve yarı 

genelleştirilmiş kapalı dönüşümler kavramlarını detaylı bir şekilde ele aldılar. 

Genelleştirilmiş kapalı ve genelleştirilmiş açık küme kavramları ile alakalı bu 

gelişmelerin kökeni literatürde 1970 yılında Levine [5] tarafından “Generalized 

Closed Set In Topological Spaces” isimli çalışmasına dayanır. 1975-1978 yılları 

arasında Maheshwari ve Prasad, [6-8], semi-𝑇𝑖 uzaylar, 𝑠-regüler uzaylar, 𝑠-normal 

uzaylar ve özelliklerini araştırdılar. 1982 yılında Malghan, [9], genelleştirilmiş kapalı 

fonksiyonlar konusuna giriş yaptı. 2002 yılında Ganster [10] v.d. önceki tanımlardan 

farklı olarak yarı genelleştirilmiş kapalı kümelerden yararlanarak 𝑠𝑔-regülerlik ve     

𝑠𝑔-normallik kavramlarını tanımladılar ve özelliklerini incelediler.  

2011 yılında Navalagi [11], yarı genelleştirilmiş açık kümeleri kullanarak yarı 

genelleştirilmiş ayırma aksiyomlarını tanımladı. Yine 2013 yılında Navalagi [12] 

genelleştirilmiş yarı kapalı kümeler ve yarı-genelleştirilmiş kapalı kümeler 

kavramlarını incelemiş genelleştirilmiş yarı kapanış (yarı-iç) ve yarı-genelleştirilmiş 

kapanış (iç) operatörleri, genelleştirilmiş yarı regüler ve genelleştirilmiş-yarı normal 

uzaylar gibi kavramları ortaya atmıştır. Bunun yanında genelleştirilmiş-yarı kapalı 

fonksiyonlar ve yarı genelleştirilmiş kapalı fonksiyonların özelliklerini incelemiştir. 

Bir fonksiyonun sürekliliği, 𝑔-sürekliliği, 𝑠-sürekliliği, 𝑔𝑠-sürekliliği, 𝑠𝑔-sürekliliği, 

irresolute olması gibi kavramlar ile ilgili literatürde çalışmalar bulunmaktadır [13-15].   

Bu tez çalışmasında genelleştirilmiş yarı kapalı fonksiyonlar, yarı genelleştirilmiş 

kapalı fonksiyonlar, 𝑔𝑠-açık (kapalı), 𝑠𝑔-açık (kapalı), 𝑔𝑠-sürekli ve 𝑠𝑔-sürekli 

fonksiyonların özellikleri birbirleriyle ilişkileri araştırılmıştır. Ayrıca bir kümenin 

genelleştirilmiş yarı kapanışı, yarı genelleştirilmiş kapanışı, genelleştirilmiş yarı içi 

gibi operatörler,  𝑔𝑠-regüler, 𝑔𝑠-normal, 𝑔𝑠-regüler ve 𝑔𝑠-normal uzaylar gibi yeni 

kavramlar, özellikleri ve birbirleriyle olan ilişkileri araştırılmıştır. 
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Ayrıca bu tez çalışması boyunca aksi belirtilmedikçe 𝑋 uzayı (𝑋, 𝜏) topolojik uzayını, 

𝑌 uzayı ise (𝑌, 𝜎) topolojik uzayını göstermektedir. 
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2. YARI-KAPALI KÜMELER VE ÖZELLİKLERİ 

2.1 Kapalı Kümeler ve Özellikleri 

Tanım 2.1.1 ([16,17]) 𝑋 bir topoloji uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun.  

(1) 𝐴 ∈ 𝜏 ise 𝐴 ya açık küme denir.  

(2) 𝐴𝑐 açık ise 𝐴 ya kapalı küme denir. 

(3) 𝐴 nın kapsadığı en geniş açık kümeye 𝐴 nın içi denir ve 𝐴𝑜 ile gösterilir. 

(4) 𝐴 yı kapsayan en dar kapalı kümeye 𝐴 nın kapanışı denir ve 𝐴̅ ile gösterilir. 

Önerme 2.1.2 ([16,17]) 𝑋 bir topoloji uzay ve 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun.  

Çizelge 2.1. Bir uzaydaki iç ve kapanış özellikleri. 

𝐴𝑜 ⊆ 𝐴 𝐴 ⊆ 𝐴̅ 

𝐴𝑜  açıktır 𝐴̅ kapalıdır 

𝐴 açıktır ⟺ 𝐴𝑜 = 𝐴 dır 𝐴 kapalıdır ⟺ 𝐴 = 𝐴̅ dır 

(𝐴𝑜)𝑜 = 𝐴𝑜 (𝐴̅ )̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅  

𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝐴𝑜 ⊆ 𝐵𝑜  𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝐴̅ ⊆ 𝐵̅ 

(𝐴 ∩ 𝐵)𝑜 = 𝐴𝑜 ∩ 𝐵𝑜 (𝐴 ∩ 𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ⊆ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ 

𝐴𝑜 ∪ 𝐵𝑜 ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑜 (𝐴 ∪ 𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ 

(𝐴𝑜)𝑐 = (𝐴𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝐴̅)𝑐 = (𝐴𝑐)𝑜 

Tanım 2.1.3 ([16,17]) 𝑋 ve 𝑌 topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 bir fonksiyon ve 𝑥0 ∊ 𝑋 

olsun. 

(1) 𝑓(𝑥0) ın her 𝐺 açık komşuluğu için 𝑓(𝑈) ⊂ 𝐺 olacak şekilde 𝑥0 ∊ 𝑈 açığı varsa 𝑓 

ye 𝑥0 da süreklidir denir. 𝑓, her 𝑥0 için sürekli ise f  ye süreklidir denir. 

(2) 𝑓 örten, bire-bir, sürekli ve tersi de sürekli ise 𝑓 ye homeomorfizm denir. 

(3) 𝑈 açık (kapalı) kümesi için 𝑓(𝑈), 𝑌 de açık (kapalı) ise 𝑓 ye açık fonksiyon 

(kapalı fonksiyon) denir. 
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2.2 Yarı-Kapalı Kümeler Ve Özellikleri 

Tanım 2.2.1 ([1,17,19]) Bir 𝑋 uzayı için 

(1) 𝑈 ⊂ 𝐺 ⊂ 𝑈̅ şeklinde 𝑈 ∈ 𝜏 varsa 𝐺 ⊆ 𝑋 e yarı-açık (semi-open) küme denir. 

(2)  𝐹o ⊆ 𝐻 ⊆ 𝐹 şeklinde en az bir 𝐹 ⊆ 𝑋 kapalı kümesi varsa 𝐻 ye yarı-kapalı 

(semi-closed) küme denir. Yarı-açık bir kümenin tümleyeni yarı-kapalıdır. 

(3) 𝑆𝑂(𝑋) tüm yarı-açık kümelerin sınıfı ve 𝑆𝐶𝑙(𝑋) ise tüm yarı-kapalı kümelerin 

sınıfıdır. 

(4) Bir 𝐴 kümesinin yarı-kapanışı 𝐴̃ biçiminde gösterilir ve 𝐴 yı kapsayan tüm yarı-

kapalı kümelerin kesişimidir. 

(5) Bir 𝐴 kümesinin yarı-içi 𝐴𝑠 ile gösterilir ve 𝐴 nın kapsadığı tüm yarı-açık 

kümelerin birleşimidir. 

Örnek 2.2.2 𝑋 = {𝑝, 𝑟, 𝑠} deki 𝜏 = {Ø, 𝑋, {𝑝}} topolojisi için 𝑋 deki yarı-kapalı ve 

yarı-açık kümeleri bulalım. 

Çizelge 2.2. Bir 𝑋 uzayındaki yarı-açık kümeler. 

Açık 

Kümeler 

Kapalı 

kümeler 

Açık 

kümelerin 

kapanışı 

Kapalı 

kümelerin 

içi 

Yarı-açık 

kümeler 

Yarı-kapalı 

kümeler 

Ø 𝑋 ∅̅ = Ø 𝑋 Ø 𝑋 

{𝑝} {𝑟, 𝑠} {𝑝}̅̅ ̅̅ = 𝑋 Ø {𝑝},{𝑝, 𝑟}, 

{𝑝, 𝑠}, 𝑋 

{𝑟, 𝑠}, {𝑠}, 

{𝑟}, Ø 

𝑋 Ø 𝑋̅ = 𝑋 Ø 𝑋 Ø 

𝑆𝑂(𝑋) = {∅, {𝑝}, {𝑝, 𝑟}, {𝑝, 𝑠}, 𝑋} ve 𝑆𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, {𝑟, 𝑠}, {𝑠}, {𝑟}, ∅} dir. 

Teorem 2.2.3 ([1,19]) 𝑋 bir uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 

(1) 𝐴 yarı-açık ise 𝐴𝑐 yarı-kapalıdır. 

(2) 𝐴 yarı-açık ve 𝑈 açık ise 𝐴 ∩ 𝑈 yarı-açıktır. 

(3) 𝐴 yarı-kapalı ve 𝐹 kapalı ise 𝐴 ∪ 𝐹 yarı-kapalıdır. 

(4) {𝐴𝑖 ⊆ 𝑋: 𝑖 ∈ 𝐼} yarı-açıkların bir sınıfı olsun. ꓴ𝑖∈𝐼𝐴𝑖 yarı-açıktır. 

(5) {𝐴𝑖 ⊆ 𝑋: 𝑖 ∈ 𝐼} yarı-kapalıların bir sınıfı olsun. ꓵ𝑖∈𝐼𝐴𝑖 yarı-kapalıdır 
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(6) Tek nokta kümeleri açık olmadıkça yarı-açık olamaz 

(7) 𝐴𝑜 = ∅ olsun, 𝐴 yarı-açık olamaz.  

(8) 𝐴 yarı-açıktır ancak ve ancak 𝐴 ⊆ 𝐴𝑜̅̅̅̅  dir. 

(9) 𝐴 yarı-kapalıdır ancak ve ancak (𝐴̅)𝑜 ⊆ 𝐴  dir. 

(10)  𝐴 ∪ (𝐴̅)𝑜 kümesi yarı-kapalıdır. 

(11)  𝐴 için  𝐴 ∪ (𝐴̅)𝑜 = 𝐴̃ dır. 

(12)  (𝐴𝑠)𝑐 = (𝐴𝑐 )̃ dır. 

(13)  (𝐴𝑐)𝑠 = (𝐴̃)
𝑐
 dır. 

Dikkat edelim ki yarı-açık olmayan kümelerin birleşimi yarı-açık olabilir. (ℝ, 𝒰) 

alışılmış topolojik uzayında 𝐴 = (0,4)ꓴ{5}, 𝐵 = (3,6)ꓴ{1} yarı-açık değildir fakat 

𝐴 ∪ 𝐵 yarı-açıktır. 

Örnek 2.2.4 (1) (ℝ, 𝒰) alışılmış topolojik uzayında (𝑚, 𝑛), [𝑚, 𝑛), (𝑚, 𝑛] ve [𝑚, 𝑛] 

aralıkları yarı-açıktır. 

(2) (𝑋, {𝑋, ∅}) olsun. 𝑆𝑂(𝑋) =  {𝑋, ∅} dir, 

(3) (𝑋, 𝑃(𝑋)) olsun. 𝑆𝑂(𝑋) =  𝑃(𝑋) dir, 

Tanım 2.2.5 ([1, 18-20]) 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon olsun. 

(1) Y  deki her açık kümenin ters görüntüsü yarı-açık ise 𝑓 ye yarı-süreklidir denir. 

Her sürekli fonksiyon yarı-süreklidir. 

(2) Y  deki her yarı-açık kümenin ters görüntüsü yarı-açık ise 𝑓 ye irresolute denir. 

Dolayısıyla her irresolute fonksiyon yarı-süreklidir. 

2.3 Genelleştirilmiş Kapalı Kümeler Ve Özellikleri 

Tanım 2.3.1 ([5]) Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 ⊆ 𝑈 olacak şekildeki her 𝑈 açığı 

için 𝐴̅ ⊆ 𝑈 ise 𝐴 ya genelleştirilmiş kapalı (𝒈-kapalı) küme denir. 𝑋 deki                     

 𝑔-kapalılarının sınıfı 𝐺𝐶𝑙(𝑋) şeklinde gösterilir. 𝐴𝑐 𝑔-kapalı ise 𝐴 ya genelleştirilmiş 

açık (𝒈-açık) küme denir. Tüm 𝑔-açıkların sınıfı 𝐺𝑂(𝑋) ile şeklinde gösterilir. 
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Örnek 2.3.2 𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑟} deki 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑚, 𝑛}, {𝑚}} için 𝑔-kapalı kümeler, 

Çizelge 2.3. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔-kapalı kümeler. 

𝑨 𝑨̅ 𝑨 ⊂ 𝑼  olacak şekildeki 

𝑼 ∈ 𝝉 kümeleri 

Kapalı 

küme  

𝒈-kapalı 

küme 

∅ ∅ ∅, 𝑋, {𝑚}, {𝑚, 𝑛} 
✓ ✓ 

{𝑚} 𝑋 {𝑚}, {𝑚, 𝑛}, 𝑋 × × 

{𝑛} {𝑛, 𝑟} {𝑚, 𝑛}, 𝑋 × × 

{𝑟} {𝑟} 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑚, 𝑛} 𝑋 {𝑚, 𝑛}, 𝑋 × × 

{𝑚, 𝑟} 𝑋 𝑋 × ✓ 

{𝑛, 𝑟} {𝑛, 𝑟} 𝑋 
✓ ✓ 

𝑋 𝑋 𝑋 
✓ ✓ 

𝑔-kapalı kümelerin sınıfı 𝐺𝐶𝑙(𝑋) = {∅, 𝑋, {𝑚, 𝑟}, {𝑟}, {𝑛, 𝑟}} dir. {𝑚, 𝑟} kümesi            

𝑔-kapalı olmasına rağmen kapalı değildir. 

Örnek 2.3.3 𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑟} deki 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑚}} için 𝑔-kapalı kümeleri bulalım. 

Çizelge 2.4. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔-kapalı kümeler. 

𝑨 𝑨̅ 𝑨 ⊂ 𝑼  olacak şekildeki 

𝑼 ∈ 𝝉 kümeleri 

Kapalı 

küme  

𝒈-kapalı 

küme 

∅ ∅ ∅, 𝑋, {𝑚} ✓ ✓ 

{𝑚} 𝑋 𝑋, {𝑚} × × 

{𝑛} {𝑛, 𝑟} 𝑋 × ✓ 

{𝑟} {𝑛, 𝑟} 𝑋 × ✓ 

{𝑚, 𝑛} 𝑋 𝑋 × ✓ 

{𝑚, 𝑟} 𝑋 𝑋 × ✓ 

{𝑛, 𝑟} {𝑛, 𝑟} 𝑋 ✓ ✓ 

𝑋 𝑋 𝑋 ✓ ✓ 

𝑔-kapalıların sınıfı 𝐺𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑟}, {𝑛}, {𝑚, 𝑟}, {𝑚, 𝑛}, {𝑛, 𝑟}} dir.  
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Örnek 2.3.4 (1) (ℝ, 𝒰) da (𝑚, 𝑛), [𝑚, 𝑛), (𝑚, 𝑛] ve [𝑚, 𝑛] aralıkları 𝑔-açıktır. 

(2) (𝑋, {𝑋, ∅}) olsun. 𝐺𝑂(𝑋) =  {𝑋, ∅} dir, 

(3) (𝑋, 𝑃(𝑋)) olsun. 𝐺𝑂(𝑋) =  𝑃(𝑋) dir,  

Teorem 2.3.5 Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 nın 𝑔-kapalı olması için gerek ve yeter şart         

𝐴̅ − 𝐴 nın tek kapalı alt kümesinin ∅ olmasıdır.  

İspat: 𝐹, 𝐴̅ − 𝐴 nın kapalı bir alt kümesi olduğunu kabul edelim. 𝐴 ⊆ 𝐹𝑐 ve 𝐴 

kümesinin 𝑔-kapalılığından 𝐴̅ ⊆ 𝐹𝑐 veya 𝐹 ⊆ (𝐴̅)𝑐 olur. Böylece 𝐹 ⊆ 𝐴̅ ∩ (𝐴̅)𝑐 = ∅ 

olur, böylece 𝐹 = ∅ dur. Tersine olarak 𝐴 ⊆ 𝑈 ve 𝑈 açık olsun. 𝐴̅ ⊄ 𝑈 ise 

(𝐴̅ ∩ 𝑈𝑐)𝑐 = (𝐴̅)𝑐 ∪ 𝑈 olur.  Bu da 𝐴̅ ∩ 𝑈𝑐 kümesinin 𝐴̅ − 𝐴 nin boştan farklı kapalı 

bir alt kümesi olması demektir. Bu ise kabul ile çelişir ki böylece 𝐴, 𝑔-kapalıdır.  

Sonuç 2.3.6 Bir 𝑋 uzayında bir  𝐴  kümesi 𝑔-kapalı olsun. 𝐴 nın kapalı olması için 

gerek ve yeter şart 𝐴̅ − 𝐴 nın kapalı olmasıdır. 

Teorem 2.3.7 Bir 𝑋 uzayında 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 kümeleri 𝑔-kapalı ise 𝐴 ∪ 𝐵 de 𝑔-kapalıdır. 

İspat: 𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝑈 ve 𝑈 açık ise 𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ ⊆ 𝑈  olur ki bu da 𝐴 ∪ 𝐵 nin 𝑔-kapalı 

olduğunu gösterir. Fakat 𝑔-kapalı iki kümenin kesişimi 𝑔-kapalı olmayabilir. Örneğin 

𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑟} kümesi üzerindeki 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑚}} için 𝐴 = {𝑚, 𝑛} ve 𝐵 = {𝑚, 𝑟} 

kümeleri 𝑔-kapalı olmasına rağmen 𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑚} kümesi 𝑔-kapalı değildir. 

Teorem 2.3.8 Bir 𝑋 uzayında 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝐵, 𝐴 ye ve 𝐴 da 𝑋 e göre 𝑔-kapalı olsun. 

Böylece 𝐵 de 𝑋 de 𝑔-kapalıdır. 

İspat: 𝐵 ⊆ 𝐺 ve 𝐺 ∈ 𝜏 olsun. 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐺 ∈ 𝜏𝐴 ve 𝐵, 𝐴 ya göre 𝑔-kapalı olduğundan 

𝐵𝐴
̅̅ ̅ ⊆ 𝐴 ∩ 𝐺 olur. Dolayısıyla 𝐴 ∩ 𝐵̅ ⊆ 𝐴 ∩ 𝐺 ve 𝐴 ⊆ 𝐺 ∪ (𝐵̅)𝑐 dır. 𝐴 nın 𝑋 e göre      

𝑔-kapalılığından 𝐴̅ ⊆ 𝐺 ∪ (𝐵̅)𝑐 yazılır. O halde 𝐵̅ ⊆ 𝐴̅ ⊆ 𝐺 ∪ (𝐵̅)𝑐 olur ki 𝐵̅ ⊆ 𝐺 

olur. Sonuç olarak 𝐵 de 𝑋 göre 𝑔-kapalıdır. 

Sonuç 2.3.9 𝑋 uzayında 𝐴, 𝐹 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴, 𝑔-kapalı ve 𝐹 kapalı ise 𝐴 ∩ 𝐹 kümesi 

de 𝑔-kapalıdır. 
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Teorem 2.3.10 Bir 𝑋 uzayında 𝐴, 𝑔-kapalı ve 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴̅ ise 𝐵 de 𝑔-kapalıdır. 

İspat: 𝐴 kümesi 𝑔-kapalı ve 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴 ̅olsun. 𝐵̅ − 𝐵 ⊆ 𝐴̅ − 𝐴 den ve 𝐴̅ − 𝐴 nın 

boştan farklı hiçbir kapalı alt kümesi olmadığından 𝐵̅ − 𝐵 nin de boştan farklı hiçbir 

kapalı alt kümesi yoktur. Teorem 2.3.5 den 𝐵 kümesi 𝑔-kapalıdır. 

Teorem 2.3.11 Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋  ve 𝐴, 𝑋 e göre 𝑔-kapalı olsun. Bu durumda 

𝐴, 𝐵 ye göre 𝑔-kapalıdır. 

İspat: 𝐺 ∈ 𝜏 için 𝐴 ⊆ 𝐵 ∩ 𝐺 olsun. Dolayısıyla 𝐴 ⊆ 𝐺 olur ve kabulden 𝐴̅ ⊆ 𝐺 olur. 

Buradan 𝐵 ∩ 𝐴̅ ⊆ 𝐵 ∩ 𝐺 yazılır. 𝐴̅ ⊆ 𝐵 ∩ 𝐴̅ ⊆ 𝐵 ∩ 𝐺 olur ki Tanım 2.3.1 den 𝐴 

kümesi 𝐵 deki alt topolojiye göre 𝑔-kapalıdır. 

Yukarıdaki teorem 𝑔-açık kümeler için yanlıştır. Örneğin 𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑟} uzayındaki  

𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑚}} düşünelim. 𝐴 = {𝑛}, 𝐵 = {𝑚, 𝑛} olsun. 𝜏𝐴 = {∅, 𝐴}, 𝜏𝐵 = {∅, 𝐵, {𝑚}} 

olur ki 𝐴, 𝑋  de 𝑔-açık olmasına rağmen 𝜏𝐵 ye göre 𝑔-açık değildir. 

Teorem 2.3.12 Bir 𝑋 uzayında 𝜏 nun her elemanı kapalıdır ancak ve ancak 𝑋 in her 

alt kümesi 𝑔-kapalıdır. 

İspat: 𝜏 nun her elemanını kapalı ve 𝐴 ⊆ 𝐺 ∈ 𝜏 olduğunu kabul edelim. Buradan     

𝐴̅ ⊆ 𝐺̅ = 𝐺 ve 𝐴 kümesi 𝑔-kapalıdır. Tersine her 𝐴 kümesi 𝑔-kapalı ve 𝐺 ∈ 𝜏 olsun. 

𝐺 ⊆ 𝐺 ve 𝐺 kümesi 𝑔-kapalı olduğundan 𝐺̅ ⊆ 𝐺 olur ki bu ise 𝐺 nin kapalı olduğunu 

gösterir. 

Teorem 2.3.13 Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 𝑔-açıktır ancak ve ancak 𝐹 kapalı ve 𝐹 ⊆ 𝐴 

olduğunda 𝐹 ⊆ 𝐴𝑜 dir. 

İspat: 𝐹 ⊆ 𝐴 kapalı ve 𝐴 kümesi 𝑔-açık olsun. 𝐹 ⊆ 𝐴 olduğundan 𝐴𝑐 ⊆ 𝐹𝑐 olur. 𝐹𝑐 

açık ve 𝐴𝑐, 𝑔-kapalı olduğundan 𝐴𝑐̅̅ ̅ ⊆ 𝐹𝑐 olur. Önerme 2.1.2 den (𝐴𝑜)𝑐 ⊆ 𝐹𝑐 dir. 

Burada 𝐹 ⊆ 𝐴𝑜 elde edilir.  

Teorem 2.3.14 Bir 𝑋 uzayında 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 ayrık 𝑔-açık kümeler ise 𝐴 ∪ 𝐵 de  𝑔-açıktır. 

İspat: 𝐹, 𝐴 ∪ 𝐵 nin kapalı alt kümesi olsun. 𝐹 ∩ 𝐴̅ ⊆ 𝐴 olur ve böylece Teorem 2.3.13 

den 𝐹 ∩ 𝐴̅ ⊆ 𝐴𝑜 dir. Benzer şekilde 𝐹 ∩ 𝐵̅ ⊆ 𝐵𝑜 yazılır.  
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𝐹 = 𝐹 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵) = (𝐹 ∩ 𝐴) ∪ (𝐹 ∩ 𝐵) ⊆ (𝐹 ∩ 𝐴̅) ∪ (𝐹 ∩ 𝐵̅) ⊆ 𝐴𝑜 ∪ 𝐵𝑜 

Böylece 𝐹 ⊆ 𝐴𝑜 ∪ 𝐵𝑜 elde edilir. Önerme 2.1.2 den 𝐹 ⊆ 𝐴𝑜 ∪ 𝐵𝑜 ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑜 olur ki 

𝐹 ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑜 elde edilir. Teorem 2.3.13 den 𝐴 ∪ 𝐵, 𝑔-açık olur. 

İki 𝑔-açık kümenin birleşimi genelde 𝑔-açık değildir. 𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑟}, 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑚}} 

için 𝐴 = {𝑛} ve 𝐵 = {𝑟} kümeleri 𝑔-açık olmasına rağmen 𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑛, 𝑟}, 𝑔-açık 

değildir. 

Teorem 2.3.15 Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 kümesi 𝑔-açıktır ancak ve ancak 𝐺 ∈ 𝜏 ve      

𝐴𝑜 ∪ 𝐴𝑐 ⊆ 𝐺 olduğunda 𝐺 = 𝑋 dir. 

İspat: 𝐺 açık ve 𝐴𝑜 ∪ 𝐴𝑐 ⊆ 𝐺 olsun. 𝐺𝑐 ⊆ (𝐴𝑜 ∪ 𝐴𝑐)𝑐 = (𝐴𝑜)𝑐 ∩ (𝐴𝑐)𝑐 = (𝐴𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴𝑐 

yazılır. 𝐺𝑐 kapalı ve 𝐴𝑐, 𝑔-kapalı olduğundan Teorem 2.3.5 den 𝐺𝑐 = ∅ olur ki burada 

𝐺 = 𝑋 elde edilir. 

Tersine olarak 𝐹 kapalı ve 𝐹 ⊆ 𝐴 olmak üzere 𝐹 ⊆ 𝐴𝑜 olduğunu göstereceğiz.          

𝐴𝑜 ∪ 𝐴𝑐 ⊆ 𝐴𝑜 ∪ 𝐹𝑐 den ve 𝐴𝑜 ∪ 𝐹𝑐 açık olduğunda kabul gereği 𝐴𝑜 ∪ 𝐹𝑐 = 𝑋 olur ki 

𝐹 ⊆ 𝐴𝑜 dir. Teorem 2.3.13 den 𝐴 kümesi 𝑔-açıktır. 

Teorem 2.3.16 Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴, 𝐵 ye göre 𝑔-açık ve 𝐵, 𝑋 e göre 

𝑔-açık ise 𝐴, 𝑋 e göre 𝑔-açıktır. 

İspat: 𝐹 kapalı ve 𝐹 ⊆ 𝐴 olduğunu kabul edelim. 𝐹, 𝐵 deki alt topolojiye göre 𝑔-açık 

olduğundan 𝐹 ⊆ (𝐴𝑜)𝐵. Burada 𝐹 ⊆ 𝑈 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 olacak şekilde 𝑈 açığı vardır. 𝐵 

kümesi 𝑋 deki topolojiye göre 𝑔-açık olduğundan bazı 𝑉 açıkları için 𝐹 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝐵 olur. 

Böylece 𝐹 ⊆ 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ 𝐴 olur. Bu ise 𝐹 ⊆ 𝐴𝑜 olmasıdır. Teorem 2.3.13 den 𝐴, 𝑋 de    

𝑔-açık olur. 

Teorem 2.3.17 𝑋 uzayında 𝐴𝑜 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴 ve 𝐴, 𝑔-açık küme ise 𝐵 de 𝑔-açık kümedir. 

İspat: 𝐴𝑐 ⊆ 𝐵𝑐 ⊆ (𝐴𝑜)𝑐 olur ki Önerme 2.1.2 den 𝐴𝑐 ⊆ 𝐵𝑐 ⊆ (𝐴𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅  yazılır. Teorem 

2.3.10 dan 𝐵𝑐 kümesi 𝑔-kapalıdır böylece 𝐵, 𝑔-açık kümedir.  

Teorem 2.3.18 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 kümesi 𝑔-kapalıdır ancak ve ancak 𝐴̅ − 𝐴 kümesi 

𝑔-açıktır. 
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İspat: 𝐴 kümesinin 𝑔-kapalı ve 𝐹 kapalı olmak üzere 𝐹 ⊆ 𝐴̅ − 𝐴 olduğunu kabul 

edelim. Teorem 2.3.5 den 𝐹 = ∅ olur. Böylece 𝐹 ⊆ (𝐴̅ − 𝐴)𝑜 yazılır. Teorem 2.3.13 

den 𝐴̅ − 𝐴 kümesi 𝑔-açıktır. 

Tersine 𝑈 ∈ 𝜏 olmak üzere 𝐴 ⊆ 𝑈 olsun. 𝐴̅ ∩ 𝑈𝑐 ⊆ 𝐴̅ ∩ 𝐴𝑐 = 𝐴̅ − 𝐴 olur.                        

𝐴̅ ∩ 𝑈𝑐 ⊆ (𝐴̅ − 𝐴)𝑜 olur. (𝐴̅ − 𝐴)𝑜 = ∅ dan 𝐴̅ ∩ 𝑈𝑐 = ∅ olur. Böylece 𝐴̅ ⊂ 𝑈 olur. 

Tanım 2.3.1 den 𝐴 kümesi 𝑔-kapalıdır. 

Teorem 2.3.19 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu sürekli ve kapalı olsun. 

𝐴 ⊆ 𝑋 kümesi 𝑔-kapalı ise 𝑓(𝐴), 𝑌 de 𝑔-kapalıdır. 

İspat: 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐺 ve 𝐺, 𝑌 de açık bir küme ise 𝐴 ⊂ 𝑓−1𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓−1(𝐺) den                  

𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝐺) ve böylece 𝐴 kümesi 𝑔-kapalı olduğundan 𝐴̅ ⊂ 𝑓−1(𝐺) olur. Her tarafa 

𝑓 uygulanırsa 𝑓(𝐴̅) ⊂ 𝑓(𝑓−1(𝐺)) ⊂ 𝐺 olur ki 𝑓(𝐴̅) ⊂ 𝐺 elde edilir. 𝑓 fonksiyonu 

kapalı olduğundan 𝑓(𝐴̅) kapalı olur. 𝑓 nin sürekli ve kapalılığından 𝑓(𝐴̅) = 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  dır, 

böylece 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊂ 𝐺 olur. Bu ise 𝑓(𝐴) nın 𝑌 de 𝑔-kapalı olduğunu gösterir. 

𝑔-açık kümelerin sürekli, kapalı dönüşümler altında görüntüsü genellikle 𝑔-açık 

değildir. 𝑋 = {𝑚}, 𝑌 = {𝑛, 𝑡}, 𝜏 = {∅, 𝑋}, 𝜎 = {∅, 𝑌, {𝑛}} ve 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎), 

𝑓(𝑚) = 𝑡 şeklinde tanımlı fonksiyon olsun. {𝑚}, 𝑋 de 𝑔-açıktır ama 𝑓({𝑚}) = {𝑡}, 𝑌 

de 𝑔-açık değildir. 

Teorem 2.3.20 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 sürekli, kapalı fonksiyon, 𝐵 𝑔-kapalı 

(veya 𝑔-açık) 𝑌 nin bir alt kümesi ise 𝑓−1(𝐵), 𝑋 de 𝑔-kapalıdır (veya 𝑔-açıktır). 

İspat: 𝐵 nin 𝑌 de 𝑔-kapalı olduğunu kabul edelim ve 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝐺 olacak şekilde       

𝐺 ∈ 𝜏 olsun. 𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ 𝐺 olduğunu göstereceğiz. 

𝑓(𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∩ 𝐺𝑐) ⊆ 𝑓(𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∩ 𝑓(𝐺𝑐) ⊆ 𝐵̅ ∩ 𝑓(𝐺𝑐) ⊂ 𝐵̅ ∩ 𝐵𝑐 = 𝐵̅ − 𝐵 

olur. Teorem 2.3.5 den 𝑓(𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∩ 𝐺𝑐) = ∅ olmalıdır. Böylece 𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∩ 𝐺𝑐 = ∅ 

olur. Bu ise 𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ 𝐺 olması anlamına gelir. Sonuç olarak Tanım 2.3.1 den 

𝑓−1(𝐵), 𝑋 de 𝑔-kapalıdır. Benzer şekilde tümleyen alırsak 𝐵, 𝑌 de 𝑔-açık olduğundan 

𝑓−1(𝐵) nin 𝑋 de 𝑔-açık olduğu gösterilir. 
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Dikkat edelim ki 𝑔-kapalı (veya 𝑔-açık) kümelerin sürekli dönüşümler altında 

görüntüsü ve ters görüntüleri 𝑔-kapalı (veya 𝑔-açık) değildir. 

Teorem 2.3.21 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar, 𝐴 ⊂ 𝑋 de ve 𝐵 ⊂ 𝑌 de 𝑔-açık kümeler ise       

𝐴 × 𝐵 ⊂ 𝑋 × 𝑌 de 𝑔-açıktır. 

İspat: 𝐹 ⊆ 𝑋 × 𝑌 de kapalı ve 𝐹 ⊂ 𝐴 × 𝐵 olduğunu kabul edelim. Teorem 2.3.13 den       

𝐹 ⊆ (𝐴 × 𝐵)𝑜 olduğunu göstereceğiz. (𝑚, 𝑛) ∈ 𝐹 olsun. {𝑚, 𝑛}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = {𝑚}̅̅ ̅̅ ̅ × {𝑛}̅̅ ̅̅  

olduğunda {(𝑚, 𝑛)}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = {𝑚}̅̅ ̅̅ ̅ × {𝑛}̅̅ ̅̅ ⊆ 𝐹 ⊆ 𝐴 × 𝐵 dir ve {𝑚}̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝐴 ve {𝑛}̅̅ ̅̅ ⊆ 𝐵 dir. 

Kabulden 𝐴 ve 𝐵 sırasıyla 𝑋 ve 𝑌 de 𝑔-açık kümeler olduğundan Teorem 2.3.13 den 

{𝑚}̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ 𝐴𝑜 ve {𝑛}̅̅ ̅̅ ⊆ 𝐵𝑜 olur. Böylece (𝑚, 𝑛) ∈ {𝑚}̅̅ ̅̅ ̅ × {𝑛}̅̅ ̅̅ ⊆ 𝐴𝑜 × 𝐵𝑜 ⊆ (𝐴 × 𝐵)𝑜 

olur ki (𝑚, 𝑛) ∈ (𝐴 × 𝐵)𝑜 elde edilir. 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ YARI-KAPALI KÜMELER  

3.1 Genelleştirilmiş Yarı-Kapalı Kümeler Ve Özellikleri 

Tanım 3.1.1 ([11,12]) Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun.  

(1) 𝐴 ⊆ 𝑈 olacak şekildeki her 𝑈 açığı için 𝐴̃ ⊆ 𝑈 ise 𝐴 ya genelleştirilmiş                

yarı-kapalı (𝒈𝒔-kapalı) küme denir. Tüm 𝑔𝑠-kapalılarının sınıfı 𝐺𝑆𝐶𝑙(𝑋) ile 

gösterilir. 

(2) A nın kapsayan 𝑔𝑠-kapalıların kesişimine A nın 𝒈𝒔-kapanışı denir ve 𝐴
𝑔∼

 ile 

gösterilir. 𝑋 de bulunan 𝑔𝑠-kapalı kümelerin tümleyenlerine 𝒈𝒔-açık kümeler denir. 

Tüm genelleştirilmiş yarı-açık kümelerin sınıfı 𝐺𝑆𝑂(𝑋) ile gösterilir. 

(3) A  nın kapsadığı 𝑔𝑠-açıklarının birleşimine A nın 𝒈𝒔-içi denir ve 𝐴𝑔𝑠 ile gösterilir.  

(4) 𝑥 ∈ 𝑋 noktasını içeren her 𝑔𝑠-açık 𝑈 kümesi için 𝐴 ∩ (𝑈 − {𝑥}) ≠ ∅ ise x e 𝐴 nın 

genelleştirilmiş yarı-yığılma (𝒈𝒔-yığılma) noktası denir. A nın 𝑔𝑠-yığılma 

noktalarının kümesi 𝐴⊢ ile gösterilir. 

(5) 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. Eğer 𝑎 ∈ 𝐺 ⊆ 𝐴 olacak şekilde bir 𝐺 𝑔𝑠-açığı varsa 𝐴 ya 𝑎 nın 

genelleştirilmiş yarı-komşuluğu denir. Tüm 𝑔𝑠-açık kümelerin birleşimi 𝑔𝑠-açık 

olduğundan  𝐴𝑔𝑠 kümesi 𝑔𝑠-açıktır. 

Not 3.1.2 (1) 𝑥 ∈ 𝐴
𝑔∼

 dir ancak ve ancak x i içeren her 𝑔𝑠-açık küme 𝐴 nın bir noktasını 

içeririr. 

(2) Her 𝑔-kapalı küme, yarı-kapalı küme olduğu gibi 𝑔𝑠-kapalı küme olduğundan  

𝐴 ⊂ 𝐴
𝑔∼

⊂ 𝐴̃ ⊂ 𝐴̅ 

(3) Her yarı-açık küme, 𝑔𝑠-açık küme ve her 𝑔-açık küme de 𝑔𝑠-açık küme 

olduğundan  

𝐴𝑜 ⊂ 𝐴𝑠 ⊂ 𝐴𝑔𝑠 ⊂ 𝐴 

(4) 𝑋 topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 kümesi 𝑔𝑠-açıktır ancak ve ancak 𝐴 kümesi 

her noktasının 𝑔𝑠-komşuluğudur. 

(5) Dikkat edelim ki 𝐴 kümesi 𝑔𝑠-kapalı ise 𝐴
𝑔∼

= 𝐴 dır. Tersi genelde doğru değildir. 

Örnek 3.1.3 den  𝐴
𝑔∼

 kümesinin 𝑔𝑠-kapalı olması gerekmez. 
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Örnek 3.1.3 𝑋 = {𝑝, 𝑞, 𝑟} üzerinde 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑝}} 𝑔𝑠-kapalı kümeleri bulalım. 

𝑆𝑂(𝑋) = {∅, {𝑝, 𝑟}, {𝑝}, {𝑝, 𝑞}, 𝑋} ve 𝑆𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, {𝑟}, {𝑞, 𝑟}, {𝑞}, ∅} olduğundan 

Çizelge 3.1. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔𝑠-kapalı kümeler. 

𝑨 𝑨̃ 𝑨 ⊂ 𝑮  olacak şekildeki 

𝑮 ∈ 𝝉 kümeleri 
𝒈𝒔-kapalı küme Yarı-kapalı 

küme 

∅ ∅ ∅, 𝑋, {𝑝} ✓ ✓ 

{𝑝} 𝑋 𝑋, {𝑝} × × 

{𝑞} {𝑞} 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑟} {𝑟} 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑝, 𝑞} 𝑋 𝑋 ✓ × 

{𝑝, 𝑟} 𝑋 𝑋 ✓ × 

{𝑞, 𝑟} {𝑞, 𝑟} 𝑋 ✓ ✓ 

𝑋 𝑋 𝑋 ✓ ✓ 

𝐺𝑆𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑞}, {𝑟}, {𝑝, 𝑞}, {𝑝, 𝑟}, {𝑞, 𝑟}} , 𝐴 = {𝑝, 𝑞} için 𝐴
𝑔∼

= {𝑝, 𝑞} olur ki 𝐴
𝑔∼

 

kümesi 𝑔𝑠-kapalıdır. 𝐵 = {𝑝} için 𝐵
𝑔∼

= {𝑝} olur ki 𝐵
𝑔∼

 kümesi 𝑔𝑠-kapalı değildir. Bir 

kümenin 𝑔𝑠-kapanışının 𝑔𝑠-kapalı olması gerekmez. 

Örnek 3.1.4 𝑋 = {𝑝, 𝑞, 𝑟} deki 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑝}, {𝑝, 𝑞}} için 𝑔𝑠-kapalı kümeleri bulalım.  

𝑆𝑂(𝑋) = {∅, 𝑋, {𝑝, 𝑞}, {𝑝}, {𝑝, 𝑟}} ve 𝑆𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑟}, {𝑞}, {𝑞, 𝑟}} olduğundan 

Çizelge 3.2. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑔𝑠-kapalı kümeler. 

𝑨 𝑨̃ 𝑨 ⊂ 𝑮  olacak şekildeki 

𝑮 ∈ 𝝉 kümeleri 

𝒈𝒔-kapalı küme Yarı-kapalı 

küme 

∅ ∅ ∅, 𝑋, {𝑝}, {𝑝, 𝑞} ✓ ✓ 

{𝑝} 𝑋 {𝑝}, {𝑝, 𝑞}, 𝑋 × × 

{𝑞} {𝑞} {𝑝, 𝑞}, 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑟} {𝑟} 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑝, 𝑞} 𝑋 {𝑝, 𝑞}, 𝑋 × × 

{𝑝, 𝑟} 𝑋 𝑋 ✓ × 

{𝑞, 𝑟} {𝑞, 𝑟} 𝑋 ✓ ✓ 

𝑋 𝑋 𝑋 ✓ ✓ 
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𝐺𝑆𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑝, 𝑟}, {𝑞, 𝑟}, {𝑟}, {𝑞}} sınıfı genelleştirilmiş yarı kapalı kümelerden 

oluşur. 

Örnek 3.1.5 (1) (ℝ, 𝒰) da (𝑚, 𝑛), [𝑚, 𝑛), (𝑚, 𝑛] ve [𝑚, 𝑛] aralıkları genelleştirilmiş 

𝑔𝑠-açık kümelerdir. 

(2) (𝑋, 𝑃(𝑋)) için 𝐺𝑆𝐶𝑙(𝑋) =  𝑃(𝑋) dir. 

(3) (𝑋, {𝑋, ∅} ) için 𝐺𝑆𝐶𝑙(𝑋) =  𝑃(𝑋) dir. 

Teorem 3.1.6 Bir 𝑋 uzayında 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. 

(1) 𝐴 kümesi 𝑔𝑠-kapalı ise 𝐴
𝑔∼

= 𝐴 dır 

(2) 𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝐴
𝑔∼

⊆ 𝐵
𝑔∼

  

(3) ( 𝐴
𝑔∼

)

𝑔∼

= 𝐴
𝑔∼

 

(4) (𝐴 ∩ 𝐵
𝑔∼

) ⊆ 𝐴
𝑔∼

∩ 𝐵
𝑔∼

 

(5) (𝐴 ∪ 𝐵
𝑔∼

) = 𝐴
𝑔∼

∪ 𝐵
𝑔∼

 

(6)  (𝐴𝑐)
𝑔∼

= (𝐴𝑔𝑠)𝑐 

(7) (𝐴𝑐)𝑔𝑠 = ( 𝐴
𝑔∼

)
𝑐

 

(8) (𝐴 ∪ 𝐵)⊢ = 𝐴⊢ ∪ 𝐵⊢ 

(9)  𝐴
𝑔∼

= 𝐴 ∪ 𝐴⊢ 

İspat: (4) 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ve 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐵 olduğundan (2) den dolayı (𝐴 ∩ 𝐵
𝑔∼

) ⊆ 𝐴
𝑔∼

 ve 

(𝐴 ∩ 𝐵
𝑔∼

) ⊆ 𝐵
𝑔∼

 olur. Buradan (𝐴 ∩ 𝐵
𝑔∼

) ⊆ 𝐴
𝑔∼

∩ 𝐵
𝑔∼

 olur. 

(5) 𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 ve 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 olduğundan (3) den dolayı 𝐴
𝑔∼

⊆ (𝐴 ∪ 𝐵
𝑔∼

) ve                   

𝐵
𝑔∼

⊆ (𝐴 ∪ 𝐵
𝑔∼

) olur. Böylece 𝐴
𝑔∼

∪ 𝐵
𝑔∼

⊆ (𝐴 ∪ 𝐵
𝑔∼

) olur. 𝑥 ∈ (𝐴 ∪ 𝐵
𝑔∼

) olduğunu kabul 

edelim. Tanımdan 𝑥 i içeren her 𝑈 açığı için (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ 𝐺 = (𝐴 ∩ 𝐺) ∪ (𝐵 ∩ 𝐺) ≠ ∅ 
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olur. Bu da 𝐴 ∩ 𝐺 ≠ ∅ veya 𝐵 ∩ 𝐺 ≠ ∅ olduğunu gösterir. Böylece 𝑥 ∈ 𝐴
𝑔∼

 veya        

𝑥 ∈ 𝐵
𝑔∼

yazabiliriz. 𝑥 ∈ 𝐴
𝑔∼

∪ 𝐵
𝑔∼

olur ki (𝐴 ∪ 𝐵
𝑔∼

) ⊆ 𝐴
𝑔∼

∪ 𝐵
𝑔∼

dir. 

3.2 Genelleştirilmiş Yarı-Kapalı ve Sürekli Fonksiyonlar 

Tanım 3.2.1 ([7,8,13]) 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon olsun. 

(1) 𝑋 deki her 𝐹  kapalı (açık) kümesi için 𝑓(𝐹), Y de 𝑔𝑠-kapalı (𝑔𝑠-açık) ise 𝑓 ye   

𝒈𝒔-kapalı (𝒈𝒔-açık) fonksiyon denir. 

(2) Y deki her kapalı (açık) kümenin ters görüntüsü 𝑔𝑠-kapalı (𝑔𝑠-açık) ise 𝑓 ye         

𝒈𝒔-süreklidir denir. Dolayısıyla her sürekli fonksiyon 𝑔-sürekli, her 𝑔-sürekli           

𝑔𝑠-sürekli ve her yarı sürekli fonksiyon da 𝑔𝑠-süreklidir. 

(3) Her 𝑔𝑠-kapalı kümenin ters görüntüsü 𝑔𝑠-kapalı küme ise 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu 

𝒈𝒔-irresolute olarak adlandırılır. 

Her yarı-kapalı küme 𝑔-kapalı ve her 𝑔-kapalı küme 𝑔𝑠-kapalı olduğundan her kapalı 

fonksiyon 𝑔-kapalı [9] olduğu gibi aynı zamanda 𝑔𝑠-kapalıdır.    

Teorem 3.2.2 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon olsun. 

(1) 𝑓, 𝑔𝑠-açıktır, 

(2) Her 𝐴 ⊂ 𝑋 için 𝑓(𝐴𝑜) ⊂ (𝑓(𝐴))𝑔𝑠, 

(3) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝑥 ∈ 𝑈 ∈ 𝜏 için 𝑉 ⊂ 𝑓(𝑈) olacak şekilde en az bir 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉         

𝑔𝑠-açık kümesi vardır. 

(4) Her 𝐵 ⊂ 𝑌 açığı için 𝑓−1 ( 𝐵
𝑔∼

) ⊂ (𝑓−1(𝐵)) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 

olmak üzere (1) ⟹ (2) ⟹ (3) ⟹ (4) dir. 

İspat : (1) ⟹ (2) ⟹ (3) aşikârdır. (3) ⟹ (4) ispatlayalım. 𝑥 ∈ 𝑓−1 ( 𝐵
𝑔∼

) olsun. Ayrıca  

𝑥 ∉ (𝑓−1(𝐵))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑈 ise  𝑥 ∈ (𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝑐
 olur. (3) den 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ⊂ 𝑓(𝑈) olacak şekilde 
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𝑔𝑠-açık V  kümesi vardır. Burada 𝑉 ⊂ 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑓((𝑓−1(𝐵))
𝑐
) ⊂ 𝐵𝑐 olur ki bu da          

𝐵 ⊂ 𝑉𝑐 olması demektir. 𝑉𝑐 kümesi 𝑔𝑠-kapalı olduğundan 𝐵
𝑔∼

⊂ 𝑉𝑐 olur. Böylece 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐵
𝑔∼

 elde edilir. Bu ise 𝑓(𝑥) ∉ 𝑉 olur bu bir çelişkidir. Sonuç olarak (3) ⟹ (4) 

elde edilir. 

Teorem 3.2.3 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar olsun. 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu 𝑔𝑠-kapalı ise 

(𝑓(𝐴)
𝑔∼

) ⊂ 𝑓(𝐴̅) dır. 

İspat: 𝐴 ⊂ 𝑋 olmak üzere 𝑓, 𝑔𝑠-kapalı olduğundan, 𝑓(𝐴̅), 𝑓(𝐴) yı içeren 𝑔𝑠-kapalı 

bir kümedir. Böylece (𝑓(𝐴)
𝑔∼

) ⊂ 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴̅) olur ki ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.4 𝑋, 𝑌 topolojik uzaylar olsun. 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu 𝑓, 𝑔𝑠-açık, 𝐵 ⊂ 𝑌 

ve 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝐹 kapalı küme ise 𝐵 ⊂ 𝑉 olacak şekilde en az bir 𝑔𝑠-kapalı V kümesi 

vardır ve 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝐹 dir. 

İspat: 𝑓, 𝑔𝑠-açık fonksiyon 𝐵 ⊂ 𝑌  ve 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝐹 olsun. Buradan 𝐹 kapalıdır. Bu 

durumda 𝑉 = 𝑌 − 𝑓(𝑋 − 𝐹) kümesi 𝑌 de 𝑔𝑠-kapalıdır. 

𝑉 = 𝑓(𝑓(𝐹𝑐))
𝑐

= 𝑓(𝐹) olur ki kabulden 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝐹 de her tarafa 𝑓 uygularsak    

𝐵 ⊂ 𝑓𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑓(𝐹) den 𝐵 ⊂ 𝑓(𝐹) ve dolayısıyla 𝐵 ⊂ 𝑉 olur. Ayrıca                       

𝑉 = 𝑓(𝑓(𝐹𝑐))
𝑐
 den 𝑉 = 𝑓(𝐹) den ve 𝑓−1(𝑉) = 𝑓−1𝑓(𝐹) ⊂ 𝐹 olur ki 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝐹 

elde edilir. 

Teorem 3.2.5 𝑋, 𝑌 uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon olsun.  

(1) 𝑓, 𝑔𝑠-süreklidir, 

(2) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ∈ 𝜎 için 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑔𝑠-açığı 

vardır, 

(3) Her 𝐴 ⊂ 𝑋 için 𝑓 ( 𝐴
𝑔∼

) ⊂ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

(4) Her 𝐵 ⊂ 𝑌 için (𝑓−1(𝐵)
𝑔∼

) ⊂ 𝑓−1(𝐵̅)  

olmak üzere (1) ⟹ (2) ⟹ (3) ⟹ (4) dir. 
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Teorem 3.2.6 𝑋, 𝑌 uzaylar olsun. 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu kapalı, 𝑔𝑠-sürekli ve 𝐵 ⊂ 𝑌 

de 𝑔𝑠-kapalı ise 𝑓−1(𝐵) kümesi 𝑔𝑠-kapalıdır. 

İspat: 𝐵 ⊂ 𝑌 kümesi 𝑔𝑠-kapalı olsun. Tanım 2.3.5 den 𝑈 ⊂ 𝑋 açığı için 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑈 

olsun. 𝑓 kapalı olduğundan 𝐵 ⊂ 𝑉 ve 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝑈 olacak şekilde bir V  açığı vardır. 

𝐵,  𝑔𝑠-kapalı olduğundan 𝐵̃ ⊂ 𝑈 dur. Böylece 𝑓−1(𝐵̃) ⊂ 𝑈 olur. 𝐵̃ ⊂ 𝐵̅ ve 𝑓 nin       

𝑔𝑠-sürekliliğinden 𝑓−1(𝐵̅) kümesi 𝑔𝑠-kapalıdır. Dolayısıyla (𝑓−1(𝐵̅))̃ ⊂ 𝑈 olur ki bu 

ise (𝑓−1(𝐵))̃ ⊂ 𝑈 olması demektir. Sonuç olarak Tanım 3.2.1 den 𝑓−1(𝐵) kümesi          

𝑔𝑠-kapalıdır. 

İki kapalı 𝑔𝑠-sürekli fonksiyonun bileşkesinin 𝑔𝑠-sürekli olması gerekmez. Fakat şu 

şekilde bir kısıtlama ile bileşke fonksiyonu 𝑔𝑠-sürekli yaparız. 

Teorem 3.2.7 𝑋, 𝑌 ve 𝑍 uzayları için 

(1) 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 𝑔𝑠-sürekli ve ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑍 sürekli ise ℎ𝑜𝑓: 𝑋 → 𝑍 𝑔𝑠-süreklidir. 

(2) 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 𝑔𝑠-sürekli ve kapalı, ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑍 𝑔𝑠-sürekli ise ℎ𝑜𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑍                       

𝑔𝑠-süreklidir. 

(3) 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 𝑔-kapalı, ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑍 sürekli ve 𝑔𝑠-kapalı ise ℎ𝑜𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑍 𝑔𝑠-kapalıdır. 

(4) 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 kapalı ve ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑍 da 𝑔𝑠-kapalı ise ℎ𝑜𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑍 𝑔𝑠-kapalıdır. 

Teorem 3.2.8 𝑋, 𝑌 uzaylar olsun. 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 𝑔𝑠-kapalıdır ancak ve ancak her 𝐵 ⊂ 𝑌 

ve 𝑓−1(𝐵) içeren her 𝑈 açığı için 𝐵 ⊂ 𝑉 ve 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝑈 olacak şekilde 𝑌 de en az bir 

𝑔𝑠-açık 𝑉 kümesi vardır. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑓, 𝑔𝑠-kapalı fonksiyon olsun. Ayrıca 𝐵 ⊂ 𝑌 ve 𝑈 da 𝑓−1(𝐵) 

yi içeren açık olsun. Bu durumda 𝐵 yi içeren 𝑌 nin (𝑓(𝑈𝑐))
𝑐

= 𝑉 kümesi 𝑔𝑠-açıktır 

ve 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝑈 dur. 

Tersine olarak 𝐵 ⊂ 𝑌, 𝑈 da 𝑓−1(𝐵) yi içeren açık olmak üzere 𝐵 ⊂ 𝑉 ve 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝑈 

olacak şekilde bir 𝑔𝑠-açık 𝑉 kümesi olsun. Ayrıca 𝐹, 𝑋 de kapalı 𝐺, 𝑌 de açık bir küme 

olsun ve 𝑓(𝐹) ⊂ 𝐺 olsun. Böylece 𝑓−1((𝑓(𝐹))
𝑐
) ⊂ 𝐹𝑐 ve 𝐹𝑐 açıktır. Kabulden 
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(𝑓(𝐹))
𝑐

⊂ 𝑉 ve 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝐹𝑐 olacak şekilde bir 𝑉 𝑔𝑠-açığı vardır. Dolayısıyla        

𝐹 ⊂ (𝑓−1(𝑉))
𝑐
 ve böylece 𝑓(𝐹) ⊂ 𝑉𝑐 olur. 𝐺𝑐 ⊂ (𝑓(𝐹))

𝑐
 olduğundan        

𝑓−1(𝐺𝑐) ⊂ 𝑓−1((𝑓(𝐹))
𝑐
) ⊂ 𝑓−1(𝑉) ⊂ 𝐹𝑐 elde edilir. Her tarafa tümleyen 

uygulanırsa 𝐹 ⊂ (𝑓−1(𝑉))
𝑐

⊂ (𝑓−1((𝑓(𝐹))
𝑐
))

𝑐

⊂ (𝑓−1(𝐺𝑐))
𝑐
 olur. Buradan 

𝑓(𝐹) ⊂ 𝑉𝑐 ⊂ 𝐺 olur. 𝑉𝑐 𝑔𝑠-kapalı ve (𝑓(𝐹))̃ ⊂ (𝑉𝑐)̃ ⊂ 𝐺 olduğundan (𝑓(𝐹))̃ ⊂ 𝐺 

olur. Sonuç olarak 𝑓(𝐹) kümesi 𝑔𝑠-kapalıdır. Böylece 𝑓 fonksiyonu 𝑔𝑠-kapalıdır. 

Teorem 3.2.9 𝑋, 𝑌 uzaylar, 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu sürekli ve 𝑔𝑠-kapalı olsun. 𝐴, 𝑋 de 

𝑔-kapalı ise 𝑓(𝐴) da 𝑔𝑠-kapalıdır. 

İspat: Y deki 𝑈 açığı için 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑈 olsun. Böylece 𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑈) olur. 𝑓 sürekli 

olduğundan, 𝑓−1(𝑈) 𝑋 de açık olur. Böylece 𝐴 nın 𝑔-kapalılığından 𝐴̅ ⊂ 𝑓−1(𝑈) dir. 

Bundan dolayı 𝑓(𝐴̅) ⊂ 𝑈 dur. 𝑓 𝑔𝑠-kapalı küme olduğundan 𝑓(𝐴̅), 𝑔𝑠-kapalıdır. 

Böylece, 𝑓(𝐴̅)̃ ⊂ 𝑈 dır. 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴̅)  olduğundan 𝑓(𝐴)̃ ⊂ 𝑓(𝐴̅)̃ ⊂ 𝑓(𝐴̅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊂ 𝑈 ifade 

eder. Sonuç olarak 𝑓(𝐴) kümesi 𝑔𝑠-kapalı olur. 

3.3 Genelleştirilmiş Yarı Ayırma Aksiyomları 

Bu kısımda, yarı-regüler ve yarı-normal kavramlarından daha zayıf olan 

genelleştirilmiş yarı-regüler ve genelleştirilmiş yarı-normal uzayları ile alakalı tanım 

ve teoremlere yer verilecektir. 

Tanım 3.3.1 ([7,8,11,12]) (1) Her kapalı (yarı-kapalı) 𝐹 kümesi ve 𝑥 ∉ 𝐹 noktası için 

𝑥 ∈ 𝑈 ve  𝐹 ⊂ 𝑉 olacak şekilde ayrık yarı-açık 𝑈 ve 𝑉 varsa 𝑋 e 𝒔-regüler                

(yarı-regüler) uzay denir.  

(2) Her ayrık kapalı (yarı-kapalı) 𝐹1 ve  𝐹2 kümeleri için 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde   

𝐹1 ⊂ 𝑈 ve  𝐹2 ⊂ 𝑉 yarı-açık kümeleri varsa, 𝑋 uzayına 𝒔-normal (yarı-normal) uzay 

denir. 

(3) Her 𝑔𝑠-kapalı 𝐹 kümesi ve 𝑥 ∉ 𝐹 noktası için 𝑥 ∈ 𝑈 ve 𝐹 ⊂ 𝑉 olacak şekilde ayrık 

yarı-açık 𝑈 ve 𝑉 kümeleri varsa 𝑋 e genelleştirilmiş yarı-regüler uzay denir. Kısaca 

𝑔𝑠-regüler şeklinde yazılır. Her 𝑠-regüler uzay 𝑔𝑠-regüler uzaydır. 
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(4) Her ayrık 𝑔𝑠-kapalı 𝐹1 ve  𝐹2 kümeleri için 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝐹1 ⊂ 𝑈 ve  

𝐹2 ⊂ 𝑉 yarı-açık kümeleri varsa, 𝑋 uzayına genelleştirilmiş yarı-normal uzay denir. 

Kısaca 𝑔𝑠-normal şeklinde yazılır. Her 𝑠-normal uzay 𝑔𝑠-normal uzaydır. 

Teorem 3.3.2 Bir 𝑋 uzayı için aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑋, 𝑔𝑠-regülerdir. 

(2) Her bir 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑥 in her 𝑈 𝑔𝑠-açık komşuluğu için 𝑉̃ ⊂ 𝑈 olacak şekilde 𝑥 in 𝑉 

yarı-açık komşuluğu vardır. 

(3) Her bir 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑋 in 𝑥 içermeyen bir 𝑔𝑠-kapalı alt kümesi için 𝑈̃ ∩ 𝐴 = ∅ olacak 

şekilde 𝑥 ∈ 𝑈 yarı-açık kümesi bulunur. 

Teorem 3.3.3 Bir 𝑋 uzayı için aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑋, 𝑔𝑠-normal uzaydır. 

(2) Her 𝑔𝑠-kapalı 𝐹 kümesi ve 𝐹 ⊂ 𝑈 𝑔𝑠-açığı için, 𝐹 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑉̃ ⊂ 𝑈 olacak şekilde 𝑉 

yarı-açığı vardır. 

Teorem 3.3.4 𝑋 normal bir uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 sürekli ve 𝑔𝑠-kapalı bir fonksiyon ise 𝑌 

uzayı da 𝑠-normaldir. 

İspat: 𝐴 ve 𝐵 kümeleri 𝑌 de ayrık kapalılar olsun. 𝑓 nin sürekliliğinden 𝑓−1(𝐴) ve 

𝑓−1(𝐵) de 𝑋 in ayrık kapalı alt kümeleridir. 𝑋 normal olduğundan, 𝑋 de  𝑓−1(𝐴) ⊂ 𝑈 

ve 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑉 olacak şekilde ayrık açık 𝑈 ve 𝑉 alt kümeleri vardır. 𝑓, 𝑔𝑠-kapalı 

olduğundan Teorem 3.2.11 den 𝑌 de 𝐴 ⊂ 𝐺, 𝐵 ⊂ 𝐻, 𝑓−1(𝐺) ⊂ 𝑈  ve 𝑓−1(𝐻) ⊂ 𝑉 

olacak şekilde 𝐺, 𝐻 𝑔𝑠-açık kümeleri vardır. 𝑈 ve 𝑉 ayrık olduğundan 𝐺 ∩ 𝐻 = ∅ 

olacak şekilde ayrık 𝐺, 𝐻 yarı-açık kümeleri vardır. Böylece 𝑌 uzayı da 𝑠-normaldir. 

Kapalı küme  𝒈-kapalı  𝒈𝒔-kapalı 

     

Yarı kapalı küme  𝒔𝒈-kapalı   

 

Şekil 3.1. Kapalı kümeler arasındaki ilişki. 
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4. YARI-GENELLEŞTİRİLMİŞ KAPALI KÜMELER 

Bu kısımda bilinen kapalı küme kavramından daha genel bir hali olan yarı-

genelleştirilmiş kapalı küme kavramı üzerinde durulmuştur. Ayrıca bir 𝑋 uzayının 𝐴 

alt kümesinin yarı-genelleştirilmiş kapanışı (içi) ile ilgili özelliklere yer verilmiştir. 

Tanım 4.1.1 ([11,12]) 𝑋 bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 

(1) 𝐴 ⊆ 𝑈 ve 𝑈 yarı-açık olmak üzere 𝐴̃ ⊆ 𝑈  ise 𝐴 ya yarı genelleştirilmiş-kapalı 

küme (𝒔𝒈-kapalı küme) denir. 𝑋 deki 𝑠𝑔-kapalı kümelerin sınıfı 𝑆𝐺𝐶𝑙(𝑋) ile 

gösterilir. 

(2) 𝐴 yı içeren tüm 𝑠𝑔-kapalı kümelerin kesişimine 𝐴 nın yarı genelleştirilmiş 

kapanışı (𝒔𝒈-kapanışı) denir ve kısaca  𝐴
∼𝑔

 ile gösterilir. Her yarı-kapalı (kapalı) 

küme, 𝑠𝑔-kapalı küme ve her 𝑠𝑔-kapalı küme, 𝑔𝑠-kapalı olduğundan,  

𝐴 ⊂ 𝐴
𝑔∼

⊂ 𝐴
∼𝑔

⊂ 𝐴̃ ⊂ 𝐴̅ 

(3) 𝑋 deki 𝑠𝑔-kapalı bir kümenin tümleyenine yarı genelleştirilmiş-açık küme        

(𝒔𝒈-açık küme) denir. 𝑋 deki 𝑠𝑔-açık kümelerin sınıfı 𝑆𝐺𝑂(𝑋) ile gösterilir. 

(4) 𝐴 nın kapsadığı 𝑠𝑔-açık kümelerin birleşimine 𝐴 nın yarı genelleştirilmiş içi      

(𝒔𝒈-içi) denir ve kısaca 𝐴𝑠𝑔 ile gösterilir. Her yarı-açık küme, 𝑠𝑔-açık küme ve her 

𝑠𝑔-açık küme de 𝑔𝑠-açık olduğundan,                                        

𝐴𝑜 ⊂ 𝐴𝑠 ⊂ 𝐴𝑠𝑔 ⊂ 𝐴𝑔𝑠 ⊂ 𝐴 

(5) 𝑥 ∈ 𝑋 noktasını içeren her 𝑠𝑔-açık 𝑈 kümesi için 𝐴 ∩ (𝑈\{𝑥}) ≠ ∅ ise 𝑥 e 𝐴 nın 

yarı genelleştirilmiş-yığılma noktası (𝒔𝒈-yığılma noktası) denir. 𝐴 nın 𝑠𝑔-yığılma 

noktalarının kümesi 𝐴⊣ ile gösterilir. 

𝐴
∼𝑔

= 𝐴 ∪ 𝐴⊣ 

(6) 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. Eğer 𝑎 ∈ 𝐺 ⊆ 𝐴 olacak şekilde bir 𝐺 𝑠𝑔-açık kümesi varsa 

𝐴 kümesine 𝑎 noktasının yarı-genelleştirilmiş komşuluğu denir. Tüm 𝑠𝑔-açık 

kümelerin birleşimi 𝑠𝑔-açık olduğundan 𝐴𝑠𝑔 kümesi 𝑠𝑔-açıktır. 
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Not 4.1.2 ([12])  Bir 𝑋 uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 kümesi 𝑠𝑔-açıktır ancak ve ancak 𝐴 kümesi 

her noktasının 𝑠𝑔-komşuluğudur. 

Örnek 4.1.3  𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} deki 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑐, 𝑑}} için 𝑠𝑔-kapalı kümeleri bulalım. 

𝑆𝑂(𝑋) = {∅, 𝑋, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}} 

𝑆𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑎, 𝑏}, {𝑏}, {𝑎}} 

Çizelge 4.1. Bir (𝑋, 𝜏) uzayındaki 𝑠𝑔-kapalı kümeler. 

𝑨 𝑨̃ 𝑨 ⊂ 𝑼 𝐯𝐞 𝑼 ∈ 𝑺𝑶(𝑿) 

olacak şekilde kümeler 

𝒔𝒈-kapalı 

küme 

Yarı-kapalı 

küme 

∅ ∅ ∅, 𝑋, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑} ✓ ✓ 

{𝑎} {𝑎} {𝑎, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑏} {𝑏} {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑐} 𝑋 {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑑} 𝑋 {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑎, 𝑏} {𝑎, 𝑏} 𝑋 ✓ ✓ 

{𝑎, 𝑐} 𝑋 {𝑎, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑎, 𝑑} 𝑋 {𝑎, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑏, 𝑐} 𝑋 {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑏, 𝑑} 𝑋 {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑐, 𝑑} 𝑋 {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑎, 𝑏, 𝑐} 𝑋 𝑋 ✓ × 

{𝑎, 𝑏, 𝑑} 𝑋 𝑋 ✓ × 

{𝑎, 𝑐, 𝑑} 𝑋 {𝑎, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

{𝑏, 𝑐, 𝑑} 𝑋 {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 × × 

𝑋 𝑋 𝑋 ✓ ✓ 

Yarı genelleştirilmiş-kapalı kümelerin sınıfı aşağıdaki gibidir. 

 𝑆𝐺𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}} 
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Örnek 4.1.4 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} deki 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}} için 𝑠𝑔-kapalı kümeleri bulalım. 

𝑆𝑂(𝑋) = {∅, 𝑋, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑎}}, 𝑆𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑏}, {𝑐}, {𝑐, 𝑏}} 

Çizelge 4.2. Bir 𝑋 uzayındaki 𝑠𝑔-kapalı kümeler. 

𝑨 𝑨̃ 𝑨 ⊂ 𝑼 𝐯𝐞 𝑼 ∈ 𝑺𝑶(𝑿) 

olacak şekilde kümeler 

𝒔𝒈-kapalı küme Yarı-kapalı 

küme 

∅ ∅ ∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐} ✓ ✓ 

{𝑎} 𝑋 𝑋, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐} × × 

{𝑏} {𝑏} 𝑋, {𝑎, 𝑏} ✓ ✓ 

{𝑐} {𝑐} 𝑋, {𝑎, 𝑐} ✓ ✓ 

{𝑎, 𝑏} 𝑋 𝑋, {𝑎, 𝑏} × × 

{𝑎, 𝑐} 𝑋 𝑋, {𝑎, 𝑐} × × 

{𝑏, 𝑐} {𝑏, 𝑐} 𝑋 ✓ ✓ 

𝑋 𝑋 𝑋 ✓ ✓ 

𝑆𝐺𝐶𝑙(𝑋) = {𝑋, ∅, {𝑐}, {𝑏}, {𝑐, 𝑏}} yarı genelleştirilmiş-kapalı kümelerden oluşur. 

Not 4.1.5  (1) Her yarı-kapalı küme, 𝑠𝑔-kapalı küme ve her 𝑠𝑔-kapalı küme, 𝑔𝑠-kapalı 

kümedir. Fakat bu ifadelerin tersleri doğru değildir. Örnek 4.1.4 de 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑑} için 

𝐴̃ = 𝑋 dan 𝐴 yarı-kapalı değildir fakat 𝐴
∼𝑔

= 𝐴 olduğundan 𝐴 𝑠𝑔-kapalıdır. 

(2) 𝑔-kapalı ve 𝑠𝑔-kapalı kümeler genellikle birbirinden bağımsızdır. Örneğin (ℝ, 𝒰) 

alışılmış uzayında 𝐴 = (𝑎, 𝑏) için 𝐴 kümesi 𝑔𝑠-kapalıdır fakat 𝑔-kapalı değildir. Diğer 

taraftan Örnek 2.3.3 de 𝑋 = {𝑚, 𝑛, 𝑟} üzerindeki 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑚}} için 𝐴 = {𝑚, 𝑛} 

kümesi 𝑔-kapalıdır fakat     𝑠𝑔-kapalı değildir. 

(3) 𝑠𝑔-kapalı iki kümenin kesişimi veya birleşimi genellikle 𝑠𝑔-kapalı değildir. 

Örnek 4.1.6 (1) (ℝ, 𝒰) uzayında (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏) ve [𝑎, 𝑏] aralıkları 𝑠𝑔-açıktır. 

(2) (𝑋, 𝑃(𝑋)) olsun. 𝑆𝐺𝐶𝑙(𝑋) =  𝑃(𝑋) dir. 

(3) (𝑋, {𝑋, ∅} ) olsun. 𝑆𝐺𝐶𝑙(𝑋) =  {𝑋, ∅} dir. 
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Teorem 4.1.7 Bir 𝑋 uzayındaki 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 olsun. 

(1) 𝐴
∼𝑔

, 𝐴 yı kapsayan en dar kapalı kümedir. 

(2) 𝐴 ⊆ 𝐴
∼𝑔

 

(3) 𝐴 kümesi 𝑠𝑔-kapalı ise 𝐴
∼𝑔

= 𝐴 

(4) 𝐴 ⊆ 𝐵 ise 𝐴
∼𝑔

⊆ 𝐵
∼𝑔

  

(5) ( 𝐴
∼𝑔

)

∼𝑔

= 𝐴
∼𝑔

 

(6) (𝐴𝑐)
∼𝑔

= (𝐴𝑠𝑔)𝑐 

(7) (𝐴𝑐)𝑠𝑔 = ( 𝐴
∼𝑔

)
𝑐

 

4.2 Yarı Genelleştirilmiş-Kapalı ve Sürekli Fonksiyonlar 

Tanım 4.2.1 ([21]) 𝑋 ve 𝑌 topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon olsun. 

(1) 𝑌 deki her kapalı kümenin ters görüntüsü 𝑠𝑔-kapalı ise 𝑓 ye 𝒔𝒈-sürekli fonksiyon 

denir. Denk olarak 𝑓 𝑠𝑔-süreklidir ancak ve ancak her açığın ters görüntüsü 𝑠𝑔-açıktır. 

(2) 𝑋 deki her kapalı (açık) 𝐹 için 𝑓(𝐹), 𝑌 de 𝑠𝑔-kapalı (𝑠𝑔-açık) ise 𝑓 ye 𝒔𝒈-kapalı 

fonksiyon (𝒔𝒈-açık fonksiyon) denir. 

(3) 𝑌 deki her 𝑠𝑔-kapalı (𝑠𝑔-açık) kümenin ters görüntüsü 𝑠𝑔-kapalı (𝑠𝑔-açık) ise 𝑓 

ye 𝒔𝒈-irresolute fonksiyon denir.  

Teorem 4.2.2 (1) Her yarı-sürekli fonksiyon 𝑠𝑔-süreklidir. 

(2) Her 𝑠𝑔-sürekli fonksiyon 𝑔𝑠-süreklidir. 

İspat: Aşikârdır. Fakat tersleri genelde doğru değildir. 
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Örnek 4.2.3  𝑋 = 𝑌 = [0,1] ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonu  

𝑓(𝑥) = {
1,    0 ≤ 𝑥 ≤

1

2

0,   
1

2
≤ 𝑥 ≤ 1

 

şeklinde tanımlansın. 𝑓 yarı-süreklidir dolayısıyla 𝑠𝑔-süreklidir fakat sürekli değildir. 

Örnek 4.2.4 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑐, 𝑑}} ve 𝑌 = {𝑥, 𝑦},  𝜎 = {∅, 𝑌, {𝑦}} olsun. 

Ayrıca 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎), 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑑) = 𝑥, 𝑓(𝑐) = 𝑦 şeklinde tanımlansın. 

𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑑} ise 𝐴̃ = 𝑋 olduğundan 𝐴 yarı-kapalı değildir. Örnek 4.1.3 den 𝑋, 𝐴 

kümesini içeren tek yarı-açık küme olduğundan 𝐴, 𝑠𝑔-kapalıdır. Bu yüzden 𝑓 

fonksiyonu 𝑠𝑔-sürekli olmasına rağmen yarı-sürekli değildir. 

Teorem 4.2.5 𝑋 ve 𝑌 topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyon olsun. 

A) Aşağıdakiler denktir:  

(i) 𝑓, 𝑠𝑔-süreklidir. 

(ii) 𝑌 deki her açığın ters görüntüsü 𝑋 de 𝑠𝑔-açıktır. 

B) 𝑓: 𝑋 → 𝑌, 𝑠𝑔-sürekli ise her 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  dır. 

C) Aşağıdakiler denktir: 

(i) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 olacak şekilde her 𝑉 açığı için 𝑥 ∈ 𝑈 olmak üzere     

𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 olacak şekilde 𝑋 de bir 𝑠𝑔-açığı vardır. 

(ii) Her 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  dır. 

(iii) Her 𝐵 ⊆ 𝑌 için (𝑓−1(𝐵)
∼𝑔

) ⊂ 𝑓−1(𝐵̅) dır. 

İspat: A) Tanım 4.2.1 den (i) ⟺ (ii) dir. 

B) 𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) dır. 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  kümesi 𝑌 de kapalı ve böylece 𝑓−1(𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ), 𝐴 kümesini 

içeren 𝑠𝑔-kapalı küme olmuş olur. Sonuç olarak 𝐴
∼𝑔

⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) dır. Böylece  

𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓𝑓−1(𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ⊂ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ .  
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C) Kabul edelim ki (i) sağlansın, 𝑦 ∈ 𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ve 𝑦 ∈ 𝑉 herhangi bir açık olsun. Bu 

durumda 𝑥 ∈ 𝑋 olacak şekilde en az bir 𝑥 noktası ve 𝑓(𝑥) = 𝑦 dir, 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑥 ∈ 𝐴
∼𝑔

 ve 

𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 dir. 𝑥 ∈ 𝐴
∼𝑔

, 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅ sağlandığından 𝑓(𝐴) ∩ 𝑉 ≠ ∅ dır. Bu yüzden        

𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  elde edilir. Böylece (i) ⟹ (ii) sağlanmış olur.  

Tersine (ii) sağlansın. 𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere 𝑓(𝑥) içeren herhangi bir 𝑉 açığı bulunsun.                  

𝐴 = 𝑓−1(𝑉𝑐) olsun. Bu durumda 𝑥 ∉ 𝐴 dır. 𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊂ 𝑉𝑐 olduğundan 𝐴
∼𝑔

= 𝐴 

olur. Böylece 𝑥 ∉ 𝐴
∼𝑔

 olur ki 𝑈 ∩ 𝐴 = ∅ olacak şekilde 𝑥 i içeren en az bir 𝑈 𝑠𝑔-açığı 

vardır. Sonuç olarak 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑓(𝐴𝑐) ⊂ 𝑉 dir. O halde (ii) ⟹ (i) sağlanmış olur. 

Kabul edelim ki (ii) sağlansın ve 𝐵 ⊆ 𝑌 olsun. 𝐴 ile 𝑓−1(𝐵) yi yer değiştirelim.            

(ii) den 𝑓 ((𝑓−1(𝐵)
∼𝑔

)) ⊂ 𝑓𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ 𝐵 ̅olur. Böylece (𝑓−1(𝐵)
∼𝑔

) ⊂ 𝑓−1(𝐵̅) elde 

edilir. Böylece (ii) ⟹ (iii) sağlanmış olur. 

Tersine olarak (iii) sağlansın. 𝐴 ⊆ 𝑋 olmak üzere 𝐵 = 𝑓(𝐴) olsun. Bu durumda                          

𝐴
∼𝑔

⊂ (𝑓−1(𝐵))
∼𝑔

⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) olur. Dolayısıyla 𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  yazabiliriz. Böylece 

(iii) ⟹ (ii) dir. 

Teorem 4.2.6 𝑋 ve 𝑌 topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu için  

(1) 𝑓, 𝑠𝑔-açıktır. 

(2) Her 𝐴 ⊂ 𝑋 için 𝑓(𝐴∘) ⊂ (𝑓(𝐴))
𝑠𝑔

 dir. 

(3) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝑥 ∈ 𝑈 ∈ 𝜏 için 𝑉 ⊂ 𝑓(𝑈) olacak şekilde en az bir 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉                           

𝑠𝑔-açığı vardır. 

(4) Her 𝐵 ⊂ 𝑌 için 𝑓−1 ( 𝐵
∼𝑔

) ⊂ (𝑓−1(𝐵)) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ olur. 

İspat:  (1) ⟹ (2) ⟹ (3) ⟹ (4).  
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Teorem 4.2.7 𝑋 ve 𝑌 uzayları için 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu 𝑠𝑔-kapalı ise her 𝐴 ⊂ 𝑋 için  

(𝑓(𝐴)
∼𝑔

) ⊂ 𝑓(𝐴̅) 

İspat: Aşikârdır.  

Teorem 4.2.8 𝑋 ve 𝑌 uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu için aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑓, 𝑠𝑔-süreklidir, 

(2) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ∈ 𝜏 için 𝑥 ∈ 𝑈 olmak üzere 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 olacak şekilde 

𝑠𝑔-açık bir 𝑈 kümesi vardır, 

(3) Her 𝐴 ⊂ 𝑋 için 𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

(4) Her 𝐵 ⊂ 𝑌 için (𝑓−1(𝐵)
∼𝑔

) ⊂ 𝑓−1(𝐵̅) dır. 

İspat:  Aşikârdır.  

Teorem 4.2.9 𝑋 ve 𝑌 uzayları için 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu 𝑠𝑔-irresolutedir ancak ve 

ancak 𝑌 deki her 𝑠𝑔-açık 𝐴 kümesi için 𝑓−1(𝐴), 𝑋 de 𝑠𝑔-açıktır. 

İspat: 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonunun 𝑠𝑔-irresolute olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑌 

deki her 𝑠𝑔-kapalı 𝐵 için 𝑓−1(𝐵), 𝑋 de 𝑠𝑔-kapalıdır. 𝐴, 𝑌 deki 𝑠𝑔-açık küme ise        

 𝐴𝑐, 𝑠𝑔-kapalıdır. Böylece 𝑓−1(𝐴𝑐) 𝑠𝑔-kapalıdır. Fakat 𝑓−1(𝐴𝑐) = (𝑓−1(𝐴))𝑐 

olduğundan 𝑓−1(𝐴), 𝑠𝑔-açıktır. 

Tersine, 𝑌 deki her 𝑠𝑔-açık 𝐴 kümesi için 𝑓−1(𝐴), 𝑠𝑔-açık olsun. 𝐵, 𝑌 de 𝑠𝑔-kapalı 

ise 𝐵𝑐 𝑠𝑔-açıktır. 𝑓−1(𝐵𝑐) = (𝑓−1(𝐵))𝑐 𝑠𝑔-açıktır. Böylece 𝑓−1(𝐵), 𝑠𝑔-kapalı olur 

bu ise Tanım 4.2.1 den 𝑓 nin 𝑠𝑔-irresolute olması demektir. 

Teorem 4.2.10   𝑋 ve 𝑌 uzayları için 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyonu 𝑠𝑔-irresolute ise her          

𝐴 ⊂ 𝑋 için 𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓(𝐴)̃ dır. 
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İspat: 𝐴 ⊆ 𝑋 olduğunu kabul edelim. 𝑓(𝐴)̃ kümesi 𝑌 de 𝑠𝑔-kapalıdır. Böylece Tanım 

4.2.1 den 𝑓−1(𝑓(𝐴)̃), 𝑋 de 𝑠𝑔-kapalıdır. Dahası 𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)) ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)̃) dır. 

𝑠𝑔-kapanış tanımından 𝐴
∼𝑔

⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)̃) olur. Sonuç olarak 

𝑓 ( 𝐴
∼𝑔

) ⊂ 𝑓 (𝑓−1(𝑓(𝐴)̃)) ⊂ 𝑓(𝐴) ̃  

Teorem 4.2.11 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonu 𝑠𝑔-irresolute ise 𝑠𝑔-süreklidir. 

İspat: Her kapalı küme 𝑠𝑔-kapalı olduğundan 𝑓, 𝑠𝑔-süreklidir. Fakat tersi doğru 

değildir.       𝑋 = 𝑌 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑐}} ve 𝜎 = {∅, 𝑌, {𝑎}} olsun. 

𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑐) = 𝑏 ve 𝑓(𝑏) = 𝑐 şeklinde tanımlansın. Bu 

durumda {𝑏}, 𝑌 de 𝑠𝑔-kapalı olmasına rağmen 𝑓−1({𝑏}) 𝑋 de 𝑠𝑔-kapalı değildir. 

Dolayısıyla 𝑓, 𝑠𝑔-irresolute değildir. 

Teorem 4.2.12 𝑋, 𝑌 ve 𝑍 uzayları için 

(1)  𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 ve ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑍 𝑠𝑔-irresolute ise ℎ𝑜𝑓: 𝑋 → 𝑍 de 𝑠𝑔-irresolutedir. 

(2) 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 𝑠𝑔-irresolute ve ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑍 de 𝑠𝑔-sürekli ise ℎ𝑜𝑓: 𝑋 → 𝑍 𝑠𝑔-süreklidir. 

(3) 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 𝑠𝑔-sürekli ve ℎ: 𝑌 ⟶ 𝑍 de sürekli ise ℎ𝑜𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑍 𝑠𝑔-süreklidir. 

İspat: (1) 𝐴 ⊆ 𝑍 nin 𝑠𝑔-açık küme olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑓, ℎ nin         

𝑠𝑔-irresolute olmasından ℎ−1(𝐴) ve 𝑓−1(ℎ−1(𝐴)) kümesi 𝑠𝑔-açıktır. Böylece 

(ℎ𝑜𝑓)−1(𝐴) = 𝑓−1(ℎ−1(𝐴)) kümesi 𝑠𝑔-açıktır. Dolayısıyla ℎ𝑜𝑓 fonksiyonu               

𝑠𝑔-irresolute olur. (2) ve (3) aşikârdır. 

İki 𝑠𝑔-sürekli fonksiyonun bileşkesinin 𝑠𝑔-sürekli olması gerekmez fakat aşağıdaki 

kısıtlamalar altında bileşke fonksiyonun 𝑠𝑔-sürekli olması mümkündür. 𝑠𝑔-irresolute 

ile irresolute kavramları genel birbirinden farklı olduğuna dikkat edelim.  

Örnek 4.2.13 𝑋 = 𝑌 = {𝑎, 𝑏, 𝑐},  𝜏 = {∅, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑐}, 𝑋} ve 𝜎 = {∅, 𝑌, {𝑎}} 

verilsin. 𝑓: (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎) birim dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑓 irresolutedir. Fakat 

{𝑎, 𝑏} kümesi 𝑌 de 𝑠𝑔-kapalı olmasına rağmen 𝑋 de 𝑠𝑔-kapalı değildir. Dolayısıyla 𝑓 

𝑠𝑔-irresolute değildir. 
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Örnek 4.2.14 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑌 = {𝑥, 𝑦}, 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑐, 𝑑}}, 𝜎 = {∅, 𝑌, {𝑦}} verilsin.      

𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌, 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑑) = 𝑥, 𝑓(𝑐) = 𝑦 şeklinde verilsin. {𝑥}, 𝑌 de               

yarı-kapalıdır ve 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑑} kümesi 𝑠𝑔-kapalıdır fakat yarı-kapalı değildir. Bu 

yüzden 𝑓 fonksiyonu 𝑠𝑔-irresolute olmasına rağmen irresolute değildir. 

4.3 Yarı Genelleştirilmiş Ayırma Aksiyomları 

Bu kısımda yarı-ayırma aksiyomlarından daha zayıf olan ve 𝑠𝑔-kapalılar                        

(𝑠𝑔-kapalılar) kullanılarak elde edilen yarı genelleştirilmiş-regüler (𝑠𝑔-regüler) ve 

yarı genelleştirilmiş-normal (𝑠𝑔-normal) olarak adlandıracağımız ayırma aksiyomları 

ve özellikleri incelenecektir. 

Tanım 4.3.1 ([7,8,10]) 𝑋 bir uzay olsun. 

(1) Her yarı-kapalı 𝐹 ⊂ 𝑋  kümesi ve her 𝑥 ∉ 𝐹 noktası için 𝑥 ∈ 𝑈 ve 𝐹 ⊂ 𝑉 olacak 

şekilde ayrık yarı-açık 𝑈 ve 𝑉 kümeleri varsa 𝑋 e yarı -regüler uzay (𝒔-regüler uzay) 

denir. 

(2) Ayrık yarı-kapalı 𝐹 ve 𝐺 kümeleri için 𝐹 ⊂ 𝑉 ve 𝐺 ⊂ 𝑈 olacak şekilde ayrık yarı-

açık 𝑈 ve 𝑉 kümeleri varsa 𝑋 e yarı-normal uzay (𝒔-normal uzay) denir 

(3) Her 𝑠𝑔-kapalı 𝐹 kümesi ve her 𝑥 ∉ 𝐹 noktası için 𝑥 ∈ 𝑈 ve 𝐹 ⊂ 𝑉 olacak şekilde 

ayrık yarı-açık 𝑈 ve 𝑉 kümeleri varsa 𝑋 e yarı genelleştirilmiş-regüler uzay             

(𝒔𝒈-regüler uzay) denir.  

(4) Ayrık 𝑠𝑔-kapalı 𝐹 ve 𝐺 kümeleri için 𝐹 ⊂ 𝑉 ve 𝐺 ⊂ 𝑈 olacak şekilde ayrık yarı-

açık 𝑈 ve 𝑉 kümeleri varsa 𝑋 e yarı genelleştirilmiş-normal uzay (𝒔𝒈-normal uzay) 

denir. 

Lemma 4.3.2 𝑋 uzayı 𝑠𝑔-regülerdir ancak ve ancak 𝑋 uzayı yarı-regüler ve yarı-𝑇1

2

 

(her 𝑠𝑔-kapalı küme yarı-kapalı ise uzaya yarı-𝑇1

2

 denir) dir. 

İspat: 𝑋 uzayının 𝑠𝑔-regüler olduğunu kabul edelim. Yarı-regüler olduğu açıktır. 

Dolayısıyla yarı-𝑇1

2

 olduğunu gösterelim. 𝐹 ⊆ 𝑋 kümesi 𝑠𝑔-kapalı olsun. Her 𝑥 ∉ 𝐹 

için 𝑈𝑥 ∩ 𝐹 = ∅ olacak şekilde en az bir 𝑥 in 𝑈𝑥 yarı-açık komşuluğu vardır. 
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𝑈 = ⋃{𝑈𝑥: 𝑥 ∉ 𝐹} olarak alırsak 𝑈 kümesi yarı-açık ve 𝑈 = 𝐹𝑐 olur ki böylece 𝐹   

yarı-kapalı olur. O halde uzay yarı-𝑇1

2

 olur. Teoremin tersi ise aşikârdır. 

Şimdi ise yarı-regüler uzaylar ile 𝑠𝑔-regüler uzaylar arasındaki farkı gösteren bir örnek 

verelim. 

Örnek 4.3.3 𝑌 ve 𝑍 ayrık sonsuz kümeler ve 𝑋 = 𝑌 ∪ 𝑍 olsun. Bu durumda                  

𝜏 = {∅, 𝑋, 𝑌, 𝑍} sınıfı 𝑋 de bir topolojidir. Bu topolojide her yarı-kapalı küme hem açık 

hem de kapalıdır. Böylece 𝑋 uzayı yarı-regüler olur. Diğer taraftan ∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝑌 ve       

𝑥 ∈ 𝑌 − 𝐴 ise 𝐴 kümesi 𝑠𝑔-kapalıdır. Fakat 𝐴 kümesi ile 𝑥 noktası ayrık yarı-açıklar 

ile ayrılamaz. Sonuç olarak 𝑋 topolojik uzayı 𝑠𝑔-regüler değildir. 

Şimdi de yarı-regüler uzaylar karakterize edilecektir. 𝐴 ⊆ 𝑋 kümesi hem yarı-açık 

hem de yarı-kapalı ise yarı-clopen olarak adlandırılır. Her yarı-açık kümenin             

yarı-kapanışı yarı-clopendir. 

Teorem 4.3.4 Bir 𝑋 uzayında aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑋, 𝑠𝑔-regülerdir. 

(2) Her 𝑠𝑔-açık 𝐺 kümesi yarı-clopen kümelerin birleşimidir. 

(3) Her 𝑠𝑔-kapalı 𝐹 kümesi yarı-clopen kümelerin kesişimidir. 

İspat (1) ⟹ (2): 𝐺 kümesi 𝑠𝑔-açık ve 𝑥 ∈ 𝐺 olsun. 𝐹 = 𝐺𝑐 ise 𝐹, 𝑠𝑔-kapalıdır. 

Kabulden 𝐹 ⊆ 𝑊2 ve 𝑥 ∈ 𝑊1 olacak şekilde 𝑊1 ve 𝑊2 ayrık yarı-açıkları vardır.       

𝑉 = 𝑊1̃ ise 𝑉 yarı-clopen ve 𝑉 ∩ 𝐹 ⊆ 𝑉 ∩ 𝑊2 = ∅ olur buradan 𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝐺 = 𝐹𝑐  dır. 

Böylece 𝐺, yarı-clopen kümelerin birleşimi olur. 

(2) ⟹ (3): Aşikârdır. 

(3) ⟹ (1): 𝐹 kümesi 𝑠𝑔-kapalı ve 𝑥 ∉ 𝐹 olsun. Kabulden 𝐹 ⊆ 𝑉 ve 𝑥 ∉ 𝑉 olacak 

şekilde en az bir 𝑉 yarı-clopen kümesi vardır. 𝐺 = 𝑉𝑐 ise 𝐺, 𝑥 noktasını içeren           

yarı-açık bir küme ve 𝐺 ∩ 𝑉 = ∅ olur. Böylece 𝑋 uzayı 𝑠𝑔-regüler olur.  
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Teorem 4.3.5 Her 𝑠𝑔-regüler uzay yarı-𝑇2 dir. 

İspat: 𝑋 uzayının 𝑠𝑔-regüler olduğunu ve 𝑥 ≠ 𝑦 için 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olduğunu kabul edelim. 

Teorem 4.3.2 den {𝑥} ya yarı-açık ya da yarı-kapalıdır. {𝑥} yarı açık ise 𝑠𝑔-açık ve 

böylece Teorem 4.3.3 den yarı-clopen olur. {𝑥} ve {𝑥}𝑐 ayrık yarı-açık kümelerdir. {𝑥} 

yarı kapalı ise {𝑥}𝑐 yarı-açık ve böylece Teorem 4.3.3 den yarı-kapalı kümelerin 

birleşimidir. O halde 𝑦 ∈ 𝑉 ⊆ {𝑥}𝑐 olacak şekilde bir 𝑉 yarı-clopen kümesi vardır. Bu 

da 𝑋 uzayının yarı-𝑇2 olması demektir. 

Teorem 4.3.6 Her 𝑠𝑔-normal uzay yarı-normaldir. Fakat tersi genelde doğru değildir. 

İspat: Tanım 4.3.1 ve Örnek 4.3.3 den ispat aşikârdır. Örnek 4.3.3 teoremin tersinin 

doğru olmadığını gösteren bir örnektir. 

Teorem 4.3.7  𝑋 uzayı 𝑠𝑔-normaldir ancak ve ancak her 𝑠𝑔-kapalı 𝐹 kümesi ve 𝐹 yi 

içeren her 𝑠𝑔-açık 𝐺 kümesi için 𝐴 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝐺 olacak şekilde yarı-clopen 𝑉 kümesi 

vardır. 

İspat: 𝐹 kümesi 𝑠𝑔-kapalı ve 𝐺 de 𝐹 yi içeren 𝑠𝑔-açık küme olsun. 𝐹 ∩ 𝐺𝑐 = ∅ dur. 

Bu durumda 𝐹 ⊆ 𝑊1 ve 𝐺𝑐 ⊆ 𝑊2 olacak şekilde ayrık yarı-açık 𝑊1 ve 𝑊2 kümeleri 

vardır. Eğer 𝑉 = 𝑊1̃ alırsak 𝑉 yarı-clopendir ve 𝐹 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝐺 olur. İspatın diğer tarafı 

aşikârdır.  

Tanım 4.3.8 ([22])  (1) 𝑋 uzayında her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 nokta çifti için 𝑥 ∈ {𝑦}̃ olduğunda 

𝑦 ∈ {𝑥}̃ ise uzaya yarı-simetriktir denir. 𝑋 uzayı yarı-simetriktir ancak ve ancak her 

𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥} kümesi 𝑠𝑔-kapalıdır. 

(2) 𝑋 𝑠-normal ve 𝐹 yarı-kapalı, 𝐴 𝑠𝑔-kapalı olmak üzere 𝐹 ∩ 𝐴 = ∅ ise 𝐹 ∩ 𝐴̃ = ∅ 

olur. Böylece 𝐹 ⊆ 𝐺 ve 𝐴 ⊆ 𝐻 olacak şekilde ayrık yarı-açık 𝐺 ve 𝐻 kümeleri vardır. 

Teorem 4.3.9 Bir 𝑋 uzay için 

(1) 𝑋 uzayı 𝑠-normal ve yarı-simetrik ise 𝑠-regülerdir. 

(2) 𝑋 uzayı 𝑠𝑔-normal ve yarı-simetrik ise 𝑠𝑔-regülerdir. 
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İspat: (1) Kabul edelim ki 𝐹 ⊆ 𝑋 yarı kapalı ve 𝑥 ∉ 𝐹 olsun. Bu durumda {𝑥} kümesi 

𝑠𝑔-kapalıdır. Tanım 4.3.8 den 𝐹 ve {𝑥} ayrık yarı-açık kümeler ile ayrılabilir. O halde 

uzay 𝑠𝑔-regülerdir.  

(2) Aşikârdır. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında verilen bir kümenin 𝑔𝑠-açıklığı, 𝑔𝑠-kapalılığı, 𝑔𝑠-kapanışı,       

 𝑔𝑠-içi, 𝑠𝑔-açıklığı, 𝑠𝑔-kapalılığı, 𝑠𝑔-kapanışı, 𝑠𝑔-içi şeklindeki farklı operatörlerin 

temel özellikleri incelenmiştir. Bu özelliklerin kapalılık (yarı-kapalılık), kapanış (yarı-

kapanış) gibi kavramlar ile olan ilişkileri araştırılmıştır. Ardından, bilinen ayırma 

aksiyomlarından daha zayıf olan ve bir kümenin 𝑔𝑠-kapalılığı veya 𝑠𝑔-kapalılığı 

kullanılarak elde edilen farklı tipleri (özellikle 𝑔𝑠-regüler, 𝑔𝑠-normal, 𝑠𝑔-regüler,     

𝑠𝑔-normal) üzerine çalışılmıştır. Son olarak verilen bir 𝑓 fonksiyonunu 𝑔𝑠-sürekliği 

(𝑔𝑠-kapalılığı), 𝑠𝑔-sürekliliği (𝑠𝑔-kapalılığı), 𝑔𝑠-irresolute (𝑠𝑔-irresolute) 

tanımlanmış, aralarındaki ilişkiler belirlenmiştir. Devamda ise bu şekilde sürekliliğe 

sahip olan fonksiyonların bileşkesi olan fonksiyonun durumu araştırılmıştır.  

Tez çalışmasında kullanılan kapalılık yerine pre-kapalı küme, genelleştirilmiş            

pre-kapalı küme, pre-genelleştirilmiş kapalı küme, v.b. kavramlar alınırsa yeni ayırma 

aksiyomları, yeni sürekli fonksiyonlar, yeni operatörler elde edilebilir. Homeomorfizm 

kavramının 𝑔𝑠-homeomorfizm veya 𝑔𝑠-homeomorfizm şeklinde farklı uyarlamaları 

tanımlanabilir. Bunun dışında, bilinen anlamda tanımlanan kompaktlık, bağlantılılık, 

sober uzay olma, v.b. gibi kavramların daha genel formları elde edilebilir.  
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