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OZET

X bir topolojik uzay ve A € X olsun. (i) A € U olacak sekildeki her U a¢ig1 igin
A € U ise A ya genellestirilmis-kapali kiime (g-kapali kiime) denir. (ii) A € U olacak
sekildeki her U acig1icin A € U ise A ya genellestirilmis yari-kapali kiime (gs-kapali
kiime) denir. (iii) A S U olacak sekildeki her U yari-agig1 icin A € U ise A ya yar
genellestirilmis-kapali kiime (sg-kapali kiime) denir. Dahas1 X deki g-kapali kiimenin
(swrasiyla sg-kapali kiime, gs-kapali kiime) tiimleyenine g-acik kiime (sirasiyla sg-
acik kiime, gs-ag¢ik kiime) denir.

Bu tez caligmasinda, genellestirilmig-yar1 kapali fonksiyonlar, yari-genellestirilmis
kapali fonksiyonlar, gs-agik (gs-kapali), sg-ag¢ik (sg-kapali), gs-siirekli ve sg-stirekli
fonksiyonlarin ~ 6zellikleri  birbirleriyle olan iliskileri arastirilmistir. Ayrica
genellestirilmis-yar1 kapanis, yari-genellestirilmis kapanis, genellestirilmis-yar1 i¢
operatorleri, gs-regiiler, gs-normal, sg-regiiler ve sg-normal uzaylar gibi yeni
kavramlarin 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-agik kiime, Yari-kapanig, gs-kapali kiime, sg-kapali kiime,
gs-sureklilik, sg-stireklilik.
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Let X be a topological space and A € X is called: (i) generalized closed set
(g-closed set), if A € U whenever A € U and U is open. (ii) semi-generalized closed
set (sg-closed set), if A € U whenever A € U and U is semi-open. (iii) generalized
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gs-normal, sg-regular and sg-normal spaces were examined.
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1. GIRIS

Yari-agik kiimeler ve yari siirekli fonksiyonlar 1963 yilinda Levine [1] tarafindan
ortaya atildi. 1987 yilinda Bhattacharyya ve Lahiri [2] yar1 genellestirilmis kapali
kiime kavramini tanimlamak i¢in yari-agik kiime kavramini kullandilar. Daha sonra
1990 yilinda Arya [3] v.d. yari-normallik aksiyomunu karakterize etmek igin yari-
kapanis kavramini kullanarak genellestirilmis yar1 kapali kavramini tanimladilar.
Ardindan 1993 yilinda Devi [4] v.d. genellestirilmis yar1 kapali doniistimler ve yari

genellestirilmis kapali doniisiimler kavramlarint detayl bir sekilde ele aldilar.

Genellestirilmis kapali ve genellestirilmis acik kiime kavramlari ile alakali bu
gelismelerin kokeni literatiirde 1970 yilinda Levine [5] tarafindan “Generalized
Closed Set In Topological Spaces” isimli ¢aligmasma dayanir. 1975-1978 yillari
arasinda Maheshwari ve Prasad, [6-8], semi-T; uzaylar, s-regiiler uzaylar, s-normal
uzaylar ve 6zelliklerini arastirdilar. 1982 yilinda Malghan, [9], genellestirilmis kapali
fonksiyonlar konusuna girig yapti. 2002 yilinda Ganster [10] v.d. dnceki tanimlardan
farkli olarak yar1 genellestirilmis kapali kiimelerden yararlanarak sg-regiilerlik ve

sg-normallik kavramlarin1 tanimladilar ve 6zelliklerini incelediler.

2011 yilinda Navalagi [11], yar1 genellestirilmis agik kiimeleri kullanarak yari
genellestirilmis ayirma aksiyomlarini tanimladi. Yine 2013 yilinda Navalagi [12]
genellestirilmis yar1 kapali kiimeler ve yari-genellestirilmis kapali kiimeler
kavramlarini incelemis genellestirilmis yar1 kapanis (yari-i¢) ve yari-genellestirilmis
kapanis (i¢) operatorleri, genellestirilmis yar: regiiler ve genellestirilmis-yar1 normal
uzaylar gibi kavramlar1 ortaya atmistir. Bunun yaninda genellestirilmis-yar1 kapali
fonksiyonlar ve yar1 genellestirilmis kapali fonksiyonlarin 6zelliklerini incelemistir.
Bir fonksiyonun siirekliligi, g-stirekliligi, s-stirekliligi, gs-siirekliligi, sg-siirekliligi,

irresolute olmasi gibi kavramlar ile ilgili literatiirde ¢alismalar bulunmaktadir [13-15].

Bu tez caligmasinda genellestirilmis yar1 kapali fonksiyonlar, yar1 genellestirilmis
kapali fonksiyonlar, gs-acik (kapali), sg-acik (kapali), gs-siirekli ve sg-siirekli
fonksiyonlarin ozellikleri birbirleriyle iligkileri arastirilmistir. Ayrica bir kiimenin
genellestirilmis yar1 kapanisi, yart genellestirilmis kapanisi, genellestirilmis yart igi
gibi operatorler, gs-regiiler, gs-normal, gs-regiiler ve gs-normal uzaylar gibi yeni

kavramlar, 6zellikleri ve birbirleriyle olan iliskileri arastirilmistir.



Ayrica bu tez ¢alismasi boyunca aksi belirtilmedikge X uzay1 (X, t) topolojik uzayini,

Y uzayi ise (Y, o) topolojik uzaym gostermektedir.



2. YARI-KAPALI KUMELER VE OZELLIKLERI

2.1 Kapah Kiimeler ve Ozellikleri

Tamim 2.1.1 ([16,17]) X bir topoloji uzay ve A € X olsun.

(1) A € 7ise A ya acik kiime denir.
(2) A€ acik ise A ya kapal kiime denir.
(3) A nin kapsadig1 en genis a¢ik kiimeye A nin i¢i denir ve A° ile gosterilir.

(4) A y1kapsayan en dar kapali kiimeye A nin kapamsi denir ve A ile gosterilir.
Onerme 2.1.2 ([16,17]) X bir topoloji uzay ve 4, B S X olsun.

Cizelge 2.1. Bir uzaydaki i¢ ve kapanis 6zellikleri.

A°C A ACA
A° agiktir A kapalidir
A agiktir & A° = A dir Akapalidir & A = A dir
A% = A° @) =4
AC Bise A° € B° ACBiseAcB
(ANB)° = A°NB° (ANB)CANB
A° UB° € (AUB)° (AUB)=AUB
A°)° = %) @A) = (A%°

Tamm 2.1.3 ([16,17]) X ve Y topolojik uzaylar, f: X — Y bir fonksiyon ve x, € X
olsun.

(1) f(xo) nher G agik komsulugu i¢in f (U) < G olacak sekilde x, € U agig1 varsa f
ye x, da siireklidir denir. f, her x, i¢in siirekli ise f ye siireklidir denir.

(2) f orten, bire-bir, siirekli ve tersi de siirekli ise f ye homeomorfizm denir.

(3) U acik (kapali) kiimesi i¢in f(U), Y de acik (kapali) ise f ye a¢ik fonksiyon

(kapah fonksiyon) denir.



2.2 Yari-Kapal Kiimeler Ve Ozellikleri

Tamm 2.2.1 ([1,17,19]) Bir X uzayi igin

(1) U c G c U seklinde U € T varsa G € X e yar1-agik (semi-open) kiime denir.

(2) F° € H CF seklinde en az bir F € X kapali kiimesi varsa H ye yari-kapali

(semi-closed) kiime denir. Yari-agik bir kiimenin tiimleyeni yari-kapalidir.

(3) SO(X) tiim yari-agik kiimelerin sinifi ve SCI(X) ise tiim yari-kapali kiimelerin

smifidir.

(4) Bir A kiimesinin yari-kapanis1 A biciminde gésterilir ve A y1 kapsayan tiim yari-

kapali kiimelerin kesisimidir.

(5) Bir A kiimesinin yari-igi A°ile gosterilir ve A nin kapsadigi tiim yari-agik

kiimelerin birlesimidir.

Ornek 2.2.2 X = {p,, s} deki T = {@, X, {p}} topolojisi icin X deki yari-kapal1 ve

yari-agik kiimeleri bulalim.

Cizelge 2.2. Bir X uzayindaki yari-agik kiimeler.

Acik Kapal Acgk Kapalh Yari-acik Yari-kapalh
Kiimeler | kiimeler kiimelerin kiimelerin kiimeler kiimeler
kapanisi ici
] X 0=0 X 1] X
{p} {r’ S} m = X Q {p};{p: r}l {rr S}I {S}r
{p,s}X {r},o
X %) X=X @ X @

S0(X) ={0,{p}. {p. 7}, {p, s}, X} ve SCI(X) = {X, {r, s}, {s},{r}, 0} dir.

Teorem 2.2.3 ([1,19]) X bir uzay ve A € X olsun.

(1) A yari-agik ise A€ yari-kapalidir.

(2) Ayari-agik ve U agik ise A N U yari-agiktir.

(3) A yari-kapali ve F kapali ise A U F yari-kapalidir.

(4) {A; € X:i € I} yari-agiklarin bir smifi olsun. U;¢;4; yari-agiktir.

(5) {A; € X:i € I} yari-kapalilarin bir sinifi olsun. N;¢;A; yari-kapalidir




(6) Tek nokta kiimeleri agik olmadik¢a yari-agik olamaz

(7) A° = @ olsun, A yari-ac¢ik olamaz.

(8) A yari-agiktir ancak ve ancak A € A° dir.

(9) A yari-kapalidir ancak ve ancak (4)° € A dir.

(10) A U (A)° kiimesi yari-kapalidir.

(11) Aigin AU (A)° = A dur.

(12) (45)€ = (4°) dir.

(13) (A°)° = (/T)C dir.

Dikkat edelim ki yari-acik olmayan kiimelerin birlesimi yari-agik olabilir. (R, U)

alisilmis topolojik uzayinda A = (0,4)U{5}, B = (3,6)U{1} yari-acik degildir fakat
A U B yari-agiktir.

Ornek 2.2.4 (1) (R, U) alisilmis topolojik uzayinda (m, n), [m,n), (m,n] ve [m,n]

araliklan yari-agiktir.
(2) (X,{X,0}) olsun. SO(X) = {X, @} dir,
(3) (X, P(X)) olsun. SO(X) = P(X) dir,

Tamim 2.2.5 ([1, 18-20]) X, Y topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olsun.

(1) Y deki her acik kiimenin ters goriintiisii yari-agik ise f ye yari-siireklidir denir.

Her siirekli fonksiyon yari-siireklidir.

(2) Y deki her yari-agik kiimenin ters goriintiisii yari-agik ise f ye irresolute denir.

Dolayisiyla her irresolute fonksiyon yari-siireklidir.

2.3 Genellestirilmis Kapali Kiimeler Ve Ozellikleri

Tamm 2.3.1 ([5]) Bir X uzayinda A € X olsun. A € U olacak sekildeki her U agig1
icin AC U ise A ya genellestirilmis kapah (g-kapal) kiime denir. X deki
g-kapalilariin sinifi GCI(X) seklinde gosterilir. A€ g-kapali ise A ya genellestirilmis
acik (g-acik) kiime denir. Tiim g-agiklarin sinift GO (X) ile seklinde gosterilir.



Ornek 2.3.2 X = {m,n,r} deki T = {@, X, {m, n}, {m}} i¢in g-kapali kiimeler,

Cizelge 2.3. Bir X uzayindaki g-kapali kiimeler.

A A A c U olacak sekildeki | Kapali | g-kapah
U € t kiimeleri kiime kiime
0 ¢ @,X,{m}, {m,n} v v
{m} X {m},{m,n}, X X X
{n} {n,7} {m,n}, X X X
{r} {r} X v v
{m,n} X {m,n}, X X X
{m,r} X X X
{nr} | {nr} X v v
X X X v v

g-kapali kiimelerin smifi GCI(X) = {@, X, {m,r},{r},{n,r}}

g-kapali olmasina ragmen kapali degildir.

dir. {m,r} kimesi

Ornek 2.3.3 X = {m,n, 7} deki T = {0, X, {m}} icin g-kapal kiimeleri bulalim.

Cizelge 2.4. Bir X uzayindaki g-kapali kiimeler.

A A A c U olacak sekildeki | Kapal | g-kapah
U € t kiimeleri kiime | Kiime

1) 1) ?,X,{m} v v
{m} X X, {m} X X
{n} {n,r} X X v
| x v
{m,n} X X X v
{m,r} X X X v
{n,r} {n,r} X v
X X X v

g-kapalilarm smifi GCL(X) = {X, @, {r}, {n}, {m,r},{m, n}, {n,r}} dir.




Ornek 2.3.4 (1) (R, U) da (m,n), [m, n), (m, n] ve [m, n] araliklar1 g-agiktir.
(2) (X,{X,0}) olsun. GO(X) = {X, @} dir,
(3) (X, P(X)) olsun. GO(X) = P(X) dir,

Teorem 2.3.5 Bir X uzayinda A € X nin g-kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A — A nin tek kapali alt kiimesinin @ olmasidur.

Ispat: F, A — A nm kapali bir alt kiimesi oldugunu kabul edelim. A S F¢ ve A
kiimesinin g-kapaliligindan A € F€ veya F € (A)° olur. Béylece F € AN (A)¢ = ¢
olur, boylece F =@ dur. Tersine olarak AS U ve U agik olsun. A ¢ U ise
(ANU)° = (A)°uUolur. Buda A n U° kiimesinin A — A nin bostan farkli kapali

bir alt kiimesi olmasi demektir. Bu ise kabul ile ¢elisir ki boylece 4, g-kapalidir.

Sonu¢ 2.3.6 Bir X uzaymda bir A kiimesi g-kapali olsun. A nin kapali olmast igin

gerek ve yeter sart A — A nin kapal1 olmasidur.
Teorem 2.3.7 Bir X uzayinda A4, B € X kiimeleri g-kapali ise A U B de g-kapalidir.

Ispat: AUB S Uve U agikise AUB = AU B € U olurkibudaA U B nin g-kapali
oldugunu gosterir. Fakat g-kapali iki kiimenin kesisimi g-kapali olmayabilir. Ornegin
X ={m,n,r} kiimesi iizerindeki v = {@,X,{m}} icin A ={m,n} ve B ={m,r}

kiimeleri g-kapali olmasina ragmen A N B = {m} kiimesi g-kapali degildir.

Teorem 2.3.8 Bir X uzayinda B € A € X i¢in B, Aye ve A da X e gore g-kapali olsun.
Boylece B de X de g-kapalidir.

Ispat: BS Gve G Etolsun. BS ANG € 14 Ve B, A ya gore g-kapali oldugundan
B, €S ANG olur. Dolayisiyla ANBSANG ve AS G U(B) dir. Anin X e gore
g-kapaliligindan A € G U (B)¢ yazilir. O halde B A< GuU (B)° olur ki BS G
olur. Sonug olarak B de X gore g-kapalidir.

Sonu¢ 2.3.9 X uzaymda A, F € X olsun. A, g-kapali ve F kapali ise A N F kiimesi
de g-kapalidir.



Teorem 2.3.10 Bir X uzayinda A4, g-kapali ve A € B € A ise B de g-kapalidur.

Ispat: A kiimesi g-kapali ve AS B S Aolsun. B—B € A—A den ve A— A nin
bostan farkl1 higbir kapali alt kiimesi olmadigindan B — B nin de bostan farkli higbir
kapali alt kiimesi yoktur. Teorem 2.3.5 den B kiimesi g-kapalidir.

Teorem 2.3.11 Bir X uzayinda A € B € X ve A, X e gore g-kapali olsun. Bu durumda
A, B ye gore g-kapalidir.

Ispat: G € 7 icin A € B N G olsun. Dolayistyla A € G olur ve kabulden A € G olur.
Buradan BNAS B NG yazihr. ASBNACS BNG olur ki Tanim 2.3.1 den A
kiimesi B deki alt topolojiye gore g-kapalidir.

Yukaridaki teorem g-acik kiimeler igin yanhistir. Ornegin X = {m,n, r} uzaymdaki
T = {(D, X, {m}} diisiinelim. A = {n}, B = {m,n} olsun. t, = {@, A}, 15 = {(D,B, {m}}

olur ki A, X de g-agik olmasina ragmen Tz Ye gore g-agik degildir.

Teorem 2.3.12 Bir X uzayinda t nun her elemani kapalidir ancak ve ancak X in her

alt kiimesi g-kapalidir.

Ispat: 7 nun her elemanimi kapali ve A S G € T oldugunu kabul edelim. Buradan
A € G = G ve A kiimesi g-kapalidir. Tersine her A kiimesi g-kapali ve G € 7 olsun.
G C G ve G kiimesi g-kapali oldugundan G € G olur ki bu ise G nin kapali oldugunu

gosterir.

Teorem 2.3.13 Bir X uzayinda A € X g-aciktir ancak ve ancak F kapali ve F € A
oldugunda F < A° dir.

Ispat: F € A kapali ve A kiimesi g-agik olsun. F € A oldugundan A¢ € F€ olur. F¢
acik ve A€, g-kapali oldugundan A¢ € F¢ olur. Onerme 2.1.2 den (A°)¢ € F¢ dir.
Burada F € A° elde edilir.

Teorem 2.3.14 Bir X uzayinda A, B € X ayrik g-acik kiimeler ise A U B de g-aciktur.

Ispat: F, A U B nin kapal alt kiimesi olsun. F N A € A olur ve boylece Teorem 2.3.13
den F n A € A° dir. Benzer sekilde F N B € B° yazilir.



F=FN(AUB)=(FnAUFNB)S(FNAU(FNB)SA°URB°

Boylece F € A° U B° elde edilir. Onerme 2.1.2 den F € A° U B° € (A U B)° olur ki
F € (AU B)? elde edilir. Teorem 2.3.13 den A U B, g-agik olur.

iki g-acik kiimenin birlesimi genelde g-acik degildir. X = {m,n, 7}, T = {@, X, {m}}
icin A = {n} ve B = {r} kiimeleri g-acik olmasina ragmen A U B = {n,r}, g-acik
degildir.

Teorem 2.3.15 Bir X uzayinda A € X kiimesi g-agiktir ancak ve ancak G € t ve
A° U A€ C G oldugunda G = X dir.

ispat: G acik ve A° U A° C G olsun. G€ € (A° U A9)¢ = (4°)° N (A°)€ = (A°) — A°
yazilir. G€ kapali ve A, g-kapali oldugundan Teorem 2.3.5 den G¢ = @ olur ki burada
G = X elde edilir.

Tersine olarak F kapali ve F € A olmak lizere F € A° oldugunu gosterecegiz.
A° U A€ € A° U F€ den ve A° U F€ agik oldugunda kabul geregi A° U F¢ = X olur ki
F < A° dir. Teorem 2.3.13 den A kiimesi g-agiktir.

Teorem 2.3.16 Bir X uzayinda A € B < X olsun. A, B ye gore g-agik ve B, X e gore
g-acik ise A, X e gore g-aciktir.

Ispat: F kapali ve F € A oldugunu kabul edelim. F, B deki alt topolojiye gore g-acik
oldugundan F € (A°)g. Burada F € U N B € A olacak sekilde U a¢ig1 vardir. B
kiimesi X deki topolojiye gore g-acik oldugundan baz1 V agiklariigin F € V < B olur.
Boylece FS UNV < A olur. Bu ise F € A° olmasidir. Teorem 2.3.13 den A4, X de
g-acik olur.

Teorem 2.3.17 X uzayinda A° € B € A ve A, g-agik kiime ise B de g-acik kiimedir.

Ispat: A° € B¢ € (4°)° olur ki Onerme 2.1.2 den A° € B¢ € (A°) yazilir. Teorem
2.3.10 dan B¢ kiimesi g-kapalidir boylece B, g-agik kiimedir.

Teorem 2.3.18 X uzayinda A € X kiimesi g-kapalidir ancak ve ancak A — A kiimesi

g-aciktir.



Ispat: A kiimesinin g-kapali ve F kapali olmak iizere F € A — A oldugunu kabul
edelim. Teorem 2.3.5 den F = @ olur. Béylece F € (A — A)° yazilir. Teorem 2.3.13
den A — A kiimesi g-agiktir.

Tersine U €1 olmak iizee ACSU olsun. ANUSCSANA =A—A olur.
ANUC S (A—A)° olur. (A—A)° =@ dan AN U = @ olur. Béylece A c U olur.
Tanim 2.3.1 den A kiimesi g-kapalidir.

Teorem 2.3.19 X, Y topolojik uzaylar f: X — Y fonksiyonu siirekli ve kapali olsun.
A C X kiimesi g-kapali ise f(A4), Y de g-kapalidir.

Ispat: f(A)c G ve G, Y de acik bir kiime ise A c f~1f(4) € f~1(G) den
A c f71(G) ve bdylece A kiimesi g-kapali oldugundan A ¢ f~1(G) olur. Her tarafa
f uygulanirsa f(4) c f(f~1(G)) c G olur ki f(A) c G elde edilir. f fonksiyonu
kapali oldugundan f(A) kapali olur. f nin siirekli ve kapaliligindan f(4) = f(A) dur,
boylece f(A) < G olur. Buise f(A) nin Y de g-kapali oldugunu gosterir.

g-acik kiimelerin siirekli, kapali doniisiimler altinda goriintiisii genellikle g-agik
degildir. X ={m}, Y ={n,t}, 1={0,X}, 0 ={0,Y,{n}} ve f:(X,7) — (¥,0),
f(m) = t seklinde tanimli fonksiyon olsun. {m}, X de g-agiktir ama f({m}) = {t}, Y
de g-agik degildir.

Teorem 2.3.20 X, Y topolojik uzaylar, f: X — Y siirekli, kapali fonksiyon, B g-kapali
(veya g-agik) Y nin bir alt kiimesi ise f ~1(B), X de g-kapalidir (veya g-agiktir).

Ispat: B nin Y de g-kapali oldugunu kabul edelim ve f~1(B) € G olacak sekilde

G € tolsun. f~1(B) c G oldugunu gosterecegiz.
fFFIBING) S fF(fIB)NfGHISBNf(G)cBNB =B-B

olur. Teorem 2.3.5 den f(f‘l(B) N GC) = @ olmaldir. Boylece f~1(B) NG =@

olur. Bu ise f~1(B) c G olmasi anlamina gelir. Sonug¢ olarak Tanim 2.3.1 den
f~1(B), X de g-kapahidir. Benzer sekilde tiimleyen alirsak B, Y de g-agik oldugundan
f~Y(B) nin X de g-acik oldugu gosterilir.
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Dikkat edelim ki g-kapali (veya g-agik) kiimelerin siirekli doniisimler altinda

goriintlisii ve ters gorlintiileri g-kapali (veya g-acik) degildir.

Teorem 2.3.21 X,Y topolojik uzaylar, A c X de ve B c Y de g-acik kiimeler ise
A X B c X xY de g-agiktir.

Ispat: F € X x Y de kapali ve F c A x B oldugunu kabul edelim. Teorem 2.3.13 den

F S (AX B)° oldugunu gosterecegiz. (m,n) € F olsun. {m,n} = {m} x {n}

oldugunda {(m,n)} ={m}x{n} S F S AxB dir ve {m}<S A ve {n} S B dir.
Kabulden A ve B sirasiyla X ve Y de g-acik kiimeler oldugundan Teorem 2.3.13 den
{m} c A° ve {n} € B° olur. Béylece (m,n) € {m} x {n} S A° x B° < (A x B)°

olur ki (m,n) € (A x B)° elde edilir.
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3. GENELLESTIRILMIS YARI-KAPALI KUMELER

3.1 Genellestirilmis Yari-Kapah Kiimeler Ve Ozellikleri
Tamm 3.1.1 ([11,12]) Bir X uzayinda A € X olsun.

(1) A S U olacak sekildeki her U agiz icin A S U ise A ya genellestirilmis
yari-kapalh (gs-kapal)) kiime denir. Tim gs-kapalilarinin siifi GSCL(X) ile

gosterilir.

g~
(2) A nin kapsayan gs-kapalilarin kesisimine A nin gs-kapamsi1 denir ve A ile

gosterilir. X de bulunan gs-kapali kiimelerin tiimleyenlerine gs-acik kiimeler denir.
Tiim genellestirilmis yari-agik kiimelerin sinift GSO (X) ile gosterilir.

(3) A ninkapsadig1 gs-agiklariin birlesimine A nin gs-i¢i denir ve A9 ile gosterilir.
(4) x € X noktasini igeren her gs-agik U kiimesi i¢in A N (U — {x}) # @ ise X e A nin
genellestirilmis yari-yigilma (gs-yigilma) noktas1 denir. 4 nin gs-yigilma
noktalarmin kiimesi A" ile gosterilir.

(5) a € A olsun. Eger a € G € A olacak sekilde bir G gs-agig1 varsa Aya a nin
genellestirilmis yari-komsulugu denir. Tiim gs-acik kiimelerin birlesimi gs-acik

oldugundan A9° kiimesi gs-agiktir.

g~
Not 3.1.2 (1) x € A dirancak ve ancak x i igeren her gs-agik kiime A nin bir noktasini
igeririr.
(2) Her g-kapal1 kiime, yari-kapali kiime oldugu gibi gs-kapali kiime oldugundan

g~ - _
Ac AcAcA

(3) Her yari-agik kiime, gs-agik kiime ve her g-acik kiime de gs-agik kiime
oldugundan

A°c ASc A% c A
(4) X topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesi gs-agiktir ancak ve ancak A kiimesi

her noktasinin gs-komsulugudur.
g~
(5) Dikkat edelim ki A kiimesi gs-kapali ise A = A dir. Tersi genelde dogru degildir.

g~
Ornek 3.1.3 den A kiimesinin gs-kapali olmasi gerekmez.
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Ornek 3.1.3 X ={p,q,r} iizerinde 7 = {X,0,{p}} gs-kapali kiimeleri bulalim.
S0(X) ={0,{p,7},{p}. {p, q}, X} ve SCI(X) = {X,{r},{q,7},{q}, @} oldugundan

Cizelge 3.1. Bir X uzayindaki gs-kapali kiimeler.

A 1 A c G olacak sekil_deki gs-kapali kiime Yari-kapah
G € t kiimeleri kiime

1) ) ?,X,{p} v v

{p} | X X, {p} X X

{a} | {a} X v v

{ry | {r} X B B
{pa}| X X v X
pr}| X X v X
{a.r} | {a.7} X v v

X X X v v

GSCUX) = (X,8,(¢}, 0 0 @), 10,73, (@, 73}, A = (9, @} icin 4 = (p, g} olurki 4

g~ g~
kiimesi gs-kapalidir. B = {p} i¢cin B = {p} olur ki B kiimesi gs-kapali degildir. Bir

kiimenin gs-kapanisinin gs-kapali olmasi gerekmez.

Ornek 3.1.4 X = {p,q,7} deki = = {X, 0, {p}, {p, q}} i¢in gs-kapali kiimeleri bulalim.
S0(X) ={0,X,{p,q}, {p}. {p, 73} ve SCI(X) = {X, ®,{r},{q},{q,7}} oldugundan

Cizelge 3.2. Bir X uzayindaki gs-kapali kiimeler.

A A A C G olacak sekildeki | gs-kapal kiime Yari-kapah
G € t kiimeleri kiime

o 0 @, X, {p}{p.q} v v

} | X {r}Ap. q}b. X X X

{g} | {a} {v.q}h X v v

{r} {r} X v v
pay| X v.ahX X X
by X X v x
{a.7} | {a.7} X v v

X X X v v

13



GSCL(X) = {X,0,{p, 7}, {q, 7}, {r}, {q}} sinifi genellestirilmis yar1 kapali kiimelerden

olusur.

Ornek 3.1.5 (1) (R, U) da (m,n), [m,n), (m,n] ve [m, n] araliklar1 genellestirilmis

gs-acik kiimelerdir.

(2) (X, P(X)) i¢in GSCI(X) = P(X) dir.

(3) (X,{X,8}) icin GSCI(X) = P(X) dir.
Teorem 3.1.6 Bir X uzayinda 4, B € X olsun.

grv
(1) A kiimesi gs-kapaliise A = A dir

9~ g~
(2) AcBise A B

@) (%1:) X

() (A%NB) cAnB
5) (AgJB) ~AuB
6) (1) = (4%)°

0 = (1)

(8) (AUB)" = A" UB"

g~
(9) A =AUA"

g~ g~
Ispat: (4) ANB S A ve AnB S B oldugundan (2) den dolay (A N B) C A ve

g~ g~ g~ g~ g~
(A N B) C B olur. Buradan (A N B) C A n B olur.

g~ g~
(5) ACAUB ve BCS AUB oldugundan (3) den dolay1 A C (A U B) ve
g~ g~ g~ g~ g~ g~
B c (A U B) olur. Boylece A U B S (A U B> olur. x € (A U B) oldugunu kabul

edelim. Tanimdan x i igeren her U agig1igin (AUB)NG =(ANG)U(BNG) =0
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g~
olur. Buda ANG # @ veya BN G # @ oldugunu gosterir. Boylece x € A veya

g~ g~ g~ g~ g~ g~
x € Byazabiliriz. x € A U BolurKki (A V) B) c A U Bdir.

3.2 Genellestirilmis Yari-Kapal ve Siirekli Fonksiyonlar

Tamm 3.2.1 ([7,8,13]) X, Y topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olsun.

(1) X deki her F kapali (agik) kiimesi i¢in f(F), Yde gs-kapali (gs-agik) ise f ye
gs-kapal (gs-acik) fonksiyon denir.

(2) Y deki her kapali (agik) kiimenin ters goriintlisii gs-kapal (gs-acik) ise f ye
gs-siireklidir denir. Dolayisiyla her siirekli fonksiyon g-siirekli, her g-siirekli

gs-stirekli ve her yari siirekli fonksiyon da gs-stireklidir.

(3) Her gs-kapali kiimenin ters gorlintiisii gs-kapali kiime ise f: X — Y fonksiyonu

gs-irresolute olarak adlandirilir.

Her yari-kapal1 kiime g-kapali ve her g-kapali kiime gs-kapali oldugundan her kapali
fonksiyon g-kapali [9] oldugu gibi ayni1 zamanda gs-kapalidir.

Teorem 3.2.2 X, Y topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olsun.
(1) f, gs-agiktir,
(2) Her A c X igin f(A°) c (f(A))%,

(3) Her x e X ve her x e U € T i¢in V c f(U) olacak sekilde en az bir f(x) € V

gs-acik kiimesi vardir.
g~
(4) Her B c Y agi81 igin f~1 (B) c (f~1(B)),
olmak tizere (1) = (2) = (3) = (4) dir.
. g~
Ispat : (1) = (2) = (3) asikardir. (3) = (4) ispatlayalim. x € f~1 (B > olsun. Ayrica

x ¢ (f~1(B)) = Uise x € (f~1(B))  olur. (3) den f(x) € V c f(U) olacak sekilde
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gs-agik V kiimesi vardir. Burada V c f(U) c f((f‘l(B))C) c B¢ olur ki bu da

g~
B < V¢ olmasi demektir. V¢ kiimesi gs-kapali oldugundan B < V¢ olur. Boylece

g~
f(x) € B elde edilir. Bu ise f(x) & V olur bu bir geligkidir. Sonug olarak (3) = (4)

elde edilir.

Teorem 3.2.3X, Y topolojik uzaylar olsun. f:X — Y fonksiyonu gs-kapali ise

(féélzl)) c f(A) dur.

Ispat: A c X olmak iizere f, gs-kapali oldugundan, f(A), f(A) y1 iceren gs-kapali

g~
bir kiimedir. Boylece (f (A)) c f(A) c f(A) olur ki ispat tamamlanur.

Teorem 3.2.4 X, Y topolojik uzaylar olsun. f: X — Y fonksiyonu f, gs-agik, B c Y
ve f~1(B) c F kapali kiime ise B C V olacak sekilde en az bir gs-kapali I kiimesi
vardir ve f~1(V) c F dir.

Ispat: f, gs-agik fonksiyon B € Y ve f~(B) c F olsun. Buradan F kapalidir. Bu
durumdaV =Y — f(X — F) kiimesi Y de gs-kapalidir.

V= f(f(FC))C = f(F) olur ki kabulden f~1(B) c F de her tarafa f uygularsak
Bc fffi(B)c f(F) den Bc f(F) ve dolayisiyla B cV olur. Ayrica
V =f(f(F®))" den V = f(F) den ve f~1(V) = f~1f(F) c F olur ki f"X(V) € F

elde edilir.
Teorem 3.2.5 X, Y uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olsun.

(1) f, gs-sireklidir,
(2) Her x € X ve her f(x) eV € g igin f(U) c V olacak sekilde x € U, gs-acig1

vardir,

g~ -
3) Herdc X iginf(A) c T,

(4) Her B c Y igin <f‘€EB)) c f~1(B)
olmak iizere (1) = (2) = (3) = (4) dir.
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Teorem 3.2.6 X, Y uzaylar olsun. f: X — Y fonksiyonu kapali, gs-siirekli ve B c Y
de gs-kapali ise f~1(B) kiimesi gs-kapalidir.

Ispat: B c Y kiimesi gs-kapali olsun. Tamim 2.3.5 den U c X acig1igin f~*(B) c U
olsun. f kapali oldugundan B c V ve f~1(V) c U olacak sekilde bir V acgi1§1 vardir.
B, gs-kapali oldugundan B < U dur. Bdylece f~1(B) c U olur. B < B ve f nin

gs-siirekliliginden f~(B) kiimesi gs-kapalidir. Dolayisiyla (f~2(B)) < U olur ki bu

ise (f~1(B)) < U olmast demektir. Sonug olarak Tamm 3.2.1 den f~1(B) kiimesi

gs-kapalidir.

Iki kapal1 gs-siirekli fonksiyonun bileskesinin gs-siirekli olmas1 gerekmez. Fakat su

sekilde bir kisitlama ile bileske fonksiyonu gs-siirekli yapariz.
Teorem 3.2.7 X, Y ve Z uzaylar1 i¢in
(1) f: X — Y gs-surekli ve h: Y — Z siirekli ise hof: X = Z gs-siireklidir.

(2) f:X —>Y gs-sirekli ve kapali, h:Y — Z gs-sirekli ise hof:X — Z

gs-sureklidir.
(3) f: X — Y g-kapali, h: Y — Z siirekli ve gs-kapali ise hof: X — Z gs-kapalidir.
(4) f: X — Y kapali ve h: Y — Z da gs-kapali ise hof: X — Z gs-kapalidir.

Teorem 3.2.8 X, Y uzaylar olsun. f: X — Y gs-kapalidir ancak ve ancak her B c Y
ve f1(B) igeren her U agig1icin B c V ve f~1(V) c U olacak sekilde Y de en az bir

gs-acgik V kiimesi vardir.

Ispat: Kabul edelim ki f, gs-kapali fonksiyon olsun. Ayrica B c Y ve U da f~1(B)

yi igeren agik olsun. Bu durumda B yi igeren Y nin (f w C))C = I kiimesi gs-agiktir
ve f~1(V) c U dur.

Tersine olarak B c Y, U da f~1(B) yi igeren agik olmak iizere B c V ve f~1(V) c U
olacak sekilde bir gs-agik V kiimesi olsun. Ayrica F, X de kapali G, Y de acik bir kiime

olsun ve f(F) c G olsun. Boylece f‘l((f(F))C) C F¢ ve F€ agiktir. Kabulden
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(f(F ))C cV ve f~1(V) c F¢ olacak sekilde bir V gs-acig1 vardir. Dolayisiyla
Fc(f'(v))" ve boylece f(F)cVE olur. G°c(f(F))° oldugundan
F1G) c Y (F(F)) c f71(V) c F¢ elde edilir. Her tarafa tiimleyen

uygulanrsa F < (F71(V))" ¢ (f‘l((f(F))C))C c (£74(6%)° olur. Buradan

f(F) c V¢ c G olur. V¢ gs-kapali ve (f(F)) c (V) © G oldugundan (f(F)) € G
olur. Sonug olarak f(F) kiimesi gs-kapalidir. Boylece f fonksiyonu gs-kapaldir.

Teorem 3.2.9 X, Y uzaylar, f: X — Y fonksiyonu siirekli ve gs-kapali olsun. 4, X de
g-kapali ise f(A) da gs-kapalidir.

Ispat: Y deki U agig1 icin f(A) € U olsun. Boylece A c f~1(U) olur. f siirekli
oldugundan, f~1(U) X de agik olur. Béylece A nin g-kapaliligindan A c f~1(U) dir.
Bundan dolay1 f(A) c U dur. f gs-kapali kiime oldugundan f(4), gs-kapalidir.
Béylece, f(A) c U dir. f(A) € f(A) oldugundan f(A) c f(A) c f(A) c U ifade
eder. Sonug olarak f(A4) kiimesi gs-kapali olur.

3.3 Genellestirilmis Yar1 Ayirma Aksiyomlari

Bu kisimda, yari-regiiler ve yari-normal kavramlarindan daha zayif olan
genellestirilmis yari-regiiler ve genellestirilmis yari-normal uzaylari ile alakali tanim

ve teoremlere yer verilecektir.

Tamm 3.3.1 ([7,8,11,12]) (1) Her kapal1 (yari-kapali) F kiimesi ve x € F noktasi igin
x €U ve F cV olacak sekilde ayrik yari-agtk Uve V varsa X e s-regiiler

(yari-regiiler) uzay denir.

(2) Her ayrik kapali (yari-kapali) F; ve F, kiimeleri i¢in U NV = @ olacak sekilde
F, c U ve F, c V yari-agik kiimeleri varsa, X uzayina s-normal (yari-normal) uzay

denir.

(3) Her gs-kapali F kiimesi ve x € F noktasii¢in x € U ve F c V olacak sekilde ayrik
yari-agik U ve V kiimeleri varsa X e genellestirilmis yari-regiiler uzay denir. Kisaca

gs-regiiler seklinde yazilir. Her s-regiiler uzay gs-regiiler uzaydir.
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(4) Her ayrik gs-kapali F; ve F, kiimeleri i¢in U NV = @ olacak sekilde F; < U ve
F, c V yari-agik kiimeleri varsa, X uzaymna genellestirilmis yari-normal uzay denir.

Kisaca gs-normal seklinde yazilir. Her s-normal uzay gs-normal uzaydir.
Teorem 3.3.2 Bir X uzay1 igin asagidakiler denktir:

(1) X, gs-regiilerdir.

(2) Her bir x € X ve x in her U gs-acik komsulugu i¢in V < U olacak sekilde x in V
yari-acik komsulugu vardir.

(3) Her bir x € X ve X in x icermeyen bir gs-kapali alt kiimesi i¢in I N A = @ olacak

sekilde x € U yart-agik kiimesi bulunur.
Teorem 3.3.3 Bir X uzayi i¢in asagidakiler denktir:
(1) X, gs-normal uzaydir.

(2) Her gs-kapali F kiimesi ve F c U gs-agig1i¢in, F ¢ V € V < U olacak sekilde V

yari-ac1g1 vardir.

Teorem 3.3.4 X normal bir uzay, f: X — Y siirekli ve gs-kapali bir fonksiyon ise Y

uzayi da s-normaldir.

Ispat: A ve B kiimeleri Y de ayrik kapalilar olsun. f nin siirekliliginden f~*(A) ve
f~1(B) de X in ayrik kapal alt kiimeleridir. X normal oldugundan, X de f~1(4) c U
ve f~1(B) c V olacak sekilde ayrik acik U ve V alt kiimeleri vardir. f, gs-kapal
oldugundan Teorem 3.2.11den Y de Ac G,Bc H,f Y (G)cU ve f"Y(H)cV
olacak sekilde G, H gs-agik kiimeleri vardir. U ve V ayrik oldugundan G N H = @

olacak sekilde ayrik G, H yari-agik kiimeleri vardir. Boylece Y uzay1 da s-normaldir.

Kapah kiime - g-kapah ——>  gs-kapah
Yar1 kapah kime ———» sg-kapah

Sekil 3.1. Kapal1 kiimeler arasindaki iligki.

19



4. YARI-GENELLESTIRILMIS KAPALI KUMELER

Bu kisimda bilinen kapali kiime kavramindan daha genel bir hali olan yari-
genellestirilmis kapali kiime kavrami tizerinde durulmustur. Ayrica bir X uzayinin A

alt kiimesinin yari-genellestirilmis kapanisi (ici) ile ilgili 6zelliklere yer verilmistir.
Tamm 4.1.1 ([11,12]) X bir topolojik uzay ve A € X olsun.

(1) A € U ve U yari-acik olmak iizere A € U ise A ya yar1 genellestirilmis-kapah
kiime (sg-kapal kiime) denir. X deki sg-kapali kiimelerin smifi SGCI(X) ile

gosterilir.

(2) A y1 igeren tim sg-kapali kiimelerin kesisimine A nin yar1 genellestirilmis

~g
kapams1 (sg-kapamsi) denir ve kisaca A ile gosterilir. Her yari-kapali (kapali)

kiime, sg-kapali kiime ve her sg-kapali kiime, gs-kapali oldugundan,
g~ ~9 _  _
Ac AcAcAcA

(3) X deki sg-kapali bir kiimenin tiimleyenine yar1 genellestirilmis-acik kiime

(sg-acik kiime) denir. X deki sg-agik kiimelerin sinifi SGO (X) ile gosterilir.

(4) A nin kapsadig1 sg-agik kiimelerin birlesimine A nin yar1 genellestirilmis ici
(sg-ici) denir ve kisaca A%9 ile gosterilir. Her yari-agik kiime, sg-agik kiime ve her

sg-agik kiime de gs-ag¢ik oldugundan,
A°c A c A9 c A9 cA

(5) x € X noktasini igeren her sg-agik U kiimesi i¢in A N (U\{x}) # @ ise x e Anin
yar1 genellestirilmis-yigilma noktasi (sg-yigilma noktasi) denir. A nin sg-y1gilma
noktalarinin kiimesi A™ ile gosterilir.

~g

A=AUA"
(6) a€ A olsun. Eger a € G € A olacak sekilde bir G sg-agik kiimesi varsa

A kiimesine a noktasinin yari-genellestirilmis komsulugu denir. Tim sg-agik

kiimelerin birlesimi sg-agik oldugundan A°9 kiimesi sg-agiktir.
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Not 4.1.2 ([12]) Bir X uzayinda A € X kiimesi sg-agiktir ancak ve ancak A kiimesi

her noktasinin sg-komsulugudur.

Ornek 4.1.3 X = {a, b, c,d} deki T = {X, ®, {c, d}} i¢in sg-kapali kiimeleri bulalim.

SO(X) ={0,X,{c,d},{a,c,d},{b,c,d}}

SCl(X) = {X,0,{a, b}, {b},{a}}

Cizelge 4.1. Bir (X, t) uzayindaki sg-kapali kiimeler.

A A AcUveUE€ SO(X) sg-kapah Yari-kapah
olacak sekilde kiimeler kiime kiime
) ® |9.X{cdb{acd}{bcd} v 4
{a} {a} {a,c,d}, X v v
{b} {b} {b,c,d}, X v v
{c} X {c,d},{a,c,d},{b,c,d}, X X X
{d} X {c,d},{a,c,d},{b,c,d}, X X X
{a,b} |{a,b} X v v
{a,c} X {a,c,d}, X X X
{a,d} X {a,c,d}, X X X
{b, c} X {b,c,d}, X X X
{b,d} X {b,c,d}, X X X
{c,d} X {c,d},{a,c,d},{b,c,d} X X X
{a,b,c} | X X v X
{a,b,d}| X X v X
{a,c,d} | X {a,c,d}, X X X
{b,c,d}| X {b,c,d}, X X

X X X v v

Yar genellestirilmig-kapali kiimelerin sinifi agagidaki gibidir.

SGCI(X) ={X,0,{a},{b},{a,b},{a,b,c},{a,b,d}}
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Ornek 4.1.4 X = {a, b, c} deki T = {X, 0, {a}, {a, b}} i¢in sg-kapal1 kiimeleri bulalim.
S0(X) ={0,X,{a, b}, {a, c},{a}}, SCI(X) = {X,0,{b},{c}, {c, b}}

Cizelge 4.2. Bir X uzayindaki sg-kapali kiimeler.

A A AcUveUE€ESOX) sg-kapal kiime Yari-kapah
olacak sekilde kiimeler kiime
@ ) @,X,{a},{a, b} {a,c} v v
{a} X X, {a},{a, b}, {a,c} X X
{b} | {b} X,{a, b} 4 A
{c} | {c} X, {a,c} v
{fa,b} | X X, {a, b} X X
{a,c} | X X, {a,c}
{b,c} | {b,c} X v v
X X X v v

SGCI(X) = {X,0,{c},{b}, {c, b}} yar1 genellestirilmis-kapali kiimelerden olusur.

Not 4.1.5 (1) Her yari-kapali kiime, sg-kapali kiime ve her sg-kapali kiime, gs-kapali
kiimedir. Fakat bu ifadelerin tersleri dogru degildir. Ornek 4.1.4 de A = {a, b, d} igin

~ ~g
A = X dan A yari-kapali degildir fakat A = A oldugundan A sg-kapalidir.

(2) g-kapal1 ve sg-kapali kiimeler genellikle birbirinden bagimsizdir. Ornegin (R, U)
alisilmig uzayinda A = (a, b) i¢in A kiimesi gs-kapalidir fakat g-kapali degildir. Diger
taraftan Ornek 2.3.3 de X = {m,n,r} lizerindeki T = {X,®,{m}} igin A = {m,n}
kiimesi g-kapalidir fakat  sg-kapal1 degildir.

(3) sg-kapal1 iki kiimenin kesisimi veya birlesimi genellikle sg-kapali degildir.
Ornek 4.1.6 (1) (R, U) uzaymda (a, b), (a, b], [a, b) ve [a, b] araliklar sg-agiktir.
(2) (X, P(X)) olsun. SGCI(X) = P(X) dir.

(3) (X,{X,0}) olsun. SGCI(X) = {X, @} dir.
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Teorem 4.1.7 Bir X uzayindaki 4, B c X olsun.
~g
(1) A, A y1 kapsayan en dar kapali kiimedir.
~g
2Ac A

~g
(3) A kiimesi sg-kapaliise A = A

o ~g ~g
(4AcBiseACSB

~9

(5) (Zg) y

~9
(6) (4°) = (A*9)°

~g c
@) (49 = (4)
4.2 Yar1 Genellestirilmis-Kapah ve Siirekli Fonksiyonlar

Tamim 4.2.1 ([21]) X ve Y topolojik uzaylar, f: X — Y fonksiyon olsun.

(1) Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii sg-kapali ise f ye sg-siirekli fonksiyon

denir. Denk olarak f sg-siireklidir ancak ve ancak her agigin ters goriintiisii sg-agiktir.

(2) X deki her kapali (agik) F icin f(F), Y de sg-kapali (sg-acik) ise f ye sg-kapah
fonksiyon (sg-acik fonksiyon) denir.

(3) Y deki her sg-kapali (sg-ag¢ik) kiimenin ters goriintiisii sg-kapali (sg-agik) ise f

ye sg-irresolute fonksiyon denir.
Teorem 4.2.2 (1) Her yari-siirekli fonksiyon sg-siireklidir.
(2) Her sg-siirekli fonksiyon gs-siireklidir.

Ispat: Asikardir. Fakat tersleri genelde dogru degildir.
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Ornek 4.2.3 X =Y =[0,1] ve f: X — Y fonksiyonu

=
IA
=
IA

f&) =

=
Nl— ©
IA
=
INA
= N -

seklinde tanimlansin. f yari-siireklidir dolayisiyla sg-siireklidir fakat siirekli degildir.

Ornek 424 X ={a,b,c,d}, 1 = {0,X,{c,d}} ve Y = {x,y}, o ={0,Y,{y}} olsun.
Ayrica f: (X, 1) = (Y,0), f(a) = f(b) = f(d) = x, f(c) = y seklinde tanimlansin.
A=1{a,b,d} ise A =X oldugundan A yari-kapali degildir. Ornek 4.1.3 den X, A
kiimesini igeren tek yari-acik kiime oldugundan A, sg-kapalidir. Bu yiizden f

fonksiyonu sg-siirekli olmasina ragmen yari-siirekli degildir.
Teorem 4.2.5 X ve Y topolojik uzaylar, f: X — Y fonksiyon olsun.

A) Asagidakiler denktir:
(i) f, sg-streklidir.

(i) Y deki her agigin ters goriintiisii X de sg-agiktir.

~g
B) f:X =Y, sg-siirekli ise her A € X igin f <A> c f(A) dir.

C) Asagidakiler denktir:
(i) Her x € X ve f(x) €V olacak sekilde her V acigi i¢in x € U olmak {izere

f(U) c V olacak sekilde X de bir sg-agig1 vardir.

o
(i) HerAc x ic;inf(A) c FOA) dur.

(iii) Her B € Y igin <f‘1£(IB)> c f~Y(B) du.

Ispat: A) Tamim 4.2.1 den (i) < (ii) dir.

B) A c f1(f(A)) dir. f(A) kiimesi Y de kapali ve bdylece f~1(f(A4)), A kiimesini
~g
iceren sg-kapali kiime olmus olur. Sonug olarak A < f~1(f(4)) dir. Bdylece

£(4) < G < .

24



~g
C) Kabul edelim ki (i) saglansin, y € f (A) ve y € V herhangi bir agik olsun. Bu

~g
durumda x € X olacak sekilde en az bir x noktasi ve f(x) =y dir,x e U, x € A ve

~g
f(U)YcV dir. xe A, UN A # @ saglandigindan f(A) NV # @ dir. Bu yilizden
y = f(x) € f(A) elde edilir. Boylece (i) = (ii) saglanmis olur.

Tersine (ii) saglansin. x € X olmak iizere f(x) iceren herhangi bir V ag¢ig1 bulunsun.

~g ~4g
A = f~1(v¢) olsun. Budurumda x ¢ A dir. f <A> C f(A) c V€ oldugundan 4 = A

~g
olur. Boylece x € A olur ki U N A = @ olacak sekilde x i i¢eren en az bir U sg-agigi
vardir. Sonug olarak f(U) < f(A€) c V dir. O halde (ii)) = (i) saglanmis olur.

Kabul edelim ki (ii) saglansin ve B €Y olsun. A ile f~1(B) yi yer degistirelim.

(i) den f((f‘?B))) c ff~1(B) c B olur. Bdylece (f‘ﬁB)) c f~1(B) elde

edilir. Boylece (ii) = (iii) saglanmis olur.

Tersine olarak (iii) saglansin. A € X olmak iizere B = f(A) olsun. Bu durumda
~g ~g ~g
A c (f~1(B)) c f~1(f(A)) olur. Dolayisiyla f(A) c f(A) yazabiliriz. Boylece

(iii) = (ii) dir.

Teorem 4.2.6 X ve Y topolojik uzaylar, f: X — Y fonksiyonu igin
(1) f, sg-agiktir.

(2) Her A € X igin f(4°) < (f(4))™ dir.

(3) Her x e X ve her x e U € T igin V c f(U) olacak sekilde en az bir f(x) €V

sg-ag¢181 vardir.
~g
(4) Her B c Y igin f 1 (B) c (f~1(B)) olur.

Ispat: (1) = (2) = (3) = (4).
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Teorem 4.2.7 X ve Y uzaylari igin f: X — Y fonksiyonu sg-kapali ise her A c X i¢in
~g _
(rn) = £y
Ispat: Asikardir.
Teorem 4.2.8 X ve Y uzaylar ve f: X — Y fonksiyonu igin asagidakiler denktir:

(1) f, sg-sireklidir,

(2) Her x € X ve her f(x) € V € 7 igin x € U olmak iizere f(U) c V olacak sekilde

sg-agik bir U kiimesi vardir,

Ny
(3) Her 4 ¢ X ic;inf(A) c 7.

~9

(4) Her B c Y igin (f‘l(B)> c f~1(B) du.

Ispat: Asikardr.

Teorem 4.2.9 X ve Y uzaylar igin f: X — Y fonksiyonu sg-irresolutedir ancak ve

ancak Y deki her sg-agik A kiimesi igin f ~1(A), X de sg-agiktir.

Ispat: f: X — Y fonksiyonunun sg-irresolute oldugunu kabul edelim. Bu durumda Y
deki her sg-kapali B i¢in f~1(B), X de sg-kapahdir. A, Y deki sg-agik kiime ise
A°, sg-kapalidir. Boylece f~1(A¢) sg-kapahdir. Fakat f~1(A¢) = (f~1(4))°
oldugundan f~1(4), sg-aciktir.

Tersine, Y deki her sg-agik A kiimesi igin f ~1(A), sg-acik olsun. B, Y de sg-kapal
ise B¢ sg-aciktir. f~1(B¢) = (f1(B))¢ sg-agiktir. Bdylece f~1(B), sg-kapali olur

bu ise Tanim 4.2.1 den f nin sg-irresolute olmas1 demektir.

Teorem 4.2.10 X ve Y uzaylan i¢in f: X — Y fonksiyonu sg-irresolute ise her

o
Acx iginf(A) c FCA) drr.
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ispat: A € X oldugunu kabul edelim. f (4) kiimesi Y de sg-kapalidir. Bdylece Tanim
4.2.1 den f~X(f(A)), X de sg-kapalidir. Dahast 4 © f~1(f(A)) < f~1(f(A)) dur.

~g
sg-kapams tanirmindan A < f~1(f(A)) olur. Sonug olarak
~g e _
£(4) e f (1 (F@)) < @

Teorem 4.2.11 f: X — Y fonksiyonu sg-irresolute ise sg-siireklidir.

Ispat: Her kapali kiime sg-kapali oldugundan f, sg-siireklidir. Fakat tersi dogru
degildir. X=Y={ab,c} t={0X{a}{c}{ac}} ve o = {07, {a}} olsun.
f:(X,7) = (Y,0) fonksiyonu f(a) = f(c) = b ve f(b) = c seklinde tanimlansin. Bu
durumda {b}, Y de sg-kapali olmasma ragmen f~1({b}) X de sg-kapal degildir.
Dolayistyla f, sg-irresolute degildir.

Teorem 4.2.12 X, Y ve Z uzaylar igin

(1) f:X = YvehY — Z sg-irresolute ise hof: X — Z de sg-irresolutedir.

(2) f: X — Y sg-irresolute ve h: Y — Z de sg-siirekli ise hof: X — Z sg-siireklidir.
(3) f: X — Y sg-siirekli ve h: Y — Z de siirekli ise hof: X — Z sg-siireklidir.

Ispat: (1) A € Z nin sg-agik kiime oldugunu kabul edelim. Bu durumda £,k nin
sg-irresolute olmasindan h~1(4) ve f~1(h 1(4)) kiimesi sg-agiktir. Bdylece
(hof)~1(A) = f~Y(h™%(A)) kiimesi sg-agiktir. Dolayisiyla hof fonksiyonu

sg-irresolute olur. (2) ve (3) asikardr.

Iki sg-siirekli fonksiyonun bileskesinin sg-siirekli olmas1 gerekmez fakat asagidaki
kisitlamalar altinda bileske fonksiyonun sg-stirekli olmasi miimkiindiir. sg-irresolute

ile irresolute kavramlar1 genel birbirinden farkli olduguna dikkat edelim.

Ornek 4213 X=Y={ab,c}, v={0{a}{c}{ackX} ve o={0Y, {a}}
verilsin. f: (X, 7) — (Y, o) birim doniisiim olsun. Bu durumda f irresolutedir. Fakat
{a, b} kiimesi Y de sg-kapali olmasina ragmen X de sg-kapali degildir. Dolayisiyla f

sg-irresolute degildir.
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Ornek 4.2.14 X ={a,b,c,d}, Y = {x,y}, v = {0, X, {c,d}}, o = {0, Y, {y}} verilsin.
fiX—>Y, f(a)=fb)=f(d)=x, f(c)=y seklinde verilsin.{x}, Y de
yari-kapalidir ve A = {a, b,d} kiimesi sg-kapalidir fakat yari-kapali degildir. Bu

yiizden f fonksiyonu sg-irresolute olmasina ragmen irresolute degildir.
4.3 Yar1 Genellestirilmis Ayirma Aksiyomlari

Bu kisimda yari-ayirma aksiyomlarindan daha zayif olan ve sg-kapalilar
(sg-kapalilar) kullanilarak elde edilen yar1 genellestirilmis-regiiler (sg-regiiler) ve
yar1 genellestirilmis-normal (sg-normal) olarak adlandiracagimiz ayirma aksiyomlari

ve Ozellikleri incelenecektir.
Tamim 4.3.1 ([7,8,10]) X bir uzay olsun.

(1) Her yari-kapali F ¢ X kiimesi ve her x € F noktasi i¢cin x € U ve F c V olacak
sekilde ayrik yari-agik U ve V kiimeleri varsa X e yari -regiiler uzay (s-regiiler uzay)

denir.

(2) Ayrik yari-kapali F ve G kiimeleri i¢in F € V ve G c U olacak sekilde ayrik yari-

acik U ve V kiimeleri varsa X e yari-normal uzay (s-normal uzay) denir

(3) Her sg-kapali F kiimesi ve her x & F noktasi i¢in x € U ve F c V olacak sekilde
ayrik yari-acik U ve V kiimeleri varsa X e yar1 genellestirilmis-regiiler uzay

(sg-regiiler uzay) denir.

(4) Ayrik sg-kapali F ve G kiimeleri i¢in F € V ve G < U olacak sekilde ayrik yari-
acik U ve V kiimeleri varsa X e yari genellestirilmis-normal uzay (sg-normal uzay)

denir.

Lemma 4.3.2 X uzay1 sg-regiilerdir ancak ve ancak X uzayi yari-regiiler ve yari-T1
2

(her sg-kapali kiime yari-kapali ise uzaya yar1-T1 denir) dir.
2

Ispat: X uzaymin sg-regiiler oldugunu kabul edelim. Yari-regiiler oldugu agiktir.

Dolayisiyla yari-T1 oldugunu gosterelim. F € X kiimesi sg-kapali olsun. Her x & F
2

icin U, N F = @ olacak sekilde en az bir x in U, yari-a¢ik komsulugu vardir.
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U = U{U,: x & F} olarak alirsak U kiimesi yari-agik ve U = F€ olur ki boylece F

yari-kapali olur. O halde uzay yari-T: olur. Teoremin tersi ise asikardir.
2

Simdi ise yari-regiiler uzaylar ile sg-regiiler uzaylar arasindaki farki gosteren bir 6rnek

verelim.

Ornek 4.3.3 Y ve Z ayrk sonsuz kiimeler ve X =Y UZ olsun. Bu durumda
T ={0,X,Y, Z} sinifi X de bir topolojidir. Bu topolojide her yari-kapali kiime hem agik
hem de kapalidir. Boylece X uzay: yari-regiiler olur. Diger taraftan @ # A S Y ve
x €Y — Aise A kiimesi sg-kapalidir. Fakat A kiimesi ile x noktasi ayrik yari-agiklar

ile ayrilamaz. Sonug olarak X topolojik uzay1 sg-regiiler degildir.

Simdi de yari-regiiler uzaylar karakterize edilecektir. A € X kiimesi hem yari-agik
hem de yari-kapali ise yari-clopen olarak adlandirilir. Her yari-agik kiimenin

yari-kapanis1 yari-clopendir.
Teorem 4.3.4 Bir X uzayinda asagidakiler denktir:

(1) X, sg-regiilerdir.
(2) Her sg-agik G kiimesi yari-clopen kiimelerin birlesimidir.

(3) Her sg-kapal1 F kiimesi yari-clopen kiimelerin kesigimidir.

Ispat (1) = (2): G kiimesi sg-agik ve x € G olsun. F = G¢ ise F, sg-kapalidr.
Kabulden F € W, ve x € W, olacak sekilde W; ve W, ayrik yari-agiklar1 vardir.
V =W, iseV yari-clopenve VNF €V NnW, = @olurburadanx € V € G = F€ dur.

Boylece G, yari-clopen kiimelerin birlesimi olur.
(2) = (3): Asikardir.

(3) = (1): F kiimesi sg-kapali ve x € F olsun. Kabulden F €V ve x ¢ V olacak
sekilde en az bir V yari-clopen kiimesi vardir. G = V¢ ise G, x noktasini igeren

yari-agik bir kiime ve G NV = @ olur. Boylece X uzay1 sg-regiiler olur.
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Teorem 4.3.5 Her sg-regiiler uzay yar1-T, dir.

Ispat: X uzaymin sg-regiiler oldugunu ve x # y icin x,y € X oldugunu kabul edelim.
Teorem 4.3.2 den {x} ya yari-agik ya da yari-kapalidir. {x} yar1 agik ise sg-agik ve
boylece Teorem 4.3.3 den yari-clopen olur. {x} ve {x}¢ ayrik yari-a¢ik kiimelerdir. {x}
yar1 kapali ise {x}¢ yari-agik ve bdylece Teorem 4.3.3 den yari-kapali kiimelerin
birlesimidir. O halde y € V < {x}¢ olacak sekilde bir V yari-clopen kiimesi vardir. Bu

da X uzayinin yari-T, olmasi demektir.
Teorem 4.3.6 Her sg-normal uzay yari-normaldir. Fakat tersi genelde dogru degildir.

Ispat: Tamim 4.3.1 ve Ornek 4.3.3 den ispat asikardir. Ornek 4.3.3 teoremin tersinin

dogru olmadigini gosteren bir érnektir.

Teorem 4.3.7 X uzay1 sg-normaldir ancak ve ancak her sg-kapali F kiimesi ve F Vi
igeren her sg-agik G kiimesi igin A € V C G olacak sekilde yari-clopen V' kiimesi

vardir.

Ispat: F kiimesi sg-kapali ve G de F yi igeren sg-acik kiime olsun. F N G¢ = @ dur.
Bu durumda F € W, ve G¢ € W, olacak sekilde ayrik yari-agik W; ve W, kiimeleri
vardir. Eger V = W, alirsak V yari-clopendir ve F € V € G olur. Ispatin diger tarafi

asikardir.

Tamim 4.3.8 ([22]) (1) X uzayinda her x,y € X nokta ¢ifti igin x € (} oldugunda
y € {x} ise uzaya yari-simetriktir denir. X uzay: yari-simetriktir ancak ve ancak her

x € X igin {x} kiimesi sg-kapalidir.

(2) X s-normal ve F yari-kapali, A sg-kapali olmak iizere FNA =@ ise FNA =0
olur. Boylece F © G ve A € H olacak sekilde ayrik yari-agik G ve H kiimeleri vardir.

Teorem 4.3.9 Bir X uzay i¢in
(1) X uzay1 s-normal ve yari-simetrik ise s-regiilerdir.

(2) X uzay1 sg-normal ve yari-simetrik ise sg-regiilerdir.
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Ispat: (1) Kabul edelim ki F € X yar1 kapali ve x & F olsun. Bu durumda {x} kiimesi
sg-kapalidir. Tanim 4.3.8 den F ve {x} ayrik yari-acik kiimeler ile ayrilabilir. O halde

uzay sg-regiilerdir.

(2) Asikardir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda verilen bir kiimenin gs-agikligi, gs-kapaliligi, gs-kapanisi,
gs-ici, sg-acikligi, sg-kapaliligi, sg-kapanisi, sg-i¢i seklindeki farkli operatorlerin
temel 6zellikleri incelenmistir. Bu 6zelliklerin kapalilik (yari-kapalilik), kapanig (yari-
kapanig) gibi kavramlar ile olan iliskileri arastirilmistir. Ardindan, bilinen ayirma
aksiyomlarindan daha zayif olan ve bir kiimenin gs-kapaliligi veya sg-kapaliligi
kullanilarak elde edilen farkli tipleri (6zellikle gs-regiiler, gs-normal, sg-regiiler,
sg-normal) iizerine ¢alisilmistir. Son olarak verilen bir f fonksiyonunu gs-siirekligi
(gs-kapalilig1), sg-siirekliligi  (sg-kapaliligi), gs-irresolute  (sg-irresolute)
tanimlanmis, aralarindaki iliskiler belirlenmistir. Devamda ise bu sekilde siireklilige

sahip olan fonksiyonlarin bileskesi olan fonksiyonun durumu arastirilmastir.

Tez g¢alismasinda Kullanilan kapalilik yerine pre-kapali kiime, genellestirilmis
pre-kapal1 kiime, pre-genellestirilmis kapali kiime, v.b. kavramlar alinirsa yeni ayirma
aksiyomlari, yeni siirekli fonksiyonlar, yeni operatorler elde edilebilir. Homeomorfizm
kavraminin gs-homeomorfizm veya gs-homeomorfizm seklinde farkli uyarlamalari
tanimlanabilir. Bunun diginda, bilinen anlamda tanimlanan kompaktlik, baglantililik,

sober uzay olma, v.b. gibi kavramlarin daha genel formlari elde edilebilir.
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