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Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “ Yar1 Oklid Uzaylarinda Bikonservatif Hiperyiizeyler
baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir diisecek bir yardima bagvurmaksizin
tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin icinde hem de
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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calismada Oklid ve yar1-Oklid uzaylarinda
bikonservatif hiperyiizeylerin geometrik Ozellikleri [1-4] nolu referanslar esas alinarak
incelendi. Bu yiiksek lisans tezi dort boliim halinde hazirlandi. Birinci boliim, Giris boliimii
olup bikonservatif yiizeylerin ve hiperyiizeylerin gelisimi ve literatiirdeki yeri hakkinda bilgiler
verildi. Ikinci boliim ise konunun daha iyi anlagilmasi icin gerekli olan temel kavramlara ayrilds.
Bu boliimde, yari-Riemann manifoldlari, bu manifoldlar iizerinde tanimlanan diferensiyel
operatorler, altmanifoldlar ve altmanifoldlarin temel 6zellikleri ile ilgili kavramlar verildi.
Uciincii boliimde ise ilk once birinci alt boliimde 3 ve 4 boyutlu Oklid uzaylarinda bikonservatif
hiperyiizeyler incelendi ve bunlarla ilgili karekterizasyon teoremleri verildi. Ugiincii boliimiin
ikinci alt boliimiinde, keyfi boyuttaki bir Oklid uzayinda ii¢ farkli asli egrilige sahip
bikonservatif hiperyiizeyler incelendi ve bunlar hakkinda teoremler ve sonuclar verildi. Tezin
son boliimii olan dordiincii boliim ise iki alt boliimden olugsmaktadir. Burada ilk 6nce Minkowski
3-uzayinda bikonservatif yiizeylerin bir siniflandiriimasi verildi. ikinci olarak da, yari-Oklid
uzaylari R‘l‘ ve R‘z‘ nin uzay formlarimin bikonservatif yiizeyleri i¢in bir siniflandirma yapildi.

Anahtar Kelimeler: Biharmonik altmanifoldlar, Biharmonik yiizeyler, Biharmonik
hiperyiizeyler, = H-hiperylizeyler, = Bikonservatif  altmanifoldlar,
Bikonservatif hiperylizeyler, Bikonservatif yiizeyler
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1. GIRIS

Harmonik ve biharmonik fonksiyonlar teorisi yiiz elli yili agkin siiredir matematik ve fizigin bir
cok dallarinda calisilan 6nemli bir konudur. Son elli yili agkindir da diferensiyel geometrinin
onemli caligma alanlarindan birisi haline gelmistir. (1\_4,§) ve (M,g) iki Riemann manifoldu

olmak iizere bir ¢ : M — M Riemann doniisiimii

1
E(9) =5 [ PV, (1o

ile verilen enerji fonksiyonelinin kritik noktasi ise ¢ harmonik doniisiim olarak adlandirilir.
1964 yilinda J. Eells ve J. H. Sampson, Riemann manifoldlar arasindaki harmonik doniisiimleri
incelediler [5]. 1980 li yillarin baglarinda J. Eells ve L. Lemaire, harmonik doniisiim kavramin
genellestirerek k—harmonik kavramini tanimladilar [6]. Genellestirilen bu k—harmonik
doniisiimlerde, k = 2 icin biharmonik doniisiim olarak adlandirilir ve biharmonik doniisiim,

bienerji fonksiyoneli
1
Ex(9)=5 [ I7(9)PV, (102
M

nin bir kritik noktasidir, burada 7 (¢) = izgrad d¢ ile tanimli tensiyon alanidir [7]. Eger (M,g)

bir yari-Riemann manifold ise bu durumda ¢ : M — M déniisiimiiniin bienerji fonksiyoneli

E(9)=; [ 2t (p).co))Ve (103)

olarak tanimlamr. Riemann manifoldlar arasindaki bir diferensiyellenebilir ¢ : M — M

doniisiimiiniin bienerji fonksiyoneli i¢in Euler-Lagrange denklemi G. Y. Jiang tarafindan

T (@) = —At (@) —R(do,t(¢))dp =0 (1.0.4)

olarak tanimlandi, burada A laplasyan operatorii ve R de M nin Riemann egriligidir [7].

Bir ¢ : M — M biharmonik doniisiimii bir izometrik immersiyon ise M ye biharmonik
altmanifold denir. B. Y. Chen, Oklid uzayinin sonlu tipli altmanifoldlarinin biharmonikligi icin
alternatif bir tanim verdi [8,9]. n—boyutlu Oklid uzay R" ve R” de bir m—boyutlu altmanifold
M olmak iizere M nin yer vektorii x ve ortalama egrilik vektor alanida H olsun. Boylece
Oklid uzayinda bir altmanifoldun biharmoniklik sartt A%x = 0 denklemine indirgenir. Iyi bilinen
Laplace-Beltrami formiiliinden Ax = mH oldugundan M nin biharmoniklik sarti AH = 0 haline
doniisiir. Bir Riemann manifoldun altmanifoldunun biharmonikligini incelemek icin bu tanimin

ilk kullanildig1 ¢alisma, R. Caddeo, S. Montaldo ve C. Oniciuic’in birlikte yaptiklar1 [10]
1



makalesi olarak bilinmektedir. Kolayca goriilebilirki, bir minimal immersiyon biharmoniktir.
Bu durumun tersinin yar1-Oklid uzay1 R, nin altmanifoldlari i¢in dogru olmadigin1 B.Y. Chen
ve S. Ishikawa [11] [12] deki makalelerinde ispatladilar, yani yar1-Oklid uzayr R nin her
biharmonik altmanifoldunun minimal olmak zorunda kalmadigin1 gosterdiler ve bunlarla ilgili

ornekler verdiler.

x: M — R} bir m—boyutlu izometrik immersiyon olmak iizere 7 (x) = AH = —%Azx in
teget ve normal bilesenlerini gbz Oniine alalim. Kolayca hesaplanabilir ki M nin biharmonik
olmasi icin gerek ve yeter sart

AYH +izh (Ag (-),-) =0 (1.0.5)

veE

mgrad |H|)* +4izAy. 4 (-) = 0 (1.0.6)

kismi diferensiyel denklemlerinin saglanmasidir. Biharmonik altmanifoldlar i¢in (1.0.4) denkle-
minin teget ve normal bilesenlerine ayrilmasiyla, biharmonik altmanifoldlarin incelenmesi daha
da zengin hale gelmistir. Oklid uzaylarinin altmanifoldlari i¢in ise biharmoniklik sart1 (1.0.5) ve
(1.0.6) sartlarina indirgemistir. Bu durum yeni bir altmanifold sinifinin ortaya ¢ikmasina neden

olmustur.

1995 yilinda T. Hasanis ve T. Vlachos, 3—boyutlu ve 4—boyutlu Oklid uzaylarinda,
biharmoniklik kavramindan daha genel, (1.0.6) sartina denk olan ve H—hiperyiizey olarak
adlandirdig1 bikonservatif hiperyiizeyleri incelediler [1]. 1998 yilinda F. Defever 4-boyutlu
Oklid uzayinda harmonik ortalama egrilige sahip hiperyiizeyleri calisti, yani bir anlamda
biharmonik hiperyiizeyleri inceledi [13]. Bu c¢alismalardan sonra bikonservatif yiizeyler,
hiperyiizeyler ve altmanifoldlar olarak, farkli uzaylarda bir ivme kazandi [2, 3, 14-17].
Ozellikle farkli boyutlardaki Oklid ve yar1-Oklid uzaylarinda, farkli asli egrilikli hiperyiizeylerin
bikonservatifligi ile ilgili bir ¢ok caligma yapildi [18-21]. Bir biharmonik altmanifold asikar
olarak bir bikonservatif altmanifolddur fakat bunun tersi har zaman dogru degildir, yani bir

bikonservatif altmanifold biharmonik olmak zorunda degildir.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calismada Oklid ve yar1-Oklid uzaylarinda
bikonservatif hiperyiizeylerin geometrik ozellikleri bir derleme olarak ortaya konulmustur.
Tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim, Girig boliimii olup bikonservatif yiizeylerin
ve hiperyiizeylerin gelisimi ile ilgili ve literatiirdeki yeri hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci
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bolim ise konunun daha iyi anlagilmasi i¢in gerekli olan temel kavramlara ayrilmistir.
Bu boliimde, yari-Riemann manifoldlari, bu manifoldlar iizerinde tanimlanan diferensiyel
operatorler, altmanifoldlar ve altmanifoldlarin temel 6zellikleri ile ilgili kavramlar verilmistir.
Ugiincii boliimde ise ilk 6nce birinci alt boliimde 3 ve 4 boyutlu Oklid uzaylarinda bikonservatif
hiperyiizeyler incelenmis ve bunlarla ilgili karekterizasyon teoremleri verilmistir. Uglincii
boliimiin ikinci alt boliimiinde, keyfi boyuttaki bir Oklid uzayinda ii¢ farkli asli egrilige sahip
bikonservatif hiperyiizeyler incelenmis ve bunlar hakkinda teoremler ve sonuclar verilmistir.
Tezin son boliimii olan dordiincii boliim ise iki alt bolimden olusmaktadir. Burada ilk 6nce
Minkowski 3-uzayinda bikonservatif yiizeylerin bir siniflandirilmasi verilmistir. Ikinci olarak da,
yar1-Oklid uzaylar R‘]‘ ve R‘Zt nin uzay formlariin bikonservatif yiizeyleri i¢in bir siniflandirma

yapilmugtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim tezin iyi bir sekilde anlagilabilmesi icin yari-Riemann manifoldlar, altmanifoldlar ve

hiperyiizeylerle ilgili temel tanim ve teoremlere ayrilmigtir.

2.1 Yar (Semi)-Riemann Manifoldlar:

Tamm 2.1.1. M bir m boyutlu C* manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzay T,M olmak
lizere

g lp: T,M x T,M — R
(Xp, Yp) = g |p (Xp,Yp) = g(X,,Y)) 2.1.1)

biciminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-degenere (0,2) tipindeki tensor alanina
M iizerinde bir metrik tensor denir ve (M,g) ikilisine de bir yari-(semi, pseudo) Riemann

manifold denir [22].

Her p € M i¢in gp nin indeksi vV olmak iizere 0 < v < m = boyM ifadesinde v ye M nin
indeksi denir. Eger v =0 ise (M,g) bir Riemann manifold olur ve her p € M icin g, pozitif
tammbdir, yani g,, T,M iizerinde bir i¢ carpimdir. Eger v =1 ise (M, g) bir Lorentz manifold
denir [22], [23].

Tamm 2.1.2. x1,x2,...,X,, M nin bir U komsulugu iizerinde lokal koordinat sistemi olmak iizere

M iizerindeki X ,Y vektor alanlart

X:i&in Y:Znﬁ—
S ox =7 0x;
olarak yazilir ve buradan .
g(X.Y)= 'Zlgl]XlYJ
ij=

olarak ifade edilir, burada g;j = g (%, %) dir. Buna gore g metrik tensorii
i J

m
g = Z gijdx,'®dxj (2.1.2)
ij=1
olarak ifade edilir.
Her p € M de T,M nin bir ortonormal bazi {ey,...,en}, g(ei,ej) = £0jj, & = —1,8 =

—1,&ey41 = 1,...&, = | olmak iizere {ey,...,en} e (M,g) iizerinde bir ortonormal ¢ati denir ve

burada 6; j Kronecker deltasidur.



Buna gore bir X vektor alani
m
X=Y eg(X,e)e (2.1.3)
i=1

olarak yazilir ve M iizerindeki bir f fonksiyonunun gradienti

gradf =) &(df(e;))ei =) &ei(f)ei, (2.1.4)
i=1 i=1
X vektor alanimin divergensi
divX =Y &g(VeX,ei), (2.1.5)
i=1
f fonksiyonunun Laplasyani
Af =Y &ilei(ei(£) = (Veer) ()] (2.1.6)

olarak tamimlanir [24].

Tanim 2.1.3. (M, g) Riemann manifoldu ve f : (M,g) — R bir fonksiyon olsun. M iizerindeki
Laplas operatorii A : C* (M,R) — C* (M,R), f € C*(M,R) igin

Af = —div(gradf) = —divVf

olarak tamimlanir [25]. Buna gére R"™ in bir M hiperyiizeyi iizerindeki lokal koordinatlar

(X1, -..,xn) Olmak iizere f nin Laplace operatorii

9
- 1y _
_ Z Ehe (g \/gax,-) 2.1.7)

z]l

olarak ifade edilir, burada g ve [gij } , strastyla, [gi j} matrisinin determinant ve tersidir. Boylece

M iizerinde tanimli R"T! degerli bir ¢ doniisiimiiniin Laplasyan:
n — — —
20=Y (V9,0 -VeVe9) 2.1.8)
i=1
olarak tamimlanir, burada {ey, ...,e, } , M iizerinde ortonormal ¢catidir.

Tanim 2.1.4. (M, g) bir yari-Riemann manifold ve v de M nin bir tanjant vektérii olsun. Eger
g(v,v) > 0veya v =0 ise v ye spacelike, g (v,v) < 0 ise v ye timelike ve g (v,v) =0, v # 0 ise v

ye null tanjant vektorii denir [22].

Bundan sonraki kisimlarda biitiin metrikler i¢in ( , ) sembolii kullanilacaktir.



Tamm 2.1.5. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, her X,Y,Z € T'(TM) ve f €
C” (M,R) igin
V:T'(TM)xT'(TM) - T (TM)

doniisiimii

(1) Vx4vyZ=VxZ+VyZ

(2) Vx (Y —+ Z) =VxY+VxZ

(3)VxY = fVxY

(4)Vx (fY) =X (/)Y + fVxY
sartlarint saglvyor ise V doniigtimiine afin veya lineer konneksiyon ve VxY vektor alanina da' Y

vektor alaninmin X vektor alani boyunca kovaryant tiirevi denir [25].

Tamm 2.1.6. M bir diferensiyellenebilir manifold ve V da M de bir lineer konneksiyon olsun.

Bu durumda
T:T(TM)xT'(TM) —-T(TM)
X , YY) — T(X,)Y)=Vx¥Y—-VyX—[X,Y] (2.1.9)
olarak tamimlanan tensor alani T ye V lineer konneksiyonunun torsiyon tensorii ve T = 0 olmast
durumunda V ya torsiyonsuz denir [26].

Tamm 2.1.7. g metrigi M yari-Riemann manifoldu iizerindeki V lineer konneksiyonuna gore

paralel, yani g metrigi her X,Y,Z € T'(TM) i¢in
(Vxg) (Y,Z) = Xg(¥Y,Z) —g(VxY,Z) =g (Y,VxZ) =0

ise V konneksiyonuna metrik konneksiyon denir. Torsiyonsuz ve metrik olan bir lineer
konneksiyona Levi-Civita konneksiyonu denir [26].
Teorem 2.1.1. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde torsiyonsuz
ve g metrigi ile uyumlu (Vg =0), yani her X,Y,Z € T'(TM) icin,

1) [X,Y] =VxY —VyX,
kosullarint saglayan bir tek V Levi-Civita konneksiyonu vardir. Bu konneksiyon Kozsul formiilii

olarak bilinen
2¢(VxY,2)=Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y) (2.1.10)
_g(X7 [sz])+g(Y7 [va])+g(za [va])

6



esitligi ile karakterize edilir [25].

Tamm 2.1.8. (M,g) Riemann manifoldu ve f:(M,g) — C=(M,R) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

hy:T(TM) — T (TM) (2.1.11)

lineer déniisiimiine (M, g) iizerinde f fonksiyonunun Hessiyan tensdrii denir. Hessiyan tensorii

hy self-adjointtir, yani X,Y € T (TM) i¢in g (hy (X),Y) =g (hy (Y),X) dir [25].

Tanmm 2.1.9. (M,g) Riemann manifoldu ve f:(M,g) — C*(M,R) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

Hy:T(TM) xT(TM) — C*(M,R)
(X ,Y) — HfX,Y)=g(ht(X),Y) (2.1.12)

tensoriine (M, g) iizerinde f fonksiyonunun Hessiyan formu denir. f fonksiyonunun Hessiyan

tensorii self-adjoint oldugundan, Hessiyan formu simetriktir [25].

Teorem 2.1.2. (M,g) bir Riemann manifold, f.,k: (M,g) — C*(M,R) fonksiyonlar olsun.
X,Y € D(TM) igin
A(fK) = fAk+kAf —2g (VF,VK) 2.1.13)

dir [25].

Tamm 2.1.10. M, bir diferensiyellenebilir manifold, V da M iizerinde lineer konneksiyon, M
manifoldunun bir U a¢ik komsulugundaki ¢ati {ey,...,e,} ve @; (e j) = 0;j olacak sekildeki dual
cant {my,...,®, } olsun. Bu durumda
w;; : F(TM) —C” (M,R)
X — ; (X)

ve

n
Vxe; = Z ; j (X)ej
j=1

ile tamimli @;; 1—formlarina V konneksiyonunun konneksiyon formlari denir [25].



Tamm 2.1.11. M bir n boyutlu Riemann manifoldu ve M iizerinde bir U bolgesinde tanimli bir

C* fonksiyon f olsun. Bu durumda f fonksiyonuna bir O-form ve

df (X) =X [f] = (grad f,X) (2.1.14)

olarak tamimlanan d f 1 -formuna f nin U daki dis tiirevi denir. U iizerinde bir ® 1-formunun

dw ile gosterilen dus tiirevi U iizerinde bir 2-formdur ve
1
do(X,Y) = {X[o ()] -Y[oX)] - o(X,Y])}
biciminde tanmimlanir [27].

Teorem 2.1.3. (M,g), n—boyutlu bir Riemannian manifold, {ey,es,...,e,}, M iizerinde bir
ortonormal ¢ati ve {®y,@,...00,} de bu catrya karsilik gelen dual ¢ati olsun. Diferensiyel
1-formlar: cinsinden torsiyon tensorii ve egrilik tensoriinii ifade edebiliriz. Buna gore torsiyon

tensorii ve egrilik tensorii her X, Y € T'(TM) icin

T(X,Y): Ti(X,Y)ei,E(va):g(T(X7Y)7ei)a

-

1

1

=

R(X,Y)ej=Y Rij(X,Y)e;, Rij(X,Y)=¢g(R(X,Y)ej,e)

1

Il
L

olarak ifade edilir. Ayrica

n
dw;, = Z wiAw;;+ T,
=1
ve

n
d(O,‘j = — Z (L)ikA(L)kj-i-Rij
k=1

dir. Bu denklemlere Cartan Yapi1 Denklemleri denir [25]. R deki bir M hiperyiizeyi icin yapi

denklemleri
n
dw; = a)iAa)ij (2115)
j=1
ve
n
dayj=— ) opAay; (2.1.16)
k=1
olur.

Tamm 2.1.12. (1\_4,§) bir yari-Riemannmanifold ve V manifold iizerindeki konneksiyon olsun.

Bu durumda
R:T(TM)xT(TM)xT (TM) — T (TM)
(X, Y, Z — RXY)Z=VxVWyZ-VyVxZ-VixyZ
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seklinde tamimh R, (3,1) —tensor alanmina V lineer konneksiyonun egrilik tensirii denir Eger

R = 0 ise, M manifolduna flattir (diizdiir) denir [22].

Onerme 2.1.1. X,Y,ZW €T (TM) icin Riemann egrilik tensorii asagidaki ozellikleri saglar
[22];

I)R(X,Y)=—-R(X,Y),
2)(R(X,Y)Z,W)=—(R(X,Y)W,Z),
3)R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,
4)(R(X,Y)Z,W)=—(R(Z,W)X,Y).

Burada 3. ozellige birinci Bianchi ozdesligi denir.

Tamm 2.1.13. (]\_4,§) bir yari-Riemann manifold, p € M noktasinda bir 11 tanjant diizlemi
X,Y € TpM vektorleri tarafindan gerilsin, yani 11 = Sp{X,Y } olsun. Buna gore
(R(X,Y)X,Y)

(X, X)(Y,Y)—(X,Y)? (2.1.17)

K(II)=K(X,Y)=
reel sayisina Il nin kesit egriligi denir [22].

K (IT) kesit egriligi 11 diizleminin bazuimn segiligsinden bagimsizdir. X,Y € F(TM) icin
K (X,Y) ye M nin kesit egriligi denir.

Eger K =0 ise R = 0 dir [22]. Eger M nin kesit egriligi K = c seklinde bir sabit ise M ye

sabit egrilikli uzay veya uzay form denir. Eger M bir uzay formise X,Y,Z € T’ (TM) icin
R(X,Y)Z=c{(X,Z)Y —(Y,Z)X} (2.1.18)
olarak yazilir [22].

Tamm 2.1.14. (M,g) , n—boyutlu yari-Riemann manifoldu ve M iizerinde bir ortonormal ¢ati

{e1,ea,...,e,} olmak iizere

Ric:T(TM) xT(TM) — C* (M,R) (2.1.19)

X , Y — Ric(X,Y):iz(Te(-,X,Y,-)):Zn:sig(ﬁ(ei,x)y,ei)
i=1

seklinde tamimlanan (0,2) tipindeki tensore Ricci tensérii denir ve Ric ile gosterilir. Eger Ricci

tensorii Ric = 0 ise M manifolduna Ricci flattir denir [28].



2.1.1 Yari-Riemann Altmanifoldlar:

Tamm 2.1.15. (M,g) bir yari-Riemann manifold ve M de bir diferensiyellenebilir manifold
olsun. @ : M — M diferensiyellenebilir déniisiimiiniin tiirev déniisiimii bire-bir ise @ ye bir
immersiyon denir. n = boyM < boyM = m olmak iizere @ bir immersiyon ise M ye M nin

yari-Riemann altmanifoldu denir [22].

Bu tamima gore g = @*g olmak iizere (M,g) bir yari-Riemann manifolddur. Her p € M icin
oM
7 1

T(P(p)M = d(P (TPM) @dQD (TPM)

olarak yazilir. Ayrica X,Y € I'(TM) i¢in

g(X,Y) =g(doX,doY)
dir ve @ bir izometrik immersiyondur.

Tammm 2.1.16. M, M yari-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun ve M iizerindeki g
metrik tensoriiniin, M altmanifolduna indirgenmesiyle elde edilen g = g |y tensorii goz oniine
alinsin. M altmanifoldunun bir p noktasindaki sifirdan farkli her w € T, (M) teget vektorii
icin gp(w,v) # 0 olacak sekilde bir v € T, (M) teget vektorii varsa, g indirgenmis metrik
tensoriine, p noktasinda non-dejenere denir. Eger g, M iizerindeki her noktada non-dejenere
metrik tensorse ve indeksi M manifoldunun her noktasinda ayniysa, M altmanifolduna M

yari-Riemann manifoldunun bir yari-Riemann altmanifoldu denir [22].

Tamm 2.1.17. (1\7@) bir n—boyutlu yari-Riemann manifoldu M nin bir (n—1)—boyutlu
altmanifoldu M ye, M nin hiperyiizeyi denir. EGer M, 2—boyutlu ise M ye M de yiizey denir [22].
M, M de bir hiperyiizey ise M nin normal uzayt 1—boyutludur ve M nin normal uzayini geren

birim vektor alanina M nin birim normal vektor alani denir.

M, M de bir hiperyiizey ve N de M nin birim normal vektor alani ise

1
f=-izAy
n

olmak iizere
H=fN (2.1.20)

olarak ifade edilir. ¢ : M — M immersiyonunda H = 0 ise @ ye minimal immersiyon denir [25].

Eger H normal demette paralel ise, yani V-H = 0 ise M ye paralel ortalama egrilikli (Parallel
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Mean Curvature, (PMC)) altmanifold denir. Eger H min normu sabit ise M ye sabit ortalama

egrilikli (Constant Mean Curvature, (CMC)) altmanifold denir. Eger
Ay = |H|*1 (2.1.21)
ise M ye pseudo-umbulik altmanifold denir.

Tamm 2.1.18. (]\_4, g) bir yari-Riemann manifoldu M mn bir altmanifoldu M olsun. Her p € M
icin

M- ={V,eT,(M):g(Xp,V,) =0, X, € T,M}
tammlanan altuzayima M nin normal uzayi denir. V), vektoriine M nin normal vektorii ve V), nin
birim vektor olmast halinde V), vektoriine M nin birim normal vektdrii denir. p noktasinda T,M
uzaywma dik olan tamamlayan uzayt Tle uzaywma normal uzay, M nin tiim normal vektorlerini

iceren TM™ uzaymma da M nin normal demeti adi verilir. Normal vektor alanlarimin kiimesi

r (TML) veya X (ML) ile gosterilir [25].

(M,g) bir Riemann manifoldu ve (M,g) de M de bir altmanifold olsun. M iizerindeki
Levi-Civita konneksiyonunu V ve M iizerindeki indirgenmis konneksiyon da V olmak iizere

Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla, X, Y € I'(TM),V € T’ (TM L) i¢in,

VxY =VxY +h(X,Y), (2.1.22)

veE

VxV = —AyX 4+ VyV, (2.1.23)

olarak tammlamr. Burada VxY, AyX € T'(TM) ve h(X,Y), VgV € I'(TM™*) dir. Ayrca
burada £ ya M nin ikinci temel formu, Ay ye de M nin V ye gore Weingarten doniisiimii
veya sekil operatorii ve V- e de M nin normal konneksiyonu denir [25]. kinci temel form
h =0 ise M ye total geodezik altmanifold denir. Ay = Al ise M ye V ye gore umbuliktir
ve eger her V € I'(TM*") icin M umbulik ise M ye total umbulik denir. (2.1.2) ve (4.1.2)
denklemlerinden kolayca goriiliirki (AyX,Y) = (h(X,Y),V) dir. (M,g) nin egrilik tensorii
R, (M, g) altmanifoldunun egrilik tensérii de R olmak lizere, X,Y,Z € I'(TM) igin,

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z~Ayyz)X +Anx Y + (Vxh) (Y,Z) — (Vyh) (X,Z) (2.1.24)

dir ve bu denkleme Gauss denklemi denir, burada (Vxh)(Y,Z) = Vxh(Y,Z) — h(VxY,Z) —
h(Y,VxZ) dir [25]. (2.1.24) denklenin normal kismi olan
(R(X,Y)Z)" = (Vxh) (Y,Z) — (Vyh) (X,Z) (2.1.25)
11



denklenine Codazzi denklemi denir.

Tanmm 2.1.19. M ve M sirastyla n ve m-boyutlu Riemann manifoldlart olmak iizere M, M nin
altmanifoldu olsun. M iizerindeki bir p € M i¢cin T,M nin lokal ortonormal ¢atisi {ey,...,e,}
olsun. Bu durumda

1. 1
H = —izh= ;;h(ei,ei) (2.1.26)

biciminde tamumli H vektor alanina M nin ortalama egrilik vektor alant denir. Eger H = 0 ise

M ye minimal altmanifold denir [25].

2.1.2 Yan1-Oklid Uzaymn Altmanifoldlari, Yiizeyleri ve Hiperyiizeyleri

Bu alt boliimde R? yar1-Oklid uzayinda altmanifoldlar, v = 1, m = n + 1 alinarak ]RVI’H
Minkowski uzayindaki M hiperyiizeyleri ve v = 0, m = 4 alinarak, R* Oklid uzaymdaki M

yiizeyleri icin temel geometrik kavramlar: verecegiz.

Tamm 2.1.20. RY uzay:, iizerindeki metrik tensor

\% m
g=()==Ydi+ Y dx 2.1.27)
i=1 j=v+1

seklinde tammli olan m-boyutlu, v indisli yari-Oklid uzay: olarak adlandirnlir. Burada,
(X1,%2,...,%m) , RY uzayindaki bir kartezyen koordinat sistemidir. Ayrica eger v =0 ise, Rjj =

R™ uzayr Oklid uzay: olarak, eger v =1 ise, R uzayr Minkowski uzay olarak adlandirilir [22].

Ozel olarak, co € R ve r > 0 olmak iizere, egrilikleri, sirastyla, r* ve —r? olan ST (co, r2)

ve ]I-]I’g:ll (co, —r2) tam uzaylar, sirasiyla,
Sy (co,r?) = {x € RY : (x—co,x —co) =7}, (2.1.28)

H? [ (co,—17) = {x € RY' : (x — co,x —co) = —r %} (2.1.29)

seklinde tamimlanir. Genel gorelilik kuraminda, R‘l‘, S‘lt (co, 1’2) ve H‘f (co, ’,2) uzaylarina,
swrastyla, Minkowski, de Sitter ve anti-de Sitter space-time olarak isimlendirilir. co = 0 olmast

durumunda bu uzaylar ST~ (r2) ve H"’f:ll (—rz) ile gosterilir. Ayrica, v =1 olmasi durumunda
! (—rz) = {x = (xo,xl,xz,x3) eRT: (x,x) = —r2vex® > O}
ile verilen H™ ! (—rz) uzaywma hiperbolik uzay denir [29].

Tamm 2.1.21. R yari-Oklid uzay ve iizerindeki metrik g = (,), olmak iizere,
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i) Iy ={ve R)—{0}): (v,v) =0} seklinde tamumli Ty kiimesine R} niin lightlike (null)
konisi,

ii) g ={veRy: (v,v) >0} seklinde tammli Ty kiimesine R} niin spacelike konisi,

iii) I'r = {v e (RY —{0}) : (v,v) < 0} seklinde tamumli Iy iimesine R} niin timelike konisi

denir [22], [30].
Tanim 2.1.22. R yari-Oklid uzayindaki bir yiizey icin, eger iizerindeki metrik tensor

*pozitif tammli ise, spacelike yiizey,

*indisi bir ise timelike yiizey,

*dejenere ise lightlike yiizey
olarak adlandirilir. Baska bir deyisle, eger yiizeyin her bir p noktasindaki normal vektorii
timelike, spacelike veya lightlike ise sirasiyla, spacelike, timelike veya lightlike yiizey olarak
adlandiritlir [22], [30]. Ayrica, yiizey iizerindeki teget vektorlerin tamami spacelike ise yani

viizeyin indisi O ise, bu takdirde yiizeye spacelike yiizey denir.

M, R* Oklid uzayinda yonlendirilmis, regiiler bir yiizey olsun. {e,es;e3,es}, M yiizeyi
tizerinde tanimli ortonormal ¢ati alami ve {@;, @, @3, @4} ise, bu ¢ati alanina kargilik gelen dual
cat1 alan1 olsun. Ayrica V,V, V' ile sirastyla, R* Oklid uzaymin Levi-Civita konneksiyonu, M
yiizeyi iizerindeki indirgenmis konneksiyon ve M yiizeyinin normal konneksiyonu gosterilsin.

Gauss ve Weingarten formiilleri sirasiyla

2
Veei=Y wy(e;)ex+hjes+hies, (2.1.30)
k=1
o 4
Veeg = —hber—iber+ Y oy (ex)ey, i,j=1,2, B=3,4 (2.1.31)
v=3

seklindedir. Burada {@pc}, B,C = 1,2,3,4;{e1,e2;e3,e4} catr alanina karst gelen konneksiyon
formlari, wpc (X) = <€Xe3, ec> seklinde tanimlanir ve wgc 4 wcp = 0 esitliklerini saglar. hg( =

<h (ei,ex),e [;> ise, M yiizeyinin ikinci temel formunun bilesenleridir.
M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii,
1. 1 B
H= ElZAﬁ = Ezhiiei’
B.i
seklinde tanimlanir. Ortalama egriligi ise,

H=[H]|
13



seklindedir.

M yiizeyinin Gauss egriligi,

4 2
K =detAg = ﬁZB (h?l iy~ () ) ,

seklinde tanimlanir [31].

Diger taraftan R* Oklid uzayindaki M yiizeyleri icin iistteki denklemlerde R = 0

olacagindan, (2.1.24) den Gauss ve Codazzi denklemleri, sirasiyla,
(R(X.Y)ZW) = (h(Y.Z),h (X,W)) — (h(X,Z) ,h (Y, W), (2.1.32)

(Vxh) (Y,Z) = (Vyh) (X, Z). (2.1.33)

Burada R, yiizeyin V konneksiyonu ile iligkili egrilik tensoriidiir ve Vh,
(Vxh)(Y,Z) =Vyh(Y,Z)—h(VxY,Z) —h(Y,VxZ) (2.1.34)

seklindedir [25]. Ayrica,
i DBy B
R- (e exsep,e) = ([Ag,Ay] (e)) Z(hikhy huh@ i k=12 B,y=3,4

seklindedir. Burada R, yiizeyin V- konneksiyonu ile iliskili normal egrilik tensorii, A g ise eg

vektorii dogrultusundaki Weingarten doniisiimiidiir.

Eger Rt = 0 ise, M yiizeyinin normal konneksiyonu flattir denir. Son denklem ile
verilen Ricci denkleminden dolayi, bu kosul bu yiizeyin tiim sekil operatorlerinin ayni anda

kosegenlestirilebilir olmasina denktir [31].

Tamm 2.1.23. M, R’f“ Minkowski uzayinda yonlendirilmis bir hiperyiizey, x : M — R’f“
bir izometrik immersiyon ve N de bu hiperyiizeyin birim normal vektor alant olsun. Eger,
M iizerindeki indirgenmis metrik g = g |y, pozitif tammli (indisi bir) ise x immersiyonu
spacelike (timelike) immersiyon olarak adlandiriliv. Diger taraftan, M hiperyiizeyinin her bir
noktasindaki birim normal vektor alant N nin timelike (spacelike) bir vektor alant olmasi, yine
x immersiyonunun spacelike (timelike) olmasina denktir. Ayrica, eger g indirgenmis metriginin

indisi bir ise, x immersiyonuna spacelike immersiyon denir [22].

R’f“ Minkowski uzayinin n-boyutlu bir M hiperyiizeyini goz oniine alalim ve bu hiperyiizey
lizerinde bir ortonormal can {ey,es,...,en;N} olsun oyle ki ey, e, ...,e, vektor alanlari, M

hiperyiizeyine teget; N ise bu hiperyiizeyin birim normal vektor alani olsun.
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Tez boyunca & ile o anda séz konusu olan ortonormal bazdaki e; vektoriiniin normu
gosterilecektir, yani & = (e;,e;) dir. Ozel olarak, e; vektor alami spacelike ise & = 1, timelike

ise g = —1 dir.
Ayrica (N,N) = € olmak iizere, € = 1 ise M timelike, € = —1 ise M spaceliketir.

V ve V sirastyla M" in ve Rﬁ’“ in Levi-Civita konneksiyonu olsun X,Y € I'(TM) teget
vektorler ve N € 1“(TM)L normal vektorler olmak iizere, Gauss ve Weingarten formiilleri,

sirasiyla,

VxY =VxY +h(X,Y) (2.1.35)
VxN = —AX (2.1.36)

seklindedir, burada & ve A sirasiyla, hiperyiizeyin ikinci temel formu ve sekil operatoriidiir.

Ayrica A sekil operatorii ve 4 ikinci temel formu arasindaki iligki
(AX,Y)=(h(X,Y),N) (2.1.37)
seklindedir.

Ayrica, R? de bir M yiizeyi x = x (u,v) seklinde parametrelendirilmis olsun. Bu durumda M
nin tanjant demeti {X,, X, } ile gerilir ve M nin birim normal vektor alani

X, xX,

N=—-—
X x X, |

seklinde tanimlanir [27].

Diger yandan, ]R’f“ Minkowski uzayindaki M hiperyiizeyleri i¢in Gauss ve Codazzi

denklemleri sirasiyla, (2.1.32) ve (2.1.33) diir.

M hiperyiizeyinin sekil operatorii A olsun M iizerinde bir ortonormal ¢ati alan1 {ey,...,e,}
olmak iizere A nin eigen degerleri M nin bir p noktasindaki asli egrilikleri olarak adlandirilir
ve k; lerle gosterilir. Asli egriliklere karsilik gelen ve eigen vektor denen vektorlerin belirttigi
dogrultulara da M nin p noktasindaki asli egrilik dogrultular1 denir. Bu durumda Ae; = k;e; dir

ve buna Rodrigues formiilii denir.

Rodrigues formiiliinden goriilir ki M hiperyiizeyi spacelike ise o zaman A sekil
operatorii kosegenlestirilebilirdir. Eger M hiperyiizeyi timelike ise o zaman sekil operatorii

kosegenlestirilemeyebilir.

Ayrica R™ ! in bir M hiperyiizeyinin sekil operatorii A, M nin bir asli catisi {eg, e, ...e,} ve
bu asli ¢atiya karsilik gelen asli egrilikler ky,...,k, , yani Ae; = kje; i = 1,2,...,n olmak iizere
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Codazzi denklemleri
ei (k;) = wij (¢;) (ki — k) (2.1.38)
w;j (er) (ki —kj) = oy () (ki —k;) (2.1.39)

dir, burada @;; = <Vele,~,e j> seklinde tanimli konneksiyon 1—formlardir [32].

Tamm 2.1.24. Bir p € M noktasinda Gauss déniisiimiiniin diferensiyeli dN,, : Tp (M) — Tp (M)
olsun. dN, doniisiimiiniin determinantina M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi denir ve K
ile gosterilir. H = rlll'z (dN,) ye M yiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi denir . Buna gore
asli egrilikler cinsinden

ki+kt- -tk
n

K=kky k., H

olarak yazilabilir. H = 0 ise M yiizeyi minimaldir ve K = 0 ise M yiizeyine flattir denir [27].

Tanmm 2.1.25. M, bir n-boyutlu manifold ve M nin bir p noktasindaki tanjant uzayr T, (M)
olsun. M iizerinde bir r-boyutlu D distribiisyonu, M nin her bir p noktasini r-boyutlu altuzayina

gotiiren doniisiimdiir. Yani,

D:M—T,(M)
p—D, CTp(M)
ile tamimly D déniisiimiine M iizerinde bir distribiisyon denir. Her X € T'(TM) i¢in p € M
olmak iizere X, € D, ise X vektor alamina D distribiisyonuna aittir denir. Eger her p noktast

icin D ye ait r tane diferensiyellenbilir lineer bagimsiz vektor var ise D ye diferensiyellenebilir

distribiisyon denir [25].

Tamm 2.1.26. M bir C*—manifold ve D, M iizerinde g-boyutlu bir C*-distribiisyon olsun. M,
M manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere eger M nin her p noktasinda, M nin tanjant uzay:
ile D), aym olacak sekilde M nin bir M altmanifoldu var ise bu altmanifolda D nin integral

altmanifoldu denir. Bu durumda

f:M—=M
bir imbedding olmak iizere her p € M icin
f< (Tr (M)) = D,
dir [25]. Her X,Y € T'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) ise D distribiisyonuna involutivedir denir.
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Tamm 2.1.27. M, n boyutlu bir C*—manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun.
Eger, her p € M icin D distribiisyonunun p noktasini kapsayan bir maksimal integral manifoldu

varsa D distribiisyonuna integrallenebilirdir denir [25].

Bir integrallenebilir distribiisyonun, involutive oldugu aciktir. Bunun tersi de asagidaki

teoremde verilmisgtir:

Teorem 2.1.4. (Lokal Frobenius Teoremi) M, n boyutlu bir C”—manifold ve D bu
manifold iizerinde r-boyutlu bir distribiisyon olsun. Eger D distribiisyonu involutive ise

integrallenebilirdir [25].

Bu teoremin sonuclarindan ilki asagidadur:

Lemma 2.1.1. M, n boyutlu bir manifold olmak iizere, eger D ve D+, M manifoldunun her bir

noktasinda birbirini tamamlayan birer involutive distribiisyon iseler, o zaman M manifoldunun

0 d
xpy1’ """ dxy

birer lokal baz olacak sekilde bir (xy,x3,...,x,) lokal koordinat sistemi vardir [33].

her bir noktasinda, D ve D distribiisyonlarinn, sirasiyla, (8%1”%) ve
p

Bu teoremde 6zel olarak n = 2 alinarak agagidaki lemmay:1 verebiliriz.

Lemma 2.1.2. M, 2 boyutlu bir manifold olsun. X,Y € T' (T M) vektér alanlart,
1) X ve Y vektor alanlari lineer bagimsiz,

2)[X,Y]=0
kosullarint sagliyorsa bu durumda X = %, Y = % olacak sekilde bir lokal koordinat sistemi

(s,t) vardwr.

Lemma 2.1.3. M, R” yari Oklid uzaymda bir spacelike n—manifold ve x : M — R™ bir
izometrik immersiyon olsun. Bu taktirde. x', x yer vektoriiniin teget bileseni olmak iizere,
U: { peEM:xT # O} altkiimesi iizerinde tamimh, D = {X e T,M: <X ,xT> = O} distribiisyonu
integrallenebilirdir [34].

2.1.3 Riemann Manifoldlar:1 Arasinda Harmonik ve Biharmonik Doniisiimler

Tamm 2.1.28. (M, g) ve (N,g) diferensiyellenebilir Riemann manifoldlar olmak iizere

o:M—N
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bir doniisiim olsun. Bu durumda @ doniisiimiiniin ikinci temel formu
Vde :T(TM)xT(TM) —T (¢~ 'TN)

(X ,Y) — Vdo(X,Y)=(Vxde)(Y)=Vxdo(Y)—de (VYY) (2.1.40)
seklinde tamimlamr, burada V®pull-back konneksiyonu ve VM de M iizerindeki konneksiyondur
[35].

Tanim 2.1.29. (M, g) ve (N,g) Riemann manifoldlar ve
o:M—N
bir C*—doniigiim olsun. {ey,...,ey} , M nin bir ortonormal ¢atisi olmak iizere

T(@) =divde =) Vdo(e;,e;) (2.1.41)
i=1

seklinde tanumli T (@) ye @ nin tensiyon alani denir [35].
Tamm 2.1.30. (M, g) ve (N,g) Riemann manifoldlar ve
¢o:M—N
bir C* —doniisiim olsun. Bu durumda her p € M i¢in
e(9) M~ [0, e(g), =5 |, (2.142)

seklinde tammlanan fonksiyona @ nin enerji yogunlugu denir [35]. {ey,...,en}, T,M nin bir
ortonormal bazi olmak iizere

=

|d(Pp g(doy(ei),dop (e:))

1=

ile tamumli Hilbert-Schmidt normudur.

Tamm 2.1.31. (M, g) ve (N,g) Riemann manifoldlar olmak iizere M nin her kompakt D bélgesi

iizerinde tanimli
1 2
E ;D:/e V:—/d av, 2.1.43
(¢;D) U (@) Ve 2U’(Pp| g ( )
fonksiyonuna ¢ nin enerji integrali denir [35].
Tamm 2.1.32. (M,g) ve (N,g) Riemann  manifoldlarr ve C*(M,N) =
{@| @ : M — N,C — doniisiim} olmak iizere M nin biitiin D kompakt bolgeleri iizerinde
E(;U):C”(M,N) —>R
ile tamumli enerji fonksiyonelinin bir kritik noktast ¢ € C* (M,N) ise ¢ ye harmonik doniisiim
denir [35].
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Teorem 2.1.5. Riemann manifoldlar: arasinda bir C*, ¢ : M — N doniigiimiiniin harmonik

olmasi igin gerek ve yeter sart T (@) = 0 olmasidir [35].

Onerme 2.1.2. Rieman manifoldlart arasinda
¢o:M—N
bir izometrik immersiyon olmak iizere
7(¢) =1izB = (boyM)H

dir. O halde izometrik immersiyonun harmonik olmasi icin gerek ve yeter sart izometrik

immersiyonunun minimal olmasidir, yani H = 0 olmasidir [35].

Tamm 2.1.33. Riemann manifoldlar: arasindaki bir C* doniisiim ¢ : M — N olmak iizere

7 (@) =—-A%(1(9)) —izRY (do (=), 7(9))de (-) (2.1.44)

ile tamumli fonksiyona @ nin bitensiyon alani denir. Burada A\?, @ nin Laplasyan doniisiimii ve

RYN de N nin Riemann egrilik tensoriidiir [35].

Eger 7, (@) = 0 ise ¢ ye biharmonik déniisiim denir ve ayrica

7 (@) = —A% (t()) —izR" (d (-),7(9))de (=) =0

doniisiimiine de @ nin biharmonik denklemi denir.

Bu tamima goére her harmonik doniisiim biharmonik doniigiimdiir; fakat tersi her zaman

dogru degildir.

M bir kompakt diferensiyellenebilir manifold olmak iizere ¢ : M — R" boyM = m < n,

doniisiimiinii goz oniine alalim. Bu durumda @ nin tensiyon alani

T(9)=A"(9) (2.1.45)

olur, burada N"™, M iizerindeki Laplasyandir. N (@) = —mH oldugundan @ nin biharmonik
olmast icin gerek ve yeter sart \* (@) = 0 veya AH = 0 olmasidir: O halde ANH = 0 ise M ye
biharmonik altmanifold denir. Boylece R" de minimal ve sabit ortalama egrilikli altmanifoldlar
biharmonik altmanifoldlardir. ¢ immersiyonu icin A>@ ifadesini teget ve normal bilesenlerine
ayiracak olursak

A2 = (%) + (A2g)" (2.1.46)
sekinde yazabiliriz.
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Tamm 2.1.34. ¢ : M — R", boyM = m < n, bir izometrik immersiyon olsun. Eger (7, (@) ,d@) =
0 ise M ye bikonservatif altmanifold denir [36].

Bu tanima gore M nin bikonservatif olmast i¢in gerek ve yeter sart (2.1.46) da (Azx)T =0

olmasidir.
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3. OKLID UZAYLARINDA BIKONSERVATIF HIPERYUZEYLER

Bu boliimde ilk 6nce 4—boyutlu Oklid uzayinda hiperyiizeylerin ve 3— boyutlu Oklid
uzayinda da yiizeylerin bikonservatif olma durumlar1 incelenecektir. Daha sonra genel olarak
herhangi bir boyutta (n > 4) ii¢ farkli asli egrige sahip olan hiperyiizeylerin bikonservatifligi
incelenecektir. Bunun icin de m—boyutlu Oklid uzaymnda herhangi bir altmanifoldun bazi

geometrik Ozelliklerine ihtiyacimiz olacaktir ve simdi bunlar1 verelim.

3.1 Oklid Uzayinda Biharmonik Altmanifoldlar

M bir baglantili diferensiyellenebilir manifold olmak iizere x : M — R™ bir immersiyon
olsun, yani M, R™ Oklid uzayinin n-boyutlu altmanifoldu olsun. M iizerideki Laplasyan
operatorii A, M nin R™ de yer vektorii x ve immersiyonun ortalama egrilik vektorii H olmak
uizere

Ax = —nH (3.1.1)

dir. Gergekten de M iizerinde Ve;e; = 0 olacak sekildeki bir ortonormal ¢ati {ei,...,e,} olmak

izere bir p € M noktasinda

n —
Z (Veiei - Veiei>
i p

(Ax), = — zn:h(ei,e,-)p = —nH,

olarak elde edilir. Buradan (3.1.1) esitligi elde edilmis olur [8].

Boylece R de bir altmanifoldun minimal olmasi icin gerek ve yeter sart x in koordinat
fonksiyonlarmin harmonik olmasidir. O halde (3.1.1) den goriiliir ki R™ in her minimal
altmanifoldunda

Ax=0 (3.1.2)

dir [8].
Tamim 3.1.1. x : M — R"™ bir izometrik immersiyon olsun. Eger
A?x =0 yani AH =0 (3.1.3)

ise M ye biharmonik altmanifold denir [8].
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Bu tamima gore de acik olarak minimal immersiyonlar biharmoniktir. 3-boyutlu Oklid
uzayinda biharmonik yiizeyler sadece minimal yiizeylerdir [8]. Bu durumda su 6nemli bir soru
olur. Acaba R* de biharmonik hiperyiizeyler nasil olur? Yani onlar da minimal olmak zorunda

midir?

Simdi M, R"*! Oklid uzayinda bir diferensiyellenebilir hiperyiizey ve birim normal vektor

alan1 da N olsun. Bu durumda M hiperyiizeyinin ortalama egrilik vektor alani
H =HN (3.1.4)
olarak yazilir, burada H hiperyiizeyin ortalama egriligidir.

Lemma 3.1.1. R""! de bir M hiperyiizeyinin ortalama egriliginin Laplasyant
AH =2AgradH +nHgradH+ (AH+ SH) N (3.1.5)
dir, burada H ortalama egrilik ve S de ikinci temel formun karesidir [1].

Ispat: M hiperyiizeyi iizerinde bir ortonormal cati {ey,...,ey} olsun. Bu durumda Laplasyanin
(2.1.6) ifadesini (3.1.4) denkemine uygularsak
n
AH =A(HN) = (AH)N—l—HAN—ZZe,-(H)Ve[.N (3.1.6)
i=1
elde edilir. Weingarten formiilii (2.1.36)dan
n
AH = (AH)N +HAN +2)  ¢;(H) Ae;
i=1
n
= (AH)N+HAN +24) ¢;(H)e;
i=1
= (AH)N +HAN +2A gradH
olur. Simdi burada AN i hesaplayalim. {ej,...,e,} asli ortonormal catisina gére A sekil
operatoriiniin asli egrilikleri k;, 1 <i <n, yani Ae; = k;e; olsun. Bu durumda oldugundan (2.1.6)
dan

AN =Y, (Vo N = Ve Vo)

n

i=1

olarak yazilir. Burada Weingarten formiilii (2.1.36) kullanilirsa
n
AN = Z (—A (Veie,-) + VeiAE,')
i=1

olur. Ayrica

n
Veei=) oj(e)e;
j=1
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oldugu goz Oniine alinirsa

—;jj (e,-)Aej +ve,~A€ia Ae; = kje;,

i
-
D=

N
I
—
~.
Il
_

—ayj(ei) kjej+ei (ki) ei+kiVeer

I
ngE

~
—_
~.
ey

veya

AN = Z Z (L),] i)kj jejte; (ki) e + k;w;; (e:) ej+kih (ei,e;)
i=1j=

olur. Sag taraf diizenlenirse
n n
AN = Z Z ; (e,-) (k,'—kj) ejte; (ki)ei—i—kizN
i=1j=1
elde edilir. Codazzi denkleminde e; (k;) = j; (e;) (ki — k;) oldugundan
AN = ZZel Jej+ei(ki) ,-—l—kizN
i=1 j#i
ei (nH)e;+ k}N (3.1.7)

'M=

1

~

n
sonucuna ulagilir. Burada S = ) ki2 denilirse bu ikinci temel formun normunun karesidir. O
i=1
halde
AH = 2Agrad H+ HAN + (AH) N

n
ifadesinde (3.1.7) kullanilir ve gradH = ) ¢; (H) ¢; oldugu goz 6niine alinirsa
j=1

AH =2AgradH+nHgradH+ (AH+ SH) N
olarak elde edilir ve ispat tamamlanir.

M, R"*! de biharmonik hiperyiizey olsun. Bu durumda M nin biharmonik olmasi icin gerek

ve yeter sart AH = 0 olmasidir ve (3.1.5) denklemi teget ve normal bilesenlerine ayrilirsa
AgradH = —?gradH (3.1.8)
ve
AH+SH=0 (3.1.9)
elde edilir. Boylece M hiperyiizeyinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1.8) ve

(3.1.9) denklemlerinin saglanmasidur.

(3.1.8) denklemini saglayan hiperyiizeyler Tanim 2.1.34 e gore bikonservatif hiperyiizey-
lerdir. Bikonservatif hiperyiizeylere H-hiperyiizeyler de denir. O halde sabit ortalama egrilikli
hiperyiizeyler asikar olarak H-hiperyiizeylerdir.
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3.2 Oklid Uzayinda Bikonservatif Hiperyiizeyler

Lemma 3.2.1. M Oklid uzay: R"*! de bir bikonservatif hiperyiizey (H—hiperyiizey) olsun. Bu
durumda XY € T'(TM) i¢in

(AX,Vy gradH) = (AY,Vx gradH) (3.2.1)
dir [1].
Ispat: M bir H-hiperyiizey oldugundan
AgradH = —% gradH
dir. Bu ifade

H2
AgradH = grad (_nT)

olarak yazilir. Bu son ifadenin X ve Y vektor alanlarina gore kovaryant tiirevleri alimir ve

(VxA)Y = VxAY — A (VxY) veya VxAY = (VxA)Y + A (VxY) oldugu dikkate alinirsa

H2
(VxA) gradH + A (Vy gradH) = Vy grad (—”T) (3.2.2)
ve
H2
VyA)gradH + A (Vy gradH) = Vy grad [ — (3.2.3)
g g g 1

olarak elde edilir. (3.2.2) denklemi Y ile (3.2.3) denklemi de X ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa

(VxA) gradH, Y) + (A (Vy grad H) Y = <vX grad (—”THz> ,Y>
i  aaman = (5 s () )

olur. Burada VA nin simetrik, yani X,Y,Z € I'(TM) igin ((VxA)Y,Z) = (Y,(VxA) Z) oldugu ve
Hess (—”412) (X,Y)= <VX grad (—”412) ,Y> = Hess (—"412) (Y,X) oldugu g6z 6niine alinirsa

2
((VxA)Y,gradH) 4+ (A (Vx gradH),Y) = Hess (—%) (X,Y)

ve
((VyA)X,gradH) + (A (Vy gradH) , X) = Hess (—"—) (X,Y)

olur. Codazzi denkleminden (VxA)Y = (VyA)X oldugu ve Hessiyan formun simetrikligi goz

oniine alinirsa (3.2.1) elde edilmis olur.
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Simdi kabul edelim ki M nin bir agik komsulugu U iizerinde grad H sifirdan farkli olsun ve

dH
en, = ||gra—dH|| diyelim. (3.1.8) den agik olarak goriiliir ki e,,, M tizerinde bir asli dogrultu olup
gra

buna karsilik gelen asli egrilik de —% dir.

gradH

|grad H]|
integral egrileri geodeziklerdir, egrilik cizgileridir ve boylece diizlemsel egrilerdir [1].

Lemma 3.2.2. M, R™"! de bir H-hiperyiizey olsun, Bu durumda e, = vektor alaninin

Ispat: Kabul edelim ki V., e, bir pg € U noktasinda sifirdan farkli olsun. Bu durumda pg 1n bir
Ve,,en
Ve, enll
(Ve,en,en) = 0 oldugundan e ile e, dik vektorlerdir ve boylece e; (H) = (e, gradH) = 0 dur.

W C U komgulugu vardir ve W iizerinde sifirdan farklidir. W tizerinde e; = diyelim.

Simdi Ae; = —%el oldugunu ispatlayalim. Gergekten de,

H
grad (—%) = grad (Ae,, en) = (V,,A) en
=V,, (Aen) —A(Ve,en)

nH
=V,, (_76") —A(V,en)

n nH
=——e,(H)en — —Ve,en—A(Ve,en)
2 2
elde edilir. e, (H) e, = grad H oldugundan
nH
A (Venen) = —TVenen
olur ve buradan Ae; = —%el oldugu sonucuna ulasilir. Benzer sekilde
nH nH
grad (—7) = —7V61€1 —A (Vglel)

elde edilir. Bu son denklemi e, ile i¢ ¢carpima tabi tutarsak

(2 )

veya buna denk olan e, (H) = 0 elde edilir ki bu kabulle ¢elisir. Yani V,, e,, U komsulugunun
her noktasinda sifirdir ve bdylece e, in integral egrileri geodeziklerdir. Ayrica acik olarak bu

integral egrileri egrilik cizgileridir.

Gauss formiilii (2.1.35) den

= nH
Venen = —TN
olur ve Weingarten formiilii (2.1.36) dan da
= nH
e,N = Ten
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olur.

p € U noktasinda e, (p) dogrultusunda M nin geodezigi C olsun. C nin yay parametresi s

ve birim teget vektor alami 7 ise, son iki denklemden

dT_ nH dN_nHT
ds 27 ds 2

olarak yazilir ki bunun anlami, N nin C egrisinin normali olmas1 demektir, yani her s i¢cin 7' ve

H
N ile gerilen diizlem sabittir ve C egrisi bu diizlemde yatar. Ayrica bu C egrisinin egriligi —%

dir.

Simdi D, U komgulugunda gradH ya dik olan (n— 1)-boyutlu distribiisyon, yani D =
(Sp {en})L olsun. grad H diferensiyellenebilir ve sifirdan farkli oldugundan D distribiisyonu da

diferensiyellenebilirdir.

Lemma 3.2.3. D distribiisyonu integrallenebilirdir ve D nin integral manifoldlart R"*' in

altmanifoldu olarak bir flat normal konneksiyona sahiptir [1].

Ispat: X ve Y, D ye ait diferensiyellenebilir vektor alanlari olsunlar. Bu durumda
(X,gradH) =0, (Y,gradH)=0

dir. Birinci denklemin Y ye gore, ikinci denklemin X e gore kovaryant tiirevlerini alirsak
(VyX,gradH) + (X,Vy gradH) =0

veE

(VxY,gradH) + (Y, Vx gradH) =0
veya bu iki denklemin farkini alirsak
([X,Y],gradH) =0
elde edilir ki bu da [X,Y] € T'(D) olmasi demektir, yani D integrallenebilir distribiisyondur.

My, D nin pg € U noktasindan gegen integral altmanifoldu olsun. Boylece My, R""! de ek
boyutu 2 olan bir altmanifolddur ve My 1n normal uzay: N ve e, tarafindan gerilir. Ayrica My a
ait bir X vektor alani i¢in

(AX,e,) = (X,Ae,) =0
oldugundan N, My m normal demetinde paraleldir, yani Weingarten formiiliinden V,N = —AX
oldugundan V;-N = 0 olur ve burada V*, My in normal konneksiyonudur. Béylece My, R**! in
altmanifoldu olarak flat normal konneksiyona sahiptir.
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Uyan 3.2.1. Acik olarak M nin ortalama egriligi D nin integral manifoldu iizerinde
sabittir. Burada ||gradH|| da D nin her integral manifoldu boyunca sabittir. Ger¢ekten
de gradH = ||gradH||e, oldugu ve V.,e, = 0 ve VgyqugradH = |gradH|*V, e, +

|\gradH|| e, (||gradH||) e, olduklar: gz oniine alimirsa, D deki bir X vektor alani igin

1
EX <ngadHH2> = (Vx gradH, grad H)

= (Voraau grad H, X ) =0

elde edilir ki bu da ||grad H|| nin sabit olmasi demektir.

Ortalama egrilik H sabit olacak sekilde D nin integral manifoldu M; ve M; iizerindeki

ortonormal ¢ati {e;, . e,—1} olsun. e, vektdr alamnin bir integral egrisi ¥ (s) birim hizli olsun,
yani ZII_Z (s) = e, (y(s)) olsun. Buna gore ortalama egrilik H nin gradienti

n—1
dH J
dH=Y ¢;(H)e; + =
gra ':le,( )e,—l—ds 3%

1

olarak yazilir. H, M| iizerinde sabit oldugundan ¢; (H) =0, 1 <i<n— 1 dir ve

dH d
gradH = —=(7(s)) 5
olur. Bu durumda agik olarak
d
(Ho)(s) = [[gradH]| (¥ (s)) (3.2.4)

ds
olarak elde edilir. Ayrica D nin her integral manifoldu, y(s) ile en fazla bir noktada kesisir.

Gergekten de, eger integral manifoldu My, y(s), y(s1) ve y(s2) gibi iki noktada kesiyor ise bu
durumda H(y(s1)) = H(y(s2)) olur. Fakat bu durumda sy, s, arasindaki uygun bir sy i¢in

< (Hop)(s0) =0

olur. gradH, U iizerindeki her noktada sifir olamayacagindan (3.2.4) den dolay1 bu miimkiin

degildir ve boylece y(s), M; i en fazla bir noktada keser [1].

Simdi y; (s) ve 2 (E), e, vektor alaninin sirasiyla 9 (0) = p; ve 9% (0) = p, noktalarindan

gecen iki integral egrisi olsun. Bu durumda asagida ispatlayacagimiz lemma hayati 6nem tagir.

Lemma 3.2.4. ¢, in pive p, civarindaki integral egrileri kongruenttir [1].
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Ispat: Egrilerde parametre degisiminden dolay1 kolayca gosterilebilir ki £ > 0 icin, /(0) = 0,
s=h(s), s € (—¢,¢) olacak sekilde bir & diferensiyellenebilir fonksiyonu vardir. Boylece ¥; (s)

ve ¥ (h(s)) nin her ikisi de ayni integral manifolduna aittir. Lemma 3.2.2 den

H(yi (s)) =H(n(h(s))) (32.5)

dir. (3.2.5) in her iki tarafinin s ye gore diferensiyelini alirsak (3.2.4) den dolay1

lgradH]| (71 (s)) = [|grad H|| (12 (h () - i’ (5)

elde ederiz. i (s) ve 1 (h(s)) aym integral manifolduna sahip oldugundan,

gradH|| sabittir
(Uyar1 3.2.1 den dolay1), dolayisiyla

lgradH[[ (7 (5)) = llgrad H[ (2 (h(s)))

dir ve buradan /' (s) = 1 elde edilir. Ayrica 4 (0) = 0 oldugundan 5 = & (s) = s oldugu sonucuna
varilir. Boylece p; civarindaki ; (s) integral egrisi ile p; civarindaki 9 (E) integral egrisi ayni1
parametrizasyona sahiptir. Ustelik Lemma 3.2.2 den bu egriler diizlemsel egrilerdir ve karsilik

gelen noktalarda ayni —gH (71 (s)) egriligine sahiptirler. Boylece ¥, ve y» kongruent egrilerdir.

gradH # 0 olmak tiizere bir H-hiperyiizeyinin bir U komsulugunda kullanigl bir
parametrizasyonunu inga edelim. D distriblisyonunun bir integral manifoldu My ve e, ve N
vektor alanlarinin My a kisitlanmiglar sirasiyla, e ve w olsun. pg € My ve e, in pg dan gecen

integral egrisi 7 (s) olsun. Lemma 3.2.2 den ¥ (s) nin egriligi & ()

dir. Ustelik y(s) egrisi e (po), w (po) tarafindan gerilen diizlemde yatar. Buna gore

N

v(s) = 7(0)+ /cos /tk(u)du di | e+ /sin /tk(u)du di|lw (326
0 0

0 0

N

olarak yazilir. py € My 1 bir komsulugunda lokal parametreler (u; . u,—1) olarak secilsin ve
x(uy,.. uy—1) de po civarinda My 1n yer vektorii olsun. e, in integral egrileri M, 1n noktalarinin

civarinda kongruent olduklarindan pq civarinda asagidaki lokal parametrizasyona sahip oluruz:

N

t
y(ur, un—1,8) =x(ur, up—1)+ /cos /k(u)du dt | e(uy,. up_1)
0 0
S

t
+ /sin /k(u)du di | wur._ttny) (3.2.7)
0 0
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burada s € (—&,€) ve k(s), e, in integral egrilerinin standart egrileridir (¢iinkii biitiin integral
egrilerinin kongruent oldugunu biliyoruz).

Eger

s t N t

A(s):/cos /k(u)du dr, B(s):/sin /k(u)du di
0 0 0 0
dersek (3.2.7) ifadesi

y(uy,...oup—1,8) =x(uy,...,up—1)+A(s)e(uy,...,un—1)+B(s)w(uy,...,u,—1) (3.2.8)

haline gelir. (3.2.8) ile verilen ifade E"*! de bir hiperyiizeydir ve bunu U ile gosterelim. U nun

birim normali N
N(ui,...,up_1,8) = —B'(s)e(ur,...,up_1)+A (S)w(u1,...,u,_1) (3.2.9)
dir.

Simdi x in asli egriliklerinden faydalanarak y nin asli egriliklerini bulalim. M flat normal

0

konneksiyona sahip oldugundan x (”?,...,“n—

1> = po € My noktas: civarinda x,, (”(1),...,“2—1>’
i=1,...,n—1 vektorleri, My 1 hem A, ) hem de A ,,) Weingarten doniigiimlerinin ortak

eigen bazlaridir. Kabul edelim ki

ey; (u(l), ... ,u2_1) = —0xy, (u(l),...,ug_l) (3.2.10)
O (U9, _y) = —Bixy, (.. ud_y)  i=1,...n—1 (3.2.11)

olarak yazilsin. (3.2.8) de u; lere gore tiirev alinirsa

Vu; (u(l),...,ug_],s) = Xy (u?,...,u?l_l) +A(s)ey, (u?,...,ug_l) +B(s) o, (u(l),...,ug_l)

(3.2.12)
elde edilir. (3.2.9) un, <u(])7m7u9l_1 ,s) de u; lere gore tiirev alinir ve (3.2.10), (3.2.11), (3.2.12)
kullanilirsa

Ny (12,0 5) = %m (W9, y,s) (3.2.13)

olur. Ayrica (3.2.9) un s ye gore tiirevi alir ve (3.2.10), (3.2.11), (3.2.12) kullanilirsa

N (u(l),...,ug_l,s) = —k(s)ys (u(l),...,ug_l,s) (3.2.14)

elde edilir, burada k(s), v(s) egrisinin egriligidir. (3.2.13) denkleminden,
Vu; (u(l), ey ”271 , s) vektorii bir asli vektordiir ve buna karsilik gelen asli egrilik de
A'B;— B o
i=—— i=1,....,n—1 3.2.15
4 1 —A(Xi o Bﬁi7 l ) 7” ( )
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dir. Benzer sekilde (3.2.14) denkleminden, y, (u9,...,u%_|,s) de bir asli dogrultudur ve buna
karsilik gelen asli egrilik ise

kn = k (5) (3.2.16)

dir [1].

3.3 R’ de Bikonservatif Yiizeyler

M, R3 de bir bikonservatif yiizey (H-yiizey) olsun. My = { p€EM||HgradH||, = 0}
kiimesini géz Oniine alalim. Bu kiimenin M ye gore tiimleyeni M} = M — My dir. Eger My, bos
kiimeye esit ise bu durumda M nin ortalama egriligi sabittir. Kabul edelim ki M; bos kiimeden

farkli olsun ve ortalama egriligin sabit olmadig1 M; in baglantili bileseni U ile gosterilsin.

Asagidaki 6nermede R3 deki H —yiizeylerinin sabit ortalama egrilikli yiizeyler oldugunu ve

bunlarin bazi donel yiizeylerden ibaret oldugunu ispatlayacagiz.

Onerme 3.3.1. U bir H—yiizey olsun. Bu durumda U yiizeyi, birim hizli (f (s),g (s)) diizlemsel
egrisinin dondiiriilmesiyle elde edilen bir dénel yiizeydir, burada f (s) fonksiyonu 3ff" =1 —

(f')? sartmu saglar. Ayrica U nun ortalama egriligi H
N2 7 4
(H ) =cH?2 — 16H 3:3.1)

dH
denklemini saglar. Burada H' = s ve c de bir poczitif reel sabittir [1].
s

gradH

|grad H|
U bir H-yiizey oldugundan (3.1.8) den

Ispat: e; = olmak iizere U iizerinde {e1, e} asli ortonormal ¢atisini g6z Oniine alalim.

1
———AgradH=—H
grad H| s e

A€2 = ||
elde edilir. Yani e; asli dogrultusuna karsilik gelen asli egrilik ko = —H dir. 2H = k1 + ky
oldugundan e; e karsilik gelen asli egrilik de k; = 3H olarak bulunur. Codazzi denkleminde

e (k1) = w12 (e1) (ky — kz) oldugundan, k| ve k, degerleri yerine yazilirsa
e2 (3H) = w12 (e1) BH— (—H))

veya buradan m; (e1) yalmz birakilirsa

362 (H)
4H
30
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olarak bulunur. Benzer sekilde e (ky) = @2 (e2) (kj —k») oldugundan ve H, e; e gore sabit
oldugundan

012 (62) =0 (3.3.3)

olur. Gauss formiiliinii uygularsak

Vezel = Vezel + <A€2,61>N = Vezel + <—H62,61>N = Vezel = W2 (62>€2 =0

elde edilir. Bu ise e, nin integral egrisi boyunca e; in paralel olmas1 demektir.

Simdi e in integral egrisi ¥ nin egriligini ve torsiyonunu hesaplayalim. Uyar1 3.2.1 den ¥

boyunca H ve @) (e;) sabittir. Gauss formiilii kullanilirsa

Ve e1 =Vee1+ (Aer,e1) N = w12 (e1) e2 +3HN
seklinde bulunur. y egrisinin egriligi
k=117 = [Verer]| = /0, (1) + 912 (3.3.4)
olur ve buradan 7y nin birim normal vektor alan1 Freneet formiillerinden
(w12 (e1) e2 +3HN) (3.3.5)

n=

olarak bulunur. Freneet formiillerinden 7’ = —kf 4+ th oldugundan 77 = Velﬁ oldugu dikkate

alinirsa V,, 71+ key = b olur. (3.3.4) den

_ 1 _ _
Velﬁ+k€1 = % <(1)12 (61)Velez+3HVe1N> + ke

veya
Ve er =V, er+ (Aej,e2) N =V, er = (e1)e
ve
?elN = —Ae; = —3He;
oldugundan
V. 7i+ke; = % (— w3, (e1) —9H?) 1 +key = —ke| +ke; =0

elde edilir. Boylece ¥ nin torsiyonu sifirdir ve egriligi k da sabit oldugundan e in integral egrileri

cemberlerdir. (3.3.4) de e, dogrultusunda tiirev alinirsa

_ 2W12 (61)62 ((1)12 (61)) + 18He, (H)
2k

e (k)
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veya
_ oia(e1) ez (@12 (e1)) + 9Hes (H)
k

bulunur. 2 (e1) = (Ve e1,e2) oldugu goz 6niine almir ve e; ye gore kovaryant tiirevi alinip,

e (k) (3.3.6)

Gauss formiilii kullanilirsa

er(wiz(er)) =e2(Vee,e2)
= <§egve1€1,€2> + <Velelav62€2>
= <§62 ((1)]2 (61)62 —|—3HN) ,€2>

veya

ex (@2 (e1)) = w5 (e)) —3H? (3.3.7)

elde edilir. (3.3.6), (3.3.7) ve (3.3.2) birlikte gdzoniine alinirsa
() (k) = ka)12 (61) (3.3.8)
elde ederiz. (3.3.5) den

V= e (%) (@12 (e1) €2+ 3HN) + L (2 (@12 (e1))) e2

k
+ W12 (el)ﬂZez + 3en (H)N + 3H§62N
er(k 1
= — zk(Z ) (6012 (61) ey + 3HN) + % (626012 (61)) e)

—Hw;» (81)N—|— 3ey (H)N—|— 3H2€2

olur, burada e, (H) nin (3.3.2) deki degeri, e, (@12 (e1)) in (3.3.7) deki degeri ve e; (k) nin
(3.3.6) daki degeri yerine yazilirsa

Ve,i=0
elde edilir ki bu da 7 nin e, nin integral egrisi boyunca R> de paralel olmas1 demektir. Ayrica
e de paralel oldugundan bu ¢emberler paralel diizlemlerde yatar. Bu ¢emberlerin merkezleri
B(s)=17y(s)+ k(]_s)ﬁ egrisini cizer. Burada 7, e, nin integral egrisidir ve yay parametresi ile

verilmigtir. Bu egrinin s ye gore tiirevini alirsak

' 1
B :€2+€2<§)ﬁ

bulunur ve (3.3.8) den

’ w e
ﬁ e 12k< 1 ) —
elde edlhr Ayrlca
= w12 (e
B// Vezez e ( 12](( l)) —



veya

" — _HN — % (kez (12 (e1)) — w12 (e1)ea (k)7

olarak bulunur. Burada (3.3.7) ve (3.3.8) kullanilirsa
3H
ﬁ// - H (Tﬁ - N)

elde edilir. (3.3.5) denklemi yardimiyla

elde edilir, burada x, R3iin vektorel carpimidir. Boylece B bir dogrudur, yani ¢emberlerin
merkezleri bir dogru iizerinde bulunurlar ve cemberlerin yatti1 diizlemlere diktir. Buradan U

bir donel ylizeydir.

Kabul edelim ki U yu inga eden egri birim hizli diizlemsel egri (f (s),g(s)) olsun. Bu

durumda U nun parametrizasyonu

x(s5,0)=(f(s)cos@,f(s)sinB,g(s))

/!

dir, burada f(s) > 0 ve f> 4 ¢> = 1 dir. Bu donel yiizeyin asli egrilikleri —J;—, ve % d1

—

H-yiizeyinin asli egrilikleri —H ve 3H oldugundan ve f'?+ g”> = 1 de tiirevi alinirsa 5}’0—,,, = —J;Tl/l
oldugundan
gTI: _ _5 _n (339)
ve
g_’ —3H (3.3.10)
f

/

olur. (3.3.9) dan L/ = H ve f' = Hg' olur, buradan 3ff" = 3fHg’ elde edilir. (3.3.10) dan
8

3fH = g’ oldugundan 3ff' = 3fHg' = g’*> = 1 — f'? elde edilir. (3.3.10) un tiirevi alinirsa g’ =

3H'f + 3H/’ olur. Bu deger (3.3.9) da yerine yazilirsa

/ 3H/
f7 - (3.3.11)
olur. (3.3.11) in her iki tarafinin integrali alimirsa
f=cHT (33.12)

olarak bulunur, burada ¢; integral sabitidir. (3.3.12) den tiirev alinirsa

f/ — —34ﬂH_ZH/

33



ve (3.3.10) ve (3.3.12) kullanilirsa
¢ =3fH=3c;H 1H = 3¢, H?

elde edilir. Bu degerler f> + g’> = 1 denkleminde yerine yazilirsa

16
H? + 16H' = —H?
9ct
olur. ¢ = — denilirse
51
H + 16H* = cH?
veya

H? = cH? — 16H*

elde edilir ki bu da iddianin kendisidir, yani ispat tamamlanir.

3.4 R* de Bikonservatif Hiperyiizeyler

M, R* de bir bikonservatif hiperyiizey (H-hiperyiizey) olmak iizere
My = {p €M ||HgradH||, = 0}

veE

My =M — M,

diyelim. Eger M| bos kiime ise bu durumda M sabit ortalama egriliklidr. Kabul edelim ki M; bos
kiimeden farkli olsun. Bu durumda ya iki farkl: asli egrilik var veya li¢ farkl asli egrilik vardir.

Eger biitiin asli egrilikler esit ise bu durumda H = 0 ya da H sabit olur ki bu da kabul ile celisir.

Ik olarak kabul edelim ki M; in bir baglantili bileseni U iizerinde iki farkli asli egrilik

3H o C g 3H 9H 9H 3H

var olsun. A grad H = —=5" grad H oldugundan bu asli egrilikler ya BRI veya —>
5 6H dir. Ikinci durum asla gerceklesmez, ciinkii eigen deger Y bunlara karsilik gelen
eigen uzaylar iizerinde sabittir. Yani ez (H) = 0 olmak zorunda kalir ki bu bir celigkidir. Simdi

boyle bir U icin asagidaki onermeyi ispatlayalim.

Onerme 3.4.1. R* de bir H-hiperyiizeyi U, (f (s),g(s)) birim hizli diizlemsel egrisi tarafindan

liretilen, sabit egrilikli olmayan bir donel yiizeydir, burada f

3 =2(1-(£)?)
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bagintisini saglar. Ayrica U nun ortalama egriligi

225
(H)® =cHS - “2H* (3.4.1)
16
denklemini saglar, burada c bir reel sabittir [1].
; gradH L - " e
Ispat: e3 = ———— ve {e1,e2,e3}, U lizerinde bir asli ¢ati1 olmak iizere asli egrilikleri
|grad H|
9H 3H
ki = ky — kr = ———— 342
1=k =~ 3 > (3.4.2)

dir. Bu durumda M. Do Carmo ve Dajozer’in [37] de Teorem 4.2 ye gore U, R* de bir donel
hiperyiizeydir.

Genelligi bozmaksizin U nun parametrizasyonunu
— —
x(s7 9) =f(s) 0 —|—g(s)f>
_>
olarak kabul edilebilir, burada f(s) > 0, (f')*+ (¢')> =1, 6 2-boyutlu birim kiirenin yer

vektori ve ? donme ekseni tizerindeki birim vektordiir.

Boylece U nun asli egrilikleri

o kimky, k= (3.4.3)
f I
dir. (3.4.2) ve (3.4.3) den
1 3H
£ = _— (3.4.4)
I 2
ve
/
g O9H
—=— 345
T ( )
olur. (3.4.4) ve (3.4.5) denklemlerinden
37f" :2(1 — (f’)2> (3.4.6)
elde edilir. (3.4.5) in tiirevi alinir ve (3.4.4) kullanilirsa
f/ 3H/
L - _ 3.4.7
7 SH ( )
olarak bulunuir. (3.4.7) nin integrali alinirsa
f=cH3 (3.4.8)

olur, burada c; integral sabitidir. Boylece

f= —%H—ﬁﬂ’ veg = %Hﬁ

olarak elde edilir. Bunlar (f')? + (¢')*> = 1 de yerine yazilirsa (3.4.1) elde edilir ve ispat

tamamlanir.
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Simdi de M| in bos kiimeden farkl bir baglantili bileseni V ii¢ farkli asli egrilige sahip olsun.

dH
Vdees= % olmak iizere bir asli ¢at1 {e, e, e3} olmak iizere bunlara karsilik gelen asli
egrilikler ky, kp, k3 = — dir. o, @», w3 dual ¢at1 ve m;; de konneksiyon 1-formlar olsun.

Cartan yap1 denklemlerinden
3

dow;, = W;j N\ O;j
=1

=

veE
3

da),-j = Z Wi N\ O j + Wjg N\ W4
j=1

dir, burada w;y = Z;Zlhijwj ve h;j = <Ae,-,e j> dir. Lemma 3.2.2 den e3 iin integral egrileri
diizlemsel egriler oldugundan ;3 (e3) = w3, (e3) = 0 dir. Lemma 3.2.1 deki (AX, Vy gradH) =
(AY,Vx gradH) ifadesinde X = ey, Y = e, alinirsa

(Ae1,V,, gradH) = (Ae,,V,, gradH)

(kie1,V,, gradH) = (kye2,V,, gradH)
olur ve ayrica (e, gradH) = (e, grad H) = 0 oldugundan
(kl - k2) <Ve1 gradH,ez> =0

olur. Bu son denklemden ise
13 (6’2) =0ve w3 (61) =0

elde edilir. Codazzi denkleminden
(k1 —ka) @12 (e3) = (k3 —k2) w32 (e1)
elde edilir ve my3 (¢1) = — 33 (e1) = 0 oldugundan
w12 (e3)=0

sonucuna ulasilir. Gauss denkleminden

Vee1 = 012 (e3)ea+ wi3(e3)e3 =0

ve benzer sekilde

Ve,e2 = ang (e3)e1 + 3 (e3)e3 =0

elde edilir. Bu hesaplamalardan asagidaki lemmaya sahip oluruz.
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Lemma 3.4.1. Konneksiyon formlar

w13 = w3 (e1) 0,
3 = 3 (e2) iy,

w12 = 012 (e1) 01 + W12 (e2) n

seklinde verilir ve ey, ey, e3 iin integral egrisi boyunca paraleldir [1].

Simdi V de D = Sp{ey,e>} nin integral yiizeyi My olsun. e3 ve N vektor alanlarinin My a
kisitlanmuglari, sirasiyla, e ve w olsun. Bu durumda M, boyunca R* iin bir catist {e,es,e,w}
olur. Weingarten doniistimleri A,, ve A, nin eigen degerleri sirasiyla, o, 3, ve 7, 6 olsun. Bu

durumda agagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 3.4.2. Weingarten doniisiimleri A,, ve A, nin eigen degerleri V de D nin integral yiizeyi

My boyunca sabittir [1].

Ispat: V nin y parametrizasyonu (3.2.8) ile verilmisti. (3.2.15) den

_ —YB +aA
" 1-yA—aB
—O8B' + BA’
ky = ————F%=
1-0A— B
ve (3.2.16) dan
k3 =k (S)
olur. V bir H-hiperyiizey oldugundan
ki +ky = —3k3
oldugundan
—YyB'+aA’" —6B' +BA’

A ab 1_5A_ﬁB:—3k(s) (3.4.9)

olur. Bus=0i¢in A’ (0) =1, B'(0) =0, A(0) = B(0) = 0 oldugundan
o+ p =—-3k(0) (3.4.10)
olur. (3.4.9) denkleminin s = 0 da birinci, ikinci ve iigiincii tiirevleri alinirsa

— 7k (0) 4 oy — 8k (0) + S = —3K'(0), (3.4.11)
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— YK (0) — atk? (0) — 27°k (0) + a*k (0) + 2a0y* — 5K (0)

— BK*(0) —28%k (0) + B2k (0) +2B 8% = —3k" (0) (3.4.12)
veE

—y (K" (0) =& (0)) — 30k (0 —39%K (0) — Tayk? (0) — 6Y°k (0)
+ o?K (0) + 6a*yk (0) + 6a;ﬁ (k” (0) =& (0)) —3Bk(0) k' (0)
—38%K (0) — 7B8K* (0) — 68°k (0) + B2k (0) +6B%8k (0) + 688 = =3k (0)  (3.4.13)

elde edilir. (3.4.10) denklemini diizenleyecek olursak
B=-3k(0)—aveB—k(0)=—(4k(0)+ @) (3.4.14)
olarak yazabiliriz. (3.4.10) ve (3.4.11) den
v(ot—k(0)) = =3k (0) + 8 (—B +k(0)) (3.4.15)

veya
y(0t—k(0)) =—38(B —k(0)) -3k (0) (3.4.16)

denklemlerine ulagilir. (3.4.12) denklemini o — k(0) ile carparsak ve (3.4.10) dan B nimn

degerini, (3.4.16) dan y nin degerini yerlerine yazarsak

10k (0) (4k (0) + o) 8% — k' (0) (51k (0) + 14a) 8 +3k” (0) ot + 6> (0) &
+4K2 (0) o + 2k (0) & — 3k (0) K" (0) — 12k* (0) +21 (K (0))* = 0 (3.4.17)

denklemini buluruz. Simdi

p = 10k(0) (4k (0) + @),
K (0)

q= (51k(0) + 14a),

r=3K" (0) o+ 6k> (0) + 4k (0) o + 2k (0) &® — 3k (0) K" (0) — 12k* (0) +21 (K (0))°,

[\9)

R = qz—pr

diyelim. Eger M 1n bir agik kiimesi iizeride a = k; (0) ise bu durumda f3 sabit olur. Ayrica
(3.4.17) ve (3.4.13) den & ve y nin da sabit oldugunu sonucuna ulagilir. My 1n bir agik kiimesi
tizeride & # k1 (0) oldugunu kabul edelim. (3.4.17) den

R
s=1.5
p P
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ifadesini elde ederiz. Tlk 6nce

R
s=4.2 (3.4.18)
pp

durumunu inceleyelim. Diger durum ise benzer sekilde incelenir. $imdi
A=q(4k(0)+a)—3k'(0)p
I'=—k"(0)+ k% (0) — 7ak? (0) 4 6k (0) ot

A = —K"(0) +76k> (0) +43k* (0) o + 6k (0) o

dersek ve (3.4.15) ile (3.4.18) i birlikte g6z oniine alirsak

A 4% (0) + o
p(a—k(0)) p(a—k(0))

bagintisini elde ederiz. (3.4.13) bagintisim diizenlersek

y= (3.4.19)

—3k(0)K (0) (a+ B) +& (0) (o + B?) + 7 (—K" (0) + &> (0) — Tak? (0) + 60t*k (0) )
— 372K (0)+ 67 (o —k(0)) + & (K" (0) + &> (0) — 7Bk (0) + 682k (0)) — 38K’ (0)
+68° (B —k(0)) = —3K"(0)

olarak yazabiliriz. (3.4.14) deki  nin degerini iistteki denklemde yerine yazarsak

Ty —21K (0) Y +6 (4k (0) + ) ¥*8 + A — 38%k' (0) — 6 (4k (0) + ) &°
= —3K" (0) — 18k (0) k' (0) — 2k (0) or* — 6k (0) K (0)

elde edilir ve bu son denklemde (3.4.19) deki y nin degerini yerine yazarsak
A+ (4k(0)+ )R A2+ (4k (0) + &)* R2 +2 (4k (0) + ) AR
p(a—k(0)) P (a—k(0))?
gA% + q (4k (0) + o) R2 +2 (4k (0) + ) ARgq N A? 42 (4k (0) 4 o) RA + (4k (0) + a)szR
p*(a—k(0))® p*(a—k(0))°

2 2 3 2 2 2
R?+2¢R 3gR? 32 +R
AR ) LEE TSR 64k (0) + ) <q RECLE oy R>
P P P

= —3K" (0) — 18k (0) k' (0) — 2k (0) o> — 6k (0) K (0) o

I —21k'(0)

+6/(4k(0) + o)

g+R

elde edilir. Bu son denklem A, I', A, R, P, g ve r de8iskenlerine gore bir polinom olarak yazilirsa
14. dereceden bir polinom olur ve & bu polinomun bir kokiidiir ve bdylece o sabittir. (3.4.10),

(3.4.17) ve (3.4.15) den B3, &, v lar sabittir ve boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.4.3. V de D nin integral yiizeyi My ya iki cemberin Riemann ¢carpimi veya bir dik
dairesel silindirdir [1].
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Ispat: Codazzi denklemlerinden

e1 (ka) = (k1 —ky) w12 (e2),
es (k1) = (ko — ki) a1 (er)

dir. Lemma 3.4.2 den ky, k» sadece s parametresine bagli oldugundan
4] (kz) =0ve (%) (kl) =0
dir. Buna gore

w12 (e2) = (e1) =0 (3.4.20)

elde edilir. Yap1 denklemlerinden

013 (61) 3 (6’2) +kiky = er (0)12 (61)) — (1)122 (6’1) —ey ((1)12 (6’2)) = 0)122 (62) (3.4.21)

elde edilir. (3.4.20) ve (3.4.21) dan My n Gauss egriligi sifirdir. Ayrica M, normal demetde
paralel ortalama egrilik vektoriine sahiptir. Boylece [38] deki Corallary 2 ye gore My ya iki
cemberin Riemann ¢arpimi veya bir dik dairesel silindirdir.

Onerme 3.4.2. H-hiperyiizey V nin yer vektorii asagidakilerden birisidir [1]:

Durum i)
y(u,v,s) = (f (s)cosu, f (s)sinu,v,g (s)) (3.4.22)

burada (f (s),g(s)) egriligi sabit olmayan birim hizli egri ve
11 2
3ff"=1-(f")
saglanir. Ayrica V nin ortalama egriligi H
(H')” = cH? — 36H* (3.4.23)

denklemini saglar, burada c bir pozitif reel sabittir.

Durum ii)

y(u,v,s) = (x(s)cosu,x(s)sinu,y(s)cosv,y(s)sinv) (3.4.24)

burada (x(s),y(s)) sabit egrilikli olmayan birim hizli egri ve

1 / /
x/y// _x//y/ _ (i _ X) (3.4.25)
3\y «x

sartint saglar [1].
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Ispat: V de D nin integral manifoldu M olsun. Bu durumda Lemma 3.4.3 den M ya dik dairesel
silindir veya iki cemberin ¢carpimidir. My dik dairesel silindir ise Durum i yi igerir yani, My 1n
yer vektorii

x(u,v) = (Rcosu,Rsinu,v,0) (3.4.26)

dir. iki cemberin carpimi ise My 1n yer vektorii
X (u,v) = (xocosu,xosinu,yycosv,ypsinv) (3.4.27)

dir, burada R, xq ve yq sifirdan farkl reel sabitlerdir.
Durum i) (3.4.26) dan x, = (—Rsinu, Rcosu,0,0) ve x, = (0,0,1,0) oldugundan, R* de
My 1n normal uzayi
&1 = (cosu,sinu,0,0)
§2 = (070>07 1)
vektorleri tarafindan gerilir. Ustelik, &, & normal demette paralel vektorlerdir. (yani Vi& =

V5E =0, x €T (TM) igin) e ve w vektor alanlar1 da R* de My 1n paralel normal vektér alanlart

oldugundan

e(u,v) =cos0& +sin0&;

o (u,v) = —sinB&; +cos &,

olarak yazilir, burada 0 bir sabit a¢idir (yani {&;, &>} yi {e,w} doniistiiren donmenin agisidir). V

nin yer vektorii (3.2.8) den

y(u,v,s) =x(u,v)+ / cos /k(u)a’u dt | (cosO&; +sin6&)
0 0

N 1

- / sin| [ k(u)du | | dt | (—sinO& +cosOE)
0 0

olarak yazilir. Bu son denklem ve (3.4.26) dan

y(u,v,s) = (f (s)cosu, f(s)sinu,v,g(s))

veya

y(u,v,s) = (f (s)cosu, f (s)sinu,0,g(s)) +v(0,0,1,0) (3.4.28)
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olarak yazilir, burada

f(s)=R+A(s)cos® —B(s)sin0

g(s)=A(s)sin@+B(s)cosO

ve

N t N t

A(s):/cos /k(u)du di, B(s):/sin /k(u)du di
0

0 0 0

dir. Kolayca gosterilir ki (f (s),g(s)) egriligi k (s) olan birim hizli egridir. V nin birim normal

vektor alani

N (u,v,s) = (—g' (s)cosu,—g (s)sinu,0, f'(s))

olarak bulunur. (3.4.28) den

yu = (—f (s)sinu, f (s) cosu,0,0)
yV — (0707 170)

Vs = (f’ (s)cosu, f' (s)sinu,0,g (s))

olduklar1 g6z 6niine alinirsa, (3.4.29) dan

/ 1/

Ny = _g_yua N, =0y, Ns= _g_,)’s

f f

/

olarak bulunur. Buna goére V nin asli egrilikleri k; = g7’ ky=0vek; =

H
97 oldugundan

(3.4.29)

7

% dir. Boylece k; +ky =

/
g OSH
° 7 3.4.30
I ( )
ve k3 = — 5 oldugundan
!/
g 3H
e T 3.4.31
7 > ( )
olarak bulunur. (3.4.30) ve (3.4.31) den
11 12
3ff"=1-(f)
elde edilir. (3.4.30) un tiirevini alip bu tiirevde (3.4.31) denklemini kullanacak olursak
f/ 3H/
A 3.4.32
f 4H ( )

bulunur. (3.4.32) de esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

f = CHi%
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olarak bulunur, burada c integral sabitidir. Buradan
3 9
f = —ZCH’%H’ ve g = ECH%

ifadelerine ulagilir. Bu buldugumuz degerleri (f” )2 + (¢’ )2 = 1 de yerine yazarsak (3.4.23)

denklemini elde ederiz.

Durum ii) Simdi kabul edelim ki My 1n yer vektor alani
X (u,v) = (xpcosu,xpsinu,yycosv,yosinv)
ile verilsin. Bu durumda My i R* deki normal uzay:
(cosu,sinu, —cosv, —sinv)

(—cosu,—sinu, —cosv, —sinv)

vektor alanlart tarafindan gerilir ve {El,éz}, R* de My m normal uzaymn bir paralel

ortonormal catisidir. Birinci durumda oldugu gibi V nin yer vektoriinii

y(u,v,s) = (x(s)cosu,x(s)sinu,y(s)cosv,y(s)sinv) (3.4.33)
olarak yazabiliriz, burada
B(s)

cosf —sinf) — —= (cos O +sin0)

V2
B(s)
+W(

w5 =+ 202

\/_
Al(s) — = = —
s)=y9p— —= (cos O +sin 6O sin@ —cos 6
)’() Yo \/5 ( ) )
dir ve 0 acis1 ise

e(u,v) =cos O, +sinOE,

o (u,v) = —sin O | +cos 6E,
ile belirlenen sabit agidir. (3.4.33) den V nin normal vektor alani

N (u,v,s) = (= (s)cosu, —y' (s) sinu,x’ (s) cosv,x' (s) sinv)

/

/
olarak bulunur. V nin asli egriliklerini hesaplayacak olursak x'y” — x"y’, Y ve =% olarak
X y
/ /
buluruz. V nin asli egrilikleri birbirinden farkli olacagindan Y # —— olur ki bunun anlami ise
X y

x? (s) +y? (s) nin sabit olmamasi demektir. V sabit olmayan ortalama egrilige sahip oldugundan
(x(s),y(s)) egrisinin xX'y" — x"y’ egriligi sabit degildir.
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Su ana kadar elde edilen sonuglardan asagidaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 3.4.1. R* de bir bikonservatif hiperyiizey (H-hiperyiizey) asagidaki hiperyiizeylerden
birisidir [1];

i)Sabit ortalama egrilikli hiperyiizeyler,

ii) Onerme 3.4.1 de ifade edilen, sabit ortalama egrilikli olmayan donel hiperyiizeyler,

iii) Onerme 3.4.2 Durum i de ifade edilen, sabit ortalama egrilikli olmayan ve R de yatan

bir donel yiizey iizerine kurulan genellestirilmis silindirler,

iv) Onerme 3.4.2 de Durum ii de ifade edilen, sabit ortalama egrilikli olmayan bazi O (2) x

O (2) invaryant hiperyiizeyler.

Bu calismanin baglangicinda amag¢ R"*! de biharmonik hiperyiizeyleri incelemekti. Fakat
biharmonik hiperyiizeyler yerine sart1 biraz daha hafifleterek A’x = 0 yerine A%x = (Azx)T +
(Azx)L ifadesinde (Azx)T = 0 olanlar inceledik ve bunlar1 H-hiperyiizey olarak adlandirdik.
Buna gore bir biharmonik hiperyiizey ayn1 zamanda bir H-hiperylizeydir. Fakat bunun tersi her

zaman dogru degildir.

O halde R* de bikonservatif hiperyiizeyler
AgradH = —? gradH
sartin1 saglayan hiperyiizeylerdir. R* de biharmonik hiperyiizeyler ise
AgradH = —? gradH (3.4.34)

veE

AH+SH =0 (3.4.35)

denklemlerinin her ikisini de saglayan hiperyiizeylerdir. Simdi bikonservatif olup da biharmonik

olmak zorunda kalmayan bu hiperyiizeyleri inceleyelim.
Onerme 3.4.3. Onerme 3.3.1 de ifade edilen hiperyiizeyler biharmonik olamaz [1].

Ispat: Kabul edelim ki R> de

x(s,0)=(f(s)cosB,f(s)sinB,g(s)) (3.4.36)
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yer vektorii ile verilen hiperyiizey biharmonik olsun, burada f (s) > 0 ve (f')* + (¢')* = 1 dir.
(3.4.35) deki AH + SH = 0 ifadesini hesaplayalim. Yiizeyin parametrik denklemi (3.4.36) dan

xs = (f"(s)cos O, f'(s)sin g (s))
xg = (—f(s)sinB, f (s)cos 6,0)

olur. Buna gore yiizeyin normal vektor alani

el ey e3
XsXxg=| f'cos@® f'sin@ g
—fsin@ fcos@ O

= (—fg'cos6,—fg'sin®, ff)
olur ve buradan birim normal vektor alani ise
N = (—g’cos 0,—g sin@,f’)

olarak elde edilir. Bu son ifadeden

!/ g/
Ns:_Fxs, N9=—7)C9
olarak elde edilir ve ayrica bu yiizey bir H-yiizey oldugundan asli egrilikleri —H ve 3H dir. Bu

yiizey uizerindeki Laplasyan1 hesaplayalim:

Once yiizey iizerine indirgenen metrigin matrisi olan [gi j} yi bulalim. Buna gore

g1 =(ox) =1, grn=go1={x,x0) =0, gon=f>

1
0 f?

oldugundan [g;;] = { 1 olarak bulunur. Bu matrisin tersi ise

dir. Yiizey tizerindeki Laplasyan

_ \/_UZIaXI (gij\/g%j)

oldugundan

1[,0 > 1 9?

A=

7 {f FIREF R faeﬂ}
olarak bulunur. O halde H sadece s ye baglh oldugundan
/
AH = —LH’ —H”
f
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olur. § = k? + k3 = H? + 9H? = 10H? oldugundan

/
AH+SH = -H" - J}H’Jr 10H? =0
/ /
olarak elde edilir. (3.3.11) denkleminden 7 ="IH oldugundan bu iistte yerine yazilirsa

—4HH" +3 (H')> +40H* = 0
elde edilir. Bu son denklemin integrali alinirsa
(H')* = ¢H? 4 8H*

elde edilir, burada ¢ integral sabitidir. Bu denklem (3.3.1) denklemi ile kargilagtiriirsa H' = 0
dolayisiyla H nin sabit oldugu sonucuna ulagilir ki bu ise bir ¢eligkidir yani (3.4.36) ile verilen

yiizey biharmonik olamaz.

Lemma 3.4.4. Onerme 3.4.1 de ifade edilen, R* de sabit ortalama egrilikli olmayan donel

viizeyler biharmonik degildir [1].

Ispat: Profil egrisi (f (s),g (s)) birim hizli egrisi olan ve donme ekseni iizerindeki birim vektor

" olmak iizere sabit ortalama egrilikli olmayan biharmonik donel yiizeyin parametrizasyonu

x(s,ﬁ) :f(s)ﬁ%—g(s)g>

olsun. Hiperyiizeyin asli egrilikleri %, % ve —% oldugundan ikinci temel formun

uzunlugunun karesi

9H\> (9H’ 3H\> 99
S=K+iB+i= (=" e —=—) =ZH? 4.37
grg+i= () +(5) +(-F) =5 (3.437)
olur. Ayrica bu hiperyiizey tlizerinde H nin Laplasyani
f/
AH=-2—H -H" (3.4.38)
f
olarak bulunur. (3.4.37) ve (3.4.38) deki degerler AH+ SH = 0 da yerine yazilirsa
_H" - f/ H,—|— H3 0
f 8
/ 3H/
elde edilir. (3.4.7) de § = oldugundan
6 99
~HH' + (H)?+ SH =0 (3.4.39)

olur. Bu denklem (3.4.1) denklemi ile kargilagtirilirsa H nin sabit oldugu sonucuna ulagilir ve

bu bir celigkidir yani bu hiperyiizey biharmonik olamaz.
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Lemma 3.4.5. Onerme 3.4.2, Durum i de ifade edilen sabit olmayan ortalama egrilikli ve R
de yatan bir donel yiizeyin dondiiriilmesiyle elde edilen genellestirilmis silindirler biharmonik

olamaz [1].

Ispat: Genelligi bozmaksizin boyle bir silindirin yer vektorii

x(u,v,s) = (f (s)cosu, f (s)sinu,v,g(s)) (3.4.40)
= (f(s)cosu, f(s)sinu,0,g(s))+v(0,0,1,0)

ile verilsin, burada (f(s),g(s)) birim hizli egri ve f(s) > 0 dir. Bu silindirin asli egrilikleri

OH H
7,0 ve 5 oldugundan o
S=I4+k5+k3 = ZHz (3.4.41)

olur. Ayrica (3.4.40) parametrizasyonuna gore hiperyiizey iizerindeki Laplasyan

v AR AR ANy
f2our ov:  fds 0ds?
olarak bulunur. Buradan
/
AH = —LH/ ~-H (3.4.42)
f
! 3H/
veya (3.4.42) de f7 =17 degeri yerine yazilirsa
3H)
AH=-—7"——-H 3443
4 H ( )
elde edilir. (3.4.41) ve (3.4.43) den AH+ SH = 0 ifadesi
3(H)* 90
—H'+>"— +ZH=0 3.4.44
+ 1R + 2 ( )

olarak elde edilir. (3.4.44) denklemi (3.4.23) denklemi ile kargilastirtlirsa H nin sabit oldugu

sonucuna ulagilir ve bu bir ¢eligkidir, yani hiperylizey biharmonik olamaz.

Lemma 3.4.6. Onerme 3.4.2, Durum ii de ifade edilen sabit olmayan ortalama egrilikli R* iin

O (2) x O (2)-invaryant hiperyiizeyleri biharmonik degildir [1].

Ispat: Boyle bir hiperyiizeyin biharmonik oldugunu kabul edelim Genelligi bozmaksizin boyle

bir hiperyiizeyin yer vektoriiniin

x(u,v,s) = (x(s)cosu,x(s)sinu,y(s)cosv,y(s)sinv) (3.4.45)
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oldugunu kabul edelim, burada (x(s),y(s)) birim hizli egridir. Ortalama egrilik sabit
olamayacagindan x(s), y(s) fonksiyonlar1 da sabit olmayan fonksiyonlardir. x> +y? = 1

oldugundan x'x” +y'y” = 0 ve (3.4.25) denkleminden

/ / /
=2 (y— - ’i) (3.4.46)
3\x vy
ve
/ / /
Y= (y— - )i) (3.4.47)
3\x vy
olarak buluruz. Bu hiperyiizeyin asli egriliklerinin x'y” —x"y’, & ve —7 oldugunu hatirlayacak
olursak
ki +k+k 2 (y !
gttt 20y X (3.4.48)
3 9\x vy

olarak elde ederiz. Ayrica

10(¢)* 10(/)* 2xy
S=k+k5+k=— — A
1tk 9 y2 9 x2 9xy

olur. (3.4.45) parametrizasyonundan hiperyiizey iizerindeki Laplasyan

1 1 () 2
x2ou? y2ov:  xy ds ds?

A=

olarak bulunur. Buna gore (3.4.46), (3.4.47) ve (3.4.48) denklemlerinin kullanilmasiyla AH +
SH = 0 denklemi

() (12225 = 30y%) +x () (1202 +30x%) +¥ (4xy* — 142%) +)/ (—4x2y + 14y°) =0

(3.4.49)
haline gelir. y yi x in fonksiyonu olarak g6z oniine alacak olursak, yani y = y (x) ise
d
y =2y (3.4.50)
dx
olur. Ayrica
1
() =——= (3451
(@)
ve
1 d?
Y = 4 (3.4.52)

@]

olarak bulunur. (3.4.50), (3.4.51) ve (3.4.52) denklemlerini kullanarak (3.4.25) denklemini

d’>y 1/(1 ldy dy 2
_ L ddy\ | (dy 3.4.53
dx* 3 (y xdx) [ * (dx) ( )
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olarak yazabiliriz. Bu durumda (3.4.49) denklemini

dy\’ dy\’ d
A3 (x.) (d—z) A2 (x.) (d—z) FAL(y) T+ A(ry) =0 (3454

olarak ifade edebiliriz, burada

Az (x,y) = —4x2y + 14y3, As(x,y) = —8)cy2 +16x°

Ap(xy) =87y —16y°,  Ag(x,y) = 4xy* — 14x°

dir. (3.4.53) ve (3.4.54) denklemlerini saglayan y = f(x) fonksiyonlar1 sadece y(x) = +x
fonksiyonlaridir. Fakat bu durumda hiperyiizey minimal olur, kabulden ortalama egrilik sabit

olamayacagindan bu bir celigkidir. Yani Durum ii deki hiperyiizeyler minimal olamaz.

Su ana kadar yapilanlar gozoniine alindiginda E* deki biharmonik hiperyiizeyler igin

asagidaki karakterizasyon teoremini ifade edebiliriz.
Teorem 3.4.2. R* deki biharmonik hiperyiizeyler minimal hiperyiizeylerdir [1].

Ispat: M, R* de bir biharmonik hiperyiizey olsun. Bu durumda Teorem 3.4.1, Lemma 3.4.4,
Lemma 3.4.5 ve Lemma 3.4.6 dan M sabit egrilikli hiperyiizeydir. Bu durumda AH = 0
olacagindan AH 4 SH = 0 denkleminde SH = O olur. Buradan ise ya § = 0 veya H = 0 dir.
H = 0 ise M minimaldir. § = k? + k3 + k3 = 0 olur ki bu da k; = k» = k3 = 0 olmasi demekir ki

yine H = 0 olmasin1 gerektirir ve ispat tamamlanir.

3.5 Oklid Uzaylarinda Uc Farkh Asli Egrilige Sahip Bikonservatif Hiperyiizeyler

Bu kisimda boyutu z > 4 olan R"*! Oklid uzaylarinda ii¢ farkli asli egrilikli hiperyiizeylerin
bikonservatifligini inceleyecegiz. 1k once Oklid uzayinda genel anlamda bikonservatif
hiperyiizeyin bazi1 6zellikleri hatirlatilarak, daha sonra ii¢ farkli asli egriligine sahip bikonservatif

hiperytiizeylerin siniflandirilmasi ile ilgili karekterizasyonlar verilecektir.

3.5.1 Oklid uzayinda bikonservatif hiperyiizeylerin baz1 6zellikleri

Tanmm 3.5.1. M, R" in n-boyutlu altmanifoldu ve x : M — R™ izometrik immersiyon olmak
iizere, Axg = 0 ve Axy = Ax; ifadelerini saglayan, xoy ve x| sifirdan farkli vektor degerli
fonksiyonlari igcin x = xo+ x1 oluyorsa M altmanifolduna null—2 tiplidir denir, burada A sifirdan

farkl bir sabittir [8], [28].
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Simdi, M, R"*! Oklid uzayinda bir hiperyiizey ve N de M nin birim normal vektr alan
olsun. Bu durumda M nin N den tiiretilen sekil operatorii A olmak iizere M iizerinde bir asli
ortonormal ¢at1 {ey,---,e,} ve bu asli ¢atiya karsilik gelen asli egrilikler de ki, k, - - -,k olsun.
M tizerinde S, 1 < j < n, fonksiyonlarini

n
Si= Y, kiki,- ki

i <ip<--<ij

olarak tanimlayalim. Bu durumda

( ’Jl )szsj, je{1,2,--n} (3.5.1)

seklinde tanimli H; ye M nin j—yinci ortalama egriligi denir [39] [40]. (3.5.1) de dikkat edilecek
olursa Hy, M nin ortalama egriligi H ya ve H,, de M nin Gauss egriligi K ya esittir. M nin yer
vektorii x olmak iizere, M nin null 2-tipli veya biharmonik olmas1 durumunda bir A sabiti i¢in
Tanim (3.5.1) den

A’x = AAx

elde edilir. Burada Beltrami’nin iyi bilinen Ax = —H;N formiilinde, (2.1.13) ve (2.1.8)

kullanilirsa
Ax = — (AH1 +H; (Hl — ZHZ))N— A(gradH;) + TgradHl (3.5.2)

bulunur, burada H; = H ve Hj, sirasiyla, M nin birinci ve ikinci ortalama egrilikleridir. Bu
nedenle, R"*! de bir M hiperyiizeyi biharmonik ya da null 2-tipliyse, o zaman diferensiyel

denklem sistemi, bir A sabiti i¢in
H,
A(gradH;) = > gradHj, (3.5.3)

AH, = —H; (H} —2H, — 1) (3.5.4)

olur [2], [1]. Birinci ortalama egrilii sabit olmayan bir hiperyiizey (3.5.3) i sagliyor ise bu

hiperyiizey bir bikonservatif hiperylizey (H-hiperyiizey) olur [41].

Simdi bikonservatif hiperyiizey M nin birinci ortalama egriligi ( yani klasik ortalama egriligi
1

H) H; in sabit olmadigin kabul edelim ve H; = — (k; +ky+ ... + k;) yerine H; = k; +ky +
n

...+ k, olarak almak karekterizasyonlari etkilemez. M bikonservatif oldugundan (3.5.3) saglanur,

H
dolaysiyla gradH;, M de bir asli dogrultu ve buna karsilik gelen asli egrilik de —71 dir.
grad H;

el = m, ki = —71 olacak sekilde M iizerinde bir asli cat1 {ej,es,...,e,} ve bu asli
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catiya karsilik gelen asli egrilikler de ky, 4, ..., k, olsun. Buna gore e ile grad k; ayn1 dogrultuda

olduklarindan (e, gradk;) # 0 ve e, a = 2,3,...,n ile e; dik oldugundan (e,, gradk;) = 0 dur.

Boylece
e1 (k) #£0, eq (k1) =0, a=2,3,...,n (3.5.5)
ve
3ki+ky+ks+...+k, =0 (3.5.6)
elde edilir [2].

Uyan 3.5.1. Herhangi 2 < a < n i¢cin k| = k, ise Codazzi denklemi (2.1.38) deni=1, j=a
icin ey (k1) = ey (kg) = @14 (eq) (k1 —kg) = 0 olur ki bu da (3.5.5) ile celisir. Boylece

Do(p)={X € T,M |AX =k X}

ile verilen Dy distribiisyonunun boyutu 1 dir. Dy n integral egrileri diizlemseldir ve M nin
geodezikleridir. Ayrica o ve BB sirasiyla p ve p' den gegen Dy in integral egrileriyse o ve 3

kongruenttir.

i =a, j =1 igin Codazzi denklemi (2.1.38) den e, (k1) = w14 (e1) (k1 —kq) olur ve (3.5.5)
den

wi4(e1) =0, a=2,3,...,n (3.5.7)

elde edilir. Diger yandan, X € I'(TM) i¢in (X ,e1) = 0 dir ancak ve ancak X [k;] = (X, gradk;) =
0 dir. Boylece
01, (ep) = o (eq), a,b=23,...n, a#b (3.5.8)

oldugundan [eq,ep) (k1) = (Ve,ep) (k1) — (Ve,eq) (ki) = 0 olmast, ([eq,ep)],e1) = 0 olmasidr.

i=1, j=a, | =D igin (3.5.8) denklemi ve Codazzi denklemi kullamilarak
w4 (ep) =0, a,b=2,3,...n, a#b

bulunur. Simdi i =a, j=b, 1 =1vei=a, j=1, 1 =D i¢cin Codazzi (2.1.39) denkleminden
Wy (€1) (kg — kp) = g1 (ep) (kg — k1) olur ki bu da (3.5.7) ve (3.5.8) den

Wy (e1) =0, a,b=23,..,n, ksFkp (3.5.9)
anlamina gelir. Aslinda i = a, j = b, | = ¢ i¢cin Codazzi denklemi (2.1.39) dan

Wy (ec) =0, a,b,c=1,2,3,..n, a#c ky=k F#kp (3.5.10)
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bulunur. Boylece (3.5.7) den ([e},e,],e1) = 0 olur ve ayrica [ey,e,] (k1) = 0 oldugundan ve
(3.5.5) den
eqler (k)] = eqer [e1 (k1)) =0, a=2,3,....n (3.5.11)

elde edilir.

3.5.2 Bikonservatif hiperyiizeyleri ile ilgili baz1 lemmalar

Burada daha sonra ihtiyacimiz olacak olan bazi lemmalar ispatlanacaktir. Ik 6nce
D(p)={XeT,M|AX =k X} (3.5.12)

distribiisyonunu ele alalim. Ac¢iktir ki D nin boyutu, M nin sekil operatorii A nin eigen degeri

olarak k> nin karsilik geldigi lineer bagimsiz vektorlerin sayisina esittir.

Lemma 3.5.1. M, Oklid uzay: R"*! de bir bikonservatif hiperyiizey ve M nin asli egriliklerinden

birisi ky olsun. O halde (3.5.12) ile verilen D distribiisyonu involutivedir.

Ispat: Eger D nin boyutu 1 ise bu durumda D nin involutive oldugu aciktir. Simdi
ky=kz=..=kpi (3.5.13)

olmak iizere boyD = m > 1 durumunu ele alalim. Bu durumdai = 1,m+2,m+3,...,n, A,B =
2,3,...,m+1,A#Bigin (3.5.10) den, (V,,ep, e;) = wpi (ea) = 0 elde edilir. Boylece (V,ep) , €
D (p) dirve buise X,,,Y, € D(p) iken [X),,Y,] € D(p) olmasi anlamina gelir yani D involutivedir

(integrallenebilirdir).

Simdi (3.5.12) ile verilen D distribiisyonunun integral altmanifoldlarini olusturmaya

caligalim.

Lemma 3.5.2. R"! Oklid uzayinda bir bikonservatif hiperyiizey (H-hiperyiizey) M, asli
egriliklerinden biri ky olmak iizere (3.5.12) ile verilen D distribiisyonunun boyutunun 1 den
daha biiyiik oldugunu varsayalim. O halde, D nin herhangi bir integral altmanifoldu M min H
ortalama egrilik vektor alant R™ de paraleldir. Ayrica R" ! de, M nin herhangi bir H normal

vektor alani icin sekil operatorii A u = Tl olacak sekilde M iizerinde bir T fonksiyonu vardr.

ispat: D nin boyutu m > 1 olsun. O zaman, indisleri yeniden adlandirarak, (3.5.13) oldugu

J— n
varsayilabilir. Vp,e; = Y @ji (e;) ex oldugundan (3.5.9) ve (3.5.10) u kullanarak A # B olmak
k=1
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izere tim A,B=2,3,...,m+ 1 icin

o m+1 n
VeAeA = —Wi4 (eA)el + Z Wac (eA)eC+ Z Mg (eA)ea + kN, (3.5.14)
Cc=2 a=m+2
o m+1
Ve =) Opc(ea)ec
c=2

bulunur. i =1, j =A ve i = a, j = A i¢in Codazzi denklemi (2.1.38) den sirasiyla mj4 (e4) =

% ve Waq(es) = % olur. Boylece (3.5.13), a =m+2,m+3,...,n icin § ve 1,
fonksiyonlar1
§=—mp(er)=—wi3(e3) =... = —Oy(my1) (€mt1), (3.5.15)
Na = Oa2(€2) = W3 (€3) = ... = Oyni1) (€m+1)
olur.
Simdi
faci=ealg, fmri=elly, fa=ealf fr1 =Nl (3.5.16)

olmak tizere
{flafZa---7fm;fm+17fm+27---vfn+1}

D distribiisyonunun integral altmanifoldu M nin lokal ortonormal ¢atisidir. (3.5.14) ve (3.5.15)

dan
o~ ) n ~ o~
Vifi=Vifi+&fm+ Z Nafa+kafot (3.5.17)
a=m+2
Vifi=Vefi Lj=12,..p, i#]j (3.5.18)

ifadelerine sahip oluruz, burada 6, M nin Levi Civita konneksiyonu ve E s Nas %2 larda, sirasiyla

&, Nu, ko nin M ya kisitlanmiglaridir. Buradan

o~ -~ ~ ~

Am—H = 51, A, = T]al, An—H :7{\21
olur veya bunlara esdeger olarak

H=h(fi,/1) =h(f2,2) = . =h(fu fi) = Efr1 + Y, Tafathefurt  (35.19)

a=m+2

bulunur, burada ﬁ, R*! de M nm ikinci temel formu ve Xa —A fo, dir. Ayrica, Codazzi denklemi

(2.1.33)den, X =Z = fiveY = fj, i # jigin

Vi (fifj) = h (%fi,fj) ~h (fi, @;fj) = Vih(fi.fi) —2h (ﬁf,»fiyfi)
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olur, burada V-, R"+! de M nin normal konneksiyonudur. Bu denklemde (3.5.17), (3.5.18)
ve (3.5.19) kullanilarak tim j = 1,2,...,m i¢in (3.5.19) dan %};H = 0 bulunur ve boylece H

paraleldir.

Uyan 3.5.2. M, R""! Oklid uzayinda bir bikonservatif hiperyiizey (H-hiperyiizey) ve ko onun
asli egriliklerinden biri, (3.5.12) ile verilen D distribiisyonu boyutu 1 den biiyiik ve M de pEM
noktasindan gecen baglantili integral altmanifoldu olsun. Lemma 3.5.2 nin ispatindan kolayca

goriiliir ki ky, & = @14 (ep) ve Ng = Waq (ea) M iizerinde sabitdir.

Onerme 3.5.1. M, R"! Oklid uzayinda bir bikonservatif hiperyiizey (H-hiperyiizey) ve k de
M nin asli egriliklerinden biri olsun. Kabul edelim ki (3.5.12) ile verilen D distribiisyonunun
boyutu 1 den biiyiik ve M de D nin p € M noktasindan gecen bir baglantili integral
altmanifoldu olsun. Eger k; (p) = 0 ve (gradk;), = 0 ise 0 zaman M, R in m— diizlemdir.
Aksi takdirde, M , R in (m+ 1) —diizleminde yatan ve R™in bir hiperkiiresine kongruent

olan bir altmanifolddur [2].

Ispat: ilk 6nce kabul edelimki k, ve gradk,, p noktasinda sifir olsun. Bu durumda a =
p+2,p+3,....nigin N,(p) = E(p) — 0 olur, burada 7, ve & Lemma 3.5.2 nin ispatinda
tanimlanan fonksiyonlardir. Buradan Uyar 3.5.2 ye gore M fizerinde Ez =0, E =0,n =0 olur.
Boylece (3.5.19) dan /i = 0 olur, yani M , R""! in total geodezik bir m—boyutlu alltmanifoldu

ve dolayisiyla M, bir m-diizlemdir.

Simdi kabul edelim ki k> (p) # 0 olsun. Hy = ks fyu — & fus1 ve Hy = ko fu — Tlafus1 olacak
sekilde (n — m) —tane normal vektor alan1 Hy,H,, 2, ...,H, olsun. Buna gore Hy,H,2,...,H,
vektor alanlart M ya normal lineer bagimsiz sabit vektor alanlaridir. Bu nedenle M , R in
bir (m + 1) —diizlemi II=R”*! dir. Dolaysiyla M nin ortalama egrilik vektor alanmi paraleldir ve

sekil operatorii ise I 6zdeglik doniisiimii ile orantilidir, yani M , T nin bir hiperkiiresidir.

Eger (gradks), # 0 ise bu durumda Codazzi denkleminden E (p) # 0 veya 1, (p) # 0 olur.

Bu her iki durum i¢in de ispat benzer sekilde yapilabilir.

3.6 Uc Farkh Asli Egrilikli Bikonservatif Hiperyiizeyleri

M, R"! de ii¢ farkls asli egrilik ki, k> ve k.o ye sahip bir bikonservatif (H-hiperyiizey) ve
A da M nin sekil operatorii olsun. Uyar 3.5.1 den ky egriligine karsilik gelen asli vektor alani 1

tanedir. Bundan dolay1 A nin matris gosterimi

A= diag (kl,kz,kz, ...,kz,km+2,km+2, ...,km+2) N kz 75 km+2 (3.6.1)
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seklinde olur, burada k,, m—tane, k., de g—tanedir. M nin bu asli egriliklerine karsilik gelen
ortonormal asli ¢ati {e}, e, ...,e,} olsun, burada m+ g+ 1 = n dir. Ayrica k; — ko, kj — ky12 ve
ky — k42 lerin M de sifirdan farkli olduklarini kabul edebiliriz.
Simdi
D' (p)={X, € T,M | (X,,Y)=0,VY €D(p)} (3.6.2)

ile tanimlhi D distribiisyonunu goz oniine alalim.

Lemma 3.6.1. R""! Oklid uzayinda sekil operatorii (3.6.1) ile verilen bir bikonservatif
hiperyiizey (H-hiperyiizey) M olsun. Bu durumda (3.6.2) ile verilen D" distribiisyonu

involutivedir.

Ispat: Tamimdan D' (p) = Sp{(el)p (em+2) s (€mt3) s ees (en)p} olur. Ayrica (3.5.9),
(3.5.10) ve (3.6.1)dena,b=m+2,m+3,....,nigin V. ep, Vo €1, Ve ea €T (DL) olur. Boylece
her X,Y € I' (D) i¢in [X,Y] € T’ (D!) olur ve buradan D" involutivedir.

Uyan 3.6.1. (3.5.7), (3.5.8) ve Cartan’n birinci yapt denklemi (2.1.15) kullamilirsa dw, = 0
olarak bulunur, yani @, bir kapali formdur. Boylece Poincaré Lemmasindan @\ = ds olacak
sekilde bir s fonksiyonu vardwr, yani @; bir tam formdur. Ayrica (3.5.12) ve (3.6.2) ile
verilen D ve D distribiisyonlart integrallenebilir distribiisyonlar olduklarindan lokal Frobenius
teoreminden dolayr bir p € M noktasinin komsulugunda ty,...,t, ve t| = S,ty12,byy3, ...
lokal koordinat sistemi vardir dyle ki, sirasiyla, 0,,04,...,0;,, ,, D yi ve 0,,0;,.,,...,0, de
D™ i gerer. Boylece e; vektor alanlarimi yeniden tamimlayarak i = 2,3, ...,n olmak iizere F; =

F;(s,00,13,...,ty) stfirdan farkl diferensiyellenebilir fonksiyonlari icin
e1 =05, ei=Fd,, i=2,3,..,n, (3.6.3)

oldugunu kabul edebiliriz.

Bundan 6nceki kisimlarda n = 2 ve n = 3 icin, sirasiyla, R® de bikonservatif yiizeyler ve R*
de bikonservatif hiperyiizeyler incelenmisti, simdi ise n > 3 durumuna odaklanalim. Genelligi

bozmaksizin m > 1 oldugunu kabul edelim. Boylece (3.5.13) ve Codazzi denklemi (2.1.38) den
ea(k) =0, A=23,...m+1 (3.6.4)
elde edilir. (3.5.5), (3.5.6), (3.6.1) ve (3.6.4) den

eaky) =0, a=m+2,m+3,...n (3.6.5)
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olur ve i = A, j = a i¢in Codazzi denklemi (2.1.38) den
Oaa(eq) =0 (3.6.6)

olarak bulunur. Simdi m ve ¢ nun olusabilecek durumlarina gore inceleyelim.
m > 1 ve q > 1 Durumu:

Bu durum i¢in (3.6.4), (3.6.5) ve (3.6.6) denklemlerinden

€a (km+2> =0, (3.6.7)
ea(ky) =0, (3.6.8)
Waq(ea) =0, A=23..m+1l,a=m+2,m+3,...n (3.6.9)

esitliklerine sahip oluruz. (3.5.7) — (3.5.10), (3.6.6) ve (3.6.9) dan

r m+1
Veea= Y, tuc(er)ec, (3.6.10)
c=2
V..e1 = 01 (e)ea, (3.6.11)
Ve,e1 = O)(ms2) (ems2) €q (3.6.12)

elde edilir. Diger yandan [e1,e4] (kz) = ea (e1 (k2)) oldugundan (3.6.10) ve (3.6.11) kullanilarak

m+1
ea(er (ko)) = (i wac (e1)ec — W14 (eA)eA> (k2)

Cc=2

bulunur. (3.6.4) den bu denklemin sag tarafi sifirdir. Boylece
€A (61 (kz)) =0 (3.6.13)
olur ve bulunan son denklem kullanilarak i = 1 ve j = 2 i¢in Codazzi denklemi (2.1.38) den

ea (@12 (e2)) = ea <%) (3.6.14)

ifadesine sahip oluruz. Burada (3.5.5), (3.6.4) ve (3.6.13) ile birlikte goz oniine alinirsa
(3.6.14),
€A (0)12 (62)) =0 (3.6.15)

haline doniisiir. Benzer irdelemelerle
ea(a)lz (62)) :0, (3.6.16)
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ea (@1 (nr2) (em+2)) = €a (O (n12) (emy2)) =0 (3.6.17)
bulunur. (3.6.14), (3.6.16), (3.6.17) denklemlerinden &, n fonksiyonlari
oi2(e2) =86(s),  Opmy2) (€m+2) =M () (3.6.18)
olarak elde edilir, burada s, Uyar1 3.6.1 de verilen lokal koordinattir.

Teorem 3.6.1. M, R**! de sekil operatirii (3.6.1) ile verilen ve ky # k2, m > 1, g > 1 olan
bir hiperyiizey olsun. Bu durumda M nin bir bikonservatif hiperyiizey olmasi icin gerek ve yeter

sart M nin asagidaki hiperyiizeylerden birine kongruent olmasidir.

i) M hiperyiizeyi, profil egrisi (v, ), w'> +¢"> =1 ve

17 ¢y
o'y — o'y =~ <m——q— (3.6.19)
3\"v 7
sartlarint saglayan
x(8,t2,....t5) = (W (s)costp, Y (s)sintp costs, ..., W (s) sinty... sint,, CoSty 4 1, (3.6.20)

Y (s)sinty... sinty, sinty, 1,9 () COSty12, ¢ (8) sinty, 2 o8ty 3, ...,

¢ (§)sinty,o...sint, 1 cost,, @ (s)sint,,o...sint, | sint,)

ile verilen bir genellestirilmis donel hiperyiizeydir.

ii) M hiperyiizeyi, profil egrisi (W, ¢), y? +¢'> =1 ve

1o " m ¢’
— =—— 3.6.21
Oy — 9"y =2 v (3.6.21)
sartlarint saglayan
X(8,81,...stn) = (W (s)costy, Y (s)sintp costs, ..., W (s) sinty... sint,, CoSty 4 1, (3.6.22)

Y (s)sinty... sinty, Sinty 1,0 () ,tnt2,tms3, -5 In)
ile verilen donel hiperyiizey tizerindeki bir genellestirilmis silindirdir.

Ispat: M, bir bikonservatif hiperyiizey ise (3.5.6) saglanir. s,15,13,...,1,, Uyari 3.6.1 de verilen
lokal koordinat sistemi olsun. (3.6.11) ve (3.6.12) den

Xty = @12 (€2) Xyy, A=2,3,...m+1 (3.6.23)

Xst, = O (m+42) (em+2)Xt,, a=m+2,m+3,...n (3.6.24)
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olur. Ustteki ifadelerde integral alinip (3.6.18) kullanilirsa

xs =& (s)x—l—(:)z (SyImt2, g3y ey ty) =1 (s)x—l—@)l (8,602,183, ...y byt 1)

bulunur, burada ®; ve O, vektor degerli fonksiyonlardir. Buradan M hiperyiizeyinin yer

vektOriini

~ ~

X(8,12,13,..sty) = O (5,02,13, s s 1) + O (S, Lt 2, bt 3y -ees ) (3.6.25)
olarak ifade edebiliriz. (3.6.23) ve (3.6.24) da (3.6.25) yi kullanarak
@l,szA =&(s) @l,zm @Z,sza =1n(s) @2,ta

elde edilir. Bu denklemlerin integrali alinirsa

X(S,t2,1‘3, ...,tn) = l//(s) 0, (tz,tg,, ...,l‘m_H) + ¢ (S) 0, (tm+2,tm+3, ...,l‘n) + ¢ (S)
bulunur, burada ¢, v fonksiyonlar ve ®,®,, ¢ de vektor degerli fonksiyonlardir. Uyart 3.5.1
den ¢ bir sabit vektordiir ve ¢ = 0 alinmasi genelligi bozmaz. Boylece

X(8,02,83, .., 1) = Y () O1 (12,13, .., tinr1) + @ (5) O2 (L2, tint 3, .oy 1) (3.6.26)

olarak alabiliriz. (3.6.3) den
(©144,02,,) =0, (3.6.27)
<x57xs> =1 (3.6.28)

ifadelerine sahip oluruz. ky # k42 oldugundan genelligi bozmaksizin k, # 0 oldugu kabul

edilebilir. Simdi p = x(5,72,73,...,f,) € M noktasindan gecen

Y1 (t25t37 "'7tm+1) :x(§7t27t37 "'7tm+lvfm+27fm+37 "'7tn)

ile verilen M nin M altmanifoldunu gozoniine alalim. (3.6.26) den

1 (t27t37'“7tm+1) = C()@] (t27t37'“7tm+1) +Vvo (3629)

olur, burada ¢y = ¢ (5) bir reel sabit ve vo = ¥ (5) @2 (f42,Em+3, ---, 1) de birsabit vektordiir. M,
(3.5.12) ile verilen D distribiisyonunun bir integral altmanifoldu ve k; # 0 oldugundan Onerme
3.5.1 den dolay1 M, R™+1 in hiperkiiresine kongruenttir. Boylece uygun koordinatlar secilerek

ve Y yeniden tanimlanarak

0, (tz,...,tp+2) = (costy, sinty cost3, ..., Sinty... Sinty, COSty 41, (3.6.30)

sint,...sint, sint,,11,0,0,...,0)

58



oldugunu kabul edebiliriz. Simdi D' (p') = {X € T,M |AX =ky»X} distribiisyonunun
integral altmanifoldu olan, p € M noktasindan gecen ve
yz (tm+27tm+3a 7tn) - X(E,ZZ,Z:;, ---afm+17tm+27tm+37tn>

ile verilen M’ altmanifoldunu g6z Oniine alalim. Burada k1 » = 0 ve k;, 1 » # 0 olmak iizere iki

durum s6z konusudur.

km+2 = 0 Hali : Bu durumda M , Onerme 3.5.1 den dolay1 bir g—diizlemdir. Boylece, ®, bir

g—diizlemin yer vektortdiir. Genelligi bozmaksizin (3.6.27) den

®2 (tm+27tm+37 ;tn) - (0707 sy 17tm+2>tm+37 "'7tn)

olarak alabiliriz. Buna gore #,,12,...,t, i yeniden tanimlayarak (3.6.22) yeniden elde edilir ve

(3.6.28) den de y'? + ¢'> = 1 dur. Ayrica bu hiperyiizeyin sekil operatorii

/ !/ !/
A = diag <k1,¢—,¢—,...,¢—,0,0,...,0> (3.6.31)

vy oy
ile verilir, burada egriliklerin m—tanesi %/ ve g—tanesi de sifirdir. (3.5.6) ve (3.6.31) den k; =
—%%’ ve Ny = —kjx; oldugundan (3.6.21) elde edilir. Boylece teoremin (ii) durumunun ispati

tamamlanmug olur.

kni2 # 0 Hali: Bu durumda Onerme 3.5.1 den dolay1 M, RIt! in bir hiperkiiresine

kongruenttir. (3.6.27) ve (3.6.28) den, genelligi bozmaksizin

O3 (tms2,tm+3, -y tn) = (0,0, ...,0,C08 1,12, SiNty 12 COSly 13, ..y

Sintyyo...8iNt,_1 COSt,, WSiNty, o...8int;,)
olarak alabiliriz, burada bilesenlerin (p + 1) —tanesi sifirdir. Buradan (3.6.20) elde edilmis olur
ve (3.6.28) den de y'? + ¢'> = 1 dir. Ayrica bu hiperyiizeyin sekil operatorii de

¢/ (P/ (p/ lI// lI// ll//) 3632
vy Tyl 9 ¢ ¢ (5:6:32)

A = diag <k17—,—, LA S SR

/ /
seklinde bulunur, burada asli egriliklerin m—tanesi — ve g—tanesi —% dir. (3.5.6)ve (3.6.32)

"
durumunun da ispat1 yapilmis olur.

den k| = % <q%/ —m¢—/> ve Ny = —kjx; oldugundan (3.6.19) elde edilir. Boylece teoremin (i)
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m > lve ¢ =1 Durumu :

Kalan kisimda, gerekli kosulu elde etmek i¢in ii¢ farkli asli egrilige sahip null 2-tipli

hiperyiizeyler i¢in m > 1 ve ¢ = 1 durumunu ele alacagiz. Bu durumda (3.6.1) denklemi
A:diag(kl,kz,kz,...,kz,kn) (3.6.33)

halini alir, burada asli egriliklerin (n—2)—tanesi k, dir. m = n —2 > 1 oldugundan
(3.6.4) — (3.6.6) denklemlerinin tamami saglanir. Ayrica (3.5.12) ile verilen D distribiisyonu
integrallenebilirdir ve D nin integral altmanifoldu Lemma 3.5.1 ve Lemma 3.5.2 den R"! in
hiperkiiresine veya hiperdiizlemine kongruenttir. Ayrica Lemma 3.2.2 den ayrica ¢; = dy nin
integral egrilerinin diizlemsel egriler oldugu ve bunlarin birbirine kongruent oldugunu biliyoruz.

Bu nedenle kalan kisimda e, in integral egrilerine odaklanacagiz.

Simdi M, sekil operatorii (3.6.33) ile verilen bir hiperytizey olsun. ky, k» ve k, birbirinden
farkl ii¢ asli egrilik olduklarindan k| — k>, k1 — ky,, kp — k,, fonksiyonlarinin M {izerinde sifirdan
farkli olduklarin1 kabul edebiliriz. Eger M bir null 2-tipli hiperyiizey ise bu durumda M,
(3.5.4) ii saglayan bir bikonservatif hiperyiizeydir. Ayrica M, bir bikonservatif (H—hiperyiizey)
oldugundan (3.5.6) ve (3.6.33) den

3+ (n—2) ko +ky = 0 (3.6.34)

elde edilir. (3.6.4) ve (3.6.5) ile Codazzi denklemi (2.1.38) birlikte g6z Oniine alinirsa
®ay (en) = 0 olur. Boylece

Venel = W1p (en) €n, VeAel = 1A (eA) €A (3.6.35)

VeAen = —WAan (eA) éx, VeneA = (AB (€n> e (3636)
olur.

Simdi ey, (k) = 0 oldugunu gosterelim. e4 (k) = 0 ve e4 (k,) = 0 olmast durumunda,
lea,e1](k2) = ea(er(kz)) ve [ea,e1] (kn) = ea(er (ky)) elde edilir. (3.6.36) kullanilarak bu

denklemlerin sol tarafi hesaplanirsa
eale (ky)) =eal(er (ky)) =0, A=2,3,...n—1 (3.6.37)

oldugu sonucuna ulagilir. Ayrica X = ey, Y =e,, Z =e| ve W = ¢4 igin Gauss denklemi (2.1.32)

den

en(@12(e2)) = Z (_k;i (012 (€2) — @1, (en)) (3.6.38)
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elde edilir. Codazzi denklemi (2.1.38) ile (3.5.5), (3.6.34) ve (3.6.38) kullanilarak
ey (k
en (011 ) = e (£122))

_ €neé (kn) e (kn)en (kz)
——(”—2)(k11_kn + l(kl—kn)z )
) _

——(n-2) en (k2) (61 (ky, e (k2)> ky +k, — 2k>
kl_k}’l kl_ n kl—k2 kn_k2

veya
=(n— (2ky — ki —ky) ey (k2)
en (@i (€n)) = (n—2) (k1 —kn) (ko — ky)

olarak bulunur. Diger taraftan (3.6.33) ve (3.5.4) den

—ey (e1 (k1)) — ((n—2) l: (_kj()z + ;‘ (_kk) ) e1 (ki) +ki (B +(n—2) 3+, —1) =0

(012 (e2) — @1 (€n)) (3.6.39)

veya
e1(e1 (k1)) + (n—2) w12 (e2) e1 (k1) + @1 (en) €1 (k1) = ki (kf + (n—2) k5 +kz — 1) (3.6.40)

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafinin da e, yoniinde tiirevi alinarak ve (3.5.11), (3.6.38),

(3.6.39) kullanilarak

en (kn) (€1 (k1) (@12 (€2) — @1n (€n)) — ki (k2 — k) (k1 —kn)) =0 (3.6.41)

bulunur. Kabullerden dolay1 ) (e2) — @y, (e,) ve k; fonksiyonlart sifirdan farklidir. Boylece,

eger ey, (k,) # 0 ise bu durumda (3.6.41) den

e1 (k1) (ko —ky) (k1 —ky)

ki opn(e)— o (en)

olur. Bu denklemin e, yoniinde tiirevini alarak, (3.5.5) ve (3.5.11) den

" ( (k2 — kn) (kl_kn)> _0

@12 (62) — M1 (en)

elde edilir. Ustelik, (3.5.5), (3.6.34), (3.6.38) ve (3.6.39) ifadeleri kullanilarak bu denklemin sol
tarafindan bir ag sabiti i¢in k, = apky olarak bulunur. Boylece bu denklem, (3.5.5) ve (3.6.34)

den e, (kp) = 0 olmasin1 gerektirir ki bu bir celigkidir. Bu nedenle
en(ka) =0 (3.6.42)

olur ve (3.5.5) ve (3.6.34) den de
en(kn) =0 (3.6.43)
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elde edilir. Ayrica Codazzi denklemi (2.1.38) ve (3.6.42) den
Opn (€4) = 0 (3.6.44)
bulunur. Diger yandan, (3.6.38), (3.6.39), ve (3.6.42) den
en (01, (en)) = en (014 (e4)) =0 (3.6.45)

ve X =ep, Y =e,, Z=re1, W = e, i¢gin Gauss denklemini, (3.6.35) ve (3.6.36) ifadelerinde

kullanarak

ea (01 (€n)) =0 (3.6.46)
elde edilir. i = 1, j = A i¢in Codazzi denklemi (2.1.38) dei=1, j = A i¢cin @14 (eq) = %
olur ve buradan

es(ma(ea)) =0 (3.6.47)

oldugu sonucuna ulaglir.

Onerme 3.6.1. M, R"*! de sekil operatorii (3.6.33) le verilen ve birinci ortalama egriligi sabit
olmayan bir null 2-tipli hiperyiizey olsun. Bu durumla e, in bir integral egrisi ya bir cemberdir

va da bir dogrudur.

Ispat: (3.6.44) den

venen = —wy, (en) er +kyN, §en€1 = Wi, (en)en, Ve, N =—kpey (3.6.48)

n

olur. Ayrica (3.6.45) ve (3.6.43) den wy, (ey,) ve ky, in, e, in herhangi bir baglantili integral egrisi
o iizerinde sabit oldugu anlamina gelir. ¢ ve n, @ nin, sirasiyla, teget ve normal vektor alanlari
olsun, burada r = e, | dir. Eger

H§tt :a:O

~

ise bu durumda o bir dogrudur, burada V, a nm Levi-Civita konneksiyonu ve a,

1 ~ Vit

(a)ln (en)* + k,%) ? | ile verilen sabittir. Eger V¢ # 0 ise bu durumda n = HA—’ olur. (3.6.48)
Vit

den @t =an, @t = —an dir ve boylece o bir diizlemsel egri, egriligi ise a > 0 sabitidir, yani

bir cemberdir.

(3.6.45) — (3.6.47) ifadelerinden kolayca goriiliir ki ¢ = 1 i¢in (3.6.18) saglanir. Boylece
null 2-tipli hiperyiizeylerin smiflandirilmas: icin Teorem 3.6.1 e benzer sekilde asagidaki

onermeyi verebiliriz.
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Onerme 3.6.2. M, sekil operatorii (3.6.33) ile verilen ve birinci ortalama egriligi sabit
olmayan hiperyiizey olsun. Eger M bir null 2-tipli hiperyiizey ise bu durumda M asagidaki

hiperyiizeylerden birine kongruenttir:

i) M, y?+¢"> =1 ve (3.6.19) sartim saglayan y, ¢ fonksiyonlart icin, m =n—2, g = 1

olmak iizere (3.6.20) ile verilen bir genellestirilmig donel hiperyiizeydir,

ii) M, y'? + ¢"> = 1 ve (3.6.21) sartim saglayan v, ¢ fonksiyonlari icin, m =n—2, g = 1

olmak iizere (3.6.22) ile verilen bir dinel hiperyiizey iizerinde bir genellestirilmiys silindirdir,

iii) M, w2 + ¢ = 1 ve (3.6.21) sartini saglayan v, ¢ fonksiyonlart icin, m =1, g =n—2

olmak iizere (3.6.22) ile verilen bir donel bir hiperyiizey iizerinde bir genellestirilmis silindirdir.
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4. MINKOWSKI 3-UZAYDA BIKONSERVATIF YUZEYLER

Bu boliimde ilk 6nce 3—boyutlu Minkowski (Lorentz) uzayinda bikonsarvatif yiizeyleri ve daha
sonra ise 3—boyutlu Lorentz uzay formda bikonsarvatif yiizeyleri inceleyecegiz. Bu ylizeylerle

ilgili stmflandirmalar yapilacak, bunlarla ilgili karakterizasyon teoremleri verilecektir.

3-boyutlu reel uzay R? de, x = (x1,x2,x3), y = (y1,y2,y3) vektorleri icin

(X,¥) = x1y1 +x2y2 — x3)3

Lorentz metrik ile (R3, (,)) ikilisine 3-boyutlu Minkowski uzay1 denir ve bu R3 ile gosterilir. R}
iin izometri grubu, 6teleme grubu ve ortogonal Lorentz grup O (1,2) nin direkt ¢arpimi olarak
ifade edilir. Bu ortogonal gruba gore R% in izometrilerinin ii¢ tane bir parametreli alt grubu
vardir. Bunlar donme ekseninin causal karakterine gore su sekilde verilir:

Eger eksen spacelike ise donme matrisi

I 0 0
0 cosht sinht |, t € R (hiperbolik grup)
0 sinh? cosht

ile verilir. Eger eksen timelike ise donme matrisi

cost —sint 0
sint cost O |, 0<t<2m(eliptik grup)
0 0 1

ile verilir. Eger eksen null ise donme matrisi

1 —t t

t 11— ’72 % , t € R (parabolik grup)
2 2

t — 1+ 5

ile verilir. R? deki donel ylizeyler, izometrilerin uistteki bir parametreli alt gruplarinin birinin

etkisi yardimiyla elde edilir [42].

Boylece xz-diizlemindeki profil egrisi y(s) = (f(s),0,g(s)) olmak iizere donme ekseni

spacelike ise donel yiizey

x(s,t) = (f(s),8(s)cosht,g(s)sinht), g(s)#0
veya

x(s,t) = (f(s),8(s)sinht,g (s)cosht), g(s)#0
olur. Eger donme ekseni timelike ise donel yiizey

x(s,) = (f () cost, f (s)sint,g (5)),  f(s) #0
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dir. Eger dénme ekseni null ve profil egrisi y(s) = (f (s),g(s),0) ise donel yiizey

2 2
#60) = (76 - 6D 5 +506), 076~ (DU G- 5 +70)
dir [3].

4.1 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bikonservatif Yiizeylerin Simifflandirilmasi

Bir biharmonik yiizeyin ayni zamanda bir bikonservatif yiizey oldugunu biliyoruz.
Dolaysiyla genel olarak bir Riemann manifoldun herhangi bir altmanifoldunun biharmonikligini
karakterize eden teorem, Minkowski uzayindaki yiizeylerin biharmonikligini ve bikonservatif-

ligini incelemek i¢in de kullanilir. Simdi bu bilgileri verelim.

Teorem 4.1.1. (1\_/1 ,g) (n+ 1) —boyutlu bir Riemann manifold, M de n—boyutlu diferensiyelle-
nebilir manifold ve x : M — M, H = HN ortalama egrilik vektorlii bir izometrik immersiyon
olsun. Bu durumda x biharmoniktir ancak ve ancak x in bitensiyon alant T, (x) nin normal ve

teget bilesenleri sirastyla

AH—H|A]> +HRic (N,N) =0, (4.1.1)

24 (gradH) + nH grad H — 2H (Ric (N)) ' =0

sartlarin saglar, burada Ric : TM — T,M, (Ric(Z),W ) = Ric(Z,W) ile tanumlanan, gomiilen
uzay M nin Ricci operatériidiir ve A da N birim normal vektorlii hiperyiizeyin sekil operatoriidiir
[43].
Ispat: M de bir {ei}i—; .., lokal ortonormal gati segelim dyle ki {dx(ey),...,dx(e,) ,N} de M
nin bir ortonormal ¢atis1 olsun. Buradan V, V, sirasiyla, M ve M nin Levi-Civita konneksiyonlar

olmak iizere x in tensiyon alani 7 (x) = nHN dir. Buradan x in bitensiyon alanini

-y {VeiVe, (nHN) = V5, (nHN) — R (e;, iHN) e;
i~ it
n

~

N

i

ciei (H)N +2¢;(H) Vo,N + HVMVYN — (V,e;) (HN . HVVMN>

1

n —_—
—nH ZR (ei,N) (e))

i=1
n
=n(AH)N —2nA (gradH) —nHA'N —nH ) R(e;,N)e;
i=1

olarak elde ederiz. Bitensiyon alanmin teget ve normal kisimlarini bulmak i¢in 6nce egrilik

tensoriiniin teget ve normal bilesenlerini hesaplayalim, bunun i¢inde

n

'kz_‘,l@(dx(ei)»N)dx( Jer) e = — (E(N,ek))ek:—(Ric(N))T,
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n
Z (R (ei,7(x))ei,N) = —nHRic (N,N)
i=1
almak yeterlidir. A*N nin normal kismin1 bulmak i¢in

n n
(DNN) = Y (Ve VeN + V5, NN ) = Y (VoN VN ) (4.1.2)
i=1 i=1

almak yeterlidir. Diger taraftan, A ikinci temel form, N birim normal vektor alani ve
altmanifoldun ikinci temel formu da B olmak iizere hiperyiizeyin sekil operatorii ve ikinci temel

form arasindaki iliski

B(X,Y)= <vXY,N>N —_ <Y,VXN>N — (AX,Y)N

oldugundan
n n . 2 . n o
AP = Y (Aeie)’ = Y (VeN,e;) =Y <Ve,.N, y <Vel.N,ej>ej>
ij=1 ij=1 i=1 j=1

b i <§eiNﬁeiN>

i=1

olarak bulunur. Béylece A*N nin normal kismi (4.1.2) den

(A*N): = (A*N,N)N = i <VZN, V§N>N — |A*N
=1

l

seklinde yazilir. Basit bir hesaplama ile A*N nin teget kismi
(AN T = <-V§NVZN +V¥ N, ek> e (4.1.3)
i,k=1 '
(VENAei~A(Veer) ee)ex= Y (Vo) (exsei))en
1 ik=1

™= =

1

bulunur. Codazzi denkleminden

— J_ S—

(R (ei,ex)ei)” = (R(ei,ex)ei,N)
oldugu dikkate alinirsa, (4.1.3) i

(AXN)T = ((Veih) (ek’ei»ek

i 1

BN

1= TM:

k

I
_

( (Ve h) (eiyei) — Ric (N, ek)> ex =ngrad (H) — (Ric (N, e)) ex
i=1
selinde elde edilir. Bdylece bitensiyon alaninin teget ve normal kisimlarini ayri ayri

(%2 ()" = (©(x),N)N =n (AH — H|AP + HRc (N,N) ) N,

(1 (x)) " :kin: (Ty (x),ex) ex = —n (ZA (gradH) + %n (grad H?) — 2H (Ric (N))T)
=1

olarak bulmus oluruz ve bu da ispat1 tamamlar.
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3-boyutlu Minkowski uzayi Ri’ de bir yonlendirilebilir non-degenere (spacelike veya
timelike) yiizey M ve M nin birim normal vektdr alan1 N olmak lizere M nin bir ortonormal
catist {ej,e2,N}, € = (N,N) = £1 olsun. Eger € = —1 ise M spacelike, € = 1 ise de timelike
hiperyiizeydir.

Simdi daha sonra kullanacagimiz [12] da verilen sonucu ifade edelim.

Lemma 4.1.1. 3—boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M ve M nin ortalama egrilik vektor
alami H = HN olsun, burada H, M nin ortalama egriligidir. Bu durumda M nin biharmonik
olmasi icin gerek ve yeter sart

AH+€eHI|A] =0, (4.1.4)
A(gradH)+ eHgradH=0 (4.1.5)

ifadelerini saglamasidir, burada A, N birim normal vektorlii hiperyiizeyin sekil operatoriidiir

[12].

Bundan onceki bolimden de hatirlanacagi gibi (4.1.5) sartim saglayan yiizey bir
bikonservatif ylizeydir. Buna gore R? de sabit ortalama egrilik (CMC =constant mean curvature)
vektoriine sahip ylizeyler asikar olarak bikonservatif yiizeylerdir. Bundan sonraki kisimda
kisalik i¢in "sabit ortalama egrilikli" yerine CMC ifadesini kullanacagiz. Boylece CMC yiizeyler

bikonservatif yiizeyler ailesine aittir.

Asagida verilecek olan teorem 3— boyutlu Minkowski uzayinda bikonservatif yiizeyleri

karakterize eden teoremdir.

Teorem 4.1.2. 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir bikonservatif immersiyon x : M — ]R? ve
gradH non-null olsun. Bu durumda M ya bir CMC yiizeydir veya asagida lokal olarak verilen
vedi yiizeyden biridir [3]:
1) M yiizeyi
x(u,t) = (f (u) ,ucosht,usinht), wu€ (27,+),

ile verilen bir spacelike eksenli timelike donel yiizey ve burada

£ (u) = g <u§\/ﬁ+9ln (ﬁﬂ/ﬁ))

dur.
2) M yiizeyi
x(u,t) = (f (u) ,usinht,ucosht), ue€ (0,27)
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ile verilen bir spacelike eksenli spacelike donel yiizey ve burada

81 1 9
fu)= ?arcsin gu% — Eu% 9—u

WIN

diir.

3) M yiizeyi

x(u,t) = (ucost,usint, f (u)), wue (0,+o0)

ile verilen bir timelike eksenli spacelike donel yiizey ve burada

flu)= ; <u% \ 13 +9—9In (u;—l- \ u§+9)>

dir.
4) M yiizeyi

1 1 1 1 1 1
x(u,t) = (Eutz — %u% — Eu,ut, Eutz — %u% + Eu) ,  u€(0,400)

ile verilen bir lightlike eksenli spacelike donel yiizeydir.

5) M yiizeyi

x(u,t) = (f (u),usinht,ucoshr), u€ (0,)

ile verilen bir spacelike eksenli timelike donel yiizey ve burada

flu)= g (u;\/ 13 +9—91In (ué—l— \V u§—|—9>>

dir.

6) M yiizeyi
x(u,t) = (ucost,usint, f (u)), wue (0,27)

ile verilen bir timelike eksenli timelike donel yiizey ve burada

81 1 9
fu)= Earcsin gu% - Eu% 9—u

WIN

dir.
7) M yiizeyi

1 1 5 1 1 1 1
x(u,t) = (Eutz + %u% — Eu,ut, zut2 + %u% + Eu) ,  u€(0,400)

ile verilen bir null eksenli timelike donel yiizeydir.
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Ispat: CMC yiizeyleri asikar olarak bikonservatif olduklarindan sadece CMC olmayan yiizeylere
odaklanacagiz. Simdi bir p € M noktasinda grad H # 0 oldugunu varsayalim. (4.1.5) ifadesinden

A(gradH) = —eH (gradH) (4.1.6)

dir ve bu da gosterir ki gradH asli dogrultusuna karsilik gelen asli egrilik -€H dir. Buna gore

grad H nin causal karakteri nemli rol oynar ve ti¢c durum séz konusudur.

Durum 4.1.1. gradH spacelike olsun. e;, gradH ya paralel olmak iizere M iizerinde bir
ortonormal ¢ati {ey,ex} olsun. Bu durumda (e3,e;) = —¢€ ve ey (H) = 0 olur. (4.1.6) den
Aey = —€He; ve H = 8@ oldugu gozoniine alimirsa Ae, = 3eHe; elde edilir X € T'(TM)
icin Vxey = @ (X) ey olmak iizere Vxey = Aye) + Aer den Ay = e (X)), Ay = 0 olarak bulunur,
yani Vxe; = €®(X) e olur. Buna gire Codazzi denklemi (VxA)Y = (VyA) X ifadesinde X = ey,

Y = ey icin bu degerler yerlerine yazilirsa
Ve Aes —A (Ve e2) =Vo,Aer —A(Ve,en)
veya

Vel (38H€2) —A (860 (61 ) 62)

= Vez (—8H€1) —A ((D (62) 62)
olur. Buradan hesaplamalar yapilir ve ey,e; bilesenlerine ayristirilirsa
4Hw (e;) =0, 4.1.7)

3e; (H) = —4How (e7) (4.1.8)
elde edilir. H sabit olmadigindan (4.1.7) den o (e1) = 0 olarak bulunur. Genelligi bozmaksizin
H > 0 oldugunu kabul edelim. u = H 3 icin

[61,M€2] = (V€1uez - Vuezel)

=ej(u)es+uVe ex—uVe e

3
= —ZH_%el (H)e, +ucw(e1)exs —uw(ez) e

dir. 0 (e1) =0ve (4.1.8) dene; (H) = —%Ha)(ez) oldugundan
4
[e1,ues] = <—%H_; (_§H) —H_Z) o (e)er
= (H_% —H_%> (D(ez) er =0
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elde edilir. Buradan, M iizerinde % = e ve % = uey olacak sekildeki (s,t) lokal koordinat

sistemini segebiliriz. Buradan M nin metrik tensorii
g=ds’ —ewdr (4.1.9)

seklinde bulunur. e; (H) =0 ve u = H 3 oldugundan u sadece s degiskenine baglidir. Boylece

M nin Levi-Civita konneksiyonu,

d d ud d d
\% =0 Vy—=—= — = euu' — 4.1.10
290 Vo Twar Ve oMo (110
seklinde ve ikinci temel formu ise
d d Jd d d d 2
h{ =, ) =— jN h{ =, =0 h(=,5|=-3€u’N 4.1.11
(as’as) g (as a¢> (3t ar) u 111
. L _v. 0 _ ) J Jd
olarak elde edilir. Gauss formiiliinde x4 = V% 5= V% 5 th (% a—) oldugundan ve (4.1.10)

ile (4.1.11) den
4 u , 2
Xgg = —U 3N, Xy = —X;, Xy = €Ul X3 — 3Eu3N 4.1.12)
u

elde edilir. Ayrica v@N =N; = —A% = —Aej ve ViN =N, = —A% = —Aue; = —ules
ds at
oldugundan

No—ewdl N = 3 t? (4.1.13)
s — &Uu as, = u a[ .

olarak bulunur. (4.1.12) de verilen kismi diferensiyel denklem sisteminin bagdagsabilir olma

sarti, (4.1.13) kullanilarak
W' =3eu3 (4.1.14)

seklinde elde dilir. (4.1.14) ifadesinin s degiskenine gore integralini alalim. v = u' degisken

VIar : n_dv _ dvdu __ ., dv
degistirmesi yapilirsa u" = o = 570 = v veya

vdv = 3eu3du
olur. Buradan integral alinirsa bir C integral sabiti icin
2 _2
u +9u 3=C (4.1.15)
bulunur. (4.1.15) denkleminin s degiskenine gore tekrar integralini alalim. € = 1 icin
-9 (4.1.16)
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olarak yazilir. Esitligin sol taraftaki kisminin binom integrali oldugu dikkate alinirsa

1 2 3 2
= <Cu3—9> +27\/Cuf —9) = 45+

veya buna esdeger olarak

3
(CM%—9)2 127\ Cuf —9=+s+C;, 9ui<C

elde edilir. Benzer sekilde € = —1 icin C = 0 oldugunda

EN[S)

u=(+ds+Cy)

ve C # 0 oldugunda

3
(Cu% +9)2 oI\ CUF 49 =45+C), Yu3>-C

olarak bulunur, burada C ikinci kez alinan integralden gelen integral sabitidir.

(4.1.12) nin ikinci denkleminin ¢oziimiinden, x immersiyonu, L* de vektor degerli
fonksiyonlar a(t) ve b(s) igin
x=u(s)a(t)+b(s) (4.1.17)

olarak yazilir. (4.1.12) nin birinci denkleminden N; = U3 X oldugundan ve (4.1.17) den

Xs, Xq1,Xss tiirevleri alimp (4.1.12) nin iiciincii denkleminde yerine yazilirsa

ud" (1) = eud (Wa(t) +b'(s)) + 3eu? (u"a(r)+ 5" (s))

veya diizenlenirse buna esdeger olarak
d' (1) =€ (u +3ud") a(t) + ed't (s) + 3eub” (s)

olarak bulunur. (4.1.14) ve (4.1.15) denklemlerindeki u" ve u'> degerleri bu son denklemde

yerine yazilirsa

d"(t)—eCa(t) =€ (u'b (s)+3ub" (s)) (4.1.18)

elde edilir. (4.1.18) denkleminin sag tarafi s ye, sol tarafi ise t ye baglhdir. Boylece (4.1.18)

denklemi sabit olmak zorundadir, yani R? de bir sabit c vektorii vardir ve
d'(t)—eCa(t) =c, (4.1.19)

e (u'b (s)+3ub” (s)) =c (4.1.20)
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dir. Simdi € ve C nin farkli durumlarina gore bunu dort farkl sekilde inceleyebiliriz.

Durum 1.A € = 1 ve C > 0 Hali. Bu durumda (N,N) = € = 1 oldugundan immersiyon
bir timelike yiizeydir. (4.1.19) denklemi ikinci mertebeden, sabit katsayili, homojen olmayan
bir lineer diferensiyel denklemdir. O halde bu denklemin homojen kismi ve ozel ¢oziimiinden

c1,¢2 € L3 sabit vektorleri icin
1
a(t) = cicosh (\/E't) + c2sinh (\/Et> _EC 4.1.21)

olarak bulunur. (4.1.17) denklemine tekrar donecek olursak burada ¢ = 0 oldugunu kabul

edebiliriz, yani

a(t) = cjcosh (\/Z’t) + ¢y sinh (\/Et)

ve

olmak iizere immersiyonu yeniden

sekilde yazabiliriz. Boylece x immersiyonu
x=u(s) <c1 cosh <\/Ez) +cysinh (\/Et)) +b(s) (4.1.22)

olur. (4.1.20) diferensiyel denklem sisteminin ¢éziimii ise € = 1,C > 0 icin, y = % denilirse

dy+u/ e
ds 3uy_3u

haline doniisiir. Bu denklem birinci mertebeden lineer olan diferensiyel denklemdir. Bu
denklemin integral ¢carpant L (s) = 31545 — u3 diir: Buna gore sistemin ¢oziimii, c3 bir sabit
vektor olmak iizere

y=>b"(s) =u"3c3 (4.1.23)

olarak bulunur. Bu durumda (4.1.22) den

xs=u <c1 cosh <\/Et> 4+ ¢ sinh (\/Et)) + u_%c%
x, =VCu (s) (cl sinh (\/Et) + ¢y cosh (\/Et))
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elde edilir. (4.1.9) indirgenmis metriginde (e1,e1) = — (ea2,e2) = 1 oldugu gz oniine alimirsa

1
(c1,c1) = —(c2,¢2) = (4.1.24)
(c1,¢2) = (c1,¢3) = (c2,¢3) =0,
L p, 2
cu? i (e en) = 1 (4.1.25)

ifadelerine ulagilir. u'*> + 9u=3=C oldugu goz oniine alimirsa (4.1.25) denkleminden

alve

(c3,¢3) =

bulunur. C = 1 olarak alacak olursak, L de cy,ca,c3 vektorlerini

c1=(0,1,0), ¢ =1(0,0,1), ¢3=(3,0,0) (4.1.26)
db dbd
olarak secebiliriz. (4.1.23) denkleminden b = b(u(s)) seklindedir, buna gire i d_d_z
u
oldugu goz oniine alinir ve b = T dersek
b(u) u' (s) = u*%q (4.1.27)

blu)=+——c (4.1.28)

olur. Bu son ifadenin u ya gore integralini alirsak

301 /2 1 2
b(u):ii w3\ u3 —9+9In{u3+\u3—-9) Jcz+cy (4.1.29)

elde edilir, burada cy, 1 de bir sabit vektordiir. (4.1.22) ifadesinde (4.1.26) daki c1,ca,c3

vektirlerini ve (4.1.29) daki b (u) degerini yerine yazarsak
x(u,t) = (f (u) ,ucosht,usinht),  u € (27,+o0) (4.1.30)
olarak bulunur, burada
9( 1 /2 1 2
f(u)zi ui\/u3 —9+9In(u3 +\/us -9 ).
dur. (4.1.30) denklemine dikkat edilecek olursa bu immersiyon spacelike eksenli ve profil egrisi

y(u) = (f (u),0,u) olan bir timelike donel yiizeydir.
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Durum 1.B. € = —1 ve C < 0 Hali. Bu durumda yiizey, (N,N) = —1 oldugundan bir

spacelike yiizeydir. Durum A.1 de oldugu gibi benzer hesaplamalarla immersiyon
x(u,t) = (f (u),usinht,ucosht), ue (0,27) (4.1.31)

olarak bulunur ve burada

81 1 9
f(u)= Earcsm3ué —iu% 9—u

wIN

diir. (4.1.31) denklemine dikkat edilecek olursa bu immersiyon, spacelike eksenli ve profil egrisi

Y(u) = (f (u),0,u)
olan bir spacelike donel yiizeydir.

Durum 1.C. € = —1 ve C > 0 Hali. Bu durumda yiizey, (N,N) = —1 oldugundan bir

spacelike yiizeydir. ¢ = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.1.19) denklemi
d'(t)+Ca(t)=0

halini alir ve bu denklem ikinci mertebeden, sabit katsayili homojen lineer diferensiyel

denklemdir. ¢ ve ¢, iki sabit vektor olmak iizere son denklemin ¢oziimii
a(t) =cjcos (\/Et) +cpsin <\/Et> (4.1.32)
dir. Boylece immersiyon
x(s,t) =u(s) <c1 cos (\/Et) + c¢psin (\/E’t)) +b(s) (4.1.33)

olur. (4.1.20) denkleminin ¢éziimii c3 sabit vektor olmak iizere
b (s)=u3c3 (4.1.34)

olarak bulunur. (4.1.33) de x;, x; vektirleri (4.1.9) daki metrige gore g (xg,x5) = 1, g (x;,%;) =
—eu?, g (x5,%;) = O olduklar dikkate alinir ve hesaplamalar yapilirsa

1

(c1,c1) = (c2,02) = ol (4.1.35)

(c1,¢2) = (c1,¢3) = (ca,¢3) =0,
1

Cl/l —l—u 3<C3,C3> 1

ve (4.1.35) in son denklemini ile C ile carpilir ve (4.1.15) ile birlikte goz éniine alimirsa

9
<C3,C3> = _E
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olarak elde edilir. C = 1 oldugunu kabul edersek bu sabit vektorler, c1,ca,c3 ii

Clz(l,0,0), C2:(07170)v C3:(07073)

olarak segebiliriz. b' (s) = %Z—’; oldugundan b= % denilirse (4.1.34) ifadesi

olarak yazilir. Buna gore (4.1.15) den u' ifadesi, (4.1.37) de yerine yazilirsa

1

\/u%—i—9

bu) =+ e

olur. (4.1.38) den

|
/db::I:C3/—du
\/u%+9

olur ve her iki tarafin integrali alindiginda

3 / /
b(,,,):i5 (ué u%+9—9ln (ué%— u§—|—9>)03+04

(4.1.36)

(4.1.37)

(4.1.38)

(4.1.39)

olarak bulunur, burada cy integral sabiti olan vektérdiir. O halde (4.1.33), (4.1.36) ve (4.1.39)

dan x immersiyonu

x(u,t) = (ucost,usint, f (u))

olarak yazilir ve burada f fonksiyonu

W —

f(u) zg(w \/@—mn (ué—{—m))7 1 € (0, o0)

dur. Bu durumda immersiyon timelike eksenli ve profil egrisi

¥ () = (u,0, f (u))

olan bir spacelike yiizeydir.

Durum 1.D. € = —1 ve C =0 Hali. (4.1.19) denklemi a" (t) = ¢ haline gelir. Burada t ye

gore integral alimirsa

d(t)=ct+c

ve tekrar integral alinirsa

1
a(t) = Ect2 +cit+c
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olur, burada ¢y, c; € R sabit vektorlerdir. Ust taraflarda oldugu gibi c» = 0 oldugunu kabul
edebiliriz. Bu durumda (4.1.20) denklemi b nin u ya gore birinci tiirevi b ve ikinci tiirevi b

olmak iizere b = bu'® + bu" olacagindan
S3uu®b + (Bu —u?) b= —c (4.1.41)

olur. C =0 icin (4.1.14) den u" = —3u"3ve (4.1.15) dan u'* = ou~3 degerleri (4.1.41) de
yerine yazilirsa
1

b= —ﬁu_%c (4.1.42)

olarak bulunur. Bu denklem u ya gore ikinci dereceden bir diferensiyel denklemdir ve ¢oziimii
ise

1
b(u) = —%u3c—|—MC3+C4 (4.1.43)

diir ve burada c3, cs, R} de sabit vektorlerdir. Boylece x (s,t) = u(s)a(t) + b (s) immersiyonu
c4 =0 igin
1 1
x(u,t) =u (Ect2 +clt) — %u%c%—uq (4.1.44)
halini alir. (4.1.44) de x,, x; kismi tiirevleri alimip (x,,%,), (Xy,X:), (X;,x;) hesaplanarak ve

W? =9y~3 oldugu dikkate alinirsa

(c,c) = (c,c1) = {c1,¢3) = (c3,¢3) =0,

(c1,c1) =1, (c,c3) =—1
olarak bulunur. Boylece R% deki c1,cy,c3 sabit vektorlerini
¢ =(0,1,0), c=(1,0,1), C3:%(—1,o,1) (4.1.45)
olarak se¢ilebiliriz. (4.1.44) ile (4.1.45) birlikte goz oniine alinirsa x immersiyonu

( t) 1t2 1 3 1 tlt 1 §+1
x(u,t) = =ut"— —u3 — —u,ut,—ut* — —u u
’ 2 30 27772 30 2

seklinde elde edilir. Bu immersiyon ise profil egrisi

()_ 1 5+1 1 % 1 0
v =\ 73" T3 3" T3t

olan bir null eksenli donel spacelike yiizeydir.

Durum 4.1.2. Ortalama egrilik fonksiyonunun gradienti gradH timelike olsun. Bu durumda
yiizey de bir timelike yiizey olur. Durum 4.1.1 de oldugu gibi benzer tartismalarla teoremin
ifadesindeki (5), (6) ve (7) timelike yiizeyleri elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmus

olur.
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4.2 Lorentz 3-Uzay Formlarda Bikonservatif Yiizeylerin Simflandirilmasi

(n+1) —boyutlu yar1-Oklid uzayin1 R**! ile ve s—ideksli yar1-Oklid metrigini de, x,y €

R jcin,

n+1
sz)’t"‘ Z XjYj
j=s+1
ile gosterelim. R7*! de
St (e {xER"+1|<xx>—c l}, H{ (—c) = {x e BRI | (x,x) = —c7'}

olmak iizere Sf(c) ve H (—c) sabit egrilikli Lorentz manifoldlardir ve S/ (c) ye de Sitter
uzayr (Lorentz kiire), Hf (—c) ye de anti-de Sitter uzay: (Hiperbolik uzay) denir. Bu uzay
formlar M? (c) ile gosterilecektir. M3 (c), ¢ = %1, 3-boyutlu non-flat Lorentz uzay formda bir
non-dejenere yonlendirilebilir yiizey M nin immersiyonu x : M — M3 (c) olsun. Béylece M3 (c)
uzay formu ¢ = 1 icin R‘l‘ uzayinda de Sitter uzay1 (Lorentz 3-kiire) ve ¢ = —1 i¢in R‘zl uzayinda
anti-de Sitter uzay1 (Hiperbolik 3-uzay) dir. M13 (¢) de M yiizeyinin birim normali N olmak iizere
€ = (N,N) ve M nin bir ortonormal ¢gatisi {e},e, } olsun. Bu durumda € = —1 ise M bir spacelike
yiizey, € = 1 ise de M bir timelike yiizeydir. M nin ortalama egrilik vektor alam1 H = HN ve sekil
operatorii de A olsun. Bu durumda bundan 6nceki kisimda oldugu gibi asagidaki lemmaya sahip

oluruz.

Lemma 4.2.1. M, Lorentz 3-uzay form M 13 (¢) de bir yiizey olmak iizere M nin biharmonik olmasi
icin gerek ve yeter sart

AH + eH|A]*> —2cH =0 4.2.1)

A(gradH) + eH (gradH) =0 (4.2.2)

denklemlerinin saglanmasidir, burada A, M iizerindeki Laplasyandir [44].

Lemma (4.2.1) den M yilizeyinin bikonservatif yiizey olmast i¢in (4.2.2) in saglanmasi

gerekir. Asikar olarak M f (¢) deki CMC yiizeyleri bikonservatif yiizeylerdir.

Simdi S? (1)1i ]R‘lt in ve ]HI% (—1)ide Rg nin hiperyiizeyleri olarak gz Oniine alalim. ]RAI' veya
R‘z‘ de M yiizeyinin yer vektoriinii x ile, normal konneksiyonunu da V- ile gosterelim. lk 6nce
M 13 (¢) deki bikonservatif M yiizeylerinin siniflandirma teoremlerini ifade edelim ve ifade edilen

bu teoremlerin ispatlar1 benzer oldugundan bir tek ispat seklinde verelim.

Teorem 4.2.1. Dort boyutlu Lorentz uzay R‘l‘ de iic boyutlu de Sitter uzayt S?(l) in bir
bikonservatif M yiizeyi x : M — S3 (1) C R{ immersiyonu ile verilsin. Bu durumda x(M) ya
bir CMC yiizeyidir ya da asagidaki dokuz yiizeyden birisidir [4].
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1) M yiizeyi
x(u,t) = (usinht,ucosht, V1 —u?cos f,\/1—u? sinf> , ue(0,1)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

j:/ S du
l—u )V 1—9u~ 3—u2

dur.

2) M yiizeyi
x(u,t) = (ucosht,usinht, V1+u2cos f,\/1+u? sinf), u € (0,00)

ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

| o = —
(1+u?) Sou2—1

du

dur.

3) M yiizeyi
x(u,t) = (\/ 1 —u?sinh £, V1 —u%oshf,ucost,usint) , ue(0,1)

ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

=t
1—u2 1+9u_§—u2

du

dur.

4) M yiizeyi
x(u,t) = (\/ uz —lcoshf,vu*—1 sinhf,ucost,usint) ,  u€(l,0)

ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

i/ T
14+9u 3 —u?

du

dur.

5) M yiizeyi

1 1 1 1
x(u,t) = (5 (utz—l—ufz—;-i—u) 5 (utz-l—ufz—;—u) ,uf,ut), uce <0,3%>
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ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

f(u) :/uz\/ﬁdu

dur.
6) M yiizeyi

x(u,t) = (ucosht,usinht, vV 1+u?cos f,\/1+u? sinf) , u € (0,)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

1
3u"3

f(u):/ du

(1+u2)\/9u 3 +u2+1

dur.
7) M yiizeyi
x(u,t) = (\/ 1 —u?sinh f,/1 —u%oshf,ucost,usint) , ue(0,1)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

1

|
fy =+ [ v du
(1—u2)\/9u 3 +u2—1
dur.
8) M yiizeyi

x(u,t) = (\/ u? —lcosh f,/ u?— lsinhf,ucost,usint) ,  u€(l,0)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

1

u 3

3
T :i/ 2=\ 9u 3 +u2—1

du

dur.

9) M yiizeyi
1 2 , 1 1 2 , 1
x(u,t) = 5 ut“+ufc——+u 5 ut“+ufc———u|ufut |, uc(0,0)
u u

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

3
f(u) :/mdu
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Ustte ifade edilen teoremde (3), (4), (7) ve (8) yiizeyleri kiiresel, (1), (2) ve (6) daki
yliizeyler hiperbolik ve (5), (9) yiizeyleri ise parabolik yiizeylerdir.

Teorem 4.2.2. Dért boyutlu 2-indeksli yari-Oklid uzay: ]R‘Z1 de ii¢c boyutlu anti-de Sitter uzayi
(1—indeksli Hiperbolik uzay) Hl3 (—=1) de bir non-degenere bikonservatif yiizey x : M —
]HI? (—1) C R‘z‘ immersiyonu ile verilsin. Bu durumda M ya bir CMC yiizey veya asagidaki on bir
yiizeyden birisidir [4].

1) M yiizeyi
x(u,t) = (usinht, V' 1+u?cosh f,ucosht,\/1+u? sinhf) , u€(0,0)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

o
(14 u?) — 0y 3 442

du

dur.

2) M yiizeyi
x(u,t) = (ucosht, V' 1 —u?cosh f,usinht, /1 — u? sinhf), ue(0,1)

ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

f(u)::lz/ Su du

(1—u2)\/9u 3 +u2—1

dur.

3) M yiizeyi
x(u,t) = (ucosht, VvV u? — 1sinh f,usinht, / u? — lcoshf), u€ (1,00)

ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

:I:/ du
2

ui4ut—1

u\

dur.
4) M yiizeyi

x(u,t) = <\/ 1+u?cos f,\/1 +u2sinf,uc0st,usint>, u € (0,00)
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ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

1
3
Flu)=+ v du
(14 u2)\/149u~5 — 12
dur.
5) M yiizeyi

x(u,t) = <ucost,usint, Vu?—1cos f,\/ u*— 1sinf> ,  u€(1,0)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

j:/ du
2

—9u 3 -1

w\

dur.

6) M yiizeyi

1 1 1 1
x(u,t) = (E (utz—uf2+;+u) 7uf,i <ut2—uf2—|—;—u) ,ut), u € (0,00)

ile verilen bir spacelike donel yiizeydir, burada

dur.

7) M yiizeyi

ctu) = (5 (st ) (v ) ur) e (3e)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

3
:/—du
uz\/u§—9

dur.

8) M yiizeyi
x(u,t) = (ucosht, V' 1 —u?cosh f,usinht,\/1 — u? sinhf> , ue(0,1)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

e e e
(1—u?)\/9u~ |
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dur.

9) M yiizeyi
x(u,t) = (ucosht, V u? — 1sinh f,usinht, \/ u? — lcoshf>, u € (1,00)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

1

:l:/ du
1)\/9u~ 3 —u?+1

dur.

10) M yiizeyi
x(u,t) = <\/ 1+u?cosf,v1 +uzsinf,uc0st,usint), u € (0,00)

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

fu)== Py > du

(14u?)y/ ou=3 —u—1

dur.

11) M yiizeyi

1 1 1 1
x(u,t) = (5 (utz—ufz—kaﬁ—u) ,uf,i (utz—uf2+;—u) ,ut), ue <0,3%>

ile verilen bir timelike donel yiizeydir, burada

= / ;du
uzm
dur.
Teoremin ifadelerinde verilen (4), (5), (10) yiizeyleri kiiresel, (1), (2), (3), (8), (9) yiizeyleri

hiperbolik ve (6), (7), (11) yiizeyleri de parabolik yiizeylerdir.

Bu iki teoremin ispati benzer oldugundan, bu ikisinin ispatini da birlikte yapacagiz.

Ispat: Mf (c) deki CMC yiizeyleri agikar olarak bikonservatif yiizeyler oldugundan, ortalama
egrilik vektorii sabit olmayan yiizeylere odaklanacagiz. (4.2.2) den grad H bir asli dogrultudur
ve bu asli dogrultuya karsilik gelen asli egrilik de —eH dir. Boylece ispat1 yaparken grad H nin

causal karakterine gore yapacagiz. O halde ii¢ farklt durumu goz 6niine almaliyiz.
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dH
Durum 4.2.1. Ortalama egriligin gradienti grad H spacelike olsun. Bu durumda e, = grac

|grad H|
olmak iizere M nin bir ortonormal ¢atisint {ey,e} olarak alalim. Béylece (ey,e;) = —€ ve
er (H) =0 olur. (4.2.2) den
Aey = —€Hey (4.2.3)
ki +k
olur. H= g} ; 2 veya ki +ky = €2H, ki = —eH oldugundan
Aey =3eHe, 4.2.4)
olur. M iizerine indirgenen Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere, X € I'(TM) igin
Vxe = (O(X) e, Vxer = €w (X) el 4.2.5)
olarak yazilir, burada ® (X) = —&(Vxey,e2) = —€(Vxen,ey) seklinde tammli 1—formdur.
Codazzi debkleminde (V,,A) ey = (V,A) e oldugundan hesaplamalar yapilirsa
4Ho () =0 (4.2.6)
31 (H) = —4Ho (e2) 4.2.7)

olarak bulunur. H sabit olmadigindan (4.2.6) dan o (e1) = 0 olur. Genelligi bozmaksizin H > 0
oldugunu kabul edebiliriz. u = H# denilirse (4.2.7) den |ej,ue;] = 0 elde edilir. Buna gire

M iizerinde % =ej, % = uey olacak sekilde bir (s,t) lokal koordinat sistemi vardir. Boylece

811 = <%, %> 812 =821 = <%,%> =0,g0n= <%, %> olmak iizere M nin metrik tensorii
g =ds* —eu’dr® (4.2.8)

ile verilir. e; (H) = 0 oldugundan u = H 3 sadece s degiskenine baghdir. Buradan M nin

Levi-Civita konneksiyonu

=0, v, 1o Viazeuui (4.2.9)

v, 9 9
% 9s %ds udt’ o Ot ds

olarak ve M; (c) de M nin ikinci temel formu

Jd o _4 0 d J o 2
h($7$>:_u 3N, h<$,5>_0, h(E’E)__%mN

olarak bulunur. M, R} (veya R3) de ek boyutu iki olan bir altmanifolddur. Buna gore bu

altmanifoldun ikinci temel formu

—(d I\ = _1 —(d d\ —(d d\ . 2 5
h (aaa) =—u 3N—cx, h (%’E) =0, h (E’E) = —3eu3N+ceux (4.2.10)
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olarak bulunur, burada ¢ = %1 dir. R} (i = 1,2) de M; (c) nin normal konneksiyonu V+ olmak
iizere X € T'(TM) icin V}%x = 0 oldugundan V}%N = 0 olur. Boylece Gauss ve Weingarten
formiillerinde (4.2.9) ve (4.2.10) goz oniine alinirsa

Xos = —u"IN —cx, 4.2.11)

u/

Xst = — Xt
7]

) 0 2 2
Xy = Euul 5 3eu3N +ceu’x
s

ve
4 0

40 _4
Ny=eu S5, Ny=-3eu s (4.2.12)

elde edilir. Kismi diferensiyel denklem sistemi (4.2.11) in bagdasabilirlik sarti

W' =3eu"% —cu (4.2.13)

dv  dvdu dv
= =v— veya

ds  duds " du

olarak bulunur. v = u' denilirse u" =
vdy = <3£u_% — cu) du

olur. Her iki tarafin integrali alinirsa
W2 +9eu 3 +cu’ =C (4.2.14)

olarak bulunur, burada C integral sabitidir. (4.2.11) in ikinci denkleminin ¢éziimiinden x
immersiyonu

x=u(s)a(t)+b(s) (4.2.15)

olarak ifade edilir, burada a(t) ve b(s), R} veya RS de vektor degerli fonksiyonlardir.
(4.2.15) den xg, x4, x5 hesaplamip (4.2.11) in birinci ve iiciincii denklemlerinde yerine yazilip

diizenlenirse
d"(t)y=¢u (u'a(t)+b'(s)) +3eu(u’a(t)+b" (s)) +4ecu(ua(t) +b(s))

veya

a'(t)—¢ (u'z +3uu” +4cu2) a(t) = eu'b (s) +3eub” (s) +4euch (s)

olur. (4.2.13) ve (4.2.14) denklemleri iistteki denklemde kullanilacak olursa
d"(t) —eCa(r) =€ (u'b (s) +3ub” (s) +4cub(s)) (4.2.16)
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elde edilir. (4.2.16) denkleminin sag tarafi s degiskenine, sol tarafi ise t degiskenine baghdur.
Boylece (4.2.16) ifadesi bir sabit ¢y € R}, i = 1,2 vektorii seklindedir. Buna gore (4.2.16)
denklemini

a’ (t)—eCa(t) = cg (4.2.17)
u'b’ (s) +3ub” (s) +4cub (s) = ecy (4.2.18)
seklinde ifade edebiliriz.

C # 0 igin (4.2.15) denkleminde co = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Buna gore x immersiyonu,

a(t)y=a(r)+ &cove b(s) = —%co+b(s) olmak iizere

x=u(s)a(t)+b(s)
seklinde yeniden yazilabilir. € ve C nin farkli durumlart goz oniine alinirsa bu durum dort fakl

sekilde incelenebilir.

Durum 4.A. € =1 ve C > 0 Hali. Bu durumda x immersiyonu M f’ (¢) de bir timelike yiizeydir.
(4.2.17) denklemi a" (t) — €Ca(t) = 0 haline doniisiir ve bu denklem ikinci mertebeden, sabit
katsayili bir homojen lineer diferensiyel denklemdir. Bu denklemin ¢oziimii, R? (i =1,2) de sabit
c1,cp vektorleri icin

a(t) = c1 cosh (\/Et) +¢osinh <\/Et) 4.2.19)

olarak bulunur. C =1 olarak kabul edelim. Buna gore x immersiyonu
x(s,t) =u(s)(cycosht +cysinht) + b (s)
olarak yazilir. Buna gore xg ve x; kismi tiirevleri

xg = u' (c1 cosht + ¢y sinht) + b’ (s)

X = u(cy sinht + ¢, cosht)

olur. Buradan (xg,xs) , (x¢, %), (xs,%;) , (4.2.8) metrigine gire hesaplanirsa

<C],C]> - - <C27C2> — 17 (4220)
(c1,¢2) = {c1,b') = {c2,b") =0, (4.2.21)
W+ (b0 =1 (4.2.22)

olarak bulunur. Ayrica (x,x) = ¢ oldugundan

(c1,b) = (c2,b) =0, u>+(b,b)=c (4.2.23)
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seklinde elde edilir.
Simdi (4.2.18) diferensiyel denkleminin ¢éziimiinii iki farkli alt durumda goz oniine alalum.

Durum 4.A.1. ¢ = | durumu. Bu durumda b (s) vektorii spacelike vektor olur. (4.2.23) iin

1
ikinci denkleminden (b,b) = 1 —u? olur. Eger ot (s) = b (s) dersek, bu durumda
(5.0) der (s) = b ()
/
b (s) =1 —wlal — —2 o,
(5) =V ]

/ 2

2uu uW? — 3 + ud”
b (s)=+v1—ua"” — o — o
() V1—u? (1—u2)%

olarak bulunur. Bu ifadeler (4.2.18) denkleminde yerine yazilirsa

3MOCH—|— M(X’—l— (_ uu/Z 3u (u/2 _u3u//+uu//)

= 4 = 4.2.24
2 2 =) + u)(x 0 ( )

denklemine ulagilir. Simdi

W=

f:3/” ds (4.2.25)
1 —u?
dadf - d
diyelim. Buna gére o = d_?d_f’ o= ﬁ olmak iizere, (4.2.13) ve (4.2.14) kullanilirsa uzunca
s

bir hesaplamadan sonra (4.2.24) denklemi
a+a=0 (4.2.26)

olarak ifade edilir. (4.2.26) denklemi f ye gire ikinci mertebeden, sabit katsayilu bir homojen

lineer diferensiyel denklemdir. Bu denklemin ¢oziimii, R? deki c3, cq sabit vektorleri icin
o = c3¢0S8 f+c4sin f

olarak bulunur. Boylece

b(s) =+'1—u?(c3cosf+cysinf) (4.2.27)

olarak yazilir. (b,b) = 1 —u?, (c1,b) = (c3,b) = 0 oldugundan, (4.2.27) ifadesinden

(c1,c3) = (ca,¢3) = (c1,¢4) = {c2,c4) = (c3,¢4) =0

(c3,¢3) = (ca,¢4) = 1
olarak bulunur. R‘f deki c1,cy,c3,c4 sabit vektorlerini

c1=(0,1,0,0), ¢ =(1,0,0,0), ¢3=1(0,0,1,0), cs=(0,0,0,1)
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olarak secebiliriz. (4.2.14) de u? =1 — ou~3 — u? oldugundan ve du = u'ds veya
+—du ___ — ds oldugu dikkate alnirsa (4.2.25) ifadesi

2
V 1—-9u 3 —u?

du (4.2.28)

r==]
1—u \/1—9u 3—u2

olur. Boylece S? (1) deki dinel yiizeyin immersiyonunu
x(u,t) = (usinht,ucosht, V1—utcosf,\/1—u smf) ue(—1,1) (4.2.29)

olarak elde ederiz. Bu durumda Teorem 4.2.1 in ifadesindeki (1) elde edilmis olur.

Durum 4.A.2. ¢ = —1 durumu. Bu durumda b (s) bir timelike vektordiir. (4.2.23) iin ikinci

denkleminden
(b,b) = —1—u?
1
olur. a (s) = b (s) diyelim. Bu durumda
1+ u?
/
uu
b =+v1+uta + o,
V14 u?
b 2o+ 2uud a,+u’2+u3u”+uu

V1+u? (1_|_u2)§

elde edilir. b' ve b" degerleri (4.2.18) denkleminde yerine yazilirsa

u' (14 7u? 2 Bu(u? + Pl +ud”

3uc + (—2)a’+ S ( . ) i) a=0 (4.2.30)

elde edilir. Simdi

3
3 4.2.31
s -
- Loy dadf do

diyelim. Buna gore gore o dF ds’ o= aF olmak iizere, (4.2.13) ve (4.2.14) kullamilirsa

uzunca bir hesaplamadan sonra (4.2.30) denklemi
o—a=0 (4.2.32)

olarak elde edilir. (4.2.32) denklemi ikinci mertebeden sabit katsayili, homojen lineer

diferensiyel denklemdir ve ¢oziimii ise Rg deki sabit c3, c4 vektorleri igin
a = czcosh f +c4sinh f
olarak bulunur. Boylece

b(s) =V 1+u?(c3cosh f + c4sinh f) (4.2.33)
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olur. (b,b) = —1—u?, (c1,b) = (c2,b) = 0 oldugundan (4.2.33) ifadesinden
(c1,¢3) = (c2,¢3) = (c1,¢4) = (c2,¢4) = (c3,¢4) =0
—(c3,¢3) = (ca,cq4) = 1
oldugu sonucuna ulasilir. Boylece ]R‘zt deki bu sabit vektorleri

c1 =(0,0,1,0), ¢ =(1,0,0,0), ¢3=1(0,1,0,0), c4=(0,0,0,1)
du

olarak secebiliriz. (4.2.14) den u> =1 — ou3 +u? oldugu ve buradan + =ds
V1—9u3 +u?
oldugu dikkate alimirsa (4.2.31) ifadesi
f== / du (4.2.34)
)\ 1—9u~ 3 +u?
olur. Boylece H3 (—1) deki donel yiizeyin immersiyonu
x(u,t) = (u sinh?, v/ 1+ u?cosh f,ucosht, \/ 1+ u? sinhf)
elde edilir, bu ise Teorem 4.2.2 nin (1) durumunu verir.
Durum 4.B. € = —1 ve C < 0 durumu. Durum 4.A. daki tartismalara benzer olarak Teorem
4.2.1 deki (2) yi ve Teorem 4.2.2 deki (2) ve (3) ii elde ederiz.
Durum 4.C. ¢ = —1 ve C > 0 durumu. Bu durumda immersiyon bir spacelike yiizeydir.

(4.2.17) denkleminin ¢éziimiinden R}, i = 1,2 de ¢y ve ¢y sabit vektorleri igin
a(t) = ¢y cos <\/c_7z> +easin (\/Et) (4.2.35)
elde edilir. Boylece x immersiyonu, C =1 i¢in
x(s,¢) =u(s)(cycost+cysint) +b(s) (4.2.36)

olarak ifade edilir. (xg,xs), (X5,X:) ve (x;,x:), (4.2.8) metrigine gire hesaplanirsa

(c1,c1) = (c2,¢2) =1, (4.2.37)
(c1,¢2) = {c1,b") = (e2,b") =0, (4.2.38)
24(p by =1 (4.2.39)

olarak bulunur. Ayrica (x,x) = ¢ oldugundan

(c1,b) = (c2,b) =0, u>+(b,b)=c (4.2.40)
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olur. c =1 ve ¢ = —1 olmasi durumuna gore asagidaki iki altdurumu inceleyelim.

Durum 4.C.1. ¢ = 1 durumu. (4.2.40) n ikinci denkleminden
(b,b) =1—u?

olur. Eger u € (0,1) ise bu durumda b (s) bir spacelike vektordiir. o (s) =

b (s) diyelim.
st (s) diy
Durum 4.A.1 de oldugu gibi benzer hesaplamalar yapilirsa
u (1 _ 7u2) /+ uu/Z 3u (ulz _ u3u” + uu”)
—a J— J—
1 —u? 1—u? (1—u2)2

3ua” + —|—4u> oa=0 (4.2.41)

1
elde edilir. f =3 [ 1”_—;2ds diyelim, buna gére Durum 4.A.1. de oldugu gibi (4.2.41) denklemi
oa—a=0 (4.2.42)

olarak yazili, burada a, o nin f ye gore ikinci tiirevidir. (4.2.42) diferensiyel denkleminin

coziimii ]R‘lt deki c3, c4 sabit vektorleri icin
o = c3cosh f +cysinh f
olarak bulunur. Boylece b (s) vektorii
b(s)= ﬂ(@ cosh f + ¢4 sinh f) (4.2.43)
seklinde ifade edilir. (b,b) = 1 — u? ve (4.2.40) da (c1,b) = (c2,b) = 0 oldugu dikkate alinirsa

(c1,¢3) = (c2,¢3) = (c1,¢4) = (€2,¢4) = (€3,¢4) =0,

(c3,¢3) = —(ca,c4) =1
olur. Boylece c1,c>,c3,cq4 sabit vektorlerini
c1 =(0,0,1,0), ¢2=1(0,0,0,1), ¢3=(1,0,0,0), c4=(0,0,0,0)

olarak secebiliriz. Bu ise Teorem 4.2.1 deki (3) durumunu verir.

1
Eger u € (1,00) ise bu durumda b (s) bir timelike vektordiir. o (s) = b(s)ve f=
— 142
L V1—u
u
3f mds diyelim. Durum 4.A.2 deki benzer hesaplamalarla
u

o—a=0 (4.2.44)
elde edilir. (4.2.44) diferensiyel denkleminin ¢oziimii R‘I‘ deki sabit c3,c4 vektorleri icin

o = c3cosh f+cysinh f
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olarak bulunur. Buna gore

b(s) =\/1—u?(c3cosh f+ cysinh f) (4.2.45)

seklinde yazilir. Ustte oldugu gibi uygun c1,c»,c3,c4 sabit vektorleri secilerek Teorem 4.2.1 deki

(4) elde edilir.

Durum 4.C.2. ¢ = —1 durumu. (4.2.40) in ikinci denkleminden

(b,b) = —1—u?
lur ki bu da b (s) vektoriiniin timelike ol demektir. o (s) ! b(s)vef=3] s d
olur ki bu da b (s) vektoriiniin timelike olmasit demektir. o (s) = s)ve f= s
N a2
diyelim. Durum 4.A.2 de oldugu gibi benzer hesaplamalarla
o+a=0 (4.2.46)

diferensiyel denklemine ulagilir, burada o, o nin f ye gore ikinci tiirevidir. (4.2.46) denkleminin

coziimii, ]R‘Q‘ deki sabit c3,cq vektorleri icin
o = c3¢0S f+c48in f

olarak bulunur. Boylece
b(s) =V 1+u?(c3cosf+cysinf)

seklinde ifade edilir. Digerlerinde oldugu gibi uygun sartlar altinda ci,cy,c3,cq4 vektorleri

segilerek Teorem 4.2.2 nin (4) ii elde edilir.

Durum 4.D. € =1 ve C < 0 durumu. Bu durumda immersiyon bir timelike yiizeydir.
C < 0 oldugundan (4.2.14) denkleminden ¢ = —1 olmak zorundadir. (4.2.17) denkleminin

coziimiinden R‘Z‘ deki sabit c,cy vektorleri igcin
a(t) =cjcos (\/Et) ~+ ¢5 sin <\/Et> (4.2.47)
olarak bulunur. C =1 olarak kabul edersek x immersiyonunu
x(s,¢) =u(s)(cycost+cysint) +b(s) (4.2.48)
olarak ifade edebiliriz. (4.2.48) den (xg,xs), (X5,X:) ve (x;,X;) hesaplanacak olursa
(c1,c1) = (c2,02) = —1, (4.2.49)

(c1,¢2) = {c1,b') = {c2,b") =0, (4.2.50)
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—u?+ (b V) =1 (4.2.51)
olarak bulunur. (x,x) = —1 oldugundan
(c1,b) = (c2,b) =0, —u?+ (b,b) = —1 (4.2.52)
olur. (4.2.52) nin ikinci denkleminden
(b,b) =u* —1

olur ve (4.2.14) denkleminden u®> — 1 > 0, yani u'? St —u2=—1 veya u'? Foui=ut—1>
0 oldugundan b (s) bir spacelike vektordiir. Ustte oldugu gibi benzer tartismalarla Teorem 4.2.2
nin (5) i elde edilir.

Durum 4.E. € = —1 ve C = 0 durumu. Bu durumda (4.2.17) denklemi
a’ (t) = co (4.2.53)
haline gelir. Ardisik olarak t ye gore iki kez integral alinirsa

1
a(t) = §c0t2+c1t—l—02 (4.2.54)

olarak bulunur, burada c1,cy vektorleri ]R? (i = 1,2) de sabit vektorlerdir. Genelligi bozmaksizin

¢y = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Buna gore x immersiyonu

x(s,t) =u(s) <%c0t2—|—c1t) +b(s) (4.2.55)

seklinde ifade edilir. (4.2.55) den (x,xs) , (x5,%;) ve (x;,x;) hesaplanacak olursa
<COaCO> = <C0,C1> = <C17bl> =0, (4.2.56)

<c0,b/> =—u, (c1,c1)= <b/,b/> =1 (4.2.57)

elde edilir. (x,x) = ¢ oldugundan (4.2.56) ve (4.2.57) nin kullamilmasiyla

(c1,b) =0, (co,b)=—u, (bb)=c (4.2.58)
sonucuna ulagilir. € = —1 i¢in (4.2.18) denklemi
W't (s)+3ub” (s) +dcub (s) = —co (4.2.59)

olur ve burada b = T olmak iizere b' = bu' ve b" = bu'> + bu" olur. b’ ve b degerleri (4.2.59)
u

de yerine yazilirsa
3u®b+ (3u” + u'®) b+ 4eub = —c (4.2.60)
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elde edilir. C = 0 oldugundan ayrica (4.2.13) den u” = 303 — cuve (4.2.14) den u'* = ou~3 —
cu? oldugundan (4.2.60) denklemi

3u (9u*% _ cuz) b — 4cuPb + dcub = —cq (4.2.61)

denklemine indirgenir. (4.2.61) diferensiyel denklemi ikinci mertebeden degisken katsayul bir
lineer diferensiyel denklemdir. Ilk énce (4.2.61) denkleminin homojen durumu ile ilgilenecegiz.
(4.2.58) in ikinci denkleminden R, (i = 1,2) deki bir sabit c3 vektérii icin b = ucs olarak yazilir

ve bu (4.2.61) denkleminin bir homojen ¢oziimiidiir, ayrica bu c3 vektorii
(c3,¢3) =0, (co,c3)=—1 (4.2.62)

sartlarini saglar. Simdi (4.2.61) denkleminin bir diger homojen ¢éziimii b = ufc4 olsun, burada
cs, R}, (i=1,2) deki bir sabit vektordiir. b = ufcy de b ve b elde edilerek (4.2.61) de yerine
yazilirsa

3u <9u_% — cuz) f—i— (54u_% — 10cu2> f =0

elde edilir ve burada f nin ¢oziimii

1
= /—Sdu (4.2.63)
ur\/1— écu?
olarak bulunur. Boylece (4.2.61) denkleminin homojen ¢éziimii
b* (s) =ucs+ufcy (4.2.64)

olarak bulunur. Buna gore (4.2.61) denkleminin genel ¢oziimii uygun bir g (u) fonksiyonu icin
b(s) =uc3+ufcs+gco (4.2.65)

seklindedir. (4.2.58) in iigiincii ifadesinden c4 vektoriiniin birim vektor ve co,ci,c3 e dik

oldugunu kabul edebiliriz, boylece

1 1
g=cu 12— 5c (4.2.66)

olarak yazabiliriz. Bu durumda (c4,c4) = ¢ olur. gco in (4.2.61) denklemi icin bir dzel ¢éziim
olup olmadigimi gostermek oldukca kolaydir. (4.2.55) denkleminde b(s) yerine yazilirsa x
immersiyonu

x(u,t) = <ut2—|—cuf2 - E) co+utcy +ucs+ufey
u

AN N~

olur, burada f fonksiyonu (4.2.63) ile verilen ve sadece u ya bagl olan fonksiyondur.
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¢ = 1 i¢in sabit vektorleri

1

C0:(1717030>3 C3:§(1a_15070)7 Cl:(0107071)7 C4:(0,0,1,0)

olarak secilebilir ve bu durumda Teorem 4.2.1 in (5) ini elde ederiz.

¢ = —1 icin sabit vektorleri

co=(1,0,1,0), c3==(1,0,—1,0), ¢;=(0,0,0,1), cs=(0,1,0,0)

SR

olarak secilebilir, bu ise Teorem 4.2.2 nin (6) sini verir.

Durum 4.F. € =1 ve C = 0 durumu. Bu durumda immersiyon timeliketir. (4.2.15) den
¢ = —1 olmak zorundadr. Ustteki durumda oldugu gibi benzer tartismalarla Teorem 4.2.2 nin

(7) si elde edilir.

Durum 4.2.2. Ortalama egrilik fonksiyonunun gradienti gradH timelike olsun.

Bu durumda yiizey de timelike olmak zorundadir. Durum 4.2.1 de spacelike yiizeyler icin
olan tartismalara benzer tartismalar yapilarak Teorem 4.2.1 deki (6) — (9) ve Teorem 4.2.2 deki
(8) — (11) yiizeyleri elde edilir.

Durum 4.2.3. Ortalama egrilik fonksiyonunun gradienti grad H null olsun.

Bu durumda yiizey Durum 4.2.2 de oldugu gibi yine timelike olur. ey = gradH olmak iizere
M iizerinde

<€],€1>:<€2,€2>:0, <€],€2>:—1

olacak sekilde bir ey null vektor alani vardir ve {e1,e,}, M nin bir quasi-ortonormal ¢atisidur.
Ortalama egrilik vektor alani ise

H=—HN

seklindedir. Ortalama egrilik fonksiyonu sifirdan farkli oldugundan bu durum miimkiin degildir,

vani grad H null olacak sekilde bikonservatif yiizey yoktur.

Boylece Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 nin ispatlar: tamamlanmug olur.
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