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Bu tezde parametrik model varsayimlarimin saglanmamas: durumunda
parametrik ve parametrik olmayan yaklagimlarin en iyi yonlerini alan yar1 parametrik
regresyon modeli tanmitilmistir. Yar1 parametrik regresyon modelinde parametre
tahmini icin ii¢ farkli yaklasim ele alinmustir. Ilk olarak, cezali en kiiciik kareler
temeline dayanan egrisel ¢izgi diizeltme yontemi tanitilmistir ve bu yonteme dayali
olarak yar1 parametrik modelin degerlendirilmesi icin diizeltme parametresi se¢im
problemi ele alimustir. Ikinci olarak, yari parametrik regresyon modelinde parametre
tahmini i¢in dalgacik tabanli tahmin yontemi tanitilmistir. Son olarak yar1 parametrik
modelde parametre tahmini i¢in fark alma fikri ele alinmistir ve yar1 parametrik
modelde c¢oklu ig¢ iligkinin varligi durumunda farka dayali ridge tahmin edici olarak
adlandirilan yeni bir tahmin edici Onerilmistir. Farka dayali ridge tahmin edici ile
farka dayali tahmin edici hata kareler 6l¢iitiine gore karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Egrisel ¢izgi diizeltme, Diizeltme parametresi, Fark alma, Yar1
parametrik regresyon, Dalgacik tahmin.
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In this thesis, the semiparametric regression model that combines the best
features of the parametric and the nonparametric approaches are introduced when the
parametric model assumptions are violated. Three different approaches for the
semiparametric regression model estimation are considered. Firstly, the smoothing
spline estimation procedure based on penalized least squares is introduced and for
the evaluation of a semiparametric model based on this procedure the smoothing
parameter selection criteria are considered. Secondly, a wavelet based approach is
introduced for estimating a semiparametric regression model. Finally the idea of
differencing to the parameter estimation in semiparametric regression model is
considered and a new difference-based estimator which is called difference-based
ridge estimator when the presence of multicollinearity in the semiparametric
regression model is suggested. The differencing estimator and difference-based ridge
estimator are analyzed and compared in the sense of mean-squared error criterion.

Key Words: Differencing, Semiparametric regression, Smoothing parameter, Spline
smoothing, Wavelet estimation.

II



TESEKKUR

Doktora ¢alismam sirasinda vermis oldugu her tiirlii destek ve katki i¢in
danisman hocam, Sayin Prof. Dr. Fikri AKDENiZ’e ve calismalarimda beni
destekleyen boliim hocalarima tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, doktora stiresi
boyunca bana destek olarak, her an yanimda olan sevgili arkadasim Giilsen KIRAL’a
tesekkiir ederim.

Calismalarim sirasinda her an yanimda olan, ¢calismam boyunca beni daima
yiireklendiren ve biiyiik 6zveride bulunan biricik annem Gilinseli ve babam Necati

TABAKAN’a tesekkiirlerimi bir borg bilirim.

III



ICINDEKILER SAYFA

OZ.oeeeeee ettt s I
ABSTRACT ...ttt e ettt beeae e saeeas II

TESEKKUR . ... et 1T

ICINDEKILER.. ... .ottt v
CIZELGELER DIZINT......oooioiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et VII
SEKILLER DIZINT....oieeeoeeeeee e e VIII

SIMGELER VE KISALTMALAR...........cccoiiiiiiiiiiieieiee e e IX
TANIMLAR. .. XI

LLGIRIS oo e e e eee e et e e e eeeee e eee e e e eeees 1

2. REGRESYON MODELLERI, REGRESYONDA DUZELTME KAVRAMI VE

PARAMETRIK OLMAYAN REGRESYONDA DUZELTME YONTEMLERI.....6
2.1. Parametrik Regresyon...........cooviiiiiiiiiiiii i 0
2.2. Parametrik Olmayan Regresyon..........ccoeeeriiiiiienieniieieeieeeeeeeee e 8
2.3. Yart Parametrik Regresyon............coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee, 10
2.4. Parametrik Olmayan Regresyonda Diizeltme Kavramai..................... 11
2.5. Piirtizliliik Cezalart...........ooiiiii i 13

2.5.1. Bir Egrinin Piiriizliiliigiinii Olgme..................ccoeeeuniinn.. 13
2.5.2. Cezal1 En Kiiciik Kareler Regresyonu............................. 14
2.6. Egrisel Cizgiler (SplNes).......ccevviiiiiiiiii i 15
2.6.1. Kiibik Egrisel Cizgiler............ccooviiiiiiiiiiiiiiiiie e, 15
2.6.2. Ikinci Tiirev-Deger GOSterimi..............cccvvviiueeineinnnnn, 17

2.7. Parametrik Olmayan Regresyonda Diizeltme Yontemleri (Dogrusal

DUZEICIIET ). . oot e 18

vV



2.7.1. Kernel (Cekirdek) Dilizeltici............ccooevviiiiiiiiiiiiii . 20
2.7.2. Yerel (Local) Regresyon Diizeltici.............cooooiiiiiin 25
2.7.3. k-En Yakin Komsu Tahmin Edici ...................................31

2.7.4. Egrisel Cizgi Diizeltme (Spline Smoothing) Yontemi........... 35
2.7.4.1. Egrisel Cizgi Diizeltme Tahmin Edicisinin Elde

Edilmesi......oooi 37

2.8. Dogrusal Diizelticilerin Istatistiksel Ozellikleri ............................. 38
2.8.1. Hata Kareler Ortalamast (MSE).........ccccooiiiiiiiiiiiinnann... 38

2.8.2. Serbestlik Derecesi.......ovuuiiuiiiiiiiiiiiiiii 40

2.9. Hata Varyansimin Tahmini ............cooiiiiiiiiiiiiiiii e, 42
2.9.1. Hata Kareler Yaklasimi...............cooiiii i, 43

2.9.2. Yerel Fark Alma Yaklasimi..................ooooiiiiiiiiin, 43

3. YARI PARAMETRIK MODELDE EGRISEL CizGi DUZELTME
YONTEMINE DAYALI PARAMETRE TAHMINLERI VE PARAMETRELER

ILE ILGILI SONUGCLAR . ...ttt e 46
3.1. Yar1 Parametrik Modeller i¢in Cezali En Kii¢iik Kareler Yaklagima .....48

3.1.1. Backfitting Yontemi...........ccooveiiiiiiiiiiiiiiiii e 50

3.1.2. Kismi Egrisel Cizgi (Partial Spline) Yaklagimu.....................52

3.2. Speckman Yaklagimi.........cooooiiiiiii 53

3.3. Varyans-Kovaryans Tahmini................coooiiiiiiiii i, 56

3.4. Yar1 Parametrik Modele ait Cikarimlar..........................o. 57

3.4.1. Parametrik Bilesen i¢in Cikarim......................cooevvinee.. 57

3.4.2. Parametrik Olmayan Bilesen i¢in Cikarim........................ 60

4. DUZELTME PARAMETRESI (BANT GENISLIGI) SECIM YONTEMLERI..62

4.1. Capraz Gegerlilik Olgiitii (Cross Validation-CV)..................cceun.... 63
4.2. Genellestirilmis Capraz Gegerlilik Olgiitii (Generalized Cross Validation-
GO e 64
4.3. Mallows’un C, Olgiitii (Mallows’ C, Criterion)............................ 66

4.3.1. GCV Olgiitii ve Mallows’un Gy Olgiitii Arasindaki Iliski......68



4.4. Akaike Bilgi Olgiitii (Improved Akaike Information Criterion-AIC).....70
4.5. Klasik Pilotlar1 Kullanan Risk Tahmini (Risk Estimation using Classical

PAlOLS=RECP) . .. e e 71
4.6. Tam Kat Diizeltme (Exact Double Smoothing-EDS)...................... 72
4.7 Yerlestirme (Plug-in) Yontemleri...........oovviiiiiiiiiiiiiiiieens 73
5. YARI PARAMETRIK MODELLERIN DALGACIK TAHMINI.................... 79
5.1. Parametrik Olmayan Regresyonda Dalgacik Tahmin..........c..ccccceeeeneenne. 80
5.2. Yar1 Parametrik Modelde Dalgacik Tahmin................................. 82

6. YARI PARAMETRIK MODELDE FARK ALMA YONTEMINE DAYALI

TAHMINLER . ....cuiiiiiiii i, 93
6.1. Fark Matrisi ve OzelliKleri...............ooooeiniiiiiiiiiiiieii e 94

6.2. Yar1 Parametrik Modelin Farka Dayali Tahmini.............cccocveennennne. 96

6.3. Diizeltme ve Fark Alma Arasmdaki Tliski..........c.cooveieiinninn... 102

6.4. Deneysel Uygulama............ooooiiiiiiiiiii e, 104

6.4.1. Kanada Hane Benzin Talebi..................c..ooo. 104

6.5. Yar1 Parametrik Modelde Parametrelerin Farka Dayali Ridge Tahmin
EdICIST .o et 107
6.5.1. Onerilen Farka Dayali Ridge Tahmin Edici...................... 108
6.5.2. Farka Dayali Tahmin Edici ve Farka Dayali Ridge Tahmin
Edicinin Karsilagtirtlmast..............ooooiiiiiiii i 109

6.5.3. Farka Dayali Ridge Tahmin Edici /§ Rdiff (k) ‘nin Ustiinliigii....112

6.5.4. Deneysel Uygulama..............coooiiiiiiiiiiiiiiiiiie e, 114
7. SONUCLAR VE ONERILER.........cocoooii oot 119
KAYNAKLAR ..ottt e e ettt et s b e 121
OZGECMIS ...ttt st 125
EK ettt et e ettt ettt et naeene e 126

VI



CIZELGELER DiZIiNi SAYFA

Cizelge 2.1. Kernel fonksiyonlart.............coooiiiiiiiiiiiii e, 22
Cizelge 6.1. En uygun fark alma agirliklari.................o 100
Cizelge 6.2. Benzin talebi i¢in parametre tahminleri...........ccoeeeeriieniiniiinieneeee 105

Cizelge 6.3. Farka dayali tahmin edici ve £’ nin ¢esitli degerlerine karsilik gelen farka

dayali ridge tahmin edicinin tahmin edilen varyans ve mse degerleri...................... 116

VII



SEKILLER DiZiNi SAYFA

Sekil 2.1. Dogrusal regresyon ve interpolasyon............cooeoeveiiiiiiiiiininnnnn 12
Sekil 2.2. Ethanol verisine ait sagilim grafigi.................cooiiiiiiiii . 19
Sekil 2.3. Bazi kernel fonksiyonlart...............oooviiiiiiiii i 23

Sekil 2.4. & diizeltme parametresinin farkli degerleri icin ethanol veri setine ait
kernel regresyon dlizeltme. ..ot 24

Sekil 2.5. Ethanol veri kiimesi i¢in normal (Gaussian) ve licgen (triangle) kernel

fonksiyonlarinin kullanimi..............oooiii 24
Sekil 2.6. Tricube fonKSIyONU. .......c.viiniii i e e e, 29
Sekil 2.7.  h =3 i¢in yerel regresyon diizeltme.................c.oooiiii 31
Sekil 2.8. Go6zlem degerlerinin sagilim grafigi............oooviiiiiiiiiiiii, 33
Sekil 2.9. k=1 i¢in A-NN tahmin edici...........coooiiiiiiiiiiiiiii e 34
Sekil 2.10. £ =2 i¢in A-NN tahmin edici..........ccoooviiiiiiiiiiii e, 34
Sekil 2.11. & =20 igin A~NN tahmin edicCi............c.coooiiiiiiiiiiiiiiieeea . 35
Sekil 2.12. k£ =109 igin A~-NN tahmin edici...........coooiiiiiiiiiiii e, 35
Sekil 6.1. Benzin igin hane talebi.................oooiiiiiiiiiiii e 106
Sekil 6.2. Benzin i¢in hane talebi: Aylik etkiler.......................oo. 106

Sekil 6.3. Yar1 parametrik model: Elektrik dagitiminda parametrik olmayan bilesen

LT D010 Y 4 o ) 115
Sekil 6.4. k’nin ¢esitli degerleri igin ﬁ Raiff (k) ve ﬁAd,ﬁ- tahmin edicilerinin tahmin
edilen mse deZerleri.......oo.vii i e 117
Sekil 6.5. k'nin ¢esitli degerleri i¢in ﬁ Rdiff (k) ve ﬁAd,ﬁ- tahmin edicilerinin tahmin

edilen 6rneklem varyans degerleri............oooiiiiiiiiiii i 117

VIII



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

ADD :Ayrik dalgacik doniisiim

AIC,. :Gelistirilmis  Akaike bilgi Olciiti (Improved Akaike Information
Criterion)

CEKK : Cezal1 en kiiglik kareler

cr : Capraz gecerlilik (Cross Validation)

Cp : Mallow’ un C, olgiitii (Mallows’ C, Criterion)
D : Fark alma matrisi

DD : Dalgacik dontistimii

df : Serbestlik derecesi

EDF : Esdeger serbestlik derecesi

EDS : Tam kat diizeltme (Exact Double Smoothing)
E(RSS): Hata kareler toplaminin beklenen degeri

EKK : Alisilmis en kiiciik kareler (OLS)
f : Diizgiin fonksiyon

feC? [a,b] 11k 2 tiirevi [a,b] kapal1 araliginda stirekli olan tiim f fonksiyonlarinin

kiimesi

f" : f fonksiyonunun 2. tiirevi

f (x) : x, tasarim noktalarinin yogunlugu

GCr : Genellestirilmis capraz gegerlilik (Generalized Cross Validation)
h,, : En uygun (optimum) diizeltme parametresi

H : Sapka matrisi

H, : Kismi egrisel ¢izgi tahmin edicisi i¢in diizeltme matrisi
Hy : Speckman tahmin edicisi i¢in diizeltme matrisi

K : Kernel fonksiyonu

k : Ridge regresyon tahmin edicisi i¢in yanlilik parametresi
k-NN : k-En yakin komsu tahmin edici

L : Gecikme matrisi

IX



log

: Logaritma

m : Fark alma derecesi

mse : Skaler degerli hata kareler ortalamasi

MSE : Hata kareler ortalamasi

MSSE : Ortalama hata kareler toplami

N : Tekrarlanma matrisi

NCS : Dogal kiibik egrisel ¢izgi

ORR : Alisilmis ridge regresyon tahmin edici

PRESS : On tahmin hata kareler toplami

PS : Puirtizliiliik cezasi

R : Risk fonksiyonu

RECP : Klasik pilotlar1 kullanan risk tahmini (Risk Estimation using
Classical Pilots)

RSS : Hata kareler toplam1

SE : Standart hata

sgn : Isaret (signum) fonksiyonu

S, : Parametrik olmayan regresyon icin sapka matrisi (diizeltme matrisi)
tr(A) : A matrisinin izi

A : Diizeltme parametresi (bant genisligi), esik degeri

A, : Diizeltme parametresinin pilot tahmini

v, : Kismi egrisel ¢izgi yaklasimi i¢in varyans-kovaryans matrisi
Vv, : Speckman yaklasimi i¢in varyans-kovaryans matrisi

1

: Son etkiler harig esittir

: Yaklasik olarak esittir



TANIMLAR

Bant matris: Sadece sifir olmayan elemanlar1 kdsegen etrafindaki bir bantta olan bir

kare matrise bant matris denir. Béylece eger 4 = (ai/) kare matrisi |i - j|>1 oldugunda
a, =0 sartin1 saglarsa, o zaman A bir bant matristir. 4x4 tipinde bir 4 bant

matrisine drnek olarak asagidaki matrisi verebiliriz:

Interpolasyon: ilk kez Uygulamali Matematik biliminin bir alt kategorisi olan
sayisal analiz yontemlerinde tanimlanan ve elde var olan deger noktalarindan yola
cikarak, farkli bir yerde ve degeri bilinmeyen bir diger noktadaki olasi degeri
bulmaya/tahmin etmeye yarayan yontemlerin tiimiine verilen genel isimdir. En basit
tanimt ile ‘var olan sayisal degerleri kullanarak, bos noktalardaki degerlerin tahmin
edilmesi’ olarak agiklanmaktadir. ‘interpolasyon’ sozciligli yerine bazen ‘tahmin’
sozclgi kullanilmaktadir.

Interpolasyon genelde miihendislik ve deneylere/dlciimlere dayali benzeri
bilim dallarinda, toplanan verilerin bir fonksiyon egrisine uydurulmas: amaci ile
kullanilmaktadir. Elde toplanan verinin dagimik ve 6zellikle asir1 heterojen oldugu
durumlarda interpolasyon ile bos noktalardaki degerlerin bulunmasi O6nem

kazanmaktadir.

Matrisin iz’i: Bir A:(a,.j) kare matrisinin 1z’1 4 matrisinin esas koOsegen
nxn

elemanlarinin toplami olarak tanimlanir ve iz(4) ile gosterilir. Yani,

i2(4)=3a,
i=1

X1



olarak yazilir.

Pozitif tammmh matris: Simetrik 4 matrisi i¢in x'4x karesel formu ele alinsin.
Vx # 0 igin x'Ax karesel formu 0’dan biiyiik ise 4 matrisine pozitif tanimli (pd)

matris denir (Graybill, 1983).

Pozitif yar1 tammh matris: Simetrik 4 matrisi i¢in x'Ax karesel formu ele alinsin.
En az bir x # 0 igin x'Ax karesel formu 0’dan biiyiik ya da 0’a esit ise 4 matrisine

pozitif yar1 tanimli (psd) matris denir (Graybill, 1983).

Negatif tanimh olmayan matris: Bir 4 matrisi pozitif taniml ya da pozitif yari

tanimli ise 4 matrisine negatif tanimli olmayan (nnd) matris denir (Graybill, 1983).

o-kiiciik: (p(x) ve g(x) fonksiyonlari, x, noktasinin herhangi €, civarinda
tanimlanmis ve g(x);t 0 kosulunu saglayan fonksiyonlar olsun ( x, noktasinda

g(x)=0 olabilir). Bu nokta sonlu veya sonsuz olabilir.

o(x)

Iim——=<=0
X*)XO g(x)

olusu,
o(x)=o0(g(x)) x— x,

seklinde yazilmakta ve x — x,’da (p(x) fonksiyonu g(x) ‘e gore o-kiicliktlir diye

okunmaktadir (Halilov ve ark., 1999).
Tek yanh yonlii tiirev (One-sided directional dervative): L, ‘R” de bir fonksiyon

ve x sonlu L(x)’de bir nokta olsun. Bir 4 yonii ile ilgili L’nin x’deki L’ tek yanli

yonlii tiirevi varsa,

XII



L)t L+ =2

a—0" (04

bi¢imindedir. Burada,

B L'(x;—h) = lim L(x + ah)— L(x)

a—0 (04

olduguna dikkat ediniz. Boylece tek yanli yonlii tlirev L'(x;h) , ancak ve ancak

L'(x;—h) varsa ve L'(x;—h)=—L'(x;h) ise iki yanh yonlii tiirevdir.

Yonlii tiirev: Belirli bir birim vektér dogrultusunda elde edilen tiirev.
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1. GIRIS Giilin TABAKAN

1. GIRiS

Istatistik biliminin en ©nemli konularindan birini regresyon analizi
olusturmaktadir. Regresyon analizi matematik, finans, ekonomi, tip, ziraat,
miihendislik gibi bilim dallarinda ¢ok yaygin olarak kullanilmaktadir. Gozlenen bir
olaymm degerlendirilirken hangi olaylarin etkisi altinda oldugunun arastirilmasi
regresyon analizinin temelini olusturur. Regresyon analizi ile bagimli ve bagimsiz
(agiklayict) degiskenler arasinda bir iliski var midir? Eger bir iligki varsa bu iligkinin
giici nedir? Degiskenler arasinda ne tiir bir iliski vardir? Belirli kosullarin kontrol
edilmesi durumunda 6zel bir degisken veya degiskenler grubunun diger degisken
veya degigkenler iizerindeki etkisi nedir ve nasil degisir? gibi sorulara cevap
aranmaya c¢aligilir. Regresyon analizi yapilirken gozlem degerlerinin ve etkilenilen
olaylarin bir matematiksel gosterimle yani bir fonksiyon yardimi ile ifade edilmesi
gerekir. Regresyon analizi bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki ortalama
ilisgkinin matematiksel bir fonksiyonla ifade edilmesinde, bagimsiz degiskenlerle
bagimli degiskenin dogrusal bir iligki igerisinde oldugunu varsayar. Bir tek bagimsiz
degiskenin kullanildig1 regresyon analizi tek degiskenli regresyon analizi, birden
fazla bagimsiz degiskenin kullanildig1 regresyon analizi de ¢ok degiskenli regresyon
analizi olarak adlandirilir.

Regresyon analizi bazi varsayimlara dayanir. Bu varsayimlarin en 6nemlisi,
bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iligkinin seklinin biliniyor olmasidir.
Varsayimlarin saglanmadigi durumlarda yapilan tahminler iyi bir tahmin olma
niteligine sahip olamazlar. Bu durumda daha iyi tahmin yapabilmek amaciyla
parametrik regresyondaki dogrusallik varsayiminin esnetilmesine olanak saglayan
regresyon yontemlerine ihtiya¢ duyulur. Bu yontemler parametrik olmayan
(nonparametric) ve yari parametrik (semiparametric) regresyon yontemleri olarak
bilinen regresyon modelleridir.

Yar1 parametrik regresyon modeli i¢in var olan yaklagimlarin tiimii farklh
parametrik olmayan regresyon yontemlerine baghdir. Yar1 parametrik regresyon
modelleri karmasik veri kiimelerini bizim anlayabilece§imiz bigimde 0Ozetleyip,

uygulamada verilerin dnemsiz detaylarini goz ardi ederken énemli olan 6zelliklerini



1. GIRIS Giilin TABAKAN

muhafaza eder ve bdylece saglam kararlar verilmesini saglarlar (Ruppert, Wand ve
Carroll, 2003).

Zamana bagli olarak elde edilen verilerin analizinde yar1 parametrik
regresyon yontemi yaygin olarak kullanilmaktadir. Genellikle tarim, tip ve biometri
alanlarindaki denemelerden elde edilen boylamsal (longitudinal) veriler zamana bagh
olarak siirekli bir Olgekle oOlgiiliir ve ayni deneme {initesinden (bireyden) farkli
zamanda elde edilen Ol¢limler farkli degerler alirlar. Ancak veriler birbirleriyle
iligkilidir. Bu veriler birden fazla davranigin birbirini izleyecek sekilde ayn1 deneme
tinitelerine uygulanmasi sonucu elde edilen Slgiimlerdir (Laird ve Ware, 1982).
Boylamsal c¢alismalarin ¢ogunda, ilgilenilen sonu¢ degiskeni iizerine zamanin ve
stirekli bagimsiz degiskenin etkileri modelde yer alir. Ayni birey lizerinde yer ve
zamana bagl olarak birden fazla gézlem yapildigi zaman hata degiskenleri arasinda
korelasyon (otokorelasyon) s6z konusu olmaktadir. Bu gibi durumlarda bazi
varsayimlar gecerli olmaz. Bundan dolayr zamanla ilgili degerlendirmeler yapmak
parametrik yontemler igin genel bir sorun olmaktadir. Bu gibi durumlarda parametrik
olmayan yontemler kullanilabilir. Ancak parametrik olmayan yontemlerle bagimsiz
degisken sayisi ikiden fazla oldugu zaman analizlerin yapilmasi ve grafiklerin
yorumlanmasi zor olmaktadir. Alternatif bir yontem olarak yar1 parametrik modeller
kullanilabilir. Yar1 parametrik modellerde sansa bagli etkiler ve zaman etkisi
parametrik olmayan yontemlerle, siirekli bagimsiz degisken etkileri ise parametrik
olan yontemlerle modele dahil edilir.

Yar1 parametrik regresyon modeli parametrik ve parametrik olmayan
regresyon fonksiyonunun birlesiminden olusmasi nedeni ile “kismi dogrusal model”
olarak da adlandirilmaktadir. Bu c¢aligmada kismi dogrusal model yerine yari
parametrik model ifadesi kullanilacaktir. Yar1 parametrik regresyon modeli,
parametrik degiskenlerin etkilerinin sifir olmasi ya da bu tiir degiskenlerin analizde
yer almadig1 durumlarda parametrik olmayan regresyon modeli olarak ele alinir.
Ayrica yar1 parametrik modeller en az esneklikten (diisiik dereceli bir polinom) en
cok esneklige (yiiksek dereceli bir polinom-interpolasyon) dogru bir genisletmesi

olan, bir diizeltme parametresine (}t) sahip az sayida parametre ile 6zetlenemeyen
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bir parametrik olmayan regresyon fonksiyonu igerir. Bu nedenle parametrik
regresyon modellerinden ¢ok daha esnektir.

Bu c¢alismada parametrik regresyon yontemleri ile c¢oziimlenemeyen
regresyon problemlerinin ¢oziimiinde olduk¢a kapsamli uygulama alanina sahip olan
ve temelde parametrik olmayan bir yontem olan yar1 parametrik regresyon modeli ele
alimmig, yar1 parametrik regresyon modelinde parametre tahmin yontemleri
incelenmis ve bu modelle ilgili ¢ikarimlar yapilmistir. Calismada yar1 parametrik
regresyon modelinde parametrelerin tahmini i¢in ii¢ farkli yaklagim ele alinmistir. Bu
yaklagimlardan ilki rezidii tabanli tahmin ediciler, ikinci yaklasim dalgacik tabanh
tahmin yaklasimi, Ugiincii yaklasim ise f fonksiyonundan kaynaklanan verideki
egilimi elimine etmeyi amaglayan fark alma yaklagimidir. Bahsedilen bu yaklagimlar
temelde parametrik olmayan regresyon yontemleri i¢in kullanilan yaklasimlardir.

Ilk yaklasim olan rezidii tabanli tahmin edicilerde, parametrik olmayan ve
yariparametrik regresyon modellerinde parametre tahmini i¢in ¢ogunlukla diizeltme
(smoothing) yontemleri kullanilir. Diizeltme yontemlerinden biri egrisel ¢izgi
diizeltme (spline smoothing) yontemidir. Bu yontemin temeli, cezali en kiigiik
kareler regresyonuna dayanir. Parametrik olmayan ve yar1 parametrik olan regresyon
modellerinin kestiriminde kullanilan cezali en kii¢iik kareler yonteminde alisilmis en
kiiciik kareler yonteminden farkli olarak hata kareler toplamina bir diizeltme

parametresine (1) sahip olan bir ceza fonksiyonu eklenir. Ceza fonksiyonunun

eklenmesindeki amag¢ esnek egimli uyumlar ile sabit egimli uyumlar arasinda bir
uzlagma saglamaktir. Rezidii tabanli tahmin ediciler diizeltme miktarina baghidir ve
diizeltme parametresinin se¢imi pratikte zor bir problemdir (Ruppert ve ark. 1997).
Bu ¢alismada parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon modellerinde
diizeltme parametresinin sec¢imi i¢in, ¢apraz gecerlilik olgiitii (CV), genellestirilmis
capraz gecerlilik ol¢iitii (GCV), gelistirilmis Akaike bilgi olgiitli (4/C.) ve Mallows’
un (C, ) olgiitii olarak bilinen klasik yontemler, pilot tahminlerin se¢imini gerektiren
risk tahmin yontemleri EDS ve RECP, yerel dogrusal diizeltmede (local linear

smoothing) kullanilan alisilmis yerlestirme (plug-in) yontemleri ele alinmistir.
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Ele alinan ikinci yaklasimda yar1 parametrik modelin parametre tahmini;

parametrik olmayan bilesenin dalgacik katsayilarinin /, normunun cezalandirilip,
rezidil vektoriinlin /, normunun karesinin minimize edilmesi ile elde edilmistir.

Parametre tahmini ic¢in ele alinan {giincii yaklasimda ise f{)’nin
tiirevlenebilir ve x ordinatlarinin birbirine yakin olmasi ile parametrik olmayan ve
yar1 parametrik regresyon modellerindeki f fonksiyonunun elimine edilmesi saglanir.
Parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon modellerindeki parametrik
olmayan etkinin elimine edilmesini saglayan fark alma fikri yar1 parametrik modelde
Ahn ve Powell (1993), Yatchew (1997) tarafindan ele alinmistir.

Sonu¢ olarak yukarida bahsedilen tahmin yontemleri araciligi ile yari
parametrik regresyon modeli ile ¢ok daha tutarli tahminler yapilir.

Son yillarda klasik regresyon yontemlerinin yetersiz kaldigi gbz Oniine
alinarak parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyonla ilgili bir ¢ok ¢alisma
yapilmistir; Engle, Granger, Rice, Weiss (1986) Hava durumu ve elektrik satislar
arasindaki iligkinin yar1 parametrik tahminleri, Heckman (1986) Kismi dogrusal
modelde egrisel ¢izgi diizeltme (spline smoothing), Robinson (1988) Yar1 parametrik
regresyon modelinin tahmini, Speckman (1988) Kismi dogrusal modellerde kernel
diizeltmesi, Wahba (1990) Goézleme dayali veriler i¢in egrisel ¢izgi modelleri,
Cuzick (1992) Yar1 parametrik toplamsal regresyon, Carroll ve ark. (1997)
Genellestirilmis kismi dogrusal single index model, Yatchew (1997) Kismi dogrusal
modelin bir temel tahmin edicisi, Eubank, Kambour, Kim, Klipple, Reese (1998)
Kismi dogrusal modellerde tahmin, Hérdle ve ark. (1998) Genellestirilmis kismi
dogrusal modelde parametre tahmini ve tahmin edilen modeli degerlendiren bir test
istatistigi, Liang ve ark. (1999) Yar1 parametrik kismi dogrusal hata olgiimlii
modelde tahmin, Schimek (2000) Egrisel ¢izgi diizeltme ile kismi dogrusal
modellerde tahmin ve c¢ikarimlar, Yatchew (2000) elektrik dagitiminda olgek
ekonomileri, Lee (2003) Egrisel cizgi diizeltmede diizeltme parametresinin se¢imi ile
ilgili bir simiilasyon ¢alismasi, Liang ve Wang (2005) Kismi dogrusal single index
Ol¢iim hatali modeller, Klipple ve Eubank (2007) Kismi dogrusal modeller i¢in farka
dayali varyans tahmin edicileri ve bunun gibi konu ile ilgili bir ¢ok c¢alisma

yapilmistir.
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Bu caligma 7 boliimden olugmaktadir. Birinci béliim olan giris boliimiinde
tezin konusu ve 6nemi, bu konuda yapilmis calismalar, tezin icerigi hakkinda bilgiler
verilmistir.

Ikinci béliimde parametrik, parametrik olmayan ve yari parametrik regresyon
modelleri tanitilmis, regresyonda diizeltme kavrami, piiriizliiliik ceza yaklagimi ve
parametrik olmayan regresyonda diizeltme yontemleri incelenmistir.

Ugiincii boliimde bu galigmanin temel konusu olan yar1 parametrik regresyon
modeli ele alinmis, bu modelin parametrelerinin tahmini i¢in, piriizlilik ceza
yaklasimi ve Speckman (1988) tarafindan Onerilen Speckman yaklasimi ele
alinmistir.

Dordiincii boliimde parametrik olmayan ve yari parametrik regresyon
uyumunun 1iyi bir sekilde yapilabilmesi i¢in gerekli olan ve bant genisligi olarak da
adlandirilan diizeltme parametresi se¢im yoOntemleri, klasik yontemler, risk tahmin
yontemleri ve yerel dogrusal diizeltme yonteminde kullanilan yerlestirme (plug-in)
yontemleri olarak incelenmistir.

Besinci boliimde, Chang ve Qu (2004) tarafindan yar1 parametrik modelde
parametre tahmini i¢in gelistirilen bir dalgacik tabanli tahmin yaklagimi ele
alimmistir. Bu yaklasim egrisel c¢izgi diizeltme, kernel ve pargali polinom
yaklasimlar1 gibi yar1 parametrik modeller i¢in var olan geleneksel diizeltme
yontemlerindeki parametrik olmayan fonksiyonun kisitlayict piiriizsiizliigiinden
kacinan, parametrik olmayan regresyon yontemleri i¢in dalgacik yaklagiminin bir
uzamasidir.

Altinc1  boliimde parametrik olmayan ve yar1t parametrik regresyon
modellerinde yaygin olarak kullanilan fark alma yontemi tanitilip bu yonteme dayali
olarak parametre tahmini elde edilmistir. Ayrica regresyon problemlerinde ¢oklu i¢
iliskinin varligt durumunda Onerilen ridge regresyon kavrami ele alinmis, yari
parametrik modelde ¢oklu i¢ iliskinin varligi durumunda farka dayali ridge tahmin
edici olarak adlandirilan yeni bir tahmin edici Onerilmistir ve farka dayali ridge
tahmin edici ile farka dayali tahmin edici hata kareler Olciitiine gore
karsilagtirilmistir.

Yedinci boliimde ise sonuglar ve oneriler verilmistir.
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2. REGRESYON MODELLERIi, REGRESYONDA DUZELTME KAVRAMI
VE PARAMETRIK OLMAYAN REGRESYONDA DUZELTME
YONTEMLERI

Regresyon, ele alinan degiskenlerden birinin bagimli ve digerlerinin bagimsiz

(agiklayic1) olmasi durumunda bagimli degiskenin ( y ) bagimsiz degiskenlerin
(z),25,..,2,) bir fonksiyonu olarak ifade edilmesidir. Bir fonksiyonel bagnti olan

regresyon analizi; bagimsiz degiskenlerdeki degismelerin bagimli degiskeni hangi
yonde ve hangi oranda etkiledigini belirtir. Regresyon analizinin asil amaci;
degiskenler arasindaki fonksiyonel bagintiy1 en iyi sekilde ifade edecek matematiksel
denklemi kurmak ve bu denklemi bagimli degiskenin degerlerinin tahmin

edilmesinde ve istatistiksel analizde kullanmaktir. Regresyon analizi (z,z,,...,2,,)

bagimsiz degiskenlerine goére ( y ) bagimhi degiskenin kosullu ortalamasinin
fonksiyonel bagimliligin1 ortaya koyar.

Bu bolimde bagimsiz degiskenlere gore bagimli degiskenin fonksiyonel
bagimliliginmi belirleyen parametrik regresyon, parametrik olmayan regresyon ve yari
parametrik regresyon modelleri tanitilmis, parametrik olmayan regresyonda diizeltme

(smoothing) kavrami ele alinmis ve diizeltme yontemleri incelenmistir.
2.1. Parametrik Regresyon

Parametrik regresyon bagimli ve bagimsiz degiskenler ile bu degiskenler
arasindaki ortalama iligkinin matematiksel bir fonksiyonla ifade edilmesi ve bu
fonksiyondaki parametre vektorlerinin acik bir sekilde gosterilmesidir. Parametrik

regresyon, regresyon fonksiyonunun z,,z,,..,z, bagimsiz degiskenlerinin bir

p

dogrusal fonksiyonu olarak yazilabildigini varsayar. £ (y|Z ) kosullu beklenen degeri
Z biliniyorken y ’nin ortalama dagiliminin Z ile fonksiyonel iliskisini gdsterir. Bagka
bir ifade ile Z=(z,z,,...,z,) bagimsiz degiskenlerindeki degisime karsilik y

bagimli degiskeninin ortalama tepkisini ifade eder ve
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E(Z)=zpB 2.1)
biciminde veya,

yv=2ZB+¢ (2.2)

bi¢ciminde yazilir. Burada ¢ = y— E (y|Z ) ifadesi £ (y|Z ) kosullu beklenen degerinin
vy ’den sapmasi olarak tanimlanir (Hérdle ve ark., 2004). Model (2.2)’de gozlem
sayist n, bagimsiz degisken sayist p olmak iizere; y (nx1) boyutlu bagimh
degisken vektorii, Z (nx p) boyutlu ve p rankli bagimsiz degiskenler matrisi, 3
(px1) boyutlu bilinmeyen regresyon katsayilar1 vektorli, £ ise goézlenemeyen 0O
ortalamal1 ve sabit varyansli rasgele hatalarin (n X 1) boyutlu vektoriidiir. Parametrik

regresyon modelinde ama¢ modelin uydurulmast ve model uygunlugunun

aragtirtlmasidir. Dogrusal regresyon modelini belirlemek i¢in bilinmeyen f
parametrelerini tahmin etmek gerekir. Esitlik (2.2)’de (yl.,zl.) gbzlem degerlerine
karsilik gelen nokta ile bu noktanin en kiigiik kareler yontemi ile elde edilmis olan
dogru tizerindeki izdiisiimleri toplami yani g, = y, —p, sifir olmalidir. Ayrica bu

farkin kareler toplami minimum olmalidir. Bu durumda (2.2) ile verilen modelde

parametre tahminleri,

esitliginden elde edilir.
Parametrik yaklasim tlimiiyle varsayimlara dayalidir. Esitlik (2.2)’de Z

bagimsiz degiskenler arasindaki fonksiyonel yapinin Zf biciminde dogrusal oldugu

ve [ parametrelerinin sonlu oldugu varsayilmaktadir. Ancak burada degiskenler



2. REGRESYON MODELLERI, REGRESYONDA DUZELTME
KAVRAMI VE PARAMETRIK OLMAYAN REGRESYONDA
DUZELTME YONTEMLERI Giilin TABAKAN

arasinda dogrusal olmayan iligkiler varsa parametrik yontemler yerine parametrik
olmayan yontemlerin kullanilmasi gerekir.

Giliniimiizde parametrik olan istatistiksel yontemlere karsilik olarak
parametrik olmayan yontemler gelistirilmistir. Parametrik olmayan yaklasimda f3
parametre vektoriinden bahsedilmemekte ve bagimsiz degiskenler arasindaki
fonksiyonel yap1 da bilinmemektedir. Hi¢bir varsayim gerektirmediginden dolay1 bu
yaklasimin uygulamalarda daha fazla tercih edilmesi gerekirken, birgok problem ile
karsilasilmasindan dolay1 nadiren kullanilmaktadir. Bu problemler i¢inde en fazla
dikkat ¢ekeni, bagimsiz degisken sayisinin fazla olmast durumunda tahmin ve
yorumlamada gii¢liik ¢cekilmesidir (Héardle ve ark., 2004).

Bagimli degiskeninin bagimsiz degiskenlerden bazilar1 ile dogrusal iliski
icinde fakat bazilari ile de iligkisinin kolayca parametrelestirilemedigi durumlar
vardir. Bu gibi durumlarda parametrik ve parametrik olmayan regresyon
yontemlerinin yeterli olamayacagi aciktir. Bu nedenle, hem parametrik hem de
parametrik olmayan regresyon modellerini i¢ceren ve bu modellerin 6zel bir durumu
olan ‘kismi dogrusal model’ olarak da adlandirilan ‘yari parametrik regresyon

modeli’ parametre tahmininde daha uygun bir sonug verecektir.
2.2. Parametrik Olmayan Regresyon

Bir y bagimli degiskeni ve bu degiskenle ne tiir bir iliski icerisinde oldugu
bilinmeyen bir x bagimsiz degiskeninin yer aldigi basit ‘parametrik olmayan

regresyon modeli’,

y, = f(x,)+e,,i=1,..n (2.3)

bi¢cimindedir. Burada f eCz[a,b] olan bir diizgiin fonksiyon, x, parametrik
olmayan bagimsiz degiskenlere ait gdzlem degerleri, y, bagimli degiskene ait

gozlem degerleri, ¢, 0 ortalamali ve o? sabit varyansli, bagimsiz 6zdes olarak

dagilan rasgele hata terimleridir.
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Parametrik olmayan regresyon analizinin amaci parametreleri tahmin

etmekten ¢ok bilinmeyen yanit fonksiyonu (ortalama fonksiyon) olan f (x) 1 tahmin
etmektir. x:(xl,xz,...,xn) bagimsiz degiskenlerinin ve y bagimlh degiskeninin
Olciimleri arasindaki iligkiyi agiklayan en yaygin yontem, E(y|x): f (x) kosullu

beklenen fonksiyonunu tahmin etmektir. Bu iliskiyi agiklayan genel parametrik

olmayan regresyon modeli,

y=E(x)+e (2.4)

=f(x)+8

! ! !

bigiminde ifade edilir. (2.4) esitliginde y=(y,,....5,) » f=(fir-nf,) =(f(x, ) f(x,))

ve €= (81 ..... en) olup f'belirgin bir sekle sahip olmayan x agiklayict degiskenlerinin
bir fonksiyonudur. Ayrica f ikinci mertebeden siirekli tliireve sahip olan fonksiyonlar
uzaymn bir elemamdir ve f € C*[a,b] modelin diizeltme kismidir. f fonksiyonunu

tahmin etmek icin alt bolim 2.7°de verilen diizeltme yontemleri kullanilir.
Parametrik olmayan tahmin edicinin yakinsama orani genellikle parametrik tahmin
edicilerden daha yavagtir. Bu nedenle parametrik tahmin ile kiyaslamada parametrik
olmayan yontemler cok biiyilk Orneklem hacimleri gerektirir (Yatchew, 1998).
Ancak parametrik modellerde oldugu gibi bu tiir modellerde de istatistiksel dogruluk
orneklem hacmine degil tahmin edicilerin varyans ve kovaryanslarina baglidir
(Heerde ve ark., 2001; Yatchew, 1998).

Parametrik olmayan regresyon yonteminin tahmin yaparken kisitlayic
varsayimlari olmamasina ragmen bazi sakincalar1 vardir. Bagimsiz degisken sayisi
fazla oldugu zaman tahmin yapmak zor olmakta ve elde edilen grafikler karmasik bir
yapida olmaktadir. Bu durum ‘boyutluluk sorunu (curse of dimensionality)” olarak
adlandirilir. Ayrica parametrik olmayan yontemle kesikli bagimsiz degiskenleri
dikkate almak ve bagimsiz degisken sayisindaki artisa bagl olarak y degiskenine ait
bireysel etkileri yorumlamak zor olmaktadir. Parametrik olmayan bu yodntemin

sakincalar1 yar1 parametrik regresyon modeli kullanilarak giderilmektedir. Yari
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parametrik regresyon modeli hem parametrik hem de parametrik olmayan regresyon
modelinin her ikisini birlikte kullanir. Bu nedenle yar1 parametrik regresyon modeli
parametrik modellerin  kisitlayicr  varsayimlarindan  etkilenmemekle birlikte
parametrik olmayan yontemlerin cazip 6zelliklerini bir araya getirmektedir.
Parametrik olmayan regresyon aykiri gozlemlerin (outliers) bulundugu veri
setleri i¢in dnemli bir analiz yontemidir. Istatistiksel ¢alismalarda aykir1 gézlemlerin
etkilerini farkli bicimlerde ele alan giicli (robust) parametrik yOntemler
bulunmaktadir. Bununla birlikte, aykir1 gézlemlerden dolay1 parametreler bozuldugu
i¢in bu giiclii yontemler bile uygun ¢oziimler liretemeyebilir ve verinin gercek yapisi
modele yansitilamaz. Bu durumda parametrik olmayan regresyon, On bilgi
saglamaktadir (Héirdle, 1994). Parametrik yaklasimda ¢ok fazla varsayim
yapildigindan dolayr sonuclarin giivenilirligi giderek azalmaktadir. Parametrik
olmayan yaklagimda ise hicbir varsayim yapilmamakta fakat bagimsiz degisken
sayisinin fazla olmasi durumunda model tahmininin elde edilmesi zor olmaktadir.
Yar1 parametrik yaklasim, parametrik ve parametrik olmayan yaklagim arasinda bir

orta yol bulmay1 amaglamaktadir.
2.3. Yar1 Parametrik Regresyon

Yar1 parametrik regresyon modelleri bagimli degiskenin bagimsiz
degiskenlerden bazilari ile iligkisinin parametrelestirilebildigi fakat diger bagimsiz
degisken veya degiskenlerle iligskisinin kolayca parametrelestirilemedigi modellerdir.
Degiskenlerin skaler oldugu ve f fonksiyonunun parametrik bir aile igerisinde

bulunmadig1 ‘yari parametrik regresyon modeli’,

b% =E(yZ,X)+8
y=2B+f(x)+e

(2.5)

bicimindedir. (2.5) esitligindeki y, Z, f ve & Onceden tanimlandigi gibidir. (2.5)

modelinde z  parametrik  degiskenler  vektorlinlin  parametrik  olmayan

10
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x=(x,%,,...,x,) degiskeni ile diizgin bir regresyon iliskisine sahip oldugu

varsayilir (Yatchew, 2003) ve bu modelle parametre tahmini yapilirken normallik
varsayimina gerek duyulmaz (Zeger ve Diggle, 1994).

Parametrik olmayan model tahmininde yorumlanabilir sonuglar elde etmek
icin en fazla iki aciklayici degisken ile caligmak miimkiin iken, yari1 parametrik
yontemde £ tane aciklayici degiskenin bagimli etkisini incelemek miimkiindiir.
Ayrica parametrik modeldeki kadar varsayim yapilmamasi nedeni ile bu yaklasimin

uygulamali calismalarda kullanilmasi onerilmektedir (Horowitz, 1993).
2.4. Parametrik Olmayan Regresyonda Diizeltme Kavram

Parametrik olmayan regresyon modelinde y,’ye kars1 x,” nin dagilim grafigi

incelendiginde agiklamasi miimkiin bir regresyon iligkisi her zaman kurulamaz.
Ciinkii veri kiimesindeki aykiri degerler uygun olmayan yorumlamalara neden

olabilir. Parametrik olmayan regresyon analizinin amaci bilinmeyen yanit fonksiyonu

olan f (x) ’in uygun analizini elde etmektir. G6zlenen hatalarin azaltilmasi ile y nin

x’e gore ortalama bagimliliginin 6nemli ayrintilarin1 vermek yorumu kolaylastirir.
Bu egri yaklastirma iglemi genel olarak ‘diizeltme (smoothing)’ olarak adlandirilir.
Diizeltme fikrinin temelinde verileri bir egriye uydurmak ve daha basit

fonksiyonlarin birlesimi olabilen esnek fonksiyonlar1 kullanmak yatar. ‘Diizeltici
(smoother)’ [ (x)=> w,y, ise x,,x,,..,x, olmak iizere bir ya da birden fazla
i=lI

bagimsiz degiskenin fonksiyonu olan y bagimli degiskenin sahip oldugu egilimi
ifade etmek icin kullanilan bir aracgtir ve bagimli degiskenin kendisinden daha az
degisken olan bir egriyi tahmin etmeyi amaclamaktadir. Bir diizelticinin en 6nemli
ozelligi, degiskenler arasindaki iligkinin seklini kesin bir bigimde belirlememesidir
(bir dogru gibi) ve bu Ozelliginden dolayr parametrik olmayan regresyonda sik
kullanilan bir aragtir (Hastie ve Tibshirani, 1990). Parametrik regresyonda elde

edilen dogru kesin parametrik bir bicime sahip oldugu icin diizeltici degildir.

11
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Diizeltme yonteminin sonuc¢ degiskeni yani bir diizeltici tarafindan olusturulan
tahmin ‘diizgiin (smooth)’ olarak adlandirilir (Hérdle, 1994).

Esitlik (2.4) ve (2.5) deki f fonksiyonu yaklasik olarak dogrusal ise f
fonksiyonunu tahmin etmek i¢in kullanilan klasik yontemlerden biri dogrusal
regresyon yaklagimidir. Bu yaklasimda hata kareler toplami minimum yapilarak f
fonksiyonu tahmin edilmeye calisilir. Fakat f fonksiyonu dogrusal degil ise bu

yaklagim basarisiz olabilir ve bu durumda dogrusal regresyon uyumu sadece

degiskenler arasindaki bir iliskinin varligini ifade eder (Bakiniz Sekil 2.1).

pirizelitliik cesas

= Suziale
& T sl Tumeri
 ILeCpiErL

190

Lz (¢l

L1900

] et} (] [S1K}
sauag Lol

Sekil 2.1. Dogrusal regresyon ve interpolasyon

Sekil 2.1°de goriildiigii gibi f regresyon fonksiyonunun diger bir tahmini
(xl., Y ), i =1,...,n verilerinin interpolasyonu ile elde edilebilir. ‘Interpolasyon’ elde
varolan (bilinen) deger noktalarindan yola ¢ikarak, farkli bir yerde ve degeri
bilinmeyen bir diger noktadaki olas1 degeri tahmin etmeye yarayan yontemlerin
timiine verilen genel isimdir. En basit tanimi ile var olan sayisal degerleri
kullanarak, bos noktalardaki degerlerin tahmin edilmesi olarak ag¢iklanir. Bu tahmin
edici i¢in dogrularla birlestirilen gbézlemlerde bireysel egimler ile sabit egimlilik
saglanir. Bu tahmin edici i¢in hata kareler toplami RSS( f )=O olur. Dogrusal
regresyon uyumu verideki bilginin ¢ok azinm1 kullanirken, bu uyumda verideki bilgi

daha fazla igerilir ancak verilerin yararh bir 6zetini saglamada basarisiz olur ve daha

12
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onemlisi modelin rasgele hata kavramindan kaynaklanan ve (2.4) denklemindeki
regresyon fonksiyonuna bagli olabilen verilerdeki 6zelliklerin veya esas egilimin
doyurucu bir sekilde agiklanmasini gergeklestirmez. Bu durumda parametre
tahmininde dogrusal regresyon ve interpolasyon uyumlarinin esnetilmesini saglayan
daha esnek yaklasimlarin kullanilmasi zorunlu hale gelir.

Alt bolim 2.5 ve 2.6’da parametrik olmayan fonksiyonun tahmini i¢in
istatistiksel calismalarda cok sik olarak kullanilan ve diizeltme yontemleri basligi
altinda alt boliim 2.7.4’de ele alinan egrisel ¢izgi diizeltme yontemi i¢in temel

kavramlar verilmistir.
2.5. Piiriizliiliik Cezalan

En basit sekliyle piirtizliillik ceza yaklasimi, regresyon dogrusu boyunca
klasik dogrusal regresyondaki model varsayimlarini esneten bir yontemdir. Basit
dogrusal regresyon Sekil 2.1°de goriilen veriler icin uygun degildir. Sekil 2.1°deki
gozlem degerlerinden tamamiyla esnek egimli uyumlar (interpolasyon) ile sabit
egimli uyumlar (bir dogru) arasinda bir uzlasmaya gereksinim oldugu goriilmektedir.
Bunu saglamanin bir yolu, modele regresyon fonksiyonun egimi ile baglantili olan
ceza fonksiyonunun eklenmesidir. Piirlizliiliik ceza yaklagimimin esas amaci hizh
olarak dalgalanan bir egrinin egilimini dl¢gmek ve daha sonra egri tahmininde sabit
egimli uyumlar ile esnek egimli uyumlar arasinda gerekli uzlagsmay1 saglayacak

sekilde tahmin problemini ortaya koymaktir (Green ve Silverman, 1994).
2.5.1. Bir Egrinin Piiriizliiliigiinii Olcme

Bir [a,b] araliginda tanimli f* egrisinin ne kadar piiriizlii ve dalgali oldugunu
olgmenin bircok farkli yolu vardir. iki kez siirekli tiirevlenebilir f egrisinin

purtizliligiini 6lgmenin bir sezgisel cazip yolu f fonksiyonunun ikinci tiirevinin

b
karesinin integralini J. { f ”(x)}zdx almaktir. Bu dl¢lime gore sadece dogrusal f (x)

a
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fonksiyonlari sifir piriizliiliige sahipken diger C’[a,b] simfindaki tiim fonksiyonlar
pozitif bir piirlizliliige sahiptir. Piriizliliigii hesaplamak i¢in ¢esitli yontemler
bulunmaktadir. Ozellikle regresyon konusunda, modele bir sabitin veya dogrusal bir
fonksiyonun eklenmesi piiriizliiliigiin 6lgiimiinii etkilemez. Oyle ki eger iki
fonksiyon sadece bir sabit veya bir dogrusal fonksiyona goére farkli ise onlarin
purtizliligi benzer olmalidir. Bu dogal olarak g6z Oniine alian egrinin ikinci
tiirevine bagli olan bir fonksiyonel piiriizliiliik fikrine yol agar (Green ve Silverman,

1994).
2.5.2. Cezah En Kiig¢iik Kareler Regresyonu

Parametrik olmayan regresyonda biiylik bir éneme sahip olan ve 2.7.4 alt
boliimiinde ele alinan egrisel ¢izgi diizeltme (spline smoothing) yonteminin temeli
cezal1 en kiiclik kareler regresyonuna dayanir. [a,b] araliginda iki kez tiirevlenebilen
herhangi bir f fonksiyonu ve bir A)0 diizeltme parametresi ile cezali kareler

toplami,

()= 2y =) + A {7 (@) dx (2.6)

olarak tanimlanir. (2.6) esitliginden elde edilen cezali en kiigiik kareler (CEKK)

tahmin edici f iki kez tilirevlenebilen tiim f fonksiyonlar1 simifinda S( f )

fonksiyonunu minimum yapan deger olarak tanimlanir. Buradaki A diizeltme
b
parametresi belirlenmis bir sabit olup, egrinin piiriizliligiinii dlgen .[ { f "(x)}2 dx ile

a

verinin uyumunu O6l¢en Z{yi -f (xl. )}2 ifadeleri arasinda bir uzlagsma saglar ve

i=1
esneklik {izerine konulan 6nemin bir 6lgiisii olarak goriilebilir. § ( f ) " nin minimize

edilmesi uyum 1yiligi ve diizeltme arasindaki en 1yi uzlagsmay1 verecektir. Eger 4

b
biiyiikse S(f) 'deki ana bilesen J.{f "(x)? }dx piiriizliiliik ceza terimi olacak ve

a
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bundan dolayr minimum f cok az egrilik gosterecektir. Limit durumunda ise A
sonsuza gitme egiliminde ise j f"* terimi sifira yaklasacaktir ve f egrisi dogrusal
regresyon uyumu iretecektir. Eger A olduke¢a kiiciikse S( f ) ‘'ye ana katki, hata
kareler toplami (RSS) olacaktir ve f tahmin egrisi veriyi yakindan izleyecektir.

Limit durumunda A sifira yaklagsma egiliminde ise, j} Sekil 2.1 de gosterilen esnek
egimli uyum (interpolasyon) egrisine yaklasacaktir. Burada Onemli olan nokta
verileri en iyi temsil eden bir egri tahmini elde etmek icin en uygun A degerinin
secimidir (Green ve Silverman, 1994). A degerinin se¢imi ile ilgili olarak diizeltme

parametresi se¢cim yontemleri 4. Boliimde ayrintili olarak ele alinmstir.
2.6. Egrisel Cizgiler (Splines)

Bu kisimda (2.6) cezali kareler toplamimi minimum yapan f egrisinin
belirlenmesinde dnemli kavramlar olan egrisel ¢izgiler (spline), kiibik egrisel ¢izgiler
ve dogal kiibik egrisel ¢izgiler ele alinmistir.

‘Egrisel ¢izgi (spline)’ bir dizi veri noktalarina polinom bir egri uydurma
veya bu noktalar arasindan gecen ve bir ¢ok parcadan olusan esnek bir egridir.
Istatistik alaminda egrisel cizgilerin istatistiksel 6zelliklerinden ¢ok sayisal
coziimlemeleri hakkinda c¢ok genis c¢alismalar yapilmistir (De Boor, 1978;
Schumaker, 1993).

2.6.1. Kiibik Egrisel Cizgiler

Bir [a,b] araliginda a < x, <x,...<x, <b kosulunu saglayan x,,x,....,x, reel

sayillarinin  verildigini  varsayalim. [a,b] araliginda tanmimlanan f fonksiyonu

asagidaki kosullar saglaniyorsa bir ‘kiibik egrisel ¢izgi’ olarak adlandirilir:

° (a, X, ) ,(x] , X, ) , (x2 )Xy ) yeres (xn ,b) alt araliklarinin her birinde f* bir kiibik polinom,
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e fnin kendisi, birinci ve ikinci tiirevleri her bir x, noktasinda, bdylece [a,b]

araliginin tiimii iizerinde siireklidir.
Burada x, noktalar1 ‘diigiim noktalari’ olarak adlandirilir. Bir kiibik egrisel

cizgiyi belirlemenin c¢esitli yollar1 vardir. Bunlardan en agik sekilde olani her bir
kiibik par¢anin dért polinom katsayisi ile; Ornegin verilen a,b,c,d,i=0,..,n
sabitleri i¢in,

i i+1 (27)
bi¢iminde belirlenmesidir. Burada x, = a ve x,,, = b olarak tammlanir. f ve ilk iki
tirevi lizerindeki stireklilik kosullart katsayilar arasindaki degisik bagintilari ifade

eder. Omegin, i =0,...,n—1 i¢in x,,,

diigiim noktasindaki f"nin siirekliligi,

f;‘+1 (xi+1 ) = di+1 (xi+1 —Xin )3 +Cin (xi+1 —Xin )2 + bi+1 (xi+1 —Xin )+ Ay =4y

olup, f;(x.,;)= f (x.,) e esit oldugundan asagidaki esitlik elde edilir:

Ji (xi+1 ) =d, (xi+l —X; )3 +¢ (xi+l —X )2 +b, (xi+1 _xi)+ a, =4,

[a,b] araliginda bir kiibik egrisel ¢izgi a ve b noktalarinda ikinci ve iliglincii

tiirevleri sifir oluyorsa ‘dogal kiibik egrisel ¢izgi (natural cubic spline: NCS)’ olarak

adlandirilir. Bu kosullar dogal sinir kosullar: olarak adlandirilir. d, =¢,=d, =c, =0

ifadesi iki u¢ aralik olan [a,xl] ve [xn,b] araliklarinda f* fonksiyonunun dogrusal

olmasini ifade eder (Green ve Silverman, 1994).
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2.6.2. ikinci Tiirev-Deger Gosterimi

Gergekte (2.7) dogal kiibik egrisel ¢izgiyi hesaplamak i¢in uygun bir gésterim
degildir. Bir dogal kiibik egrisel ¢izgi her bir x, diiglim noktasindaki degeri ve 2.
tiirevinin verilmesi ile belirlenebilir. Bu gdsterim ikinci tlirev-deger gosterimi olarak
adlandirilir. f/ 'nin x,(x,{..{x, digim noktalar1 ile bir dogal kiibik egrisel ¢izgi
oldugunu varsayalim. f, = f (xi) ve v, =f "(x,. ), i =l,..,n olsun. Dogal kiibik

egrisel ¢izginin tanim1 geregi f'nin x, ve x, ’deki 2. tiirevi y, =y, = 0 bicimindedir.

f =( Siseens fn) ve yz(yz,...,yn_l) vektorleri verilsin. Burada y, ’nin (n-2) elemani
vardir. f ve y vektorleri f egrisini tamamen belirler ve herhangi bir x noktasindaki
fnin tiirevleri ve degeri icin f ve y ’nin terimlerinde acik bir formiil vermek

mumkiindiir.
Verilen diiglim noktalarinda vektorlerin bir dogal kiibik egrisel ¢izgi
gostermesi i¢in gerek ve yeter kosul Q ve R matrisleri olarak tanimlayacagimiz iki

matrise baghdir. Burada O ve R x, <...<x, diiglim noktalarindan elde edilen bant
matrisleri olup %, = x(,) — X, i = L,...,n —1" nin fonksiyonlaridir. Daha genel olarak
Q,i=1..n j=2,.,n—-1 igin,

1

qul_j:hjill, qjj:—hjlll—hjf, (]M_j:h;1 ve |i—j|22 icin ‘],y:O

elemanlarina sahip nx(n—2) tipinde bir matris olup Q’nun siitunlart y ’nin
giriglerine benzer bigimde j =2 ile baslayarak numaralandirilmistir ve Q’nun ilk

eleman1 ¢, ’dir. R elemanlar1 j=2,...,n—1 i¢in,

1
_ :gh.,izz ..... n-2 ve |i-j|22 iginr, =0
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olan (n - 2)>< (n - 2) tipinde simetrik bir matristir (bknz. Ek). R matrisi her bir 7 i¢in
|’”ﬁ| > zi¢j|ry.| olmas1 anlaminda kesin kosegen dominanttir. Niimerik dogrusal

cebirdeki standart incelemeler R matrisinin pozitif tanimli (p.d) oldugunu gosterir.

Boylece,
K — QR71Q!

olacak sekilde bir K matrisi tanimlanabilir (Green ve Silverman, 1994).
Teorem 2.1. fve y vektorlerinin dogal kiibik egrisel ¢izgi belirtmesi i¢in gerek ve

yeter kosul asagidaki gibidir:
Qf =Ry (2.8)

(2.8) saglanirsa bu durumda piiriizliiliik cezasi,

b

[ /7Y dx=yRy= fKf (2.9)

a

bi¢iminde yazilabilir (Ispat i¢in bknz. Green ve Silverman, 1994).
Teorem 2.1 piiriizliiliik cezasinin (2.9) bi¢giminde yazilmasindan dolay: egrisel

cizgi diizeltme yontemi ile tahmin yapmada gerekli bir teoremdir.

2.7. Parametrik Olmayan Regresyonda Diizeltme Yontemleri (Dogrusal

Diizelticiler)

Parametrik regresyon konusunda veri kiimelerine ait grafikler c¢izildiginde
bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasinda dogrusal bir iliskinin oldugu agik
olarak goriilmektedir. Boyle veriler i¢in dogrusal model verileri kolay ve basit olarak
analiz eden bir modeldir. Ilgilenilen veri kiimesinin dogrusal bir bagimlilik

sergilemedigi durumlarda bu modelin kullanimi uygun degildir. Ornegin, Sekil
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2.2°de verilen sagilim grafigini ele alalim. Sekilden bagimsiz degisken E (ethanol) ve
bagimli degisken NOx (nitrik oksit) arasinda bir iliski oldugu fakat bu iligkinin

dogrusal bir uyum olmadig agik olarak goriilmektedir.

o &
o
© o®©

Sekil 2.2. Ethanol verisine ait sagilim grafigi

Sekil 2.2°deki sa¢ilim grafigine uygun bir model nasil olmalidir? Klasik
dogrusal modele polinom terimlerini ekleyip en kiiciik kareler yOnteminin
uygulanmasi yani polinom regresyonun uygulanmasi bir yaklasim olabilir. Polinom
regresyon bir ¢cok durumlarda kullanigh olabilir. Bununla birlikte terimlerin se¢imi
her zaman ag¢ik degildir ve kiiciik etkiler 6nemli derecede biiyiik olabilir veya
terimlerin yanlis secimi ile tamamen kaybolabilir. Dogrusal olmayan verilerin analizi
icin bir bagka yaklasim, modelin seklini belirlemek i¢in verilere dayalidir. Bu
yaklasim verilere uygun bir egri icin yerel noktalar1 kullanan cazip bir yaklagimdir.
Bu yontemde, herhangi bir noktadaki egri sadece bu noktadaki gozlemlere ve bazi
belirlenmis komsuluktaki noktalara baghdir. Bdyle bir uyum orijinal gozlenen
yanittan ¢ok farkli olmayan yanitin tahminini elde ettiginden dolay: elde edilen sonug
alt boliim 2.4’de belirtildigi gibi ‘diizgiin (smooth)’ olarak adlandirilir. Bu sekildeki
uyumlar1 elde etmek i¢in kullanilan yontemler ‘sagilim grafigini diizeltme’

(scatterplot smoothers) olarak adlandirilir.
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Diizeltme yontemleri farkli 6l¢glimler arasindaki fonksiyonel iligkileri bulmaya
yarayan yontemlerdir. Parametrik regresyon cergevesinde oldugu gibi verilerin bir ya
da daha fazla bagimsiz degisken ve bir bagimli degisken 6l¢iimlerinden olustugu
varsayilir. Parametrik regresyon yontemleri bagimsiz ve bagimli degiskenler
arasindaki iliskiyi tanimlamak ic¢in fonksiyonel bir sekil (bir dogru gibi) belirlerler.
Diizeltme yontemleri ise uydurulmus egrilerin seklini belirlemek i¢in kendileri veri
noktalar saglayan daha esnek bir yaklasim saglarlar (Loader, 2004).

Bu boéliimde en yaygin diizeltme yontemlerinden bazilari ele alinacaktir. Ele

alacagimiz diizelticilerin hepsi,
f(x)=2w, 2.10)
i=1

vektorii {x, ", vektoriine

yazihigindan dolay: dogrusal diizelticilerdir. Burada {w,}

i=1
bagli olarak hesaplanan agirhik vektoriidiir. Esitlik (2.10)’daki f (x) regresyon
tahmin edicisi ‘diizeltici’ olarak adlandirilir. Diizeltme yontemlerin amaci f (x)

ortalama fonksiyonu ic¢in parametrik bir model belirlemek degil verileri saglayacak

uygun bir fonksiyonel sekil belirlemektir (Loader, 2004).
2.7.1. Kernel (Cekirdek) Diizeltici

Diizeltme yontemlerinin en basiti kernel diizelticidir. Bu yontemde bir x
noktas1 ortalama fonksiyon f (x) ’in tanim bolgesinde yer almistir ve bir diizeltme
penceresi bu noktanin etrafinda belirlenmistir. En sik kullanilan diizeltme penceresi
basitce (x—h,x+h) aralig1 olarak gosterilir. Kernel tahmini diizeltme penceresi

icindeki gozlemlerin bir agirhiklandirilmis ortalamasidir ve asagidaki sekilde

gosterilir:
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o2 (xih_xjyi
/(%) é’{x’;x]

Burada 7 diizeltme penceresinin yarigapina karsilik gelen ve bant genisligi olarak da

2.11)

bilinen bir diizeltme parametresi, n gozlem sayisidir. (2.11) ile verilen kernel

diizeltici asagidaki bigimde de gosterilebilir (Loader, 2004):

X, —X

s 50

—) i Ziwxiyi (2.12)
i=1

(2.12) esitliginde w, x—x, uzakligina bagl i. gézlem y,’ye atanan agirlik olarak
yani i. gozlemin w agirligt x, —x uzakliginin bir fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu
yontemde x ‘e baglhh w_ agirhiklart yardimi ile y, bagimhi degiskenlerinin bir

agirlikl ortalamasi olarak x noktasinda regresyon fonksiyonu tahmin edilir ve w,

katsayilari,

o
wl.(x):w. :—h (2.13)

biciminde olup wai =1 dir. Bir dogrusal diizeltici uygun olarak tanimlanmis w,

i=1
agirliklart icin (2.12)’deki gibi gosterilen bir diizelticidir. Bir kernel diizeltici her bir
hedef noktada tahmini tiretmek i¢in kernel olarak tanimlanan yerel agirliklarin agikca

tanimlanmis bir kiimesini kullanir. Bir kernel diizeltici hedef noktadan uzaga
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tasindigindan dolayr diizglin bir bicimde azalan agirliklart kullanir. Genellikle
uzaklik kiiclikse agirlik yiiksek ve uzaklik biiylikse agirlik diisiik olur. Agirliklar K
tarafindan belirtilir ve diizeltme parametresi (bant genisligi) olarak bilinen 4
tarafindan kontrol edilir. (2.12) kernel tahmini bazen ‘Nadaraya-Watson’ tahmini
olarak da adlandirilir (Hérdle ve ark., 2004). Bu yaklasim agirliklar1 acik¢a belirtmek
icin K kernel fonksiyonunu kullandigindan dolay:r bir ‘kernel diizeltici’ olarak

adlandirilir. Kernel fonksiyonlar1 asagidaki 6zelliklere sahip fonksiyonlardir:

1) K(u)>0, Vu igin

2) _[ K (u )du =1

3)K (— u ) =K (u) simetriktir.

Bu ozellikler ayni zamanda simetrik bir olasilik yogunluk fonksiyonunun

ozellikleridir (Montgomery ve Peck 1992).

Uygulamada kullanilan bazi kernel fonksiyonlar1 Cizelge 2.1°de verilmistir;

Cizelge 2.1. Kernel fonksiyonlari

Kernel K(u)

Diizgiin (Uniform) %1(] u| <1) % wel-11]

Uggen (Triangle) (1= Jul)r (| 1) (1= ful) wel-11]
Epancchnikov %(1—u2)1(|u| <1) %(1—%) uel-11]
4. dereceden (Quartic, Biweight) 1—2(1 —u*f 1| <1) 1—2(1 —u*f uel-11]
6. dereceden (Triweight) %(1 —u?f1(u] <1) §—§(1 —u*), uel-11]
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. 1 -1 %
Normal (Gaussian) exp| — ue [— 00, — oo]
V211 2
Cosiniis Ecos 11 —cos Hu , uel-11]
4 2 2

Cizelge 2.1°de verilen tiim fonksiyonlar yukarida verilen kernel fonksiyonlarinin
ozelliklerini saglar. Ornegin 4.dereceden kernel fonksiyonu K(u) = 1—2(1 —u2)2 nun

yukarida verilen 6zelliklerine sahip oldugunu gosterelim:

1) K(u)—IZ(l W) 20, uel-11],

2) “—Z(l—uz)zdu :%i(l—zuz rutdu =1,

-1

3) K(- u)—IZ( ~(~u)f = 12(1 ) = K(u)

Sekil 2.3°de baz1 kernel fonksiyonlar1 gosterilmistir. Sekil 2.4’de ethanol veri setine
ait kernel regresyon tahmini farkli diizeltme parametresi degerlerine bagli bicimde

grafiksel olarak gosterilmistir:

== H Bpmara el

L=z ' s uz L [y Lz I s - uz L [y
1

Sekil 2.3. Baz1 kernel fonksiyonlari: Diizgiin (sol iist), Epanechnikov (sag {ist),
Uggen (sol alt), 4. dereceden (sag alt) (Hirdle ve ark., 2004)
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NOx

T T T T
06 08 1.0 1.2

Sekil 2.4. h diizeltme parametresinin farkli degerleri igin ethanol veri setine ait kernel
regresyon diizeltme

Cizelge 2.1°de verilen kernel fonksiyonlarindan, iiggen (triangle) ve normal
(Gaussian) kernel fonksiyonlar1 bir ¢ok veri kiimesi i¢in benzer diizeltme saglamakta

olup bu benzerlik grafiksel olarak Sekil 2.5’deki gibi gosterilmistir:

— h=0.1 (normal)
h=0.1 (licgen)

Sekil 2.5. Ethanol veri kiimesi i¢in normal (Gaussian) ve ticgen (triangle) kernel
fonksiyonlarinin kullanimi

Hastie ve Tibshirani (1990) kernel fonksiyonunun sec¢iminin diizeltme
parametresinin se¢imine gore daha Onemsiz oldugunu ortaya koymustur. (2.11)
kernel tahmininde / diizeltme parametresinin rolii dnemlidir. Soyle ki: Biiyiik 4
degerleri i¢in egri ¢cok yavas degisir ve diizeltme dnemlidir. Bu durumda tahminin

varyanst siirli fakat tahmin oldukga sapmalidir. /# degeri kiiciik oldugunda ise egri
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oldukea diizensizdir ve sapmalar sinirli fakat tahminin varyansi biiytiktiir. Bu nedenle
h parametresi sapmalar ve tahminin dogrulugu arasinda bir uzlasma saglar (Hérdle ve
ark., 2004).
2.7.2. Yerel (Local) Regresyon Diizeltici

Yerel regresyon tahmini istatistiksel ¢aligmalarda 1970’lerin sonlarinda énem
kazanmig bir yontem olup bu yonteme gore bir diizgiin fonksiyon herhangi bir x

noktasinin komsulugunda diisiik dereceli bir polinom tarafindan ¢ok iyi tahmin

edilebilir. Ornegin bir yerel dogrusal tahmin x — 4 < x, < x + 4 igin,

f(xi)z a, +al(xi —x) (2.14)

bi¢imindedir. Burada a, ve a, iki yerel parametre ve /4 yerel komsuluklarin

biiyiikliigiidiir. Bir yerel ikinci dereceden tahmin,
f(xi)za0+al(xi_x)+a_22(xi_x)2 (2.15)

bi¢iminde tanimlanir (Loader, 2004).

p. dereceden genel bir polinom,
(2.16)

bicimindedir. (2.16) ile verilen fonksiyonun bir x noktasindaki yerel regresyon

degerinin tahmin edilebilmesi i¢in a, ile gosterilen katsayilarin bulunmasi gerekir.

Bunun i¢in asagidaki (2.17) ile verilen esitlik kullanilir.
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a,

= (xwx )" x'my 2.17)
&.

Burada X tasarim matrisi, W kosegen elemanlari K(%j olan bir kosegen

matris ve y =(y1,...,yn) yanit degiskenlerden olusan bir matris olup asagidaki

bicimde gosterilirler:

N K(x‘_xj... 0 .

al Vi

Yerel tahmin yerel olarak agirliklandirilmis en kiigiik kareler ile
uydurulabilir. Yani daha uzak gézlemlere daha diisiik ve daha yakin gézlemlere daha
yikksek agirliklar atayan agirlikli regresyon yapilabilir. Agirlik fonksiyonu ve
diizeltme parametresi kernel regresyonda oldugu gibi tanimlandigindan, bu islem
bazen kernel regresyonu olarak da ifade edilir.

3. dereceden yerel bir polinom (2.16) esitliginde p =3 alinirsa,
a, 2 as 3
f(xl.)z a0+a](xi—x)+?(xi—x) +Z(x.—x) (2.18)

bi¢ciminde yazilip katsay1 tahminleri,
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iK(xi;x](yi —(ao ta,(x, —x)+ %(x,. —x) +MD2 (2.19)

3!

ifadesini minimum yapacak bi¢imde secilir. Her bir yerel EKK problemi bir x

noktasinda f (x) tamimlar; Eger x degistirilirse diizeltme agirliklar K(Xih—xj

degisecek ve boylece a,,a,,a,,a, tahminleri degisecektir. (2.19) agirliklandirilmis

EKK oldugundan katsay1 tahminleri,

ISTY

XW|y-X

S QS
o =
Il
()

IS
W

normal denklemlerinin ¢oziilmesi ile elde edilebilir. Burada yerel 3. dereceden

regresyon i¢in X tasarim matrisi asagidaki bigimdedir:

R e
! 2 6
1 x. —x (xz—x) (xz—x)

? 2 6

X = .
L e (e

! 2 6

Ornek: Bant genisligini # =3 alarak, asagida verilen 4 matrisi yardimi ile 3.

dereceden yerel bir polinomun x = 2 noktasindaki tahminini elde edelim.
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28|
19
36
34
40

N
I
A W0~ o

Coziim igin ilk 6nce 3. dereceden yerel polinomun a,,4,,4,,ad, ile gosterilen
katsayilarin1 elde etmemiz gerekmektedir. Bunun i¢in yukarida tanimlanan X
tasarim matrisini, W kosegen matrisini ve y = (yl,...,yn) ’yi asagidaki bicimde elde

ederiz:

e, (0-2¢ (-2
2 6
L1 a-2)y (@-2) 1 -2 2 ~1.33 28
2 , 6 , 1 -1 0.5 - 0.167 19
X =|1 2., £@=2) Q-2 |_ |y o 0 |, y=136
(3 _22)2 (3 _62)3 1 0.5 0.167 34
I 3-2 2 G 1 2 2 1.33 40
L 2 6 i
K(Ej 0 0 0 0 2
3 K[Tj 0 0 0 0
0 K(ﬁj 0 0 0 (—1)
3 0 K|l 0 0 0
W= 0 0 K(Z;—z] 0 0 =l 0 0 kK@O) o0 0
1
_ K| —
0 0 0 K[%j 0 0 0 0 [3) 0
2
0 0 0 0 K(ﬁj 0 0 0 0 K[?j
3 J
, N
[1—_32] 0 0 0 0
—1PY
0 [1—3] 0 0 0 0.3484 0 0 0 0
0 0 0.8929 0 0 0
= 0 0 [1—0] 0 0 = o0 0 1 0 0
3 . 0 0 0 0.8929 0
3
0 0 0 [1_;) 0 0 0 0 0 03484
33
0 0 0 0 [1—2]
3
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Burada agirliklardan olusan W kosegen matrisini olusturmada Sekil 2.6 ile

gosterilen,

K(u):{(1—|u|3)j ~1<u<l
0

uyl veya u{—1

tricube fonksiyonu kullanilmistir.

0

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 -04 -06 -08 -1

Sekil 2.6 Tricube fonksiyonu

Yukarida verilen W matrisinden x =2 noktasindan daha uzak go6zlemlere
daha diisiik ve x =2 noktasindan daha yakin gézlemlere daha yiiksek agirliklar

atandig1 goriilmektedir. Ornegin x, =0 ve x, =4 i¢in atanan agirhik 0.3484 iken

x, =1 ve x, =3 icin atanan agirlik 0.8929’dur. Elde edilen X ve W matrislerinden

hareketle,
0.5360 0.0000 -0.3790 -0.0000 107.0149
0.0000 0.3722 -0.0000 0.4514 -5.0319
(xwx)' = , XWy =
-0.3790 0.0000  0.5772  0.0000 71.0443
0.0000 0.4514  0.0000 1.3273 -7.7972
elde edilip buradan,
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30.4315 a,
SN -5.3924 a,
(xwx ) ' xwy = = .
0.4523 a,
-12.6202 a,

elde edilir. O halde 3. dereceden yerel polinom, (2.18) esitliginde katsayilarin

degerlerinin yerlestirilmesi ile,

04523 oy 126202

f(x,)~30.4315-5.3924(x, — x)+ ;

olarak elde edilir. Boylece x =2 i¢in x; noktas: etrafindaki yerel regresyon degeri,
f (x3 = 2)= 30.4315 olarak elde edilir. Eger x =2.1 noktasindaki degeri elde

edersek bu sonu¢ x =2 icin bulunan sonuca yakin bir deger olacaktir. x;, =x

oldugunda f (xl. ), a,’1 hesaplamak i¢in minimize edilir.
(2.17) esitligi yerel regresyon tahmininin f Y (x) = Z w, (x)yl. ile tanimlanmis

i=1

olan bir dogrusal tahmin oldugunu ifade eder ve w,, katsayilari,

W)= = elCemx ) xw (2.20)

bigiminde agik olarak verilir (Loader, 2004). Burada e =(1 0...0) p-siitunlu birim

vektordiir. Yukaridaki érnekte 7 =3 igin e/ (X WX )’ X W degerleri -0.0773
0.3094 0.5360 0.3094 -0.0773 olarak elde edilmistir. Sekil 2.7°de 4 =3 i¢in yerel

regresyon diizeltme gosterilmistir.
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T
o oflina el
bart gerizlig=2

Sekil 2.7. Yerel regresyon diizeltme (h=3)
2.7.3. k-En Yakin Komsu Tahmin Edici (k-Nearest Neighbor Estimator: A-NN)

En yakin komsu tahmin edicinin yapist kernel tahmin ediciden farklidir.
Simdiye kadar gordiigimiiz gibi, kernel regresyon tahmini x noktas1 civarindaki
belirlenmis bir komsulukta bagimli degiskenlerin agirlikli  ortalamalarinin
hesaplanmas1 yontemi olarak diisiiniilebilir. Bu komsulugun genisligi diizeltme

parametresi 4 ve K kernel fonksiyonu tarafindan yonetilir.

modelinde (x,,, ),...,(x,,,) gézlem degerlerini goz oniine alalim. Burada {x, }"

i=1
x degiskeninin [a,b] "de aldig1 farkli degerleri gosterir. Ayrica x; noktasindaki f ’in
tahmin edicisi x,’ye en yakin k tane komsuya ait olan y, degerlerinin ortalamasidir.

k-en yakin komsu tahmini de8isen komsuluklarda agirlikli bir ortalamadir. Bu
komsuluk o6klid (Euclidean) uzakligindaki x’in k. en yakin komsular arasinda
bulunan x degiskenleri aracilig1 ile tanimlanir. Bigimsel olarak, k-en yakin komsu

tahmini,

j}k(x)zznlwki(x)y,. (2.21)
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olarak yazilabilir. Burada {wkl. (x)}; agirhik dizisi,

J ={i: x;, x’e en yakin k tane gézlemden biri }
indeks dizisi ile,

lk,ieJ, ise

0, aksidurumda ise

w, (%) :{

olarak tanimlanir. Burada & bu tahmin edicinin diizeltme parametresidir ve tahmin
edilen egrinin piiriizliiligiiniin derecesini diizenler ve kernel diizelticilerin diizeltme
parametresine (bant genisligine) benzer bir rol oynar. Agirliklarin olusturulmasi

hakkinda fikir sahibi olabilmek i¢in asagidaki 6rnekleri ele alalim.
{(x;,9,)f, eozlemleri {(1,5),(7,12),(3,1),(2,0),(5,4)} olsun. x=4 ve
k =3 igin f,(x)’in k-NN tahminini hesaplayalim.
x’e en yakin k gdzlem son ii¢ veri noktasidir, boylece J, = J, = {3,4,5}
ve bundan dolay1 w,, (4)=0, w,,(4)=0, w,,(4)=1/3, w,,(4)=1/3, w(4)=1/3

olup j} i (x) ’in k-NN tahmini k£ =3 ve x =4 igin (2.21) ile verilen esitlikten,
filx=4)=(1+0+4)/3=5/3

olarak elde edilir (Héardle, 1994).

Kardiyovaskiiler hastaliklar i¢in risk faktorleri ile ilgili olarak yapilan
klinik bir calismada, yaslar1 18 ve 42 arasinda degisen 109 hastaya ait gozlem
degerleri verilmis olsun. Bu gozlem degerlerinden 8 gbzlem degerini (xl., yl.) g0z

Ontine alalim. Burada x, bagimsiz degiskeni hastanin bel cevresi, y, bagiml

degiskeni ise hastanin i¢ karin yag dokusudur. Sekil 2.8’de 8 gozlem degerine ait

sacilim grafigi verilmistir.
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1.(68.85,55.78)  5.(73.10,38.21)
2.(71.85,21.68)  6.(73.20,32.22)
3.(71.90,2832)  7.(73.80, 43.35)

4.(72.60,25.89)  8.(74.15,33.41)

Sekil 2.8. Gozlem degerlerinin sagilim grafigi
k=1 1ile x =73.00" iin komsulugu, J(x = 73.00) = {5} olup,

f,(x=73.00)= @ =38.21
elde edilir. £ =2 ile x =73.00’ iin komsulugu, J(x = 73.00) = {5, 6} olup,
38.21+32.22

f,(x =73.00)= S =35.215

elde edilir. £ =5 ile x =73.00" iin komsulugu, J(x = 73.00) = {3, 4,5, 6, 7} olup
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f(x=73.00)=33.598

elde edilir. Sekil 2.9 ve 2.10’da swrasiyla k=1 ve k=2 i¢in k-en yakin komsu

fonksiyonunun uyum egrileri verilerden elde edilmistir.

¥
|
+ L |"
+
T

+-

T T T
a o (Rl g

=
1
e
— ’i‘ v
= -
A
:'I: ‘;J

Sekil 2.9. k =1 i¢in k-NN tahmin edici

el EQ =0 100 110 120

Sekil 2.10. k£ =2 icin k-NN tahmin edici

Benzer sekilde £ =20 ve k=109 i¢in verilerden elde edilen k-en yakin komsu
fonksiyonunun uyum egrileri Sekil 2.11 ve Sekil 2.12°deki gibidir.
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L +
+
.'.
A +
+
+ P
+ r
a4 L + -|.+-|-+
ol By +
£ + 4
o4 +
g AP
+ 4+
S ¥
1-+"'+ L
oo
C +
gf.:u- t
& +
+
T T T T
M w . " 1z

Sekil 2.12. k£ =109 icin k-NN tahmin edici

Yukaridaki sekillerden komsuluklarin sayist k£ kiiciik ise sonug

fonksiyonunun oldukg¢a degisken, biiyiikk ise sonu¢ fonksiyonunun daha diizgiin

oldugu goriilmektedir. Belirlenmis bir k£ sabiti i¢in genel olarak; Eger veriler yogun

bir sekilde dagilmis ise komsuluklar arasindaki uzakliklar kiigiik, tam tersi olarak

veriler daginik bir sekilde dagilmis ise komsuluklar arasindaki uzakliklar biiyiik olur.

2.7.4. Egrisel Cizgi Diizeltme (Spline Smoothing) Yontemi

Parametrik  olmayan

regresyonda f fonksiyonunun bigimsel

olarak

degerlendirilmesinde kullanilan egrisel ¢izgi diizeltme yonteminde f fonksiyonunun

fAA ile gosterilen tahmin edicisi uyum iyiligi i¢in bir 6l¢iim olan RSS’nin g6z Oniine
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alinmasi ile elde edilir. Parametrik olmayan regresyon modeli kullanilarak hata

kareler toplama,

2

RSS =>{y, - f(x,)} (2.22)
i=1
ile hesaplanir. Piirtizliiliik cezas1 olarak bilinen,

[{rm()) ax

fonksiyonu ile egrisel ¢izgi diizeltme tahmin edicisi (2.6) ile verilen,

2

S, ()= =)} +2[ {7 ()} e (2.23)

i=1

cezali kareler toplaminin minimum yapilmasi ile elde edilir (Hérdle ve ark., 2004).
Esitlik (2.23)’de ilk terim hata kareler toplamini (RSS) ifade etmektedir ve
parametrik regresyonda oldugu gibi uyumun verilere yakinligini 6lger, ikinci terim
ise piriizliiliik cezasini (roughness penalty) gosterip piiriizliige bir ceza yiikler yani
fonksiyondaki egriligi cezalandirir. Ikinci terimde yer alan A alt bdliim 2.5.2°de
tanimlanan diizeltme parametresi olup f egrisinin piriizliliigli ve rezidii hata
arasindaki degisimin oranii gosterir. Cezali kareler toplamini minimum yapan f

egrisine ‘egrisel ¢izgi diizeltme tahmin edicisi’ denir ve x,,x,,...,x, diigiim noktalar

ile bir dogal kiibik egrisel ¢izgi olarak bilinir. f‘ min dogal kiibik egrisel ¢izgi
ozelliklerinin piirtizliiliik cezasinin 6zel se¢iminden kaynaklanan 6zellikler olduguna

dikkat edilmelidir. Burada bahsedilen egrisel ¢izgi diizeltme tahmin edicisi,

fi =1 +2K) 'y =5,y
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bi¢iminde gosterilir. Buradan egrisel ¢izgi diizelticinin y,’de bir dogrusal diizeltici

olacak sekilde w,,(x) agirliklar

i

oldugunu gorebiliriz. Yani jg(x)=iw,i (x)y
i=1

vardir (Héirdle ve ark., 2004). Burada yer alan S, matrisine x = (x1 ,xz,...,xn) digim

noktalar1 vektorii ile belirlenen bir ‘diizeltme matrisi’ denir ve dogrusal

regresyondaki sapka matrisinin roliinii oynar.
2.7.4.1. Egrisel Cizgi Diizeltme Tahmin Edicisinin Elde Edilmesi

(2.6) ile verilen cezali kareler toplaminin minimum yapilmasi ile elde edilen

egrisel c¢izgi diizeltme tahmin edicisi f ‘nin dogal kiibik egrisel ¢izgi olarak

bilinmesi ¢ok onemlidir. Ciinkii bu durumda sonsuz boyutlu C?[a,b] diizgiin
fonksiyonlar kiimesinde minimum problemi, (xl., yl.) gozlem noktalart ve A

diizeltme parametresine bagli olarak hesaplanan dogal kiibik egrisel cizgiler dikkate

alinarak S ( f ) ‘nin minumum yapilmasi problemi ile yer degistirmis olur. Bu

durumda f tahmin fonksiyonu egrisel ¢izgi diizeltme tahmin edicisi olarak
belirtilebilir. Dogrusal esitliklerin bir kiimesinin ¢oziilmesi ile egrisel ¢izgi egrisinin
minimum yapilmasi asagidaki gibidir:

Jf’nin alt bolim 2.6.2°deki gibi f ve y vektorleri, O ve R matrisleri ile dogal
kiibik egrisel ¢izgi oldugu varsayilsin. Bu vektor ve matrislere gore (2.6) cezali

kareler toplami1 yeniden yazilabilir.

!

y=(y,,..., yn) vektorii verilsin. x, diiglim noktalarinda f (xl.) degerler

!

vektorii f = ( Sroeens £ )' :( f (x1 ),..., f (xn )) olup (2.22) ile verilen rezidii kareler

toplamini,

2

RSS:Z{%—W,.)} ~(r-/) (- /)
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biciminde yazariz. Esitlik (2.9)’dan dolay: .[ f"* piiriizliilik ceza teriminin fKf

olarak ifade edilebilecegini biliyoruz. Boylece (2.6) ile verilen cezali kareler toplam1

S(/)=(r=1) (v= 1)+ i KS (2.24)
= ([ +2K)f -2V + 'y

biciminde yeniden yazilir. AK negatif tanimli olmayan (non-negative) bir matris
oldugundan (I + AK ) pozitif tanimli bir matristir. Bu yiizden (2.24) esitliginin f’e

gore tiirevinin alinmast ile,
f=(+AK)"y (2.25)
biciminde bir tek minimum degeri elde edilir (Green ve Silverman, 1994).

2.8. Dogrusal Diizelticilerin Istatistiksel Ozellikleri

Simdiye kadar ele alinan diizeltme yoOntemlerinin her biri, yapilan
diizeltmenin miktarin1 kontrol eden diizeltme parametrelerine sahipti. Buna 6rnek
olarak kernel diizeltici veya yerel regresyon yontemlerindeki / diizeltme parametresi
ve cezali en kiigiik kareler 0l¢giitlinde A parametresi verilebilir. Diizeltme parametresi
secimi ve diger istatistiksel ¢cikarim yontemlerini inceleyebilmek icin baslangicta ilk
olarak dogrusal diizelticilerin 6zelliklerinin bilinmesi gerekir. Bu kisimda dogrusal

diizelticilerin 6zelliklerinden bazilarini ele alacagiz.
2.8.1. Hata Kareler Ortalamasi (MSE)

Hata kareler ortalamasi (MSE), regresyon modellerinin {stiinliigliniin

karsilastirmasinda ¢ok sik kullanilan 6lgiitlerden biridir. MSE’yi hesaplamak ig¢in
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y, = f(xl.)+ g, €~ N(O,Gz), i=1,...,n ile verilen parametrik olmayan regresyon

modelini tekrar ele alalim. Bu model i¢in MSE,

(70))+ (Biasf ()] + 2L 7 (x)F ()= F () 0) = (F()? + Flx) £ (o)
= Var(7 )+ (Biasf (x)) +2[(F(x)* = F(x)f (o) = (F(x))? + F(x) /()]
(7(x)

bigiminde yazilir ve burada F(x)=E [f (x)J’dir. fx =S,y ile gosterilen bir dogrusal
diizelticiyi goz oniine alahm, Bias(f(x))= E(S,y)~f = S,f-f =(I-S,)f yanhhk

terimi ile hata kareler ortalamasi1 (MSE),

MSE ( J} (x)) = Var( f (x))+ (Biasf (x))2 (2.26)
=08, +|(1 =S/
ile ifade edilir.
MSE olglimiinde birinci terim varyansi Olgerken ikinci terim yanlili§in

karesini 6lgmektedir (Hastie ve Tibshirani, 1990). Burada diizeltme parametresinin

degerindeki artmalarda f (x) tahminini olusturmak i¢in daha fazla veri kullanildig:

onsezi ile s@ylenebilir ve bu durumda Var( f (x)) azalir. Diger taraftan yerel polinom

tahmini kiiciik araliklar iizerinde en iyidir. Bundan dolayr A degeri artar iken
yanlilik artis1 beklenebilir. Sezgisel olarak biiyiik komsuluklar diisiik varyansl bir
tahmin fakat potansiyel olarak yiiksek yanlilik iiretecektir ve tam tersi kiiciik
komgsuluklar i¢in de sdylenebilir. Boylece segilen diizeltme parametresi (bant
genisligi) A ile yonetilen yanlilik ve varyans arasinda bir degis-tokus (trade-off)

oldugunu soyleriz.
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2.8.2. Serbestlik Derecesi

Bir S, dogrusal diizeltici operatorii verildiginde, egrisel ¢izgi diizeltme
konusunda yaygin olarak kullanilan en basit serbestlik derecesi tanimi df = tr(S x)
bi¢imindedir.

Bir dogrusal diizeltici i¢in, serbestlik derecesinin se¢iminde tr(S ,l)’dan baska
iki yaygin tanim daha vardir. Bunlar tr(S ,1) yerine n—tr(2S , =98 ;) ve tr(S WS ;)
Olctimlerinin kullanilmasidir. Bu tanimlar, tr(S A)’da oldugu gibi, dogrusal regresyon

modeline benzer bigimde harekete gegirilebilir ve farkli amaglar i¢in kullanighdirlar.
Ayrica, bu iki tanim dogrusal olmayan diizelticilere genisletilebilir (Hastie ve
Tibshirani, 1990).

(2.2) ile verilen parametrik regresyon modelinde,

E(RSS)=(n-p)o”

ile ifade edilir. Bu modelde H sapka matrisinin izi modelin serbestlik derecesi p’ye
esit olup, (n - p) hatalarin serbestlik derecesidir. (2.3) ile verilen parametrik

olmayan regresyon modelinde hata serbestlik derecesini (residual degrees of

freedom),
df...(A)=n-1r(2S,-5.S,) (2.27)

olarak tanimlariz. Parametrik tahminde oldugu gibi, hata serbestlik derecesi o 'nin

tahmininde kullanilir. (2.27) esitligini gostermek i¢in,
y=f+e, covie)=c’l

modelinin j}x =S,y ile gosterilen egrisel ¢izgi diizeltme tahmin edicisini ele alalim.

Bu tahmin edici i¢in i¢in hata kareler toplami (RSS ) ,

40



2. REGRESYON MODELLERI, REGRESYONDA DUZELTME
KAVRAMI VE PARAMETRIK OLMAYAN REGRESYONDA
DUZELTME YONTEMLERI Giilin TABAKAN

2

RSSZZH;(}’,‘ _f(xi)) :(y_fA),(y_fA)

—(y=5,9) (=S, (2.28)

:y,(]_S/l) (]_Sa)y
=y([-5;-S,+S.S,)y

biciminde elde edilir. Bir genel v rasgele vektori i¢in,

E('Av) = E(v) AE(v)+ 1r{ACov(v)} (2.29)

ile verilen beklenen deger tanimini kullanarak,

E(RsS)=£|f ]
= E|(s, - 1)y (2.30)
_ (s, - 1) (s, - 1)]
= 1(s, -1) (S, —1)f+c;2tr{(sl ~1) (s, —1)}
=|(s, = D)7 +o*{er(sys, )—2er(S, )+ n}
=((s, =D +o7df,.,

olarak elde edilir. Buradan hareketle RSS icin beklenen deger, yanlilik teriminin

ihmal edilmesi ile,
E(RSS)=cdf,, (2.31)

olarak bulunur. Burada S, nxn tipinde kare matris oldugundan #(S, )=#r(S}) dir.

Boylece RSS/df,,, , hata varyansi ¢ 'nin yansiz bir tahmin edicisidir (Ruppert ve

ark. 2003).
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(2.3) ile verilen parametrik olmayan regresyon modeli i¢in parametrik

regresyona benzer bigimde, hata i¢in es deger serbestlik derecesi EDF,

EDF =tr(I-S,) (2.32)

tanimlanmistir. (2.32) esitligindeki S, , 4 diizeltme parametresi ile egrisel ¢izgi
diizeltme ile baglantili olan parametrik regresyondaki sapka matrisine karsilik gelen
bir diizeltici matristir ve df, =1(S, ) modelin serbestlik derecesidir. Hastie ve
Tibshirani (1990) es deger serbestlik derecesi kavramini daha ayrintili olarak
incelemisler ve modelleri karsilastirma konusunda EDF' yerine (2.27) esitliginde
verilen  EDF =tr{(] —Si 1 —S,l)}=n—tr(2Sl —S;Sl) ifadesinin  kullanilmasi
gerektigini savunmuslardir. Eger §, bir izdiisim matrisi ise, klasik dogrusal

regresyonda oldugu gibi (2.27) ve (2.32) serbestlik dereceleri birbirleriyle uyusurlar
(Green ve Silverman, 1994).

Bu alt bolimde ele aldigimiz serbestlik derecesi kavrami, ilerleyen
boliimlerde diizeltme parametresinin degerinin belirlenmesinde kullanilacak olan
varyansin tahmininde, yar1 parametrik regresyon modelinde parametrik ve

parametrik olmayan bilesenler hakkinda ¢ikarimlar yapilmasinda kullanilacaktir.
2.9. Hata Varyansinin Tahmini

Bir dogrusal diizelticinin varyansmi elde etmek icin (2.3) modelindeki ¢,
rasgele hatalar1 hakkinda varsayimlar yapmamiz gerekir. En yaygin varsayim
Var(gi) = o varyansi ile hatalarm bagimsiz ve dzdes olarak dagilmasidir.

Bu calismada parametrik olmayan regresyon konusunda bir¢ok istatistiksel

yontemler igin ihtiyag duyulan hata varyansi ¢’ ’nin tahmini icin, istatistiksel
caligmalarda yaygin olarak kullanilan iki yontem ele alinmistir. Bu yontemlerden ilki

parametrik regresyon konusunda oldugu gibi, hata kareler toplaminin serbestlik

42



2. REGRESYON MODELLERI, REGRESYONDA DUZELTME
KAVRAMI VE PARAMETRIK OLMAYAN REGRESYONDA
DUZELTME YONTEMLERI Giilin TABAKAN

derecesine orant ile elde edilir. o *nin tahmini igin yaygin olarak kullanilan diger bir

yontem ise fark almaya dayali varyans tahminidir.
2.9.1. Hata Kareler Yaklasim

Parametrik regresyonda varyansin yansiz bir tahmin edicisi hata kareler
toplaminin hata serbestlik derecesine boliinmesi ile elde edilir. Benzer olarak egrisel
cizgi diizeltme konusunda, hata kareler toplami esdeger serbestlik derecesi olarak

tanimlanan #+(1 — S, ) ifadesine boliinerek varyansin bir tahmin edicisi elde edilir. A

diizeltme parametresi ile bu tahmin edici asagidaki bicimde verilir:

D W R (G0 M O
g tr([—S,l) tr([—S,l) (2.33)
_ RSS
Cn—-1r(S,)

Burada j} , A diizeltme parametresi ile hesaplanan egrisel ¢izgi diizeltme tahmin
edicisidir. Gergek f regresyon egrisinin bir diiz dogru oldugu 6zel durumda, tim A
diizeltme parametreleri igin &, tahmin edicisi, o ’nin yansiz bir tahmin edicisidir

(Green ve Silverman, 1994).
2.9.2. Yerel Fark Alma Yaklasim

Model (2.3)’de f () fonksiyonunun tiirevlenebilir ve x ordinatlarinin

yeterince yakin olmasi durumunda fark almanin verilere uygulanmasi ile, f ortalama
fonksiyonunun etkisinin modelden ¢ikarilmasi yaklasik olarak miimkiindiir.

Rice (1984), o’ ’nin tahmini icin (2.33) esitligindeki varyans tahmin
edicisinden farkli olarak fark almaya dayali bir tahmin edici 6nermistir. Bu tahmin

edici ardisik ii¢c noktaya en kiigiik kareler dogrusunu uydurmak ile olusturulur. Yerel

olarak uydurulan bu dogrularin her biri ile ilgili hata kareler toplami o ’nin bir
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tahminini verir ve bu tahminlerin ortalamasi varyansin tiimiiniin tahminini verir. Bu
tahmin edici tamamen Gasser ve ark. (1986) tarafindan onerilen tahmine esdegerdir

ve asagidaki gibi verilir (Green ve Silverman, 1994):

(2.34)

Burada ¢,

g = (yi a4,y — by, )/(1+ai2 +bi2 )]/2 i=2,.,n-1

olup, (x,,,v,,) ve (x,,,v,,) noktalarmi birlestiren dogru ile (x,,y,) noktasi

arasindaki uzakliktir ve burada a; ve b, asagidaki gibidir:

a, = (xi+] X )/(xi-H _xi—l)
b, = (xi Xy )/(xm - xi—l)

Gasser ve ark. (1986) tarafindan Onerilen varyans tahmin edicisinin yar1 parametrik
model konusuna uyarlamasi soyledir: 4 matrisi girislerin tlimii sifir fakat i. girisi

a,c,, (i+1). girisi —c, ve (i+2). girisi b,c, olan (n—2)><n boyutlu bir matris olsun.

Burada a, ve b, yukaridaki gibi olup,

cl.z(al.2+bi2+1)_;, i=1,...,n—1

bigimindedir. Boylece & s »
o Y'A'Ay

O = 2.35
trd'A ( )
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olarak yazilabilir ve tr4'A =n—2’dir. Model (2.5)’ten Ay = AZfB + Ae yazabiliriz.
Burada 8 =0 ise, esitlik (2.35)deki varyans tahmin edicisi o igin etkili olacaktir,
B#0 ise (2.35) esitligi parametrik regresyon modelleri g6z Oniine alinarak

asagidaki gibi elde edilir:

Gt (y - 42p) (Ay - AZp)
tr(A'(I - P)A)
YA Ay-y'AAZp
= (- P)a) (2:36)

vty - yaaz] (az) (4z)] (42) (4
tr(A'(I - P)A)

y'A'{I - AZ[(AZ)' (AZ)}] (42) }Ay

tr(4'(1 - P)A)
_ YA -P)y
~1r(4'(1-P)A)

Burada P = AZ(Z'A'AZ)" Z'A’ bigimindedir (Eubank ve ark. 1998, Schimek, 2000).

Farka dayali varyans tahmin edicisi, diizeltme parametresinin herhangi bir se¢imini

gerektirmeyen avantaja sahiptir (Green ve Silverman, 1994).
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Yar1 parametrik regresyon modelleri bagimli degiskenin bazi aciklayic
degiskenlerle iliskisinin parametrelestirilebildigi fakat diger bazi agiklayic1 degisken
veya degiskenlerle iliskisinin kolayca parametrelestirilemedigi modellerdir. Yari
parametrik modelde dogrusal parametrik bilesenler modelin parametrik kismini
olustururken, hem parametrik hemde dogrusal olmayan bilesenler ise modelin
parametrik olmayan kismini olusturur. Bu model her bir degiskenin etkisinin daha
kolay yorumlanmasina olanak saglayan ve standart regresyon yoOntemlerini
genellestiren toplamsal regresyon modellerin 6zel bir durumu seklindedir (Hérdle,
Liang, Gao, 2000). Ayrica yari parametrik modeller bagimli degiskenin bazi
aciklayict degiskenlerle dogrusal fakat diger 6zel bagimsiz (agiklayici) degiskenlerle
dogrusal olmayan iliski igerisinde oldugu modellerdir. Yar1 parametrik regresyon

modeli,

v, =z p+ fx,)+e, 1<i<n (3.1)

bigiminde ifade edilir. Burada,
v, . y bagimli degiskeninin i. gozlem degeri;
z,: Parametrik kisma kars1 gelen bagimsiz degiskenlerin p boyutlu i. gozlemler

vektorii;

B : p boyutlu regresyon katsayilar1 vektort;
x, : Parametrik olmayan agiklayici degiskenin i. gozlem degert;

f eCz[a,b]: Modelin parametrik olmayan kismina karsilik gelen ve [a,b]

araliginda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan bilinmeyen bir diizgiin

fonksiyon;
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g . i=12,.,n, bagimsiz sifir ortalamali ve o? ortak varyansh rasgele hata

1
terimleridir.

(3.1) modeli matris-vektor gosterimi ile,

y=Zp+f+e (62

biciminde de ifade edilebilir. Burada degiskenler asagidaki sekilde tanimlanir:

_y1 1 Zno-o s Ep _/31 ] _f(xl)_ _81 |

) Zy Zyp B, f(xz) &,
y=| |, Z=|" L=l |, f=| ve € =

_yn_ _an . . . an_ _[))p_ _f(xn )_ _gn_

y=(3, )' gozlemlerin bir (nx1) boyutlu vektorii, Z'= [z,.....z,] parametrik

kisma karst gelen bagimsiz degiskenlerin (n>< p) boyutlu goézlem matrisi, f3

regresyon katsayilarmin (px1) boyutlu vektori, £ =(f,.... f, )’ =(f(x,) £, ))’

egrisel ¢izgi diizeltme tahmin edicisine karst gelen (nxl) boyutlu vektorii ve

!

¢ =(g,,...,) normal dagilan rasgele hatalarn (nx1) boyutlu vektoriidiir. (3.1) yari

parametrik regresyon modeli i¢in farkli diizeltme yontemlerine dayali bir cok
yaklagim Onerilmistir: Green vd. (1985), Engle vd. (1986), Wahba (1990), Green ve
Silverman (1994), Eubank vd. (1998) ve Schimek (2000) tarafindan yapilan
caligmalarda (3.1) modeline egrisel ¢izgi diizeltme yontemi uygulanmistir. Robinson
(1988) ve Speckman (1988) kernel diizeltmesini, Chen (1988) ise bilinmeyen f
fonksiyonunun bir pargalt polinom tahmin edicisine dayali olarak parametrik
bilesenin tahmini i¢in bir yaklagim 6nermislerdir.

Bu boéliimde amacimiz (3.2) modelindeki f° fonksiyonunu, [ parametre

vektoriinii ve u=Z f+ f ortalama vektoriinii etkili olarak tahmin etmektir. Bu
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nedenle caligmada, (3.2) yar1 parametrik regresyon modelinde parametrik ve
parametrik olmayan bilesenlerin tahmini ig¢in, piriizlilik ceza yaklasimi ve

Speckman (1988) tarafindan 6nerilen Speckman yaklasimi ele alinmistir.

3.1. Yan Parametrik Modeller icin Cezal En Kiiciik Kareler Yaklasimi

{x., v,z }le gozlem degerleri esitlik (3.1) deki modele uygulandiginda f

parametre vektorii ve f fonksiyonunun tahmini,

n

W —zip-flx)f (3.3)

i=l1

olarak verilen hata kareler toplaminin minimum yapilmasi ile elde edilebilir. Bununla
birlikte, flizerindeki kisitlama azlig1 bu yaklasimi basarisiz yapacaktir. Burada bir an
icin x; ’lerin farkli oldugunu diistinelim. S ’nin herhangi bir degeri i¢in f
f (xi): v, —z,f interpolasyonu yolu ile elde edilebilir ancak S bilinmiyorsa bu
yaklasimla belirlenemez. Esitlik (3.1) de f parametre vektoriinii ve f fonksiyonunu
tahmin etmek icin istatistiksel ¢aligmalarda yaygin olarak kullanilan birkag¢ yontem
vardir. Bu yontemler i¢cinde en ¢ok kullanilani egrisel ¢izgi diizeltme yontemidir.
Giris kisminda ve alt boliim 2.7.4’te belirtildigi gibi s6z konusu yontemin temelini
cezali en kiiciik kareler toplaminin minimum yapilmasi problemi olusturur. Egrisel

cizgi diizeltme yontemine gore (3.1) modelinin ¢6ziimii,

n 2 b

S(B. )= 2 —2iB— ()} +2[{r ()} dx 34

i=1 a

ile verilen cezali en kiigiik kareler toplamin1t minimum yapan f fonksiyonu ve f3
parametre vektorii olarak tanimlanir. Bu minimumu veren f fonksiyonu x,,...,x,

digtimlii bir dogal kiibik egrisel ¢izgidir (Green ve Silverman 1994, Wahba, 1990).
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Esitlik (3.4)’de birinci terim hata kareler toplamini (RSS) gosterir ve bu ifade

uyumun verilere yakinhigini dlger. ikinci terim ise parametrik olmayan regresyonda
oldugu gibi piiriizliilik cezasini gosterir. Ayrica A bir skaler olup {xi, Vi Z; }le

gbzlem degerlerine dayali olarak belirlenir ve bilinmeyen regresyon fonksiyonu ile
sabit bir diizeltme parametresidir. Parametrik olmayan regresyon modelinde oldugu
gibi yar1 parametrik regresyon analizinde de istenen ¢6zliim ne dogrusal bir ¢oziim ne
de bir interpolasyondur. Bu nedenle A 'nin uygun bir degerinin secilmesi gerekir. Bu
da ancak 4. Boliimde ele alacagimiz farkli se¢im yontemleri kullanilarak yapilabilir.

Esitlik (3.4)’de verilen cezali en kiiciik kareleri minimum yapan f () fonksiyonu

gercekte [x,.,xm] araliginda bir parcgali kiibik polinom ise o zaman j { f ”(x)}2 dx
piiriizliilik ceza terimi, K = QR™'Q’ ile ayristirilabilen bir K matrisi ile bir karesel
form olarak yani (2.9) esitligi ile j {f"(x)}dx = fKf bigiminde ifade edilebilir.
Burada Q ve R alt boliim 2.6.2°de tanimlanan matrislerdir. Parametre tahmini i¢in
s0z konusu diiglim noktalarmin x, <...<x, kosulunu saglamasi, diger bir ifade ile
farkl1 ve sirali olmasi gerekir. x, ’ler farkli ve sirali degilse, belirli bir ‘N tekrarlanma
matrisi (incidence matrix)’ yardimu ile farkli ve sirali hale getirilir. x,,...,x, diigim
noktalarmin farkli ve sirali degerleri s,,...,s . ile gosterilsin. Bu durumda N
tekrarlanma matrisinin - elemanlart  x; =s;, ise N; =1 aksi durumda N, =0

bicimindedir. Boylece N matrisi yardimi ile (3.4) esitligi ile verilen S(ﬁ, f ) cezali

kareler toplama,

(B, f)=(y— 28~ Nf) (v= 2B~ Nf )+ A Kf (3.5)

biciminde yazilabilir. Piriizlilik ceza yaklasimi olarak adlandirilan (3.5)
esitligindeki cezali en kiigiik karelerin amaci (3.4) esitligini minimum yapan 8 ve f
vektorlerinin tahminlerini elde etmektir. (3.5) denkleminin 8 ve f’e gore tlirevlerinin

sifira esitlenmesi ile elde edilen denklemler asagidaki blok matris sistemini verir:
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z7 ZN p) [z
vz o)L
+AK |\ f N

(3.6) blok matris sistemini saglayan B ve f (3.5) esitligini minimize yapan

degerlerdir. Z ve B ’yi1 igeren (3.2) modelinin parametrik kismi géz ardi edildiginde

yani 3 =0 oldugunda (3.6),

(NN +AK)f =Ny (3.7)

olarak indirgenir ve bdylece Nf uyum degerleri vektoriinii elde etmek icin y

vektoriine uygulanan ve A > 0 sabitine bagl bir diizeltme matrisi,

S, =N(N'N+2K)"'N’ (3.8)

bi¢iminde elde edilir. (3.1) modelinde x; diigliim noktalar1 farkli ve 6nceden sirali

ise, N=I olmas1 nedeniyle, S, diizeltme matrisi asagidaki sekle indirgenir:

S, =(I+2K)" (3.9)
Burada 7 bir birim matristir (Green ve Silverman, 1994).
3.1.1. Backfitting Yontemi

(3.6) ile verilen matris sistemi genellikle ¢cok biiylik oldugundan bu sistemin
direk ¢oziimii elverisli degildir. Bunun i¢in bir yaklasim (3.6) matris denklemini es

zamanl matris esitliklerinin ¢ifti olarak asagidaki gibi yeniden yazmaktir:

Z'78=7'(y - Nf) (3.10)
(N'N+AK)f = N'(y—2p) (3.11)
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Bu denklemler sezgisel olarak yorumlanabilir: (3.10) denklemi f biliniyorsa y,’den

(Nf )l. =f (xl.) cikarilarak y — Nf farklarinin en kiigiik kareler regresyonu ile  'nin

p=(zz)"'z'(y-Nf) (3.12)

bigiminde tahmin edilecegini ifade ederken, (3.11) denklemi [ biliniyorsa y, —z,f

farklar1 i¢in (3.7)’deki bi¢imde bir kiibik egrisel ¢izgi diizeltme uyumunu ifade eder:
f=Nf=N(NN+2K)'N'(y-28)=S,5 (3.13)

(3.10) ve (3.11) denklem sistemini ¢ozmek i¢cin backfitting algoritmasi onerilmistir
(Green ve ark., 1985). Backfitting algoritmasi orijinalinde bir toplamsal modeli
degerlendirmek i¢in yinelemeli bir algoritma olarak Onerilmistir. Hastie ve ark.
(1989) backfitting algoritmasinin normal denklem sistemlerinin uygun bir ¢oziimiinii

bulan Gauss-Seidel yontemi oldugunu gostermislerdir. Backfitting algoritmasi

asagidaki bigimdedir:
j}(yeni) =5, (y _ Z'[)J(“ki)) (3.14)
po) = (zz2) z{y - o) (3.15)

Burada /= Nf, (3.14) esitligi ile verilen (nx1) boyutlu vektordiir ve S, (3.8)de
verilen dlizeltme matrisidir. (3.15)’deki algoritma cezali en kiiciik kareler tahminine

yakinsak bir B(O) baslangi¢ degeri buluncaya kadar devam eder (Green ve Silverman,

1994).
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3.1.2. Kismi Egrisel Cizgi (Partial Spline) Yaklasimi

(3.6) ile verilen matris denklemini ¢6zmek i¢in yinelemeli olmayan alternatif
bir yontem kismi egrisel ¢izgi yaklagimidir. Kismi egrisel ¢izgi yaklagimina gore
A 'nin Onceden belirlenmis degeri i¢in (3.2) modelindeki f ve B vektorlerinin

tahmini bir S, diizeltme matrisi yardimi ile elde edilir. Buradan elde edilen tahmin

edici bir kismi egrisel ¢izgi olarak adlandirilir. A nin 6nceden belirlenmis degeri icin
esitlik (3.2)’ye dayali f; B ve u icin karsilik gelen tahmin ediciler p alt indisi ile

gosterilerek asagidaki bicimde elde edilir:

J, =N =S,(v-2p) (3.16)

p,=z(-5,)z]"2/(1-5,)y

~ O\l ~ (3.17)
=(z2)'Zy

Burada S, , (3.8)’de verilen diizeltme matrisidir. Bu yaklagima gore (3.2) ile verilen

yar1 parametrik regresyon modelinin ortalama vektorti,

Hp =Z/§p +j}p =Z/§p +Sx(y_ZBp)
=S/1y+(1_S/l)ZBp
=S/lyﬁ-(l—SA)Z[Z’(I_S,I)Z]Z’(I_S/l)y

_ls, +2(z2) 7]y
=H,y

olarak elde edilir. Buradan elde edilen

H,=5,+2(Z2)'Z (3.18)
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matrisi Z = (I -5, )Z ile dogrusal regresyondaki sapka matrisinin roliinii oynayan

bir matristir. Z matrisi tam rankli degilse (3.18) esitligindeki (Z ’Z)_] genellestirilmis

ters olarak yorumlanacaktir (Schimek, 2000).
3.2. Speckman Yaklasim
Bu alt boliimde kismi egrisel ¢izgi yaklasimina bir alternatif olarak verilen,

Speckman (1988) tarafindan Onerilen bir yaklasim incelenecektir. Bu yaklagimda

(3.1) modelindeki z, aciklayict degiskeni ile parametrik olmayan x;, bagimsiz

degiskeninin diizgiin bir regresyon iligkisine sahip oldugu varsayilir:
z,=¢(x,)+n, i=L..,n (3.19)

(3.19) esitliginde f(x,.), x;, ‘nin diizglin vektor-fonksiyonu ve #,, hata terimleri

vektoridiir. (3.19) modeli (3.1)’de yerine yazilarak,

Vi =(5(xi)+ni)’ﬁ+f(xi)+8i

’ (3.20)
:é:(xi) ﬁ+f(x,-)+(’7,-'ﬁ +8i)

elde edilir. (3.20) esitligindeki (11,' ﬁ+ei): hata olarak ifade edilsin. Bu durumda

(3.20) ile verilen esitligin
v. = 1o (xi )+ hata (3.21)

bi¢ciminde olabilmesi i¢in asagidaki gibi bir f,; fonksiyonu tanimlanabilir:

fo(xi):é:(xi )lﬁ*'f(xi) (3.22)
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(3.1) ve (3.22) esitliklerinin farki alinarak asagidaki ifade elde edilir:

V= fo) =tz =)} B+, (3.23)

S, verilen herhangi bir A diizeltme parametresi i¢in x, diigiim noktalar: ile
belirlenen (3.8) esitligindeki diizeltme matrisi olsun. Ayrica y i. gozlem degeri y, ile
gosterilen bagimli degisken vektori, Z i satirlart z, ile belirtilen bagimsiz

—

degiskenlerin gézlem degerlerinin matrisi ve = i.satir1 5(xl.) ile belirtilen matris

olarak gosterilirse, (3.23) esitligine gore asagidaki adimlar gergeklestirilir (Green ve
Silverman, 1994).

Adim 1 Siras: ile S;Z ve S,y tahminlerini veren = ve { 0(xl. )} ’yi tahmin i¢in

egrisel ¢izgi diizeltme yontemi kullanilir:

$,Z=5=((x)...<(x,))

matrisi ve

S, = 1y = (o ) S x,))
vektorii hesaplanir.
Adim 2 (3.23) esitliginden
y=fo=y=8,y=0-S,)y=7

Ve

7 —

(831

=7-8,2=(-8,)2=Z7
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olarak yazilabilir. Buradan, y=(/-S,)y ve Z=(-5,)Z donistiiriilmiis

degiskenleri elde edilir.
Adim 3 (3.23) denklemine karsilik gelen regresyon denklemi,

Y=Zp+¢ (3.24)

bi¢ciminde ifade edilir. Bu modele en kiigiik kareler (FKK) yonteminin uygulanmasi

ile model (3.1)’deki S parametre vektoriiniin tahmini asagidaki gibi bulunur:

A

B =127 7%, (3.25)

Adim 4 (3.25) esitligindeki ,és tahmini (3.1) modelinde yerine yazilarak (3.1) yar1

parametrik regresyon modeli,
i =1x)+e, (3.26)

bigimindeki parametrik olmayan bir modele déniisiir. Burada y, =y, —z/ BS > dir.
Bagimli y; degiskenine uygulanan egrisel ¢izgi diizeltme ydnteminde, (3.1)

modelinin parametrik olmayan bileseni icin asagidaki gibi bir f tahmini elde edilir

(Green ve Silverman, 1994).
fo=(+2K)"y; =8,y (3.27)

Kismi egrisel ¢izgi yaklasimina benzer bicimde Speckman yaklasimina gore (3.2) ile

verilen yar1 parametrik regresyon modelinin ortalama vektorti,
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olarak elde edilir. Buradaki H diizeltme matrisi S, diizeltme matrisi yardimi ile

hesaplanan dogrusal regresyondaki sapka matrisinin roliinii oynayan ve asagidaki

bi¢imde verilen bir matristir .
H =S,+ZZ7}'Z(-5,) (3.28)

Goriildugi gibi tahminler kismi rezidiilerde regresyon ile elde edilmistir.

Speckman yaklasimina goére [ ’nin bir tahmini, hem z, hem de y’den x'nin

(parametrik olmayan tahmin edici) etkisi ¢ikarildiktan sonra yapilirken, kismi egrisel

cizgi yaklasimi x-bilgisini sadece z,’den ¢ikarir (Schimek, 2000).

3.3. Varyans- Kovaryans Tahmini

Yar1 parametrik regresyon modelinin varyans ve kovaryanslarinin tahminleri
asagida belirtilen amaglar icin gereklidir:

1) Diizeltme parametresi se¢im Ol¢iitlerinin hesaplanmasinda.

2) Modelin parametrik bileseni hakkindaki ¢ikarimlar.

3) Modelin parametrik olmayan fonksiyonu hakkindaki ¢ikarimlar.
Yar1 parametrik modelin parametrik bileseni icin gelistirilen varyans tahmin edicisi

(2.36) ile verilen,

52 YA -P)y
tr(4'(1 - P)A)

tahmin edicidir ve P=AZ(Z 'AAZ)le ‘A" bi¢imindedir (Eubank ve ark. 1998,
Schimek, 2000). Burada alt bolim 2.9.2°de belirtildigi gibi (n—2)xn boyutlu 4
matrisinin herhangi bir i. satirnm 7. elemam a,c,, (i+I). elemam —c, ve (i+2).
eleman1 b,c, olmak iizere, bu satirn diger tiim elemanlar1 sifirdir ve a,,b,,c,

elemanlari alt b6liim 2.9.2°de tanimlandig: gibidir.
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Schimek (2000) tarafindan yapilan c¢alismada yar1 parametrik regresyon
modelinin parametrik katsayilarinin varyans-kovaryans tahmin edicileri hem kismi

egrisel cizgi ([3 p) hem de Speckman yaklasimi (/33) i¢in hesaplanmistir. Bu tahmin

ediciler i¢in sirasiyla varyans-kovaryans matrisleri agagidaki gibidir:

v,=c(Z2)'Z22(2Z)" (3.29)

v,=0(22)'Z(1-5,) Z(ZZ)" (3.30)

(3.29) ve (3.30)’da Z= (I -5, )Z olup, S, (3.8) ile tanimlanan diizeltme matrisidir
(Eubank ve ark. 1998, Schimek, 2000).

3.4. Yar1 Parametrik Modele ait Cikarimlar

(3.2) esitligi ile verilen modeli degerlendirmek i¢in hem parametrik hem de
parametrik olmayan bilesenler lizerinde testler yapmak gerekir. Ele aldigimiz yari

parametrik regresyon modeli hakkindaki ¢ikarimlar asagidaki varsayimlara dayanir:

e Bagimsiz degiskenler ve bagimli degisken stirekli 6l¢ekle dlgiiliir.

e Hata varyansi ¢ "nin tutarli tahminidir.
e Bagimsiz degiskenler arasinda ig iliski (korelasyon) yoktur.

e Parametrik olmayan regresyon tahmin edicisi f, bagimli degisken y ’ye gore

dogrusaldir.
e y bagimli degiskeni bagimsiz ve 6zdes dagilima sahiptir (Schimek, 2000).

3.4.1. Parametrik Bilesen icin Cikarim

Geleneksel regresyon analizine benzer olarak, yari parametrik regresyon

analizi de 6rneklem verileri {izerinden yapildigindan, elde edilen ,é tahmin vektorti,
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p parametrelerinin anlamliliginin test edilmesinde kullanilir. Boylece parametrik

katsayilarin testi, modelin anlamliligini da test eder.
(3.2) ile verilen yar1 parametrik regresyon modelinde asimptotik normallik
verildiginde parametrik kismin katsayilar1 i¢in giiven araliklar1 ve test istatistiklerini

hesaplamak i¢in S, (kismi egrisel ¢izgi yaklagimi) ve B, 'nin (Speckman yaklagimu)
varyans-kovaryans matrisleri kullanilabilir. 7, ve ¥V matrislerinin her biri tahmin

edilen ﬁ katsayilarinin standart hatalarini (standart errors: SE) verir. Bundan dolayi,

parametrik katsayilarin istatistiksel agidan anlamli olup olmadigini test etmek i¢in

kurulan hipotez,

A

H,:B,=0

leﬁj;tO

bi¢imindedir. , =0 hipotezi z;, bagimsiz degiskeninin bagiml degisken iizerinde
etkili olmadigini gosterirken 8, # 0 hipotezi z, bagimsiz degigkeninin bagimh

degisken iizerinde etkili oldugunu gostermektedir. Her bir parametrik katsayiyr test

etmek i¢in agagidaki t-test istatistigi kullanilir:

A

B,

- D i=l..p (3.31)
SE(B,

Ly

Burada SE (ﬁ ; ), [§ ; katsayilarinin standart hatalari olup (3.29) veya (3.30) varyans
kovaryans matrisinin kosegen elemanlari yardimi ile hesaplanir. Esitlik (3.31)’de
verilen ¢ istatistigi df = n—tr(Sl)— p serbestlik derecesine gore t-tablosundan
bulunan degerden biiytikse sifir hipotezi reddedilir, diger bir ifade ile, S,
katsayisinin anlamli oldugu sonucuna varilir. Speckman (1988), ¢ *nin bir tahmin

edicisi olarak,
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R I-H W
62 = MSE — Hata Kareler Toplami(RSS) _ ||( 5 )y|| (3.32)
Serbestlik Derecesi tr([ .y ) ([ _H )

biciminde ifade edilen hata kareler ortalamasini kullanmayir Onermistir. Esitlik

(3.32)’nin payinda yer alan hata kareler toplamu,
RS = (1~ 1.1

olarak tanimlanir. (3.32) ile verilen o* *nin tahmin edicisi pozitif ama asimptotik
olarak ithmal edilebilir bir yanliliga (sapmaya) sahiptir.
Parametrik katsayilarin toplu olarak istatistiksel acidan anlamli olup

olmadigini test edebilmek i¢in hipotezler:

Hy:B =..=B, =0

H :B #..#B,#0(en az bir B, #0)

bigimindedir. Séz konusu bu hipotezler, df, =p ve df, =tr(I-H,)(I-H,)

serbestlik derecelerine sahip bir F istatistigi yardimiyla test edilir (Schimek, 2000):

MSS,,
Fiar, ® MSE (3.33)

Esitlik  (3.33)’de  parametrik  bilesenin  kareler  toplaminin  ortalamasi

MSS . =n"'SS , parametrik bilesenin kareler toplami SSpa,,:Z);;(Q'Q)_] ,‘1/ n ve

par p

-1

Q' = (Z VA ) VA ’(I -S A)’dll’. Ayrica Speckman tarafindan onerilen (3.32)’deki varyans

tahmin edicisi yerine degistirilmis farka dayali varyans tahmin edicisi (2.36)’da
kullanilabilir. Yaklasik F' testi, parametrik kismin tahmin edicisi hakkinda karara

varmamizi saglar (Schimek, 2000).
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3.4.2. Parametrik Olmayan Bilesen icin Cikarim

Bu alt bolimde amacimiz f egrisinin  bicimsel olarak seklini
degerlendirmektir. Test edilmek istenen sifir ve alternatif hipotezler asagidaki sekilde

ifade edilir:

H,: E (yl. ) =u (dogrusal fonksiyon)

H,:E(y,)= f(x,) (diizgiin fonksiyon)

Boyle bir test bir parametrik bir modelle karsilastirilan yar1 parametrik modelin bir
anlam ifade edip etmeyecegine karar verilmesine olanak sagladigi i¢in 6nemlidir.
Hastie ve Tibshirani (1990), yar1 parametrik duruma uygulanabilen, bir parametrik
olmayan uyum fl ’e kars1 bir dogru denklem uyumu fo icin yaklasik bir F testi
onermistir. Bu test i¢in gerekli varsayimlar asagidaki gibidir:

o Alisilmis en kiigiik karelerden (EKK) elde edilen ]A”O yansiz bir tahmin edicidir.

e Speckman yaklasimindan elde edilen fl, yansiz bir tahmin edicidir.

e En uygun (optimum) diizeltme parametresi segilir.

Boylece, soz konusu F-test istatistigi,

[Zs —Zv?]/(df] ~df,)
o pyn-ar, = — (3.34)
>V n—-df,)
i=1

formiili ile verilir. Burada &, =(yl.—zl.'/§’0LS) ve Vv, =z;/§5+f(xi)—z;/§’0m dir.
Serbestlik dereceleri df, , siradan en kiiciik karelerde oldugu gibi, modeldeki
parametre sayisina (p tane) ve df, :tr(2HS—HSHS') ifadesine esittir. Esitlik

(3.34)’de verilen bu F-test istatistigi ¢ ’nin tahminini gerektirmez.
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Hastie and Tibshirani (1990) yaklasik F testinin bagarisinin yeterli oldugunu
sOylemislerdir. Fakat bazi1 arastirmacilar kiiciik 6rneklem sonuglarina siiphe ile
bakmaktadir (Bowman ve Azzalini (1997) normal ve bagimsiz dagilan veriler i¢in
s0zde-olabilirlik oran testi (pseudo-likelihood ratio test) olarak adlandirilan baska bir
yaklasim Onermislerdir). Raz (1990) tarafindan yerel regresyon veya kernel tahmin
gibi bir parametrik olmayan yontem tarafindan elde edilen bir diizglin regresyon
fonksiyonu durumunda kullanilmak iizere yeni bir test tanimlanmistir. Bu test farkli
alanlarda oOnerilen bir kesin (exact) permiitasyon teste bir yaklagim olarak
olusturulmus olup, sinirhi 6rneklem bilgisine dayali bir karar i¢in ¢ok daha uygun
olarak goriiliir ve bu testte hatalarin dagilimu ile ilgili herhangi bir 6zel varsayim
yapilmamaktadir.

Bu kisimda son olarak parametrik olmayan bilesenin giiven araligi hakkinda
yorum yapacagiz. Amacimiz, dogrusal olup olmamasindan bagka, f egrisinin sekli
hakkinda kesin karar vermektir. Orneklem degiskenliginden dolayr parametrik
olmayan tahminlerde bazi egriliklerin her zaman beklenmesi gerekir. Giiven
araliklar1 bazi ana hatlara sahip olmak i¢in degerlendirilebilir. Bununla birlikte
yanlilik (bias(x)) bilinmeksizin bdyle bir araligi olusturmak miimkiin degildir. Bu
yiizden uygulamada yanlilik (sapma) diizeltilmesinden kag¢inilir ve s6zde (so-called)

degiskenlik bantlar1 (sinirlar1) genis dl¢lide kullanilir. Boylece f (x) ’den daha ziyade

E ( f (fc)) icin giiven aralif f (x) +2SE ( f (x)) bi¢cimindedir. Burada SE ( f (x)) , f

egrisinin tahmin edilen standart hatasidir (Schimek, 2000).
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4. DUZELTME PARAMETRESI (BANT GENISLiIGi) SECIiM
YONTEMLERI

Parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon uyumunun iyi bir sekilde

yapilabilmesi i¢in bant genisligi olarak da adlandirilan diizeltme parametresinin
degerinin dogru olarak seg¢ilmesi gerekir. Diizeltme parametresi A ’nin f 5 nin
varyansi ve yanlilig1 arasinda bir uzlagsma sagladigini alt boliim 2.8.1°den biliyoruz.
Bundan dolayi diizeltme parametresi A >0, f ;. ‘nin kalitesi lizerinde ¢ok 6nemli bir

etkiye sahiptir. Bdylece parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon
konusunda, verilere dayali olarak elde edilen diizeltme parametresinin se¢iminin
onemli bir problem oldugunu sdyleyebiliriz. Ayn1 A degerinin her veri seti ile ayn
derecede iyi caligmasi beklenemez. Bu boliimde ele alinan diizeltme parametresi
secim yoOntemleri; Capraz Gegerlilik (CV) oOlgiitii ve bunun degistirilmesi ile elde
edilen Genellestirilmis Capraz Gegerlilik (GCV) olgiitli, klasik Akaike bilgi
olgitiiniin (4/C) gelismis bir bicimi olan A/C, dlgiitii, Mallows’un C, dlgiitii olarak
bilinen ‘klasik yontemler’, ‘risk tahmin yontemleri’ olarak bilinen Tam Kat Diizeltme
(EDS) ve Klasik Pilotlar1 Kullanan Risk Tahmini (RECP) ve ‘yerlestirme (plug-in)
yontemleri’ olarak bilinen yontemlerdir. Hem yerel dogrusal regresyon hem de
kernel yogunluk tahmin (kernel density estimation) konularinda klasik segicilerin
bircogunun degiskenlik gostermeye son derece egilimli olmasi ve ayn1 zamanda daha
az diizgiin (undersmooth) egilime sahip olmasi gibi sakincalar1 vardir. Bu sakincalar
gidermek icin bu iki konuda kullanilmak {izere risk tahmin veya yerlestirme (plug-in)
yontemleri Onerilmistir. Bununla birlikte egrisel ¢izgi diizeltme yontemi i¢in bu
yontemlerin kullanimi yaygin degildir. Lee (2003) egrisel ¢izgi diizeltme konusunda
risk tahmin yontemlerini incelemis ve egrisel ¢izgi diizeltme i¢in klasik yontemler ile
risk tahmin yontemlerinden hangilerinin daha iyi oldugunu belirlemek amac ile bir
simiilasyon ¢alismas1 yapmaistir.

(3.2) ile wverilen yar1 parametrik regresyon modelinde diizeltme

parametresinin se¢imi i¢in asagida bahsedilen diizeltme parametresi se¢im
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yontemlerinde S, dizeltme matrisi yerine (3.19) ve (3.28)’de verilen H  ve H,

matrisleri kullanilarak diizeltme parametresinin degeri elde edilir.
4.1. Capraz Gegerlilik Olgiitii (Cross Validation-CV)

Capraz Gegerlilik (CV) olgiitii diizeltme parametresinin se¢ciminde ¢ok sik olarak
kullanilan 6lgiitlerden biridir.

Capraz Gegerlilik, (xi, y,.) veri noktalarindan birinin ¢ikarilmasi ve geri kalan

(n-1) veri noktasina bagl olarak x, noktasindaki piiriizsiizliigiin yani x, noktasindaki

uyum fl’i (xi)’in tahmin edilmesidir. f," (x,.)’yi tanimlamak ic¢in »n veri noktasina
bagli dogrusal diizeltmeler ile baglanirsa n-1 nokta i¢in karsilik gelen diizeltmeler
tammlanmak zorundadir. y~ , orijinal y bagiml degisken vektdriinden y,

gozleminin ¢ikarilmasi ile elde edilen n-7/ boyutlu gézlemlerin vektorii olsun. Ayrica,

1

s6z konusu y~" vektoriine uygun diizeltme tahmini j} o (xl.) olsun. Kestirim hatasinin

capraz gecerlilik (alisilmis capraz gecerlilik) dlgiitii,
cri)=Xl, - /()] (.0

olarak tanimlanir. Burada fA{" (x,.), x; ’deki uyumu gosterir ve 7. veri noktasinin
cikarilmas: ile hesaplanir. Egrisel ¢izgi diizeltme i¢in ele alinan ve paramerik
regresyonda PRESS olarak bilinen c¢apraz gegerliligin asil amaci CV(A)
fonksiyonunu minimum yapan A degerini se¢mektir. Dogrusal diizelticiler i¢in
capraz gecerlilik parametrik regresyona benzer bicimde elde edildiginden dolayi ilk
olarak parametrik regresyon agisindan capraz gegerlilik dlciitiinii ele alalim: (2.2) ile

verilen parametrik regresyon modeli i¢in,
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bicimindedir. Boylece PRESS Olgiitinden hareketle parametrik regresyon icin
capraz gecerlilik ol¢titi,

A Y, =V
. — ) = Zr 7 42
Yi— Y (1—;1“] (4.2)

=Yy -5" => [Jj 43)

olarak elde edilir. Burada %, H sapka matrisinin i. kdsegen elemamdir. Yukaridaki

adimlara benzer olarak j} =S,y ile verilen dogrusal diizelticiler i¢in capraz

gecerlilik olgiitli asagidaki bicimde elde edilir:

cr(r)= _n {y,. ~ 7)) = z{la(")} (4.4)

Boylece A parametresinin CV tahmini C V(/”t) fonksiyonunu minimum yapan

degerdir (Ruppert ve ark., 2003).

4.2. Genellestirilmis Capraz Gecerlilik Olgiitii (Generalized Cross Validation-
GCY)

Capraz gecerlilik {izerindeki degisikliklerden elde edilen genellestirilmis
capraz gecerlilik Ol¢iiti GCV, parametrik regresyon i¢in (4.3) ile verilen C V()L)
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olgiitiinde 4, 'nin yerine H sapka matrisinin izinin (¢r) ortalamasinin alinmasi ile elde

edilen bir 6l¢iittiir ve asagidaki bicimde verilir:

A 2 " 2

S V=V c Yi—=Yi

GCV=E : : = — 4.5
il[l_df/”j i[l ] )

Benzer bigimde dogrusal diizelticiler icin GCV (4.4) esitligindeki S, 'nin ortalama
degeri tr(S i )/ n ile yer degistirmesi temeline dayanir ve (2.4) ile verilen parametrik

olmayan regresyon modeli icin genellestirilmis capraz gecerlilik Olgiitii (4.5)’e

benzer bicimde,

S 1-1r(S,)/n

GCV(1)=Z’I:{ Vi _fAA(xi)}z

_ a-s, Wl

{1 —n'tr(S, )}2

_ RSS(1)
{1 - nildfﬁt }2

(4.6)

A A

olarak elde edilir. Burada y:(yl,yz,...,yn)' , (f(xl),...,f(xn)):Siy ve

daf s =1r(S, ) olup modelin serbestlik derecesidir. A parametresinin GCV tahmini

GC V(/”t) fonksiyonunu minimum yapan degerdir (Ruppert ve ark., 2003).
(4.6) esitligine benzer bicimde (3.2) modeli i¢in GCV Olgiitii asagidaki

bigimde tanimlanir:

GCV(X) _ n(y(;lix[j[—(ly )_2 M, )
_ ””(1 -, )ynz
(n—er(t,))
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n"'RSS(A)
{1 - n’ltr(H/1 )}2

!

Burada y = (yl, Vo rerer yn) ve u,, Speckman ve kismi egrisel ¢izgi yaklagimlari igin

sirast ile H y ve H ,y’ dir (Eubank ve ark., 1998).

4.3. Mallows’un C, Olciitii (Mallows’ C, Criterion)

Mallows’un C, 6lgiitii egrisel ¢izgi diizeltme konusunda yansiz risk yontemi
olarak bilinir. o” bilindiginde A igin bir yansiz risk tahmini mevcuttur.
Regresyonda boyle bir tahmin Mallows tarafindan 6nerilmis ve Craven ve Wahba

tarafindan egrisel ¢izgi diizeltmeye uygulanmistir.
y=f+e, covle)=c’l

parametrik olmayan regresyon modelini gz oniine alalim. Bu model i¢in f =S,y

ve ortalama hata kareler toplam1 (mean summed squared error) MSSE,

MsSE(7)= EZ‘ )76

-ofj-Af

bicimindedir. Buradan hareketle,

MSSE(f )= £(5,y~ 1) (5,5~ f)
= ['S}S,f +1rS}S, cov(y)=2'S, [ + [f
=[S}, f+0°tr(S}S,)-2/8,f + f'f
= ”(Sz _I)f”2 +Gzt’”(S;1Sx)

4.7)
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olarak elde edilir.
Mallows (1973) tarafindan tanimlanan ve kaynaklarda c¢esitli bicimlerde
gosterilen bir se¢im Olglitii agagidaki gibidir:

C, =RSS(p)+26°p (4.8)

Burada p aday modeldeki terimlerin sayisidir. RSS (p) ayn1 aday model icin hata

kareler toplanudir. 6> gz Oniine alinan en biiyiik modele bagl hata varyansmin
tahminidir. (4.8)’in parametrik olmayan regresyona uygulamasi soyledir: Parametrik

olmayan regresyon modeli i¢in hata kareler toplamu,

2

RSS :i(yf 7)) =[5

bigimindedir. (2.30) ile verilen esitlikten,
E(RSS) =|(s, = 1)f| +otr(S.S, )+ (n—22rS,) (4.9)
bigiminde yazilabilir. (4.7) ve (4.9) esitliklerinden hareketle,
E(RSS)= MSSE(f )+ o (n - 2df )

b

bigiminde  yazilir. &°,6° ‘nin  yansiz tahmini ise o  zaman,
E(RSS +26°df,,) = MSSE(f )+ no®  oldugundan  RSS+267df, ifadesi
MSSE ( f )+ no’ ’nin yansiz tahminidir. nc”, S, ’ya bagh olmadigindan C,’nin

minimumu yaklasik olarak MSSE(j} ) ‘nin  minimizasyonuna benzerdir. Yani

parametrik olmayan regresyon modeli i¢in C, 6lgiitii (4.8)’den

C,(L)=RSS(\)+257df, (4.10)
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olarak elde edilir. Bu yontemi uygulamak i¢in varyansin tahmininin gerekli oldugu
gorilmektedir. Parametrik regresyona benzer olarak egrisel ¢izgi diizeltme
yonteminde de hata kareler toplami (2.32) ile verilen es deger serbestlik derecesine
boliinerek, (4.10) ifadesinde yer alan varyansin tahmin edicisi asagidaki gibi elde

edilir:

& n—df, - tr([-Slp)i=1

.. R YR e

’ n—1tr\S,

4.11)

(4.11) esitliginde A,, CV 6lgiti tarafindan secilen A min bir 6n tahminidir. Boylece

model (3.2) i¢in C, olgiitiinii asagidaki bi¢imde verebiliriz:

Cp(x)E {(y—m)’(y—m)ﬂﬁzfrfh}
{|(1 ~H, )| +20%H, }

!

Burada y=(y,, PV peees yn) ve u, Speckman ve kismi egrisel ¢izgi

yaklagimlari i¢in sirast ile H y ve H ,y ’dir (Ruppert ve ark., 2003).

4.3.1. GCV Olgiitii ve Mallows’un C, Olgiitii Arasindaki Iliski

Genellestirilmis ¢apraz gegerlilik 6lciitiinden hareketle,

n{%—ﬂ@»F:{Rﬁu>

l—tr(S/l )/l’l l—n_]dfﬁt }2 .
= anSS(A){n_dfﬁt }72

i=1

elde edilir.
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_2 ar )|
{n—dfﬁ,} =en1-——
: n
-2
— n72 1 — ﬁ
n
ve
1 2 3
—=1+2u+3u” +4u” +...
(1-u)
olup bir terimli Taylor seri yaklagimu ile,
n—df, > =ni+2dr, /n}
(4.13)
elde edilip (4.11) esitligi,
52 o RSS(2) - RSS(1) 4.14)
n—df, n
yaklagik olarak alinip (4.12) esitligi asagidaki bi¢imde yazilir:
2 —2 2 -2
n*RSS(A)n—df, > = n*RSS(L)n > (1+ 24, /n)}
= RSS(1)+2n"'df ,,RSS(A) (4.15)

= RSS(1)+267df,,

Buradan,
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GCy(2)= Z{%F

i=1

Olclimiiniin {RSS( )+ 26%df ﬁt} ifadesine yaklasik olarak esit oldugu goriiliir.

Boylece GCV yaklasik olarak C, (}t) “ya esittir deriz (Ruppert ve ark., 2003).

4.4. Akaike Bilgi Olciitii (Improved Akaike Information Criterion-47C)

Cok yaygin olarak kullanilan diizeltme parametresi se¢cim 6Slgiitlerinden biri

Akaike (1973) tarafindan 6nerilen,

AIC(L) = log{RSS(A)}+ 2df ,, /n

(4.16)

esitligidir. Hurvich, Simonoff ve Tsai (1998) kernel regresyon icin AIC 6lgiitiinden

cok daha diisiik yanlilik igceren diizeltilmis AIC, AIC, olarak adlandirilan diizeltme

parametresi se¢im Ol¢litlinii onermislerdir:

AIC, (1) = log{RSS(A)}+ ,ﬁczf—”_l}
=10g§{yi —J;x( }2 n— { tﬁf;j;l}z

20(S,)+1}
2

+
zlog”(l—Sl)y”Z . tr( )
A

(3.2) ile verilen model i¢in (4.17) ile verilen esitlik,

2tr(H, )+ 1}
2

AIC,(A)=1log|(1 - H, )y|" + ol )
A
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!

bi¢cimindedir. Burada y = (y], PV peees yn) ve H, yerine Speckman ve kismi egrisel
cizgi yaklagimlari i¢in sirast ile H, ve H, matrisleri kullanilir. Diger yontemlerde
oldugu gibi AIC, (A) Olciitiini minimum yapan A degeri diizeltme parametresi
olarak secilir (Ruppert ve ark., 2003).

Alt boliim 4.5 ve 4.6’da ele aliman A degerinin se¢imi i¢in pilot tahminlerin
secimini gerektiren iki risk tahmin ydntemi RECP ve EDS, yerel dogrusal
diizeltmede diizeltme parametresinin se¢imi i¢in kullanilan alt b6liim 4.7°de verilen

alisilmis yerlestirme (plug-in) yontemlerine benzerdir. Bununla birlikte aligilmig

yerlestirme (plug-in) yontemlerinden farkli olarak bu iki risk tahmin yontemi ne f

"o

fonksiyonunun 2. tiirevi /" ’y1 nede en uygun (optimal) diizeltme parametresi i¢in

analitik bir ifadenin varligin1 gerektirmez (Lee, 2003).

4.5. Klasik Pilotlar1 Kullanan Risk Tahmini (Risk Estimation using Classical
Pilots-RECP)

Risk fonksiyonu R, tahmin ile gercek regresyon fonksiyonu arasindaki
uzaklig1 6lcer. Risk fonksiyonu asagidaki gibi yanlilik ve varyansin toplami olarak

gosterilebilir:
Rl )= 2o =7 = (s, - D +ours,50)f (4.18)

(4.18) ile verilen esitlikte o* ve fnin uygun pilot tahminlerinin yerlestirilmesi ile
R(ﬁ j}l) riskini tahmin etmek ve risk tahmin edicisini minimum yapan A4

parametresini se¢gmek gerekir. Pilot tahminleri se¢gmek i¢in Onerilen bir yontem;

klasik bir yontem (CV, GCV, AIC,, Cp) kullanarak bir pilot A, degerini se¢gmek ve bu

A, degeri ile f ve o’ 'nin pilot tahminleri olan f, ve &; ’nin hesaplanmasidir.
P P

Pilotlarin se¢imi i¢in bu yol yerel dogrusal regresyon konusunda ¢ok basarili olarak
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gosterilmistir (Lee ve Solo, 1999). Boylece parametrik olmayan regresyon modeli

icin R( f f i )’nin tahmin edicisi asagidaki bicimde verilir:

’7, 7 )= el 2] = s -0,

ol ur(s,S) )} 4.19)

(4.19)’a benzer bicimde (3.2) modeli i¢cin RECP 0lgiiti,

Iy

R(j}zpaj}z)zé{”(h’x _I)fzp

‘2 vol w(H,H, )}

olarak tanimlanir. Béylece RECP yontemi diger yontemlerde oldugu gibi, R(j} P f 1)

ifadesini minimum yapan A diizeltme parametresini secer (Lee, 2003).
4.6. Tam Kat Diizeltme (Exact Double Smoothing-EDS)

Wand ve Gutierrez (1997) (4.18)’deki pilot tahminlerin se¢imi i¢in tam kat
diizeltme olarak adlandirilan baska bir yaklagim Onermislerdir. Bu yaklasim pilot

tahminlerin 1ki seviyesinin secimini igerir ve asagidaki gibi tamimlanir. A4,
R(f , fl) ’yi minimize eden en uygun A degeri olsun. Bu durumda amacimiz
E {(lo —/1)2} 1 minimize eden A, pilot diizeltme parametresini segmektir. Bununla
birlikte A, bilinmediginden E {(},0 —/1)2} ‘nin pratik olarak minimizasyonu uygun
degildir. Bu nedenle Wand ve Gutierrez bdyle bir minimizasyonu uygulamak icin

asagidaki yontemi Onermislerdir. Ilk olarak E{()LO—/"L)Z} icin bir kapali-form
yaklasimi L(/lo,/l) elde edilir. Daha sonra, bilinmeyen A, ile ikinci bir pilot
diizeltme parametresi A, yer degistirilir. Yani, bilinmeyen £ {(}to —)L)z} L()Lpz ,}t)

ile yaklasik olarak hesaplanabilir. L(}bp2 ,/l) i¢in elde edilen ifade asagidaki gibidir:
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A A . P . A A
L(}‘pz ’A) = {f/{pz D/M,,Z f/lpz + G;@ ZV(DM,,Z )} + 46/%,,2 f/{pz DZMPZ f/xpz
+ 26/‘112 tr(Dszz )+ 46/%5 t’”(SAPZ S:1P2 ){/}/{pz DMPZ /}zm + 65},2 t’”(DMPZ )} (4.20)
N

(420) esitliginde S, =4S, (S,

P2

2
~1) ve D, =24)S,S, (S, -1) S, "dir
Sonug olarak EDS yontemi R f , £ ifadesini minimize edecek sekilde A degerini
PREND) g

se¢er. Burada 4, , L(lpz,/l) 'yi minimize eder ve A, degeri CV y6ntemi
kullanilarak seg¢ilebilir.

Lee (2003) egrisel ¢izgi diizeltme icin klasik yontemler ile risk tahmin
yontemlerinden hangilerinin daha i1yi oldugunu belirlemek amaci ile bir simiilasyon
calismasit yapmistir ve simiilasyon c¢aligmasi sonucunda asagidaki sonuglari elde
etmistir:

e Ele alinan hi¢bir yontem diizgiin olarak en 1yi performansi gostermemistir.

e Ug klasik yontem CV, GCV ve C , Sok benzer sonuglar vermistir.

e Yiiksek giirtiltiilii basit bir regresyon fonksiyonu i¢in RECP daha iistiindiir.
e Heterokedastik hatalar altinda A/C_ en iy1 yontemdir.

Boylece, yukarida bahsedilen hicbir yontemin, egrisel cizgi diizeltme
konusunda diizgiin olarak en iyi oldugu sdylenemez. Ancak sabit hata varsayimi
saglanirsa RECP Olgiitiniin, diger durumlarda ise A/C. Olgiitiiniin kullanimi
onerilmistir. Ayrica yukaridaki se¢im yontemlerinden CV, GCV ve AIC benzer

bi¢cimde hesaplama zamani gerektirirken, C, ve RECP iki niimerik minimizasyon,

EDS ise ii¢ niimerik minimizasyon gerektirir (Lee, 2003).
4.7. Yerlestirme (Plug-in) Yontemleri

Diizeltme parametresi se¢im yontemlerinin tamamen farkli bir sinifi, yanlilik

ve varyansin tahmin edilmesi ile bir risk Ol¢limiinii tahmin etmeye c¢alisan
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‘verlestirme (plug-in) yontemleri’ olarak ifade edilen yontemlerdir. Yontem daha ¢ok
kernel yogunluk tahmini durumunda gelistirilmistir fakat kernel regresyon ve yerel
polinom regresyona uyarlamasi da bulunmaktadir.

Gergek regresyon fonksiyonu ile tahmini arasindaki uzakligi Olgen risk

fonksiyonuna 6rnek olarak,
. 1 & . >
Rlr.7)= =2 (7)) )

verilebilir (Loader, 2004). ideal olarak iyi bir tahmin diisiik riskli olmalidir. Karesel-

hata riski i¢in varyans yanllik ayrigima,

4.21)

ile verilir. Yerlestirme tahmin ortalama fonksiyon f° () ‘nin bir baglangi¢ pilot
tahminini olusturma ile baslar. O zaman bu % diizeltme parametresi iizerinde
minimize edilebilen (4.21) risk tahmininin yerini tutar.

Istatistiksel ¢alismalarda yerlestirme fikrinin ¢ok degisik bi¢imleri vardir. En

basiti yanlilik ve varyans igin,

(4.22)

Ve

var( f(x)) ~—Z (4.23)
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asimptotik yaklasimlarini kullanan risk fonksiyonudur. (4.22) ve (4.23) esitlikleri
asagidaki gibi elde edilir:

S(x)= 2 wi(xy,
i=1
ile gosterilen bir dogrusal diizelticinin yanliligi,

E(f(X))—f(x)iZn;w,- (EG,)- /(%)
=i,wi(X)f(x,-)—f(X)

(4.24)

ile verilir. Bu ifade bilinmeyen ortalama fonksiyon f (x) ’e baghdir. Yanlilig1 daha
fazla kavrayabilmek i¢in su yaklasimlar verilebilir:

1) f () ’ nin diigiik dereceli bir Taylor agilimi uydurulan x noktasi civarindadir.

2 ) Toplamlarin tahmini integraller vasitasiyla olur.

Ornegin, yerel dogrusal regresyonun yanliligmi goéz oniine alalim. Bir ii¢ terimli

Taylor serisi,

olup bu ifadeyi (4.24)’de yerine yazarsak,

E(j (X))— flx)= ZW ()7 (x,)-£(x)
) ZW (’C)[f (L,

= ol ) 635~ e L o)l

i=1 2 i=1
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elde edilir. Yerel dogrusal regresyon igin,

IZHI:W,-(X)ZI

Z(xi - x)wi (x) =0

i=l1

oldugu gosterilebilir. Bu basitlestirme ile yanlilik,

n

E70)- 709 = L2030 = w0 o) .20

l

olur. Bu anlatim ortalama fonksiyondaki yanliligin bagimliligin1 karakterize eder.

Yanliligin baskin terimi ortalama fonksiyonun 2. tirevi f" ile orantilidir. Simdiki
adim hem (4.26) hem de (2.20) matris esitliginde tanimlanan w, (x) ’e integraller

vasitasiyla yaklasim olmalidir. Buradan hareketle,

2 5
o) [ Kl =
T2 J.K u)du

olur. Burada f "(x) ’deki bagimliliga ek olarak simdi de /~ bant genisligindeki
bagimlilig1 goriiyoruz: s bant genisligi artarken yanlilik bant genisligi ile karesel
olarak artmaktadir. (4.27)’ye benzer yanlilik genislemeleri Ruppert ve Wand’in,
(1994) calismasinda ¢ok daha genel olarak elde edilmistir; Elde edilen sonuglar keyfi
derecede yerel polinomlar ve ¢ok boyutlu uyumlari da kapsar.

Bir dogrusal diizelticinin (4.23) ile verilen varyansimi elde etmek igin

(2.3)’deki ¢, rasgele hatalar1 hakkinda varsayimlar yapmamiz gerekir. En yaygin
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varsayim Var(gl.)za2 varyansi ile hatalarin bagimsiz ve 6zdes dagilmasidir. Bir

dogrusal diizeltici i¢in f Zw y tahmininin varyansi,

Var( ) ZW x) var yl ||w xm (4.28)

biciminde yazilir. Varyans i¢in tahminler integraller ile toplamlarin yer degistirmesi

ile elde edilebilir. Yerel dogrusal regresyon i¢in bu,

)= 2 éi o (4.29)

seklinde yazilabilir. Burada f (x) , X, tasarim noktalarinin yogunlugudur.

(4.21) esitliginde (4.22) ve (4.23)’1 yerlerine yazarak,

T I S O LD
dly.g)=n [ K(u)du 2./7) ”‘th(u)du)2 /)

elde edilir. Eger tasarim noktalar1 bir [a,b] araliginda diizgiin olarak yer alirsa, bu

durumda belirli integral i¢in ortalama deger teoreminden toplamlara integraller ile

yaklagimla,

elde edilir. Bu ifadeyi 4 lizerinde minimum yapmak asimptotik olarak en iyi

diizeltme parametresi degerini verecektir. Yani,
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2
(e}

n Nnh4 quK(u)du ’ 1 (b—a)(jz .[K(u)
B(1.7)= [2jK(u)duJb h

2
(e}

4nh3[I”2K(”)d”J2 1 ¢ (b-a) J.K(”) du ~0

2[ K (u)du | b-ay B ([ (u)du)

hy, = Gz(b—a)zj.Kb(M)sz (4.30)
n(juzK(u)du) jf"(x)zdx

b
olacaktir. #,, ifadesi o’ ’nin ve J. f "(x)2 dx ’in yerine tahminlerini kullanmay1

a

gerektirir. o° tahmini icin,

o | o
¢ _n—2tr(Sl)+tr(SlS;)Z(yi q 1)) (4.31)

b
esitligi kullanilabilir fakat j f "(x)2 dx tahmini daha problemlidir. Bilinen bir yontem

diizeltmenin bir pilot tahminini kullanarak ikinci tlirevi tahmin etmektir. Bu durumda

f "(x)2 dx tahmini kullanilir. Eger yerel ikinci dereceden tahmin bir pilot tahmin

R —

durumunda kullanilirsa egrilik katsayis1 a, , f "(x) in bir tahmini olarak
kullanilabilir. Fakat ikinci tiirevin tahmini i¢in bir pilot tahminin kullanimi

problemlidir. Pilot tahmini i¢in diizeltme parametresinin degeri se¢ilmek zorundadir
ve tahmin edilen uygun diizeltme parametresi fzop,, pilot diizeltme parametresinin

secimine olduk¢a duyarlidir. Konu ile ilgili daha detayli bilgi Loader’in (1999)
calismasinda bulunabilir (Loader, 2004).
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Yar1 parametrik modellerde parametre tahmini i¢in c¢alismalarda c¢esitli
yontemler Onerilmistir. Bu modeldeki parametrik olmayan bilesenin tahmini i¢in
kullanilan yaklasimlardan birinin egrisel ¢izgi diizeltme yontemi oldugunu ve kernel
regresyon ile yerel polinom yontemlerinin de yar1 parametrik modellerde yaygin
olarak kullanildigini 6nceki boliimlerden biliyoruz. Bilinmeyen parametrik olmayan
bilesen f’nin tiim bu yontemlerde yiiksek diizgiinliige sahip oldugu varsayilir. Fakat
gercekte bu varsayim saglanmayabilir. Isaret ve goriintii isleme gibi baz1 uygulamali
alanlarda nesneler cogunlukla homojen degildir. Bundan dolayr bu modelde
parametrik olmayan bilesenin daha az diizgiin olmas1 durumunda bir dalgacik tabanl
tahmin yontemi gelistirilmistir (Chang ve Qu, 2004). Bu boliimde dalgacik tahmin
yonteminin parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon modellerine uygulanisi
ele alinacaktir.

Dalgacik doniisiimii DD (wavelet transform) matematikgiler tarafindan ortaya
atilmis bir sinyal isleme yontemi olup son yillarda kullaniminda artan bir egilim
gozlenmistir. Kullanildig1 alanlar arasinda goriintii isleme teknikleri, ses ve goriintii
sikistirma, tibbi uygulamalar, radar, akustik, giiriiltiiniin yok edilmesi gibi alanlari
sayabiliriz.

Dalgaciklar, veri veya fonksiyonlarin gosteriminde kullanilan belirli
matematiksel gereksinimleri karsilayan fonksiyonlardir. Bir sinyaldeki 6zelliklerin
belirlenmesi i¢in gerekli olan zaman ve frekans verilerini igermesi dalgacik
kullaniminin en 6nemli sebebidir.

Son yillarda, dalgacik diizeltme (wavelet smoothing) parametrik olmayan
regresyon calismalarinda biiyiik 6nem kazanmistir. Bu tahmin ediciler alisilmig
parametrik olmayan regresyon yontemlerinin dogal bir uzamasidir, diger bir deyisle
ortogonal seri yontemleridir. Ustelik bu tahmin ediciler hizli algoritmalar tarafindan
kolayca gerceklestirildiginden dolayr pratik durumlarda ¢ok caziptirler (Antoniadis,
2007).

Bu boliimde Chang ve Qu (2004) tarafindan yar1 parametrik modelde

parametre tahmini igin gelistirilen bir dalgacik yaklasimi ele alinmistir. Bu
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yaklagimda yar1 parametrik modelin bir tahmin edicisi; parametrik olmayan bilesenin
dalgacik katsayilarinin /, normunun cezalandirilip, rezidii vektoriiniin /, normunun
karesinin minimize edilmesi ile elde edilmistir. Bu yaklasim, egrisel ¢izgi diizeltme,
kernel ve pargali polinom yaklasimlar1 gibi yar1 parametrik modeller i¢in var olan
geleneksel diizeltme yontemlerinde parametrik olmayan fonksiyonun kisitlayic
diizgiinliiglinden kacinan, parametrik olmayan regresyon yontemleri i¢in dalgacik
yaklasiminin bir uzamasidir.

Yar1 parametrik modeller i¢in dalgacik yaklasimi uygulamanin temel nedeni f
icin var olan yaklagimlarin tiimiiniin yiiksek diizgiinliige sahip olmasidir. Bu
boliimde yar1 parametrik modelin dalgacik tahmini i¢in parametrik olmayan dalgacik
regresyon hakkinda kisa bir bilgi verilecek ve daha sonra bu yaklasimin yari
parametrik modele genislemesi verilip en uygun dalgacik tahmin edicisi i¢in Chang

ve Qu (2004) tarafindan ele alinan gerek ve yeter kosullar verilecektir.

5.1. Parametrik Olmayan Regresyonda Dalgacik Tahmin

Y, =f(tl.)+gl., i=1,..,n (5.1)

ile verilen parametrik olmayan regresyon modelini ele alalim. Bu modelde f

fonksiyonu bilinmeyen bir fonksiyon ve {gi} ’ler giiriiltiiler olup genel olarak

bagimsiz 6zdes olarak dagilan 0 ortalamali ve ¢’ varyansh dagilima sahip oldugu

varsayilir. Bu modelde ayrik dalgacik doniisiimiinii (4DD) uygulamak i¢in {ti }’lerin

esit olarak yer aldig1 ve n’in 2’nin kuvveti oldugu varsayilacaktir. Vektor gosterimi

ile (5.1) esitligindeki model,

yv=f+¢ (5.2)

biciminde yazilir. Bir ortogonal W matrisi yardimi ile ayrik dalgacik dontigiimii

gosterilebilir. W’nin girtltiilic goézlem y’ye uygulanmasi ile, y’nin dalgacik
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dontistimi y : w= Wy olarak elde edilir. 6 = Wf , f'nin dalgacik doniisiimii olsun. Bu

durumda ayrik dalgacik doniisiim matrisinin transpozu W' ile,

w'o =Ww'wf
wo=f

elde edilir. Boylece (5.2)’den gbzlenen veri dalgacik bolgesinde,
y=W0+¢ (5.3)

biciminde bir dogrusal model olarak ifade edilebilir. 8 *nin alisilmis en kiigiik kareler

tahmin edicisi éLS =Wy deneysel dalgacik katsayilaridir. éLS 0 ’nin bir yansiz

tahminidir ve kovaryans matrisi o/ *dir. f = W’éLS tahmin edicisi gozlenen y

verilerini basit olarak interpole eder. Bu ylizden veriler giiriiltiiden (sinyallerden)
tamamen temizlenmezler.
Veriyi giiriiltiiden temizlemek i¢in genel olarak cezali en kiiciik kareler

yaklasimi kullanilir. Verilen bir 4)0 ig¢in,
1 , 1
mind 1=l + lpl, = 3lhv—o[: + 240,

cezal1 en kiiglik kareler problemi i¢in ¢6ziim w’nin yumusak esikle tutmasidir:

s

0, HEY

(5.4)

!

Burada, e = (11) ve

2 .
’ l=laaan

sgn(w, )le.| - /”t)+ = arg;nin % (w,—6,) + )L|9i
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bicimindedir. A ile gosterilen diizeltme parametresi veya esik degerinin (treshold)
secimi i¢in bir ¢ok yOntem Onerilmistir. Esik degerinin belirlenmesi,
Ayy =04/21log(n) ifadesine veya capraz gecerlilik Olgiitiine gore yapilir. Burada n

isaretin uzunlugu ve o giiriiltiinlin standart sapmasidir.
5.2. Yar1 Parametrik Modelde Dalgacik Tahmin

Parametrik olmayan regresyondaki dalgacik tahmin yonteminin yari

parametrik modellere uygulanabilmesi i¢in,
y, =x p+ f(t,)+e, 1<i<n

ile verilen yar1 parametrik modelde alt boliim 5.1°de oldugu gibi {f, }’lerin esit olarak
yer aldig1 (¢, =i/n) ve n’in 2’nin kuvveti oldugu varsayilir. Bu modelde gozlem
sayist n, bagimsiz degisken sayis1 p olmak lizere; y,’ler gozlemler, x,’ler bilinen
tasarim noktalarinin p — boyutlu vektorii (p < n) , B p- boyutlu bilinmeyen
parametre vektorii, f bilinmeyen bir fonksiyon, & ise gozlenemeyen bagimsiz ve
O0zdes N (0,02) dagilan rasgele hatalar olarak varsayilir. Ayrica bu modelde genelligi
bozmaksizin ¢ € [0,1] varsayilacaktir.

Dalgacik bolgesinde gézlemlenen veriler bir dogrusal model bigiminde,
y=XB+W0O+¢ (5.5)

olarak ifade edilebilir. Burada 8 biliniyorsa (5.5) ile verilen model (5.3) ile aynidir

ve 6 ’y1 tahmin i¢in parametrik olmayan dalgacik doniistimii uygulanir. Bu durumda

(5.5) esitliginde temel amag¢ [ ’y1 tahmin etmek olmalidir. Verilen bir A i¢in 6 'nin

[, -normunun cezalandirilmasi ile,
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1 ,
1B.0)=— [y = xp -l + e,

ifadesini minimum yapan f ve 0 ’y1 buluruz. Bu durumda W matrisinin

ortogonalligi ile,

1
18.0)= 3wy~ xp o[} + 2J0]
| 2 (5.6)
= L w-up o[ + o]

bulunur. Burada U = [u, ..., u, ]' = WX , X matrisinin her bir siitununun dontisiimii ile
elde edilen, X matrisinin ayrik dalgacik doniisiimiidiir ve tam siitun ranklidir. Egitlik
(5.6)’da |/3| — 0 veya |0| — oo iken l([j’,@) ‘nin sonsuza gitme egiliminde oldugu
gorilmektedir. Boylece l(ﬁ,@) ‘nin sonlu minimumlart vardir. I(ﬁ,@) her biri bir
norm ile ifade edilen iki terimin toplami bi¢iminde oldugundan B ve 6 'min bir
konveks fonksiyonudur. Uggen esitsizliginden dolayr herhangi bir norm konvekstir
ve konveks bir fonksiyonun en az bir minimum noktaya sahip oldugu iyi
bilinmektedir (Qu, 2001). Bazi i i¢in 6, =0 oldugunda, l(ﬁ ,9) 0 ’ya gore
tiirevlenemediginden minimumlarin 6zellikleri i¢in yonlii tiirevleri kullaniriz.

Burada / (/3,0) baz1 noktalarda, 6rnegin 6 = 0 ’da iki yanli yonlii tiireve sahip
olmayabilir. Bu ylizden L(x) ’in minimumlar1 agagidaki lemmaya gore belirlenebilir.
Lemma 5.1. L(x), R"’de herhangi bir noktada tek yanli yonlii tiireve sahip olan
konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda % *nin Z(x)’in bir minimumu olmast iin

gerek ve yeter kosul,
L'(%1)>0, ¥V heR" (5.7)

olmasidir.
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Boylece, yar1 parametrik modelin dalgacik tahmin edicisini belirleyen
asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem. 5.1.

{A,é}z argminl(ﬁ,0)= argminl”w—U/i’ —9”2 +)L||0||1 (5.8)
.0} o) 2

esitligi ancak ve ancak asagidaki kosullar saglanirsa dogrudur.

U'lw-Up-6)=0, (5.9)
é:sgn(w—UBX‘W—U[;‘—/le)+ (5.10)

Ispat. 6 € R" i¢in asagida verilen indeks kiimelerini tanimlayalim:
c@)=1{i:-0,=0},C(0)=1{:6, =0}. (5.11)
Lemma 5.1°den hareketle (5.9) ve (5.10) kosullarinin,
VgeR” ve teR" igin,l(Aé )

ifadesine denk oldugunu gostermek yeterlidir. Burada,

(B A ) (ﬁ+aq,é+at)—l(ﬂ,é)

aaO (04

dir. )0 i¢in asagidaki esitligi tanimlayalim:

Al(a)= é[](/;’ +agq, 0 +at)—l( A,GA)].
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(5.6) ve (5.11)’den hareketle basit cebirsel islemler sonucunda,

a)= 203+ aa)- 6w+l ], -3 po- -0, -] |

!

A El Ll U ) R A2 o

~S-vh-s

a

v} o-c-] 4

ZLH( U -6) bv-Uf~6)+a* (Uq +1) (Uq +1)

a

- L3 br-vB -0-atvg s -8 -G-atvg s ) + o

—a(w—Uﬁ —é),(Uq+t)—a(Uq+t),(w—UﬁA —é)}

+ AHé + atHl - %{(W ~UB - é)' (W_ Up - 9)} - ’IHQH}
:%a(Uq+t),(Uq+f)+(Uq+t)'(_W+UB+é)+é(ﬂué+w | _4q 1)
—alUq1) Ug+)+ U] (—w+Uﬁ+é)+$(“§%*‘ Rl ‘,-eg%‘é"g

:% oAUq+1) (Ug+1)+(Ug+1) (- w+UB+6)+ /{ie%q +é [E%)Qé[ +or| —‘éi‘)J
(5.12)

elde edilir. Yeterince kiigiik o )0 i¢in,

sgn(él. +at;)= Sgn(él. ), Vie QT(é),

oldugundan ve sgn isaret fonksiyonunun |x| :sgn(x)x ozelliginden dolayr (5.12)

esitliginden,
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Az(a):%a(Uq+z)’(Uq+z)+(Uq+z)’(_w+U;§+é)

+ },[i;:égtJ + ie;éfgn(éi )‘,J

esitligi elde edilir. (5.13) esitliginde a — 0" igin limit alirsak,

(5.13)

l’(ﬁ,é;q,t): (Uq +t)’ (—W+U[§ +9A)+}, ;AW +4 Z(:L)sgn(é, )‘i
icc (6 icc (6
:q'U’(—w+U[§+é)+ ;—wi+u;[§+/lsgn(ti)]ri (5.14)
iec (6

+ 2‘ —w, +uB+9, +’1Sg”(éi)]ti‘
iec (6

elde edilir. Boylece Lemma 5.1°1 kullanarak ancak ve ancak (5.9) ve (5.10) esitlikleri
saglanirsa Vg eR”, teR" igin l'(ﬁ,é;q,t)z 0 esitliginin dogru oldugunu
goruyoruz.

Yukarida Lemma 5.1°1 kullanarak l([j’,@) ’y1 minimum yapan {Bé} i¢in
gerekli kosullarin (5.9) ve (5.10) esitlikleri oldugu gosterilmis oldu. Chang ve Qu
(2004) calismalarinda Lemma 5.1°1 kullanmaksizin / (/3,0) ’y1 minimum yapan {/;’é}
icin gerekli kosullarmm (5.9) ve (5.10) esitlikleri oldugunun kolayca

gosterilebilecegine deginmislerdir. Gergekte 6 bilindiginde dogrusal en kiiciik
kareler tahmini igin ancak ve ancak U'(W—U/;’ —9)= 0 ise B = wu)y'v(w-6),
l(ﬁ ,0 )’mn minimumudur. Diger yandan S biliniyorsa, parametrik olmayan tahmin
yontemi (5.4)’den dolayr ancak ve ancak é=sgn(w—U/3)(]w—U/3|—)Le)+ ise 0,
/ ( B, 9) ‘nin minimumudur.

(5.9) ve (5.10) esitliklerinin yapisindan dolay1 ¢éziimleri bulmak icin iteratif
bir algoritmanin kullanabilecegi kolayca goriilir. Chang ve Qu (2004) asagidaki

algoritmay1 6nermislerdir:

e 0 icin baslangi¢ degeri 0° =0 alinur.
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e k =12,... yakinsak oluncaya kadar,

gf=WwuYy'vu ’(w -0* ’1) (0" verildiginde ahisilmis EKK tahmin edicisi)
(5.15)

0" =sgn(w—U[)’kXIW—U[B”‘|—ﬂte)+ (5.16)

Yukarida verilen algoritma Hastie ve Tibshirani (1990) tarafindan toplamsal
modeli uydurmak i¢in kullanilan yapiya benzediginden dolay1 backfitting algoritmasi
olarak adlandirilir. Chang ve Qu (2004) c¢aligmalarinda backfitting algoritmasina
dayali ve backfitting algoritmasindan daha etkili, iteratif bir algoritma (exact line
search algorithm) Onermislerdir. Bu algoritma i¢in her bir iterasyon adiminda
algoritma tarafindan kullanilacak olan asil yon ¢’yu (descent directional) bulmak i¢in
ilk olarak backfitting algoritmasini analiz etmisler ve daha sonra algoritmay1 (exact
line search algorithm) belirlemisler ve algoritmada kullanilacak olan basamak
uzunlugunun (a) etkili olarak nasil hesaplanacagini géstermislerdir.

Asagida backfitting algoritmasina yakindan bakalim:
Yar1 parametrik modelde parametrik olmayan bilesen bulunmadiginda

(f =0) B ’daki doniistiiriilmis rezidii,

r=w-Up
olarak tanimlanir. Buradan B*’daki doniistiiriilmiis rezidiiyii,

r* =w-UB* (5.17)
biciminde gosterebiliriz.

E(r)= {i : |’”,| < )L} ve &(r)= {i : |rl.|)/"t}

indeks kiimeleri tanimlansin. (5.16)’dan 6* ’nim i. elemany,
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Oik =sgn(w—u;/3kX1W_”i’/3k‘_’l)+

-l )
_ {O, ie é(rk)

rik —/lsgn(r,.k ), i é_(rk) i=1,.., n (518)

bicimindedir. Boylece,

0" =r* —z" ve zf = & ieé(rk), i=1,..,n (5.19)
/”tsgn(rl.k), ieé(rk)

yazilabilir. (5.15) iterasyon formiilii, (5.17) ve (5.19) esitliklerinden,

5.20
=(vwv)y'vup* +vu)'v':t 520
=g +UU)'UZ

elde edilir. Boylece,

¢ =Uu)'ut (5.21)
k.adimda B ile ilgili bir arama y&nii olarak tanimlanir. Chang ve Qu (2004), ¢* # 0

ise ¢" 'nmn asil yoén oldugunu goéstermislerdir. (5.20)’deki birim basamak uzunlugu

(a =1 ) en uygun basamak wuzunlugu olmayabilir veya

muhtemelen

1(B*",0%" )i(B*,0% ) dir. Boylece (5.16), (5.20) ve (5.21)"den,
Bk+] = Bk+](a): ﬁk +aqk, (522)
0" =0"" (a) = sgnlw-UB*" (o) w-UB*" (] - 2e) (5.23)
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elde edilir. Dikkat edersek, 6*"'*nin bu son tanimi (5.16) ile tutarhidir. 8", g**'
tarafindan belirlendiginden 6 ’ya karsilik gelen yonii bilmemize gerek yoktur. Eger
(5.22) ve (5.23) denklemlerinde ¢* =0 ise bu durumda {8*,0*}, 1(8,0) nmn

minimumudur. Gergekte her bir iterasyon adiminda (5.17), (5.19) ve (5.21)’den,

¢ =(Uu)'vs =)'l -6t
—(UuY'vlw-up*-6*)=0

elde edilir. Boylece, {ﬁ ",Qk} (5.9)’daki sart1 saglar ve aym zamanda (5.10)’daki
kosulu (aynt zamanda (5.23)’li) sagladigindan I(B,Q) ‘nin - minimumu  olmak

zorundadir. ¢* #0 varsayim altinda ¢* 'min asil yon oldugu asagidaki gibi

gosterilir:
h* =-Uq" (5.24)

olarak tanimlansin. Boylece (5.22)’deki B ’nin giincellenmesinden 7’nin

giincellemesi,
M a)=w-UB" ()= w—U(ﬁk +aqk)= w-UB* —Uaq" =r* +ah* ,
olarak elde edilir ve (5.23)’den,

0" (a)= sgn(rk +athIrk +ahk| —)Le)+

bulunur. (5.19)°dan z**"' () = 7" (o)~ 6" () yazilabilir ve béylece,
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J(a)zl(ﬁkﬂ (a),@k“ (a))zé‘zkﬂ (aXE +;LHG/¢+1 (a)ﬂl

(Zilm (OL ))2 + l‘eikﬂ (ax

o | =

i=l1

elde edilir. Basit hesaplamalardan sonra asagidaki esitlik yazilabilir:

l(l"-k +OC]’IZ{)2, ieg(},k +Othk),
J(@)= L P o)+ 2o () =2

%(21\4" vah!|-27) icE(* +an')
ve buradan J, (&) "nin tiirevi,

(5.25)

1

()= hik(rik +ah! ) ie é(rk +ah"),
A hikisgn(rl.k +oth! ) ieé_(rk +ahk)

bi¢ciminde olup, (5.19), (5.21) ve (5.24)’den,

J'(0)=>.7/(0)= ;h!‘r/‘ + D b dsgnlr)
ieé rk) =3 i'/“)

— (1) 2 =~(¢" Ut = () vy ULt
elde edilir. Boylece,
¢" =UU)'UZ =0

oldugundan J ’(O)(O olmalidir. Bu durumda ¢* bir asil yondiir. Chang ve Qu (2004)
algoritmada kullanilacak olan ve J (a) ’y1 minimum yapan a degerinin tahmini i¢in

asagidaki yolu izlemiglerdir:
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J (a), o ‘nin pargali karesel, konveks, siirekli diferansiyellenebilir bir
fonksiyonu oldugundan algoritmada kullanilacak olan minimum « degeri J '(oc) =0
esitligini saglayan degerdir. ¢* #0 ve U tam siitun rankli oldugundan
h* =-Uq" #0 olur. (5.25)’den J '(a) ‘nin o 'nin azalmayan bir fonksiyonu oldugu

ve limJ(a)=c0 oldugu goriilmektedir. J'(0K0 oldugundan ¢ sonlu ve pozitif

n—x0

olmak zorundadir. En uygun o degerini bulmak igin,
A=ta:|rt vaht|=a, a0, hF %0, i=l..n| (5.26)

kiimesi tanimlansin. 4’nin 0{a,{c,(..{c,, olacak bi¢imde elemanlara sahip oldugu
varsayllsmn ve o, =0 olarak tanimlansin. Eger j, J '(oc M)ZO olacak bicimde en
kiigiik indeks ise bu durumda a (oc o j+1J araliginda veya J'(c, X0 ise & (a,,,)
araliginda olmalhidir. j =1’den J '(oc j)z 0 olacak bigimde ilk ;j’ye kadar J '(oc j) etkili

bir bicimde hesaplamak istensin. (5.25)’den,

J'(a)= ;h;‘ rva SV +a Y senlrt + o) (5.27)
iet

r"+ah") iek r"+ah") ik r"'+ah/")

elde edilir. o € (a e H) oldugunda é(r" +ah") ve & (r" +ah") kiimeleri yerine

sirast ile §; ve §_j gosterimleri kullanilabilir. (5.27)’den,
J'(oc):cj tad;,, ae (aj,ajﬂ)
biciminde yazilabilir. Burada,

;= ;;hik rF A h* sgnlr! +ocjhik) ve d; = é;(hik )2 (5.28)

r* +oh ) ic (¥ +an* ) #*oh® )
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bigimindedir ve sgn(r* +ah! )= sgn(r,.k +a hf )ie €, esitligi kullanilmistir. ¢; ve
d; sabit oldugundan J ’(a), (ocj,am) araliginda dogrusal bir fonksiyondur ve J '(a)
herhangi bir « ’da siireklidir. Boylece J '(ocj+1 )= c,+a,;,d, il J '(ocj“)

hesaplanabilir. j, J '(a jH)Z 0 olacak sekilde en kiigiik indeks ise bu durumda en

uygun o degeri,

o =_C«//d/

esitligini saglar. Aksi durumda J'(a,, XO ve bu durumda,

olarak elde edilir. Boylece iteratif algoritma (exact line search algorithm) y, X ve

tolerans 6 degeri verildiginde asagidaki bigimde verilir:

Adim 1 y’nin ayrik dalgacik doniisimi ADD, X :w =Wy ve U = WX hesaplanir.
Adm2 B'=(UU)"'Uw hesaplanir.
k=12,.. icin,
Adim3 ¢" =(U'U)"'U'z" hesaplamir. Burada z* (5.19) esitligi ile hesaplanr.
Adim 4 a =argminJ (oc) esitligini saglayan en uygun a hesaplanir.
Adim5 B*"' = B* +dg" ahnr,
M <§ ise B =p*" alnr.
8],
Adm 6 0= sgn(w—Uﬁ X‘w—Uﬁ|—l)+ ve ters ayrik dalgacik doniistimii f =)

hesaplanir ve boylece algoritma bitirilir.
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6. YARI PARAMETRIK MODELDE FARK ALMA YONTEMINE DAYALI
TAHMINLER

Onceki boliimlerde parametrik olmayan ve yar1 parametrik regresyon
modellerinde parametre tahmini icin diizeltme fikri ele alinmistir. Bu boliimde ise
(3.2) modelinin tahmini i¢in diizeltme yaklasimma alternatif olarak, f
fonksiyonundan kaynaklanan verideki egilimi elimine etmeyi amaclayan fark alma
yaklasimi ele alinacaktir. Bu yaklasimda f(’) nin tiirevlenebilir ve x degerlerinin
birbirine yakin olmasi ile (3.2) modelindeki f fonksiyonunun elimine edilmesi
saglanir. Parametrik olmayan regresyon modellerindeki parametrik olmayan etkinin
elimine edilmesini saglayan fark alma fikri kismi dogrusal modelde Powell (1987),
Ahn ve Powell (1993) tarafindan ele almmistir. Hall ve ark.’larinin (1990)
sonuclarinin kullanilmasi ile Yatchew (1997), kismi dogrusal modelin bir basit fark
alma tahmin edicisini elde etmistir. Bu yontemin cazip bir 6zelligi, baslangic
parametrik olmayan tahmin yontemleri i¢in gerekenleri elimine etmesidir. Parametrik
olmayan regresyon konusunda fark alma diisiincesi rezidii varyansinin tahmin
edicilerini elde etmek i¢in kullanilan uzun bir gegmise sahiptir.

Bu bdliimde yar1 parametrik modelde parametre tahmini icin farkli bir
yaklasim olan farka dayali tahmin ediciyi agiklamak i¢in, ilk olarak temel kavramlar
verilmis ve daha sonra yar1 parametrik modelde parametre tahmini i¢in farka dayal
tahmin yontemi ele alinmustir. Ayrica (3.2) yari parametrik modelinde g¢oklu i¢
iliskinin varli§i durumunda kullanilabilecek ve farka dayali ridge tahmin edici olarak

adlandirilan yeni bir tahmin edici Onerilmistir. Farka dayali ridge tahmin edici
B Raiff (k) ile farka dayal tahmin edici B 4y hata kareler ortalamasi 6lgitiine gore

karsilastirilmistir ve & ridge parametresinin kii¢iik degerleri icin tasarim noktalarina

ve bilinmeyen regresyon parametrelerine bagli olarak belirli bir aralik iizerinde
/;’ Rdiff (k)’mn B aiyy Uzerinde MSE anlaminda istiin oldugu gosterilmistir. Parametrik

olmayan c¢alismalarda yaygin olarak kullanilan bir veri seti alinarak bulunan

sonuglarin gegerliligi gosterilmistir.
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Giris kisminda da belirtildigi gibi (3.2) modelinde parametre tahmini igin
genel olarak ii¢ farkli yaklasim s6z konusudur. Bu yaklasimlardan ilki rezidi tabanli
tahmin ediciler, ikincisi dalgacik tabanli tahmin yaklagimi ve {igiincii yaklagim ise bu
boliimde ele alinan ve f fonksiyonundan kaynaklanan verideki egilimi elimine etmeyi
amaclayan fark alma yaklagimidir. Bu yaklasimda f{.)’nin tiirevlenebilir ve x
ordinatlarinin birbirine yakin olmasi ile (3.2) modelindeki f fonksiyonunun elimine

edilmesi saglanir.
6.1. Fark Matrisi ve Ozellikleri

m fark alma derecesi ve d,,d,,...,d,, asagidaki kosullar1 saglayan fark alma

agirliklar1 olsun.

m

Yd; =0, idf. =1 (6.1)
J=0

Jj=0

Asagida (6.2) ile verilen matrise ‘fark matrisi’ denir.

dyod,sdydyy Oseeees oo s 20 (6,2)
0.dy,d,y,dysdy) Oreees oo o S0
Doy = O e oo 0,d gy dyod,, 0
T IV SO A SO 38
TR |
TR |

(6.2)’de verilen matriste son m satira D matrisi kare bir matris olacak sekilde 0

yerlestirilmistir. Bu matris gecikme (lag) matris L; nin kullanimi i¢in uygundur. )0
icin L, matrisi ana kosegen altindaki i. kdsegende 1’lere diger her yerde 0’lara sahip
bir kare matristir. Eger i(0 ise L; matrisi ana kosegen tustiindeki i. kdsegende 1’lere

sahip bir kare matristir. L, matrisi bilinen birim matris olarak tanimlanir ve L = L_,
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ve L,L; =L, ; dir. m dereceden fark matrisinin gecikme matrislerin bir

agirliklandirilmis toplami oldugu (6.3)’den acikg¢a goriilebilir. Yani,
D,,=d,L,+dL +..+d, L (6.3)

dir. Ana kdsegeninde 1 elemanlarina ve simetrik bir bant yapisina sahip olan D'D

matrisini ele alalim. Bu durumda tr(D'D) =n olur. Ana kdsegeni cikartirsak ardisik

ek k =1,...,m bi¢ciminde olup matrisin geri kalan elemanlar1

m—k
kosegenler, Z d,d
J=0

0’dir. Denk olarak (6.3)’1i ve gecikme matrislerin 6zelliklerini kullanarak,

m—1 m=2

D'D=L,+(L + Lll)zdjdm +(L, +L; )Z:djd/+2 e
=0 i~ (6.4)

1

m—1 + Lr’n—] )z djdj-#m—] + (Lm + LI;’I }'Zodm

j=0

+(L

elde edebiliriz. Bant yapis1 matris ¢arpimi ile korundugundan, D'DD'D matrisi de
hem simetrik hem de bant yapisina sahip bir matristir. Bu matriste ana kdsegen

tizerindeki deger (6.4) 1 kendisi ile ¢arparak elde edilebilir. Yani,

2
m ( m—k
[D'DD'D], =1+ 22[261 d MJ (6.5)

ke=1\_j=0

olacaktir. (6.5) esitliginde

2
m_( m—k
5= Z{ZdjdﬁkJ (6.6)

olarak alinirsa bu durumda,
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[D'DD'D], =1+ 25 ve tr(D'DD'D) = n(1+25)
olarak yazilabilir (Yatchew, 2003).
6.2. Yar1 Parametrik Modelin Farka Dayah Tahmini

(3.2) modeli i¢in bagimsiz ve oOzdes dagilan (yl,zl,xl) ..... (yn,z ,xn)
Z,x):Zﬁ+f(x) ve

,x] ’dir. Kolaylik olsun diye (3.2)’de biitiin degiskenlerin skaler

gbzlemlerinin verildigini varsayalim. (3.2) modelinde E(y

ol = Var[y VA

oldugunu varsayacagiz. Ayrica x’ler birim aralik olarak bilinen bir kapali aralikta

smirlandirlmistir ve gozlemler x, <x,... < x, olacak sekilde yeniden diizenlenmistir.
n orneklemdeki gbzlemlerin sayisi olup f hakkinda biitiin bilinen birinci tiirevinin
sabit bir L sayis1 ile smirlt oldugudur (] f (xi)— f (xHX < L|xi —xH|) .y yant

degiskeninin Z ile dogrusal fakat x ile dogrusal olmayan bir iliski icerisinde

bulundugu varsayildiginda bu modellerin kullanimi uygundur. Burada Z’nin kosullu

ortalamasinin x’in diizgiin bir fonksiyonu yani £ (Z |x) =f (x) oldugu varsayilacak ve
x verildiginde Z’nin beklenen kosullu varyansi var(Z |x)= o’ ile gosterilecektir. Bu

durumda Z = g(x)+ u yazabiliriz. Boylece model (3.1)’de verilere dayali ilk farklar

cikarilirsa,
vi—via =z -z )B+(f(x,)- flx ) +e —e,  i=2..n
=(g(xz) g(zl))ﬁ+(u U )/B+(f(xi)_f(xi—1))+8i_81'—1 (6.7
V= E( —u,_ ]),B+8i -€,

elde edilir. Boylece (6.7)’den de goriilecegi gibi Z tarafindan meydana gelen direk
olmayan etki g(x) ve parametrik olmayan x degiskeninin direk etkisi f (x)

cikarilmis olur. Z bagimsiz (agiklayici) degiskeni x ile tamamen iliskili olmadigi
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miiddetge, farki alinmig verilere alisilmis en kiiclik kareler tahmin edicisi

uygulanarak,

(yi — Vi )(Zi _Zi—l)
Bdif]' =12 P (6.8)

elde edilir. Boylece, z, -z, ,=u,—-u,_, ve y, -y, = (u,. —u,, )ﬁ +¢€,—¢,,

yaklasimlar1 (6.8)’de yerine yazilirsa,

=D—l
N
P
=
&
g
|
=
SN —
)
NN
1
IS |~
b
—
~
—_
=
A —
|
~
—_
=
-
+
)
|
)
|
N—

; _g(xi—l )+”i U )] (6.9)

elde edilir. Kolaylik olsun diye x;’lerin birim aralikta bulundugu durum go6z Oniine

alinmis ve f ile g'nin birinci tiirevlerinin sabit bir L sayist ile siirli oldugu

varsayilmistir. Bu durumda,

B s et )

% % 1 2
L

N A e
n n n° n

(6.10)

ve varyans,

%
Var[”—Zui(f(xi)f(x,l ))} (6.11)
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SG—l‘ZZ(f(x,-)_f(xifl))z SLC;E

n n

olarak elde edilir. Boylece (6.10) ve (6.11) sifira yakinsar. Benzer islemler
kullanilarak (6.9)’da (f(x,)- f(x,,)) ve (g(x,)—g(x,_,))’i iceren diger terimlerin

yeterince ¢abuk sifira yakinsadigi gosterilebilir. Bu durumda (6.9) yaklasik olarak,

(B - B)z — 2 : (6.12)

bigiminde yazlabilir. (6.12) esitliginde payda 2c_ *yakinsar ve pay O ortalamali ve

2 2
€ U

el O -
6G.c. varyanshdir. Boylece (6.12) esitligi (0—2)2‘ =1,502 /o’ varyansina sahiptir:
20,

(B, - B)— N(O, 6;2 j (6.13)

En etkin tahmin edici igin (6.13)’deki varyansin karsihgi 2 /> olacaktir, boylece
ilk farklara dayali 6nerilen tahmin edici % =1/1.5 oraninda etkinlige sahiptir. Farka

dayali bu yontem uygulanmasi basit olan bir yontem olmasi ile birlikte, daha 6nce
bahsedilen kernel tabanli yontemler ve parametrik olmayan EKK yontemlerine gore
daha az etkindir. Etkinlik temelde yiiksek dereceden farklarin kullanilmasi ile
gelistirilebilir (Yatchew, 1997).

Yatchew (1997) c¢alismasinda daha etkili tahmin ediciler elde etmek igin
yiiksek dereceden farka dayali tahmin edicileri ele almistir. Yatchew (1997) fark
alma derecesi m 1’den 2’ye, 3’e artarken etkinligin sirasi ile %66.7, %80, %85.7’ye
artacagin1 ve m fark alma derecesinin yeterince biiyiik secilmesi ile, tahmin edicinin

asimptotik etkinlige ulasacagini belirtmistir.
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m. dereceden fark alma icin (6.7)’yi genellestirerek asagidaki gibi yazabiliriz:

m m

Ndy, = [Zdjz,._j jﬁ +3d,fx )+ Yde,, i=mtlon  (6.14)
j=0 j=0

=0 =0

Agirliklarin en uygun se¢imi ile (6.14) EKK ile tahmin edilebilir ve boylece (6.8)’in

genellestirilmis halini agagidaki bi¢imde yazabiliriz:

Z{Zdjyif )( deij)
i \_j=0 =0

2

Z(id«/zi—jJ (6.15)

ﬁdm'::

i

(6.15)’de m fark alma derecesi ve d,,...d, (6.1)’deki kosullar1 saglayan

agirhiklardir. (6.1)’deki ilk kosul x’ler yakin oldugunda (3.2) modelindeki parametrik

olmayan etkinin modelden ¢ikarilmasini saglar, ikinci kosul ise (3.2)’deki rezidiilerin

682 varyansina sahip olmasini ifade eder. d,,...,d, agirliklart en uygun olarak

m

segilirse,

A 1 1 o’
o ~N| B,—|1+— |—=£
ﬁd'f/ (ﬁ n( 2m]c75}

oldugu gosterilebilir.

Cizelge 6.1’de m =10 ’a kadar olan en uygun (optimal) fark alma agirliklari

listelenmigtir (Yatchew, 2003).
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Cizelge 6.1. En uygun fark alma agirliklar
m (dy.d,..d,)

ol

(0.7071,-0.7071)

(0.8090, —0.5000, —0.3090)

(0.8582, —0.3832, —0.2809, —0.1942)

(0.8873,-0.3099, —0.2464, —0.1901, —0.1409)

(0.9064, —0.2600, —0.2167, —0.1774, —0.1420, —0.1103)

(0.9200, —0.2238, —0.1925, —0.1635, —0.1369, —0.1126, —0.0906)

(0.9302, —0.1965, —0.1728, —0.1506, —0.1299, —0.1107, —0.0930, 0.0768)

(0.9380, —0.1751, —0.1565, —0.1389, —0.1224, —0.1069, —0.0925, —0.0791, —0.0666)

o] o] 9] & ] A W] N

(0.9443, —0.1578, —0.1429, —0.1287, —0.1152, —0.1025, —0.0905, —0.0792, —0.0687,
~0.0588)

10 (0.9494,-0.1437, -0.1314, —0.1197, —0.1085, —0.0978, —0.0877, —0.0782, —0.0691,
~0.0606, —0.0527)

m fark alma derecesini belirleyip, d,,,...,d, fark alma agirliklarini en uygun

olarak secerek ve (3.2) yar1 parametrik regresyon modeline D fark matrisini

uygulayarak,

Dy = DZp + Df(x)+ De = DZB + De (6.16)

elde ederiz (Yatchew, 1998). Burada Dy elemanlar (Dy)l. =Zd ;Y,; olan
j=0

(n — m)xl tipinde bir vektér, DZ elemanlari (DZ )i = idjzl.

J=0

_, olan (n—m)x p

tipinde bir matristir. Boylece, fark alma fikri (3.2) modelinde parametrik olmayan
bilesen f yokmus gibi f iizerinde ¢ikarimlar yapmamiza izin verir (Yatchew,
2003). Bu durumda f} 4y tahmin edilirse, B biliniyormus gibi f* tahmini i¢in gesitli
parametrik olmayan yontemler kullanilabilir.

Yukarida verilen (6.16) esitliginde parametrik olmayan etkinin modelden

¢ikarilmasinin miimkiin oldugu goriilmektedir. Bunu daha iyi kavrayabilmek ig¢in
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burada D fark matrisinin uygulanmasi ile (6.17) esitligindeki gibi yazilabilen

parametrik olmayan regresyon modeli ele alinarak parametrik olmayan etkinin

modelden yaklasik olarak nasil ¢ikarildig: gosterilmistir:

Dy = Df (x)+ Ds (6.17)
modelini daha agik olarak asagidaki bicimde yazabiliriz:
Ay 0, O Y 1) (@0 O Y ()} (dos@s0seneereeeerirerirciins 0Ye
0,y 0y Ol | 10,dyd 05 O f(x)] | 0.dyd0mecere 0] e,
(R 0,dpsd 0 | o | | O 0.dy,d 0 | . (R 0,dy,d 0 | .
(N 0,dy,d |3, ) (O 0,dyd \S(%,)) \Oreroeen 0,d,,d e,
doyi +diy, =dof(x)+d, f(xy)+dos, +dg,
doy, +diys = dof(xy)+d f(x;)+ doe, + digs (6.18)
doyy+dyy = dof(x3)+d, f(xs)+doss +dg,
i
m=1 i¢in2dj:0 ve dy+d,=0.7071-0.7071=0 dir  ve ortalama  deger
J=0
teoreminden birim aralikta siurlt n gozlem icin,

F)= )= flelx, —x,,)< L1 50 olur. Buradan hareketle (6.18) denklem

n

sistemi,

dof(x)+d,f(x)) ==, f(x )+, f(x,) = (/(x,) - /(%)) >0
dof(x,)+d, [ o) ==d, f(x, )+ dy f(x;) = d,( /(55) - f(x,)) >0
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dOf(XS)+dlf(x4):_dlf(x3)+dlf(x4):d1(f(x4)_f(x3))_>0

bi¢iminde olur. Boylece (6.18) denklem sistemi,

doy,+dy, =dog, +d&,

doy, +d,y; =dog, +d&;

doys +dy, =dos; +dg,
veya

Dy = Deg (6.19)
olarak yazililabilir. Ayn1 sekilde (6.16) ile verilen modelden parametrik olmayan

etkinin ¢ikarilmasi gosterilebilir. (6.16) esitligine EKK’nin uygulanmasi ile 8 'nin

farka dayali tahmin edicisi,

Bup = [(Dz)' (DZ)T (D7) Dy (6.20)

bi¢giminde tanimlanir.
6.3. Diizeltme ve Fark Alma Arasindaki iliski
2. ve 3. bolimlerde ele alinan parametrik olmayan ve yar1 parametrik

regresyon modellerinde temel amag¢ parametrik olmayan regresyon fonksiyonunun

iyi tahminlerini elde etmektir. Ornegin,
y=fl(x)+e (6.21)
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ile verilen parametrik olmayan regresyon modelini yeniden ele alalim. Bir S diizeltici

matrisinin verilere uygulanmasi ile f fonksiyonuna uygun bir yaklasgim elde edilebilir:
Sy=Sf(x)+Se=Sf=f (6.22)

burada Se = 0 ’dir ¢iinkii diizeltilmis rasgele hata terimi ‘0’ a esittir. Bu boliimde ele
alinan fark alma yontemindeki ama¢ daha 6nceden de bahsedildigi gibi parametrik

olmayan etkiyi modelden ¢ikarmak ve parametrik olmayan modeli,
Dy = Df(x)+ De = De (6.23)

biciminde yazmaktir. Diizeltme ve fark alma yontemi arasindaki iliskinin temeli
budur. Bir diizeltme yontemi parametrik olmayan etkinin ¢ikarilmasi i¢in her zaman

kullanilabilir. Ornegin, parametrik olmayan regresyon modelini kullanarak,

(I1-8S)y=(-8)f(x)+(I-S)e=(-S) (6.24)

yazilabilir. Burada D =17 —S"yi bir fark alma yontemi olarak diistinebiliriz. Diger
yandan fark alma ile genel olarak parametrik olmayan etkinin tam kullanigh bir
tahmini elde edilemez. Bunun nedeni 6rneklem biiyiikliigliniin artist ile fark alma
derecesine ihtiyag olmamasidir.

Bu boliimde (6.16) esitligi ile gosterildigi gibi gibi fark alma diislincesi yar1

parametrik modelin bir tahmin edicisi ile sonuglanir:

Dy = Df(x)+ DZB + De
= DZB + Dg,

burada D fark matrisi x degerlerinin birbirine yakin olacak big¢imde yeniden

siralanmasi ile verilere uygulanmistir. Farki alinmis modeldeki rezidiiler Deg ’dir ve
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ancak fark alma derecesi biiyiik ise ¢ ’a yaklasik olarak esittir. Benzer sekilde

diizeltme yontemi igin,

(1-8)y=(-8)f(x)+ {1 -8)zp+(1-S)e
=(I-S)ZB+(I-S)e (6.25)
=(1-S)ZB +e,

olarak yazilabilir.

(6.25) esitligi ayn1 zamanda (3.24) ile verilen esitliktir. Buradan da goriildiigii
gibi fark alma yonteminin uygulanmasinda, D fark matrisi tiim veriye uygulanir.
Diizeltme yontemi uygulandiginda ise parametrik olmayan degisken x’de hem Z’nin
her bir siitunu hem de y i¢in ayr1 ayr1 parametrik olmayan tahminleri elde etmek

gerekir (Yatchew, 2003).

6.4. Deneysel Uygulama

6.4.1. Kanada Hane Benzin Talebi

Yatchew ve No (2001) Kanada da ev halkinin benzin talebini bir yari

parametrik model ile tahmin etmisler ve degiskenleri asagidaki gibi tanimlamiglardir:

Gidilen yol: log(Ev halki tarafindan her ay gidilen yolun uzaklig1);

Gelir: log(Ev halkinin yillik geliri);

Fiyat: log(Bir litre benzinin fiyati);

E.siiriicli: log(Ev halki i¢indeki ehliyetli siiriiciilerin sayisi);

Kisi sayist: log(Hanede bulunan kisi sayist);

Geng bekar: Hane icindeki 35 yasin1 gegmeyen geng bekarlarin sayisi i¢in yapay
degisken;

Yas: log(Yasin logaritmasi);

Emekli: Hane i¢indeki 65 yasin1 gegen emeklilerin sayisi i¢in yapay degisken;
Sehirde yasayanlar: Sehirde ikamet edenler i¢in yapay degiskendir.
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Tanimlanan degiskenlere ait yar1 parametrik regresyon modeli,

gidilenyok ( ﬁyat)+ B, (gelir)+ B, (e.siirz'icz'j)+ B, (ki§i§isayz)+ B, (gengbekar)
+ Bs (ya§)+ By (emekli)+ B, (§ehirdeya§ayanlar)+ €
(6.26)
bi¢imindedir.
Cizelge 6.2 sonuglarn Ozetlemektedir ve cizelgede verilen parametrik
tahminler fiyatin log-dogrusal olarak girildigi bir modeli ifade etmektedir. Ayrica
Cizelge 6.2°de (3.2) yar1 parametrik modelindeki parametre tahminleri fark alma

yontemine dayali olarak elde edilmistir.

Cizelge 6.2. Benzin talebi i¢in parametre tahminleri

Degiskenler Parametrik tahminler | 3. dereceden farka | 10. dereceden farka
dayali tahminler dayali tahminler
Katsay1 SE Katsay1 SE Katsay1 SE
Fiyat -0.9170 0.0960 - - - -
Gelir 0.2890 0.0200 0.2802 0.0223 | 0.2816 | 0.0209
Siiriicii say1s1 0.5610 0.0330 0.5593 0.0363 | 0.5686 | 0.0338
Kisi say1st 0.1000 0.0260 0.1067 0.0297 | 0.0892 | 0.0274
Geng bekar 0.1930 0.0610 0.2219 0.0664 | 0.2099 | 0.0622
Yas -0.0780 0.0440 | -0.1141 0.0781 | -0.1171 | 0.0555
Emekli -0.2070 0.0320 | -0.2248 0.0536 | -0.2113 | 0.0387
Sehirde yasayanlar -0.3310 0.0200 | -0.3391 0.0217 | -0.3331 | 0.0203
Aylik etkiler
(Sekil 6.1)
52 .5003 .5067 4997
Rgz .2635 .2539 2644
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Sekil 6.2. Benzin i¢in hane talebi: Aylik etkiler

Bagimli degiskenin varyanst 0.6794 ve gozlem sayist n=6230 ’dur.
Rezidiiler parametrik etkileri tahmin i¢in kullanilmistir. Farka dayali tahminler i¢in
3. ve 10. dereceden fark alma kullanilmistir. Tahminlerin {i¢ii de dnemsiz derecede
biiyliik olan standart hatalar disinda ¢ok benzerdir. Fark alma tarafindan tahmin
edilen parametrik etkiler ¢ikarilmis ve fiyat etkisinin (Sekil 6.1 deki kesiksiz ¢izgi)
parametrik olmayan bir tahminini elde etmek i¢in kernel regresyon kullanilmistir.

Sekil 6.2 mevsimlik etkileri gosterir (Yatchew, 2003).
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6.5. Yann Parametrik Modelde Parametrelerin Farka Dayah Ridge Tahmin

Edicisi

Istatistikte ¢oklu ig iliski problemi ve bir dogrusal regresyon modelindeki
istatistiksel sonuclar1 ¢ok iyi bilinir. Coklu i¢ iliski y = Zf + & dogrusal modelinde
Z tasarim matrisinin siitun vektorleri arasinda hemen hemen dogrusal bagimliligin

var olmasi olarak tanimlanir. Burada y, nx1 boyutlu aciklayic1 degiskenlerin bir

vektorli, Z ranki p olan nx p boyutlu bagimsiz degiskenlerin gézlem matrisi, 3

bilinmeyen bir parametre vektorii ve ¢ , E(8)=O ve E(sa’)=621 olan hata

vektoriidiir. Coklu i¢ iliskinin varlig1 regresyon katsayilarinin en kiiciik kareler
tahminlerinin biiylik varyansa sahip olmalarina neden olur. Ridge regresyon modeli,
tahminlerin varyanslarini azaltabilmek i¢in regresyon denklemindeki katsayilar1 yanh
olarak tahmin eder. Coklu i¢ iliskinin varligin1 6lgmenin bir yolu kosul sayisina
bakmaktir. Z matrisinin kosul sayist ¢oklu i¢ iliskinin varlig1 hakkinda baz: bilgiler
verse bile Z,,Z,,....Z

, sutun vektorleri arasindaki dogrusal bagimliligin yapisini
anlatmaz. Coklu i¢ iliskinin varligin1 ve yapisin1 anlatmanin en iyi yolu Z'Z
matrisinin 6z degerlerine ve 6z vektorlerine bakmaktir. Z'Z biiyiik bir kosul sayisi

ile kotii kosullu ise  parametresinin tahmini icin ridge regresyon tahmin edici

kullanilabilir. Coklu i¢ iliskinin varligi bireysel parametreler (kararli olmayan
tahminler) i¢in genis giiven araliklar1 ile sonuclanabilir, bir hipotez testinde
kararimizda etkili olabilir ve bundan dolay1 yanlis tahminler elde edilebilir. Siddetli
coklu i¢ iligki tahminleri ¢ok kararsiz yapabilir, bu durumda pratikte kullanigsiz
olurlar. Bu problemi agmak i¢in farkli ¢6ziim yontemleri onerilmistir. Coklu i¢ iliski
icin ¢ok yaygin olarak kullanilan sayisal bir yontem ‘ridge regresyon’ yontemidir

(Hoerl ve Kennard (1970)). Alisilmis ridge regresyon (ORR) tahmin edici
Bor =(Z'Z+kl)"Z'y yanlidir fakat (ORR)’nin elemanlarinin varyansi alisilmis en

kiiclik karelerin (EKK) karsilik gelen elemanlarinin varyansindan daha kiigtiktiir.
Grof3 (2003)’te parametre vektoriinde eklemeli dogrusal kisitlamalarin bulundugu
varsayildiginda bir dogrusal regresyon modelindeki parametre vektorii i¢in bir ridge

tahmin ediciyi tanitmistir. Yakin zamanda Hu (2005), yar1 parametrik regresyon
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modelinin ridge tahmin edicisini 6nermis ve iki-adimli tahmin yontemine bagh ridge

tahmin yontemini tanitmistir.
6.5.1. Onerilen Farka Dayah Ridge Tahmin Edici

Farka dayal1 ridge tahmin ediciyi agiklamak icin (6.16) esitligini asagidaki

bicimde yeniden yazabiliriz.

Burada y" =Dy, Z =DZ ve & = De dir. (3.2) yar1 parametrik modelinde farka
dayali tahmine bagli olarak elde edilen ve farka dayali ridge tahmin edici olarak
adlandirdigimiz tahmin edici i¢in asagidaki adimlar izlenir:

Burada ama¢ k yanlilik parametresine sahip asagida verilen denklemi

minimum yapan parametre degerini bulmaktir.
L= {(y* -2°p) —Z*ﬁ)+kﬁ'/3} (6.27)
ile verilen denklemin f parametre vektoriine gore tiirevinin sifira esitlenmesinden,

oL

5" 0 (6.28)

asagidaki esitlik elde edilir:

!

—27" y 427" Z°B+2kB =0.

Boylece bu esitligin 3 ya gore ¢ozlimiinden,

108



6. YARI PARAMETRIK MODELDE FARK ALMA YONTEMINE
DAYALI TAHMINLER VE ILGILi CIKARIMLAR Giilin TABAKAN

' -1 '
BRd;ﬂ(k)z(Z*Z*+kIj VA y* (kZO)

Bray k)=8,.2" y° (6.29)

, 4
elde edilir. Burada S, :(Z A +klj , I pxp birim matris ve k arastirmaci

tarafindan secilen sabit bir parametredir. Farkli arastirmacilar tarafindan &
parametresinin sec¢imi ic¢in farkli yontemler onerilmistir (Hoerl ve Kennard, 1970;
Hoerl ve ark., 1975; Lawles, 1978; Kibria, 1996).

Dogrusal modeldeki ridge tahmin edici ve (6.29)’da verilen tahmin edici
arasinda bicimsel bir benzerlik oldugundan dolay1 (6.29) denklemi ile verilen tahmin
edici yar1 parametrik modelin farka dayali ridge tahmin edicisi olarak adlandirilir

(Tabakan ve Akdeniz, 2008).

6.5.2. Farka Dayalh Tahmin Edici ve Farka Dayalh Ridge Tahmin Edicinin

Karsilastirilmasi

Bu alt boliimde /§ dify Ve /§ rayy tahmin edicileri drneklem varyansi dlgiitine

gore karsilagtirilmugtir. S, Z° Z° = I —kS, oldugundan f3 ray (k) ’nin beklenen degeri

E(B oy ()= E(Skz* y*) = B —kS,B (6.30)
ve yanliligi,
bias(B g (k) = —kS, B. (6.31)

bicimindedir. B Rdiff (k)’ nin varyans-kovaryans matrisi asagidaki gibidir:

109



6. YARI PARAMETRIK MODELDE FARK ALMA YONTEMINE
DAYALI TAHMINLER VE ILGILi CIKARIMLAR Giilin TABAKAN

!

V( 3 vy (k)): V(SkZ*’ y*) = (SkZ*’)Var(y* (SkZ*’) (6.32)

(6.32) denkleminde S = (D'Z " )' (D’Z *) alinirsa,
M, = V(B (k)= 028,55, . 6.33)

olur. Benzer sekilde, U =(Z "z *)~! alinarak V(ﬁ dl]f) asagidaki gibi yazilabilir:

M, = V( 3 )= V{[(DZ)' (DZ)} (DZ)' Dy}

' -1 ' -1
= aﬁ(z* Z*j S(Z* Z*j

=c USU

, a1
burada U = (Z "z *j ’dir. Buradan,

M, =c2s,(s, usus, s,

M, zszk{(Z*'Z* +kl)(Z*'Z ) DZ {Z Z j (z*,z* +klj}sk'
! ! -1 ! '
=o°S, (D’Z*)(D’Z*{Z* Z*j +k(Z*Zj DZ D’Z*(Z j }(2 Z*+klj S

et it

= 628, {S +kUS + kSU + k2USU S, (6.34)

olur. Boylece, ¥ (B )~ VB (k) farks,
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- GZ[USU —SkSSk')

!

=628, (s;'usus;! - s)s,

!

= kZGZSk(USU + %(SU + US)jSk (6.35)

olarak ifade edilebilir. Burada S simetrik bir matris ve U singiiler olmayan simetrik

bir matristir.
' -1 ’ ' -1
Simdi t=%>0, M=USU N=US+SU ve Mz(ff) (DZ*)(DZ*{Z*Z*) —yy

olsun. rank(V')= p <n—m oldugundan M , p x p boyutlu pozitif taniml1 bir matris
ve N simetrik bir matristir. Bodylece, (6.35) esitligi asagidaki gibi yeniden

yazilabilir:

!

A=k*c’S, (1) T'[M +NJT'sS,,
A=ko2S, (1) [TMT +TNT]E'S,,

A=k6S, (1) [1+G)rs,, (6.36)

burada [1 + tG] = diag(l +1g)5l 418, ) dir.

M pozitif tanimli bir matris ve N simetrik bir matris oldugundan, singiiler

olmayan bir 7" matrisi vardir dyle ki,
T'MT =1 ve TNT =G

olur. Burada G késegen elemanlari [N —AM|=0 polinom esitliginin (A ) kokleri
olan bir kosegen matristir (Graybill, 1983) ve© N=US+SU#0 oldugundan G ’'nin

kosegen elemanlarinin en az biri sifirdan farkhidir. g, #0,
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0 < ¢ < min

£ii#0

8ii

olsun. Bu durumda 1+#g, >0 i=1...,p ve I +tG pozitif tanimli bir matris olur.
Bundan dolay1, A ’nin pozitif tanimli bir matris oldugunu sdyleyebiliriz.
Boylece orneklem varyans: olgiitii ile f3 Rdl.ﬂ(k) ‘nin Bdﬂ ’den daha iistiin

olmast i¢in gerek ve yeter kosulu Teorem 6.1°deki gibi verebiliriz (Tabakan ve

Akdeniz, 2008).

Teorem 6.1. ﬁ Rdiff (k) tahmin edicisi ancak ve ancak asagidaki kosul saglandiginda

[;’ aiy tahmin edicisine gore varyans anlaminda daha tistindiir.
A (M"]N)> —% =—k veya A, [(USU)ﬁl(US + SU)J > —k. (6.37)

6.5.3. Farka Dayah Ridge Tahmin Edici §,, (k)’mn Ustiinligii
Bu alt boliimde amacimiz iki tahmin edici /§ dify Ve /3’ rayr 0N hata kareler

ortalama matrislerinin farkini incelemektir. Bu bakimdan Y =Zf +& modelinde

B ’nin tahmin edicisini 5° ile gosterelim. 5 ’nin MSE si asagidaki gibi tanimlanir.
MSE(b*,/})=E{(b* -B)p" - B) } (6.38)
Bir b* tahmin edicisinin kovaryans matrisini V(b*) ile gosterirsek (6.38) esitligi

!

MSE®p', B)=v (b )+ (pias(p )pias(p)) (6.39)
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olarak yazilir. Burada bias(b’) = E (b* )— P dir. Skaler degerli hata kareler ortalamasi

mselb’, B)= E{(b* B - /3)} = or{MSE(b",B)} (6.40)

ile verilir. Buradan ve (6.31) ile (6.33) esitliklerinden hareketle farka dayali ridge

tahmin edicinin MSE sini,

MSE (B Rdiff (k )’ B ) = V(B Rdiff (k )) + (b ias (B Rdiff (k ))Xb ias (B Rdiff (k )))’

=S, (o5 +K*BB)S,. (6.41)

olarak elde ederiz. /§ a7 » B i¢in yansiz tahmin edici oldugundan benzer bigimde

farka dayali tahmin edicinin MSE ’sini,
MSE((Bdi/f l ﬁ): V(Bdtﬁ/f ): o USU (6.42)

olarak elde ederiz. (6.41) ve (6.42) den, MSE (/§ ai > B )— MSE (/§ Rdiff (k),B ) farkini

& = MSE(f 1y, )~ MSE(B s (k). )
= 628, {5+ kUS + kSU + k2USU|S, -5, (025 +k2pp')s,
= S, [o2(k(sU +Us)+ k2UsU )-k2pp')s,
— k28, fo 2 (M + V) - ppls,

R=k2s,[o2w - pp'ls, (6.43)

olarak yazabiliriz. Burada W = M + N dir. W simetrik, pozitif tanimli bir matris ve

)0 oldugundan lineer modellerdeki negatif tanimli olmayan matrislerin
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ozelliklerini (Trenkler ve Toutenburg, 1990; Rao ve Toutenburg, 1995; Grof3, 2003)

veya Farebrother’m (1976) sonuglarim1 kullanarak ancak ve ancak B'W ' <o? ise

A nm bir pozitif tanimli matris oldugunu gorebiliriz.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz (Tabakan ve Akdeniz, 2008).

Teorem 6.2. W =M + N porzitif tanimli bir matris olsun. O zaman B Rdiff (k) tahmin

edicisi ancak ve ancak asagidaki kosul saglandiginda [;’dl-ff tahmin edicisine gore
MSE-anlaminda daha tistiindiir.

BB <> (6.44)
6.5.4. Deneysel Uygulama

Uygulamada bu boéliimden elde edilen sonuglarin gegerliligi bir 6rnek
lizerinde gosterilmistir. Ornek icin veriler Kanada’nin Ontario bdlgesinde 1993
yilinda belediyeye ait 81 elektrik dagiticist ile ilgili bir ¢calismadan elde edilmistir
(Yatchew 2000).

Yar1 parametrik model Cobb-Douglas modelin basit bir yar1 parametrik
genellestirmesine izin verir. Elektrik dagitimimin fiyati i¢in Cobb-Douglas modelin

degisik bir bi¢cimini gz Oniine alalim.
tm= f(ms)+ B tii+ B,sm+ Bskk + B,hwh+ B gho+ B If + B, kkm-+ (6.45)

burada fm miisteri basina diigen toplam maliyetin logaritmasi, ms miisteri sayisinin
logaritmasi, #ii teknisyen iicretinin logaritmasi, sm sermaye miktarinin logaritmasi, kk
kamu kurulusu i¢in yapay degisken (ekonomik agidan fayda saglayabilen ve ek
servisler sunabilen), kwh miisteri basina diisen ortalama kilowatt saatin logaritmasi,
gko dagitim varliklarmin geri kalan Omriiniin logaritmasi, /f load faktoriiniin
logaritmasi (load factor: Bir elektrik santralinden alinan ortalama elektrik miktarinin
elde edilebilecek max. miktara orani) ve kkm her bir miisteri i¢in dagitim kablosunun

kilometresinin logaritmasidir. Model (6.45) hem parametrik hem de parametrik
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olmayan bilesenleri igerir. (6.45) ile verilen modelin parametrik olmayan bileseni
sayisal olarak Ozetlenemediginden Sekil 6.3’deki gibi grafiksel olarak

goriintliilenmistir (Yatchew, 2003).

her bir yil 5.6
igin toplam
maliyetin

logaritmasi

6 8 10 12

misteri sayisinin logaritmasi

Sekil 6.3. Yar1 parametrik model: Elektrik dagitiminda parametrik olmayan bilesen
i¢cin uyum egrisi
Model (6.45)’de parametrik etki 8, fark alma yontemi ile tahmin edilir.

Burada m =3 durumundaki 3. dereceden fark alma katsayilar1 kullanilmistir.
7'7Z =7'D'DZ matrisi A, =0.1123423, A, =0.2382325, A, =1.54118196,

A, =2.6134937, A, =3.4329283, A, =15.1239110, A,=19.4480101 oz

degerlerine sahiptir. En biiyiik 6z degerin en kii¢iik 6z degere oraninin karekokii veri

kiimesindeki ¢oklu i¢ iliskinin varligin1 ifade eden K.S = \//17 [ = J173.11=13.5
degeridir.

Farka dayali ridge regresyon tahmin edici B Raiff (k)’nm hata kareler ortalama
matrisinin izi,

mse(Bryy (k). B) = tr(S, (025 + K7 BB)S, ") (6.46)

ve farka dayali tahmin edici ﬁ 4 N hata kareler ortalama matrisinin izi agagidaki

gibi verilir:
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msel(B,,, ) B)=tr(a2USU ) (6.47)

(6.46)’da B ve o farka dayali tahminleri ﬁ iy Ve 67 ile yer degistirirse,
belirli bir aralikta secilen £ degeri ile esitlik (6.29) icin bir tahmin edici ve tahmin

edilen mse degerlerini elde ederiz. (6.46) ve (6.47) esitliklerindeki o *nin bir tahmin

edicisi (2.36)’da tanimlandig: gibidir:

52 _ Y'D'(1-P)Dy
tr(D'(1 - P)D)

Bu béltimdeki hesaplamalar Matlab 7.0 kullanilarak yapilmistir. Cizelge 6.3°de farka
dayali tahmin edici ve k'nin cesitli degerlerine karsilik gelen farka dayali ridge

tahmin edicinin tahmin edilen varyans ve mse degerleri gosterilmistir.

Cizelge 6.3. Farka dayali tahmin edici ve A’nin ¢esitli degerlerine karsilik gelen farka

dayali ridge tahmin edicinin tahmin edilen varyans ve mse degerleri

Katsayilar k=0 | k=0.001 | k=0.005 | k=0.007 | k=0.01 | k=0.05 | k=0.I | k=0.5
tii 0.6113 | 0.6069 | 0.5898 | 0.5817 | 0.5699 | 0.4503 | 0.3582 | 0.1358
sm 0.5406 | 0.5399 | 0.5373 | 0.5361 | 0.5342 | 0.5142 | 0.4959 | 0.4165
kk 20.0754 | -0.0755 | -0.0760 | -0.0762 | -0.0766 | -0.0801 | -0.0829 | -0.0906
kwh 0.0134 | 0.0142 | 0.0172 | 0.0186 | 0.0207 | 0.0410 | 0.0558 | 0.0867
ko 20.6258 | -0.6253 | -0.6237 | -0.6228 | -0.6216 | -0.6052 | -0.5858 | -0.4640
If 13169 | 1.3050 | 12592 | 12375 | 12063 | 0.9014 | 0.6836 | 0.2306
kkm 0.4059 | 0.4057 | 0.4048 | 0.4043 | 0.4036 | 0.3940 | 0.3822 | 0.3051
var 03677 | 03628 | 03445 | 03359 | 03238 | 0.2155 | 0.1495 | 0.0437
mée 03677 | 03629 | 03483 | 03432 | 0.3379 | 0.4161 | 0.6206 | 1.5072
B (k) Py () | 29628 | 29246 | 27814 | 27148 | 26210 | 18095 | 13409 | 0.5693

k’'min diger degerleri i¢in B Rdiff (k) ‘nin ,BAd,ﬁ- iizerinde MSE Olgiitiine gore

istlinliiglinii gostermek i¢in Sekil 6.4 goz oniine alinabilir.
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k =0.03545 belirlenmis bir deger olsun. Sekil 6.4’den goriilebilecegi gibi
uygulamada 0.03545 degerinden daha kii¢iik olan & degerleri icin, farka dayali ridge

tahmin edici /§ Rdiff (k) farka dayali tahmin edici ﬁAdl-ff "den daha iyidir. Ornegin,
Cizelge 6.3’den de goriildiigii gibi £ =0.007 alindiginda B Rdiff (k), ﬁd[ff ’den daha
kiiclik mse degerine sahiptir.

0.39

mse(Bgy (k)

mse(B )

0.38H

0.37

o]} 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
k

Sekil 6.4. k'nin ¢esitli degerleri igin ﬁ Raiff (k) ve ﬁAd,ﬁ- tahmin edicilerinin tahmin

edilen mse degerleri
Teorem 6.2°den goriildiigii gibi A’'nin 0.017°den daha kiigiik degerleri icin
/;”(O)W’I/;’(O)<<§2 “dir. Ornegin k& =0.015 ve k =0.007 degerleri igin sirasi ile

B0 5(0)=0.0196<62=0.022 ve (07 ~'$(0)=0.0094<52 =0.022 oldugu
gorilmektedir.
Sekil 6.5 tahmin edicilerin tahmin edilen 6rneklem varyans degerlerini gosterir.

0.38

0.36 -

0.34

0.24f — @ Brairr (KD
var(B )

N N . . . . .
o) 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
k

Sekil 6.5. k'nin ¢esitli degerleri i¢in ﬁ Rdiff (k) ve ﬁAd,ﬁ- tahmin edicilerinin tahmin

edilen 6rneklem varyans degerleri
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6. YARI PARAMETRIK MODELDE FARK ALMA YONTEMINE
DAYALI TAHMINLER VE ILGILi CIKARIMLAR Giilin TABAKAN

Teorem 6.2 ancak ve ancak S'W~'B <o? oldugunda f Rdiff (k) nin i aip uzerinde
MSE 6lgiitiine gore daha iistiin olacagini ifade etmektedir.

Teorik hesaplamalar 0(£(0.03545 araliginda ﬁ Rdiff (k) ‘nin tahmin edilen mse
degerlerinin ﬁ gy nin tahmin edilen mse degerlerinden daha kiigik oldugunu

gostermektedir. Omegin, msel B, (k =0.005))=0.348Xmsel ., (k = 0))=0.3677"dir.
Ayrica, Cizelge 6.3’den farka dayali ridge tahmin edicinin farka dayali tahmin
ediciden drneklem varyansi Olciitiine gore her zaman daha iyi oldugu goriilmektedir.
Teorem 6.2°de farka dayali ridge tahmin edicinin farka dayali tahmin edici
tizerinde istlinliigii i¢in, ridge parametresi & (k(0.017 araliginda secilebilir. Bdylece,

bu aralik Teorem 6.2 igin gerek ve yeter kosullar1 saglar (Tabakan ve Akdeniz,

2008).
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Regresyon analizi, bagimli degiskenin bir veya birden fazla bagimsiz
degiskenle arasindaki iliskinin matematiksel bir fonksiyon bi¢iminde yazilmasidir.
Parametrik regresyon analizinde bi¢cimi dnceden belirlenmis modelin parametreleri
tahmin edilirken, parametrik olmayan regresyon analizinde ise amag¢ regresyon

fonksiyonu olan f (x) ’1 dogrudan tahmin etmektir. Parametrik olmayan regresyon

analizi i¢in model belirlenirken bilinmeyen regresyon egrisini igeren uygun
fonksiyon uzay1 secilir. Bu se¢im yapilirken regresyon fonksiyonunun siireklilik ve
diferansiyellenebilme gibi diizgiinliik 6zelliklerine sahip oldugu varsayilir (Eubank,
1990).

Bu c¢alismada parametrik regresyon yontemleri ile c¢oziimlenemeyen
regresyon problemlerinin ¢éziimiinde olduk¢a kapsamli uygulama alanina sahip olan
ve temelde parametrik olmayan bir yontem olan yar1 parametrik regresyon modeli ele
alinmig, yar1 parametrik regresyon modelinde parametre tahmin yontemleri
incelenmistir. Calismada yar1 parametrik regresyon modelinde parametrelerin
tahmini i¢in {i¢ farkl yaklasim ele alinmistir. Bu yaklagimlardan ilki rezidii tabanl
tahmin edicilere dayal diizeltme yaklagimi, ikinci yaklagim dalgacik tabanli tahmin
yaklasimi, tglincii yaklasim ise f fonksiyonundan kaynaklanan verideki egilimi
elimine etmeyi amaclayan fark alma yaklasimidir. Bahsedilen bu yaklasimlar
temelde parametrik olmayan regresyon yontemleri i¢in kullanilan yaklagimlardir.

Yar1 parametrik regresyon modelinde parametre tahmininde kullanilan fark
alma yaklasimindan hareketle, yar1 parametrik modelde c¢oklu i¢ iliskinin varlig
durumunda farka dayali ridge tahmin edici olarak adlandirilan yeni bir tahmin edici
Onerilmistir. Coklu i¢ iliskinin istatistiksel sonuclarini ortadan kaldirmak igin
onerilen farka dayali ridge tahmin edici ile farka dayali tahmin ediciden hangisinin
daha iyi performans sergiledigi arastirilmistir. Daha kiiclik hata kareler ortalamasina
sahip tahmin edicinin daha iyi olmasi nedeni ile farka dayali ridge tahmin edicinin
farka dayali tahmin ediciden hata kareler ortalamasi anlaminda {istiin olmasi i¢in
gerek ve yeter kosullar verilmistir. Farka dayali ridge tahmin edicinin farka dayali

tahmin ediciden 6rneklem varyans: dlgiitiine gore daha iistliin olmasi i¢in gerek ve
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yeter kosullar verilmistir. Parametrik olmayan calismalarda yaygin olarak kullanilan
bir veri seti alinarak bulunan sonuclarin gegerliligi gosterilmistir.

Elde edilen sonuglardan yanli tahmin edici olan farka dayali ridge tahmin
edicinin farka dayali tahmin ediciden hata kareler ortalamasi Olgiitiine goére her
zaman tstiin olmadig1, sadece belirli kosullar altinda iistiin oldugu goériilmektedir. Bu
calismada elde edilen farka dayali ridge tahmin ediciye benzer bicimde yeni tahmin
ediciler elde edilebilir. Elde edilen tahmin edicilerin birbirlerine gore Ustlinliigii hata

kareler 6l¢iitiine gore degerlendirilebilir.
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EK
Kiibik egrisel cizgi egrileri ve Q ile R matrislerinin elde edilmesi

Kiibik egrisel ¢izgi yaklasimnda, verilen [x,, £, }[x,, f;}...[x,. ,] g6zlem
noktalarina birgok noktadan gecen polinomlar uydurmak yerine her bir [x,.,xm] alt
araligindan 3. dereceden kiibik bir polinom ﬁ(x) gecirilir. i. araliktaki (x,., yi) ve
(xm , ym) noktalar1 arasindaki fl(x) kiibik polinomunu asagidaki esitlik ile

verebiliriz:
fi(x)zdi +ci(x_xi)+bi(x_xi)2 +ai(x_xi)3’ X, SXS Xy

Asagidaki sekilde kesiksiz olarak ¢izilen egri fl(x) kiibik polinomunu gosterirken

kesikli egriler diger kiibik polinomlar1 gostermektedir.

\ ' ,

Boylece [x,.,xm] araliginda kiibik egrisel ¢izgi fonksiyonu asagidaki bicimde

tanimlanir.

f(x)=fix), i=0ym,n—1 (1)

Burada n+1 nokta varsa f,(x)’lerin sayisi ve araliklarim sayisi n tane olup kiibik

egrisel ¢izgi asagidaki 6zelliklere sahiptir:
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1) fl.(xl.)= V= f(xl. )  i=0,.n—1ve f,, (xn ) =y, . Yani egrisel ¢izgiler her bir
x noktasinda siireklidir.

2)Herbir i =0,...,n—2 i¢in fm( l+1) (xm) dir.

3) Her bir i=0,.,n—2 i¢in le( H1) fl'( Hl) dir. Yani 1. tlirev digim

noktalarinda siireklidir.
4) Her bir i=0,,n-2 igin f" (x,,)=fx,,) *dir. Yani 2. tirev diigim

noktalarinda siireklidir.

Yukarida verilen 1. kosuldan,

fl.(xl.)zyl.zdl., i=0,..,n-1

oldugu goriilmektedir. 2. kosuldan

Vi = Jin (xm): f,(xm) yit¢ ( Xin _xi)+bi(xi+1 X )2 +ai(xi+1 X )3
=y, +ch +bh’ +ah’,  i=0y.,n-1

2)
elde edilir. Burada #, = x,,, —x;, i=0,...,n—1 olduguna dikkat edilmelidir.
(1) esitliginin tiirevlerinin alinmast ile,
flx)=c, +2b,(x—x,)+3a,(x—x,) 3)
f"(x) 2b, + 6a, (x x) 0yeeeyn — 1 4)

£ (x): 6a,
elde edilir. (4) esitliginden bir kiibigin 2. tiirevinin lineer oldugunu gorebiliriz.

Boylece f "(x) [xl.,xm] araliginda dogrusaldir. 2. tlirevin x, ve Xx,, uc

noktalarindaki degerlerine sirasiile vy, ve y,,, dersek,

fi”(xi ) =2b, =y,
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Ve

fi"(xm ) =2b, +6q, (xi+1 - X ) =7

olur. Buradan,

oldugu kolayca goriiliir. (2) esitliginde yukarida bulunan a,,b,,d; degerlerini yerine

yazip c,’ye gore ¢ozersek,

ch, =y, -, _bihiz _aih?’

ci:)’m_yi _ ﬁhi+ Vin —7i h |, (5)
h. 2 6h,

l

_Yin T Vi 27 + Vi .
h, 6 l

l

elde ederiz. Buradan kiibik fonksiyonlarin a,,b,,c;,d, katsayilarinin sadece vy,
parametrelerine bagli oldugu goriilmektedir. Yani y, parametreleri elde edilirse

kiibik fonksiyonlarin katsayilar1 elde edilmis olacaktir. Kiibik fonksiyonlarin 1.
tirevlerinin u¢ noktalarinda siirekli olmasi gerektigini belirten 3.kosul yani

Il (xl. ) = fl.'(xl.) oldugu goz oniine alinirsa,

2

[ (xi ) =c,, +2b,_ (xi -X,, )+ 3a,, (xi — xH)
fl.'(xl.)z c, +2b, (xl. —xl.)+ 3al.(xl. - X, )2 =,

esitliklerinden,

¢ +2b,, (xi —Xig )+ 3a,, (xi — X )2 =¢;

l
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elde edilir. Elde edilen son esitlikte a,,b,,c,,d, katsayilarinin yukarida bulunan

degerleri yerlerine yazilirsa,

=y, 2y. . =Y. . .
yz yz—] _ }/z—l + 7/1 h,- 2 7/1 1 h + 3 7/1 }/1 hil — yz+1 yz _ 27/1 + }/H—l h,-
I, 6 6h._, h 6

1 l

elde edilir. Bulunan bu denklemin vy, degerlerine goére diizenlenmesi ile ve

v.=f (xl.) den hareketle,

fi+1 _fi _ fz _];‘—1
h, h,

i i—-1

By, +2h +h )y, +hy,, = 6[ ) i=1yn—1 (6)

denklemi elde edilir (Gerald ve Wheatley, 2004). (6) esitligi i=1"den i=n—1"¢e
kadar her aralikta saglanmakta olup toplam n+1 nokta vardir. Bu vy, 'nin n+1

degeri ile ilgili n —1 denklem verir. (6) esitligi,

P 1 1 1 1 1
i=1igin ghoYo +§(ho +h1)Y1+gh1Yz— Jo— (h_oJrh_]jf‘ +h_]f2
1 1 1 1 1
i=n-1icin h h,+h - I LR P
g 6 n—Z’Yn—Z ( n—2 )Yn—l —1Yn hn_z f n2 ( hn_z hn_l )/n—l hn_] f,;

biciminde olup matris gosterimi ile (6) esitligi,
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0

hﬂ 2(h0 + hl)

hl

hl
2(h1 + hz) h,

i
O YO hn
Vi 0
o
ey 2y +h) b
LYx
0

h

n-2

{

biciminde yazilir. Yukarida verilen kiibik egrisel ¢izgi kosullarina ilave olarak [a,b]

kapal1 araliginin ug¢ noktalarinda f fonksiyonunun 2. ve 3. dereceden tiirevleri sifir ise

kiibik egrisel ¢izginin dogal kiibik egrisel ¢izgi olarak adlandirildigimi1 2. Boéliimden

biliyoruz. Bdylece u¢ noktalarinda kiibik egrilerin birer dogruya doniistiikleri

varsayilarak 2. ve 3. dereceden tiirevlerin sifira esit olmasi ile y, =y, = 0 elde edilir.

Boylece yukaridaki matris sistemini,

1 1
5(hUlJr@) | g;q 10 0 0
ghl g(h;”'z) 1 ghz 1 0
0 ghz 5(}5*'”3) gh.; 0
. 1 . 1
L 0 0 ghn—z E(hn—z +hn4)

bigiminde yazip, bu ifadeleri Ry = Q'f matris gosterimi ile yazabiliriz.

Ornek: Asagidaki cizelgede verilen degerlere uygun dogal kiibik egrisel ¢izgi

egrisini ¢izip bu egrinin f (0.76) ve f (1.65) icin degerlerini  bulunuz

(f(x)=2e* —x?"dir).
x o flx)
0.0 2.0000
1.0 4.4366
1.5 6.7134
2.25 13.9130
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Cizelgedeki degerlerden s, =1.0, 4, =0.5 ve h, =0.75 oldugu goriilmektedir. Bir
dogal kiibik egrisel ¢izgi i¢in,

3.0 0.5y, | [12.7020
0.5 25|y, | [30.2754

matris esitliginden y, = 2.2920, y, =11.6518(y, = v, = 0) elde ederiz. Bu degerleri

kullanarak her bir araliktaki kiibik egri ¢izgilerin katsayilarini asagidaki gibi
hesaplayabiliriz.

i Aralik f (x)

0 [0.0,1.0] 0.3820(x—0) +0(x—0) +2.0546(x — 0)+ 2.0000
1 [1.0,1.5]  3.1199(x —1) +1.146(x —1) +3.2005(x — 1)+ 4.4366

2 [1.5,2.25] —2.589Ax—1.5) +5.8259x—15) +6.6866x—1.5)+6.7134

L L L L
0.5 1 1.5 2 25

Sekil 1. Kiibik egrisel ¢izgi

Sekil 1 kiibik egrisel c¢izgi egrisini gostermektedir. Buradan f (0.76):3.7519
(Gergek degeri=3.6989) ve f(1.65)=7.7218 (Gergek degeri=7.6914) degerlerinin

elde edilecegi kolayca goriilmektedir.
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