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Degisim halkalari, hera € Ri¢in 1 — e € (1 — a)R olacak sekilde e € aR idempotenti
mevcut olma 6zelligi ile karakterize edilmistir. Bu tezde yari-idempotent elaman
araciligiyla, yari-degisim halkalarm tanimi verilmistir. Bir R halkasinin yari-degisim
halkas1 0lmasi igin gerek ve yeter kosul k merkezil terslenir eleman ve I, R halkasinin
sag ideali olmak iizere kx —x2 € I sartim saglayan x € R icin g — x € I olacak
sekilde g2 = kq yari-idempotentinin var oldugunu ispatladik. Ayrica R nin yari-
degisim olmasi igin gerek ve yeter kosulun R/J(R) halkasmin degisim halkas1 oldugu
ve R nin verilen denk kosullar1 J(R) Jackobson radikali i¢in sagladigini ispatladik.
Yari-degisim halkalar1 ve (gii¢lii) yari-temiz halkalar arasindaki bazi iliskiler
incelenmistir.
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Exchange rings have been characterized by the property that, for all a € R, there exists
an idempotent e € aR such that 1 — e € (1 — a)R. In this thesis, we introduce the
notion of quasi-exchange rings via quasi-idempotent elements. We prove that a ring R
is quasi-exchange if and only if, given a right ideal I of aring R and x € R with kx —
x? € I where k is a central unit of R, there exist a quasi-idempotent g2 = kq such that
q — x € I. We also show that R is a quasi-exchange ring if and only if R/J(R) a quasi-
exchange ring and R satisfies the previons equivalent condition for the Jacobson radical
J(R). Some relations between quasi-exchange rings and (strongly) quasi-clean rings
are also obtained.
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TESEKKUR

2014 de baslamis oldugum yiiksek lisans seriivenimde karsilagsmis oldugum durumlara
ragmen 2022 de af ¢ikmast sonucu bugiin emeklerimin karsiligini alabilmemde destegi
olan Saym Dog. Dr. Tufan OZDIN hocama tesekkiir ederim. Emeklerinin karsiligmni
O0deyemeyecegim sayin hocam benimle yeniden ve sifirdan biiyilk bir 6zveri ile bu
calismay1 ortaya ¢ikarmami saglamis ve bitirme sevincimi yasamama yardimci olmustur.
Bu zorlu siirece sevgili annem Bilgi DUMLU nun hayatimdaki en biiyiik destegiyle
baslamig olmama ragmen bugiin bu sevinci buruk yasamis olsam da her an yanimda ve
hala destek¢im olduguna maniyorum. Bu emek senin eserin canim annem bir giin bu
yiiksek lisansi bitirecegim ve gorecek dedigim giiniin s6ziinii tutmanin gururunu sayende

yasiyorum.

Hazel DUMLU POLAT
Haziran, 2024
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n X n Matris halkasi



1. GIRIS

Halka teoride, iki farkli elemanin toplam1 veya ¢arpimi bigiminde yazilan elemanlardan
olusan halkalar1 karakterize etme bu alanda ¢alisan kisilerin temel ¢aligsmalarini olusturur.

Bu calismalardan tezde kullandigimiz temel ¢aligmalar asagidaki gibidir.

Crawley ve Jonsson (1964), “Refinements for infinite direct decompositions of algebraic
systems” baslikli ¢alismada, bir M modiiliiniin degisim 6zelligine sahip olmasmi “bir
indeks kiimesi I ve bir X modiili icin, X =M @Y =@, N; ve M = M' olmak tizere
X=M @ (& Ni') olacak sekilde Ni' € Ni alt modiilleri bulunabilmesi” olarak
tanimlamislardir. Ayrica I sonlu ise, M yi sonlu degisim 6zelligine sahip modiil olarak

tanimlarlar.

Warfied (1972), “Exchange rings and decompositions of modules” baslikli makalesinde
bir R halkasi i¢in Rz modiilii sonlu degisim 6zelligine sahipse, R halkasmi degisim
halkas1 olarak tanimlamis ve degisim halkalarinin smiflarini vermistir. Ayrica bir My
modiiliiniin sonlu degisim 6zelligine sahip olmasmin gerek ve yeter kosulunun End(Mpg)

endomorfizma halkasinin degisim halkasi oldugunu ispatlamstir.

Monk (1972), “A characterization of exchange rings” calismasinda degisim halkalarinin
tanimini halkanin elamanlarmi kullanarak ilk defa verilmistir. Buna gore, bir R halkasinin
degisim halkas1 olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul her x ER i¢in yxy =y ve

z(1 —x)(1 — yx) = 1 — yx olacak sekilde y, z € R var olmasidur.

Nicholson (1977) tarafindan yayinlanan “Lifting idempotent and exchange rings” baslikli
calismasinda, degisim halkalar1 i¢in yeni bir karakterizasyonu vermistir. R halkasinin
degisim halkas1 olmas1 i¢cin gerek ve yeter kosul olarak her sol (veya denk olarak sag)
ideali i¢cin halkanin idempotent elemanlarinin bu sol (sag) ideale gore yiikseldigini
gostermistir. Bu karakterizasyon ile alinan halkalarm degisim halkasi olmasi igin
denklikler elde edilmis, bilinen bazi halkalarin degisim halkast olup olmadig:
incelenmistir. Ayrica, bir x € R elamani, u € R tersinir elaman ve e € R idempotent
eleman olmak tizere, x = u + e seklinde yazilabiliyorsa bu elemanlar “temiz eleman”
olarak adlandirmustir ve her eleman1 temiz eleman olan halka da “temiz halka” olarak

tanimlamigtir. Daha sonra, her temiz halkanin degisim halkasi oldugu ispatlanmis ve



degisim halkalarin temiz halka olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin idempotent

elemanlarmin halkanin merkezinde olmasimni ispatlamistir.

Nicholson (1997), “On exchange rings” baslikli makalesinde bir R halkasi i¢in Ry nin
degisim 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun zR degisim 6zelligine sahip

oldugunun ispatini kisa bir sekilde vermistir

Camillo ve Yu (1994) tarafindan yayinlanan “Exchange rings, units and idempotents”
baslikli makalede, birlesmeli ve birimli bir R halkasmin her elemani bir idempotent
eleman ile bir terslenir elemanin toplami bigiminde yazilabiliyor ve R sonsuz bir dik
idempotent kiimesi icermiyorsa R halkasma yari-miikemmel (semiperfect) halka olarak
tanimlamistir. Bu calismada yazarlar temiz halkalar, degisim halkalar1 ve yari-miikemmel
halkalar arasindaki iliskileri incelemistir ve temiz halka olmayan degisim halkas1 6rnegini

verilmistirler. Ayrica, terslenir diizenli halkalarin temiz halka oldugunu ispatlamiglardir.

Nicholson (1999) tarafindan yaymnlanan “Strongly clean rings and Fitting’s lemma”
baslikli makalede, bir R halkasindaki her eleman birbirleriyle degismeli olan bir
idempotent eleman ile bir terslenir elemanin toplami seklinde yaziliyorsa R halkasini
kuvvetli temiz halka olarak tanimlamustir. Bu ¢alismada, kuvvetli m —diizenli halkalarin
kuvvetli temiz halka oldugu ispatlamistir ve temiz halkalarin sagladigi bazi1 6zelliklerin

kuvvetli temiz halkalarin da sagladigini gésterilmistir.

Camillo ve Khurana (2001) “A characterization of unit-regular rings” baslikli makalede
yazarlar bir R halkasinin terslenir diizenli halka olma kosulunu vermislerdir. Buna goére
bir R halkasi terslenir diizenli olmasi igin gerek ve yeter sart her x € R igin, u € R tersinir

elaman ve e € R idempotent eleman olmak tizere x = u + e ve xR N eR = 0 olmasidir.

Han ve Nicholson (2001) tarafindan yayinlanan “Extensions of clean rings” bashkli
makalede, bir R halkasinda e € R idempotenti hem eRe hem de (1—e)R(1—e)
halkalar1 temiz halka olacak sekilde var ise R halkasinin da temiz halka oldugunu
ispatlamiglardir. Bunu kullanarak, R temiz halkasi {izerinde tanimli M,(R) matris
halkasinin da temiz halka oldugunu gostermislerdir. Ayrica Han ve Nicholson bu
caligmada polinom halkalar1 ve grup halkalarinin temiz halka olmas1 i¢in gerekli ve

yeterli sartlar1 belirlemislerdir.



Nicholson ve Zhou (2004) “Rings which elements are uniquely the sum of an idempotent
and a unit” bashkli makalede, yeni bir halka sinifi olan tek tiirlii temiz halkalar:
tanimlamistir. Bu makalede yazarlar, bir halkanin yerel olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
halkanin temiz ve bu halkada 0 ve 1 den baska idempotent olmayacagini ispatlamislardir.

Ayrica tek tiirlii temiz halkalar hakkinda temel yap1 teoremlerini vermislerdir.

Lee ve Zhou (2008) “A class of exchange rings” baslikli ¢alismalarinda bir halkada tek
tirlii sag ve sol degisim eleman ile halka tanimini vermisler ve bunlarin birbirini
gerektirmedigini kanitlamiglardir. Tek tiirlii degisim halkalar ile alakali siniflandirmalar

ve tek tiirlii degisim halkalar i¢in denklik kosullar1 vermislerdir.

Tang, Su ve Yuan (2023) “Quasi-clean ring and strongly quasi-clean rings” baslikli
makalede, bir kuvvetli diizgiin elemanimn 6zel hali olan yari-idempotent eleman tanimini
vermislerdir. Bu eleman sayesinde temiz halka ve kuvvetli halkalarm dogal

genellestirmesini ifade etmislerdir.

Bu tez bes boliimden olusmustur. Giristen sonraki boliimde halkalar, temiz halkalar ve
degisim halkalarinin temel tanim ve teoremleri verilmistir. Uciincii boliimde yari-temiz
halka tanimi ile ornekleri verilmistir. Dordiincii boliimde ise yari-degisim halkalar
tanimlanmis ve bu halka tanimi ile yari-temiz halkalar arasindaki iliski incelenmistir.

Tezin son boliimiinde ise elde edilen sonuclarin 6zetleri verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde tez galismasinda kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu
calismada, R birlesmeli ve birimli bir halkadir. Bu halkanin sifir1 ve birimi sirasiyla 0 ve

1°dir. Modiiller aksi belirtilmedik¢e sag R-modiil olacaktir.
Tamm 2.1.1. R bir halka olsun.
C(R) ={a € R:Vr € Ricginar = ra}

kiimesine R halkasinin merkezi denir. 0 € C(R) oldugundan C(R) # @ dir (Anderson ve
Fuller, 1992).

Tanmm 2.1.2. R halkasi i¢inde, bir u € R i¢in vu = 1 kosulunu saglanan en az bir v € R
elemani varsa, u eleman1 R halkasinin sag (sol) terslenir elemani olarak adlandirilir. R’nin
tim sag (sol) terslenir elemanlarmin kiimesi U(R) ile gosterilir (Anderson ve Fuller,
1992).

Hem terslenir hem de merkezil olan elemanlar kiimesi UC (R) ile gosterilir.

Tamim 2.1.3. x,y € R olsun. Eger x,y # 0 ve xy = 0 ise, x’ya bir sol sifir boleni ve y
ye bir sag sifir boleni denir. Bir halkada sifir boleni bulunmamasi durumunda, o halkaya
sifir bélensiz halka denir (Faith, 1973).

Tamm 2.1.4. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya tamlik bolgesi denir (Faith,
1973).

Tammm 2.1.5. e € R i¢in e? = e saglamiyor ise e’ye idempotent (eskare) eleman denir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Tanmmm 2.1.6. e, f € R idempotent elemanlar olmak tizere, ef =0 = fe ise e ve f

elemanlarma dik idempotent denir (Faith, 1973).

Tanim 2.1.7. Bir R halkasinin her eleman1 idempotent ise, R’ye bir Boolean halkasi denir

(Faith, 1973).



Tanim 2.1.8. a € R igin a™ = 0 olacak bigimde bir n € Z* varsa, a’ya nilpotent (listel
sifir) eleman denir. R halkasinda sifirdan farkli nilpotent eleman yoksa, R’ye indirgenmis
halka denir (Lam, 2001).

Tanmmm 2.1.9. M bir R-modiil, NS M ve ACSR olsun. r;(N) = {r € R : Nr = 0}
kiimesine N’nin R tizerinde sag sifirlayani, [,;(4A) = {x € M : xA = 0} kiimesine A’nin

M fizerinde sol sifirlayani ad1 verilir (Lam, 2001).

Tanm 2.1.10. M bir R-modiill ve N < M olsun. Eger N + K = M olacak sekilde M nin
her K alt modiilii i¢in K = M ise, N’ye dar (small) alt modiil ad1 verilir ve N < M ile
gosterilir (Lam, 1998).

Tamim 2.1.11. M bir R-modiil olsun. M nin maksimal alt modiillerinin kesisimine veya
denk olarak M’deki dar alt modiillerin toplamina, M’nin radikali denir ve Rad(M) ile
gosterilir (Faith, 1973).

Onerme 2.1.12. R bir halka olmak iizere Rad(Rz) = Rad( xR) saglanir (Anderson ve
Fuller, 1992).

Tanmm 2.1.13. Bir R halkasinin maksimal ideallerinin kesisimine R halkasmin Jacobson
radikali denir ve J(R) ile gosterilir. Ayrica, Rad(Rg) = J(R) = Rad( gxR) dir (Anderson
ve Fuller, 1992).

Tamim 2.1.14. R ve S iki halka ve ¢ : R — S fonksiyonu verilsin. Eger her a, b € R i¢in

p(a+b) =¢(a) + ¢(b) ve pab) = p(a)p(b)

ise, ¢ ye R’den S’ye bir halka homomorfizmasi denir. Eger ¢ bire bir ise ¢ ye bir halka
monomorfizmasi; Orten ise bir halka epimorfizmasi ve bijeksiyon ise bir halka
izomorfizmasi denir. R’den R’ye tanimli bir homomorfizmaya endomorfizma denir ve R

tizerinde taniml1 tiim endomorfizmalar kiimesi End (R) ile gosterilir (Anderson ve Fuller,
1992).

Acik olarak, e? = e € R i¢in @(e) = @p(e?) = @p(e).p(e) oldugundan homomorfizma

idempotent elemani korur.



Tanim 2.1.15. R bir halka, {R; : i € I} halkalar ailesive € : R — [];¢; R; bir injektif halka

homorfizmasi olsun. Eger,

(1) €: R - [l;e; R; monorfizma,
(2) m; : [1ie; Ri = R kanonik projeksiyon olmak tizere; Vi € I igin m; 0 €: R — R;

orten,
ise R ye {R; : i € I} halkalar ailesinin alt dik toplanani denir (Lam, 2001).

Teorem 2.1.16. (indirgenmis Halkalar icin Yapi Teoremi): R halkasinin indirgenmis

halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin tamlik bolgelerinin alt dik ¢carpimi olmasidir.

Yardimci Teorem 2.1.17. (Birkhoff Teoremi): Sifir olmayan herhangi bir R halkasi alt

indirgenmez halkalarm alt dik carpim olarak temsil edilebilir.

Yardimcr Teorem 2.1.18. R degismeli indirgenmis bir halka olsun. R halkasinin bir
cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R halksinmn indirgenemez halkalarin alt direkt

carpimi olarak gosterilmesidir.

Tamm 2.1.19. R bir halka olmak iizere R / J(R) boliimli halka ise, R’ye yerel (local)
halka denir. (Faith, 1973).

Tanim 2.1.20. R bir halka olmak iizere, her a € R i¢in aba = a olacak sekilde bir b € R

varsa, R halkasma von Neumann diizenli (regular) halka veya kisaca diizenli halka denir

(Nicholson 1999).

Tanmm 2.1.21. R bir halka olmak tizere, her a € R i¢in aua = a olacak sekilde bir u €
U(R) varsa, R halkasma terslenir diizenli (unit regular) halka denir (Camillo ve Khurana,
2001).

Tanmm 2.1.22. R bir halka olmak iizere a € R i¢in a = a?b olacak sekilde b € R varsa,
a elemanma kuvvetli diizenli (strongly regular) eleman denir. Her elemani kuvvetli

diizenli olan halkaya kuvvetli diizenli (strongly regular) halka denir (Nicholson, 1999).



Tamim 2.1.23. R bir halka, a € R ve n € Z*olmak iizere, a™ € Ra™* Na™" 'R ise a
elemanma m —kuvvetli diizenli elaman denir. R halkasinin her elemani @ —kuvvetli

diizenli ise, R halkasina m —kuvvetli diizenli halka denir (Tuganbaev, 2002).

Tanim 2.1.24. M,K ve U R-modiller olmak tiizere her f:K — M R-modiil
monomorfizmasi ve her y : K - U R-modiill homomorfizmasi i¢in yf =y olacak
big¢imde y : M = U, R-modiil homomorfizmas1 varsa U ya M-injektif modiil denir. Eger
U, her M modiilii i¢in M-injektif ise U ya injektif modiil ad1 verilir (Anderson ve Fuller,
1992).

Tanmm 2.1.25. M,K ve U R-modiller olmak iizere her f:K — M R-modiil
epimorfizmasi ve her y : U - K R-modiil homomorfizmasi i¢in fy = y olacak bigimde
¥ + U = M, R-modiil homomorfizmasi varsa U ya M-projektif modiil denir. Eger U, her
M modiili i¢in M-projektif ise U ya projektif modiil adi1 verilir (Anderson ve Fuller,
1992).

Tamim 2.1.26. Bir R halkasinin her sol (sag) R-modiilii projektifise R ye yari-basit halka
denir (Lam, 2001).

Tamim 2.1.27. Bir R (degismeli) halkasinin sadece sayilabilir sayida maksimal ideali var
ise R halkasina yari-yerel halka denir.

Daha genel olarak, R/J(R) yari-basit halka ise R halkasina yari-yerel halka denir (Lam,
2001).

2.2. Degisim Halkalar

Onerme 2.2.1. R bir halka ve x € R olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
(1) e — x € R(x — x?) olacak bi¢imde e? = e € R vardhr.
(2) (1 —e) —c(1—x) € J(R) olacak bigimde ¢ € R ve e* = e € Rx vardur.
(3) R = Re + R(1 — x) olacak bigimde e? = e € Rx vardur.

(4) 1 — e € R(1 — x) olacak bi¢cimde e? = e € Rx vardir (Nicholson, 1977).



Tanmm 2.2.2. R bir halka olsun. Eger R halkasindaki her eleman Onerme 2.2.1°deki denk
sartlardan birini sagliyorsa, R halkasina sol degisim (exchange) halka denir (Nicholson,
1977).

Tamm 2.2.3. R bir halka ve L de R’nin toplamsal bir alt grubu olsun. x — x? € L sartim1
saglayan her x € R i¢cin e — x € L olacak sekilde e? = e € R varsa, bu durumda R
halkas1 i¢in L’ye gore idempotent elemanlar yiikselir olarak adlandirilir (Nicholson,
1977).

Ornek 224, R= {% €Q:2tmve3tn(mvenaralarindaasal )}  seklinde

tanimlanan bir halka olsun. Bu durumda J(R) = 6R olur. Ancak idempotent elemanlar
J(R) idealine gore yiikselmez (Chen, 1999).

Sonug¢ 2.2.5 Bir halkanin degisim halkas1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart idempotent

elemanlarin sol ideal iizerinde yiikselmesidir (Nicholson, 1977).

Onerme 2.2.6. Bir degisim halkasinm her homomorfik goriintiisii bir degisim halkasidir

(Nicholson, 1977).

Onerme 2.2.7. R nin degisim halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R / J(R) béliim
halkasinin bir degisim halkasi olmasi ve J(R) tarafindan firetilen idealin idempotent

elemanlarla yiikselmesidir (Nicholson, 1977).

Ornek 2.2.8. Her diizenli halka, yani Jacobson radikali sifir olan halkalar, degisim
halkasidir (Nicholson, 1977).

Ornek 2.2.9. Her yari-cisim (boliimlii halka) degisim halkasidir (Nicholson, 1977).

Tamm 2.2.10. Bir R halkasindaki idempotent elemanlar J(R)’ye gore yiikseliyor ve
J(R) de kapsanmayan her sol ideal sifirdan farkli bir idempotent eleman i¢eriyorsa, R’ye
gliclii (potent) halka denir (Nicholson, 1977).

Onerme 2.2.11. Degisim halkalar1 giiglii halkadir. (Nicholson, 1977).

Onerme 2.2.12. Her yerel halka degisim halkasidir (Nicholson, 1977).



2.3. Temiz Halkalar

Tamm 2.3.1. R bir halka olsun. Her a € R i¢in a = e + u esitligini saglayacak sekilde
idempotent e € R ve tersinir u € R varsa, a € R’ye temiz (clean) eleman denir. Tim

elemanlar1 temiz olan halkaya temiz (clean) halka denir (Nicholson, 1977).

Ornek 2.3.2. Bir R halkasinda e idempotent eleman ise, 1 — e € R idempotent ve 2e —
1 € R tersinir oldugundan e = 1 — e + (2e — 1) olup e temiz elemandir. Diger taraftan,
u € R tersinir elemani i¢in, 0 € R idempotent ve u € R tersinir olup u=0+u
oldugundan u temiz elemandir. Ayrica a = e + u € R olacak bi¢imde e € R idempotent
ve tersinir u € R varsa, 1 — e € R idempotent ve —u € R tersinir oldugundan 1 —a =

1—e+ (—u) € R olup 1 — a temiz elemandir (Han ve Nicholson, 2001).

Ornek 2.3.3. (1) Her idempotent eleman temiz eleman oldugundan Boolean halkalar1 da

temiz halkadir.
(2) Cisimler ve yari-cisimler de temiz halkalardir.

Onerme 2.3.4. R bir halka ve 2 € U (R) olsun. R halkasinin temiz halka olmas i¢in gerek
ve yeter kosul her a € R igin a = t + u bigiminde yazilabilen t? =1 ve u € U(R)
olmasidir (Camillo ve Yu, 1994).

Onerme 2.3.5. (1) Temiz halkalar her zaman degisim halkalaridir.

(2) Idempotent eleman1 merkezil olan her bir halkanin temiz halka olabilmesi igin gerek

ve yeter kosul degisim halkas1 olmasidir (Nicholson, 1977).

Onerme 2.3.6. Indirgenmis halkalarin her idempotent eleman: merkezildir (Nicholson,
1977).

Onerme 2.3.7. Degismeli veya indirgenmis bir halka olan R icin, R halkasmin degisim

halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin temiz halka olmasidir (Nicholson, 1977).



Onerme 2.3.8. Bir R halkasi igin asagidakiler birbirine esdegerdir:
(1) R kuvvetli diizenli bir halkadir,
(2)Her x € R igin x = x?y = zx? olacak sekilde y, z € R bulunur,
(3) R duizenli ve indirgenmis bir halkadir,
(4) R duizenli ve idempotent elemanlar1 merkezil olan bir halkadir,
(5)Her x € R igin xR = x2R ve rz(x) = rx(x?) gecerlidir,
(6)Her x € R i¢in x = xax ve xa = ax olacak sekilde a € R bulunur,
(7) Her x € R i¢in x = xux ve xu = ux olacak sekilde u € U(R) bulunur,
(8)Her x € R igin x = ue = eu olacak sekilde e = e?R ve u € U(R) bulunur,

(9)Her x € R i¢in x?u = x = ux? olacak sekilde u € U(R) bulunur (Tuganbaev,
2002).

Onerme 2.3.9.Kuvvetli diizenli her halka bir temiz halkadir (Nicholson, 1977).

Onerme 2.3.10. L = {% € (@|2 t b} kiimesi, Q nin bir alt halkas1 ve yereldir. Ayrica

Onerme 2.2.12. geregince degisim halkasidir. Ancak, R = R(Q, L) halkasi temiz ve

indirgenmis halka olmasma ragmen, kuvvetli diizenli halka degildir (Nicholson, 1977).
Onerme 2.3.11. Her yerel halka temiz halkadir (Han ve Nicholson, 2001).

Tamim 2.3.12. R bir halka ve a, b € R olmak lizere, ab = 1 oldugunda ba = 1 ise, R’ye
Dedekind sonlu halka denir (Lam, 2001).

Onerme 2.3.13. Her tersinir diizenli halka Dedekind sonlu halkadir.
Onerme 2.3.14. Her tersinir diizenli halka diizenli halkadir.

Onerme 2.3.15. R bir tersinir diizenli halka ve 1 (a) = 0 oldugunda, a € R tersinirdir.
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Teorem 2.3.16. R bir halka olmak iizere asagidaki ifadeler esdegerdir:
(1) R diizenli bir halkadir,
(2) R’nin her tek tiretecli sag (sol) ideali bir idempotent eleman tarafindan tiretilir,

(3)R’nin her sonlu iiretilen sag (sol) ideali bir idempotent eleman tarafindan
tiretilir (Goodearl, 1979).

Dolayisiyla, diizenli bir halkanin her sonlu {iiretegli ve tek tiretecli ideali bir direkt

toplanandir.

Teorem 2.3.17. R bir diizenli halka ve R fiizerindeki bir projektif modil M olsun. M

modiiliiniin her sonlu iiretegli alt modiilit M’nin bir direkt toplananidir (Goodearl, 1979).

Teorem 2.3.18. R bir diizenli halka ise R’nin tersinir diizenli bir halka olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her A, B ve C sonlu iiretilen projektif sag R-modiilleriicin A B =A@ C
oldugunda, B = C olmasidir (Goodearl, 1979).

Camillo ve Khurana, tersinir diizenli halkalar1 temiz halkalar yardimiyla su sekilde

karakterize etmistir.

Teorem 2.3.19. Bir R halkasmin tersinir diizenli bir halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
her a € R igin a = e + u olacak bicimde e? = e € R Ve tersinir u € R mevcut olup
aR N eR = 0 olmasidir (Camillo ve Khurana, 2001).

Onerme 2.3.20. Bir halkanin temiz halka olmas1 durumunda, her homomorfik goriintiisii

de temiz halkadir (Han ve Nicholson, 2001).

Onerme 2.3.21. R bir halka ve R’nin bir ideali I igin I € J(R) olsun. R halkasinin temiz
halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart, R/A nin temiz halka ve idempotent elemanlarinin

I’ya gore yiikselmesidir (Han ve Nicholson, 2001).

Sonu¢ 2.3.22. R halkasmin temiz olmasi igin gerek ve yeter kosul, R / J(R) nin temiz
halka ve idempotent elemanlarm J(R)’ye gore yiikselmesidir (Nicholson, 1977).
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Yardimcr Teorem 2.3.23. Bir R halkas1 i¢in, e? = e € R olacak sekilde eRe ile
(1 —e)R(1 — e) temiz halkalar: varsa R’ye temiz halka denir (Han ve Nicholson, 2001).

Teorem 2.3.24. Eger bir R halkasi i¢in i = 1,2,...,n ve e;Re; temiz halkalarmnin
1 =-e; +e, + -+ + e, olacak sekilde e; dik idempotent elemanlar varsa, R temiz halkadir
(Han ve Nicholson, 2001).

Sonug 2.3.25. Eger R temiz halkaysa, 0 zaman M,,(R) matris halkasi da temiz halkadir
(Han ve Nicholson, 2001).

Sonu¢ 2.326. M =M, M, D---P M, igin i =1,2,...,n ve End(M;) halkalar1

temiz halka ise, 0 zaman End (M) temiz halkadir (Han ve Nicholson, 2001).

Sonug 2.3.27. A ve B halka ve ,V; bir bimodiilii olsun. [61 g] matris halkasinin temiz
halka olmasi igin gerek ve yeter sart A ve B nin temiz halka olmasidir (Han ve Nicholson,

2001).

Tamim 2.3.28. R bir halka olsun. Eger J (R) tarafindan kapsanmayan her sol ideal,
sifirdan farkli bir idempotent eleman igeriyorsa, R'ye yari-giiclii (semipotent) halka denir
(Han ve Nicholson, 2001).

Tamm 2.3.29. Bir R halka ve e € R idempotent olsun. Eger eRe halkasi yerel halkaysa,

e’ye yerel idempotent denir (Han ve Nicholson, 2001).
Onerme 2.3.30. R temiz halka iken asagidakiler saglanur.
(1) R yarigiiclii halkadur.

(2)R halkasindaki her ilkel idempotent eleman yerel idempotentdir (Han ve
Nicholson, 2001).

Ozet olarak asagidaki tanimlar birbirlerini gercekler: Va € R igin
(1) Temiz Halka: u € U(R), e € Id(R) isea=u+e
(2) Zayif Temiz Halka: u € U(R), e € Id(R) isea=u+eveyaa=u—e

(3) Kuvvetli Temiz Halka: u € U(R), e € Id(R) isea =u + e Ve ue = eu
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Yan-Temiz Halkalar

Bu boliimde, bir tiir kuvvetli diizenli eleman olan yari-idempotent eleman tanimi ve bu

elemanlar tarafindan insa edilen yari-temiz halkalarin 6zellikleri verilecektir.

Tamm 3.1.1. R bir halka iken g € R elemam g? = kq olacak sekilde k € UC(R) varsa
bu elemana yari-idempotent eleman denir. Bu g elemani, k-idempotent eleman olarak da

adlandirilir.

R halkasinin tiim yari-idempotent elemanlar kiimesi QId (R) ile gosterilir. Agik olarak

asagidaki diyagram elde edilir;
Idempotent Eleman = Yarit — idempotent Eleman = Kuvvetli Diizenli Eleman
Fakat bu diyagramin tersi dogru degildir.
Eger k € UC(R) ve q € R bir k-idempotent ise,
(k~1q)? = k~'qk~'q = k~'k~'qq = k 'k kq = k~1q

dir. Yani (k~1q) bir idempotenttir. Buradan k~1q = e olacak sekilde e? = e € R vardur.
Oyleyse q € QId(R) igin k € UC(R) ve e? = e € R olmak iizere g = ke bi¢iminde bir

karakterizasyona sahiptir.

Eger q € R bir k-idempotent, yani k € UC(R) ve e € Id(R) olmak iizere q> = kq ve

q = keise
R =qR®(k — q)R = eR®(1 — e)R

seklinde R halkasinmn bir dik toplam ayrisimi elde edilir. Burada qR = eR ve
(k —q)R = (1 — e)R dir. Ayn1 zamanda k — q = k(1 — e) oldugundan k — q bir yari-

idempotenttir.

Yari-idempotent eleman tanimi kullanilarak, yari-Boolean halka tanimi asagidaki gibi

verilir.
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Tanim 3.1.2. R halkasinin her eleman1 yari-idempotent eleman ise R halkasina yari-

Boolean halka denir.

Ornegin; Boolean halkalar ve cisimlerin dik ¢arpimi yar1-Boolean halkadir. Ayrica, yari-
idempotent elemanlarin homomorfik goriintiilerinin yine yari-idempotent oldugu acik

oldugu i¢in, yari-Boolean halkalarin homomorfik goriintiileri de yari-Boolean halkadir.
Asagidaki diyagram bilinmektedir:

Degismeli bir halka diizenli halkadir & Terslenir diizenli halkadir

< Kuvvetli dizenli halkadir
Diyagrama gore, asagidaki sonuglar yari-Boolean halkalar1 i¢in bir karakterisyon verir.
Onerme 3.1.3. R halkas1 i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) R yari-Boolean halkasidir,
(2) R degismeli diizenli halkadir,
(3) R degismeli indirgenmis halkadir ve her asal ideali maksimaldir,
(4) R, cisimlerin bir alt dik ¢arpimuidir ve her asal ideali maksimaldir,

(5) R, cisimlerin bir alt dik ¢arpimidir ve R nin herhangi bir maksimal idealinin her

lokalizasyonu cisimdir.

Ispat (1) = (2) R yari-Boolean oldugundan, herhangi bir 0 # q € R i¢in ¢ = ke olacak
sekilde k € UC(R) ve e € Id(R) vardir. Buradan, herhangi bir n € Z* igin;

q" = kekeke ...ke = ke, e # 0

elde edilir. Buradan g nilpotent degildir. Dolayisiyla R indirgenmistir. O halde, R
indirgenmis oldugundan her idempotent merkezdedir. Yani, g = ke merkezil olur.

Buradan R degismelidir.

(2) = (1) R degismeli ve diizenli oldugu i¢in terslenir diizenlidir. Yani, herhangi bir a €

R icin;
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a = aka
olacak sekilde bir k € U(R) = UC(R) vardir. R degismeli oldugundan,
a = ka?
dir. k € UC(R) olup 3k~ € R i¢in kk~1 = 1 dir. Buradan,
k7la =k 'ka? = a? =k la
elde edilir. Yani, a € R, k= —idempotentdir. O halde R yari-Boolean halkadir.
(2) © (3) (Goodearl, 1979, Teorem 1.16)” den gelir.

(2) > (4) Yardimei Teorem 2.1.17.’ye gore;

o:R=| [~

bir halka monomorfizmasi vardir, burada her R; alt dik indirgenemez bir halka ve her bir
i €1 i¢in m; : R - R; lizerine dontisimdiir. Boylece her R; alt dik indirgenemez
degismeli indirgenmis halkadir. Yardimci Teorem 2.1.18 den R; cisimdir. Buradan R alt

dik cisimler tarafindan iiretilir. Dolayisiyla (3) e gére R nin tiim asal idealleri maksimal

idealdir.
(4) = (3) Teorem 2.1.16. dan agiktr.
(4) & (5) Aciktir. m

Boylece bir R degismeli diizenli halka (yani Boolean olmayan halka) i¢in, R deki her

eleman yari-idempotent elemandir fakat idempotent eleman degildir.

Tanim 3.1.4.Bira € Riginu € U(R) ve q € QId(R) olmak iizere a = u + q bi¢giminde
yazilabiliyorsa bu elemana yari-temiz eleman denir. R halkasinin her elemani yari-
temizse, R’ye yari-temiz halka denir. Hera € Rigina =u +q, u € U(R), q € QId(R)

ve uq = qu ise R halkasina kuvvetli yari-temiz halka denir.
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R halkasinda bir a elemanin (kuvvetli) yari-temizligi saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

ka’nin (kuvvetli) temiz olacak sekilde bir merkezil tersinir k elemaninin olmasidir.
Temiz halka tanimlari ile agsagidaki diyagram elde edilir.

Kuvvetli Temiz Halka = Temiz Halka = Zayif Temiz Halka

= Yart — Temiz Halka
Ancak diyagramin tersi dogru degildir.

Ornek 3.1.5. Yar-Boolean halkalar, degismeli diizenli halkalar, temiz halkalar ve zayif
temiz halkalarin tiimii yari-temiz halkadir. Ayrica yari-Boolean halkalar ve kuvvetli temiz

halkalarin tiimii kuvvetli yari-temiz halkadir.
A halka ve B, A’nin bir alt halkasi olsun. Dolayisiyla;

RI[A,B] :={(a4, ...,a,, b,b,...):a; € A,b € B,n > 1}
kiimesi bilesenlerinin toplama ve ¢arpma islemine gore bir halkadir.
Onerme 3.1.6. R halka olmak iizere asagidaki ifadeler gegerlidir.

(1) (Kuvvetli) Yari-temiz halkalarm homomorfik goériintiisii de (Kuvvetli) yari-temiz
halkadir.

(2) R[x] yari-temiz halka degildir.

(3) R[x] seri halkasmnin yari-temiz halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart R’nin yari-

temiz halka olmasidur.

(4) R[x]/(x™*1) yar1 temiz olmas igin gerek ve yeter sart R’nin yari-temiz halka

olmasidir.

(5) {R,} bir halka ailesi olsun. O zaman, dogrudan R = [[ R, kuvvetli yari-temiz

halkadir ancak ve ancak R, lar kuvvetli yari-temiz halkalardir.
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(6) A bir halka ve B, A’nin alt halkas1 olsun. O zaman, R[A, B] yari-temiz halka iken
ancak ve ancak A yari-temiz halkadir. Burada Vb € B i¢in b = e + u seklinde
olupu € U(B) ve e? = ke ile k € U(B) N C(A) dir.

Ispat (1) Bir R halkasindaki idempotent ve tersinir elemanlarm homomorfik gériintiileri

sirastyla idempotent ve tersinir eleman oldugundan ispat1 agiktir.

(2) (R/J(R))[x], R[x] polinomlar halkasinm bir goriintiisii oldugundan, (R/J(R))[x] in
yari-temiz halka olmadigini1 gostermek yeterlidir. Yani J(R) = 0 oldugunu varsayalim.
Boylece 0, R halkasindaki tek merkezil nilpotent elemanidir. R[x]’in her merkezil
terslenir eleman1 ayn1 zamanda R halkasmnin da merkezil terslenir elemanidir. Simdi x €
R[x] nin yari-temiz eleman olmadigmi gosterelim. Farz edelim x € R[x] yari-temiz
eleman iken, x = a + (x — a) olacak sekilde R[x] te @ = ey + e;x + -+ + e, x™ bir k-
idempotent ve (x — @) terslenir elemani olsun. Burada k, R de merkezil terslenir eleman

Ve ey, R’ de terslenir elemandir. a? = ka dan;
el = ke,
€0€1 + €16 = kel

epe; + e + eyey = ke,

elde edilir. Ikinci esitligi soldan e, ile carpilirsa,
kege, = eie; + egeie, = kege; + epe eq

elde edilir. Buradan, eye;e, = 0 dir. ey, R’de terslenir oldugundan e; = 0 bulunur.
Benzer sekilde, iigiincii esitlikten e, = 0 bulunur. Isleme devam edilirse, i = 1, ..., n i¢in
e; = 0 olur. Boylece a« — x = ey — x bulunur ki bu R[x] te terslenir degildir. Bu ise

x — a nin terslenir olusunu kabul etmemizle gelisir. O halde, R[x] yari-temiz halka

degildir.

(3) R, R[[x] in homomorfik goriintiisii oldugu i¢in gereklilik (1)’ den agiktr.
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Yeterlilik, a =Y a;x' € R[x] olsun. R yar-temiz halka oldugundan, merkezil
terslenir k € R ve terslenir u € R i¢in q? = kq olmak iizere ay = q + u bigimindedir.
Boylece @ = q + (u + a;x + ayx? + ---) dir, burada u + a;x + a,x? + -+ € R[x] te
terslenir eleman ve g € R[x] te yari-idempotent elemandir. Yani a, R[[x] te yari-temiz

elemandir.

(4) R[x]/(x™*1), R[x] in bir goriintiisii ve R de R[x]/(x™*1) in goriintiisii oldugundan
Sonug (1) ve (3)’ den agiktir.

(5) Her bir Ry, R nin bir goriintiisiidiir, bu nedenle gereklilik (1) tarafindan saglanr.
Yeterlilik i¢in r = (7,) € R i¢in 1, = q, + u, olup burada q, € R, k, —idempotent ve
U, € R, interslenir elemandir. Buradan u := (u,) € R nin birimi, k := (k,) € R’nin
merkezil terslenir elemanidir ve ¢ = (q,), olmak iizere q% = kq ve r = q + u dir. Yani

T yar1 temizdir.

(6) T = R[A,B] olsun. T nin yari temiz oldugunu varsayalim. A, T nin goriintiisii
oldugundan (1)’den A yari-temizdir. b€ B ve B = (b,b,..,b,b,..) €T olsun.
B = (q;) + (u;) yazilir, burada (q;) € T (k;)-idempotent ve (u;) € T terslenir

elemandir. Buradan;

(ql) = (qll ey qn; q; q; e ); (ul) = (ull ""unlul ul "')

yazilabilir ve (k;) = (ky,...,kn, k,k,...) olur. Burada u,q € B, k € U(B) n C(A),
q?> = kq igin b = q + u olur.

Gereklilik, « = (ay, ...,an, b, b, ...) € T olsun. Burada k € U(B) N C(A) olmak fizere,
q*> = kqve u € U(B) i¢in b = q + u dir. Ayrica her i igin, g; ler A da k;-idempotent ve
u; € U(A) olmak iizere a; = q; +u; dir. Boylece, (k;) = (ky, ...k, k k,...) ET
merkezil terslenir elemandir. ve a = (qq, ..., 4, 4, q, --.) + (Uq, ..., Up, U, U, ...) Olacak
sekilde (k;)-idempotent ve terslenir eleman toplami seklindedir. Boylece a, yari-

temizdir.m

Ornek 3.1.7. p # q tek asal sayilar ve R = Z,y NZy = {a/b:a,b €Z,b # 0,p }

b,q t b} temiz olmayan yari-temiz bir halka olsun (Anderson ve Comillo, 2002).

Buradan, Onerme 3.1.3(4) den R X R yari-temiz halkadir ancak zayif temiz halka degildir

18



(Ahn ve Anderson, 2006). Onerme 3.1.3(5) ten R[R, R] yari-temiz halka fakat zayif temiz
halka degildir (Kosan ve Sakinkaya, 2017).

Teorem 3.1.8. R terslenir diizenli bir halkadir ancak ve ancak her a € R, aRNgR =0

olmak iizere, a = q + u seklinde yari-temiz bir ayrigmaya sahiptir.

Ispat (=) (Camillo ve Khurana, 2001) den bir temiz ayrisim, yari-temiz bir ayrigim

olmasindan gerceklenir.

(&) Hera € Rigin, g% = kq,u € U(R) ve aR N qR = 0 olmak iizere, a = q + u olacak
sekilde yari-temiz bir ayrismaya sahip olsun. Buradan au~lq = (¢ + wulq =
qu lq+ g € aRNgR =0 dir. Bdylece au'(a—u) =0 ve a = au"'a elde edilir.

Yani, R terslenir diizenli halkadir. m

3.2. Degismeli Yan-Temiz Halkalar

(Anderson, 2002; Ornek 13)’e gore, her ayristirilamaz degismeli temiz halka yerel iken,
bir degismeli halkanin yerellestirilmesinin temiz halka olmasi gerekmez. Buna ragmen

asagidakilere sahibiz.
Onerme 3.2.1. Degismeli yari-temiz bir halkanin her yerellestirilmesi, yari-temizdir.

Ispat R yari-temiz halka ve S,R’nin carpmmsal kapali bir alt kiimesi olsun. T = S™'R

alalim. Her bir x € T i¢in, a € R, s € S olmak lizere, x = gve R yari-temiz halka oldugu

icin, R de a = q + u seklinde yari-temiz ayrigmaya sahiptir. Boylece,
x=s"1tqg+su
seklinde T de yari-temiz ayrisimi elde edilir.m

R’nin her asal ideallerinin kesisimine asal radikal denir. N(R) ile ifade edilir. Degismeli
bir halka igin R de N(R) = Nil(R) dir.

Onerme 3.2.2. R degismeli bir halka iken R nin yari-temiz olmasi igin gerek ve yeter

kosul, R/ N(R)’nin yari-temiz halka olmasidir.
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Ispat. (=) Onerme 3.1.6 (1) den agiktrr.

(<) Her hangi bir a € R i¢in, @, a nin R/ N(R) deki géruntiisii iken R/ N(R) yari-temiz
oldugundan, R/ N(R) de q yari-idempotent ve & terslenir eleman olmak {izere, a = q +
u seklinde yazilir. R degismeli ve N(R) nil radikal oldugu igin, R/ N(R) deki
idempotentler ve terslenir elemanlar R ye yiikseltilebilir. Boylece, R de e yari-idempotent
ve u terslenir eleman olarak farz edebiliriz. Yani, a — (e + u) = b € N(R) ve bdylece

a = e + (u + b) bigiminde de yar1 temiz ayrigimi elde edilir. m

Onerme 3.2.3. R degismeli halka, r € R iken a kuvvetli r —diizenli ve u € U(R) olmak

lizere r = a + u iSe r yari-temiz halkadir.

Ispat a kuvetli = —diizenli oldugu icin, e bir idempotent ve v € U(R) olmak iizere

a = e + v biciminde yazabiliriz ve ea nilpotenttir. Buradan,
r=a+u=ea+(1l—-e)atu=ea+(1—-e)v+u=v(1l—e)+ (u+ea)
dir. Bu, yari-temiz ayrigsmadir. m

Onerme 3.2.4. R degismeli halka ve R’nin yari-temiz olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul,
her bir I < R i¢in R/I ayristirilamaz R /I’nin tersinir olmayan her elemaninin iki terslenir

eleman toplami bigiminde yazilmasidir.

Ispat Yeterlilik, a € R yar1 temiz olmadigini varsayalim. Bostan farkls,
R .
F= {I SR:a+l€ 7 yar temiz degildir}

kiimesini alalim. F nin {I;} zinciri i¢in, I = U;I; olsun. O zaman I, R nin bir idealidir.

a + I € R/I yari-temiz oldugunu varsayalim. Boylece e, k, k', u,u’ € R igin;
(e+D?=e+1, (k+DKk'+D=1+1, wu+DH@W +DH=1+1
olmak iizere
a+l=0(k+De+D)+Ww+1)

bigimindedir. Bu nedenle;
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a—ke—u, e?—e, kk' —1, uu' — 1.

I nin elemanidir. {I;} bir zincir oldugu i¢in baz1 I, ’ler vardir dyle ki tiim bu 6geler 1, da
bulunur. Dolayisiyla R/I; i¢indedir. Boylece, a + 1, = (k+L)(e+ A1)+ (u+1) €
R/I, yari-temizdir. Bu geliski gosteriyor ki I, F'nin i¢indedir. Yani F bir tiimevarimsal
kiimedir. Zorn Lemma’ ya gore, F maksimal bir elemana sahiptir ve bu I olsun. Simdi,

R/I nin ayristirilmaz oldugunu gosterelim.
R/I nin ayristirilabilir oldugunu varsayalim. Buradan, I € I; (j = 1,2) idealleri vardur.
Bunadan;

r+le @+1,r+ 1) ile

dir. I, F de maksimum olusu ile j = 1,2 i¢cin a + I; € R/I; yari-temizdir. Yani R/I; de

ki + I;,u; + I; terslenir elemanlar ve e; + I; idempotent olmak lizere,
a+1;=(k+1)(e + 1) + (w + ;)
bi¢iminde yazilisa sahiptir. Dolayisiyla R/I; @ R/I, de,
(a+L,a+ 1) =y + 1,k +L)(eg+ e+ 1)+ (uy + 1, uy + 1)

seklinde bir yari-idempotent ve bir terslenir elemanin toplami seklindedir. Buradan
a + I € R/I nin yari-temizdir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir, yani a + I € R/I yari-temiz
ayrismasi ile R/I ayrismazdir. Dolayisiyla a + I € R/I terslenir degildir ve iki terslenir

eleman toplami degildir.

Gereklilik, R nin bir ayristirilamaz goriintiisii R/I oldugunu varsayalim. O zaman R/I
nin sadece triviyal idempotent elemanlar1 vardir. Boylece R/I deki yar1 idempotent
elamanlar ya sifir ya da tersinir elemanlardir. Yani x € R/I i¢in, x sifir ile bir terslenir

elemanin toplami ya da x terslenir iki elemanin toplami bigimindedir. m

Bir degismeli ayristirilamaz R’nin temiz halka olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, R’nin
bir yerel halka olmasidir (Anderson ve Camillo 2002, Teorem 3). Bir degismeli

ayristirilamaz R halkasmin zayif temiz halka olabilmesi i¢cin gerek ve yeter kosul R
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halkasimin yerel halka veya 2 nin terslenir eleman oldugu tam olarak iki maksimal ideali

olan bir ayristirilamaz halka olmasidir (Ahn ve Anderson 2006, Sonug 1.4).

Sonug¢ 3.2.5. R bir degismeli ayristirilamaz halka olsun. R nin yar1 temiz halka olmasi
icin gerek ve yeter kosul R de terslenir olmayan her elamanin iki terslenir elemanin

toplam1 bigiminde yazilmasidir.

Onerme 3.2.6. R degismeli yari-yerel bir halka iken R yar1 temiz olur ancak ve ancak
R = A X B bigimde yazilir. Burada A sonlu sayida yerel bir halkanin dik ¢arpim1 ve B,

Z ye 1izomorfik goriintiisii olmayan yari-yerel bir halkadir.

Ispat (&) Onerme 3.1.6(4)’e gore, B nin yari-temiz oldugunu gostermek yeterlidir. Yari-
yerel bir halkanin 2-1yi halka olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul Z,’ye izomarfik goriintiisii

yoktur. Boylece B nin degismeli 2-iyi bir halkadir, boylece yari-temiz halkadir.

(=) Her bir R; yerel halka ve her bir S; ayristirilamaz halka olmak tizere R = R; X ... X
R, X §; X ... X §,, seklinde yazallm. A = R; X ... X R, ve B = §; X ... X §,,, olmak iizere
R =A X B seklinde yazilabilir. B nin Z, ye izomorfik goriintiisi olmadigini
gostermeliyiz. Farz edelim ki bazi S; lerin Z, ye izomorf goriintiisii mevcut olsun ve buna
S; diyelim. S; ayristirilamaz oldugundan, Sonug 3.2.5 den S, de terslenir olmayan her
eleman iki terslenir eleman toplami seklindedir. Yani, S; //(S;) de her terslenir olmayan
eleman iki terslenir elemanmn toplami seklindedir. S; yerel olmadig1 icin [ = 2 igin
S,/J(S1) = F; X ... X F; yazilabilir burada her bir F; cisimdir. S; in Z, ye izomorf bir
gorlintiiye sahip oldugundan, bazi F; ler Z, dir. F; = Z, oldugunu varsayabiliriz.
Buradan (1,0, ...,0) € S;/J(S;) iki terslenir elemanin toplami degildir. Bu ise kabuliimiiz

ile ¢elisir. m

Sonug 3.2.7. R degismeli, ayristirilamaz yar1 yerel halka iken, R yari-temizdir ancak ve

ancak ya R yerel halka ya da R nin Z,’ ye izomorfik goriintiisii yoktur.
Sonu¢ 3.2.8.m = 1,py, ..., P farkli asal sayilar olsun. R := N, Z,, olsun.

(1) R temizdir ancak ve ancak m = 1 dir.
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(2) R yari-temiz ancak ve ancak yam =1yadai=1,..,micin p; # 2 ilem > 2
dir.

Ispat (1) (Anderson ve Camillo 2002, Teorem 3) ten goriiliir.
(2) Sonug 3.2.7° den agiktir. m

Degismeli yar1 yerel halkalarm yari-temiz olma kosullar1 yukarida verilmistir. Asagida,
bir yari-temiz, digerleri yari-temiz olmayan sayilabilir ¢oklukta maksimal idealleri olan

iki tamlik bolgesi 6rnegi verilmistir.

Ornek 3.2.9. F # Z, olan bir cisim ve R; = F[xy,X,, ...] F cismi iizerinde sayilabilir
bilinmeyenli polinom halkas1 olsun. S = R; — U2, (x;) ve R = S™1R; olsun. O zaman

R yari-temiz bir halkadir.

Ispat A¢ik olarak, Max(R) = {(x,), (x,), ... }dir. R'nin terslenir olman her elemaninm,
R deki terslenir iki eleman toplami seklinde yazildigini gostermeliyiz. Her bir f(X) €
(x1) icin, n pozitif tamsayy, [y =1, [, =1, i=2,..,n—11i¢in [; >0 ve u € U(R)

olmak iizere
FXO) = xixl xlnu
olarak yazilabilir. |F| > 2 oldugu i¢in, 1 = a + b ve a,b € F* olur. Boylece;
FX) = (axi'x2 ox® — xpp Ju+ (bXPX2 X+ Xpyr U

iki terslenir elemanin toplami seklindedir. Benzer sekilde, (x;) maksimal ideallerindeki

her eleman yari-temiz oldugu gdsterilebilir. m

Ornek 3.2.10. p bir asal, X ={qlqg =1 mod(p) ve qbirasaldir} ve §=
{?qilqéz ...q,lln|n >1, [; =20, q; € X} olsun. R = S71Z olsun. Eger p = 7 ise R yar1
temiz halka degildir.

Ispat U(R) = {% |a,b € S} dir. R'de iki terslenir elemanm toplami olmayan terslenir

olmayan bir a € R bulmaliyiz. Drichlet Teoremi ile X sonsuzdur ve q' = 3 mod(p)

seklinde sonsuz sayida q' asal elemani vardir. Bu sekilde q’ igin, q¢" € U(R) + U(R) ise
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by |, by
q =+
ai az

= ;(blaz + b,a,) olacak sekilde b—l,b—z € U(R) vardr. Buradan,
aia; a; az

a,a,q" = (bya, + bya,) dir. Fakat p > 7 i¢in a,a,q’ = 3 mod(p) ve (b,a, + bya,) =
0,1,—1,2,—2 mod(p) ¢eliskisi bulunur. O halde ¢ ¢ U(R) + U(R) dir. m
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4. BULGULAR

4.1. Yan Degisim Halkalan

Lemma 4.1.1. Eger q, R de yari-idempotent ise, herhangi bir u € U(R) igin u~*qu bir
yari-idempotenttir.

Ispat: g € R icin yari-idempotent olsun. Bu durumda g2 = kq olacak sekilde k € UC(R)
vardir. Herhangi bir u € U(R) i¢in;

w'qw)? = W lqu (@ qu) = u™tq*u = u " (kq)u = k(u"'qu)
dir. Yani u~*qu yari-idempotenttir. m
Onerme 4.1.2. R halkasmin bir x elemani i¢in asagidakiler denktir:

(1) g — x € R(kx — x?) olacak sekilde, k € UC(R) olmak iizere q? = kq € R

vardr,

(2) (k—q) — c(k — x) € J(R) olacak sekilde, k € UC(R) olmak iizere q? = kq €

Rx ve ¢ € R vardrr,

3) Rq + R(k — x) = Rk = R olacak sekilde, k € UC(R) olmak iizere q? = kq €
(3) Rq q° = kq

Rx vardr,
(4) k — q € R(k — x) olacak sekilde, k € UC(R) olmak iizere g? = kq € Rx vardrr,

Ispat (1) = (2) ¢ — x € R(kx — x?) olacak sekilde q?> = kq € R, k € UC(R) olsun. Bu
durumda g — x € R(kx — x?) olacak sekilde r € R vardir. Boylece

k—q=k—x—krx+rx?*=1-7rx)(k—x)
c:=1—rx segilirse (k —q) — c(k —x) = 0 € J(R) elde edilir.

2)=03) (k—q)—c(k—x)€J(R) iken ceR ve q*=kq € Rx (k € UC(R))

mevcut olsun. O halde

1-[(k—q)—clk—x)] € UR)
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dir. Yani 1 —[(k — q) — c(k — x)] = u olacak sekilde bir u € U(R) vardir. u € U(R)

oldugundan uv = 1 = vu ve v € U(R) ifade edilebir. Dolayisiyla;
v(l—k)+vg+vclk—x)=1
oldugundan R(1 — k) + Rq + R(k — x) = R bulunur. Sonug olarak,
R—Rk+Rq+R(k—x)=RveRq+R(k—x)=Rk=R
bulunur.

(3)=>(4) k€eUC(R) olmak iizere q?=kq € Rx mevcut olsun o&yle ki
Rq + R(k — x) = Rk = R olsun. Buradan 1 = rq + s(k — x) ve r, s € R vardir.

f = q + (k — q)rq segilirse
f?=lq+ (e = rqllg + (k — @)rq]

=q’+q(k —rq+ (k—qrq*+ (k — Qrqlk — g)rq

=kq +k(k—q)rq

= klq + (k — @)rq]l = kf,
yani, f, R’ de bir yari-idempotent ve f € Rx tir. O halde

k—f=k—q—(k—q@rq=(k—-q@1—-rq) =(k—q)s(k —x)

ve k — f € R(k — x) bulunur.

(4) = (1) k — q € R(k — x) olacak sekilde, k € UC(R) olmak iizere, q*> = kq € Rx

mevcut olsun. O halde
kq=r'xveq=k Ir'x =rx
ve

k—q=s(k—x)

26



olacak sekilde r, s € R vardir. Boylece,
kq —kx =kq—qx — kx + qx

=qk—x) — (k—q)x

=rx(k —x)—s(k —x)x

= (r —s)(kx — x?)
ve

q—x =k 1(r —s)(kx —x?) € R(kx — x?)

olur. m

Tamm 4.1.3. Bir halkanm tiim elemanlar1 Onerme 4.1.2°deki denk kosullardan birini

sagliyorsa bu halkaya yari-degisim halka denir.
Ornek 4.1.4. (1) Degisim halkalar1 yari-degisim halkalaridir.

(2) Yerel halkalar yari-degisim halkasidir. Gergekten, R bir yerel halka ve x € R olsun.
x € J(R), k € UC(R) olmak iizere > = kq = 0 alirsak 0 =g € Rx ve 1 =c € R ile

x=k—-k+x=(k-—q)—clk—x)€J(R)

bulunur. Onerme 4.1.2(2) ile R yari-degisim halkasidir. Diger durumda, x & J(R) olsun.
Bu durumda, R yerel halka oldugu i¢in x € U(R) dir. Boylece, ux = xu = 1 olacak
sekilde u € U(R) mevcuttur. Buradan 1 —ux € J(R)veRx = Rdr.1=q € Rxve 1l =

c € Ricin
(k—q) —clk —ux) = —(1 —ux) €J(R)
bulunur. Dolayisiyla R yari-degisim halkadir.

(3) Yar1 temiz halkalar yari-degisim halkadir. Gergekten, R yari-temiz halka ve x € R
olsun. Bu durumda, q € QId(R) ve u € U(R) olmak iizere x = q + u bi¢iminde

yazilabilir. Boylece,
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ulx —ulk—qQul=ux— (k—qQu=uq +u? —ku+ qu = x?> — kx
dir. Dolayistyla Onerme 4.1.2. den R yari-degisim halkasidir.
Asagidaki 6nermede, yari-degisim halkalarin bazi temel 6zellikleri gosterilmistir.

Onerme 4.1.5. (1) Yari-degisim halkalarmn tiim homomorfik goriintiileri de yari-degisim

halkasidir.

(2) Yari-idempotentlerin merkezil halkanin yari-temiz olmasi igin gerek ve yeter kosul

yari-degisim halka olmasidir.

(3) R degismeli halka ve R’nin yari-degisim halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin

yari-temiz halka olmasidir.
(4) Eger R bir yari-degisim halka ve e? = e € R ise eRe yar1-degisim halkasidir.

Ispat (1) Her yari-idempotent elemanm homomorfik goriintiisiide yari-idempotent

olmasmdan ve Onerme 4.1.2°den aciktr.

(2) (=:) R yar1-degisim halkas1 ve x € R iken, k € UC(R) olmak iizere, q> = kq € Rx
vardir 0yle ki (k — q) € R(k — x) dir. ¢ € Rx oldugu i¢in, ¢ = rx olacak sekilde r € Rx
vardir. Buradan g? = qrx den krx = gqrx dir. Dolaywsiyla, krx = qrx ile qr = kx
oldugunu farz edebiliriz. Boylece, kr = rxr bulunur. Ayrica, (rx)(rx) = (rxr)x = krx
ve (xr)(xr) = x(rxr) = x(kr) = kxr den rx ve xr yari-idempotenttir. Hipotezden, her

yar1-idempotent merkezil oldugu igin,
xr = x(k7Yrxr) = k™ x(rx)r = k7 (rx)(xr) = k7 (xr)rlx = k™ (rxr)x = rx

den qr =rq bulunur. Benzer sekilde, (k —q) € R(k — x) oldugu i¢in (k—q) =
stk —x), (k — q)s = ks ve s(k — q) = (k — q)s olacak sekilde s € R vardir. Ayrica,
[k~ 1(r — S)](x — (k- q)) =1 oldugu i¢in x — (k—q), R de terslenir elemandir.

Dolayisiyla k — q € R yari-idempotent ve x — (k — q) € R terslenir eleman olup,
x=x—(k—q)+k—-q)

seklinde yazilabilir. Boylece R bir yari-temiz halkadir.
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(<:)Ornek 4.1.4(3) ile agiktir.
(3) (:=) R degismeli oldugu i¢in (Lee, 2008) den agiktir.
(<:) Ornek 4.1.4(3)’ ten agiktir.

(4) R yari-degisim halkas1 e? = e € R Ve x € eRe olsun. R yari-degisim halkasi oldugu
icin, k € UC(R) olmak iizere, g% = kq € Rx vardir dylekik — q € R(k — x) tir. ¢ € Rx
oldugundan kq = r'x olacak sekilde ' € R vardir. Yani r = k™1r olmak iizere q = rx

seklinde yazilir. O halde ge = rxe = rx = q du.
(eq)? = e(qe)q = eq? = keq ve eq € (eRe)x

elde edilir. Boylece ke — eq = e(k — q)e € eRe(ke — x) dir. Dolayisiyla, eRe yari-
degisim halkasidir. m

Yardime: Teorem 4.1.6. R bir halka, a € R ve k € UC(R) olsun. Bu durumda,
a€xRvek—a€(k—x)Re x—a€ (x?—kx)R
drr.

Ispat (:=) a€ xR ve k—a € (k—x)R olsun. Bu durumda,a =xr ve k—a =

(k — x)s olacak sekilde 7, s € R vardir. Boylece,
k(a —x) = ka—xa+ xa — kx
=(k—-—x)a+x(a—k)
=(k—x)xr —x(k —x)s
= (x?—kx)(s—1).
dir. Buradana — x = (x? — kx)k™ (s —r) ve a — x € (x? — kx)R bulunur.

(:) a—x € (x?2 — kx)R olsun. Bu durumda, a —x = (x? — kx)r olacak sekilde

r € R vardir. Boylece

a=x*r—kxr+x=x(xr—kr+1)
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den a € xR ve
k—a=((k-x)+(x—a)=(—-—x)— (x?=kx)r = (k —x)(1 +xr)
den k — a € (k — x)R elde edilir. m

Yardimcr Teorem 4.1.7. a,u,v € R ve k € UC(R) olmak iizere g2 = kq € R ise

asagidakiler saglanir.
(1) Egera=q+uveuv =1,ise a —u(k — q)v = (a? — ka)v dr.
(2) Egera=q+uveuv =1,ise a — v(k — q)u = u(a? — ka) du.

(3)Eger a=qg+u ve u€eU(R), ise a—ulk—qu?!=(a?—-ka)u™! ve

a—ut(k —q)u=u1(a?— ka) dr.
Ispat (1) a = g + u ve uv = 1 olsun. Béylece,
ala—k)=(q+ u)((q —k)+ u)

=q(q —k)+qu+ulq—k)+u?
=qu+u(q — k) + u?

ile

a(a — k)v =quv +u(q — k)v + u?v

=q—ulk—qv+u
=a—ulk—q)v

bulunur. Dolayisiyla a — u(k — q)v = (a? — ka)v dir.

(2) (1)’e benzer sekilde ispatlanir.

(3) (1) ve (2)’den ¢ikar. m
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Onerme 4.1.8. a € R, k € UC(R) olmak iizere q> = kq € R ve aq = qa olsun. Bu

durumda asagidakiler saglanir.
D (a@a—q@R=Re a—(k—q) € (a? — ka)R
(2 Ra—q) =R a—-(k—q) € R(a? — ka)
Ispat (1) :=):u=a—qvev €Rileuv = 1 olsun. Yardime1 Teorem 4.1.7(1) ile
a—(k—q)=a—-(k—qQuv=a—-ulk —q)v=_(a%—-ka)v
bulunur. Boylece a — (k — q) € (a? — ka)R dir.

(€:)a— (k—q) € (a? — ka)R olsun. Yardimci Teorem 4.1.6 ile k —q € aR ve q €
(k — a)R dir. Boylece, k —q = ar ve q = (k —a)s olacak sekilde r,s € R vardir.

Buradan,
(k—q) =ar
(k—q)(k—q) =ar(k—q)
k? —kq—kq +q? = ar(k — q)
k? — kq = ar(k — q)
(k =) (k? — kq) = (k — @)ar(k — q)
k*®—k?q —kq* + kq® = (k — qar(k — q)
k(k — @)k = (k — q)ar(k — q)
ve
q=(k—a)s
q* =qlk—a)s
kq = q(k —a)s
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kq? = q(k — a)sq
kqk = q(k — a)sq

elde edilir. Boylece kr =(k—q)r=r(k—q) ve ks =qs =sq farz edilebilir.
Dolayisiyla,

[(a—q)(r—39)]k ! =[ar —as — qr + gqs]k™?
=[(k—q)—as+kslk™?!
= [k —q) + (k — a)s]k™*
=[k—q+qlk™
=kk™1=1

den (a — q)R = R bulunur.
(2) (1)’e benzer sekilde yapilir. m
Sonug 4.1.9. R halkasi i¢in asagidakiler denktir:

1) Herhangi bir a € R i¢cin k € UC(R) olmak iizere g2 = kq € R ve uR =R ile
( g q q

u € R mevcuttur dyle ki a = g + u ve qa = aq d,

(2) Herhangi bir a € R igin k € UC(R) olmak iizere g* = kq € R mevcuttur dyle ki
a—q € (a®> — ka)R ve ga = aq drr,

Sonuc 4.1.10. R halkas1 i¢in asagidakiler denktir:

1) Herhangi bir a € R i¢cin k € UC(R) olmak iizere g2 = kq € R ve Ru =R ile
( g q q

u € R mevcuttur 6yle ki a = g + u ve qa = aq drr.

(2) Herhangi bir a € R igin k € UC(R) olmak iizere g*> = kq € R mevcuttur dyle ki
a — q € R(a? — ka) ve qa = aq d.

32



Sonuc¢ 4.1.11. a € R i¢in asagidakiler denktir.
(1) a € R kuvvetli yari-temiz elemandir.

(2) R’de k € UC(R) olmak iizere g = kq yari-idempotent eleman1 mevcuttur dyle
kigeaRNRa,k—q € (k—q)RNR(k —a) ve ag = qa dur.

(3) R’de k € UC(R) olmak iizere g2 = kq yari-idempotent eleman1 mevcuttur dyle
kia —q € (a? — ka)R N R(a? — ka) ve qa = aq du.

Ispat (1) = (3) a € R bir kuvvetli yari-temiz eleman olsun. Bu durumda k € UC(R)
olmak iizere bir g2 = kq € R yari-idempotent eleman ve u € R terslenir eleman mevcut

oyle ki a = q + u ve qu = uq (yani aqg = qa). Onerme 4.1.8’den
a— (k—q) € (a® —ka)RNR(a? — ka)
elde ederiz.

(3) = (1) Onerme 4.1.8 ve (3) ten a — (k —g)’nin R’de bir terslenir elemandir.

Boylece, a, R’de kuvvetli yari-temiz elemanidir.
(2) © (3) Yarimci Teorem 4.1.6°dan denklik agiktir. m

R bir halka ve L, R’nin toplamsal alt grubu ve x — x2 € L sartin1 saglayan x € R i¢in
e —x € Lise e? = e € R varsa idempotent elemanlar L ye gére yiikselir. Asagidaki kosul

verilsin.

osulu: S olmak uzere rkx —x“ € osulunu saglayan x € 1cin
*) Kosulu: k € UC(R) olmak ij k 2 e L kosul glay R ici

q — x € L olacak bicimde g% = kq yari-idempotenti vardir.

(Nicholson, 1977 Sonug 1.3)’ de, Nicholson degisim halkalar1 asagidaki karakterizyonu

verdi:

“Bir R halkasmin degisim halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R deki idempotent

elemanlarin her sol (sag) ideale gore yiikselmesidir.”
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Sonuc 4.1.12. R halkasinin yari-degisim halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin her

sol (sag) idealinin (*) kosulunu saglamasidir.

Ispat (=:) R bir yari-degisim halkas1 ve L R’nin sol ideali i¢in k € UC(R) olmak iizere
kx — x? € L sartii saglayan x € R verilsin. Onerme 4.1.2(1)’den R yar1-degisim halkas1
olmasi i¢in, q —x € R(kx — x?) olacak sekilde g? = kq € R vardir. Dolayisiyla
R(kx — x?) < L den g — x € L bulunur.

(<:) R halkasinda (*) kosulunu saglayan x € R ve k € UC(R) verilsin. R(kx — x?),
Rnin bir sol ideali oldugundan, kx —x? € R(kx —x?) dr. Hipotezdan,
q — x € R(kx — x?) olacak sekilde bir g2 = kq € R yari-idempotent eleman1 vardir.

Onerme 4.1.2(1)’e gore, R yari-degisim halkasidir. m
Onerme 4.1.13. R bir halka olsun. Asagidakiler saglanr.

(1) R, yari-degisim halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/J(R) nin yari-degisim

halka olmasi ve J(R) i¢in R nin (*) kosulunu saglamasidir.

(2) R yari-temiz halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/J(R) nin yari-temiz halka

olmasi1 ve J(R) i¢in R nin (*) kosulunu saglamasidir.

Ispat (1) (&:) R:R/J(R)’ yari-degisim halka ve J(R) i¢in R (*) kosulunu saglasin. x €
R olsun. ¥ = x + J(R) dir. R yari-degisim halka oldugu igin (k — g) — ¢(k — ) € J(R)
olacak sekilde k € UC(R) olmak iizere g? = kg € R ve ¢ € R vardr. Buradan,
(k —g) = ¢(k — x) oldugu agiktir. J(R) igin (*) 6zelligi ile k € UC(R) olmak iizere
q? = kq € Rx oldugunu farz sayalim. @ = v=1f olacak sekilde v € UC(R) ve f? = vf
secilsin. O zaman v™1f —a € J(R) dir ve u=1—v"1f +a, R’de bir terslenir
elemandir. fu=f —v 1f? + fa = fa oldugu dikkate almip, e = u~!fu segilsin.

Lemma 4.1.1(4) ile, e yari-idempotent ve e = u™! fu = u~'fa € Rx dir. Dolayisiyla
e=a, (k—e)—clk—x)€]J(R)
dan R yari-degisim halkasidur.

Tersi agiktir.
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(2) (=:) R yari-temiz halka olsun. Ornek 4.1.4(3) ten R yari-degisim halkasidir ve
boylece (Onerme 4.1.13(1)) ten R, J(R) i¢in (*) 6zelligini gercekler. Her yari-temiz
halkanin her homomorfik goriintiisii de yari-temiz oldugundan R/J(R)’nin yari-temiz

oldugunu elde ederiz.

(&:) x €R olsun. R/J(R) yari-temiz oldugundan, X = q + & olacak sekilde g €
QId(R/J(R)) ve i € U(R/J(R)) vardrr. § € QId(R/J(R)) oldugundan g2 = kg olacak
sekilde k € UC(R/J(R)) vardir. Boylece u nun R de terslenir ve k nin R de merkezil
birim oldugunu varsayabiliriz. Yani, kg — g% € J(R) dir. R (*) kosulunu J(R) sagladig1
i¢gin g% = kq oldugunu varsayabiliriz. Buradan, r € J(R) i¢in x =q+u+7r dr.
r € J(R) oldugu i¢cin u™(u +7) =1+ utr € U(R) dir. Dolaysiyla q € QId(R) ve
u+r € U(R)i¢inx = q+ (u+r) dir. Yani, x, R yari-temiz elemandir. Béylece R yari-

temiz bir halkadir. m
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5. SONUCLAR

Tezde ilk olarak yari-idempotentler yardimi ile tanimlanan yari-temiz halkalarin temel
ozellikleri incelenmistir. Bir halkanin terslenir diizenli halka olmasi i¢in gerek ve yeter
kosullun yari-temiz bir ayrigima sahip olmasi gerekliliginin ispat1 verilmistir. Ayrica
degismeli yari-temiz halkalar incelenerek, bir halkanin degismeli yari-temiz halka olmasi1

icin gerek ve yeter kosullar verilmistir.
Son boliimde ise elde ettigimiz sonuglar;

(1) Yari-degisim halkasi tanimi verilmistir.

(2) Yarr-idempotentlerin merkezi oldugu bir halkanin yari-temiz halka olmasi igin
gerek ve yeter kosul yari-degisim halkas1 olmas1 gerektigi ispatlanmustir.

(3) Yari-temiz halka ve yari-degisim halkalar arasindaki iliskiler incelenmistir.

(4) Bir a € R nin kuvvetli yari-temiz eleman olmasi i¢in denk kosullar verilmistir.

(5) Asagidakiler ispat edilmistir.
(*) kosulu : k € UC(R) olmak iizere kx — x? € L Kosulunu saglayan x € R i¢in
q — x € L olacak sekilde g € QI(R) vardir.

Bir R halkasin yari-degisim halka olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin her
sol(sag) idealinin (*) kosulunu saglamasi, R nin yari-degisim halkasi olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul R/J(R) nin yari-degisim halka olmasi ve J(R) igin R nin (%)

kosulunu saglamasidir.
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