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S  bir sonlu doğuraylı yarıgrup olsun. Küçük rank, normal (düşükalt) 
rank, orta rank, üst rank ve geniş rank, sırasıyla 
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olarak tanımlanır. Bu çalışmada, bazı yarıgrupların bazı özel doğuray kümelerini 
ve bağımsız kümelerini inceledik. İncelemeler sonucunda ele aldığımız 
yarıgrupların yukarıda verilen rankları ile ilgili çalışmaları derledik. 
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 Let S  be a finitely generated semigroup. Small rank, lower rank, 
intermediate rank, upper rank and large rank are defined as 
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respectively. In this study, we examined some special generated sets and 
independent sets of some semigroups. As a result of these investigations, we have 
compiled the studies on the ranks given above of semigroups we have implied. 
 
Key Words: Generating set, independent set, rank 
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GENİŞLETİLMİŞ ÖZET 

 

S  bir yarıgrup ve T S    olsun. Eğer T , S  deki işlemle bir yarıgrup 

oluyorsa T  ye S  nin bir alt yarıgrubu denir ve T S  ile gösterilir. Ayrıca

X S    için S  nin X  kümesini içeren tüm alt yarıgruplarının arakesiti de X

kümesini içeren bir alt yarıgrup olup bu alt yarıgruba S  nin X  tarafından 

doğurulan alt yarıgrubu denir ve 
S

X ile gösterilir, yani 

 

 :
S

X T X T S    

 

olur. 
S

X , X  kümesini içeren en küçük alt yarıgruptur. Ayrıca
S

X  alt 

yarıgrubu X  kümesi üzerindeki tüm sonlu çarpımların kümesidir, yani 

 

 1 2 1 2: ; , , ,n nS
X x x x n x x x X      

 

olur. Eğer 
S

X S  oluyorsa X  e S  nin bir (yarıgrup) doğuray kümesi, X  in 

her bir elemanına S  nin (yarıgrup) doğurayı ve S  ye de X  tarafından 

doğurulan yarıgrup denir. Eğer X  kümesinin bir yarıgrup doğuray kümesi 

olduğu içerikten anlaşılıyorsa X  tarafından doğurulan alt yarıgrup kısaca X  ile 

gösterilir Eğer S X  olacak şekilde X S    sonlu kümesi varsa  ܵ ye 

sonlu doğuraylı yarıgrup denir. Ayrıca,  X x şeklinde tek elemanlı bir küme 

ise  x  tarafından doğurulan alt yarıgrup kısaca x  ile gösterilir ve S x  

olacak şekilde bir x S  varsa S  ye monojenik (tek doğuraylı) yarıgrup denir. 
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 S ,  sonlu doğuraylı bir yarıgrup olmak üzere  

 

 min :  ve  sonluX S X X  

 

pozitif tamsayısına S  nin (yarıgrup) rankı denir ve  rank S  ile gösterilir. 

Ayrıca, S  nin   rank S  elemanlı bir doğuray kümesine de minimal doğuray 

kümesi denir.  

S  bir yarıgrup olsun. U S    olmak üzere u U   için  \u U u   

ise U  ya S  nin bir bağımsız alt kümesi denir. Bir yarıgrubun bağımsız bir alt 

kümesi veya belirli özellikteki bazı elemanları tarafından doğurabilen özel doğuray 

kümeleri vardır. Dolayısıyla da özel ranklar elde edilebilmektedir. 

S   bir sonlu doğuraylı yarıgrup olmak üzere sırasıyla küçük rank, normal     

(düşükalt) rank, orta rank, üst rank ve geniş rank, sırasıyla 
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olarak tanımlanır. Biz de bu çalışmamızda bazı yarıgrupların bu özel rankları ile 

ilgili çalışmaları derledik. 
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1. GİRİŞ 

 

1904 yılında ortaya çıkan yarıgrup kavramı, grup ve halka teorisi başta 

olmak üzere matematiğin diğer alanları ve bilgisayar bilimleri ile olan bağlantısı 

sayesinde hızla gelişerek 1950’li yılların sonunda cebirin başlı başına bir alt dalı 

haline gelmiştir. 

Diğer cebirsel teorilerde olduğu gibi yarıgrup teorisinde de temel 

problemlerden biri, yarıgrupların sınıflandırılmasını sağlayacak ve onların yapısını 

tanımlayacak belirli özelliklerle ifade edilip edilemeyeceğini gösteren yöntemler 

bulmaktır. Bu yöntemlerden bazıları (varsa sonlu) doğuray kümesi bulma ve sonlu 

doğuraylı ise rankını bulma yöntemleridir.  

“Rank” ya da boyut kavramı başlıca lineer cebire ait bir kavramdır. 

Örneğin, bir sonlu boyutlu ܸ vektör uzayının rankı ya ܸ nin bir maksimal lineer 

bağımsız alt kümesinin eleman sayısı olarak ya da ܸ nin bir minimal doğuray 

kümesinin eleman sayısı olarak tanımlanabilir. Bu iki eleman sayısının eşit olduğu 

lineer cebirde bir temel sonuçtur. Daha genel bir cebirsel sisteme, örneğin bir 

yarıgrup ya da bir gruba rank kavramı genişletildiğinde rank’ın mümkün 

tanımlarının farklı değerde verildiği bulunur. Yarıgrup teorisinde rank kavramı 

sonlu yarıgruplar için anlamlı olduğu için tüm yarıgruplarımızın sonlu olduğunu 

varsayacağız. 

J.M. Howie ve M.I.M. Ribeiro 2000 yılında yaptıkları çalışmada bir 

yarıgrubun bir alt kümesinin bağımsızlığı tanımından hareketle küçük rank, normal 

ሺൌ düşük ൌ alt	ሻ rank, orta rank, üst rank ve geniş rank kavramlarını sırasıyla 

şöyle tanımlamışlardır: 
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ଵሺܵሻݎ 	ൌ  maxሼ	݇ ∶ 	ܵ		nin	tüm		݇		elemanlı	alt	kümeleri		bağımsızdır	ሽ, 

 

ଶሺܵሻݎ 	ൌ	 min൛	|ܷ| ∶ ܷ ⊆ ܵ, 〈ܷ〉 ൌ ܵ	ൟ, 

 

ଷሺܵሻݎ 	ൌ	 max൛	|ܷ| ∶ ܷ ⊆ ܵ, ܷ		bağımsız		ve		〈ܷ〉 ൌ ܵ		ൟ, 

 

ସሺܵሻݎ 	ൌ	 max൛	|ܷ| ∶ ܷ ⊆ ܵ, ܷ		bağımsız	ൟ  ve 

 

ହሺܵሻݎ 	ൌ  minሼ	݇ ∶ 	ܵ		nin	tüm		݇		elemanlı	alt	kümeleri		ܵ		yi	doğurur	ሽ. 

 

Biz de bu çalışmamızda bazı yarıgrupların bazı özel doğuray kümelerini ve 

bağımsız kümelerini inceleyerek ele aldığımız yarıgrupların bu özel rankları ile 

ilgili yapılan çalışmaları derleyeceğiz. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde tezde kullanacağımız bazı temel tanım ve teoremleri vereceğiz. 

 

2.1. Yarıgruplar 

 

Tanım 2.1.1. ܵ ്  bir küme olmak üzere  ∶ ܵ	 ൈ 	ܵ	 → ܵ şeklinde tanımlı 

fonksiyona ܵ üzerinde bir ikili işlem denir. Eğer “	”,  ܵ üzerinde bir ikili işlem ise  

ሺܵ,ሻ  ikilisine de bir grupoid denir. 

(ܵ,ሻ bir grupoid olsun. Eğer 		ikili işlemi 	ܵ üzerinde birleşme özelliğine 

sahip, yani 	∀	ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ܵ  için 

 

(ሺݔ, ,ሻݕ ሻݖ ൌ ሺݔ, ሺݕ,    ሻሻݖ

 

ise ሺܵ,ሻ ikilisine bir yarıgrup denir.  

Eğer ikili işlemin ne olduğu içerikten belli ise işlemlerde kolaylık 

sağlamak adına (ܵ,ሻ yerine ܵ ve ∀	ݔ, ݕ ∈ ܵ	 için (ݔ,  yazacağız. Bu ݕݔ   yerine(ݕ

durumda yukarıdaki eşitlik ሺݕݔሻݖ ൌ  .ሻ şeklinde ifade edilebilirݖݕሺݔ

 

Tanım 2.1.2. Bir ܵ yarıgrubu, üzerindeki ikili işleme göre değişme özelliğine 

sahip, yani ∀	ݔ, ݕ ∈ ܵ için  

 

ݕݔ ൌ  ݔݕ

 

oluyorsa ܵ yarıgrubuna bir değişmeli yarıgrup denir. 
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Tanım 2.1.3.  ܵ  bir yarıgrup ve ݖ ∈ ܵ	olsun. Eğer ݏ ∈ ܵ için  ݏݖ ൌ  ݖ oluyorsa ݖ

ye  ܵ nin bir sol sıfır elemanı denir. Eğer ݏ ∈ ܵ için ݖݏ ൌ  ye ܵ nin ݖ  oluyorsa ݖ

bir sağ sıfır elemanı denir. Eğer  ݖ  hem sol hem sağ sıfır eleman ise  ݖ ye ܵ nin bir 

sıfır elemanı denir.  

Bir yarıgrubun birden fazla sağ sıfır ve/veya sol sıfır elemanı olabilir. Fakat 

bir yarıgrubun sıfır elemanı varsa tektir ve genellikle “0” ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.4.  ܵ	 bir yarıgrup ve ݁ ∈ ܵ olsun. Eğer ݏ ∈ ܵ için  ݁ݏ ൌ  ݁ oluyorsa ݏ

ye ܵ nin bir sol birim elemanı denir. Eğer ݏ ∈ ܵ için ݁ݏ ൌ  oluyorsa ݁ ye ܵ nin ݏ

bir sağ birim elemanı denir. Eğer ݁ hem sol hem sağ birim eleman ise ݁ ye ܵ nin 

bir birim elemanı denir. 

Bir yarıgrubun birden fazla sağ birim ve/veya sol birim elemanı olabilir. 

Fakat bir ܵ yarıgrubunun birim elemanı varsa tektir ve genellikle 1ௌ veya kısaca 

“1”  ile gösterilir.   

 

Tanım 2.1.5. Birim elemanlı bir yarıgruba monoid denir. ܵ  bir yarıgrup olmak 

üzere 

 

ܵଵ ൌ ൜
ܵ,											 ܵ bir monoid ise 
ܵ ∪ ሼ1ሽ, 							ܵ	bir monoid değilse

 

 

kümesini ele alalım. Bu kümenin, üzerinde tanımlanan 

 

,ݔ	∀ ݕ ∈ ܵଵ	 için	 ݕݔ ൌ ൞

ݔ															,ݕݔ ് ݕ			,1 ് 1	ise
ݕ																	,ݔ ൌ 1	ise															
ݔ																	,ݕ ൌ 1	ise															
ݔ																	,1 ൌ ݕ ൌ 1	ise						

 

 

ikili işlemi ile bir monoid olduğu açıktır ve bu monoide ܵ ye gerekirse birim 

eleman eklenerek elde edilen monoid denir. 
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Tanım 2.1.6.  ܵ  bir yarıgrup ve  ݁ ∈ ܵ olsun. Eğer 

 

݁݁ ൌ ݁     ሺ݁ଶ ൌ ݁ሻ 

 

oluyor ise ݁ ye ܵ nin bir idempotent elemanı denir. ܵ yarıgrubunun tüm 

idempotent elemanlarının kümesi ܧ(ܵ) ile gösterilir.  

ܵ yarıgrubunun her elemanı idempotent ise 	ሺ	∀	ݏ ∈ ܵ için ݏଶ ൌ  yani ,(ݏ

ሺܵሻܧ ൌ ܵ ise ܵ ye bir band denir. Eğer ܵ yarıgrubu hem değişmeli hem de bir band 

ise ܵ ye bir yarılatis denir. 

  ܵ  bir yarıgrup ve  ܽ ∈ ܵ	olsun. O zaman  

 

ܵܽ ൌ ሼܽݏ ∶ ݏ ∈ ܵሽ		ve		ܽܵ ൌ ሼܽݏ ∶ ݏ ∈ ܵሽ	

 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.7.  ܵ  bir yarıgrup olsun. Eğer 

 

	ܽ ∈ ܵ		için		ܵܽ ൌ ܵ		ve		ܽܵ ൌ ܵ	

 

oluyorsa  ܵ ye bir grup denir. Bu tanıma denk olarak şu tanım da verilebilir. ܵ	 bir 

yarıgrup olmak üzere  

 

ሺ∃݁ ∈ ܵሻ, ሺ∀ܽ ∈ ܵሻ													݁ܽ ൌ ܽ	
	ሺ∀ܽ ∈ ܵሻ, ሺ∃ܽିଵ ∈ ܵሻ				ܽିଵܽ ൌ ݁		

ൠ 

 

koşulları sağlanıyorsa ܵ ye bir grup denir. 
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 Aslında bu iki tanım da çok kullanılan tanımlar değildir. Genellikle bu 

tanımlara denk olan ve daha çok grup teorisinde kullanılan şu tanım 

kullanılmaktadır. ܵ  bir yarıgrup olmak üzere  

 

ሺbir ݁ ∈ ܵሻ, ሺ∀ܽ ∈ ܵሻ																			݁ܽ ൌ ܽ݁ ൌ ܽ	
	ሺ∀ܽ ∈ ܵሻ, ሺbir ܽିଵ ∈ ܵሻ						ܽିଵܽ ൌ ܽܽିଵ ൌ ݁		

ൠ 

 

koşulları sağlanıyorsa ܵ ye bir grup denir. Burada ݁ ∈ ܵ ye grubun birim elemanı 

ve ܽିଵ ∈ ܵ ye de  ܽ  elemanının tersi denir. 

ܵ  bir yarıgrup ve   ് ܷ, ܸ ⊆ ܵ olsun. O zaman  

 

ܷܸ ൌ ሼݒݑ ∶ ݑ ∈ ܷ		ve		ݒ ∈ ܸሽ	 

 

olarak tanımlanır. Özel olarak  ܷ ൌ ܸ  ise  ܷܷ  yerine ܷଶ yazılır. 

 

Tanım 2.1.8. ܵ  bir yarıgrup ve   ് ܶ ⊆ ܵ olsun. Eğer  ∀	ݔ, ݕ ∈ ܶ için  ݕݔ ∈ ܶ 

ሺܶଶ ⊆ ܶሻ oluyor ise ܶ ye ܵ nin bir alt yarıgrubu denir ve ܶ ൑ ܵ şeklinde 

gösterilir. 

 Örneğin; ܵଶ ⊆ ܵ olup ܵ ൑ ܵ olur. ܵ yarıgrubunda bir sıfır eleman var ise 

ሼ0ሽ ൑ ܵ ve ܵ bir monoid ise ሼ1ሽ ൑ ܵ olur. Bu alt yarıgruplara aşikâr alt 

yarıgruplar ve bunların dışındaki alt yarıgruplara da öz alt yarıgruplar denir. 

 

Tanım 2.1.9. ܵ  bir yarıgrup ve  ് ܫ ⊆ ܵ olsun. Eğer  ∀ݏ ∈ ܵ  ve  ∀ܽ ∈  için  ܫ

 

i)			ܽݏ ∈ ܫܵ yani ,ܫ ⊆   ,ya ܵ nin bir sol ideali ܫ oluyorsa ܫ

ii) ܽݏ ∈ ܵܫ yani ,ܫ ⊆   ya ܵ nin bir sağ ideali ܫ oluyorsa ܫ

 

denir. 
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Eğer ܫ,  ܵ nin hem sol hem de sağ ideali ise (ܵܫ		ܫ ve ܵܫ		ܫ ise) ܫ ya ܵ nin bir 

ideali denir ve ܫ ⊴ ܵ ile gösterilir.  

 Örneğin; ܵଶ ⊆ ܵ olup ܵ ⊴ ܵ olur. ܵ de bir sıfır eleman 0 varsa ሼ0ሽܵ ൌ

ሼ0ሽ ⊆ ሼ0ሽ ve ܵሼ0ሽ ൌ ሼ0ሽ ⊆ ሼ0ሽ olup 	ሼ0ሽ ⊴ ܵ olur. Bu ideallere aşikâr idealler 

denir. ܵ yarıgrubunun ܫ ് ܵ ve ܫ ് ሼ0ሽ olacak şekilde bir ideali varsa bu ideale de 

öz ideal denir. 

 

Tanım 2.1.10. ܵ ve ܶ iki yarıgrup ve  ߮: ܵ → ܶ  bir dönüşüm (fonksiyon) olsun. 

Eğer ∀	ݔ, ݕ ∈ ܵ için  

 

ሺݕݔሻ߮ ൌ ሺ߮ݔሻሺ߮ݕሻ 

 

oluyor ise ߮ ye bir (yarıgrup) homomorfizmi denir. Ayrıca ߮: ܵ → ܶ  

homomorfizm olmak üzere 

 

i) ߮  bire-bir ise ߮ ye bir monomorfizm,  

ii) ߮  örten ise ߮ ye bir epimorfizm, 

iii) ߮  hem bire-bir hem de örten ise ߮ ye bir izomorfizm,  

iv) ߮, ܵ den ܵ ye bir homomorfizm ise ߮ ye bir endomorfizm, 

v) ߮, ܵ den ܵ ye bir izomorfizm ise ߮ ye bir otomorfizm 

 

denir. Eğer  ܵ den ܶ ye bir izomorfizm varsa  ܵ  ile  ܶ ye izomorfik yarıgruplar 

denir ve ܵ ≅ ܶ şeklinde yazılır. 

 

Tanım 2.1.11. ܺ ്    bir küme olsun.	ܺ  kümesi  ∀	ݔ, ݕ ∈ ܺ için  ݕݔ ൌ  işlemi ݔ

ile bir yarıgruptur. Bu yarıgruba sol sıfır yarıgrup denir ve  ܮ௑  ile gösterilir. 
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Tanım 2.1.12. ܺ ്   bir küme olsun.	ܺ  kümesi  ∀	ݔ, ݕ ∈ ܺ için  ݕݔ ൌ  işlemi ݕ

ile bir yarıgruptur. Bu yarıgruba sağ sıfır yarıgrup denir ve  ܴ௑  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.13. ܺ ് 	 bir küme ve ݖ ∈ ܺ özel bir eleman olsun.	ܺ üzerinde 

tanımlanan  ∀ݔ, ݕ ∈ ܺ için ݕݔ ൌ  işlemi ile bir yarıgruptur. Bu yarıgruba sıfır ݖ

yarıgrup denir ve ܼ௑ ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.14. ܵ bir yarıgrup olsun. Eğer ∀ܽ, ܾ ∈ ܵ için ܾܽܽ ൌ ܽ ise ܵ ye bir 

dikdörtgensel band denir. 

 

2.2. Bağıntı ve Denklikler 

 

Tanım 2.2.1. ܺ ്  ve ܻ ്  iki küme olmak üzere  

 

ܺ ൈ ܻ ൌ ሺݔ, ሻݕ ∶ ݔ ∈ ܺ	, ݕ ∈ ܻ 

	

kümesine ܺ ile ܻ nin kartezyen çarpımı denir ve ݔ, ᇱݔ ∈ ܺ	 ve ݕ, ᇱݕ ∈ ܻ		olmak 

üzere		ܺ ൈ ܻ	kartezyen çarpım kümesi, üzerinde tanımlanan 

 

ሺݔ, ,ᇱݔሻሺݕ ᇱሻݕ ൌ ሺݔݔᇱ,  ᇱሻݕݕ

 

çarpma işlemi ile bir yarıgrup olup bu yarıgruba ܺ ile ܻ nin direkt çarpımı denir. 

ܺ ൈ ܻ		nin her bir  alt kümesine	ࢄ ten ࢅ ye bir bağıntı denir. ܺ ൈ ܺ in her bir ߩ 

alt kümesine ise ࢄ üzerinde bir bağıntı denir. ܺ üzerindeki tüm bağıntıların 

kümesi ܤ௑ ൌ ሼ	ߩ ∶ ߩ ⊆ ܺ ൈ ܺ	ሽ	 ile gösterilir. Ayrıca, ߩ ∈   ௑ olmak üzereܤ

ሺܽ, ܾሻ ∈ ൌ	şeklinde de gösterilebilir. ,  ∆௑ ܾߩܽ elemanı kısaca ߩ 1௑ ൌ

ሼሺݔ, ሻݔ ∶ ݔ ∈ ܺሽ kümesi ve ܺ ൈ ܺ in kendisi, ܺ üzerinde birer bağıntıdır. Bu 
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bağıntılara sırasıyla boş bağıntı, birim/eşitlik/köşegen bağıntı ve evrensel 

bağıntı denir. Ayrıca, ∀ߩ ∈   ௑ olmak üzereܤ

 

ଵିߩ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܺ ൈ ܺ ∶ ሺݕ, ሻݔ ∈  ሽߩ

 

bağıntısına ߩ nun ters bağıntısı (= tersi) ve 

 

domሺߩሻ ൌ ሼݔ ∈ ܺ ∶ ݕ∃ ∈ ܺ	için	ሺݔ, ሻݕ ∈ ,ሽߩ
								ߩݔ ൌ ሼݕ ∈ ܺ ∶ ሺݔ, ሻݕ ∈ 																						,ሽߩ
imሺߩሻ		 ൌ ሼݕ ∈ ܺ ∶ ݔ∃ ∈ ܺ	için	ሺݔ, ሻݕ ∈ ሽߩ

 

 

kümelerine de sırasıyla ߩ bağıntısının tanım kümesi, ݔ ∈ ܺ in ࣋ altındaki 

görüntü kümesi ve ߩ bağıntısının görüntü kümesi denir. 

 

Tanım 2.2.2. ܺ  boş olmayan bir küme olmak üzere ∀	ߙ, ߚ ∈  ௑ içinܤ

 

ߙ ∘ ߚ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܺ ൈ ܺ ∶ ݖ∃ ∈ ܺ için ሺݔ, ሻݖ ∈ ,ݖve ሺ ߙ ሻݕ ∈  ሽߚ

 

şeklinde tanımlanan ‘∘’ bileşke işlemi ile ܤ௑  bir yarıgruptur (hatta birim elemanı 

∆௑ olan bir monoiddir) ve bu yarıgruba bağıntılar yarıgrubu denir. 

,ߙ∀ ,ߚ ,ߜ ,ଵߙ ⋯,ଶߙ , ௡ߙ ∈  ௑ içinܤ

 

i) ߙ ⊆ ߙ⟹ߚ ∘ ߜ ⊆ ߚ ∘ ߜ		ve		ߜ ∘ ߙ ⊆ ߜ ∘  ve  ߚ

ii) ሺߙଵ ∘ ଶߙ ∘ ⋯ ∘ ௡ሻିଵߙ ൌ ௡ିଵߙ ∘ ⋯ ∘ ଶߙ
ିଵ ∘ ଵߙ

ିଵ 

 

olur. 
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Tanım 2.2.3. ܺ  boş olmayan	bir küme ve , ܺ üzerinde herhangi bir bağıntı olmak 

üzere  

 

i) i) 		∆௑			  ise    ya yansımalı bağıntı,  

ii)  ൌ ିଵ ise   ya simetrik bağıntı,  

iii) 	 ∩ ିଵ ⊆ ∆௑ ise   ya ters simetrik bağıntı ve 

iv) 				 ise    ya geçişmeli bağıntı  

 

denir. Eğer   bağıntısı yansımalı, simetrik ve geçişmeli bir bağıntı ise 	 ya ܺ 

üzerinde bir denklik bağıntısı denir. Eğer   bağıntısı yansımalı, ters simetrik ve 

geçişmeli bir bağıntı ise 	 ya ܺ üzerinde bir sıralama bağıntısı denir.  

Eğer ሼߩ௜ ∶ ݅ ∈  ሽ, ܺ kümesi üzerindeki denklik bağıntılarının boştan farklıܫ

bir ailesi ise kolayca gösterilebilir ki,  i
i I



  kümesi de ܺ üzerinde bir denklik 

bağıntısıdır.  

ݔ üzerinde bir denklik bağıntısı ve ܺ  ,ߩ ∈ ܺ olmak üzere 

 

ߩݔ ൌ ሼݕ ∈ ܺ ∶ ሺݔ, ሻݕ ∈  ሽߩ

 

kümesine ࢞ in denklik sınıfı ve ܺ in tüm denklik sınıflarının ailesi olan 

 

	ܺ ൗߩ ൌ ሼߩݔ ∶ ݔ ∈ ܺሽ 

 

kümesine de ܺ in ߩ ile elde edilen bölüm kümesi denir. 

 

Tanım 2.2.4. ܺ boş olmayan bir küme ve ܴ, ܺ kümesi üzerinde herhangi bir 

bağıntı olsun. O halde ܴ ⊆ ܺ ൈ ܺ olup ܺ üzerinde ܴ yi içeren en az bir denklik 

bağıntısı vardır. ܺ üzerinde ܴ yi içeren denklik bağıntılarının arakesiti de ܴ yi 
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içeren bir denklik bağıntısı olup bu denklik bağıntısına ܴ tarafından doğrulan 

denklik bağıntısı denir ve ܴ௘ ile gösterilir, yani  

 

ܴ௘ ൌ 	ሩ 	ሼߩ ∶ ܴ ⊆ ,ߩ		ve		ߩ ܺ	üzerinde	bir	denklik	bağıntısıሽ 

 

olur. Dikkat edilirse ܴ௘,  ܴ yi içeren en küçük denklik bağıntısıdır. 

 

Ayrıca, 

 

i) ܴ ൌ ⟹ ܴ௘ ൌ ∆௑, 

ii) ܴ bir denklik bağıntısı ise ܴ௘ ൌ ܴ ve 

iii) ܴ௘ ൌ ሺܴିଵሻ௘ 

 

olduğu da kolayca gösterilebilir.  

 

2.3. Green Denklik Bağıntıları 

 

Tanım 2.3.1. ܵ  bir yarıgrup ve ܽ ∈ ܵ	olsun.  

 

	ܵଵܽ ൌ ܵܽ ∪ ሼܽሽ ൌ ሼܽݔ ∶ ݔ ∈ ܵଵሽ,
	ܽܵଵ ൌ ܽܵ ∪ ሼܽሽ ൌ ሼܽݕ ∶ ݕ ∈ ܵଵሽ		ve
ܵଵܽܵଵ ൌ ܵܽܵ ∪ ܵܽ ∪ ܽܵ ∪ ሼܽሽ ൌ ሼݕܽݔ ∶ ,ݔ ݕ ∈ ܵଵሽ

 

 

kümeleri sırasıyla ܵ nin ܽ elemanını içeren en küçük sol, sağ, െ  idealleri olup bu 

ideallere sırasıyla esas sol, esas sağ ve esas ideali denir. 
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 ܵ üzerinde tanımlanan  

 

ࣦ ൌ ሼ	ሺܽ, ܾሻ ∈ ܵ ൈ ܵ ∶ ܵଵܽ ൌ ܵଵܾ	ሽ,
࣬ ൌ ሼ	ሺܽ, ܾሻ ∈ ܵ ൈ ܵ ∶ ܽܵଵ ൌ ܾܵଵ	ሽ		ve
ࣤ ൌ ሼ	ሺܽ, ܾሻ ∈ ܵ ൈ ܵ ∶ ܵଵܽܵଵ ൌ ܵଵܾܵଵ	ሽ

 

 

bağıntılarına sırasıyla sol-Green bağıntısı (ख-Green), sağ-Green bağıntısı (ज-

Green) ve Green bağıntısı (औ-Green) denir. Bu bağıntıların birer denklik 

bağıntısı olduğu açıktır.  

 

Önerme 2.3.2. 	ܵ bir yarıgrup ve ܽ, ܾ ∈ ܵ olsun. 

 

i) ܽ ࣦ ܾ ⟺ ܽ ൌ ܾ	ve	ܾݔ ൌ ,ݔ  olacak şekilde  ܽݕ ݕ ∈ ܵଵ  vardır. 

ii) ܽ ࣬ ܾ ⟺ ܽ ൌ ܾ	ve	ݔܾ ൌ ,ݔ  olacak şekilde  ݕܽ ݕ ∈ ܵଵ  vardır. 

iii) ܽ ࣤ	ܾ ⟺ ܽ ൌ ܾ	ve	ݕܾݔ ൌ ,ݔ  olacak şekilde  ݒܽݑ ,ݕ ,ݑ ݒ ∈ ܵଵ  vardır. 

 

İspat. Howie (1995), Proposition 2.1.1’e bakınız. ∎ 

 

Tanım 2.3.3. ܵ bir yarıgrup olsun. ࣦ ve ࣬ sırasıyla ܵ yarıgrubu üzerindeki 

üzerindeki sol-Green ve sağ-Green bağıntıları olmak üzere 

 

࣢ ൌ ࣦ	 ∩ ࣬ 

 

olarak tanımlanan denklik bağıntısına ऒ-Green bağıntısı ve ࣦ ile ࣬ bağıntılarını 

içeren en küçük denklik bağıntısına da ऎ-Green bağıntısı denir. O halde 

 

ࣞ ൌ ሺࣦ ∪ ࣬ሻ௘ 

 

olur.  
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Bir ܵ yarıgrubu üzerindeki ࣦ, ࣬,	ࣤ, ࣢ ve ࣞ-Green denklik bağıntıları için  

∆௑⊆ ࣢ ⊆ ࣦ, ࣬ ⊆ ࣞ ⊆ ࣤ ⊆ ܵ ൈ ܵ	 olup aralarındaki bu ilişki şu diyagram ile ifade 

edilebilir. Bu diyagrama Hasse diyagramı denir. 

 

ܵ ൈ ܵ 

                                                          ࣤ 

                  

                                                                  

                                           ࣦ                     ࣬   

                                                                    ࣢ 

 

                                                              

  

 

Tanım 2.3.4. ܵ yarıgrubu üzerindeki ࣤ, ࣞ, ࣦ, ࣬ ve ࣢-Green denklik bağıntılarının 

denklik sınıflarının kümeleri sırasıyla ܵ ࣤ⁄ , ܵ ࣞ,⁄ 	ܵ ࣦ,⁄ 	ܵ ࣬,⁄ 	ܵ ࣢⁄  ile gösterilir. 

Ayrıca ܽ ∈ ܵ	için ܽ yı içeren ࣤ, ࣞ, ࣦ, ࣬ ve ࣢-Green denklik sınıfları sırasıyla  

J௔, ,௔ܦ ,௔ܮ 	ܴ௔ ve	ܪ௔ ile gösterilir. Bu durumda  

 

௔ܪ ⊆ ௔ܮ ⊆ ௔ܪ					,௔ܦ ⊆ ܴ௔ ⊆ ௔ܪ			ve			௔ܦ ൌ ௔ܮ ∩ ܴ௔ 

 

olduğu ve ࣞ-Green denklik bağıntısının tanımından dolayı da  

 

ܾܽࣞ ⟺ ܴ௔ ∩ ௕ܮ ് ⟺ ௔ܮ ∩ ܴ௕ ്  

 

ࣞ 

Şekil 2.1. Green denklik bağıntılarının Hasse diyagramı 
∆ௌ
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olduğu açıktır. Dolayısıyla ࣞ-Green denklik sınıfı D, ayrık ࣦ-Green denklik ve ࣬-

Green denklik sınıflarının birleşimi olup D sınıfı, her satırı bir ࣬-sınıfını, her 

sütunu bir ࣦ-sınıfını ve her hücresi de bir ࣢-sınıfını temsil eden bir yumurta 

kutusu olarak düşünülür. 

 

aD   aL      

       

aR      ௔ܪ  

       

       

Şekil 2.2. Bir ࣞ-Green denklik sınıfının yumurta kutusu temsili 
 

2.4. Doğuray Kümeleri 

 

Tanım 2.4.1. ܵ bir yarıgrup ve  ് ܺ ⊆ ܵ olmak üzere ܵ nin ܺ kümesini içeren 

tüm alt yarıgruplarının arakesiti de	ܺ kümesini içeren bir alt yarıgrup olup bu alt 

yarıgruba ࡿ nin ࢄ tarafından doğurulan alt yarıgrubu denir ve 〈ܺ〉ௌ  ile 

gösterilir, yani 

 

	 〈ܺ〉ௌ ൌሩሼܶ:	ܺ ⊆ ܶ ൑ ܵሽ 

 

olur.  

Eğer ܺ kümesinin bir yarıgrup doğuray kümesi olduğu içerikten 

anlaşılıyorsa ܺ tarafından doğurulan alt yarıgrup kısaca 〈ܺ〉 ile gösterilir. Dikkat 

edilirse	〈ܺ〉, ܺ kümesini içeren en küçük alt yarıgruptur ve 〈ܺ〉 alt yarıgrubu, ܺ 

kümesi üzerindeki tüm sonlu çarpımların kümesidir, yani 
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〈ܺ〉 ൌ ሼݔଵݔଶ ௡ݔ⋯ ∶ ݊ ∈ Ժା;	ݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ݔ ∈ ܺሽ 

 

olur. Tanımdan da kolayca görülebileceği gibi, ܵ bir yarıgrup ve  ് ܺ ⊆ ܻ ⊆ ܵ 

ise 〈ܺ〉 ⊆ 〈ܻ〉 olur.   

 

Tanım 2.4.2.  ܵ  bir yarıgrup olmak üzere eğer ܵ ൌ 〈ܺ〉 olacak şekilde bir   ്

ܺ ⊆ ܵ kümesi varsa bu ܺ kümesine ܵ nin bir (yarıgrup) doğuray kümesi, ܺ in her 

bir elemanına ܵ nin (yarıgrup) doğurayı ve ܵ ye de ࢄ tarafından doğurulan 

yarıgrup denir. 

 Eğer ܵ ൌ 〈ܺ〉 olacak şekilde sonlu bir  ് ܺ ⊆ ܵ kümesi varsa ܵ ye 

sonlu doğuraylı yarıgrup denir. Özel olarak, sonlu bir yarıgrup aynı zamanda 

kendisi için bir sonlu doğuray kümesi olup sonlu doğuraylıdır. Ayrıca, ܵ ൌ 〈ሼܽሽ〉 

olacak şekilde bir ܽ ∈ ܵ varsa ܵ ye monojenik (tek doğuraylı) yarıgrup denir ve 

ܵ ൌ 〈ܽ〉 şeklinde de yazılabilir. 〈ܽ〉 monojenik yarıgrubunun eleman sayısına 

(kardinalitesine) ࢇ elemanının derecesi denir. Benzer tanımlar monoid ve grup 

için de yapılabilir.  

Eğer 〈ܽ〉 sonsuz elemanlı ise ߶: 〈ܽ〉 ⟶ ሺԺା,൅ሻ	, ܽ௞ ⟼ ݇ dönüşümü ile  

〈ܽ〉 ≅ ሺԺା,൅ሻ	 olduğu görülür. O halde izomorfizm altında bir tek sonsuz 

monojenik yarıgrup vardır, o da ሺԺା, ൅ሻ  yarıgrubudur. 

 Eğer  〈ܽ〉 sonlu ise 〈ܽ〉 ൌ ሼܽ, ܽଶ, … , ܽ௡, ܽ௡ାଵ, … ሽ kümesinde sonlu sayıda 

farklı eleman vardır. O halde ሼݔ ∈ Ժା:	ܽ௫ ൌ ܽ௬, ሺݔ ് ሻሽݕ ്  olur. Bu küme 

tamsayılar kümesinin alttan sınırlı bir alt kümesi olduğundan zorn lemması gereği 

en küçük elemanı ݉ mevcuttur. ݉ ye ܽ nın indeksi denir.  

Ayrıca ሼݖ ∈ Ժା:	ܽ௠ା௭ ൌ ܽ௠ሽ ്   olup benzer şekilde bu kümenin de bir 

en küçük elemanı  ݎ  vardır.	ݎ  ye de  ܽ nın periyodu denir. Bu sonlu yarıgrup 

 

௠,௥ሺܽሻܯ ൌ 〈ܽ〉 ൌ ሼܽ, ܽଶ, … , ܽ௠, ܽ௠ା௥ିଵሽ 
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şeklinde gösterilir. Ayrıca ݉ ൅ ݇ ≡ 0	(mod	ݎ) ve 	݉ ൅ ݈ ≡ 1	(mod	ݎሻ			olacak 

şekildeki ݇, ݈ ∈ ሼ0,1, … , ݎ െ 1ሽ elemanları için ܭ௔ ൌ ሼܽ௠, ܽ௠ାଵ, … , ܽ௠ା௥ିଵሽ 

kümesi birim elemanı ܽ௠ା௞ olan ve  ܽ௠ା௟	 tarafından doğurulan devirli bir 

gruptur. ܭ௔  grubuna  〈ܽ〉 - nın çekirdeği denir. 

 

Tanım 2.4.3. Bir yarıgrubun her elemanı sonlu dereceli ise bu yarıgruba periyodik 

yarıgrup denir. Tanımı gereği, her sonlu yarıgrubun aynı zamanda periyodik 

olduğu kolayca görülmektedir. 

 

Önerme 2.4.4.  ܵ  bir periyodik yarıgrup ise  ࣞ = ࣤ olur. 

 

İspat. Howie (1995), Proposition 2.1.4’e bakınız.	∎ 

 

Tanım 2.4.5.  ܵ  sonlu doğuraylı bir yarıgrup olmak üzere  

 

rankሺܵሻ ൌ minሼ|ܺ| ∶ ܵ ൌ 〈ܺ〉	ve	ܺ	sonluሽ 

 

pozitif tamsayısına ܵ nin (yarıgrup) rankı denir ve rank ሺࡿሻࡿ  ile gösterilir. 

Ayrıca, ܵ nin rank ሺܵሻௌ  elemanlı bir doğuray kümesine de minimal doğuray 

kümesi denir. Monoid rankı rank ሺࡿሻࡹ  ve grup rankı rank ሺࡿሻࡳ  de benzer 

şekilde tanımlanabilir.  

 

2.5. Bazı Dönüşüm Yarıgrupları 

 

Tanım 2.5.1.	ܺ ്   bir küme ve ߙ ∈  ௑ olsun. Eğerܤ

 

ݔ∀  ∈ ܺ	 için |ߙݔ| ൑ 1  
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ise ߙ ya ܺ	üzerinde bir kısmi dönüşüm denir. ܺ  kümesi üzerindeki tüm kısmi 

dönüşümlerin kümesi ௑ܲ ile gösterilir. ௑ܲ dönüşümlerin bileşke işlemi ile bir 

yarıgrup olup bu yarıgruba kısmi dönüşümler yarıgrubu denir. Eğer 

 

ݔ∀  ∈ ܺ için |ߙݔ| ൌ 1  

 

ise ߙ ya ܺ	üzerinde bir (tam) dönüşüm denir. ܺ kümesi üzerindeki tüm (tam) 

dönüşümlerin kümesi ௑ܶ ile gösterilir. ௑ܶ dönüşümlerin bileşke işlemi ile bir 

yarıgrup olup bu yarıgruba (tam) dönüşümler yarıgrubu denir. Ayrıca,	 ௑ܶ ൑ ௑ܲ 

olduğu açıktır.  

Dikkat edilirse 	ߙ ∈ ௑ܲ iken 	 ⊆ domሺߙሻ ⊆ ܺ olur. Ayrıca, eğer	ߙ ∈ ௑ܲ	 

ve domሺߙሻ ൌ ܺ  ise ߙ ∈ ௑ܶ olur. 

Eğer ߙ ∈ ௑ܲ	 ve domሺߙሻ ൌ  ise ߙ ya boş dönüşüm denir ve  ile 

gösterilir. Ayrıca ߙ ∈ ௑ܲ, ݔ ∈ domሺߙሻ ve ሺݔ, ሻݕ ∈ ߙݔ ise ߙ ൌ ሼݕሽ yerine genel 

olarak ሺݔሻߙ ൌ ߙݔ veya ݕ ൌ   şeklinde yazılır.  Bu durumda ݕ

 

domሺߙሻ ൌ ሼݔ ∶ ݕ∃ ∈ ܺ	için	ߙݔ ൌ ሽݕ
imሺߙሻ	 ൌ ሼݕ ∶ ݔ∃ ∈ ܺ	için	ߙݔ ൌ ሽݕ

 

 

şeklinde de ifade edilebilir.  

ܺ kümesi üzerindeki tüm bire-bir ve örten dönüşümlerin 

(permütasyonların) kümesi dönüşümlerin bileşke işlemi ile bir grup olup bu gruba 

simetrik dönüşümler grubu (simetrik grup) veya permütasyonlar grubu denir 

ve ܵ௑ ile gösterilir. 

Tanımları gereği  

 

ܵ௑ ൑ ௑ܶ ൑ ௑ܲ ൑  ௑ܤ

 

olduğu açıktır. 
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Biz çalışmamız boyunca sonlu ܺ ൌ ܺ௡ ൌ ሼ1,… ,݊ሽ kümesini ele alacağız ve 

,௡ܤ ve ܵ௑ yerine sırasıyla	௑, ௑ܲ, ௑ܶܤ ௡ܲ,	 ௡ܶ	ve ܵ௡ yazacağız. Ayrıca, ߙ ∈ ௡ܲ kısmi 

dönüşümünü  

 

ߙ ൌ ൬
ݔ ∈ domሺߙሻ

ߙݔ
				
ݔ ∈ ܺ௡\domሺߙሻ

െ
൰ 

 

matris formunda ve özel olarak ߙ ∈ ௡ܶ dönüşümünü de 

 

ߙ ൌ ቀ 1 … ݊
ߙ1 … ߙ݊

ቁ 

 

matris formunda düşünebiliriz. Buradan | ௡ܲ| ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ௡, | ௡ܶ| ൌ ݊௡ ve |ܵ௡| ൌ ݊! 

olduğu kolayca görülmektedir. 

 

Tanım 2.5.2. 	 ௡ܶ	ve ܵ௡ sırasıyla ܺ௡ ൌ ሼ1,… ,݊ሽ kümesi üzerindeki (tam) 

dönüşümler yarıgrubu ve permütasyonlar grubu olsun. ௡ܶ\ܵ௡  kümesi ௡ܶ nin bir alt 

yarıgrubudur. Bu alt yarıgruba (tekil) dönüşümler yarıgrubu denir ve ܵ݅݊݃௡ veya 

ܵ ௡ܶ ile gösterilir. Yani ܵ ௡ܶ ൌ ܵ݅݊݃௡ ൌ ௡ܶ\ܵ௡ olur. 

ߙ ∈ ௡ܲ olmak üzere 

 

kerሺߙሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܺ௡ ൈ ܺ௡: ሺݔ, ݕ ∈ domሺߙሻ ve ߙݔ ൌ ሻ veyaߙݕ
ሺݔ, ݕ ∈ ܺ௡\domሺߙሻሻሽ

 

 

kümesine ࢻ nın çekirdek kümesi denir. Özel olarak; 	ߙ ∈ ௡ܶ iken  

 

kerሺߙሻ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ ܺ௡ ൈ ܺ௡: ߙݔ ൌ  ሽߙݕ

 

şeklindedir. kerሺߙሻ, 	ܺ௡ kümesi üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 
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Teorem 2.5.3. ߙ, ߚ ∈ ௡ܶ olmak üzere 

 

i) ߚ ࣦ ߙ ⟺ imሺߙሻ ൌ imሺߚሻ, 

ii) ߚ ࣬ ߙ ⟺ kerሺߙሻ ൌ kerሺߚሻ, 

iii) ߚ ࣞ ߙ ⟺ |imሺߙሻ| ൌ |imሺߚሻ|, 

iv) ߚ ࣢ ߙ ⟺ imሺߙሻ ൌ imሺߚሻ	 ve kerሺߙሻ ൌ keݎሺߚሻ 

 

şeklindedir. 

 

İspat. Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1’e bakınız.	∎ 

 

Sonuç 2.5.4.  ௡ܶ yarıgrubunun ݊ tane ࣞ-Green denklik sınıfı vardır. Bunlar, 

1 ൑ ݇ ൑ ݊  olmak üzere  

 

௞ܦ ൌ ሼߙ ∈ ௡ܶ ∶ |imሺߙሻ| ൌ ݇ሽ 

 

şeklindedir.	∎ 

 

Tanım 2.5.5.  “1 ൑ ݊ kişiyi her grupta en az bir kişi olacak şekilde 1 ൑ ݇ ൑ ݊ tane 

gruba kaç farklı sayıda ayırabiliriz?” sorusunun cevabı olan sayılara 2. Tip Stirling 

sayıları denir ve Sሺ݊, ݇ሻ ile gösterilir. Her bir grup bir alt küme olduğundan bu 

soruyu “݊ elemanlı bir kümenin ݇ tane ayrık ve boş olmayan alt kümeye 

parçalanışlarının sayısı nedir?” şeklinde de düşünebiliriz.  

Kolayca görüleceği gibi, ݊ elemanlı bir kümeyi istenen şekilde 1 tane alt 

kümeye 1 şekilde ve ݊ tane alt kümeye yine 1 şekilde parçalayabiliriz. Dolayısıyla 

Sሺ݊, 1ሻ ൌSሺ݊, ݊ሻ ൌ 1  olur. Şimdi 1 ൏ ݇ ൏ ݊ için Sሺ݊, ݇ሻ sayısını hesaplayalım. 

Tanımı gereği ሼ1,2, … , ݊ሽ kümesinin ݇ tane ayrık ve boş olmayan alt kümeye 

parçalanışlarının sayısı Sሺ݊, ݇ሻ olup alt kümelerden biri ሼ݊ሽ olacak şekildeki 
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parçalanışların sayısı Sሺ݊ െ 1, ݇ െ 1ሻ ve “݊” elemanının tek olarak bir alt küme 

oluşturmadığı parçalanışların sayısı  ݇Sሺ݊ െ 1, ݇ሻ olduğundan 

 

Sሺ݊, ݇ሻ ൌ Sሺ݊ െ 1, ݇ െ 1ሻ ൅ 	݇Sሺ݊ െ 1, ݇ሻ 

 

indirgeme bağıntısı elde edilir. 

 

 ݇ ൌ 1 ݇ ൌ 2 ݇ ൌ 3 ݇ ൌ 4 ݇ ൌ 5 

Sሺ1, ݇ሻ 1     

Sሺ2, ݇ሻ 1 1    

Sሺ3, ݇ሻ 1 3 1   

Sሺ4, ݇ሻ 1 7 6 1  

S(5, ݇) 1 15 25 10 1 
 

Şekil 2.3. Bazı 2. Tip Stirling sayıları 
 

Önerme 2.5.6. 1 ൑ ݇ ൑ ݊ olmak üzere ௡ܶ yarıgrubundaki ܦ௞ sınıfı ൫௡௞൯ tane  ࣦ–

Green denklik sınıfı, Sሺ݊, ݇ሻ tane ࣬–Green denklik sınıfı ve ൫௡௞൯Sሺ݊, ݇ሻ tane ࣢–

Green denklik sınıfı içerir. 

 

İspat. Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.3 ve Proposition 4.6.4’e 

bakınız.	∎ 
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Örnek 2.5.7.  ଷܶ ün Green denklik sınıflarının yapısı aşağıdaki gibidir. 

 

	ଵ,ଶ,ଷܮ																																		ଷܦ                         

      

                        ܴଵ,ଶ,ଷ                 

 

 

              ଶ,ଷܮ                                 ଵ,ଷܮ                                 ଵ,ଶܮ                          ଶܦ	

        
ܴଵ,ଶଷ 

 
ܴଵଷ,ଶ 

 
 

	ܴଵଶ,ଷ 
 

 

 ଷܮ                           ଶܮ                             ଵܮ																								ଵܦ
                                                         
 

            ܴଵଶଷ 
           

Şekil 2.4. ଷܶ ün Green denklik sınıflarının yapısı 
 

Örneğin; ܮଵ,ଶ burada görüntü kümesi ሼ1,2ሽ olan elemanların ࣦ–Green 

denklik sınıfını, ܴଵ,ଶଷ ise çekirdek parçalanışı ሼሼ1ሽ, ሼ2,3ሽሽ olan elemanların 

oluşturduğu ࣬–Green denklik sınıfını göstermektedir. 

 

Green denklik bağıntıları ile ilgili daha fazla bilgi için Howie (1995)’e bakınız. 

 

Tanım 2.5.8.  ߙ ∈ ௡ܲ olsun. Eğer bir ݔ ∈	domߙ için ߙݔ ൌ  nın bir sabit ߙ e ݔ ise ݔ

noktası denir. ߙ  nın tüm sabit noktalarının kümesi 

 

ቀ1 2 3
1 2 3

ቁ , ቀ1 2 3
1 3 2

ቁ , ቀ1 2 3
2 1 3

ቁ 

ቀ1 2 3
2 3 1

ቁ , ቀ1 2 3
3 1 2

ቁ , ቀ1 2 3
3 2 1

ቁ

ቀ1 2 3
1 2 2

ቁ , ቀ1 2 3
2 1 1

ቁ ቀ1 2 3
1 3 3

ቁ , ቀ1 2 3
3 1 1

ቁ ቀ1 2 3
2 3 3

ቁ , ቀ1 2 3
3 2 2

ቁ 

ቀ1 2 3
1 2 1

ቁ , ቀ1 2 3
2 1 2

ቁ ቀ1 2 3
1 3 1

ቁ , ቀ1 2 3
3 1 3

ቁ ቀ1 2 3
2 3 2

ቁ , ቀ1 2 3
3 2 3

ቁ 

ቀ1 2 3
1 1 2

ቁ , ቀ1 2 3
2 2 1

ቁ ቀ1 2 3
1 1 3

ቁ , ቀ1 2 3
3 3 1

ቁ ቀ1 2 3
2 2 3

ቁ , ቀ1 2 3
3 3 2

ቁ 

ቀ1 2 3
1 1 1

ቁ ቀ1 2 3
2 2 2

ቁ ቀ1 2 3
3 3 3

ቁ 
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Fixሺߙሻ ൌ ሼݔ ∈ domߙ ∶ ߙݔ ൌ  ሽ	ݔ

 

şeklinde gösterilir. Aksi halde,	ݔ e ߙ nın bir sabit olmayan noktası denir. ߙ  nın 

tüm sabit olmayan noktalarının kümesi 

  

Shiftሺߙሻ ൌ ሼݔ ∈ domሺߙሻ:	ߙݔ ്  ሽݔ

 

şeklinde gösterilir.   

 

Tanım 2.5.9.  ݊, ݎ ൒ 2 tamsayıları için ߙ ∈ ܵ௡ ve Shiftሺߙሻ ൌ ሼ݆ଵ, … , ௥݆ሽ olsun. 

Eğer  

 

݆ଵߙ ൌ ݆ଶ,  ݆ଶߙ ൌ ݆ଷ, … , ݆௥ିଵߙ ൌ ݅௥  ve  ௥݆ߙ ൌ ݆ଵ 

 

ise ߙ ya bir ݎ െ ߙ denir ve ܚܑܞ܍܌ ൌ ሺ݆ଵ݆ଶ ⋯ ௥݆ሻ şeklinde yazılır. Ayrıca bir  ߙ  

devirinin yazılışında görülen elemanların sayısına ߙ nın uzunluğu denir. Uzunluğu 

2 olan bir devire, yani 2-devire transpozisyon denir.  

 

Teorem 2.5.10. ݊ ൐ 2 ve ߙ ൌ ሺ1	2ሻ, ߚ ൌ ሺ1	2	 … 	݊ሻ ∈ ܵ௡ olmak üzere ܵ௡ ൌ ,ߙ〉  〈ߚ

olur. 

 

İspat. Howie (1995), 1.9 Exercise 6’ya bakınız.	∎ 

 

 

Tanım 2.5.11.  ݊, ݎ ൒ 2 tamsayıları için	ߙ ∈ ௡ܶ ve Shiftሺߙሻ ൌ ሼ݅ଵ, … , ݅௥ିଵሽ olsun. 

Eğer  

 

݅ଵߙ ൌ ݅ଶ, ݅ଶߙ ൌ ݅ଷ, … , ݅௥ିଵߙ ൌ ݅௥ 
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ise ߙ ൌ ‖݅ଵ݅ଶ … ݅௥‖ şeklinde yazılır.  

 

Teorem 2.5.12. ݊ ൐ ߙ ,2 ൌ ሺ1	2ሻ, ߚ ൌ ሺ1	2	 … 	݊ሻ ve ߠ ൌ ‖1	2‖ olmak üzere 

௡ܶ ൌ ,ߙ〉 ,ߚ  .olur 〈ߠ

 

İspat. Howie (1995), 1.9 Exercise 7’ye bakınız.	∎ 

 

2.6. Grafikler  

 

Tanım 2.6.1. Köşeler kümesi olarak adlandırdığımız boş olmayan sonlu bir küme 

ve kenarlar listesi olarak adlandırdığımız köşeler kümesinin sırasız ikililerinin 

oluşturduğu listeden oluşan yapıya grafik denir. Bir ܩ grafiği, köşelerin kümesi 

ܸሺܩሻ ile kenarların listesi ܧሺܩሻ olmak üzere  ܩ ൌ ൫ܸሺܩሻ,  ሻ൯  ikilisi ileܩሺܧ

gösterilir. 

Genellikle bir ܩ grafiğinin köşeleri ܽ, ܾ, ,ݑ ,ݒ ,ݔ ,ݕ ,ݖ … ,1,2,3, … gibi 

sembollerle ve ayrıca ݑ, ݒ ∈ ܸሺܩሻ olmak üzere, eğer ܩ grafiğinde ݑ ile ݒ köşesini 

birleştiren bir kenar varsa bu kenar ሼݑ,  ݒ ile ݑ grafiğinde ܩ	 ሽ ile gösterilir. Eğerݒ

köşelerini birleştiren 1 den çok kenar varsa bu kenarların hepsine birden katlı 

kenar ve eğer ሼݑ, ሽݑ ∈ ,ݑሻ ise ሼܩሺܧ  .ሽ kenarına da bir halka denirݑ

 

Tanım 2.6.2. Köşeler kümesi olarak adlandırdığımız boş olmayan sonlu bir 

kümeden ve yönlü kenarlar listesi veya oklar listesi olarak adlandırdığımız, 

köşeler kümesinin sıralı ikililerinin oluşturduğu listeden oluşan yapıya yönlü 

grafik (diyagram) denir.  

Genellikle bir ܦ yönlü grafiğinin köşeleri ܽ, ܾ, ,ݑ ,ݒ ,ݔ ,ݕ ,ݖ … ,1,2,3, … gibi 

sembollerle ve köşeler kümesi ܸሺܦሻ ile gösterilir. Ayrıca ݑ, ݒ ∈ ܸሺܦሻ olmak 

üzere, eğer ܦ yönlü grafiğinde ݑ dan ݒ ye bir yönlü kenar varsa bu yönlü kenar 

ሺݑ,  ye 1 den çok ݒ dan ݑ ሻ ile gösterilir.EğerܦሬԦሺܧ ሻ  ile ve yönlü kenarlar listesiݒ
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yönlü kenar varsa bu yönlü kenarların hepsine birden  ࢛ dan ࢜ ye katlı kenar 

denir. Eğer ݑ dan ݑ ya bir yönlü kenar varsa bu yönlü kenara da halka denir. 

 

Örnek 2.6.3. ܸሺܦሻ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂ሽ ve ܧሬԦሺܦሻ 	ൌ ሼሺܾ, ܽሻ, ሺܽ, ܿሻ, ሺܾ, ܾሻሺܾ, ݁ሻ, ሺܿ, ܽሻ, 

ሺܿ, ݀ሻ, ሺ݀, ܽሻ, ሺ݀, ܾሻ, ሺ݀, ܿሻ, ሺ݁, ܿሻ, ሺ݂, ܿሻ, ሺ݂, ݁ሻሽ olmak üzere ܦ yönlü grafiği şu 

şekildedir. 

 

                                                                   ܽ 

                                                               

                                      

                                                  ܾ                                           ܿ	 

                                                                                          
                                                                       ݀ 
 

   

 

 

                                      ݁                                         ݂ 
Şekil 2.5. Bir yönlü grafik örneği 
 
Tanım 2.6.4. ܦ bir yönlü grafik olsun. 
 

ܸሺܩሻ ൌ ܸሺܦሻ 

ሻܩሺܧ ൌ ሼሼݑ, :ሽݒ ሺݑ, ሻݒ ∈ ,ݒሻ veya ሺܦሬԦሺܧ	 ሻݑ ∈  ሻሽܦሬԦሺܧ	

 

olarak tanımlanan, yani ܦ yönlü grafiğinin yönleri silinerek elde edilen, ܩ 

grafiğine ܦ yönlü grafiğinin öz grafiği denir. 
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Tanım 2.6.5. ܦ bir yönlü grafik ve ݑ, ,ݒ ,ଵݒ ,ଶݒ … , ௡ାଵݒ ∈ ܸሺܦሻ olsun.  

i) Eğer ݅ ൌ 1,… , ݊ için ሺݒ௜, ௜ାଵሻݒ ∈ ଶݒଵݒ ሻ iseܦሬԦሺܧ	  yönlü ܦ ௡ାଵ dizisineݒ…

grafiğinde uzunluğu ݊ olan bir yol ve bu yolda ݒ௡ାଵ ൌ  ଵ ise bu yola birݒ

kapalı yol denir.  

ii) Eğer ݒଵݒଶ 1	௡ାଵ yolunda ∀ݒ… ൑ ݅ ് ݆ ൑ ݊ ൅ 1 için ݒ௜ ്  ௝ ise, yani buݒ

yoldaki tüm köşeler farklı ise bu yola bir yönlü patika denir.  

iii) Eğer ݒଵݒଶ 1	ଵ kapalı yolunda ∀ݒ௡ݒ… ൑ ݅ ് ݆ ൑ ݊ için ݒ௜ ്  ௝ ise buݒ

kapalı yola bir devir denir. 

iv) Herhangi iki köşesi arasında bir patika olan grafiğe bağlantılı grafik, aksi 

halde bağlantısız grafik denir. Eğer ܦ yönlü grafiğinin öz grafiği ܩ 

bağlantılı grafik ise ܦ ye bağlantılı yönlü grafik, aksi halde bağlantısız 

yönlü grafik denir.  

v) Eğer ܦ yönlü grafiğinde ݑ köşesinden ݒ köşesine bir yönlü patika 

bulunabiliyor ise ݑ köşesi ݒ köşesine bağlı denir. 

vi) Eğer ܦ yönlü grafiğinde ∀ݑ, ݒ ∈ ܸሺܦሻ	için		ݑ köşesinden ݒ köşesine bir 

yönlü patika bulunabiliyor, yani ݑ köşesi ݒ köşesine bağlı ise ܦ yönlü 

grafiğine sıkı bağlantılı yönlü grafik denir. Kolayca görüleceği gibi ܦ 

yönlü grafiğinde tüm köşeleri içeren bir devir varsa  ܦ sıkı bağlantılıdır. 

 

Tanım 2.6.6.  ݉ ൒ 2  için   ݔଵ, … ,   den farklı olduğu		ݒ  ve		ݑ	 ௠ିଵ lerinݔ

 

ݑ ൌ ଴ݔ → ଵݔ → ⋯ → ௠ݔ ൌ  ,  ݒ

 

yönlendirilmiş kenarlarının bir serisine ݑ dan ݒ ye bir öz patika denir. Bir 

diyagramda bir kenar ile bağlantılı tüm ݑ,  ye öz patika ݒ dan ݑ köşeleri için ݒ

yoksa bu diyagram bağımsız olarak adlandırılır. 

 

Grafiklerle ilgili daha fazla bilgi için Wilson ve Watkins (1990)’a bakınız. 
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3. BAZI ÖZEL RANKLAR 

 

Tanım 3.1.  ܵ  bir yarıgrup olsun. ܷ ⊆ ܵ olmak üzere  ∀	ݑ ∈ ܷ  için  ݑ ∉ 〈ܷ	\	ሼݑሽ〉  

ise  ܷ  ya  ܵ  nin bir bağımsız alt kümesi denir. 

 

Tanım 3.2. ܵ bir sonlu doğuraylı yarıgrup olmak üzere küçük rank, normal 

ሺൌ düşük ൌ alt	ሻ rank, orta rank, üst rank ve geniş rank, sırasıyla 

 

ଵሺܵሻݎ 	ൌ  maxሼ	݇ ∶ 	ܵ		nin	tüm		݇		elemanlı	alt	kümeleri		bağımsızdır	ሽ, 

 

ଶሺܵሻݎ 	ൌ		min൛	|ܷ| ∶ ܷ ⊆ ܵ, 〈ܷ〉 ൌ ܵ	ൟ, 

 

ଷሺܵሻݎ 	ൌ		max൛	|ܷ| ∶ ܷ ⊆ ܵ, ܷ		bağımsız		ve		〈ܷ〉 ൌ ܵ		ൟ, 

 

ସሺܵሻݎ 	ൌ		max൛	|ܷ| ∶ ܷ ⊆ ܵ, ܷ		bağımsız	ൟ  ve 

	

ହሺܵሻݎ 	ൌ  minሼ	݇ ∶ 	ܵ		nin	tüm		݇		elemanlı	alt	kümeleri		ܵ		yi	doğurur	ሽ 

 

olarak tanımlanır.  

Dikkat edilirse burada tanımlanan ݎଶሺܵሻ rankı daha önce tanımlanan 

rankሺܵሻ ile eşdeğerdir. 

 

Teorem 3.3. ܵ bir yarıgrup olmak üzere ݎଵሺܵሻ ൑ ଶሺܵሻݎ ൑ ଷሺܵሻݎ ൑ ସሺܵሻݎ ൑  ହሺܵሻݎ

olur. 

 

İspat. Bir  ݊ ൒ 1	 tamsayısı için 	ݎଶሺܵሻ ൌ ݊  ise |ܷ| ൌ ݊  ve  〈ܷ〉 ൌ ܵ  olacak 

şekilde bir  ܷ ⊆ ܵ  vardır. ݎଶሺܵሻ	 nin tanımından ܷ bağımsız olmak zorundadır. 

Aksi halde  ݑ ∈ 〈ܷ ∖ ሼݑሽ〉 olacak şekilde bir  ݑ ∈ ܷ  mevcut olurdu ve bu durumda  

〈ܷ ∖ ሼݑሽ〉 ൌ ܵ  ve 	ݎଶሺܵሻ ൑ ݊ െ 1  olur ki bu da 	ݎଶሺܵሻ ൌ ݊ olmasıyla çelişir.  
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Bir  ݉ ൒ 1	 tamsayısı için  ݎଵሺܵሻ ൌ ଶሺܵሻݎ	 ,݉ ൌ ݊  ve kabul edelim ki   

݊ ൏ ݉  olsun. O zaman  |ܷ| ൌ ݊  ve  〈ܷ〉 ൌ ܵ  olacak şekilde bir  ܷ ⊆ ܵ  vardır. 

Ayrıca,  ܷ ⊊ ܸ,  |ܸ| ൌ ݉  ve  ܸ  bağımsız olacak şekilde en az bir  ܸ ⊆ ܵ vardır. 

Dolayısıyla ݊ ൏ ݉ olduğundan ܸ ∖ ܷ ് 	 olup en az bir ݒ ∈ ሺܸ ∖ ܷሻ  mevcuttur. 

ܸ bağımsız olduğundan ݒ ∉ 〈ܸ ∖ ሼݒሽ〉 olur. Ayrıca, 	ܷ ⊊ ܸ ve ݒ ∈ ሺܸ ∖ ܷሻ  

olduğundan  〈ܷ〉 ⊆ 〈ܸ ∖ ሼݒሽ〉  olup  ݒ ∉ 〈ܷ〉  olur. Bu ise  〈ܷ〉 ൌ ܵ  olması ile 

çelişir. O halde  ݉ ൑ ݊  olup  ݎଵሺܵሻ ൑  .ଶሺܵሻ  olurݎ

Eğer  |ܷ| ൌ 〈ܷ〉  ଶሺܵሻ  veݎ	 	ൌ ܵ  ise gösterildiği üzere  ܷ ⊆ ܵ		bağımsız 

olur. Böylece ݎଷሺܵሻ nin tanımından  ݎଶሺܵሻ ൌ |ܷ| ൑  ,ଷሺܵሻ  olur. Benzer şekildeݎ

ଷሺܵሻݎ ൌ |ܷ|, ܷ ⊆ ܵ		bağımsız ve 〈ܷ〉 ൌ ܵ		ise  ݎସሺܵሻ nin tanımından ݎଷሺܵሻ ൌ |ܷ| ൑

 .ସሺܵሻ  olurݎ

Son olarak  ݎସሺܵሻ ൑ ݐ  ହሺܵሻ olduğunu gösterelim. Birݎ ൒ 1	 tamsayısı için 

ହሺܵሻݎ ൌ ݇  ve bir  ݐ ൒ 1	 tamsayısı için  ݎସሺܵሻ ൌ ݇ olsun. Kabul edelim ki ݇ ൐  ݐ

olsun. O zaman ܵ		nin ݇ elemanlı bağımsız bir alt kümesi  ܸ ⊆ ܵ  mevcut olup 

herhangi bir  ݒ ∈ ܸ  için  |ܸ ∖ ሼݒሽ| ൒ ܸ〉 ହሺܵሻ  nin tanımındanݎ  ve  ݐ ∖ ሼݒሽ〉 ൌ ܵ 

olur. Bu durumda ݒ ∈ 〈ܸ ∖ ሼݒሽ〉 olur ki bu ܸ	 nin bağımsızlığı ile çelişir. O halde  

݇ ൑ ସሺܵሻݎ  yani  ݐ ൑  .ହሺܵሻ  olurݎ

Böylece 

 

ଵሺܵሻݎ ൑ ଶሺܵሻݎ ൑ ଷሺܵሻݎ ൑ ସሺܵሻݎ ൑  ହሺܵሻݎ

 

olduğu gösterilmiş olur. ∎ 
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4. BAZI YARIGRUPLARIN RANKLARI  

 

Tanım 4.1. ܵ bir yarıgrup olmak üzere eğer 	ݎଶሺܵሻ ൌ |ܵ| െ 1 ise ܵ ye noble 

yarıgrup denir. Diğer bir deyişle, eğer  ∀	ݏ, ݐ ∈ ܵ  ve  ݏ ് ܵ〉  için  ݐ ∖ ሼݏ, 〈ሽݐ ് ܵ  

ve bir ݖ ∈ ܵ  için de  〈ܵ ∖ ሼݖሽ〉 ൌ ܵ  ise ܵ ye noble yarıgrup denir. Bu tanımda 

belirtilen  ݖ  elemanı gereksiz eleman olarak adlandırılır. 

ܵ,  ܵ ∖ ሼݖሽ  tarafından doğurulan bir noble yarıgrup olsun. Bu durumda, 

eğer herhangi bir  ݏ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ  için  ݏଶ ് ଶݏ  ve  	ݏ ് ܵ〉  olsaydı  ݖ ∖ ሼݏଶ, 〈ሽݖ ൌ ܵ  

olur ki bu da  ܵ  nin bir noble yarıgrup olması ile çelişir. O halde her bir ݏ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ  

için   

 

ଶݏ ൌ ଶݏ   ya da  		ݏ ൌ  ݖ

 

olmak zorundadır. Benzer şekilde herhangi farklı iki  	ݏ, ݐ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ  için  ݐݏ ്   ,ݏ

sݐ ് ݐݏ  ve  ݐ ് ܵ〉  olsaydı  ݖ ∖ ሼݐݏ, 〈ሽݖ ൌ ܵ  olur ki, bu da  ܵ nin bir noble 

yarıgrup olması ile çelişir.  Böylece, her bir  ݏ, ݐ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ  için   

 

ya   ݐݏ ൌ ݐݏ   ya   ݏ ൌ ݐݏ   ya da   ݐ ൌ  ݖ

 

olmak zorundadır.   

 

Lemma 4.2. ܵ,  ܵ ∖ ሼݖሽ  tarafından doğurulan bir noble yarıgrup olsun. O zaman  

݃, ݄ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ  vardır öyle ki  ݄݃ ൌ  .olur  ݖ

 

İspat.  ܵ,  ܵ ∖ ሼݖሽ  tarafından doğurulan bir noble yarıgrup olsun. Kabul edelim ki 

݄݃ ൌ ,݃ olacak şekilde ݖ ݄ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ var olmasın. Bu durumda 	ܵ ∖ ሼݖሽ, 	ܵ yi 

doğuramayacağından sonuç açıktır. ∎ 
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Lemma 4.3.  ܵ,  ܵ ∖ ሼݖሽ  tarafından doğurulan bir noble yarıgrup olsun. O zaman  

ଶݖ ൌ ݏ  olur. Ayrıca her ݖ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ için 〈ܵ ∖ ሼݏሽ〉 ് ܵ  ya da yalnız bir  ݏ ∈ ܵ ∖ ሼݖሽ  

için 〈ܵ ∖ ሼݏሽ〉 ൌ ܵ  olur ki bu durumda da 	ܵ  bir band olur.  

 

İspat. Giraldes ve Howie (1985), Lemma 3.4 ve Theorem 3.7’ye bakınız. ∎ 

 

Tanım 4.4.  ܵ  bir sonlu yarıgrup olmak üzere eğer  ݎଶሺܵሻ ൌ |ܵ|  ise  ܵ  ye royal 

yarıgrup denir. Diğer bir ifade ile bir sonlu yarıgrup  ܵ nin royal yarıgrup olması 

için gerek ve yeter koşul  ܵ		nin kendisi dışında doğuray kümesi olmamasıdır. Bu 

durumda  ∀	ݏ ∈ ܵ  için  〈ܵ ∖ ሼݏሽ〉 	് ܵ  olur. 

 

Örnek 4.5.  ܵ  bir sonlu sol sıfır yarıgrup olsun ve ܺ ⊆ ܵ  de  ܵ nin bir doğuray 

kümesi olsun. O zaman  ܵ ൌ 〈ܺ〉  olduğundan her bir  ݏ ∈ ܵ  için   

 

ݏ ൌ ଶݔଵݔ  ௡ݔ	⋯

 

olacak şekilde ݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ݔ ∈ ܺ	 vardır. Diğer taraftan da ܵ bir sol sıfır yarıgrup 

olduğundan 

 

ଶݔଵݔ ௡ݔ	⋯ ൌ ሺݔଵሻሺݔଶ ௡ሻݔ⋯ ൌ  ଵݔ

 

olup  ݏ ൌ ଵݔ ∈ ܺ  olur. Böylece 	ܵ ⊆ ܺ  olup  ܵ ൌ ܺ  olur. Dolayısıyla her sonlu 

sol sıfır yarıgrup royal yarıgruptur. 

Benzer şekilde gösterileceği üzere her sonlu sağ sıfır yarıgrup da bir royal 

yarıgruptur. Diğer bir ifade ile  ܵ  bir sol veya sağ sıfır yarıgrup ise 	ݎଶሺܵሻ ൌ |ܵ|  

olur. 
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Tanım 4.6.  ܫ  boş olmayan bir küme ve  ൑  bağıntısı da  ܫ  üzerinde bir sıralama 

bağıntısı olsun. Eğer  ∀		݅, ݆ ∈ ݅  için  ܫ ൑ ݆	 veya  ݆ ൑ ݅		ise  ሺ	ܫ	, ൑	ሻ  ikilisine bir 

zincir denir. Eğer  ܫ ൌ ሼ݅ଵ, … , ݅௡ሽ  şeklinde sonlu (݊ elemanlı) bir zincir ise  ܫ  nın 

elemanları  

 

݅ଵ ൑ ݅ଶ ൑ ⋯ ൑ ݅௡ 

 

şeklindedir. 

ሺ	ܫ	, ൑	ሻ  bir sonlu zincir ve  ∀	݅ ∈ için  ௜ܵ  ܫ    bir sonlu sol ya da sağ sıfır 

yarıgrup olmak üzere  

 

i
i I

S S


  

 

kümesini ele alalım. 	ܽ, ܾ ∈ ܵ  için  ܽ ∈ ௜ܵ		ve  ܾ ∈ ௝ܵ   olacak şekilde  ݅	, ݆ ∈   ܫ

mevcut olup ܵ üzerinde bir ikili işlem  

  

ܾܽ ൌ ൜
	ܽ 							݅ ൑ ݆
	ܾ 						݆ ≨ ݅  

 

şeklinde tanımlansın. Bu işlem ile  ܵ  açıkça bir yarıgrup olur. Gerçekten de  ܵ  

üzerinde tanımlanan bu ikili işlemin iyi tanımlı olduğu açık olup ܵ nin yarıgrup 

olduğunu göstermek için ikili işlemin birleşme özelliğini göstermek yeterlidir.  

ܽ, ܾ, ܿ ∈ ܵ		olsun. O zaman ܽ ∈ ௜ܵ  ve ܾ ∈ ௝ܵ  ve ܿ ∈ ܵ௞ olacak şekilde  

݅, ݆, ݇ ∈ ,݅  var olup  ܫ ݆	 ve ݇  için  6  farklı sıralama  ݅ ൑ ݆ ൑ ݇, ݅ ൑ ݇ ൑ ݆	, … , ݇ ൑

݆ ൑ ݅  vardır. Bu durumda  
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݅ ൑ ݆ ൑ ݇	 ⟹ ܽሺܾܿሻ ൌ ܾܽ ൌ ܽ		ve		ሺܾܽሻܿ ൌ ܽܿ ൌ ܽ  olup  ܽሺܾܿሻ ൌ ሺܾܽሻܿ   

݅ ൑ ݇ ൑ ݆  ⟹ ܽሺܾܿሻ ൌ ܽܿ ൌ ܽ  ve  ሺܾܽሻܿ ൌ ܽܿ ൌ ܽ		olup  ܽሺܾܿሻ ൌ ሺܾܽሻܿ   

݆ ൑ ݅ ൑ ݇  ⟹ ܽሺܾܿሻ ൌ ܾܽ ൌ ܾ  ve  ሺܾܽሻܿ ൌ ܾܿ ൌ ܾ		olup  ܽሺܾܿሻ ൌ ሺܾܽሻܿ   

݆ ൑ ݇ ൑ ݅  ⟹ ܽሺܾܿሻ ൌ ܾܽ ൌ ܾ  ve  ሺܾܽሻܿ ൌ ܾܿ ൌ ܾ		olup  ܽሺܾܿሻ ൌ ሺܾܽሻܿ   

݇ ൑ ݅ ൑ ݆  ⟹ ܽሺܾܿሻ ൌ ܽܿ ൌ ܿ  ve  ሺܾܽሻܿ ൌ ܽܿ ൌ ܿ		olup   ܽሺܾܿሻ ൌ ሺܾܽሻܿ   

݇ ൑ ݆ ൑ ݅  ⟹ ܽሺܾܿሻ ൌ ܽܿ ൌ ܿ  ve  ሺܾܽሻܿ ൌ ܾܿ ൌ ܿ		olup   ܽሺܾܿሻ ൌ ሺܾܽሻܿ    

 

olur. Buradan görüleceği üzere  ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅௞ ∈    farklı elemanlar olmak üzere 	ܫ	

௝ܽ ∈ ௝ܵ		ሺ	∀	݆ ∈ ሼ݅ଵ, … , ݅௞ሽ	ሻ  ve   minሼ݅ଵ, … , ݅௞ሽ ൌ ݉  olmak üzere 

 

ܽ௜భ ⋯	ܽ௜ೖ ൌ ܽ௠  

 

olur. Bu yarıgruba ࢏ࡿ	 lerin zinciri denir ve  ܵ ൌ ሺ	 ௜ܵ ,   .ሻ  ile gösterilir	ܫ

 

Örnek 4.7. ܫ ൌ ሼ1 ൏ 2 ൏ 3ሽ bir zincir ve ଵܵ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ, ܵଶ ൌ ሼݑ,              ሽ veݒ

ܵଷ ൌ ሼݔ, ,ݕ ܵ ሽ  sol sıfır yarıgruplar olmak üzere ௜ܵ lerin zinciriݖ ൌ ሺ	 ௜ܵ,   ሻ	ܫ

yarıgrubunu göz önüne alalım. O zaman  ܽ, ܾ, ܿ, ,ݑ ,ݒ ,ݔ ,ݕ ݖ ∈ ܵ  için 

 

	ܾݕݖܾݔݒݑܽ ≡ ܽሺݒݑሻܾݔሺݕݖሻܾ	 ൌ 	ܾݖܾݔݑܽ	 ≡ 	ܾݖሻܾݔሺݑܽ	 ൌ ܾݖܾݑܽ	 ≡ ሻܾݖሺܾݑܽ

ൌ 	ܾܾݑܽ	 ≡ ሺܽݑሻሺܾܾሻ ൌ 	ܾܽ ൌ 	ܽ 

 

ve ayrıca, 

 

	ݒݑܾܽܿܽݖݕݕݔݒݑ ≡ ሺݒݑሻሺݖݕݕݔሻሺܾܽܿܽሻሺݒݑሻ 	ൌ 	ݑܾݔݑ	 ≡ ሻݑሺܾݔݑ 	ൌ 	ܾݔݑ	 ൌ 	ܾ	 

 

olur. 
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Teorem 4.8.  ܫ  bir zincir ve her ݅ ∈  için ௜ܵ ler birer sol sıfır yarıgrup olsun. O ܫ

zaman  ௜ܵ  lerin zinciri  ܵ ൌ ሺ	 ௜ܵ ,   .ሻ  yarıgrubu  bir royal yarıgrup olur	ܫ

 

İspat. Bir  ܺ ⊆ ܵ  için  ܵ ൌ 〈ܺ〉  olsun. ܽ ∈ ܵ  için  ܽ ∈ ௜ܵ olacak şekilde bir ݅ ∈  ܫ

vardır. Ayrıca 	ܵ ൌ 〈ܺ〉    olduğundan  

 

ܽ ൌ ଶݔଵݔ ௡ݔ⋯  

 

olacak şekilde ݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ݔ ∈ ܺ	 vardır. ܺ ⊆ ܵ olduğundan ݔ௞ ∈ ௜ܵೖሺ	݇	 ൌ

	1,2, … , ݊ሻ olacak şekilde ݅௞ ∈ ,݅ vardır. Her ܫ ݆ ∈ için ௜ܵ ܫ ௝ܵ ൌ ௝ܵ ௜ܵ olduğundan 

genelliği bozmaksızın  ݅ଵ ൑ ݅ଶ ൑ ⋯ ൑ ݅௡ olduğunu kabul edelim Ayrıca eğer 

herhangi bir ݇ ൌ 	1,2, … , ݊ െ 1 için ݅௞ ൌ ݅௞ାଵ iken ݔ௞ݔ௞ାଵ ൌ ∋൫	௞ݔ ௜ܵೖ	൯ 

olduğundan benzer şekilde genelliği bozmaksızın her  ݇ ൌ 1,2, … , ݊ െ 1 için  

݅௞ ് ݅௞ାଵ  olduğunu kabul edebiliriz. Bu durumda  

 

minሼ	݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅௡	ሽ ൌ ݅ଵ 

 

olduğundan  ݔଵݔଶ ௡ݔ⋯ ൌ ܽ  ଵ  olupݔ ൌ ଵݔ ∈ ܺ	 olur. Böylece, ܵ ⊆ ܺ olup  ܵ ൌ ܺ 

olur. Dolayısıyla ܵ bir royal yarıgruptur. ∎ 

 Benzer şekilde sağ sıfır yarıgrupların bir zinciri de bir royal yarıgruptur. 

Ayrıca tersi de doğrudur. Yani her royal yarıgrup ya sol sıfırların ya da sağ 

sıfırların bir zinciridir. Burada ifade edilen bu durumun ispatını ileride vereceğiz. 

  

Tanım 4.9. ܻ  bir yarıgrup olsun. Daha önce tanımlandığı üzere, eğer  ∀	ܽ ∈ ܻ  

için  ܽଶ ൌ ܽ ve ∀	ܽ, ܾ ∈ ܻ için ܾܽ ൌ ܾܽ ise ܻ yarıgrubuna bir yarılatis denir. ܻ 

üzerinde bir sıralama bağıntısı  ∀	ܽ, ܾ ∈ ܻ	 için  

 

ܽ ൑ ܾ ⟺ ܾܽ ൌ ܾܽ ൌ ܽ 



4. BAZI YARIGRUPLARIN RANKLARI                                    Rukiye SÖNMEZ 

34 

olarak tanımlansın. 

ܻ  bir yarılatis ve ∀	ߙ ∈ ܻ için ܵఈ bir yarıgrup olsun. Eğer  

 

Y

S S


  

 

ve  ∀	ߙ, ߚ ∈ ܻ  için ܵఈ ఉܵ ⊆ ܵఈఉ olacak şekilde bir yarıgrup ise ܵ ye  ܵఈ ların bir 

yarılatisi denir ve 

 

ܵ ൌ ॓ሾܻ	; ሼܵఈ ∶ ߙ ∈ ܻሽሿ 

 

olarak gösterilir. 

 

Lemma 4.10.  Her royal yarıgrup bir band olur. 

 

İspat.  ܵ  bir royal yarıgrup olsun. O zaman 	ݎଶሺܵሻ ൌ |ܵ|  olur. Eğer bir  ܽ ∈ ܵ  için  

ܽ ് ܽଶ olsaydı  ܣ ൌ ܵ ∖ ሼܽଶሽ  alındığında  |ܣ| ൌ |ܵ| െ 1  ve  ܽܽ ൌ ܽଶ ∈ 〈ܣ〉 ൌ ܵ  

olur ki bu da  ܵ nin royal yarıgrup olmasıyla çelişir. O halde her 	ܽ ∈ ܵ  için       

ܽ ൌ ܽଶ olup ܵ nin tüm elemanları idempotent olur. ∎ 

 

ܵ  bir band değil ise  ܵ  royal yarıgrup olmak zorunda değildir. Clifford-

McLean Teoremi gereği her band dikdörtgensel bandların bir yarılatisi olur. Yani  

ܵ  bir band ise  

 

ܵ ൌ ॓ሾܻ	; ሼܧఈ ∶ ߙ ∈ ܻሽ] 

 

olacak şekilde bir  ܻ  yarılatisi ve her  ߙ ∈ ܻ  için  ܧఈ  dikdörtgensel bandları 

vardır. (Howie (1995), Theorem 4.4.1’e bakınız bakınız. ∎) 
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Lemma 4.11.  ܵ ൌ ॓ሾܻ	; ሼܧఈ ∶ ߙ ∈ ܻሽሿ  bir royal ya da noble band olsun. O zaman 

her ߙ ∈ ܻ  için  ܧఈ  ya bir sol sıfır ya da bir sağ sıfır yarıgruptur. 

 

İspat. RZ ile sağ sıfır yarıgrupların sınıfını ve LZ ile sol sıfır yarıgrupların sınıfını 

gösterelim. Kabul edelim ki bazı ܧఈ lar RZ∪LZ ye ait olmasın. O zaman ܧఈ, her 

݁௜௝, ݁௞௟ ∈   ఈ  içinܧ

 

݁௜௝݁௞௟ ൌ ݁௜௟ 

 

olacak şekilde bir 2 ൈ 2 dikdörtgensel bandı ሼ݁ଵଵ, ݁ଵଶ,݁ଶଵ, ݁ଶଶሽ kümesini içerir.  

Böylece  ݁ଵଶ ൌ ݁ଵଵ݁ଶଶ   ve   ݁ଶଵ ൌ ݁ଶଶ݁ଵଵ  olduğundan   〈ܵ ∖ ሼ݁ଵଶ, ݁ଶଵሽ〉 ൌ ܵ  olur. 

Bu durumda da 	ݎଶሺܵሻ ൑ |ܵ| െ 2  olur ki bu da ܵ nin royal ya da noble oluşu ile 

çelişir. Bu yüzden her  ܧఈ  ya bir sol sıfır ya da bir sağ sıfır yarıgruptur. ∎ 

 

Lemma 4.12.  ܵ ൌ ॓ሾܻ	; ሼܧఈ ∶ ߙ ∈ ܻሽሿ  royal yarıgrup ise  ܻ  bir zincirdir. 

 

İspat. Kabul edelim ki  ܻ  bir zincir olmasın. O zaman ܻ de bir dallanma noktası 

ሺbranch-pointሻ ߛ  vardır. Yani  ߚߙ ൌ ,ߙ olacak şekilde ߛ ߚ ∈ ܻ vardır. Bu durumda  

ఉܧఈܧ ⊆ ఈఉܧ ൌ ݔ  ఊ olur. Böyleceܧ ∈ ,ఈܧ ݕ ∈ ݖ  ఉ  içinܧ ൌ ݖ    ise  ݕݔ ∈  ఊ olupܧ

hem ݔ ് ݕ hem  de  	ݖ ് ܵ〉  olur. Bu durumda ݖ ∖ ሼݖሽ〉 ൌ ܵ  olur ki bu da  ܵ  nin 

royal yarıgrup olması ile çelişir. Böylece 	ܻ  bir zincir olmak zorundadır. ∎ 

 

Teorem 4.13. Sıfırdan farklı tüm kardinal sayılarının sınıfı  Ω  olsun. ሺ	ܻ, ൑	ሻ  bir 

zincir ve  ܯ ∶ ܻ → Ω , ܪ ∶ ܻ → ሼܴ, ߙ∀ .ሽ  birer fonksiyon olsunܮ ∈ ܻ  için eğer  

ሻߙሺܪ ൌ ܴ  ise  ܧఈ,  ܯሺߙሻ  elemanlı bir sağ sıfır yarıgrup ve eğer  ܪሺߙሻ ൌ   ise  ܮ

ܵ ሻ elemanlı bir sol sıfır yarıgrup olsun. O zamanߙሺܯ  ,ఈܧ ൌ ⋃ሼܧఈ ∶ ߙ ∈ ܻሽ  

kümesi üzerinde tanımlanan  
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ݕݔ ൌ ݔݕ ൌ ݔ	ሺ						ݕ ∈ ,	ఈܧ ݕ ∈ ߙ		ve		ఉܧ ൐  ሻ	ߚ

 

çarpma işlemi ile ܵ bir royal yarıgrup olur. Bu yarıgrup ܵ ൌ Roy	ሺ	ܻ,ܪ,ܯ	ሻ ile 

gösterilir. Tersine her royal yarıgrup ya sol sıfırların ya da sağ sıfırların bir 

zinciridir. 

 

İspat. Açıkça, ܵ ൌ ⋃ሼܧఈ ∶ ߙ ∈ ܻሽ üzerinde tanımlanan çarpma ile royal 

yarıgruptur. 

 Tersine  ܵ  bir royal yarıgrup olsun. O zaman Lemma 4.10 dan  ܵ  bir band 

olup Clifford-McLean Teoremi gereği  

 

ܵ ൌ ॓ሾܻ	; ሼܧఈ ∶ ߙ ∈ ܻሽ 

 

dikdörtgensel bandların bir yarılatisi olur. Lemma 4.11 den de her ߙ ∈ ܻ için   

ఈܧ ∈ RZ	∪	LZ olur.  Ayrıca Lemma 4.12 den  ܻ  bir zincirdir. ∀	ߙ ∈ ܻ için       

ܯ ∶ ܻ → Ω  ve  ܪ ∶ ܻ → ሼܴ,  ሽ   fonksiyonlarınıܮ

 

ሻߙሺܯ ൌ ሻߙሺܪ      ve					ఈ|ܧ| ൌ ൜
	ܴ ఈܧ	 ∈ 																				ise		܈܀
ܮ	 ఈܧ					 ∈ |ఈܧ|	ve			܈ۺ ൐ 1	ise 

 

olarak tanımlayalım.  

Eğer herhangi iki  ݔ, ݕ ∈ ܵ  için  ݕݔ ് ݕݔ  ve  ݔ ് ܵ〉  olsaydı  ݕ ∖ ሼݕݔሽ〉 ൌ

ܵ  olur ki bu da  ܵ nin royal yarıgrup olması ile çelişir. Dolayısıyla herhangi iki  

,ݔ ݕ ∈ ܵ  için  ݕݔ ൌ ݕݔ ya da  ݔ ൌ ,ݔ olur. Herhangi iki ݕ ݕ ∈ ܵ  için 	ݔ ∈  ve		ఈܧ

ݕ ∈ ߙ   olsun. Genelliği bozmaksızın kabul edelim ki	ఉܧ ൐  olsun. O zaman		ߚ

ߚߙ ൌ   olup  ߚ

 

ఉܧఈܧ ⊆ ఈܧఉܧ					ve					ఉܧ ⊆  ఉܧ
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olduğundan   ݕݔ ൌ ݔݕ ൌ  ∎ .olur  ݕ

 

Lemma 4.14.  Bir royal yarıgrubun her alt yarıgrubu da royaldir. 

 

İspat.  ܵ  bir royal yarıgrup ve  ܶ	 ≨ ܵ  olsun. Kabul edelim ki  ܶ  bir royal 

yarıgrup olmasın. O zaman  〈ܺ〉 ൌ ܶ  olacak şekilde bir  ܺ ⊊ ܶ  mevcuttur. Bu 

durumda  

 

	ܵ ൌ ܶ ∪ ሺܵ ∖ ܶሻ ൌ 〈ܺ〉 ∪ ሺ	ܵ ∖ ܶሻ ⊆ 〈ܺ〉 ∪ 〈ܵ ∖ ܶ〉 ⊆ 〈ܺ ∪ ሺܵ ∖ ܶሻ〉 ⊆ ܵ 

 

olduğundan  ܵ ൌ 〈ܺ ∪ ሺܵ ∖ ܶሻ〉  olur.  Bu durumda  

 

|ܺ ∪ ሺܵ ∖ ܶሻ| ൑ |ܺ| ൅ |ܵ ∖ ܶ| ൑ |ܶ| െ 1 ൅ |ܵ ∖ ܶ| ൑ |ܵ| െ 1 

 

olur ki bu  ܵ  nin royal yarıgrup olması ile çelişir. Böylece  ܶ  royal yarıgruptur. ∎ 

 

Not. Eğer bir  ݇ elemanlı  ܸ ⊆ ܵ  kümesi bağımlı ise her 	|ܵ| ൒ ݈ ൐ ݇ için  ݈	 

elemanlı alt kümelerden en az biri bağımlı olur. Gerçekten de 	ܵ	 nin  ܸ	 yi içeren  

݈	 elemanlı  ܷ  alt kümesi bağımlıdır.     

 

Teorem 4.15. 	|ܵ| ൒ 2  olmak üzere  ܵ  bir sonlu yarıgrup olsun. Eğer 

 

iሻ			ܵ  bir band değil ise 	ݎଵሺܵሻ ൌ 1, 

iiሻ		ܵ  bir band ise fakat royal yarıgrup değilse 	ݎଵሺܵሻ ൌ 2, 

iiiሻ	ܵ  bir royal yarıgrup ise 	ݎଵሺܵሻ ൌ |ܵ|	 

 

olur. 
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İspat.  iሻ Eğer  ܵ  bir band değil ise  ܽଶ ് ܽ  olacak şekilde en az bir  ܽ ∈ ܵ  

vardır. O zaman 	ܷ	 ൌ ሼܽ, ܽଶሽ  alınır ise  ܷ  kümesi bağımsız değildir. Çünkü  

ܷ	\	ሼܽଶሽ ൌ ሼܽሽ olup ܽଶ ∈ 〈	ܷ ∖ ሼܽଶሽ〉 ൌ 〈ܽ〉 olur. Dolayısıyla ܷ bağımlı olup 

ଵሺܵሻݎ	 ് 2 olur. Böylece  	ݎଵሺܵሻ ൌ 1  olur. 

iiሻ  ܵ  bir band olsun. Eğer  ܽ, ܾ ∈ ܵ  ve  ܽ ് ܾ	 ise  ሼܽ, ܾሽ  kümesi 

bağımsızdır. Eğer  ܾ ∈ 〈ܽ〉  olsaydı  ܾ ൌ ܽ௠ olacak şekilde bir  ݉ ∈ Գ  mevcut 

olur. ܵ bir band olduğundan  ܽଶ ൌ ܽ  olup		〈ܽ〉 ൌ ሼܽሽ  olur. Böylece  ܽ௠ ൌ ܽ  ve  

ܾ ൌ ܽ  olur ki bu da ܽ ് ܾ  olmasıyla çelişir. O zaman  ݎଵሺܵሻ ൒ 2  olur. ܵ  bir band 

olduğundan  ܵ,  ܧఈ	ሺߙ ∈ ܻሻ dikdörtgensel bandlarının bir ܻ yarılatisidir. Önce 

kabul edelim ki ܻ bir zincir olmasın. O zaman  ߚߙ ൏ ,		ߙ ߚߙ ൏   olacak şekilde  ߚ

,ߙ ߚ ∈ ܻ  vardır. Eğer  ݔ ∈ ݕ ve		ఈܧ ∈ ,ݔఉ ise ሼܧ ,ݕ  ሽ kümesinin kardinalitesi 3ݕݔ

olup bağımsız değildir. Böylece  ݎଵሺܵሻ ൑ 2  olup  ݎଵሺܵሻ ൌ 2  olur. 

Şimdi de ܻ nin bir zincir olduğunu kabul edelim. Eğer 	ܧఈ dikdörtgensel 

bandlarının arasında |ܥఈ|, |ఈܦ| ൒ 2 olacak şekilde bir ܧఈ ൌ ఈܥ ൈ  ”ఈ “özܦ

dikdörtgensel bandı varsa ܿଵ, ܿଶ ∈ ,ఈ  ve  ݀ଵܥ ݀ଶ ∈  ఈ  olmak üzere bağımsızܦ

olmayan bir  ሼሺܿଵ, ݀ଵሻ, ሺܿଶ, ݀ଶሻ, ሺܿଵ, ݀ଶሻሽ  kümesi vardır. Buradan  ݎଵሺܵሻ ൌ 2  olur. 

Yani bir  ܵ bandı için ܻ bir zincir ve ܧఈ bir sol ya da sağ sıfır yarıgrup olmazsa 

ଵሺܵሻݎ ൌ 2  olur. 

Son olarak, ܵ,  her biri sağ ya da sol sıfır olan yarıgrupların bir             

ܼଵ ൏ ܼଶ ൏ ⋯ ൏ ܼ௠	ሺ݉ ൒ 1ሻ  zincirinin birleşimi ve  ܼ௜ ௝ܼ ⊆ ܼ௠௜௡ሼ௜,௝ሽ olsun. Eğer  

݅ ൐ ݔ , ݆ ∈ ܼ௜ ve ݕ ∈ ௝ܼ  ise  ݕݔ ∈ ௝ܼ  olur. Eğer  ݕݔ ് ,ݔise ሼ  ݕ ,ݕ  ሽ  kümesiݕݔ

bağımsız değildir ve bu yüzden  ݎଵሺܵሻ ൌ 2  olur. Benzer şekilde  ݔݕ ്   ise  ݕ

ଵሺܵሻݎ ൌ 2  olur. Sonuç olarak ܵ  bir band fakat royal değilse  ݎଵሺܵሻ ൌ 2  olur. 

iiiሻ |ܵ| ൌ ݉ sonlu olsun.	ܵ  bir royal yarıgrup olduğundan 	ݎଶሺܵሻ ൌ |ܵ|  

olur. O halde  〈ܵ〉 ൌ ܵ  olup  ܵ  bağımsızdır. Bu durumda  ݎଵሺܵሻ = |ܵ|  olur. ∎ 
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ܺ௞ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … , ሺ1		௞ሽݔ ൑ ݇ ൑ ݊ሻ olsun ve ܮܥ௡ ൌ ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ olsun. 

Bir işlem olarak küme teorisinden birleşim ‘ ∪ ’ göz önüne alınsın. Bu işleme göre  

 ,௡ܮܥ	.௡ nin sıfır elemanıdırܮܥ ,	௡ idempotentlerin değişmeli yarıgrubudur ve  ܺ௡ܮܥ

݊ dereceli bir zincirdir. 

 

Lemma 4.16. ܮܥ௡,  ݊ elemanlı bir zincir olsun. O zaman  ݎଵሺܮܥ௡ሻ ൌ ௡ሻܮܥଶሺݎ ൌ

௡ሻܮܥଷሺݎ ൌ ௡ሻܮܥସሺݎ ൌ ௡ሻܮܥହሺݎ ൌ ݊  olur. 

 

İspat. Her  ௜ܺ	, ௝ܺ ∈ 	 ௡ içinܮܥ ௜ܺ ௝ܺ ൌ ܺ୫୧୬ሼ௜,௝ሽ olduğundan ܮܥ௡  minimum doğuray 

kümesi kendisi olan bir band olur. Böylece  ݎଶሺܮܥ௡ሻ ൌ ݊  olup  ܮܥ௡ bir royal 

yarıgrup olur. Dolayısıyla, Teorem 4.15 den  ݎଵሺܮܥ௡ሻ ൌ ݊  olur. Ayrıca,  

 

݊ ൌ ௡ሻܮܥଵሺݎ ൑ ௡ሻܮܥଶሺݎ ൑ ௡ሻܮܥଷሺݎ ൑ ௡ሻܮܥସሺݎ ൑ ௡ሻܮܥହሺݎ ൑ |௡ܮܥ| ൌ ݊ 

 

olduğundan  ݎଷሺܮܥ௡ሻ ൌ ௡ሻܮܥସሺݎ ൌ ௡ሻܮܥହሺݎ ൌ ݊  olur. ∎ 

 

İki sonlu zincir ܮܥ௠ ൌ ሼܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௠ሽ ve ܮܥ௡ ൌ ሼܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௡ሽ nin direkt 

çarpımı  ܮܥ௠,௡ ൌ ௠ܮܥ ൈ   .௡  yi göz önüne alalımܮܥ

 

Lemma 4.17. ܮܥ௠ ve ܮܥ௡ sırasıyla ݉ ൒ 2 ve ݊ ൒ 2 elemanlı iki zincir olsun. 

Eğer ܦ ൌ ௠,௡ܮܥ ൌ ௠ܮܥ ൈ ሻܦଵሺݎ şeklindeki direkt çarpım yarıgrubu ise		௡ܮܥ ൌ 2 

ve ݎଶሺܦሻ ൌ ሻܦଷሺݎ ൌ ݉ ൅ ݊ െ 1  olur. 

 

İspat. Gösterimde kolaylık için  ܮܥ௠ ൌ ሼ1,2, … ,݉ሽ  ve  ܮܥ௡ ൌ ሼ1,2, … , ݊ሽ olsun. 

Bu gösterimler ile 	ܦ ൌ ௠,௡ܮܥ ൌ ௠ܮܥ ൈ  ௡  direkt çarpım yarıgrubuܮܥ

 

ሺ݅, ݆ሻሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺmaxሼ݅, ݇ሽ, maxሼ݆, ݈ሽሻ 
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şeklinde verilsin. Bu durumda  

 

ܩ ൌ ሼሺ1,1ሻሽ ∪ ሼሺ݅, 1ሻ: 2 ൑ ݅ ൑ ݉ሽ ∪ ሼሺ1, ݆ሻ: 2 ൑ ݆ ൑ ݊ሽ 

 

kümesi ܦ	 için aşikar bir doğuray kümesidir. Ayrıca, ܩ  bağımsız ve minimum 

doğuray kümesi olup  ܦ  nin her doğuray kümesi  ܩ  yi içermek zorundadır. 

Böylece 

 

ሻܦଶሺݎ ൌ 1 ൅ ሺ݉ െ 1ሻ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ ൌ ݉ ൅ ݊ െ 1 

 

olur. ݎଶሺܦሻ ൏  nin her ܦ royal yarıgrup değildir. Diğer taraftan 	ܦ olduğu için |ܦ|

elemanı idempotent olup Teorem 4.15 den  ݎଵሺܦሻ ൌ 2  olur. 

ܩ nin herhangi bir doğuray kümesi ܷ olsun. O zaman ܦ ⊆ ܷ olup eğer bir 

ሺ݇, ݈ሻ ∈ ܷ ∖  mevcut olsaydı  ܩ

 

ሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺ݇, 1ሻሺ1, ݈ሻ ∈  〈ܩ〉

 

olur. Dolayısıyla  ܷ  bağımlı olur. Böylece  ݎଷሺܦሻ ൌ ݉ ൅ ݊ െ 1  olur. ∎ 

 

 ݊ ൒ 2			için ܼ௡ ൌ ሼݔ଴, ,ଵݔ … ,    ௡ିଵሽ olsun. ܼ௡ üzerinde bir ikili işlemݔ

௝ݔ௜ݔ ൌ ሺ1		଴ݔ ൑ ݅ ൑ ݊ െ 1ሻ  şeklinde tanımlanır ise ܼ௡ bir yarıgrup olup buna (݊ 

elemanlı) sıfır yarıgrup denir. Burada  ݔ଴,  ܼ௡ in sıfır elemanıdır.		ܼ௡ değişmelidir 

fakat bir band değildir. 

 

Teorem 4.18.  ܼ௡,  ݊  elemanlı sıfır yarıgrup olsun. O zaman  ݎଵሺܼ௡ሻ ൌ 1, 

ଶሺܼ௡ሻݎ ൌ ଷሺܼ௡ሻݎ ൌ ସሺܼ௡ሻݎ ൌ ݊ െ 1  ve  ݎହሺܼ௡ሻ ൌ ݊  olur. 

 

İspat.   ܼ௡  bir band olmayıp Teorem 4.15 den  ݎଵሺܼ௡ሻ ൌ 1  olduğu elde edilir. 
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ܵ  bir yarıgrup olsun. ܵ ൌ 〈ܺ〉	 ise 	ܵ\ܵଶ ⊆ ܺ	 olur. Eğer ܵ  bir sıfır 

yarıgrup ise, yani  ∀	ݔଵ, ଶݔ ∈ ܵ  için  ݔଵݔଶ ൌ 0  ise  ܵଶ ൌ 0  olup  ܵ	\ܵଶ ൌ ܵ ∖ ሼ0ሽ  

olur. O halde ܵ	\ሼ0ሽ ⊆ ܺ olup 〈ܵ\ሼ0ሽ〉 ൌ ܵ		olur.  ܵ\ሼ0ሽ  bir minimum doğuray 

kümesi olup  ݎଶሺܵሻ ൌ |ܵ| െ 1  olur. 

 ܼ௡, ݊ െ 1 eleman tarafından doğuruluyor olup ݎଶሺܼ௡ሻ ൌ ݊ െ 1 olduğundan 

ܼ௡  noble yarıgruptur. ሼݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ିଵሽ  kümesinin hem en geniş bağımsız kümeݔ

hem de en geniş bağımsız doğuray kümesi olduğu açıktır ve bu yüzden  ݎଷሺܼ௡ሻ ൌ

ସሺܼ௡ሻݎ ൌ ݊ െ 1  olur. 

 Son olarak, ܼ௡ yi doğurmayan  ݊ െ 1  elemanlı en az bir alt küme var 

olduğundan (ݔ଴ ı içeren herhangi alt küme)  ݎହሺܼ௡ሻ ൌ ݊  olduğu elde edilir. ∎ 

 

Teorem 4.19. ܵ  bir sonlu yarıgrup ve 	ܵ nin en geniş öz alt yarıgrubu mevcut 

olsun. Eğer 	ܵ nin en geniş öz alt yarıgrubu   ܸ  ise 	ݎହሺܵሻ ൌ |ܸ| ൅ 1  olur. 

 

İspat.  ܵ  bir sonlu yarıgrup ve  ܸ		de ܵ nin en geniş öz alt yarıgrubu olsun. O 

zaman  〈ܸ〉 ൌ ܸ olur. Ayrıca, ܽ ∈ ܵ	\	ܸ ് 		olup		〈ܸ ∪ ሼܽሽ〉 ് ܸ olur. Böylece 

ܸ ⊆ 〈ܸ ∪ ሼ	ܽ	ሽ〉 ⊆ ܵ  olup 	ܸ	 en geniş öz alt yarıgrup olduğundan  〈ܸ ∪ ሼܽሽ〉 ൌ ܵ  

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla   ݎହሺܵሻ ൌ |ܸ| ൅ 1  olur. ∎ 

 

ܺ௡ ൌ ሼ1,2, … , ݊ሽ üzerinde ߙ ൌ ሺ1	2	… 	݊ሻ	,  ߚ ൌ ሺ1	2ሻ	, 	ߛ ൌ ‖1	2‖  olsun.  

 

Teorem 4.20.  ݊ ൒ 3		 için  ܵ௡ ൌ ,ߙ〉 ሺܵ௡ሻ݇݊ܽݎ  olup  〈ߚ ൌ 2  olur. 

 

İspat. Teorem 2.5.7 den ܵ௡ ൌ ,ߙ〉  olduğunu biliyoruz. Eğer bir grup devirli 〈ߚ

değilse grup rankı en az 2 olup (grup rankı 1 olsa grup devirli olmak zorundadır) 

2 ൑ ௚ሺܵ௡ሻ ve  ܵ௡݇݊ܽݎ ൌ ,ߙ〉 ௚ሺܵ௡ሻ݇݊ܽݎ  olup  〈ߚ ൌ 2	 olur.		ܵ௡  sonlu olduğundan 

grup ve yarıgrup rankı eşittir. Bu nedenle  ݇݊ܽݎሺܵ௡ሻ ൌ 2  olur. ∎ 
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Teorem 4.21.  ݊ ൒ 3   için  ௡ܶ ൌ ,ߙ〉 ,ߚ ሺ݇݊ܽݎ  olup  〈ߛ ௡ܶሻ ൌ 3  olur . 

 

İspat.  ݊ ൌ 1 ⇒ ሺ݇݊ܽݎ	 ௡ܶሻ ൌ 1 ve ݊ ൌ 2 ⇒ ሺ݇݊ܽݎ	 ௡ܶሻ ൌ 2 olur.	 ௡ܶ ൌ ,ߙ〉 ,ߚ   〈ߛ

olduğu iyi bilinmektedir. Dolayısıyla  ݇݊ܽݎሺ ௡ܶሻ ൑ 3  olur. Bir  ܺ ⊆ ௡ܶ için     

௡ܶ ൌ 〈ܺ〉  olsun. ܵ௡ ൑ ௡ܶ  ve ௡ܶ ∖ ܵ௡ ⊲ ௡ܶ olup  ܵ௡ ∩ ܺ ൌ ܻ  ise  ܵ௡ ൌ 〈ܻ〉 olur. 

ሺܵ௡ሻ݇݊ܽݎ	 ൌ 2  olduğundan |ܻ| ൒ 2  olur. ܺ ∖ ܻ ൌ   olsa ܺ ൌ ܻ olur. O zaman 

〈ܺ〉 ൌ 〈ܻ〉 olup  ௡ܶ ൌ ܵ௡ çelişkisi elde edilir. O halde ܺ ∖ ܻ ്   olur. |ܺ ∖ ܻ| ൒ 1 

olmalıdır. |ܺ| ൌ |ܻ| ൅ |ܺ ∖ ܻ| ൒ 2 ൅ 1 ൌ 3 ise |ܺ| ൒ 3, yani ݇݊ܽݎሺ ௡ܶሻ ൒ 3 olur. 

Dolayısıyla  ݇݊ܽݎሺ ௡ܶሻ ൌ 3  olur. ∎ 

 

Tanım 4.22. Bir permütasyonun transpozisyonlarının çarpımı olarak yazılışındaki 

transpozisyonların sayısı çift ise bu permütasyona çift permütasyon, aksi halde 

tek permütasyon adı verilir. ܵ௡ simetrik grubunun çift permütasyonlardan oluşan 

alt grubuna alterne grup adı verilir ve  ܣ௡		ile gösterilir. Tek permütasyonlardan 

oluşan alt kümesi de  ܤ௡ ile gösterilir ve bir yarıgrup değildir. 

 

Teorem 4.23.  Eğer  ݊ ൒ 3  ise  ݎହሺ ௡ܶሻ ൌ ݊௡	– ሺ1 2⁄ ሻ݊! ൅ 1  olur. 

 

İspat.  ܵ ௡ܶ ൌ ௡ܶ	\	ܵ௡ ൌ ሼ	ߙ ∈ ௡ܶ ∶ |imሺߙሻ| ൑ ݊ െ 1	ሽ  olsun. ܵ௡ ൌ ௡ܣ ∪ ௡ܤ   olup  

ܵ௡	 nin en büyük alt grubu  ܣ௡ ሺ |ܣ௡| ൌ
௡!

ଶ
 ሻ  olur.  

ܸ ൌ ܵ ௡ܶ ∪  ௡  olsun.  O zaman  ܸ,  ௡ܶ  nin bir alt yarıgrubu olupܣ

 

|ܸ| ൌ ሺ	݊௡	– 	݊!	ሻ ൅
݊!
2
ൌ 	݊௡ െ

݊!
2

 

 

olur. Şimdi  ܸ  nin  ௡ܶ  nin en geniş öz alt yarıgrubu olduğunu göstermeliyiz. 

Bunun için herhangi bir  ܷ	 ≨ 	 ௡ܶ  için ଵܷ ൌ ܷ ∩ ܵ௡ (ܷ bir alt yarıgruptur ve aynı 

zamanda   ܵ௡  nin bir alt grubudur.) ve  ܷଶ ൌ ܷ ∩ ܵ ௡ܶ  olsun.  
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				 ଵܷ ൌ ௡ܣ ⇒ 	ܷ ൌ ଵܷ ∪ ܷଶ ൌ ௡ܣ ∪ ܷଶ ⊆ 	௡ܣ ∪ ܵ ௡ܶ ve 

ଵܷ ൌ ܵ௡ 	⇒ 	ܷଶ ് ܵ ௡ܶ (aksi takdirde ܷ ൌ ௡ܶ			olur) 

 

olur. 

௡ିଵܬ ൌ ሼ	ߙ ∈ ௡ܶ ∶ |imሺߙሻ| ൌ ݊ െ 1	ሽ 

 

alalım. ߙ ∈ ܷଶ ∩ ሽߙ௡ିଵ ise 〈ሼܬ ∪ ܵ௡〉 ൌ ௡ܶ  ve 	〈ሼߙሽ ∪ ܵ௡〉 ⊆ ܷ olur. Buradan da  

ܷ ൌ ௡ܶ  çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla  ܷଶ ∩ ௡ିଵܬ ൌ   olur. Böylece 

 

|௡ିଵܬ| ൌ |௡ିଵܦ| ൌ
݊ሺ݊ െ 1ሻ

2
݊ሺ݊ െ 1ሻ! 

 

(Burada ݊,  ࣞ-Green denklik sınıfı  ܦ௡ିଵ deki ࣦ-sınıflarının sayısı;  
௡ሺ௡ିଵሻ

ଶ
 ௡ିଵܦ  , 

deki ࣬-sınıflarının sayısı;  ሺ݊ െ 1ሻ! ,  ܦ௡ିଵ deki  ࣢-sınıflarının sayısıdır.) 

 

|ܷ| ൑ ݊௡ െ |௡ିଵܬ| ൌ ݊௡ െ	
݊ሺ݊ െ 1ሻ

2
݊	! ൏ ݊௡ െ	

݊!
2
ൌ |ܸ| 

 

olur. Böylece  ܸ,  ௡ܶ nin mümkün en geniş öz alt yarıgrubudur. Dolayısıyla 

Teorem 4.19 dan  ݎହሺ ௡ܶሻ ൌ ݊௡ െ ሺ1 2⁄ ሻ݊! ൅ 1  bulunur. ∎ 
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5. MONEJENİK YARIGRUPLARIN RANKLARI 

 

ܵ herhangi bir monojenik yarıgrup olsun. Genel olarak, ݎଶሺܵሻ ve ݎସሺܵሻ  

farklıdır. Örneğin, ܵ ൌ ሼ0,1,2,3,4,5ሽ ൌ Ժ଺, 6 elemanlı devirli grup olsun. O zaman 

ଶሺܵሻݎ ൌ 1	 olduğu açıktır.  

Şimdi  ݎସሺܵሻ ൌ 2	 olduğunu gösterelim: 

Her ܽ ∈ Ժ଺ ve ܷ ⊆ Ժ଺ için 0 ∈ 〈ܽ〉 ൌ ሼ0, ܽ, 2ܽ, … ሽ olduğundan 0 ∈ ܷ ⊆ Ժ଺ ise ܷ  

bağımlıdır. 1 ∈ ܷ ⊆ Ժ଺ veya 5	∈ ܷ ⊆ Ժ଺		ise 〈1〉 ൌ Ժ଺ ve		〈5〉 ൌ Ժ଺ olduğundan 

ܷ	\ሼ1ሽ ്   veya  ܷ	\ሼ5ሽ ്   ise  ܷ  bağımlıdır. Bu nedenler ile  ሼ2,3,4ሽ  

kümesinin alt kümelerini incelemek yeterlidir. ܷ ൌ ሼ2,3ሽ  kümesi bağımsızdır.  

ܷ ൌ ሼ2,3,4ሽ  ise 	4 ∈ 〈2〉 ⊆ 〈ܷ\ሼ4ሽ〉 olduğundan ܷ bağımlıdır. Dolayısıyla 3 

elemanlı alt kümeler bağımlıdır. Daha önce de belirtildiği üzere, eğer bir  ݇ 

elemanlı  ܸ ⊆ ܵ  kümesi bağımlı ise her  |ܵ| ൒ ݈ ൐ ݇  için  ݈	 elemanlı alt 

kümelerden en az biri bağımlı olur. Böylece  ݎସሺܵሻ ൌ 2	  olur. ∎ 

  

Teorem 5.1.  ܶ  bir  ܵ  yarıgrubunun bir alt yarıgrubu ise  

 

ସሺܶሻݎ ൑  ସሺܵሻ                                                   ሺ1ሻݎ

 

olur. 

 

İspat.  ݎସሺܶሻ ൌ ݊  olsun. O zaman  |ܷ଴| ൌ ݊  ve  ܷ଴  bağımsız olacak şekilde bir  

ܷ଴ ⊆ ܶ  vardır. Ayrıca  ܶ  nin her bağımsız alt kümesi  ܸ  için  |ܸ| ൑ ݊  olur. 

Böylece ܶ ⊆ ܵ olduğundan ܷ଴,  ܵ nin de bir bağımsız alt kümesi olup  ܶ de 

herhangi bağımsız alt küme aynı zamanda ܵ  de de bağımsızdır  ݎସሺܵሻ ൒ |ܷ଴| ൌ

݊ ൌ ݎସሺܶሻ  olur. ∎ 
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Bu eşitsizlik ݎଶሺܵሻ için genelde doğru değildir. Yani ܷ ⊆ ܵ	 iken ݎଶሺܵሻ ≨  ଶሺܷሻݎ

olabilir. 

 

Örnek 5.2. Daha önce gösteridiği üzere ݊ ൒ 3 için 

௡ܶ ൌ 〈ሺ1	2ሻ	, ሺ1	2	 … 	݊ሻ	, ‖ሺ1	2ሻ‖〉 ve ݎଶሺ ௡ܶሻ ൌ 3	 olur. Özel olarak ܵ ൌ ସܶ ൌ

〈ሺ1	2ሻ	, ሺ1	2	3	4ሻ	, ‖ሺ1	2ሻ‖〉  alınırsa  ݎଶሺ	 ସܶሻ ൌ 3	 olduğu görülür. Burada  

 

ሺ1	2ሻ ൌ ൬
1234
2134

൰	,				ሺ1	2	3	4ሻ ൌ ൬
1234
2341

൰		,				‖ሺ1	2ሻ‖ ൌ ൬
1234
2234

൰ 

 

olur. 

 

ܷ ൌ ൜൬
1234
1111

൰ , ൬
1234
2222

൰	,			൬
1234
3333

൰ , ൬
1234
4444

൰ൠ 

 

şeklinde alınır ise ܷ ൑ ସܶ ൌ ܵ olur. ∀	ߙ, ߚ ∈ ܷ	 için ߚߙ ൌ   bir	olduğundan  ܷ 	ߚ

sağ sıfır yarıgruptur. Böylece ܷ  bir royal yarıgrup olup 	ݎଶሺܷሻ ൌ |ܷ| ൌ 4	 olur. 

Dolayısıyla da  ݎଶሺܷሻ ൐ 	ଶሺݎ ସܶሻ	 olur. 

 

Teorem 5.3.  ܵ ve ܶ  monoid ise 

 

ସሺܵݎ ൈ ܶሻ ൒ ସሺܵሻݎ ൅  ସሺܶሻ                                             ሺ2ሻݎ

 

ଷሺܵݎ ൈ ܶሻ ൒ ଷሺܵሻݎ ൅  ଷሺܶሻ                                             ሺ3ሻݎ

 

olur. 

 

İspat.  ሼݏଵ, ,ଶݏ … , ,ଵݐ௠ሽ  ve  ሼݏ ,ଶݐ … ,  ve ܶ de maksimal bağımsız		௡ሽ sırasıyla ܵݐ

kümeler ise o zaman  
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ሼሺݏଵ, 1ሻ, … , ሺݏ௠, 1ሻ, ሺ1, ,	ଵሻݐ … , ሺ1,  ௡ሻሽݐ

 

ܵ ൈ ܶ  de bir bağımsız küme olup  

 

ସሺܵݎ ൈ ܶሻ ൒ ସሺܵሻݎ ൅  ସሺܶሻݎ

 

olur. 

ܵ ൌ ܶ ve  〈ܣ〉 ൌ ,ݏolsun. O zaman her ሺ  〈ܤ〉 ሻݐ ∈ ܵ ൈ ܶ  için  ݏ ൌ ܽଵ ⋯ܽ௞	 

ve  ݐ ൌ ܾଵ ⋯ܾ௟  olacak şekilde  ܽଵ, … , ܽ௞ ∈ ,ܾଵ	 ve  ܣ … , ܾ௟ ∈  vardır. Böylece  ܤ

 

ሺ	ݏ, ሻݐ ൌ ሺܽଵ ⋯ܽ௞	, ܾଵ ⋯ܾ௟ሻ																																							
ൌ ሺܽଵ ⋯ܽ௞, 1ሻሺ1	, ܾଵ ⋯ܾ௟ሻ																												
ൌ ሺܽଵ, 1ሻሺܽଶ, 1ሻ⋯ ሺܽ௞, 1ሻሺ1	, ܾଵሻ⋯ ሺ1, ܾ௟ሻ

 

 

elde edilir. Dolayısıyla  ܥ ൌ ሼሺܽ, 1்ሻ ∶ ܽ ∈ ሽܣ ∪ ሼሺ1ௌ, ܾሻ ∶ ܾ ∈   ሽ  olmak üzereܤ

ܵ ൈ ܶ ൌ  ,olur. Böylece, benzer şekilde bağımsız doğuray kümeleri düşünülerek 〈ܥ〉

orta rank için  

 

ଷሺܵݎ ൈ ܶሻ ൒ ଷሺܵሻݎ ൅  ଷሺܶሻݎ

 

olduğu elde edilir. ∎ 

 

Tanım 5.4.  ܵ  bir yarıgrup ve ܽ ∈ ܵ olsun. Eğer  ܾ	, ܿ ∈ ܵ  için  ܽ ൌ ܾܿ  olduğunda   

ܽ ൌ ܾ	 veya  ܽ ൌ ܿ	 oluyor ise  ܽ  ya indirgenemez eleman denir. Diğer bir ifade 

ile  ܶ ൌ ܵ	\	ሼܽሽ  ve 	ܶଶ ൌ ሼ	ݕݔ ∶ ,	ݔ ݕ ∈ ܶ	ሽ  olmak üzere  

 

ܽ indirgenemez  ⟺  ܽ ∉ ܶଶ 

 

olur.  
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Böylece  〈ܺ〉 ൌ ܵ  ise ܺ kümesinin tüm indirgenemez elemanları içerdiği açıktır. 

Ayrıca,  ܵଶ ൌ ሼܾܽ ∶ ܽ	, ܾ ∈ ܵ}  ise 	ܵ	\	ܵଶ ⊆ ܺ  olduğunu da hatırlayalım. 

 

Sonuç 5.5.  ܵ  bir sonlu yarıgrup olsun.  ݎହሺܵሻ ൌ |ܵ|  olması için gerek ve yeter 

koşul  ܵ  nin en az bir indirgenemez eleman içermesidir.  

 

İspat.  ሺ⇒ሻ		|ܵ| ൌ 1  ise sonuç açıktır.		ݎହሺܵሻ ൌ |ܵ| ൐ 1 olsun. O halde  |ܷ| ൌ

|ܵ| െ 1 ve  〈ܷ〉 ് ܵ olacak şekilde en az bir ܷ ⊆ ܵ vardır. |ܵ ∖ ܷ| ൌ 1 olup       

ܷ ൌ ܵ	\ሼܽ} olsun. Bu durumda ሺܵ ∖ ܷሻ ൌ ሼܽሽ olur. Ayrıca  〈ܷ〉 ൌ ܷ	 olduğundan 

ܽ	  indirgenemez bir elemandır. Dolayısıyla,  ܵ	 indirgenemez bir eleman içerir. 

 ሺ⇐ሻ		ܽ ∈ ܵ bir indirgenemez eleman olsun. O zaman 〈ܵ	\ሼܽሽ〉 ൌ ܵ	\ሼܽሽ 

olduğundan ܵ	\	ሼܽሽ ൑ ܵ olur. (Yani ܵ	\ሼܽሽ kümesi bir alt yarıgruptur.) ܷ ⊆ ܵ ve 

ܽ ∉ ܷ olsun. O zaman ܷ ⊆ ܵ	\ሼܽሽ olup 	〈ܷ〉 ⊆ 〈ܵ	\ሼܽሽ〉 ൌ ܵ	\ሼܽሽ ് ܵ olduğundan  

〈ܷ〉 ് ܵ		olur. Böylece  ݎହሺܵሻ ൐ |ܵ| െ 1  olup  ݎହሺܵሻ ൌ |ܵ|  eşitliği elde edilir. ∎ 

 

 Açıkça görüldüğü üzere ܯሺ݉	, ݊ሻ ൌ ۦ ܽ ∣∣ ܽ௠ ൌ ܽ௠ା௡ ۧ tek doğuraylı 

yarıgrubunun bir tek indirgenemez elemanının olması için gerek ve yeter koşul  

݉ ൐ 1  ve  ݊ ൐ 2		 olmasıdır.  

 

Örnek 5.6. Sonlu tek doğuraylı yarıgrup ܯሺ݉	, ݊ሻ ൌ 〈	ܽ ∣ ܽ௠ ൌ ܽ௠ା௡	〉 bir tek 

indirgenemez elemana sahip ise  

 

,ሺ݉	ܯହሺݎ ݊ሻሻ ൌ ݉ ൅ ݊ െ 1 ሺ݉ ൐ 1ሻ 

 

olur. Gerçekten, ܯሺ݉	, ݊ሻ ൌ ሼܽ, ܽଶ, … , ܽ௠ା௡ିଵሽ olup her ܷ ⊆ ,ሺ݉ܯ ݊ሻ\ሼܽሽ için 

ܽ ∉ 〈ܷ〉 olduğundan ܯሺ݉, ݊ሻ\ሼܽሽ en geniş alt yarıgrup olup ݎହ൫ܯ	ሺ݉, ݊ሻ൯ ൌ

,ሺ݉ܯ| ݊ሻ| ൌ ݉ ൅ ݊ െ 1  olur. Eğer ݉ ൌ 1 ise o zaman  ܯሺ݉, ݊ሻ  devirli grup  

Ժ௡		olur. 
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Teorem 5.7.  	Ժ௡,  ݊  dereceli bir devirli grup olsun. ሺ݊ ൒ 2ሻ O zaman  ݌,		݊  nin 

en küçük asal böleni olmak üzere 

 

ሺԺ௡ሻ	ହݎ ൌ ݊ ൗ݌ ൅ 1 

 

olur.  

 

İspat.  〈1〉 ൌ Ժ௡ toplamsal grubunun maksimal alt grubunu bulalım. ݌,		݊  yi bölen 

en küçük asal sayı olmak üzere  ܸ ൌ   olsun. O zaman  〈݌〉

 

ܸ ൌ |〈݌〉| ൌ 	݊ ൗ݌  

 

olur. Ayrıca  ܪ ൌ 〈݉〉	 de 	Ժ௡ in başka bir öz alt yarıgrubu olsun. Bu durumda  

	

ሺ݉, ݊ሻ ൌ ݀ ് 1 

 

olur (aksi halde ܪ ൌ 〈݉〉 ൌ Ժ௡  olurdu). Böylece  ݌ ൑ ݀  olduğundan 

 

|ܪ| ൌ |〈݉〉| ൌ
݊	
݀
൑
݊
݌
ൌ |ܸ| 

 

olur. Böylece  ܸ ൌ   in maksimal alt grubudur. Teorem 4.19 dan		Ժ௡  , 〈݌〉

 

ሺԺ௡ሻ	ହݎ ൌ ݊ ൗ݌ ൅ 1 

 

bulunur. ∎ 

  



5. MONOJENİK YARIGRUPLARIN RANKLARI                      Rukiye SÖNMEZ 

50 

ܣ  ൌ ሼ1,2… , ݊ሽ  olmak üzere ܵܮ௡,  ܣ kümesinin tüm boş olmayan alt 

kümelerinin kümesi olsun. ܵܮ௡ üzerinde bir ikili işlem kümelerin birleşimi  ‘ ∪ ’  

olarak tanımlanır ise  ܵܮ௡ ,  2௡ െ 1  elemanlı bir yarılatis olur. Bu yarılatis ܣ 

üzerindeki serbest yarılatis olarak adlandırılır.  

 

Teorem 5.8. ݊ ൒ 2  için  ݎଵሺܵܮ௡ሻ ൌ ௡ሻܮଶሺܵݎ ,2 ൌ ௡ሻܮଷሺܵݎ		,	݊ ൌ ݊  ve  ݎହሺܵܮ௡ሻ ൌ

2௡ െ 1  olur. 

 

İspat. Açıkça ܺ ൌ ൛ሼ1ሽ, ሼ2ሽ, … , ሼ݊ሽൟ kümesinin elemanları 	ܵܮ௡ nin tüm 

indirgenemez elemanları olduğundan  ܵܮ௡ nin tüm doğuray kümeleri  ܺ  kümesini 

içerir. Ayrıca, ܺ in bir doğuray kümesi olduğu da açıktır. Böylece ܺ kümesi 	ܵܮ௡ 

nin minimum doğuray kümesi olur. Dolayısıyla  ݎଶሺܵܮ௡ሻ ൌ ݊  olur. 

௡ሻܮଶሺܵݎ	 ௡  bir band veܮܵ  ൌ ݊ ് |௡ܮܵ| ൌ 2௡ െ 1 olduğundan ܵܮ௡ bir 

royal yarıgrup değildir. Böylece Teorem 4.15 den  ݎଵሺܵܮ௡ሻ ൌ 2  eşitliği elde edilir. 

ܺ kümesinin ܵܮ௡ nin bir doğuray kümesi olması dışında bağımsız olduğu da 

açıktır. Diğer bir ifade ile ܺ bağımsız doğuray kümesidir. Kabul edelim ki  ܻ, 	ܵܮ௡  

için en az  ݊ ൅ 1 elemanlı bir doğuray kümesi olsun. O zaman  ܻ  kümesi ܺ 

kümesini içerir. Bu durumda  ܻ ൌ ܺ ∪ ܼ olacak şekilde bir  ܼ ∈  .௡  mevcut olurܮܵ

Dolayısıyla 

 

ܼ ∈ ௡ܮܵ ൌ 〈ܺ〉 ൌ 〈ܻ\ܼ〉 

 

olduğundan 	ܻ  bağımsız değildir. Böylece,  ݎଷሺܵܮ௡ሻ ൌ ݊  olur. 

ܺ ௡ nin (tüm) indirgenemez elemanları kümesiܮܵ ൌ ൛ሼ1ሽ, ሼ2ሽ, … , ሼ݊ሽൟ olup 

boş değildir. Dolayısıyla Sonuç 5.5 den 	ݎହሺܵܮ௡ሻ ൌ |௡ܮܵ| ൌ 2௡ െ 1  elde edilir. ∎ 

 

Tanım 5.9. ۀݔڿ notasyonu, ݔ ൑ ݊ olan en küçük tamsayı ݊ anlamında ݔ in 

tamsayısal kısmını belirtmek için kullanılır. (ۀݔڿ ൌ ݊ ⟺ ݔ ൑ ݊ ൏ ݔ ൅ 1	) 
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Şimdi ݎସሺܵܮ௡ሻ	 i ele alalım. Her 1 ൑ ݎ ൑ ݊ için ܣ ൌ ሼ1,2, … , ݊ሽ kümesinin 

	 elemanlı alt kümelerinin kümesi ݎ ௥ܲ  olsun. O zaman açıkça görüldüğü üzere  ௥ܲ  

kümesi bağımsızdır ve ayrıca  | ௥ܲ| ൌ ൫௡௥൯ olur. Böylece, ݎସሺܵܮ௡ሻ için ilk tahmin  

ቀ ௡
௡ڿ ଶ⁄ ௡ڿܲ  ቁ  dereceli olanۀ ଶ⁄  olacaktır. Gerçekten de  ۀ

 

௡ሻܮସሺܵݎ ൒ ൬
݊

݊ڿ 2⁄ ۀ
൰ 

 

olduğu açıktır. 

Ancak, daha iyi bir sınır bulmak mümkündür. Örneğin, ݊ ൌ 7 alırsak  ସܲ	 

de  ൫଻ସ൯ ൌ 35 alt küme var; ama üç tek alt küme 1	, 2, 3  ekleyebiliriz ve yine de 

bağımsız bir küme elde ederiz. Genel olarak  ݊ ൌ 2݉ şeklinde bir çift tamsayı ise 

veya ݊ ൌ 2݉ െ 1 şeklinde bir tek tamsayı ise  ௠ܲ ∪ ሼሼ1ሽ, ሼ2ሽ, … , ሼ݉ െ 1ሽሽ  kümesi 

bağımsızdır. Dolayısıyla aşağıdaki sonucu yazabiliriz. 

 

Sonuç 5.10. 	ܵܮ௡,  ݊ ൒ 1	 serbest yarılatis olsun. O zaman, ݊ ൌ 2݉  şeklinde bir 

çift tamsayı ise   

 

௡ሻܮସሺܵݎ ൒ ൬
2݉
݉
൰ ൅݉ െ 1 

 

ve  ݊ ൌ 2݉ െ 1  şeklinde bir tek tamsayı ise 

 

௡ሻܮସሺܵݎ ൒ ൬
2݉ െ 1
݉

൰ ൅݉ െ 1 

 

olur. ∎ 
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Tanım 5.11. ۂݔہ notasyonu, ݊ ൑  in ݔ olan en büyük tamsayı ݊ anlamında ݔ

tamsayısal kısmını belirtmek için kullanılır. (ۂݔہ ൌ ݊ ⟺ ݊ ൑ ݔ ൏ ݊ ൅ 1	) 

 

Teorem 5.12.   ݉ ൐ 1  ve  ݊ ൐ 1   için  	ܵ ൌ ,	ሺ݉ܯ ݊ሻ ൌ 〈ܽ ∣ ܽ௠ା௡ ൌ ܽ௠〉  olsun. 

Ayrıca,  ߨሺ݊ሻ,  ݊  nin farklı asal çarpanlarının sayısı olsun.  

  Eğer  ݉ ് 3	 ya da  ݊ ൐ 2   ve  ݊,   2  nin bir kuvveti değil ise  

 

ସሺܵሻݎ ൌ max	 ቄߨሺ݊ሻ	, ቔ
݉
2
ቕቅ 

 

olur. Eğer		݉ ൌ 3	,  ݊ ൐ 1   ve  ݊,   2  nin bir kuvveti ise 

 

ସሺܵሻݎ ൌ	max	ቄߨሺ݊ሻ, ቔ
௠

ଶ
ቕቅ ൅ 1 ൌ 2 

 

olur. 

 

İspat.  ݉ ൐ 1	 ise o zaman açıkça ൜ܽቔ
೘
మ
ቕ	, … , ܽଶቔ

೘
మ
ቕିଵൠ bağımsızdır ve bu yüzden 

ସሺܵሻݎ ൒ ቔ௠
ଶ
ቕ  olur. ݊ ൐ 1 olduğunu varsayalım. ܭ௔ ൌ ሼܽ௠	, … , ܽ௠ା௡ିଵሽ  devirli 

grubu  ܵ  nin bir alt yarıgrubudur ve ayrıca ሺ1ሻ den dolayı ݎସሺܵሻ ൒ 	  .௔ሻ  olurܭସሺݎ

,	ଵ݌  … , ݅  farklı asal sayılar olmak üzere her	௞݌ ൌ 1,2, … , ݇	 için ߙ௜ ൒ 1, 

݊ ൌ ଵఈభ݌ ௜ݍ		 ఈೖ   ve	௞݌⋯ ൌ ݅ ௜ఈ೔   olsun.  O zaman, her݌/݊ ൌ 1,2, … , ݇	 için   

௜ܪ ൌ 〈ܽ௤೔〉 ,    ݌௜	ఈ೔   dereceli bir devirli gruplar olmak üzere 

 

௔ܭ ൌ ଵܪ ൈ ⋯ൈ  ,   ௞ܪ

 

olur. ( ܩ  bir grup ve ܪ  de  ܩ  nin bir alt grubu olsun.  |ܩ| ൌ ݊  ve  ܩ ൌ 〈ܽ〉  olsun. 

Bir   ݉/݊  için  ܪ ൌ 〈ܽ௠〉  ise  |ܪ| ൌ
௡

௠
   olur.)  Dolayısıyla, 
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ସሺܵሻݎ ൒ ଵሻܪସሺݎ ൅ ⋯൅ ௞ሻܪସሺݎ ൒ ଵሻܪଶሺݎ ൅ ⋯൅ ௞ሻܪଶሺݎ ൌ ݇ ൌ  ሺ݊ሻ    ሺ4ሻߨ	

 

bulunur. Böylece,  ݎସሺܵሻ ൒ max ቄቔ
௠

ଶ
ቕ ,   . olur	ሺ݊ሻቅߨ

 Tersine  ܣ	,  	ܵ  nin bir bağımsız alt kümesi olsun. Ayrıca 

 

|ܣ| ൐ max ቄቔ
݉
2
ቕ ,  ሺ݊ሻቅߨ

 

olduğunu varsayalım. O zaman kesinlikle  |ܣ| ൒ 2	 ve  ܽ ∉ ܽ ) .olur  ܣ ∈  ise ܣ

∀	1 ് ݇	 ∈ Ժା		 için  ܽ௞ ∈ 〈ܽ〉 ⊆  nın bağımsızlığı ile  ܣ  olur. Bu ise  〈ሼܽ௞ሽ	\ܣ〉

çelişir.) ݁, 	ܭ௔  devirli grubunun birim elemanını göstersin. ܵ de her  ܽ௥ elemanı,  ݁  

ye eşit olan bir kuvvete sahiptir ve bu yüzden  ݁ ∉  .olur  ܣ

 

1 ൏ ݅ଵ ൏ ⋯ ൏ ݅௦ ൏ ݉	ሺݏ ് 0ሻ  ve  ݉ ൑ ݆ଵ ൏ ⋯ ൏ ݆௧ ൏ ݉ ൅ ݊	ሺݐ ് 0) 

 

için 

 

ܣ ൌ ሼ	ܽ௜భ	, … , ܽ௜ೞ, ܽ௝భ, … , ܽ௝೟	ሽ 

 

olsun. 

ݐ ൌ 0	 olduğunu varsayalım. O zaman  ݏ ൌ |ܣ| ൐ ቔ௠
ଶ
ቕ  olur. ݅ଵ ൒ ቔ௠

ଶ
ቕ ൅ 1  ise  

 

݅௦ ൒ 	 ݅ଵ ൅ ݏ െ 1 ൒ ቔ
݉
2
ቕ ൅ 1 ൅ ቔ

݉
2
ቕ ൒ ݉ 

 

çelişkisi elde edilir. Bu yüzden  ݅ଵ ൑ ቔ௠
ଶ
ቕ  olur. Ayrıca		|ሼ	݅ଵ, … , ݅௦ሽ| ൌ ݏ ൐ ቔ௠

ଶ
ቕ ൒ 1 

olur. Bazı  ݇, ݈ ∈ ሼ1, … , ݇  ሽ  veݏ ൐ ݈		için   ݅௞ ≡ ݅௟	ሺmod	݅ଵሻ  olsaydı  ݅௞ െ ݅௟	 ൌ   ଵ݅ݔ

⟹  ݅௞ ൌ ݅௟	 ൅  .ଵ  olur݅ݔ
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ܽ௜೗	ܽ௫௜భ ൌ ܽ௜೗	ା௫௜భ ൌ ܽ௜ೖ ∈ 〈ܽ௜೗	 , ܽ௜భ〉 

 

olur. Bu durum		ܣ  nın bağımsızlığı ile çelişir. Buradan  ݐ ൐ 0 sonucu çıkarılır ve  

݉ ൑ ݆ଵ ൏ ݉ ൅ ݊	 olduğu için ݊ ൐ 1 olduğu görülür. Aksi taktirde  ܽ௝భ ൌ ܽ௠ ൌ

݁ ∈ ݈ .olur  ܣ ∈ ሼ	1, … ,  ,	௟ܪ  ሽ  olsun ve	ݐ

 

݅ଵ	, … , ݅௦		, 	݆ଵ	, … , ݆௟ିଵ	, ݆௟ାଵ	, … , ݆௧ 

 

nin en büyük ortak böleni olsun. O zaman, bazı ݖଵ	, … , ,		௦ݖ ,	ଵݓ … , ,	௟ିଵݓ

,	௟ାଵݓ … , ௧ݓ ∈ ሼ0	, … , ݊ െ 1ሽ   için  

 

௟ܪ ≡ ଵ݅ଵݖ 	൅ ⋯൅ ௦݅௦ݖ ൅ 	݆ଵ	ଵݓ ൅ ⋯൅ ݆௟ିଵ	௟ିଵݓ ൅	ݓ௟ାଵ݆௟ାଵ	 ൅ ⋯൅  ݊ሻ	ሺmod		௧݆௧ݓ

 

olur.  ܪ௟ 	݆௟
ൗ    ise   ݆௟ ൌ  ௟  olur. O zaman  ݁ nin,  ܵ nin her alt yarıgrubunda yerܪ݄

aldığını belirterek  

 

ܽ௝೗ ൌ ܽ୦ு೗ ൌ ሺ݁ܽ௭భ௜భ ⋯ܽ௭ೞ௜ೞ	ܽ௪భ	௝భ	 ⋯ ܽ௪೗షభ	௝೗షభܽ௪೗శభ௝೗శభ	 ⋯ ܽ௪೟௝೟		ሻ௛ ∈  〈ሼܽ௝೗ሽ	\	ܣ〉

 

bulunur. Bu durum ܣ nın bağımsızlığı ile çelişir. Bu çelişkiden ܪ௟  nin  ݆௟  yi 

bölmediği sonucu çıkarılır ve bu yüzden bir asal  ݌௟  ve bir pozitif tamsayı  ߚ௟ 

vardır öyle ki   ݌௟ఉ೗,  ܪ௟  yi böler ama  ݆௟  yi bölmez. ݌௟	ሺ	݈ ൌ 1,… ,  ሻ asallarının	ݐ

tümü farklıdır ve tümü  ݊ yi böler. Bu yüzden  

 

ݐ ൑  ሺ݊ሻ                                                       ሺ5ሻߨ

 

olur. Özellikle varsayımımız,  ݏ ൅ ݐ ൐ ݏ  ሺ݊ሻ  veߨ ൒ 1  olduğunu söyler.            

1 ൏ ݅௦ ൏ ݉ olduğu için  
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݉ ൒ 3																																																															ሺ6ሻ       

 

olur.  

 ܳ ൌ ଵఉభ݌ ܳ  ௧ఉ೟    olsun. O zaman݌	⋯ ൐ 1	,	  ݅ଵ	, … , ݅௦  nin her birini 

böler ve bu yüzden  

 

 ݅ଵ ൒ ܳ	, … , ݅௦ ൒  ሺ7ሻ																																																			ܳݏ

 

olur. ݏ ൒ 2	 olduğunu varsayalım. Eğer 	݅௦ ൌ  ሺ7ሻ’deki tüm eşitsizlikler	 ise ܳݏ

eşitliğe dönüşür ve  ܽ௜మ	 ൌ ሺܽ௜భ	ሻଶ  sonucu çıkarılır. Bu durum da ܣ nın 

bağımsızlığı ile çelişir. Bu yüzden 	݅௦ ൒ ሺݏ ൅ 1ሻܳ  ve  ܳ  ile ilgili çok basit bir 

eşitsizlik ile  

 

݉ ൐ ݅௦ ൒ ሺݏ ൅ 1ሻሺݐ ൅ 1ሻ! 

 

olur.  Fakat    ݏ ൅ ݐ ൌ |ܣ| ൐ ቔ
௠

ଶ
ቕ    olur ve bu yüzden 

 

2ሺݏ ൅ ሻݐ ൒ ݉ ൐ ሺݏ ൅ 1ሻሺݐ ൅ 1ሻ! 

 

olur. Buradan 

0 ൒ ݏ2 െ ݐሺݏ ൅ 1ሻ! ൐ ሺݐ ൅ 1ሻ! െ ݐ2 ൒ 0 

 

olur. Bu ancak  

 

ݏ                                                               ൌ 1																																																																	ሺ8) 

 

iken mümkündür. Bu nedenle 
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݉ ൒ ݅ଵ ൅ 1 ൒ ܳ ൅ 1 ൒ ሺݐ ൅ 1ሻ! ൅ 1 

 

olur. Bu durumda 

 

ݐ ൅ 1 ൌ |ܣ| ൒ ቔ
݉
2
ቕ ൅ 1 ൒

ሺݐ ൅ 1ሻ!
2

൅ 1 

 

bulunur. Bu yüzden  

 

ݐ2 ൒ ሺݐ ൅ 1ሻ! 

 

olur ve dolayısıyla 

 

ݐ                                                               ൌ 1																																																																	ሺ9ሻ 

 

olur. 

 ሺ8ሻ   ve   ሺ9ሻ  dan   |ܣ| ൌ 2	 bulunur. Bu yüzden   ቔ
௠

ଶ
ቕ ൏ |ܣ| ൌ 2	  ve   

ሺ6ሻ  ile  birlikte,  

 

݉ ൌ 3 

 

sonucu çıkarılır. Aynı zamanda, 2 ൌ |ܣ| ൐ ሺ݊ሻߨ ൒ ݐ ൌ 1 ((5) ile) olur. Bu yüzden 

ሺ݊ሻߨ ൌ 1 bulunur. Dolayısıyla ݊ ൌ  	ܳ  ఈ   bir asal kuvvettir. ݊  tek ise, o zaman݌

için  

 

3 ൌ ݉ ൒ ܳ ൅ 1 ൐ 3 
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imkansızdır. Bu yüzden  ݊,  2  nin bir pozitif kuvvetidir. ݉ ് 3   ya da   ݊ ,  2  nin 

bir pozitif kuvveti değil ise, o zaman  |ܣ| ൑ max ቄቔ
௠

ଶ
ቕ	 ,  . olur	ሺ݊ሻቅߨ

 ݉ ൌ 3   ve   ݊,  2  nin bir pozitif kuvveti ise, o zaman  |ܣ| ൑ 2   olur. 

2. Durumda açıkça  ሼܽଶ	, ܽଷሽ  bağımsızdır  ve bu yüzden  ݎସሺܵሻ ൌ 2  bulunur. 

Böylece teoremin ispatı tamamlanır. ∎ 

 

Sonuç 5.13.  ܵ,  ݊ ൒ 2  dereceli bir devirli grup ise, o zaman   ݎସሺܵሻ ൌ  .ሺ݊ሻ   olurߨ	

ܵ bir nilpotent monojenik (tek doğuraylı) yarıgrup ise ( ݉ ൒ 2 boyutlu), o zaman 

ସሺܵሻݎ ൌ ቔ
௠

ଶ
ቕ  olur. ∎ 

 

Lemma 5.14.  ݉ ് 1  ise o zaman açıktır ki  ܵ ൌ ,ሺ݉ܯ ݊ሻ	 yarıgrubunun her 

doğuray kümesi  ܽ  içermelidir. 

 

İspat.  ܵ  bir yarıgrup ve ܺ  de ܵ  nin bir doğuray kümesi olsun. O zaman             

ܵ\ܵଶ ⊆ ܺ olur. 

 

ܵ ൌ ,ሺ݉ܯ ݊ሻ ൌ ሼ	ܽ	, ܽଶ	, ܽଷ	, … , ܽ௠	, … , ܽ௠ା௡ିଵ	ሽ 

 

ܵଶ ൌ ሼ	ܽଶ, ܽଷ	, … , ܽ௠	, … , ܽ௠ା௡ିଵ	ሽ	 

 

olur. Buradan 

ܵ\ܵଶ ൌ ሼܽሽ ⊆ ܺ 

 

bulunur.		ܽ ∈ ܺ  olur. ∎ 
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 Dolayısıyla tek bağımsız doğuray kümesi ሼܽሽ		 olur. Bu yüzden 

ଷሺܵሻݎ ൌ 1	 olur. Zıttına  ݉ ൌ 1  ise  ܵ  bir  ݊  dereceli  devirli grup öyle ki  ሺ4ሻ  

eşitsizlikte  ሺ2ሻ’nin yerine  ሺ3ሻ  kullanarak  ݎଷሺܵሻ ൌ  .ሺ݊ሻ  olduğu gösterilirߨ	
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6. DİKDÖRTGENSEL BANDLARIN RANKLARI  

 

 ܵ ൌ ܴ௠,௡ ൌ ሼ	ሺ݅, ݆ሻ ∶ 	1 ൑ ݅ ൑ ݉	,			1 ൑ ݆ ൑ ݊	ሽ ൌ ሼ1,2, … ,݉ሽ ൈ ሼ1,2, … , ݊ሽ 

ve  ሺ݅, ݆ሻሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺ݅, ݈ሻ çarpımı ile verilen sonlu dikdörtgensel band olsun. ܺ ⊆ ܴ௠,௡ 

ve  ܴ௠,௡ ൌ 〈ܺ〉 olsun. O zaman, her bir  1 ൑ ݅ ൑ ݉		 ve   1 ൑ ݆ ൑ ݊   için   

 

ሺ݅, 1ሻ ൌ ଶݔଵݔ ௣ݔ⋯
ሺ1, ݆ሻ ൌ ଶݕଵݕ ௤ݕ⋯

 

 

olacak şekilde   ݔଵ, ,ଶݔ … , ,௣ݔ ,ଵݕ ,ଶݕ … , ௤ݕ ∈ ܺ   vardır. Eğer,  

 

ఈݔ ൌ ሺ݅ఈ	, ݆ఈሻ   (1 ൑ ߙ ൑ ఉݕ  ve  (݌ ൌ ሺ݇ఉ	, ݈ఉ)   (1 ൑ ߚ ൑  (ݍ

 

ise  ሺ݅, 1ሻ ൌ ଶݔଵݔ ௣ݔ⋯ ൌ ሺ݅ଵ	, ݆௣ሻ  ve  ሺ1, ݆ሻ ൌ ଶݕଵݕ ௤ݕ⋯ ൌ ሺ݇ଵ	, ݈௤)   olduğundan    

݅ ൌ ݅ଵ  ve   ݆ ൌ ݈௤  olup  ൫݅, ݆௣൯	, ሺ݇ଵ	, ݆ሻ ∈ ܺ  olur. Böylece  |ܺ| ൒ ݉, ݊  ve 

dolayısıyla, |ܺ| ൒ max	ሼ݉, ݊ሽ   olur. 

 ሺ݅, ݆ሻ ⟼ ሺ݆, ݅ሻ dönüşümü ile   ܴ௠,௡ ≅ ܴ௡,௠  olduğundan  kabul edelim 

ki   ݉ ൑ ݊  olsun. O zaman 

 

ܺ ൌ ሼ	ሺ1,1ሻ, ሺ2,2ሻ, … , ሺ݉,݉ሻ, ሺ݉,݉ ൅ 1ሻ, … , ሺ݉, ݊ሻ	ሽ 

 

alınır ise  〈ܺ〉 ൌ ܴ௠,௡   olur. (Ayrıca,  ݊ ൑ ݉   olduğunda da 

 

ܺ ൌ ሼ	ሺ1,1ሻ, ሺ2,2ሻ, … , ሺ݊, ݊ሻ, ሺ݊ ൅ 1	, ݊ሻ, … , ሺ݉, ݊ሻ	ሽ 

 

alınır ve  〈ܺ〉 ൌ ܴ௠,௡   olur.) 
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Gerçekten, her 	ሺ݅, ݆ሻ ∈ ܴ௠,௡   için  

 

			
													݅, ݆ ൑ ݉, ݊													 ise 	ሺ݅, ݆ሻ ൌ ሺ݅, ݅ሻሺ݆, ݆ሻ

	݉ ൑ ݆ ൑ ݊ ise 				ሺ݅, ݆ሻ ൌ ሺ݅, ݅ሻሺ݉	, ݆ሻ
	݊ ൑ ݅ ൑ ݉	 ise 			ሺ݅, ݆ሻ ൌ ሺ݅, ݊ሻሺ݆	, ݆ሻ

 

 

olur. 

 ݊ ൑ ݉   durumunda  ݅ ൌ 1,2, … ,݉  için bir doğuray kümesi ilk 

koordinatı  ݅ olan en az bir eleman içermeli ve bu yüzden en azından  ݉  eleman 

içermelidir. Böylece  ݎଶ൫ܴ௠,௡൯ ൌ ݉ olur. ݉ ൑ ݊  durumunda da benzer bir 

argüman ile ݆ ൌ 1,2, … , ݊	 için bir doğuray kümesi ikinci koordinatı  ݆ olan en az 

bir eleman içermeli ve bu yüzden en azından  ݊  eleman içermelidir. Böylece  

ଶ൫ܴ௠,௡൯ݎ ൌ ݊ olur. Buradan herhangi  ݉, ݊ ൒ 1  için 

 

ଶ൫ܴ௠,௡൯ݎ ൌ max	ሼ݉, ݊ሽ 

 

 sonucuna ulaşılır. 

 

Teorem 6.1. ܵ  bir sonlu sol ya da sağ sıfır yarıgrup ise o zaman  ݎଶሺܵሻ ൌ ଷሺܵሻݎ ൌ

ସሺܵሻݎ ൌ |ܵ|  olur. 

 

İspat.  ܮ  bir sol sıfır yarıgrup ve  |ܮ| ൌ ݉  ise  

 

ܮ ≅ ܴ௠,ଵ ൌ ሼ	ሺ݅, 1ሻ ∶ ݅ ∈ ሼ1,2, … ,݉ሽ	ሽ 

  

olur. ܴ  bir sağ sıfır yarıgrup ve  |ܴ| ൌ ݊  ise 

 

ܴ ≅ ܴଵ,௡ ൌ ሼ	ሺ1, ݆ሻ ∶ ݆ ∈ ሼ1,2, … , ݊ሽ	ሽ 
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olur. Buradan  

 

|ܵ| ൌ ଶሺܵሻݎ ൑ ଷሺܵሻݎ ൑ ସሺܵሻݎ ൑ |ܵ| 

 

olur. Böylece		|ܵ| ൌ ଶሺܵሻݎ ൌ ଷሺܵሻݎ ൌ  ∎ .ସሺܵሻ   bulunurݎ

 

Teorem 6.2.  ݉, ݊ ൒ 2  için ܵ ൌ ܴ௠,௡ dikdörtgensel band olsun. O zaman  

 

ଷሺܵሻݎ ൌ ସሺܵሻݎ ൌ ݉ ൅ ݊ െ 2 

 

olur. 

 

İspat.   ∀	݅ ∈ ሼ1,2, … ,݉ሽ  ve   ∀	݆ ∈ ሼ1,2, … , ݊ሽ   için 

 

௜௝ܩ ൌ ሼ	ሺ݅, ݇ሻ ∶ ݇ ∈ ሼ1,2, … , ݊ሽ\ሼ݆ሽ	ሽ ∪ ሼ	ሺ݈, ݆ሻ ∶ ݈ ∈ ሼ1,2, … ,݉ሽ\ሼ݅ሽ	ሽ 

 

kümesinin  ܵ de bir bağımsız doğuray kümesi olduğunu gösterelim. 

 İlk olarak ܩ௜௝  kümesinin bağımsız olduğunu gösterelim: 

௜௝ܩ ∖ ሼሺ݅, ݇ሻሽ da ikinci koordinat olarak ݇ olanሺ	݇ ് ݆		ile	ሻ eleman olmadığından 

ሺ݅, ݇ሻ ∉ ,\ሼሺ݅	௜௝ܩ〉 ݇ሻሽ〉  olur. Benzer şekilde  ܩ௜௝	\ሼሺ݈, ݆ሻሽ  de ilk koordinat olarak ݈	 

olanሺ	݈ ് ݅		ile	ሻ eleman olmadığından ሺ݈, ݆ሻ ∉ ,\ሼሺ݈	௜௝ܩ〉 ݆ሻሽ〉 olur. Gerçekten, 

herhangi  ሺܽ, ܾሻ	, ሺܿ, ݀ሻ   :௜௝  alalım ve dört durumda inceleyelimܩ ∋

 

૚ሻ ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺ݅	, ݇ଵሻ  ve   ሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ݅	, ݇ଶሻ  ise 

 

ሺܽ, ܾሻሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ݅	, ݇ଶሻ ൌ ሺܿ, ݀ሻ	 

 

olur. 
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૛ሻ	ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺ	݅	, ݇ሻ  ve   ሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ	݈	, ݆ሻ  ise 

 

ሺܽ, ܾሻሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ	݅	, ݆ሻ ∉  ௜௝ܩ

 

olur. 

૜ሻ ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺ	݈	, ݆ሻ  ve   ሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ	݅	, ݇ሻ  ise 

 

ሺܽ, ܾሻሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ	݈	, ݇ሻ ∉  ௜௝ܩ

 

olur 

૝ሻ  ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺ	݈ଵ	, ݆ሻ  ve   ሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ	݈ଶ	, ݆ሻ  ise 

 

ሺܽ, ܾሻሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺ	݈ଵ	, ݆ሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ 

 

olur.  

Bu 4 durumdan dolayı ܩ௜௝  bağımsızdır. 

 Şimdi  ܩ௜௝ nin bir doğuray kümesi olduğunu gösterelim: 

Herhangi bir  ሺ݇, ݈ሻ ∈ ܵ  alalım ve benzer şekilde dört durumda inceleyelim:  

 

૚ሻ Eğer ݇ ൌ ݅ ve ݈ ൌ ݆  ise  bir  ݌ ് ݆   için   ሺ݅, ሻ݌ ∈ ݍ  ௜௝  veܩ ് ݅  için  ሺݍ, ݆ሻ ∈

  ௜௝   mevut olupܩ

 

ሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺ݅, ݆ሻ ൌ ሺ݅, ,ݍሻሺ݌ ݆ሻ ∈  〈௜௝ܩ〉

 

olur.  

૛ሻ Eğer ݇ ൌ ݅ ve ݈ ് ݆  ise  ሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺ݅, ݈ሻ ∈  .௜௝  olurܩ

૜ሻ Eğer ݇ ് ݅ ve ݈ ൌ ݆ ise    ሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺ݇, ݆ሻ ∈  .௜௝  olurܩ

૝ሻ Eğer ݇ ് ݅ ve ݈ ് ݆  ise  ሺ݅, ݈ሻ, ሺ݇, ݆ሻ ∈   ௜௝   mevcut olupܩ
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ሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺ݇, ݆ሻሺ݅, ݈ሻ ∈  〈௜௝ܩ〉

 

olur.  

Bu 4 durumdan dolayı ܴ௠,௡ ൌ  .olduğu elde edilir 〈௜௝ܩ〉

݉ , ௜௝ܩ  ൅ ݊ െ 2 eleman içeren bir bağımsız doğuray kümesi 

olduğundan 

 

ଷ൫ܴ௠,௡൯ݎ                                                        ൒ ݉ ൅ ݊ െ 2                                 ሺ10ሻ 

 

bulunur. 

 Eğer ܴ௠,௡  nin  ݉ ൅ ݊ െ 1   elemanlı bağımsız bir alt küme 

içermediği, yani 

 

ସ൫ܴ௠,௡൯ݎ                                                       ൑ ݉ ൅ ݊ െ 2                                  ሺ11ሻ 

 

olduğu gösterilir ise  ሺ10ሻ  ve  ሺ11ሻ  eşitsizlikleri ile birlikte sonuç elde edilir.   

ሻ࢔,࢓ሺࡼ        ∶	Dikdörtgensel band  ܴ௠,௡	 de ݉ ൅ ݊ െ 1 elemanlı bağımsız küme 

yoktur.  

 Bu iddiayı  ݉ ൅ ݊  üzerinden tümevarım ile ispatlayalım. 

İlk olarak  ܲሺ2,2ሻ	 için doğrudan ispat ile iddianın doğru olduğu görülür. Buradan  

2 ൅ 2 െ 1 ൌ 3  elemanlı sadece 4  tane mümkün küme vardır ve onların hiçbiri 

bağımsız değildir. 

Şimdi şu lemmaya bakalım: 

 

Lemma 6.3.  Eğer  2݉ ൐ ݊   ise o zaman  ܲሺ݉ െ 1, ݊ሻ ⟹ ܲሺ݉, ݊ሻ  olur. 

 

İspat.  2݉ ൐ ݊  ve  ܲሺ݉ െ 1, ݊ሻ  nin geçerli olduğunu varsayalım. ܪ,  ܴ௠,௡  nin   

݉ ൅ ݊ െ 1   eleman içeren bağımsız bir alt kümesi olsun. 
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 ݅ ൌ 1,2, … ,݉  için ܤ௜,  ܴ௠,௡ nin ilk koordinatı ݅ olan tüm elemanları 

silinerek elde edilen ሺ݉ െ 1ሻ ൈ ݊ alt bandı olsun. ܪ ∩  ௜ kümelerinin her biriܤ

bağımsız olmalı ve bu yüzden tümevarım hipotezi ile  

 

ܪ| ∩ |௜ܤ ൑ ݉ ൅ ݊ െ 3 (	݅ ൌ 1,2, … ,݉	ሻ 

 

olur. Başka bir ifade ile  |ܪ\ሺܪ ∩ |௜ሻܤ ൒ 2  olur. Yani  ∀	݅ ∈ ሼ	1,2, … ,݉	ሽ  için  

 

௜ܪ ൌ ሼ	݄ ∈ ሼ	1,2, … , ݊	ሽ ∶ ሺ݅, ݄ሻ ∈  ሽ	ܪ

 

kümesi en azından 2 eleman içerir. Dahası ܪ௜  kümeleri  ayrık alt kümelerdir. 

Gerçekten, eğer  ݅ ് ݆  ve  ݄ ∈ ௜ܪ ∩ ݄ᇱ	௝  olsaydı o zaman  ∀ܪ ∈   ௜\ሼ݄ሽ  içinܪ

	ሺ݅, ݄ሻ ൌ ሺ݅, ݄ᇱሻሺ݆, ݄ሻ  olur ki bu da  ܪ nin bağımsızlığı ile çelişir. Bu yüzden  ݅ ് ݆  

için  ܪ௜ ∩ ௝ܪ ൌ   olur. 	ሼ1,2, … , ݊ሽ  nin, her biri en az  2  elemana sahip  

,ଶܪ,ଵܪ … , ௠  ayrık alt kümeleri olduğu için  2݉ܪ ൑ ݊  olduğu sonucu çıkarılır. Bu 

durum varsayım ile çelişir. Dolayısıyla, ܴ௠,௡ nin  ݉ ൅ ݊ െ 1  eleman içeren 

bağımsız bir alt kümesi yoktur. ∎ 

 

 ݉ ve ݊  nin rollerini değiştirerek bir benzer lemma elde edilir. 

 

Lemma 6.4.  Eğer  2݊ ൐ ݉   ise o zaman  ܲሺ݉, ݊ െ 1ሻ ⟹ ܲሺ݉, ݊ሻ  olur. ∎ 

 

2݉ ൐ ݊    ve  2݊ ൐ ݉   nin en azından biri geçerli olmalıdır.  

 Bu yüzden	dikdörtgensel band  ܴ௠,௡	 de  ݉ ൅ ݊ െ 1 elemanlı bağımsız 

küme yoktur. Dolayısıyla 

 

ସ൫ܴ௠,௡൯ݎ ൑ ݉ ൅ ݊ െ 2 
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olur. 

 

݉ ൅ ݊ െ 2 ൑ ଷ൫ܴ௠,௡൯ݎ 	൑ ସ൫ܴ௠,௡൯ݎ ൑ ݉ ൅ ݊ െ 2 

 

olduğu için                 

 

ଷ൫ܴ௠,௡൯ݎ ൌ 	 ସ൫ܴ௠,௡൯ݎ ൌ ݉ ൅ ݊ െ 2 

 

olduğu gösterilir. ∎ 
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7. APERİYODİK BRANDT YARIGRUPLARIN RANKLARI 

 

Tanım 7.1.  ܤ௡ ൌ 	 ሼ	ሺ݅	, ݆ሻ ∶ 	݅	, ݆ ∈ ሼ	1, 2	, … , ݊	ሽ	ሽ ∪ ሼ0ሽ  kümesi, üzerinde tanımlı  

 

ሺ	݅	, ݆	ሻሺ	݇	, ݈	ሻ ൌ ቄሺ	݅	, ݈	ሻ 	݆ ൌ ݇	ise
0 									aksi	taktirde

 

ሺ	݅	, ݆	ሻ0	 ൌ 	0ሺ	݅	, ݆	ሻ 	ൌ 	00	 ൌ 	0 

 

çarpma işlemi ile bir yarıgrup olup bu yarıgruba Aperiyodik Brandt Yarıgrubu 

denir. 

Gomes ve Howie (1987) ݎଶሺܤ௡ሻ ൌ ݊  olduğunu göstermişti. Ayrıca 

Teorem 4.15 den  ݎଵሺܤ௡ሻ ൌ 1  olur. 

 

Lemma 7.2.  ݊	 ൒ 2 için  ∆ ,  ݊  köşeli sıkı bağlantılı bağımsız diyagram olsun. O 

zaman  |ܧሺ∆ሻ| ൑ 2݊ െ 2  olur. 

 

İspat. Howie, Ribeiro (1999) Lemma 3.2’ye bakınız. ∎ 

 

Teorem 7.3.  ݊	 ൒ 2  için ܤ௡	 aperiodic Brandt yargrup olsun. O zaman  ݎଷሺܤ௡ሻ ൌ

2݊ െ 2  olur. 

 

İspat.  ܺ ൌ ሼ	ሺ1,2ሻ, ሺ2,1ሻ, ሺ1,3ሻ, ሺ3,1ሻ, … , ሺ1, ݊ሻ, ሺ݊, 1ሻሽ   kümesi  2݊ െ 2  elemanlı 

bir bağımsız doğuray kümesidir:  

Öncelikle ܺ	 kümesinin  ܤ௡	 nin doğuray kümesi olduğunu gösterelim: 

 

ܺ ൌ ሼ	ሺ1, ݅ሻ, ሺ݆, 1ሻ ∶ 2 ൑ ݅, ݆ ൑ ݊	ሽ 

 

olarak alınırsa,  ሺ	݅, ݆	ሻ ∈   için	௡ܤ
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ሺ	݅, ݆	ሻ ൌ ሺ݅, 1ሻሺ1, ݆ሻ ∈ 〈ܺ〉 	ൌ  	௡ܤ

 

olur. Böylece ܺ	 kümesi  ܤ௡	 nin doğuray kümesidir.  

Şimdi  ܺ  kümesinin bağımsız küme olduğunu gösterelim: ሺ1, ݅ሻ ∈ ܺ  için  

ሺ݅ ് 1ሻ 

 

ሺ1, ݅ሻ ൌ ሺݔଵ, ⋯ଵሻݕ ሺݔ௠, ௠ሻݕ ൌ ሺݔଵ, ௠ሻݕ ௠ݕ	⟺	 ൌ ݅ ് 1		, ௠ݔ ൌ 1 

 

ሺݔ௠, ௠ሻݕ ൌ ሺ1, ݅ሻ  olmalıdır. Böylece ܺ  kümesi bağımsız kümedir. Yani ܺ  

kümesi bağımsız doğuray kümesidir. Buradan  ݎଷሺܤ௡ሻ ൒ 2݊ െ 2  bulunur.  

Eşitliği göstermek için  ܺ  kümesinden daha geniş bağımsız doğuray 

kümesi mümkün olmadığını göstermeliyiz. 

∀	 ് ܣ ⊆ ሻܣ௡ için ∆ሺܤ ൌ ሺܸሺܣሻ,	ܧሺܣሻሻ diyagramını, köşe kümesi  

ܸሺܣሻ ൌ ሼ1,2, … , ݊ሽ ve yönlü kenar kümesi ܧሬԦሺܣሻ ൌ ሼ݅ → ݆ ∶ ሺ݅, ݆ሻ ∈  olarak  {ܣ

tanımlayalım.  Kolayca görüleceği üzere, eğer ܣ	 bir doğuray kümesi ise  ∆ሺܣሻ bir 

bağlantılı diyagram olur. Gerçekten, her  ሺ݅, ݆ሻ ∈  bir doğuray kümesi  ܣ  ௡  içinܤ

olduğundan  

 

ሺ݅, ݆ሻ ൌ ሺ݅ଵ, ݆ଵሻ⋯ ሺ݅௠, ݆௠ሻ 

 

olacak şekilde ሺ݅ଵ, ݆ଵሻ, … , ሺ݅௠, ݆௠ሻ ∈ ,vardır. Ayrıca, ሺ݅ଵ ܣ ݆ଵሻ⋯ ሺ݅௠, ݆௠ሻ ൌ ሺ݅ଵ, ݆௠ሻ 

olduğundan  ݅ଵ ൌ ݅  ve  ݆௠ ൌ ݆  olur. Böylece, 

 

݅ ൌ ݅ଵ → ݆ଵ ൌ ݅ଶ → ݆ଶ → ⋯ → ݅௠ → ݆௠ ൌ ݆ 

 

patikası ∆ሺܣሻ mevcut olup, ∆ሺܣሻ sıkı bağlantılıdır. ݉ ൌ 0 ise patika açıktır. 

Lemma 7.2 den sonuca ulaşılır. ∎ 
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Teorem 7.4. ܤ௡	 aperiodic Brandt yargrup olsun. O zaman  ቔ
௡మ

ସ
ቕ ൅ ݊	 elemanlı 

bağımsız bir alt kümesi vardır. 

 

İspat.  ݊	 bir çift sayı ሺ݊ ൌ 2݇ሻ ise kolayca gösterileceği üzere 

 

ܣ ൌ ሼ	ሺ݅, ݅ሻ:	1 ൑ ݅ ൑ 2݇	ሽ ∪ ሼሺ݌, :ሻݍ 1 ൑ ݌ ൑ ݇	, ݇ ൅ 1 ൑ ݍ ൑ 2݇	ሽ 

 

kümesi  ݇ଶ ൅ 2݇ ൌ ቔ௡
మ

ସ
ቕ ൅ ݊  elemanlı bir bağımsız kümedir. Eğer ݊	 bir tek sayı 

ሺ݊ ൌ 2݇ ൅ 1ሻ ise benzer şekilde 

 

ܤ ൌ ሼ	ሺ݅, ݅ሻ:	1 ൑ ݅ ൑ 2݇ ൅ 1	ሽ ∪ ሼሺ݌, :ሻݍ 1 ൑ ݌ ൑ ݇	, ݇ ൅ 1 ൑ ݍ ൑ 2݇ ൅ 1	ሽ 

 

kümesi  ݇ሺ݇ ൅ 1ሻ ൅ 2݇ ൅ 1 ൌ ቔ݇ଶ ൅ ݇ ൅ ሺ
ଵ

ସ
ሻቕ ൅ 2݇ ൅ 1 ൌ ቔ௡

మ

ସ
ቕ ൅ ݊ elemanlı bir 

bağımsız kümedir. ∎ 

 

Teorem 7.5. ܤ௡	 aperiodic Brandt yargrup olsun. O zaman ݎସሺܤ௡ሻ ൌ ቔ௡
మ

ସ
ቕ ൅ ݊	 olur. 

 

İspat.  Howie ve Ribeiro (1999) ’a bakınız. ∎ 

 

Herhangi bir sonlu grup ܩ için Brandt yarıgrup ܤሺܩ, ݊	ሻ , 

 

,ܩሺܤ	 ݊	ሻ ൌ ሺ	ሼ	1,2, … , ݊	ሽ ൈ ܩ ൈ ሼ1,2, … , ݊	ሽሻ ∪ ሼ0ሽ 

 

ሺ݅, ܽ, ݆ሻሺ݇, ܾ, ݈	ሻ ൌ ቄሺ݅, ܾܽ, ݈ሻ 				݆ ൌ ݇
0 				aksi	taktirde

 

0ሺ݅, ܽ, ݆ሻ 	ൌ 	 ሺ݅, ܽ, ݆ሻ0 ൌ 00 ൌ 0 
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çarpımı ile tanımlıdır. 

 

Teorem 7.6.  ܵ ൌ ,ܩሺܤ ݊	ሻ, ݊ ൒ 2 için bir Brandt yarıgrup ve |ܩ| ൒ 	1 olsun. O 

zaman  

 

௡ሻܤହሺݎ ൌ ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 1ሻ|ܩ| ൅ 2 

 

olur. 

 

İspat.  ܸ ൌ ሼሺ݅, ܽ, ݆ሻ: 1 ൑ ݅ ൑ ݊ െ 1	, 1	 ൑ ݆ ൑ ݊	, ܽ ∈ ሽܩ ∪ ሼሺ݊, ܽ, ݊ሻ:	ܽ ∈ ሽܩ ∪ ሼ0ሽ 

 

ܵ	 nin bir alt yarıgrubudur ve 	|ܸ| 	ൌ 	 ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 1ሻ|ܩ| ൅ 1  olur. Gerçekten de  

	

ሺ	݊ െ 1ሻ݊|ܩ| ൅ |ܩ| ൅ 1 ൌ 	 ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 1ሻ|ܩ| ൅ 1 

	

olur. Şimdi ܵ  nin bir alt yarıgrubu olduğunu gösterelim:  

 

ሺ݅, ܽ, ݆ሻ, ሺ݇, ܾ, ݈	ሻ, ሺ݊, ܽ, ݊ሻ, ሺ݊, ܾ, ݊ሻ ∈ ܸ için, 

 

ሺ݅, ܽ, ݆ሻሺ݇, ܾ, ݈	ሻ ൌ ቄሺ݅, ܾܽ, ݈ሻ 	݆ ൌ ݇
0 aksi	taktirde

 

 

ሺ݅, ܽ, ݆ሻሺ݊, ܾ, ݊	ሻ ൌ ቄሺ݅, ܾܽ, ݊ሻ ݆ ൌ ݊
0 aksi	taktirde

 

 

ሺ݊, ܾ, ݊ሻሺ݅, ܽ, ݆	ሻ ൌ 0	 ∈ ܸ	 		݅ ് ݊ 

ሺ݊, ܽ, ݊ሻሺ݊, ܾ, ݊ሻ ൌ ሺ݊, ܾܽ, ݊ሻ ∈ ܸ 
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Bu yüzden  ܸ,  ܵ  nin bir alt yarıgrubudur. Ayrıca, ሺ݊, ܽ, ݆ሻ ∉ ܸ (1	 ൑ ݆ ൑ ݊ െ 1 ve 

ܽ ∈  .ܵ  nin bir öz alt yarıgrubudur	 ሻ olduğundan  ܸ,ܩ

ܵ nin ܸ den daha büyük dereceli öz alt yarıgrubunun olmadığını 

göstermeliyiz. ܵ  nin  

 

|ܷ\ሼ0ሽ| ൒ ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 1ሻ|ܩ| ൅ 1 

 

olacak şekilde bir öz alt yarıgrubu  ܷ  mevcut olsun. Şimdi bir lemmaya bakalım.  

 

Lemma 7.7.  ܷ\ሼ0ሽ,  ܵ de her sıfır olmayan ࣦ െsınıf ve her sıfır olmayan  

࣬ െsınıf ile boş olmayan kesişime sahiptir.  

 

İspat.  ∀	݅ ൌ 	1,2, … , ݊  için  ܵ  de her bir sıfır olmayan  ࣬ െsınıf,  

 

ܴ௜ 	ൌ 	 ሼሺ	݅, ܽ, ݆ሻ:	ܽ ∈ ,ܩ ݆ ൌ 1,2, … , ݊	ሽ 

 

biçimindedir ve |ܴ௜| ൌ 	݅	∀ ,olur. Benzer şekilde  |ܩ|݊ ൌ 	1,2, … , ݊  için  ܵ  de her 

bir sıfır olmayan  ࣦ െ	sınıf, 

 

௝ܮ ൌ ሼሺ݅, ܽ, ݆ሻ 	 ∶ ܽ ∈ ݅			,	ܩ ൌ 1,2, … , ݊	ሽ 

 

biçimindedir ve หܮ௝ห ൌ  .olur  |ܩ|݊

Genelliği bozmaksızın kabul edelim ki ܴଵ ∈ ࣬ െsınıf için, ܴଵ ∩

ሺܷ\ሼ0ሽሻ ൌ   olsun. O zaman 	ܷ\ሼ0ሽ ⊆ ܵ\ܴଵ  olup 

 

|ܷ\ሼ0ሽ| ൑ 	 |ܵ\ܴଵ|	 ൌ |ܵ| െ |ܴଵ|
ൌ 							݊ଶ	|ܩ| െ |ܩ|݊
ൌ 			ሺ݊ଶ െ ݊ሻ|ܩ|
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yani |ܷ\ሼ0ሽ| ൑ ሺ݊ଶ െ ݊ሻ|ܩ| çelişkisi elde edilir. Böylece, ܷ\ሼ0ሽ ile sıfır olmayan 

࣬ െsınıf ya da ࣦ െ	sınıf ın kesişimi boş küme olarak alınır ise bu  ܷ\ሼ0ሽ  ın seçimi 

ile çelişir. O halde ܴ௜ ∩ ሺܷ\ሼ0ሽሻ ്  olmalıdır. Benzer şekilde ܮ௝ ∩ ሺܷ\ሼ0ሽሻ ്    

olmalıdır. ∎ 

 

∀		1 ൑ ݅, ݆ ൑ ݊ için  ܵ  de her bir sıfır olmayan  ࣢ െsınıf, 

 

௜,௝ܪ ൌ 	ܴ௜ ∩ ௝ܮ ൌ ሼሺ݅, ܽ, ݆ሻ: ܽ ∈  ሽܩ

 

biçimindedir. 

ܲ ൌ 	 ሼሺ݅, ݆ሻ ∶ 	ܷ ∩ ௜,௝ܪ ് 	ሽ  olsun. |ܲ| ൑ ݊ଶ െ ݊ ൅ 1  ise 

 

|ܷ\ሼ0ሽ| ൑ ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 1ሻ|ܩ| 

 

olur ki bu da  ܷ\ሼ0ሽ  ın seçimi ile çelişir. Dolayısıyla   |ܲ| ൒ ݊ଶ െ ݊ ൅ 1  

olmalıdır. 

ሼ1,2, … , ݊ሽ ൈ ሼ1,2, … , ݊ሽ in bir alt kümesi ܲ olup benzer şekilde ∆ሺܲሻ 

diyagramını şöyle tanımlayalım: ܸሺܲሻ ൌ ሼ1,2, … , ݊ሽ ve ܧሬԦሺܲሻ ൌ ሼ݅ → ݆ ∶ ሺ݅, ݆ሻ ∈ ܲሽ 

olsun. 

 

Lemma 7.8.    ݊ ൒ 2  için  ∆ ,  ݊  köşeli bir diyagram olsun. ܧሺ∆ሻ  kümesi en az         

݊ଶ െ ݊ ൅ 2  elemana sahipse  ∆  sıkı bağlantılıdır. 

 

İspat.   ݊  üzerinden tümevarım ile ispatlayalım. 

݊ ൌ 2  ve |ܧሺ∆ሻ| ൒ 2ଶ െ 2 ൅ 2 ൌ 4  ise sonuç açıktır, o zaman  ∆  sıkı 

bağlantılıdır. (1 → 1	, 1 → 2	, 2 → 1	, 2 → 2	kenarlar ile)  
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݊ ൒ 3  için  ∆	, 	1,2, … , ݊  etiketli ݊ köşeli ve en azından ݊ଶ െ ݊ ൅ 2 kenarlı 

bir diyagram olsun. ∆ᇱ , ݊ ile etiketli köşesi ve bir uç noktası  ݊  köşesi olan tüm 

yönlendirilmiş kenarlar silinerek elde edilen grafik olsun. İki durum vardır:  

ሺ1ሻ ∆ᇱ sıkı bağlantılı değildir, öyle ki (tümevarım hipotezi ile)  

 

|ሺ∆ᇱሻܧ| ൑ ሺ݊ െ 1ሻଶ െ ሺ݊ െ 1ሻ ൅ 1 ൌ ݊ଶ െ 3݊ ൅ 3. 

 

varsayabiliriz. 

ሺ2ሻ 	∆ᇱ sıkı bağlantılıdır. 

(1) durumunda, ∆  da bir köşesi en azından  ݊  olan kenarların sayısı   

 

ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 2ሻ െ	ሺ݊ଶ െ 3݊ ൅ 3ሻ ൌ 2݊ െ 1 

 

olmalıdır. Aslında sayı tam olarak  2݊ െ 1  olmalıdır. Bu kenarlar 

 

݊ → ݊		, ݊ → 1	, 1 → ݊	, … , ݊ → ݊ െ 1	, ݊ െ 1 → ݊ 

 

olur. Böylece  ∀	݅, ݆ ∈ ሼ1,2, … , ݊ െ 1ሽ  için  ݅ → ݊ → ݆  patikası vardır ve bu 

yüzden  ∆  sıkı bağlantılıdır. 

(2) durumunda,  ∆ᇱ de  ሺ݊ െ 1ሻଶ  kenardan daha fazla yoktur ve bu yüzden 

en azından  ∆  da kenarlar 

 

ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 2ሻ െ ሺ݊ଶ െ 2݊ ൅ 1ሻ ൌ 	݊ ൅ 1 

 

olmalıdır. ݊ → ݊  vardır ve en azından ݊  yi  1,2, … , ݊ െ 1 köşelerine bağlayan  ݊  

kenar vardır. En azından bir 	݅	 ∈ ሼ1,2, … , ݊ െ 1ሽ vardır öyle ki hem ݅ → ݊ hem de  

݊ → ݅  mevcuttur. ∀	݆, ݇ ∈ ሼ1,2, … , ݊ െ 1ሽ için,		∆ᇱ de ݆ den ݇ ya bir patika vardır. 

Bu yüzden, ∀݆ ∈ ሼ1,2, … , ݊ െ 1ሽ  için  
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݊ → ݅ → ⋯ → ݆				  ,     	݆ → ⋯ → ݅ → ݊ 

 

∆  da patikaları vardır.  Bu yüzden  ∆  sıkı bağlantılıdır. ∎ 

 

 Yukarıdaki sonuçtan  ∆ሺܲሻ  nin sıkı bağlantılı olduğu sonucu çıkarılır. 

Böylece her  ݌, ݍ ∈ ሼ1,2, … , ݊ሽ  için 

 

݌ ൌ ݆ଵ → ݆ଶ → ⋯ → ݆௠ିଵ → ݆௠ ൌ  ݍ

 

patikası ∆ሺܲሻ  de mavcut olur.  

ܲ  nin tanımı ile  ݎ ൌ 1,2, … ,݉ െ 1	  için  ܩ  de  ܽ௥ elemanları vardır öyle 

ki  ሺ ௥݆	, ܽ௥	, ݆௥ାଵሻ ∈ ܷ  olur. 

 

ሺ݌, ܽଵܽଶ …ܽ௠ିଵ, ሻݍ ൌ ෑሺ ௥݆		, 	ܽ௥	, ݆௥ାଵሻ

௠ିଵ

௥ୀଵ

∈ ܷ 

 

Bu yüzden  ሺ݌, ሻݍ ∈ ܲ  dir.	ܲ ൌ ሼ1,2, … , ݊ሽ ൈ ሼ1,2, … , ݊ሽ  bulunur. |ܲ| ൌ ݊ଶ	 olur. 

 

௜,௝ܯ ൌ ሼܽ ∈ :ܩ ሺ݅, ܽ, ݆ሻ ∈ ܷሽ 

 

Her bir  ݅	 ve  ݆  için ܩ  nin boştan farklı altkümesidir. ܾ ∈ ܿ  ௞,௜  veܯ ∈    ௝,௟   iseܯ

∀ܽ ∈   ௜,௝  içinܯ

 

ሺ݇, ܾ, ݅ሻሺ݅, ܽ, ݆ሻሺ݆, ܿ, ݈ሻ ∈ ܷ 

 

olur. 

Bu yüzden, ܾܯ௜,௝ܿ ⊆ ௜,௝ܿหܯหܾ		௞,௟ olur.ܯ ൌ หܯ௜,௝ห	(ܩ grubunun alt kümeleri 

olduklarından) olup 
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หܯ௜,௝ห ൑ หܯ௞,௟ห 

 

bulunur. Aynı zamanda  

 

หܯ௞,௟ห ൑ หܯ௜,௝ห 

 

 olur. Dolayısıyla da  ∀	݅, ݆, ݇, ݈ ∈ ሼ1,2, … , ݊	ሽ  için 

 

หܯ௜,௝ห ൌ หܯ௞,௟ห 

 

bulunur. ܯ௜,௜ ,  ܩ nin bir altgrubudur ve Lagrange Teoreminden ya  ܯ௜,௜ ൌ  ya da  ܩ

หܯ௜,௜ห ൑ ሺ
ଵ

ଶ
ሻ|ܩ|  olur. İlk durumda (2) den  ܷ ൌ ܵ sonucu çıkarılır ve bu  ܷ nun öz 

alt yarıgrup olduğu varsayımı ile çelişir. İkinci durumda  ∀	݅	 ve ݆  için  หܯ௜,௝ห ൑

ሺ
ଵ

ଶ
ሻ|ܩ| olur. Bu yüzden  

 

	|ܷ\ሼ0ሽ| ൑
1
2
݊ଶ|ܩ| 

 

bulunur. Bu  ܷ	\ሼ0} ın seçimi (1) ile çelişir. Bu yüzden ܸ,  ܵ nin en geniş öz alt 

yarıgrubudur. Böylece Teorem 7.6 nın ispatı Teorem 4.19 dan  

 

௡ሻܤହሺݎ					 ൌ ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 1ሻ|ܩ| ൅ 2 

 

bulunarak tamamlanır. ∎ 

Teorem 7.6 da  |ܩ| ൌ 1 alınır ise  ݎହሺܤ௡ሻ ൌ ሺ݊ଶ െ ݊ ൅ 3ሻ  bulunur. Dolayısıyla da 

 .௡ nin tüm 5 rankı birbirlerinden farklı olurܤ
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