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S bir sonlu dogurayli yarigrup olsun. Kii¢iik rank, normal (=diisiik =alt)
rank, orta rank, iist rank ve genis rank, sirasiyla

r(S) = max{k:S nin tiim k elemanl alt kiimeleri bagimsizdir},
r,(S) = min{U[:3U S, (U)=S},

n(S) = max{|U|:3U c S, U bagimsiz ve <U>:S},

L(s) = max{|U|:EIU cS, U baglmsm} ve

I, (S) = min{K:S nin tiim k elemanl alt kiimeleri S yi dogurur}

olarak tanimlanir. Bu c¢alismada, baz1 yarigruplarin bazi 6zel doguray kiimelerini
ve bagimsiz kiimelerini inceledik. Incelemeler sonucunda ele aldigimiz
yarigruplarin yukarida verilen ranklart ile ilgili ¢alismalar1 derledik.

Anahtar Kelimeler: Doguray kiimesi, bagimsiz kiime, rank
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Let S be a finitely generated semigroup. Small rank, lower rank,
intermediate rank, upper rank and large rank are defined as

(S) = max{k:every subsets of cardinality k of S are independent},
(S) = min{U]:3U S, (U)=S},
n(sS) = max{|U|:EIU S, U independent and <U>=S},

(S) {

(S)

I
=

ax |U|:EIU cS, U independent} and

= min{K : every subsets of cardinality kK of S generates S},

respectively. In this study, we examined some special generated sets and
independent sets of some semigroups. As a result of these investigations, we have
compiled the studies on the ranks given above of semigroups we have implied.

Key Words: Generating set, independent set, rank
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GENISLETILMIS OZET

S bir yarigrup ve @ #T < S olsun. Eger T, S deki islemle bir yarigrup
oluyorsa T ye S nin bir alt yarigrubu denir ve T < S ile gosterilir. Ayrica
J# X < S igin S nin X kiimesini igeren tiim alt yarigruplarinin arakesiti de X
kiimesini igeren bir alt yarigrup olup bu alt yarigruba S nin X tarafindan

dogurulan alt yarigrubu denir ve <X > ile gosterilir, yani

olur. ¢ <X>, X kiimesini iceren en kiigiik alt yarigruptur. Ayrica <X> alt

yarigrubu X kiimesi iizerindeki tim sonlu ¢arpimlarin kiimesidir, yani

SX)={XX X N EZT X Xy X, € X

olur. Eger <X> =S oluyorsa X e S nin bir (yarigrup) doguray kiimesi, X in

her bir elemanina S nin (yarigrup) dogurayr ve S ye de X tarafindan
dogurulan yarigrup denir. Eger X kiimesinin bir yarigrup doguray kiimesi

oldugu igerikten anlasiliyorsa X tarafindan dogurulan alt yarigrup kisaca <X> ile
gosterilir Eger S = <X> olacak sekilde @ # X < S sonlu kiimesi varsa S ye
sonlu dogurayh yarigrup denir. Ayrica, X = {X} seklinde tek elemanli bir kiime

ise {X} tarafindan dogurulan alt yarigrup kisaca <X> ile gosterilir ve S =<X>

olacak sekilde bir X € S varsa S ye monojenik (tek dogurayl) yarigrup denir.

I



S, sonlu dogurayli bir yarigrup olmak iizere
min{|X|:S =<X> ve X sonlu}

pozitif tamsayisina S nin (yarigrup) ranki denir ve rank(S) ile gosterilir.

Ayrica, S nin rank(S) elemanli bir doguray kiimesine de minimal doguray

kiimesi denir.
S bir yarigrup olsun.&J #U < S olmak iizere YU €U igin U ¢ <U \{u}>

ise U ya S nin bir bagimsiz alt kiimesi denir. Bir yarigrubun bagimsiz bir alt
kiimesi veya belirli 6zellikteki baz1 elemanlar tarafindan dogurabilen 6zel doguray

kiimeleri vardir. Dolayisiyla da 6zel ranklar elde edilebilmektedir.

S bir sonlu dogurayh yarigrup olmak iizere sirasiyla kiigiik rank, normal

(=diisiik =alt) rank, orta rank, iist rank ve genis rank, sirasiyla

(S) = max{k :S nin tiim K elemanl alt kiimeleri baglmmzdlr},
(S) = min{U]:3U c S, (U)=S},
n(S) = max{|U|:3U c S, U bagimsiz ve <U>:S},
(S) = max{|U|:EIU cS, U baglmmz} ve
(S)

= min{kK:S nin tiim k elemanl alt kiimeleri S yi dogurur}

olarak tanimlanir. Biz de bu ¢aligmamizda baz1 yarigruplarin bu 6zel ranklan ile

ilgili caligmalar1 derledik.
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1. GIRIS Rukiye SONMEZ

1. GIRIS

1904 yilinda ortaya ¢ikan yarigrup kavrami, grup ve halka teorisi basta
olmak {izere matematigin diger alanlar1 ve bilgisayar bilimleri ile olan baglantisi
sayesinde hizla geliserek 1950°1i yillarin sonunda cebirin basli basina bir alt dali
haline gelmistir.

Diger cebirsel teorilerde oldugu gibi yarigrup teorisinde de temel
problemlerden biri, yarigruplarin siniflandirilmasini saglayacak ve onlarin yapisini
tanimlayacak belirli 6zelliklerle ifade edilip edilemeyecegini gosteren yontemler
bulmaktir. Bu yontemlerden bazilar1 (varsa sonlu) doguray kiimesi bulma ve sonlu
dogurayli ise rankini bulma yontemleridir.

“Rank” ya da boyut kavrami baslica lineer cebire ait bir kavramdir.
Ornegin, bir sonlu boyutlu V vektdr uzaymnm ranki ya V nin bir maksimal lineer
bagimsiz alt kiimesinin eleman sayisi olarak ya da V nin bir minimal doguray
kiimesinin eleman sayisi olarak tanimlanabilir. Bu iki eleman sayisinin esit oldugu
lineer cebirde bir temel sonugtur. Daha genel bir cebirsel sisteme, 6rnegin bir
yarigrup ya da bir gruba rank kavrami genisletildiginde rank’in miimkiin
tanimlarmin farkli degerde verildigi bulunur. Yarigrup teorisinde rank kavrami
sonlu yarigruplar i¢in anlamli oldugu i¢in tim yarigruplarimizin sonlu oldugunu
varsayacagiz.

JM. Howie ve M.LM. Ribeiro 2000 yilinda yaptiklar1 ¢alismada bir
yarigrubun bir alt kiimesinin bagimsizlig1 tanimindan hareketle kii¢iik rank, normal
(= dugtik = alt) rank, orta rank, st rank ve genis rank kavramlarini sirasiyla

sOyle tanimlamislardir:
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7,(S) = max{k : S nintim k elemanl alt kiimeleri bagimsizdir },

7(S) = min{ |U|: JUCS, (U)y=S},

r3(S) = max{IUI : JU < S, U bagimsiz ve (U) =S },

max{ |U| : U €S, U bagimsiz } ve

74(S)
75(S) = min{ k : S nintim k elemanh alt kiimeleri S yi dogurur }.
Biz de bu ¢alismamizda bazi yarigruplarin bazi 6zel doguray kiimelerini ve

bagimsiz kiimelerini inceleyerek ele aldigimiz yarigruplarin bu 6zel ranklar ile

ilgili yapilan ¢alismalar1 derleyecegiz.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde tezde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri verecegiz.

2.1. Yangruplar

Tanm 2.1.1. S # J bir kime olmak tizere ¢:S X S = S seklinde taniml
fonksiyona S iizerinde bir ikili islem denir. Eger “x”, S iizerinde bir ikili iglem ise
(S, ) ikilisine de bir grupeid denir.

(S, ) bir grupoid olsun. Eger 4 ikili islemi S iizerinde birlesme 6zelligine

sahip, yani Vx,y,Zz € S i¢in

(o z)u= (x, (v, 2) 1)
ise (S, ) ikilisine bir yarigrup denir.
Eger ikili islemin ne oldugu igerikten belli ise islemlerde kolaylik

saglamak adma (S, 1) yerine S ve V x,y € S icin (x, y)u yerine xy yazacagiz. Bu
durumda yukaridaki esitlik (xy)z = x(yz) seklinde ifade edilebilir.

Tamim 2.1.2. Bir S yanigrubu, iizerindeki ikili isleme gore degisme Ozelligine

sahip, yani V x,y € S igin

Xy =Yyx

oluyorsa S yarigrubuna bir degismeli yarigrup denir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Rukiye SONMEZ

Tamim 2.1.3. S bir yarigrup ve z € S olsun. Eger Vs € S i¢in zs = z oluyorsa z
ye S nin bir sol sifir elemani denir. Eger Vs € S i¢in sz = z oluyorsa z ye S nin
bir sag sifir elemani denir. Eger z hem sol hem sag sifir eleman ise z ye S nin bir
sifir elemani denir.

Bir yarigrubun birden fazla sag sifir ve/veya sol sifir elemani olabilir. Fakat

bir yarigrubun sifir elemani varsa tektir ve genellikle “0” ile gosterilir.

Tanim 2.1.4. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger Vs € § i¢in es = s oluyorsa e
ye S nin bir sol birim elemani denir. Eger Vs € S i¢in se = s oluyorsa e ye S nin
bir sag birim elemam denir. Eger e hem sol hem sag birim eleman ise e ye S nin
bir birim elemani denir.

Bir yarigrubun birden fazla sag birim ve/veya sol birim elemani olabilir.
Fakat bir S yarigrubunun birim eleman1 varsa tektir ve genellikle 15 veya kisaca

“1” ile gosterilir.

Tanim 2.1.5. Birim elemanli bir yarigruba monoid denir. S bir yarigrup olmak

lzere

g1 — {5, S bir monoid ise
—lsu{l} S bir monoid degilse

kiimesini ele alalim. Bu kiimenin, {izerinde tanimlanan

Xy, x#1, y=#1lise
1 _)x y =1lise
Vx,y €S icin xy = y, Y = 1ise
1, x=y=1ise

ikili iglemi ile bir monoid oldugu agiktir ve bu monoide S ye gerekirse birim

eleman eklenerek elde edilen monoid denir.
4
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Tanim 2.1.6. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger

ee=e (e’?=¢e)

oluyor ise e ye S nin bir idempotent elemam denir. S yarigrubunun tim
idempotent elemanlarinin kiimesi E(S) ile gosterilir.

S yarigrubunun her elemani idempotent ise (Vs € S icin s? = s), yani
E(S) = S ise S ye bir band denir. Eger S yarigrubu hem degismeli hem de bir band
ise S ye bir yarilatis denir.

S bir yarigrup ve a € S olsun. O zaman
Sa={sa:s€S}veaS={as:s €S}
olarak tanimlanir.
Tanim 2.1.7. S bir yarigrup olsun. Eger
Va€eS icin Sa=SveaS=S§

oluyorsa S ye bir grup denir. Bu tanima denk olarak su tanim da verilebilir. S bir

yarigrup olmak tizere

(3e€S),(Va€es) ea=a }
(Va€S),@ates) ala=e

kosullar1 saglantyorsa S ye bir grup denir.
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Aslinda bu iki tanim da ¢ok kullanilan tanimlar degildir. Genellikle bu
tanimlara denk olan ve daha c¢ok grup teorisinde kullanilan su tanim

kullanilmaktadir. S bir yarigrup olmak iizere

(bire € 5),(Va €S) eazaeza}
(Va€eSs),(biratesS) ala=aal=e

kosullar1 saglaniyorsa S ye bir grup denir. Burada e € S ye grubun birim elemani
vea~! € Syede a elemaninn tersi denir.

S bir yarigrup ve & # U,V < S olsun. O zaman
UV={w:uelUvevel}

olarak tanimlanir. Ozel olarak U =V ise UU yerine U? yazlir.
Tanim 2.1.8. S bir yanigrup ve & # T € S olsun. Eger Vx,y €T i¢cin xy €T
(T2 € T) oluyor ise T ye S nin bir alt yarigrubu denir ve T < S seklinde
gosterilir.

Ornegin; S?2 € S olup S < S olur. S yarigrubunda bir sifir eleman var ise
{0} <S ve S bir monoid ise {1} <S olur. Bu alt yarigruplara asikir alt
yarigruplar ve bunlarin disindaki alt yarigruplara da 6z alt yarigruplar denir.

Tanim 2.1.9. S bir yarigrup ve @ # I € S olsun. Eger Vs € S ve Va €1 igin

i) sa € I, yani SI € [ oluyorsa [ ya S nin bir sol ideali,

ii) as € I, yani IS € I oluyorsa I ya S nin bir sag ideali

denir.
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Eger I, S nin hem sol hem de sag ideali ise (SI I ve IS I ise) [ ya S nin bir
ideali denir ve I 2 § ile gosterilir.

Ornegin; S2 S S olup S 2 S olur. S de bir sifir eleman 0 varsa {0}S =
{0} < {0} ve S{0} = {0} < {0} olup {0} =S olur. Bu ideallere asikar idealler
denir. S yarigrubunun I # S ve I # {0} olacak sekilde bir ideali varsa bu ideale de

0z ideal denir.

Tanim 2.1.10. S ve T iki yarigrup ve ¢:S = T bir doniisiim (fonksiyon) olsun.
Eger V x,y € S igin

) = (xp)(ye)

oluyor ise ¢ ye bir (yarigrup) homomorfizmi denir. Ayrica ¢:S—>T

homomorfizm olmak tizere

i) ¢ bire-bir ise ¢ ye bir monomorfizm,

il) ¢ Orten ise ¢ ye bir epimorfizm,

iii) ¢ hem bire-bir hem de orten ise ¢ ye bir izomorfizm,

iv) ¢, S den S ye bir homomorfizm ise ¢ ye bir endomorfizm,

v) @, S den S ye bir izomorfizm ise ¢ ye bir otomorfizm

denir. Eger S den T ye bir izomorfizm varsa S ile T ye izomorfik yarigruplar

denir ve S = T seklinde yazilir.

Tanmm 2.1.11. X # & bir kiime olsun. X kiimesi V x,y € X i¢in xy = x islemi

ile bir yarigruptur. Bu yarigruba sol sifir yarigrup denir ve Ly ile gosterilir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Rukiye SONMEZ

Tamm 2.1.12. X # & bir kiime olsun. X kiimesi V x,y € X igin xy = y islemi

ile bir yarigruptur. Bu yarigruba sag sifir yarigrup denir ve Ry ile gosterilir.

Tanmm 2.1.13. X # & bir kiime ve z € X 6zel bir eleman olsun. X {izerinde
tamimlanan Vx,y € X i¢in xy = z islemi ile bir yarigruptur. Bu yarigruba sifir

yarigrup denir ve Zy ile gosterilir.

Tanmm 2.1.14. S bir yarigrup olsun. Eger Va,b € S igin aba = a ise S ye bir
dikdortgensel band denir.

2.2. Bagint1 ve Denklikler

Tanimm 2.2.1. X # D ve Y # J iki kiime olmak tlizere

XXY={(xy):xe€X,yeY}

kiimesine X ile Y nin kartezyen ¢arpimi denir ve x,x' € X ve y,y’' € Y olmak

iizere X X Y kartezyen ¢arpim kiimesi, {izerinde tanimlanan

), y") = (xx',yy")

carpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba X ile Y nin direkt ¢arpimi denir.
X XY nin her bir p alt kiimesine X ten Y ye bir baginti denir. X X X in her bir p
alt kiimesine ise X iizerinde bir baginti denir. X {izerindeki tim bagmtilarin
kiimesi By ={p:p S X XX} ile gosterilir. Ayrica, p € By olmak {izere
(a,b) € p elemam kisaca apb seklinde de gosterilebilir. &, Ay=1y =

{(x,x) : x € X} kiimesi ve X X X in kendisi, X tlizerinde birer bagintidir. Bu
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bagimntilara sirasiyla bos bagmti, birim/esitlik/kosegen bagimti ve evrensel

bagint1 denir. Ayrica, Vp € By olmak {izere

pt={(x,y) EXxXX:(y,x) € p}

bagintisina p nun ters bagintisi (= tersi) ve

dom(p) = {x€X:3ye€Xicin(x,y) € p},
xp = {yeX:(xy) €p}
im(p) = {ye€eX:3xeXicin(x,y) € p}

kiimelerine de sirasiyla p bagintisinin tamim Kiimesi, x € X in p altindaki

goriintii kiimesi ve p bagintisinin goriintii kiimesi denir.
Tanim 2.2.2. X bos olmayan bir kiime olmak iizere V «, B € By icin
aof ={(x,y) eXxX:3z€ Xi¢in (x,2) € ave (z,y) € B}
seklinde tamimlanan ‘o’ bileske islemi ile By bir yarigruptur (hatta birim eleman1
Ay olan bir monoiddir) ve bu yarigruba bagmmtilar yarigrubu denir.

Va,B,6,a,a,,, &, € By i¢in

i) aSf=acdSfodvedoaSdof ve

i) (g oayomoa) ™ =azlooaztoart

olur.
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Tamim 2.2.3. X bos olmayan bir kiime ve p, X iizerinde herhangi bir baginti olmak

lzere

i) 1) Ay < p ise p yayansimahl baginti,
ii) p= p lise p yasimetrik baginti,
iii) p N p~1 S Ay ise p ya ters simetrik bagint1 ve

iv) pop < pise p ya gecismeli baginti

denir. Eger p bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli bir bagint1 ise p ya X
iizerinde bir denklik bagintis1 denir. Eger p bagmtist yansimali, ters simetrik ve
gecismeli bir baginti ise o ya X tizerinde bir siralama bagintisi denir.

Eger {p; : i € I}, X kiimesi tizerindeki denklik bagmntilarinin bostan farkli

bir ailesi ise kolayca gosterilebilir ki, ﬂ p; kiimesi de X iizerinde bir denklik

iel
bagintisidir.

p, X uzerinde bir denklik bagintisi ve x € X olmak iizere

xp={y€X:(x,y) €p}
kiimesine x in denklik simifi ve X in tiim denklik siniflarinin ailesi olan
X/p={xp:xEX}
kiimesine de X in p ile elde edilen béliim kiimesi denir.
Tanimm 2.2.4. X bos olmayan bir kiime ve R, X kiimesi iizerinde herhangi bir

bagint1 olsun. O halde R € X X X olup X iizerinde R yi iceren en az bir denklik

bagintis1 vardir. X iizerinde R yi igeren denklik bagintilarinin arakesiti de R yi

10
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iceren bir denklik bagmtist olup bu denklik bagintisina R tarafindan dogrulan

denklik bagintis1 denir ve R€ ile gosterilir, yani
R¢ = ﬂ {p : R S p ve p, X lizerinde bir denklik bagintisi}

olur. Dikkat edilirse R¢, R yi i¢eren en kiigiik denklik bagmntisidir.
Ayrica,

ii) R bir denklik bagmntisi ise R¢ = R ve

iii) R® = (R™1)¢
oldugu da kolayca gosterilebilir.

2.3. Green Denklik Bagintilar

Tanim 2.3.1. S bir yarigrup ve a € S olsun.

Sla = Sau{a}={xa:xeS'}
ast = aSufa}={ay:ye€ S} ve
Stas! = SaSuSauvaSuf{a}={xay:x,ye€ S}
kiimeleri sirastyla S nin a elemanini igeren en kiigiik sol, sag, — idealleri olup bu

ideallere sirasiyla esas sol, esas sag ve esas ideali denir.

11
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S tizerinde tanimlanan

L = {(a,b)eSxS:5a=S5%},
{(a,b) ESxS:aSt=bS'} ve
{(a,b) €S xS :5%aSt =SthSt}

SR
i

bagintilarina sirasiyla sol-Green bagintis1 (£-Green), sag-Green bagintis1 (R-
Green) ve Green bagmmtisi (J-Green) denir. Bu bagintilarin birer denklik
bagintisi oldugu agiktir.

Onerme 2.3.2. S bir yarigrup ve a, b € S olsun.

i) aLbe a=xbveb = ya olacak sekilde x,y € S vardur.
ii) aRb < a=bxveb=ay olacak sekilde x,y € ST vardr.

iii) a J b © a = xby ve b = uav olacak sekilde x,y,u,v € ST vardir.

Ispat. Howie (1995), Proposition 2.1.1’¢ bakiniz. m

Tanmm 2.3.3. S bir yarigrup olsun. £ ve R sirasiyla S yarigrubu iizerindeki

tizerindeki sol-Green ve sag-Green bagintilar1 olmak {izere

H=LNR

olarak tanimlanan denklik bagintisina #£-Green bagintisi ve £ ile R bagintilarim

iceren en kiiciik denklik bagintisina da D-Green bagintisi denir. O halde

D =(LUR)®

olur.
12
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Bir S yarigrubu {izerindeki £, R, J, H ve D-Green denklik bagintilari i¢in
AyCHCLRCSDCJCS XS olup aralarindaki bu iliski su diyagram ile ifade

edilebilir. Bu diyagrama Hasse diyagram denir.

SXS

Ag
Sekil 2.1. Green denklik bagmtilarinin Hasse diyagrami

Tanim 2.3.4. S yarigrubu iizerindeki J, D, £, R ve H -Green denklik bagntilarinin
denklik smiflarinin kiimeleri sirasiyla S/J, S/D, S/L, S/R, S/H ile gosterilir.
Ayrica a € Si¢in a y1 igeren J, D, L, R ve H-Green denklik smiflar sirasiyla
Jao Da» La, Ry ve Hy ile gosterilir. Bu durumda

H,<L,<D,, H,;<R,<D, ve H, =L,NR,

oldugu ve D-Green denklik bagmtisinin tanimindan dolay1 da

an@Raan-f—@@Laan#—'@

13
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oldugu aciktir. Dolayisiyla D-Green denklik sinifi D, ayrik £-Green denklik ve R-
Green denklik smiflarmin birlesimi olup D siifi, her satir1 bir R-sinifini, her
stitunu bir L-sinifin1 ve her hiicresi de bir H-smifim1 temsil eden bir yumurta

kutusu olarak diisiiniiliir.

Sekil 2.2. Bir D-Green denklik sinifinin yumurta kutusu temsili

2.4. Doguray Kiimeleri

Tanim 2.4.1. S bir yarigrup ve & # X € S olmak lizere S nin X kiimesini i¢eren
tim alt yarigruplarinin arakesiti de X kiimesini igeren bir alt yarigrup olup bu alt
yarigruba § nin X tarafindan dogurulan alt yarigrubu denir ve (X) ile

gosterilir, yani

S(X) = ﬂ{r:x cT<S)

olur.

Eger X kiimesinin bir yarigrup doguray kiimesi oldugu igerikten
anlasiliyorsa X tarafindan dogurulan alt yarigrup kisaca (X) ile gosterilir. Dikkat
edilirse (X), X kiimesini igeren en kiigiik alt yarigruptur ve (X) alt yarigrubu, X

kiimesi tizerindeki tiim sonlu ¢arpimlarin kiimesidir, yani

14
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(X) ={xyxy " xp i n€EZLY; x1,%5, ..., %, €EX}

olur. Tanimdan da kolayca goriilebilecegi gibi, S bir yarigrup ve G # X S Y C S
ise (X) € (Y) olur.

Tamm 2.4.2. S bir yarigrup olmak tizere eger S = (X) olacak sekilde bir & #
X C S kiimesi varsa bu X kiimesine S nin bir (yarigrup) doguray kiimesi, X in her
bir elemanina S nin (yarigrup) doguray1 ve S ye de X tarafindan dogurulan
yarigrup denir.

Eger S = (X) olacak sekilde sonlu bir & # X € S kiimesi varsa S ye
sonlu dogurayh yarigrup denir. Ozel olarak, sonlu bir yarigrup aynm1 zamanda
kendisi i¢in bir sonlu doguray kiimesi olup sonlu doguraylidir. Ayrica, S = ({a})
olacak sekilde bir a € S varsa S ye monojenik (tek dogurayh) yarigrup denir ve
S =(a) scklinde de yazilabilir. (a) monojenik yarigrubunun eleman sayisina
(kardinalitesine) a elemaninin derecesi denir. Benzer tanimlar monoid ve grup
icin de yapilabilir.

Eger (a) sonsuz elemanl ise ¢:{a) — (Z*,+), a* — k doniisiimii ile
(a) = (Z*,4+) oldugu goriilir. O halde izomorfizm altinda bir tek sonsuz
monojenik yarigrup vardir, o da (Z*, +) yarigrubudur.

Eger (a) sonlu ise (a) = {a,a?,...,a", a™**

, ...} kiimesinde sonlu sayida
farkli eleman vardir. O halde {x € Z*:a* = a”,(x # y)} # & olur. Bu kiime
tamsayilar kiimesinin alttan sinirh bir alt kiimesi oldugundan zorn lemmasi geregi
en kiiciik eleman1 m mevcuttur. m ye a nin indeksi denir.

Ayrica {z € Z*: a™*% = a™} # & olup benzer sekilde bu kiimenin de bir

en kiiciik elemant r vardir. r ye de a nin periyodu denir. Bu sonlu yarigrup

My, - (a) ={a) = {a,a?,...,a™, a™*" 1}

15
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seklinde gosterilir. Ayrica m+k =0(modr) ve m+10=1(modr) olacak

sekildeki k,l € {0,1,...,r —1} elemanlar1 i¢in K, = {a™,a™"},..,a™*""1}

m+k m+l

kiimesi birim elemani a olan ve a tarafindan dogurulan devirli bir

gruptur. K, grubuna (a) - nin ¢ekirdegi denir.

Tanim 2.4.3. Bir yarigrubun her elemani1 sonlu dereceli ise bu yarigruba periyodik
yarigrup denir. Tanimi geregi, her sonlu yarigrubun ayni zamanda periyodik
oldugu kolayca goriilmektedir.

Onerme 2.4.4. S bir periyodik yarigrup ise D = J olur.

ispat. Howie (1995), Proposition 2.1.4’¢ bakiniz. m

Tanim 2.4.5. S sonlu dogurayli bir yarigrup olmak iizere

rank(S) = min{|X| : § = (X) ve X sonlu}

pozitif tamsayisma S nin (yarigrup) ranki denir ve rank ¢(S) ile gosterilir.
Ayrica, S nin rank ¢(S) elemanli bir doguray kiimesine de minimal doguray

kiimesi denir. Monoid ranki rank,(S) ve grup ranki rank ;(S) de benzer

sekilde tanimlanabilir.

2.5. Baz1 Doniisiim Yarigruplan

Tanim 2.5.1. X # & bir kiime ve a € By olsun. Eger

Vx € X i¢in |xa| <1
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ise a ya X lizerinde bir kismi doniisiim denir. X kiimesi {lizerindeki tim kismi
donisiimlerin kiimesi Py ile gosterilir. Py doniislimlerin bileske islemi ile bir

yarigrup olup bu yarigruba kismi doniisiimler yarigrubu denir. Eger

Vx € X i¢in |xa| = 1

ise a ya X lizerinde bir (tam) doniisiim denir. X kiimesi iizerindeki tiim (tam)
donisiimlerin kiimesi Ty ile gosterilir. Ty doniisiimlerin bileske islemi ile bir
yarigrup olup bu yarigruba (tam) doniisiimler yarigrubu denir. Ayrica, Ty < Py
oldugu agiktir.

Dikkat edilirse a € Py iken & S dom(a) S X olur. Ayrica, eger a € Py
ve dom(a) = X ise a € Ty olur.

Eger a € Py ve dom(a) = < ise a ya bos doniisiim denir ve & ile
gosterilir. Ayrica a € Py, x € dom(a) ve (x,y) € a ise xa = {y} yerine genel

olarak (x)a = y veya xa = y seklinde yazilir. Bu durumda

dom(a) = {x:3y € Xicinxa =y}
im(a) = {y:3x€Xicinxa =y}

seklinde de ifade edilebilir.

X kiimesi iizerindeki tiim bire-bir ve Orten doniisiimlerin
(permiitasyonlarin) kiimesi doniisiimlerin bileske islemi ile bir grup olup bu gruba
simetrik doniisiimler grubu (simetrik grup) veya permiitasyonlar grubu denir
ve Sy ile gosterilir.

Tanimlar geregi

oldugu agiktir.
17
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Biz ¢alismamiz boyunca sonlu X = X, ={1,...,n} kiimesini ele alacagiz ve
By, Py, Ty ve Sy yerine sirasiyla B, B,, T, ve S,, yazacagiz. Ayrica, a € P, kismi

dontisimiinid

_ (x € dom(a) x € Xn\dom(a))
xa -

matris formunda ve 6zel olarak @ € T,, doniisiimiinii de

matris formunda diisiinebiliriz. Buradan |B,| = (n + 1), |T,| = n™ ve |S,| = n!

oldugu kolayca goriilmektedir.

Tamm 2.5.2. T,veS, siasiyla X, ={1,..,n} kimesi {zerindeki (tam)
doniistimler yarigrubu ve permiitasyonlar grubu olsun. T,,\S;, kiimesi T, nin bir alt
yarigrubudur. Bu alt yarigruba (tekil) doniisiimler yarigrubu denir ve Sing,, veya
ST, ile gosterilir. Yani ST,, = Sing,, = T,\S, olur.

a € P, olmak lizere

ker(a) = {(x,¥) € X, X X,: (x,y € dom(a) ve xa = ya) veya
(x,y € Xp\dom(a))}

kiimesine @ nin ¢ekirdek kiimesi denir. Ozel olarak; a € T, iken
ker(a) = {(x,y) € X, X X,;: xa = ya}

seklindedir. ker(a), X,, kiimesi {izerinde bir denklik bagmntisidir.

18
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Teorem 2.5.3. a, § € T,, olmak iizere

i) aflp e im(a)=im(B),

iil) aR B < ker(a) = ker(B),

i) a D f & |im(a)| = [im(B),

iv) a H B & im(a) = im(B) ve ker(a) = ker(B)

seklindedir.

Ispat. Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1’¢ bakiniz. m

Sonu¢ 2.54. T, yarigrubunun n tane D-Green denklik sinifi vardir. Bunlar,

1 < k < n olmak ilizere

Dy ={a €T, : |im(a)| = k}

seklindedir. m

Tamm 2.5.5. “1 < n kisiyi her grupta en az bir kisi olacak sekilde 1 < k < n tane
gruba kag farkli sayida ayirabiliriz?”” sorusunun cevabi olan sayilara 2. Tip Stirling
sayilar1 denir ve S(n, k) ile gosterilir. Her bir grup bir alt kiime oldugundan bu
soruyu “n elemanli bir kiimenin k tane ayrik ve bos olmayan alt kiimeye
parcalaniglarinin sayisi nedir?” seklinde de diisiinebiliriz.

Kolayca goriilecegi gibi, n elemanlt bir kiimeyi istenen sekilde 1 tane alt
kiimeye 1 sekilde ve n tane alt kiimeye yine 1 sekilde parcalayabiliriz. Dolayisiyla
S(n,1) =S(n,n) =1 olur. Simdi 1 < k < n i¢in S(n, k) sayisin1 hesaplayalim.
Tanimi geregi {1,2,...,n} kiimesinin k tane ayrik ve bos olmayan alt kiimeye

pargalanmiglarinin sayist S(n, k) olup alt kiimelerden biri {n} olacak sekildeki
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pargalaniglarin sayist1 S(n — 1,k — 1) ve “n” elemaninin tek olarak bir alt kiime

olusturmadig1 parcalaniglarin sayis1 kS(n — 1, k) oldugundan

S(n,k)=S(n—1,k—1)+ kS(n—1,k)

indirgeme bagmtisi elde edilir.

k=1 | k=2 | k=3 | k=4 | k=5
S(Lk) |1
S@2,k) |1 1
SGBk) |1 3 1
S(4,k) |1 7 6 1
S5, k) |1 15 25 10 1

Sekil 2.3. Baz1 2. Tip Stirling sayilari

Onerme 2.5.6. 1 < k < n olmak iizere T,, yarigrubundaki D smifi (z) tane L—
Green denklik smifi, S(n, k) tane R—Green denklik sinifi ve (Z)S(n, k) tane H—

Green denklik sinifi igerir.

Ispat. Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.3 ve Proposition 4.6.4’¢

bakiniz. m
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Ornek 2.5.7. T; iin Green denklik siniflarinin yapist asagidaki gibidir.
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Sekil 2.4. T5 tin Green denklik simiflariin yapist

Ornegin; L,, burada goriintii kiimesi {1,2} olan elemanlarin £-Green
denklik smifini, R;,3 ise ¢ekirdek pargalanist {{1},{2,3}} olan elemanlarin

olusturdugu R—Green denklik smifin1 gostermektedir.

Green denklik bagintilar ile ilgili daha fazla bilgi icin Howie (1995)’e bakiniz.

Tamm 2.5.8. «a € B, olsun. Eger bir x € doma i¢in xa = x ise x ¢ a nin bir sabit

noktasi denir. ¢ nin tiim sabit noktalarinin kiimesi
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Fix(a) = {x € doma : xa = x }

seklinde gosterilir. Aksi halde, x e @ nin bir sabit olmayan noktasi denir. ¢ nin

tiim sabit olmayan noktalarinin kiimesi

Shift(a) = {x € dom(a): xa # x}

seklinde gosterilir.

Tammm 2.5.9. n,r > 2 tamsayilan i¢in a € S,, ve Shift(a) = {j;, ..., j-} olsun.

Eger
1@ = J2, J2@ = g, Jro1@ = b Ve Jr@ =y
ise a ya bir r — devir denir ve @ = (j;j, - j,-) seklinde yazilir. Ayrica bir «

devirinin yaziliginda goriilen elemanlarin sayisina @ nin uzunlugu denir. Uzunlugu

2 olan bir devire, yani 2-devire transpozisyon denir.

Teorem 2.5.10.n > 2vea = (12),8 = (12 ... n) € S, olmak iizere S,, = (a, B)

olur.

Ispat. Howie (1995), 1.9 Exercise 6’ya bakiniz. m

Tamm 2.5.11. n,r > 2 tamsayilar i¢in @ € T,, ve Shift(a) = {iy, ..., i,_1} olsun.

Eger

ila = iz,iza = i3, ...,ir_la = iT'
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ise @ = [|iyiy ... i|| seklinde yazilir.

Teorem 2.5.12. n>2, a=(12), $=(12 ..n) ve 8 =||12] olmak fizere
T, = {a, B, 0) olur.

Ispat. Howie (1995), 1.9 Exercise 7°ye bakimniz. m
2.6. Grafikler

Tanim 2.6.1. Koseler kiimesi olarak adlandirdigimiz bos olmayan sonlu bir kiime
ve kenarlar listesi olarak adlandirdigimiz koseler kiimesinin sirasiz ikililerinin
olusturdugu listeden olusan yapiya grafik denir. Bir G grafigi, koselerin kiimesi
V(G) ile kenarlarin listesi E(G) olmak iizere G = (V(G),E(G)) ikilisi ile
gosterilir.

Genellikle bir G grafiginin koseleri a,b,u,v,x,y,z2,...,1,2,3,... gibi
sembollerle ve ayrica u, v € V(G) olmak iizere, eger G grafiginde u ile v kosesini
birlestiren bir kenar varsa bu kenar {u, v} ile gosterilir. Eger G grafiginde u ile v
koselerini birlestiren 1 den ¢ok kenar varsa bu kenarlarin hepsine birden kath

kenar ve eger {u, u} € E(G) ise {u, u} kenarina da bir halka denir.

Tanimm 2.6.2. Koseler kiimesi olarak adlandirdigimiz bos olmayan sonlu bir
kiimeden ve yonlii kenarlar listesi veya oklar listesi olarak adlandirdigimiz,
koseler kiimesinin sirali ikililerinin olusturdugu listeden olusan yapiya yonlii
grafik (diyagram) denir.

Genellikle bir D yonlii grafiginin koseleri a, b,u,v,x,y, z, ...,1,2,3, ... gibi
sembollerle ve koseler kiimesi V(D) ile gosterilir. Ayrica u,v € V(D) olmak

tizere, eger D yonlii grafiginde u dan v ye bir yonlii kenar varsa bu yonlii kenar

(u,v) ile ve yonlii kenarlar listesi E (D) ile gosterilir.Eger u dan v ye 1 den ¢ok
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yonlii kenar varsa bu yonlii kenarlarin hepsine birden u dan v ye kath kenar

denir. Eger u dan u ya bir yonlii kenar varsa bu yonlii kenara da halka denir.

Ornek 2.6.3. V(D) = {a,b,c,d,e, f} ve E(D) ={(b,a),(a,c),(b,b)(b,e),(c,a),
(c,d),(d,a),(d,b),(d,c),(ec) (f,c)(f,e)} olmak lizere D yonli grafigi su
sekildedir.

e f
Sekil 2.5. Bir yonlii grafik drnegi

Tamim 2.6.4. D bir yonlii grafik olsun.

V(G) =V (D)
E(G) = {{u,v}: (u,v) € E(D) veya (v,u) € E(D)}

olarak tanimlanan, yani D yonlii grafiginin yonleri silinerek elde edilen, G

grafigine D yonlii grafiginin 6z grafigi denir.
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Tanmim 2.6.5. D bir yonlii grafik ve u, v, v4, vy, ..., Vp4q € V(D) olsun.

)

V)

vi)

Egeri=1,..,nicin (v;,v;41) € E(D) 1S€ V1 V3 ... Vpyq dizisine D yonlii
grafiginde uzunlugu n olan bir yol ve bu yolda v,,,; = v, ise bu yola bir
kapah yol denir.

Eger v1v, ... vp4q yolunda V1 < i+ j<n+1 igin v; # v; ise, yani bu
yoldaki tiim koseler farkli ise bu yola bir yonlii patika denir.

Eger v,v; ...vyv; kapali yolunda V1 <i+#j<n igin v; # v; ise bu
kapali yola bir devir denir.

Herhangi iki kosesi arasinda bir patika olan grafige baglantih grafik, aksi
halde baglantisiz grafik denir. Eger D yonlii grafiginin 6z grafigi G
baglantili grafik ise D ye baglantih yonlii grafik, aksi halde baglantisiz
yonlii grafik denir.

Eger D yonlii grafiginde u kosesinden v kosesine bir yonli patika
bulunabiliyor ise u kosesi v kosesine bagh denir.

Eger D yonlii grafiginde Yu, v € V(D) icin u kosesinden v kosesine bir
yonlii patika bulunabiliyor, yani u kosesi v kosesine bagl ise D yonlii
grafigine siki baglantih yonlii grafik denir. Kolayca goriilecegi gibi D

yonlii grafiginde tiim koseleri igeren bir devir varsa D siki baglantilidir.

Tanim 2.6.6. m > 2 i¢in Xy, ..., %_q lerin u ve v den farkli oldugu

U=Xg DX DXy =V,

yonlendirilmis kenarlarinin bir serisine u dan v ye bir 6z patika denir. Bir

diyagramda bir kenar ile baglantili tim u, v kdseleri i¢in u dan v ye 6z patika

yoksa bu diyagram bagimsiz olarak adlandirilir.

Grafiklerle ilgili daha fazla bilgi i¢in Wilson ve Watkins (1990)’a bakiniz.
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3. BAZI OZEL RANKLAR

Tamm 3.1. S bir yarigrup olsun. U € S olmak tizere Vu € U igin u & (U \ {u})

ise U ya S nin bir bagimsiz alt kiimesi denir.

Tammm 3.2. S bir sonlu dogurayli yarigrup olmak flizere kiiclik rank, normal

(= diisiik = alt) rank, orta rank, iist rank ve genis rank, sirasiyla

r(S) = max{k: S nintim k elemanl alt kiimeleri bagimsizdir },
7(S) = min{ |U|: 3UCS S, (U)=S},

r3(8) = max{ |Ul: AU €S, U bagimsiz ve (U) =S },

n(S) = max{ |U|: dUES, U baglmSIZ} ve

r5(S) = min{ k : S nintim k elemanh alt kiimeleri S yi dogurur }

olarak tanimlanir.
Dikkat edilirse burada tanimlanan 7,(S) ranki daha 6nce tamimlanan

rank(S) ile esdegerdir.

Teorem 3.3. S bir yarigrup olmak tizere r;(S) < 1,(S) < 13(S) < 1, (S) < 15(S)

olur.

Ispat. Bir n>1 tamsayis1 i¢in 1,(S) =n ise |[U|=n ve (U)=S olacak
sekilde bir U S S vardir. 1,(S) nin tanimindan U bagimsiz olmak zorundadir.
Aksi halde u € (U \ {u}) olacak sekilde bir u € U mevcut olurdu ve bu durumda

(U\{u}) =S ve r,(S) <n—1 olurkibuda r,(S) = n olmasiyla gelisir.
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Bir m > 1 tamsayisi i¢in 7;(S) =m, r,(S) =n ve kabul edelim ki
n<m olsun. O zaman |U| =n ve (U) =S olacak sekilde bir U € S vardur.
Ayrica, UGV, |[V| =m ve V bagimsiz olacak sekilde en az bir V € S vardir.
Dolayistyla n < m oldugundan V \ U # & olup en az bir v € (V \ U) mevcuttur.
V bagimsiz oldugundan v & (V \ {v}) olur. Ayrica, UGV ve ve (V\U)
oldugundan (U) € (V \ {v}) olup v & (U) olur. Buise (U)=S olmasi ile
celigir. O halde m < n olup r,(S) < ,(S) olur.

Eger |U| = n,(S) ve (U) =S ise gosterildigi lizere U € S bagimsiz
olur. Boylece 75(S) nin tanimindan 1,(S) = |U| < 13(S) olur. Benzer sekilde,
r3(8) = |U|, U € S bagimsiz ve (U) = S ise 7,(S) nin tanimindan 75(S) = |U| <
1,(S) olur.

Son olarak 1,(S) < r5(S) oldugunu gosterelim. Bir t > 1 tamsayisi i¢in
15(S) =t ve bir k > 1 tamsayisi igin 1,(S) = k olsun. Kabul edelim ki k >t
olsun. O zaman S nin k elemanli bagimsiz bir alt kilmesi V €S mevcut olup
herhangi bir v €V igin [V \{v}| =t ve 15(S) nin tanimindan (V \ {v}) =S
olur. Bu durumda v € (V' \ {v}) olur ki bu V nin bagimsizligi ile gelisir. O halde
k <t yani 1,(S) < r5(S) olur.

Boylece

11(S) £ 12(8) < 13(8) = 1 (S) < 75(5)

oldugu gosterilmis olur. m
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4. BAZI YARIGRUPLARIN RANKLARI

Tammm 4.1. S bir yarigrup olmak lizere eger 1,(S) =|S|—1 ise S ye noble
yarigrup denir. Diger bir deyisle, eger Vs,t €S ve s#t i¢in (S\{s,t})#S
ve bir z€ S iginde (S\{z}) =S ise S ye noble yarigrup denir. Bu tanimda
belirtilen z eleman1 gereksiz eleman olarak adlandirilir.

S, S\ {z} tarafindan dogurulan bir noble yarigrup olsun. Bu durumda,
eger herhangi bir s € S\ {z} i¢in s? #s ve s #z olsayd1 (S\ {s%,z})=S
olur ki buda S nin bir noble yarigrup olmasi ile gelisir. O halde her bir s € S \ {z}

icin
s?=s yada s?=z
olmak zorundadir. Benzer sekilde herhangi farkli iki s,t € S\ {z} i¢in st #s,
st#t ve st+#z olsaydi (S\{st,z})=S olur ki, bu da S nin bir noble
yarigrup olmasi ile ¢elisir. Boylece, her bir s,t € S\ {z} icin
ya st=5 ya st=t yada st=2z

olmak zorundadir.

Lemma 4.2. S, S\ {z} tarafindan dogurulan bir noble yarigrup olsun. O zaman

g,h € S\ {z} vardir 6yle ki gh = z olur.
Ispat. S, S\ {z} tarafindan dogurulan bir noble yarigrup olsun. Kabul edelim ki

gh = z olacak sekilde g,h € S\ {z} var olmasmn. Bu durumda S\ {z}, S yi

doguramayacagindan sonug agiktir. m

29



4. BAZ1 YARIGRUPLARIN RANKI ARI Rukiye SONMEZ

Lemma 4.3. S, S\ {z} tarafindan dogurulan bir noble yarigrup olsun. O zaman
z? = z olur. Ayricaher s € S\ {z} igin (S \ {s}) # S yadayalmzbir s € S\ {z}
icin (S \ {s}) = S olur ki bu durumda da S bir band olur.

Ispat. Giraldes ve Howie (1985), Lemma 3.4 ve Theorem 3.7’ye bakiniz. m

Tanim 4.4. S bir sonlu yarigrup olmak tizere eger 7,(S) =|S| ise S ye royal
yarigrup denir. Diger bir ifade ile bir sonlu yarigrup S nin royal yarigrup olmasi
icin gerek ve yeter kosul S nin kendisi disinda doguray kiimesi olmamasidir. Bu

durumda Vs €S igin (S\ {s}) # S olur.

Ornek 4.5. S bir sonlu sol sifir yarigrup olsun ve X €S de S nin bir doguray

kiimesi olsun. O zaman S = (X) oldugundan her bir s € S i¢in

S = X1Xp 't X

olacak sekilde x4, x5, ...,x, € X vardir. Diger taraftan da S bir sol sifir yarigrup

oldugundan

XX X = () (X2 X)) = %3

olup s =x; €X olur. Boylece S € X olup S =X olur. Dolayistyla her sonlu
sol sifir yarigrup royal yarigruptur.

Benzer sekilde gosterilecegi lizere her sonlu sag sifir yarigrup da bir royal
yarigruptur. Diger bir ifade ile S bir sol veya sag sifir yarigrup ise 7,(S) = |S]

olur.
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Tanim 4.6. | bos olmayan bir kiilme ve < bagintisi da [ iizerinde bir siralama
bagintis1 olsun. Eger V i,j €1 i¢in i <j veya j<iise ([,<) ikilisine bir
zincir denir. Eger I = {iy,...,i,} seklinde sonlu (n elemanl) bir zincir ise I nin

elemanlar

seklindedir.
(I,<) bir sonlu zincir ve Vi €1 igin S; bir sonlu sol ya da sag sifir

yarigrup olmak tizere

s=Js

iel

kiimesini ele alalm. a,b €S i¢in a €S; ve b €S; olacak sekilde i,j €]

mevcut olup S iizerinde bir ikili islem

_(a [<j
ab—{b isi

seklinde tanimlansin. Bu iglem ile S agikca bir yarigrup olur. Gergekten de S
tizerinde tanimlanan bu ikili islemin iyi tanimli oldugu agik olup S nin yarigrup
oldugunu gostermek icin ikili islemin birlesme 6zelligini géstermek yeterlidir.
a,b,c €S olsun. O zaman a €S; ve b €S; ve ¢ €Sy olacak sekilde
i,j,k €l varolup i, j vek igin 6 farklisiralama i <j <k, i<k <j,..,k <

j < i vardir. Bu durumda
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i<j<k = a(bc) =ab =a ve (ab)c = ac = a olup a(bc) = (ab)c
i<k<j =a(bc)=ac=a ve (ab)c =ac =a olup a(bc) = (ab)c
j<i<k = a(bc) =ab =b ve (ab)c = bc = b olup a(bc) = (ab)c
j<k<i = a(bc)=ab=>b ve (ab)c = bc =b olup a(bc) = (ab)c

k<i<j = a(bc)=ac =c ve (ab)c =ac =c olup a(bc) = (ab)c

k<j<i=a(bc)=ac=c ve (ab)c = bc =c olup a(bc) = (ab)c

olur. Buradan goriilecegi iizere iy,iy,...,i, € I farkli elemanlar olmak {izere

a; €S; (Vj€{iy, .., ix}) ve min{iy, .., ix} = m olmak iizere

olur. Bu yarigruba §; lerin zinciri denir ve S = (S;, 1) ile gosterilir.
Ornek 4.7. 1 ={1<2<3} bir zincir ve S;={ab,c}, S, ={uv} ve
Sz ={x,y,z} sol sifir yarigruplar olmak {iizere S; lerin zinciri S =(S;, 1)

yarigrubunu géz 6niine alalim. O zaman a, b,c,u,v,x,y,z € S igin

auvxbzyb = a(uv)xb(zy)b = auxbzb = au(xb)zb = aubzb = aub(zb)
= aqubb = (au)(bb) = ab = a

ve ayrica,
uvxyyzbacauv = (uv)(xyyz)(baca)(uv) = uxbu = ux(bu) = uxb = b

olur.
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Teorem 4.8. [ bir zincir ve her i € [ i¢in S; ler birer sol sifir yarigrup olsun. O

zaman S; lerin zinciri S = (S;, [ ) yarigrubu bir royal yarigrup olur.

ispat. Bir X €S i¢in S =(X) olsun. a € S i¢in a € S; olacak sekilde bir i € I
vardir. Ayrica S = (X) oldugundan

a = XxX1X, "'.xn

olacak sekilde xy,%3,..,x, €X vardir. X €S oldugundan x, € S; (k =
1,2,...,n) olacak sekilde iy € I vardir. Her i,j € [ i¢in §;S; = §;S; oldugundan
genelligi bozmaksizin i; < i, < -+ < i, oldugunu kabul edelim Ayrica eger
herhangi bir k= 1,2,..,n—1 igin i =iy iken XpXpyq = X (E Sik)
oldugundan benzer sekilde genelligi bozmaksizin her k =1,2,..,n—1 igin

i # lg4+1 oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda
mln{ il’ iz, see ) I’Tl } = il

oldugundan x;x,---x, = x; olup a =x; € X olur. Boylece, S € X olup S =X
olur. Dolayisiyla S bir royal yarigruptur. m

Benzer sekilde sag sifir yarigruplarin bir zinciri de bir royal yarigruptur.
Ayrica tersi de dogrudur. Yani her royal yarigrup ya sol sifirlarin ya da sag

stfirlarin bir zinciridir. Burada ifade edilen bu durumun ispatini ileride verecegiz.

Tanmm 4.9. Y bir yarigrup olsun. Daha 6nce tanimlandigi iizere, eger Va €Y
icin a? =a ve VYa,b €Y igin ab = ba ise Y yarigrubuna bir yarilatis denir. Y

tizerinde bir siralama bagintis1 V a,b € Y icin

a<b&eSab=ba=a
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olarak tanimlansin.

Y bir yarilatis ve V a € Y i¢in S, bir yarigrup olsun. Eger

s=Js,

aeY

ve Va,f €Y igin S,Sp S S,p olacak sekilde bir yarigrup ise S ye S, larin bir

yarilatisi denir ve

S=9[V;{Sy:a €Y}
olarak gosterilir.
Lemma 4.10. Her royal yarigrup bir band olur.

Ispat. S bir royal yarigrup olsun. O zaman 7,(S) = |S| olur. Eger bir a € S i¢in
a # a? olsaydt A =S\ {a?} alindiginda |A|=1|S|—1 ve aa=a?’€(4)=S
olur ki bu da S nin royal yarigrup olmasiyla celisir. O halde her a €S igin

a = a® olup S nin tiim elemanlar idempotent olur. m

S bir band degil ise S royal yarigrup olmak zorunda degildir. Clifford-
McLean Teoremi geregi her band dikddrtgensel bandlarin bir yarilatisi olur. Yani

S bir band ise
S=9[V;{E;: a €EY}]

olacak sekilde bir Y yarilatisi ve her o« €Y i¢in E, dikdortgensel bandlar
vardir. (Howie (1995), Theorem 4.4.1°¢ bakiniz bakiniz. m)
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Lemma 4.11. S =9[Y ;{E, : « € Y}] bir royal ya da noble band olsun. O zaman
her ¢ € Y i¢in E, ya bir sol sifir ya da bir sag sifir yarigruptur.

ispat. RZ ile sag sifir yarigruplarin sinifini ve LZ ile sol sifir yarigruplarin sinifini
gosterelim. Kabul edelim ki baz1 E, lar RZULZ ye ait olmasm. O zaman E,, her

el-]-,ekl S Ea IQIIl

€ij€x1 = €

olacak sekilde bir 2 X 2 dikdortgensel bandi {e;,e;; €51, €,,} kiimesini igerir.
Boylece e, = ej1€5;, Ve ey = ey3e1; oldugundan (S \ {e;,,e,1}) =S olur.
Bu durumda da 7,(S) < |S| —2 olur ki bu da S nin royal ya da noble olusu ile

celigir. Bu yilizden her E, ya bir sol sifir ya da bir sag sifir yarigruptur. m

Lemma 4.12. S = 9Y[Y;{E, : @ € Y}] royal yarigrup ise Y bir zincirdir.

ispat. Kabul edelim ki Y bir zincir olmasm. O zaman Y de bir dallanma noktasi
(branch-point) y vardir. Yani aff = y olacak sekilde a, f € Y vardir. Bu durumda
EqEp S Eqp = E, olur. Boylece x € E,, y € Ep i¢in z=xy ise z € E, olup
hem x # z hem de y # z olur. Bu durumda (S\ {z}) =S olurkibuda S nin

royal yarigrup olmasi ile gelisir. Boylece Y bir zincir olmak zorundadir. m

Teorem 4.13. Sifirdan farkli tiim kardinal sayilarinin simifi Q olsun. (Y, <) bir
zincir ve M:Y —>Q ,H:Y - {R,L} birer fonksiyon olsun. Va €Y igin eger
H(a) =R ise E,, M(a) elemanl bir sag sifir yarigrup ve eger H(a) =L ise
E,, M(a) elemanli bir sol sifir yarigrup olsun. O zaman S = U{E, : @ € Y}

kiimesi izerinde tanimlanan
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xy=yx=y (x€E,,y€Egvea>f)

carpma iglemi ile S bir royal yarigrup olur. Bu yarigrup S = Roy (Y, M,H) ile
gosterilir. Tersine her royal yarigrup ya sol sifirlarin ya da sag sifirlarin bir

zinciridir.

Ispat. Acik¢a, S=U{E,:a €Y} iizerinde tamimlanan carpma ile royal
yarigruptur.
Tersine S bir royal yarigrup olsun. O zaman Lemma 4.10 dan S bir band

olup Clifford-McLean Teoremi geregi
S=[V;{E,:a€Y)

dikdortgensel bandlarin bir yarilatisi olur. Lemma 4.11 den de her a €Y igin
E, € RZULZ olur. Ayrica Lemma 4.12 den Y bir zincirdir. Va €Y i¢in
M:Y—>Q ve H:Y - {R,L} fonksiyonlarm

R E, € RZ ise
L E, €LZ ve|E,| > 1lise

M@ =Bl ve H(@ ={
olarak tanimlayalim.

Eger herhangi iki x,y € S i¢cin xy # x ve xy # y olsayd1 (S \ {xy}) =
S olur ki bu da S nin royal yarigrup olmasi ile geligir. Dolayisiyla herhangi iki
x,y €S i¢in xy =x yadaxy =y olur. Herhangi iki x,y € S i¢in x € E, ve
y € Eg olsun. Genelligi bozmaksizin kabul edelim ki a > f olsun. O zaman

af = f olup

E(ZEB c Eﬁ ve EBEO: c E[g
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oldugundan xy = yx =y olur. m
Lemma 4.14. Bir royal yarigrubun her alt yarigrubu da royaldir.
Ispat. S bir royal yarigrup ve T =S olsun. Kabul edelim ki T bir royal
yarigrup olmasin. O zaman (X) =T olacak sekilde bir X & T mevcuttur. Bu
durumda
S=TUS\T)=X)U(S\T) S X)US\T)S(XUS\T)HcS
oldugundan S = (X U (S§\ T)) olur. Bu durumda
IXUGS\DI<IX|I+IS\TI<IT|-1+IS\T|<|S|-1

olur ki bu S nin royal yarigrup olmasi ile ¢elisir. Bdylece T royal yarigruptur. m
Not. Eger bir k elemanli V €S kiimesi bagimlh ise her |S|>1> k igin [
elemanli alt kiimelerden en az biri bagimli olur. Gergekten de S nin V yi iceren
[ elemanh U alt kiimesi bagimlidir.
Teorem 4.15. |S| = 2 olmak lizere S bir sonlu yarigrup olsun. Eger

i) S bir band degil ise r,(S) =1,

ii) S bir band ise fakat royal yarigrup degilse r;(S) = 2,

iii) S bir royal yarigrup ise r,(S) = |S]|

olur.
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Ispat. i) Eger S bir band degil ise a®? # a olacak sekilde en az bir a €S
vardir. O zaman U = {a,a?} almir ise U kiimesi bagimsiz degildir. Ciinkii
U\ {a?} ={a} olup a? € (U \ {a?}) =(a) olur. Dolayisiyla U bagimli olup
7,(S) # 2 olur. Boylece 7,(S) =1 olur.

ii) S bir band olsun. Eger a,b€S ve a=#b ise {a, b} kimesi
bagimsizdir. Eger b € (a) olsaydi b = a™ olacak sekilde bir m € N mevcut
olur. S bir band oldugundan a? = a olup {a) = {a} olur. Boylece a™ =a ve
b = a olurkibudaa # b olmasiyla gelisir. O zaman 7;,(S) = 2 olur. S bir band
oldugundan S, E, (a € Y) dikdortgensel bandlarinin bir Y yarilatisidir. Once
kabul edelim ki Y bir zincir olmasin. O zaman aff < a , aff < [ olacak sekilde
a,f €Y vardir. Eger x € E, ve y € Ep ise {x,y,xy} kiimesinin kardinalitesi 3
olup bagimsiz degildir. Béylece 7;(S) < 2 olup r,(S) = 2 olur.

Simdi de Y nin bir zincir oldugunu kabul edelim. Eger E, dikddrtgensel
bandlarinin arasinda |C,|,|D,| = 2 olacak sekilde bir E, = C, X D, “06z”
dikdortgensel bandi varsa c¢q,c, € C, ve dq,d, € D, olmak lizere bagimsiz
olmayan bir {(c;,d;), (¢, d5), (c1,d;)} kiimesi vardir. Buradan r;(S) = 2 olur.
Yani bir S bandi i¢in Y bir zincir ve E, bir sol ya da sag sifir yarigrup olmazsa
r1(S) = 2 olur.

Son olarak, S, her biri sag ya da sol sifir olan yarigruplarin bir
7y <Zy <+ <Zy(@mz=1) zincirinin birlesimi ve Z;Z; € Zpiny jy olsun. Eger
i>j,x€Z vey€LZ ise xy€Z; olur. Eger xy #y ise {x,y,xy} kiimesi
bagimsiz degildir ve bu yiizden 7,(S§) =2 olur. Benzer sekilde yx #7y ise
71(S) = 2 olur. Sonug olarak S bir band fakat royal degilse 7;(S) = 2 olur.

iii) |S| = m sonlu olsun.S bir royal yarigrup oldugundan ,(S) = |S]|

olur. O halde (S) =S olup S bagimsizdir. Bu durumda r;(S) =|S| olur. m
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X, = {x1, %9, .., %} (1 <k <n) olsun ve CL, = {X;,X,, ..., X} olsun.
Bir iglem olarak kiime teorisinden birlesim ‘U’ g6z Oniine alinsin. Bu igleme gore
CL,, idempotentlerin degismeli yarigrubudur ve X,, , CL, nin sifir elemanidir. CL,,,

n dereceli bir zincirdir.

Lemma 4.16. CL,, n elemanli bir zincir olsun. O zaman r,(CL,) = r,(CL,) =

r3(CL,) = 1, (CL,) = r5(CL,) = n olur.

Ispat. Her X;,X ; € CLy igin X;X; = Xping, j3 oldugundan CL, minimum doguray

kiimesi kendisi olan bir band olur. Boylece 1,(CL,) =n olup CL, bir royal

yarigrup olur. Dolayisiyla, Teorem 4.15 den r;(CL,,) = n olur. Ayrica,
n=r(CL,) <1,(CL,) <13(CL,) <1, (CLy) <15(CLy) < |CLy| =n

oldugundan r3(CL,) = n,(CL,) = r5(CL,) =n olur. m

Iki sonlu zincir CL,, = {ay, ay, ..., @y} ve CL, = {by, by, ..., b, } nin direkt

carpimt CLy, , = CLy, X CL,, yi gbz Oniine alalim.
Lemma 4.17. CL,, ve CL, sirastyla m > 2 ve n = 2 elemanl iki zincir olsun.
Eger D = CL,,, = CLy, X CL,, seklindeki direkt ¢arpim yarigrubu ise r; (D) = 2

ver,(D) =1r3(D) =m+n—1 olur.

Ispat. Gosterimde kolaylik icin CL,, = {1,2,...,m} ve CL, = {1,2,...,n} olsun.
Bu gosterimler ile D = CLy,,, = CLy, X CL,, direkt ¢carpim yarigrubu

(i, )H)(k, 1) = (max{i, k}, max{j, 1})
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seklinde verilsin. Bu durumda

¢={@DIVU{(iD:2<i<m}u{(1,)):2<j<n}

kiimesi D i¢in agikar bir doguray kiimesidir. Ayrica, G bagimsiz ve minimum
doguray kiimesi olup D nin her doguray kiimesi G yi icermek zorundadir.

Boylece

rnD)=1+(m-1D+n-1)=m+n-1

olur. r,(D) < |D| oldugu i¢in D royal yarigrup degildir. Diger taraftan D nin her
elemani idempotent olup Teorem 4.15 den r,(D) = 2 olur.
D nin herhangi bir doguray kiimesi U olsun. O zaman G S U olup eger bir

(k,1) € U\ G mevcut olsaydi
(k. 1) = (k, 1)(1, 1) €(G)
olur. Dolayistyla U bagimli olur. Boylece 13(D) =m+n—1 olur. m
n>2 i¢in Z, = {x9,xq, ..., Xp_1} olsun. Z, ftzerinde bir ikili islem
xixj =x9 (1<i<n-—1) seklinde tanimlanir ise Z, bir yarigrup olup buna (n
elemanli) sifir yarigrup denir. Burada x,, Z,, in sifir elemanidir. Z,, degismelidir

fakat bir band degildir.

Teorem 4.18. Z,, n eclemanh sifir yarigrup olsun. O zaman 1,(Z,;) =1,

r(Z,) =1r3(Z,) =1 (Z,) =n—1 ve r5(Z,) =n olur.

ispat. Z, bir band olmayip Teorem 4.15 den ;(Z,)) = 1 oldugu elde edilir.
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S bir yarigrup olsun. S = (X) ise S\S?2 S X olur. Eger S bir sifir
yarigrup ise, yani V x;,x, € S icin x;x, =0 ise S2 =0 olup S\S%? =5\ {0}
olur. O halde S\{0} S X olup (S\{0}) =S olur. S\{0} bir minimum doguray
kiimesi olup r,(S) = |S| —1 olur.

Zn, n — 1 eleman tarafindan doguruluyor olup r,(Z,) = n — 1 oldugundan
Z, noble yarigruptur. {x;, x5, ..., X,_1} kiimesinin hem en genis bagimsiz kiime
hem de en genis bagimsiz doguray kiimesi oldugu agiktir ve bu yiizden 13(Z,) =
1n(Z,) =n—1 olur.

Son olarak, Z, yi dogurmayan n — 1 elemanl en az bir alt kiime var

oldugundan (x, 1 i¢eren herhangi alt kiime) r5(Z,) = n oldugu elde edilir. m

Teorem 4.19. S bir sonlu yarigrup ve S nin en genis 6z alt yarigrubu mevcut

olsun. Eger S nin en genis 6z alt yarigrubu V ise 15(S) = |[V| + 1 olur.

ispat. S bir sonlu yarigrup ve V de S nin en genis 6z alt yarigrubu olsun. O
zaman (V) =1V olur. Ayrica, a € S\V # & olup (V U {a}) # V olur. Boylece
Ve(Vu{a})cS olup V en genis 6z alt yarigrup oldugundan (VU {a}) =S
esitligi elde edilir. Dolayisiyla 75(S) = |V|+ 1 olur. m

X, ={1,2,..,n}izerindea =12 ..n), B =(12), y=112| olsun.
Teorem 4.20. n > 3 i¢in S, = (a, B) olup rank(S,) = 2 olur.
ispat. Teorem 2.5.7 den S, = (a, ) oldugunu biliyoruz. Eger bir grup devirli
degilse grup ranki en az 2 olup (grup ranki 1 olsa grup devirli olmak zorundadir)

2 < ranky(S,) ve S, =(a, ) olup rank,(S,) =2 olur. S,, sonlu oldugundan

grup ve yarigrup ranki esittir. Bu nedenle rank(S,) = 2 olur. m
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Teorem 4.21. n >3 igin T, = (a,B,y) olup rank(T,) = 3 olur.

Ispat. n=1= rank(T,) =1 ve n=2= rank(T,) =2 olur.T,, = {a,B,y)
oldugu iyi bilinmektedir. Dolayisiyla rank(T,) <3 olur. Bir X S T, i¢in
T, =(X) olsun. S;, < T, ve T,\S, T, olup S,NX =Y ise S, =(Y) olur.
rank(S,) = 2 oldugundan |Y| > 2 olur. X \Y =& olsa X =Y olur. O zaman
(X) =(Y) olup T, =S, ¢eliskisi elde edilir. O halde X \ Y #= & olur. | X\ Y| >1
olmalhdir. [X| =|Y|+|X\Y|=2+1=3ise |X| = 3, yani rank(T,,) = 3 olur.
Dolayistyla rank(T,) =3 olur. m

Tamim 4.22. Bir permiitasyonun transpozisyonlarinin ¢arpimi olarak yaziligindaki
transpozisyonlarin sayisi ¢ift ise bu permiitasyona ¢ift permiitasyon, aksi halde
tek permiitasyon adi verilir. S,, simetrik grubunun ¢ift permiitasyonlardan olusan
alt grubuna alterne grup adi verilir ve A,, ile gosterilir. Tek permiitasyonlardan

olusan alt kiimesi de B,, ile gosterilir ve bir yarigrup degildir.
Teorem 4.23. Eger n > 3 ise r5(T,) =n"-(1/2)n! + 1 olur.

Ispat. ST, =T,\S,={a€T,:|im(a)|<n-—1} olsun. S,, = A, UB, olup
Sp nin en biiyiik alt grubu A, (|4,] = n;') olur.
V =S8T,UA, olsun. O zaman V, T, nin bir alt yarigrubu olup

n!

n!
Vi=(n"-n!)+—=n"-——
Vi=(n"-n)+5=n"—>

olur. Simdi V nin T, nin en genis 0z alt yarigrubu oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in herhangi bir U £ T,, i¢in U; = U N S,, (U bir alt yarigruptur ve ayni

zamanda S, nin bir alt grubudur.) ve U, = U N ST,, olsun.
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Ul :Anﬁ U=U1UU2 =AnUU2 gAn USTnVe
U, =S, = U, # ST, (aksi takdirde U = T;, olur)

olur.

Jn-1={a €T, :|im(@)=n-1}

alahm. « € U, N J,_; ise ({@}U S,) =T, ve ({a}US,) S U olur. Buradan da

U =T, celiskisi elde edilir. Dolayisiyla U, N J,,_; = & olur. Boylece

nn—1)

Un—ll = |Dn—1| = 2

n(n —1)!

nn-1)

(Burada n, D-Green denklik sinifi D, _; deki L-siniflarinin sayisi; , Dp_q

deki R-siniflarinin sayisi; (n — 1)!, D,,_; deki H -smiflarinin sayisidir.)

Ul <n® — :n_ml n_n_!=y
VIS = gl = = Dt <t = D= )

olur. Béylece V, T, nin mimkiin en genis 6z alt yarigrubudur. Dolayisiyla

Teorem 4.19 dan r5(T,,) = n™ — (1/2)n! + 1 bulunur. m
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5. MONEJENIK YARIGRUPLARIN RANKLARI

S herhangi bir monojenik yarigrup olsun. Genel olarak, r,(S) ve 7,(S)
farklidir. Ornegin, S = {0,1,2,3,4,5} = Zg, 6 elemanl devirli grup olsun. O zaman
7,(S) = 1 oldugu agiktir.

Simdi 7,(S) = 2 oldugunu gosterelim:

Her a € Zg ve U S Zg icin 0 € {(a) = {0, a, 2a, ...} oldugundan 0 € U S Zg ise U
bagimhidir. 1 € U € Zg veya 5€ U C Zg ise (1) = Zg ve (5) = Zg oldugundan
U\{1}# QD veya U\{5}# QD ise U bagimlidir. Bu nedenler ile {2,3,4}
kiimesinin alt kiimelerini incelemek yeterlidir. U = {2,3} kiimesi bagimsizdir.
U=1{234} ise 4€(2) < (U\{4}) oldugundan U bagimlidir. Dolayisiyla 3
elemanli alt kiimeler bagimhidir. Daha once de belirtildigi iizere, eger bir k
elemanli V €S kiimesi bagimli ise her |S|>1>k ic¢in [ elemanl alt

kiimelerden en az biri bagimli olur. Boylece 7,(S) =2 olur. m
Teorem 5.1. T bir S yarigrubunun bir alt yarigrubu ise

1 (T) < 1y (S) €Y)
olur.
Ispat. 1, (T) =n olsun. O zaman |U,| =n ve U, bagimsiz olacak sekilde bir
Uy €T vardir. Ayrica T nin her bagimsiz alt kiimesi V igin |V| <n olur.
Boylece T € S oldugundan U,, S nin de bir bagimsiz alt kiimesi olup T de

herhangi bagimsiz alt kiime ayn1 zamanda S de de bagimsizdir 7,(S) > |Uy| =

n=r1,(T) olur. m
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Bu esitsizlik 7,(S) igin genelde dogru degildir. Yani U € S iken 1,(S) % r,(U)

olabilir.

Ornek 5.2. Daha once gosteridigi iizere n=3 icin
T,=(12),12 ..n),1A2I|) ve r(T,) =3 olur. Ozel olarak S =T, =
((12),(1234),]|(12)|) amirsa 1,( T,) = 3 oldugu goriliir. Burada

(12)=(12 4), (1234):(1234), ||(12)||=(

1234)
2341

2234
olur.
U = {(1234) (1234—) (1234) (1234)}

1111/° \2222/)" \3333/)’ \4444
seklinde alinir ise U < T, = S olur. Va,f € U icin aff = [ oldugundan U bir
sag sifir yarigruptur. Boylece U bir royal yarigrup olup r,(U) = |U| =4 olur.
Dolayisiyla da 7, (U) > r,(T,) olur.
Teorem 5.3. S ve T monoid ise

1 (S X T) = 1,(S) + 1,(T) (2)

r3(§ X T) =2 13(8) +13(T) 3)

olur.

Ispat. {s;,s5,..,5,} ve {ti,tz, ..,t,} sirasiyla S ve T de maksimal bagimsiz

kiimeler ise o0 zaman
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{(s1,1), o, (5, 1), (L, 1), ..., (L, )}
S X T de bir bagimsiz kiime olup
1S X T) = 1,(S) + 1, (T)
olur.

S =(A) veT = (B) olsun. O zaman her (s,t) € S X T igin s = a, - a

ve t = by --- b; olacak sekilde aq,...,a, € A ve by,...,b; € B vardir. Boylece

(s,t) = (a;-ag,byb)
(ay - ap, 1)(1,by - by)
(a, 1)(az, 1) -+ (ay, 1)1 ,by) - (1, b))

elde edilir. Dolayisiyla C = {(a,17) : a € A} U {(15,b) : b € B} olmak fiizere
S X T = (C) olur. Boylece, benzer sekilde bagimsiz doguray kiimeleri diistiniilerek,

orta rank i¢in

r3(S X T) = 1r3(S) + r3(T)
oldugu elde edilir. m
Tamim 5.4. S bir yarigrup ve a € S olsun. Eger b,c € S i¢in a = bc oldugunda
a=D>b veya a =c oluyorise a ya indirgenemez eleman denir. Diger bir ifade
ile T=5\{a} ve T2 ={xy:x,y €T} olmak iizere

a indirgenemez < a & T?

olur.
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Boylece (X) =S ise X kiimesinin tiim indirgenemez elemanlar i¢erdigi agiktir.

Ayrica, S2 ={ab :a,b €S} ise S\ S? € X oldugunu da hatirlayalim.

Sonu¢ 5.5. S bir sonlu yarigrup olsun. 75(S) = |S| olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul S nin en az bir indirgenemez eleman i¢ermesidir.

Ispat. (=) |S| =1 ise sonuc aciktir. 75(S) = |S| > 1 olsun. O halde |U| =
S| —1 ve (U)+# S olacak sekilde en az bir U € S vardir. |[S\ U| =1 olup
U = S \{a} olsun. Bu durumda (S \ U) = {a} olur. Ayrica (U) = U oldugundan
a indirgenemez bir elemandir. Dolayisiyla, S indirgenemez bir eleman igerir.
(&) a €S bir indirgenemez eleman olsun. O zaman (S \{a}) = S \{a}
oldugundan S\ {a} < S olur. (Yani S \{a} kiimesi bir alt yarigruptur.) U € S ve
a & U olsun. O zaman U € S \{a} olup (U) < (S \{a}) = S \{a} # S oldugundan
(U) # S olur. Boylece r5(S) > |S| — 1 olup 15(S) = |S| esitligi elde edilir. m

Agikga goriildiigii tizere M(m,n) =(a|a™ =a™™) tek dogurayh
yarigrubunun bir tek indirgenemez elemaninin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

m>1 ve n> 2 olmasidir.

Ornek 5.6. Sonlu tek dogurayl yarigrup M(m,n) = (a | a™ = a™™) bir tek

indirgenemez elemana sahip ise
rs(M(mn)=m+n—-1(m>1)

olur. Gergekten, M(m ,n) = {a, a?, ...,a™™ 1} olup her U € M(m,n)\{a} icin
a & (U) oldugundan M(m,n)\{a} en genis alt yarigrup olup r5(M (m,n)) =
IM(m,n)] =m+n—1 olur. Eger m =1 ise 0 zaman M(m,n) devirli grup

Z,, olur.
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Teorem 5.7. Z,, n dereceli bir devirli grup olsun. (n = 2) O zaman p, n nin
en kiiciik asal boleni olmak tizere

rs (Zn) = /p + 1

olur.

Ispat. (1) = Z,, toplamsal grubunun maksimal alt grubunu bulalim. p, n yi bélen

en kiiglik asal say1 olmak tizere V = (p) olsun. O zaman
V=1 = Y

olur. Ayrica H = (m) de Z, in baska bir 6z alt yarigrubu olsun. Bu durumda
(mn)=d=+1

olur (aksi halde H = (m) = Z,, olurdu). Boylece p < d oldugundan

n
|H| = [{m)] =755° 14

<3

olur. Boylece V = (p), Z, in maksimal alt grubudur. Teorem 4.19 dan

15 (Zn) ="/p+1

bulunur. m
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A=1{1,2..,n} olmak lizere SL,, A kiimesinin tim bos olmayan alt
kiimelerinin kiimesi olsun. SL,, iizerinde bir ikili islem kiimelerin birlesimi ‘U’
olarak tamimlanir ise SL, , 2" —1 elemanl bir yarilatis olur. Bu yarilatis A

tizerindeki serbest yarilatis olarak adlandirilir.

Teorem 5.8. n > 2 i¢in r;(SL,) = 2, ,(SL,) =n, r3(SL,) =n ve r5(SL,) =

2" — 1 olur.

Ispat. Acikca X = {{1}, {2}, ,{n}} kiimesinin elemanlar1  SL,, nin tim
indirgenemez elemanlar1 oldugundan SL,, nin tiim doguray kiimeleri X kiimesini
igerir. Ayrica, X in bir doguray kiimesi oldugu da aciktir. Béylece X kiimesi SL,,
nin minimum doguray kiimesi olur. Dolayisiyla 7,(SL,) = n olur.

SL, bir band ve 1,(SL,) =n # |SL,| =2" —1 oldugundan SL, bir
royal yarigrup degildir. Boylece Teorem 4.15 den 1;(SL,,) = 2 esitligi elde edilir.
X kiimesinin SL, nin bir doguray kiimesi olmasi diginda bagimsiz oldugu da
agiktir. Diger bir ifade ile X bagimsiz doguray kiimesidir. Kabul edelim ki Y, SL,
icin en az n+ 1 elemanli bir doguray kiimesi olsun. O zaman Y kiimesi X
kiimesini icerir. Bu durumda Y = X U Z olacak sekilde bir Z € SL,, mevcut olur.

Dolayisiyla
Z € SL, = (X) =(Y\Z)

oldugundan Y bagimsiz degildir. Boylece, 13(SL,) = n olur.
SL, nin (tiim) indirgenemez elemanlar1 kiimesi X = {{1}, {2}, ..., {n}} olup
bos degildir. Dolayisiyla Sonug 5.5 den r5(SL,) = |SL,| = 2™ — 1 elde edilir. m

Tamm 5.9. [x] notasyonu, x <n olan en kii¢iik tamsayr n anlaminda x in

tamsayisal kismuini belirtmek i¢in kullanilir. ([x]| =n & x<n<x+1)
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Simdi 7,(SL;,) iele alahm. Her 1 < r < ni¢in A = {1,2, ..., n} kiimesinin
r elemanl: alt kiimelerinin kiimesi P. olsun. O zaman agikca goriildiigii iizere P

kiimesi bagimsizdir ve ayrica |B.| = ('rl) olur. Boylece, 1,(SL,,) i¢in ilk tahmin

([n1/121) dereceli olan P, /71 olacaktir. Gergekten de

ra(Skn) 2 ([nr/lz1)

oldugu agiktir.

Ancak, daha iyi bir smir bulmak miimkiindiir. Ornegin, n = 7 alirsak P,
de (Z) = 35 alt kiime var; ama i¢ tek alt kiime 1,2,3 ekleyebiliriz ve yine de
bagimsiz bir kiime elde ederiz. Genel olarak n = 2m seklinde bir ¢ift tamsay1 ise
veya n = 2m — 1 seklinde bir tek tamsay1 ise B, U {{1},{2}, ..., {m — 1}} kiimesi

bagimsizdir. Dolayisiyla agsagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 5.10. SL,, n =1 serbest yarilatis olsun. O zaman, n = 2m seklinde bir

cift tamsay1 ise
2m
. (SL,) = (m>+m—1
ve n = 2m — 1 seklinde bir tek tamsay1 ise
2Zm—1
14(SLy,) 2( m >+m—1

olur. m
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Tammm 5.11. |x| notasyonu, n < x olan en biiylik tamsayr n anlaminda x in

tamsayisal kismini belirtmek i¢in kullanilir. ([x] =ne&n<x<n+1)
Teorem5.12. m>1 ve n>1 i¢in S=M(m,n)={(a|a™™ =a™) olsun.

Ayrica, m(n), n nin farkli asal ¢arpanlarinin sayisi olsun.

Eger m#= 3 yada n>2 ve n, 2 nin bir kuvveti degil ise

74(S) = max {n(n) , l%]}

olur. Eger m=3, n>1 ve n, 2 nin bir kuvveti ise

74(S) = max {n(n), EJ} +1=2

olur.
fspat. m > 1 ise o zaman acikca {al7J , ...,azl?J_l} bagimsizdir ve bu yiizden
1(S) = I%J olur. n > 1 oldugunu varsayalim. K, = {a™, ...,a™*"" 1} devirli

grubu S nin bir alt yarigrubudur ve ayrica (1) den dolay1 r,(S) = 7, (K,) olur.
D1, .-, P farkli asal sayilar olmak iizere her i = 1,2, ...,k i¢in a; = 1,
n=p;*-p%* ve q;=n/p;* olsun. O zaman, her i = 1,2,...,k i¢in

H; = (a%), p;% dereceli bir devirli gruplar olmak {izere
K,=H, X xH, ,

olur. (G bir grup ve H de G nin bir alt grubu olsun. |G| =n ve G = (a) olsun.

Bir m/n i¢in H = (a™) ise |H| =% olur.) Dolayisiyla,
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13(S) =2 1y(Hy) + -+ 1a(Hy) 2 r(Hy) + -+ 1rp(Hy) =k = n(n) (4)

bulunur. Béylece, 7,(S) = maxﬂgj ,n(n)} olur.

Tersine A, S nin bir bagimsiz alt kiimesi olsun. Ayrica
m
|A] > max{lEJ ,n(n)}

oldugunu varsayalim. O zaman kesinlikle |A| >2 ve a & A olur. (a € A ise
V1#k €Z' igin a* € (a) € (A\ {a*}) olur. Buise A nin bagimsizlig ile
celisir.) e, K, devirli grubunun birim elemanini gostersin. S de her a” elemani, e

ye esit olan bir kuvvete sahiptir ve bu ylizden e ¢ A olur.
1<ij<<ig<m(@s#0) vem<j<-<j<m+n(t+0)
i¢in
A={a",.., a%sa",..,alt}

olsun.
t = 0 oldugunu varsayalim. O zaman s = |A| > l%J olur. i; = l%] +1 ise

i > i1+s—12lml+1+lmJ2m
2 2
celiskisi elde edilir. Bu yiizden i; < EJ olur. Ayrica |{iy,...,is}| =s> EJ >1
olur. Baz1 k,l € {1,...,s} ve k>1 i¢in i, =i, (modi;) olsaydi i, —i; = xi;
= ik = il + Xil olur.
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all ax11 — all +Xl1 — alk (= (all’all>

olur. Bu durum A ni bagimsizlig ile gelisir. Buradan t > 0 sonucu ¢ikarilir ve
m < j; <m+n oldugu i¢in n > 1 oldugu goriiliir. Aksi taktirde a/t = a™ =

e€Aolur.l€{1,..,t} olsunve H;,

by seerbs s Jas e fiot et e

nin en biiyiik ortak boéleni olsun. O zaman, bazi z;,..,Zg ,Wq,..,W;_1,

Wigq, oW €{0,...,n—1} i¢in

Hy = zyiq + -+ Zsls +wy i+ Wi jio1 + Wigdjigr + -+ weje (mod n)

olur. Hl/ Ji ise j; = hH; olur. O zaman e nin, S nin her alt yarigrubunda yer

aldigimni belirterek
all = ghHi = (eaz1i1 v qZsts gqWid1 . gWi-1 Jic1igWisddier L gWedt )h € (A \ {ajl})

bulunur. Bu durum A nin bagimsizligi ile gelisir. Bu ¢eliskiden H; nin j; yi
bdlmedigi sonucu ¢ikarilir ve bu yilizden bir asal p; ve bir pozitif tamsay1 f;
vardir 6yle ki p;#1, H, yiboler ama j; yi bolmez. p; (I =1,...,t) asallarinin

timil farklidir ve tiimii n yi boler. Bu ylizden
t <m(n) ®)

olur. Ozellikle varsayimimiz, s+t >mn(n) ve s=>1 oldugunu soyler.

1 < iy < m oldugu igin
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m =3 (6)
olur.
Q =p,Pr pPr olsun. O zaman Q > 1, ij,..,ig nin her birini
bdler ve bu ylizden
ih=20,..,is =50 @)

olur. s > 2 oldugunu varsayalim. Eger iz = sQ ise (7)’deki tiim esitsizlikler
esitlige doniisir ve a2 = (a2)? sonucu c¢ikarilir. Bu durum da A nin
bagimsizligi ile gelisir. Bu yilizden ig = (s +1)Q ve Q@ ile ilgili ¢ok basit bir
esitsizlik ile

m>i;>(s+ 1D+ 1)!

olur. Fakat s+t = |4| >|=| olur ve bu yiizden
2

2(s+t)y=z2m>(s+ 1)t + 1)!

olur. Buradan

0=2s—s(t+D!I>+1)!—-2t=0
olur. Bu ancak
s=1 (®)
iken miimkiindiir. Bu nedenle
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m=>i;+1>Q0+1=>(+1)+1

olur. Bu durumda

(t +1)!
2

t+1=|A|2[%J+12

bulunur. Bu ylizden
2t > (t +1)!

olur ve dolayisiyla

olur.

+1

)

(8) ve (9) dan |A| =2 bulunur. Bu yiizden l%] <|Al =2 ve

(6) ile birlikte,

m=3

sonucu ¢ikarilir. Ayni1 zamanda, 2 = |A| > w(n) =t = 1 ((5) ile) olur. Bu ylizden

a

m(n) = 1 bulunur. Dolayisiylan = p

i¢in

3=m=2Q+1>3
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imkansizdir. Bu yiizden n, 2 nin bir pozitif kuvvetidir. m #3 yada n, 2 nin
bir pozitif kuvveti degil ise, 0 zaman |A| < max{l%J , n(n)} olur.

m =3 ve n, 2 nin bir pozitif kuvveti ise, 0 zaman |A| <2 olur.
2. Durumda acik¢a {a?,a3} bagimsizdir ve bu yiizden 7,(S) =2 bulunur.

Bdylece teoremin ispati tamamlanir. m

Sonuc¢ 5.13. S, n > 2 dereceli bir devirli grup ise, o zaman 1,(S) = mw(n) olur.

S bir nilpotent monojenik (tek dogurayl) yarigrup ise ( m = 2 boyutlu), o zaman

1(8) = l%J olur. m

Lemma 5.14. m # 1 ise o zaman agiktir ki S = M(m,n) yarigrubunun her

doguray kiimesi a igermelidir.

Ispat. S bir yarigrup ve X de S nin bir doguray kiimesi olsun. O zaman

S\S2 < X olur.

S=Mmmn) ={a,a?,a,..,am,..,a""1}
§?2={a%a? am a1y
olur. Buradan
S\S?={a}c X

bulunur. a € X olur. m
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Dolayisiyla tek bagimsiz doguray kiimesi {a} olur. Bu yiizden
r3(S) =1 olur. Zittina m =1 ise S bir n dereceli devirli grup dyle ki (4)
esitsizlikte (2)’nin yerine (3) kullanarak r5(S) = m(n) oldugu gosterilir.
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6. DIKDORTGENSEL BANDLARIN RANKLARI
S=Rpn={(0)):1<i<m, 1<j<n}={12,...m}x{1.2,..,n}
ve (1,j)(k, 1) = (i,1) carpimu ile verilen sonlu dikdortgensel band olsun. X € R, ,,

ve Ry = (X)olsun. O zaman, herbir 1<i<m ve 1<j<n i¢in

(L1 = xx3:%
(L)) = yy2-yg

olacak sekilde x4, X3, ..., Xp, Y1, Y2, -, Yq € X vardir. Eger,
Xq = (lg.Ja) (1<a<p) ve g = (kﬁ:lﬂ) 1<B<9q

ise (i,1) = x1x3 - xp = (i1,Jp) ve (1,j) =y1¥2 - yq = (ky,lg) oldugundan
i=i ve j=1l; olup (i,j,),(ky,j) €EX olur. Bdylece |X|=mn ve
dolayisiyla, |X| = max{m,n} olur.

(i,j) = (j, i) doniisimii ile R, , = Ry, oldugundan kabul edelim
ki m <n olsun. O zaman

X={@1LD,22),..,(mm),(mm+1),..,(mn)}

almirise (X) = R, , olur. (Ayrica, n < m oldugunda da

X={11),22),..,(n,n),(n+1,n),..,(mn) }

almir ve (X) = R,;,, olur.)
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Gergekten, her (i,j) € R, igin

i'j < mn ise (l,]) = (l, l)(]'])
m<j<n is @@,j) =G D0m,))
n<i<m ise (@D =0GMJG.)N)

¢

olur.

n<<m durumunda i =1,2,..,m i¢in bir doguray kiimesi ilk
koordinati i olan en az bir eleman igermeli ve bu yiizden en azindan m eleman
igermelidir. Boylece Tz(Rm,n) =m olur. m<n durumunda da benzer bir
argliman ile j = 1,2, ...,n igin bir doguray kiimesi ikinci koordinati j olan en az
bir eleman icermeli ve bu ylizden en azindan n eleman i¢ermelidir. Boylece

1o (Rm'n) = n olur. Buradan herhangi m,n > 1 igin

Ty (Rm'n) = max{m, n}

sonucuna ulaglir.

Teorem 6.1. S bir sonlu sol ya da sag sifir yarigrup ise o zaman 1,(S) = r5(S) =

1,(S) = |S| olur.

ispat. L bir sol sifir yarigrup ve |L| = m ise
L=Ryu,={G1D:i€f{1,2,..,m}}

olur. R bir sag sifir yarigrup ve |R| =n ise

R=R,,={(1,j):je{12,..,n}}
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olur. Buradan
ST = 12(8) < 713(S) =71 (S) < S|
olur. Boylece |S| = r,(S) = r3(S) = 1,(S) bulunur. m
Teorem 6.2. m,n = 2 i¢in S = R, ,, dikdortgensel band olsun. O zaman
3S)=n@)=m+n-2
olur.
Ispat. Vi€ {1,2,..,m} ve Vj€({1,2,..,n} igin
Gij={(k):ke{12,.,nN\jIIU{{)):1e{12 ... mN\{}}

kiimesinin S de bir bagimsiz doguray kiimesi oldugunu gosterelim.

IIk olarak G; ; kiimesinin bagimsiz oldugunu gosterelim:
Gij \ {(i,k)} da ikinci koordinat olarak k olan( k # j ile) eleman olmadigindan
(i, k) € (Gij \{(i,k)}) olur. Benzer sekilde G;; \{({,j)} de ilk koordinat olarak [
olan(l # i ile) eleman olmadigindan (I,j) & (G;; \{(L,/)}) olur. Gergekten,

herhangi (a,b),(c,d) € G;; alalim ve dort durumda inceleyelim:

1) (a,b) = (i, ki) ve (c,d) = (i, ky) ise

(a,b)(c,d) = (i, ky) = (c,d)

olur.
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2) (a,b) = (i,k) ve (c,d) =(L,j) ise

(a,b)(c,d) = (i,)) & Gy

olur.

3) (@,b) = (L,)) ve (c,d) = (i, k) ise

(a,b)(c,d) = (L,k) & G

olur

4) (a,b) = (l,)) ve (c,d) = (lz,)) ise

(a,b)(c,d) = (ly,j) = (a,b)

olur.
Bu 4 durumdan dolay1 G;; bagimsizdir.
Simdi G;; nin bir doguray kiimesi oldugunu gosterelim:

Herhangi bir (k,l) € S alalim ve benzer sekilde dort durumda inceleyelim:

1) Egerk =ivel=j ise bir p#j icin (i,p) €G;; ve q#1i i¢cin (q,)) €

Gi; mevut olup

(k,D) = (i, /) = (i,p)(q.)) € (Gy)

olur.
2)Egerk =ivel#j ise (k1) = (i,1) € G;; olur.
3)Egerk #ivel=jise (k)= (k,j) € G olur.

4)Egerk #ivel #j ise (i,1),(k,j) € G;j mevcut olup
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(k, D) = (e, N, D € (Gij)

olur.

Bu 4 durumdan dolay1 Ry, , = (G;;) oldugu elde edilir.

Gij , m+n—2 eleman igeren bir bagimsiz doguray kiimesi
oldugundan
73(Rmn) =m+n—2 (10)
bulunur.
Eger Ry, nin m+n-—1 elemanli bagimsiz bir alt kiime
igermedigi, yani
12(Rmpn) Sm+n-—2 (11)

oldugu gosterilir ise (10) ve (11) esitsizlikleri ile birlikte sonug elde edilir.
P(m,n) : Dikdortgensel band R,,,, de m +n — 1 elemanli bagimsiz kiime
yoktur.
Bu iddiay1 m + n iizerinden tiimevarim ile ispatlayalim.
Ik olarak P(2,2) icin dogrudan ispat ile iddiann dogru oldugu gériiliir. Buradan
24+ 2—1=3 clemanh sadece 4 tane miimkiin kiime vardir ve onlarin higbiri
bagimsiz degildir.

Simdi su lemmaya bakalim:
Lemma 6.3. Eger 2m > n ise o zaman P(m — 1,n) = P(m,n) olur.
Ispat. 2m >n ve P(m—1,n) nin gegerli oldugunu varsayalim. H, R, nin

m+n—1 eleman igeren bagimsiz bir alt kiimesi olsun.
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i=12,..,m igin B;, R, nin ilk koordinat1 i olan tiim elemanlar
silinerek elde edilen (m — 1) X n alt band1 olsun. H N B; kiimelerinin her biri

bagimsiz olmali ve bu ylizden tiimevarim hipotezi ile
[HNB;|<m+n—-3(i=12,..,m)

olur. Baska bir ifade ile |H\(H N B;)| =2 olur. Yani Vi€ {1,2,..,m} igin
H={he{12,..,n}:(i,h)EH}

kiimesi en azindan 2 eleman igerir. Dahas1 H; kiimeleri ayrik alt kiimelerdir.

Gergekten, eger [ #j ve h€H;NH; olsaydi o zaman V h' € H;\{h} icin

(i,h) = (i,h")(j, h) olur ki buda H nin bagimsizligi ile geligir. Bu yiizden i # j

icin H;NnH; =@ olur. {1,2,..,n} nin, her biri en az 2 elemana sahip

Hy, H,, ..., Hy, ayrik alt kiimeleri oldugu i¢in 2m < n oldugu sonucu ¢ikarilir. Bu

durum varsayim ile ¢elisir. Dolayisiyla, R,,,, nin m+mn—1 eleman igeren

bagimsiz bir alt kiimesi yoktur. m
m ve n nin rollerini degistirerek bir benzer lemma elde edilir.
Lemma 6.4. Eger 2n > m ise o zaman P(m,n —1) = P(m,n) olur. m
2Zm >n ve 2n >m nin en azindan biri gecerli olmalidir.
Bu yiizden dikdértgensel band R,,,, de m+n —1 elemanli bagimsiz
kiime yoktur. Dolayisiyla

m2(Rmn) Sm+n—2
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olur.

m+n—2<r3;(Rnn) <1a(Rpn) <m+n-—2

oldugu i¢in

T3 (Rm,n) = r4(Rm,n) =m+n-—2

oldugu gosterilir. m
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7. APERIYODIK BRANDT YARIGRUPLARIN RANKLARI

Tanmm 7.1. B, = {(i,j): {,j€{1,2,..,n}}U{0} kiimesi, lizerinde tanimli

o (i,l) j =kise
k,l)=
(1,7)Ck, 1) { 0 aksi taktirde

(i,j)0 = 0(i,j) =00 = 0

carpma iglemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba Aperiyodik Brandt Yarigrubu
denir.
Gomes ve Howie (1987) 7r,(B,) =n oldugunu gostermisti. Ayrica

Teorem 4.15 den r,(B,) = 1 olur.

Lemma 7.2. n = 2 i¢in A, n koseli siki baglantili bagimsiz diyagram olsun. O

zaman |E(A)| < 2n — 2 olur.
Ispat. Howie, Ribeiro (1999) Lemma 3.2’ye bakiniz. m

Teorem 7.3. n > 2 igin B, aperiodic Brandt yargrup olsun. O zaman r3(B,) =

2n — 2 olur.

Ispat. X ={(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),...,(1,n),(n,1)} kiimesi 2n — 2 elemanh
bir bagimsiz doguray kiimesidir:

Oncelikle X kiimesinin B,, nin doguray kiimesi oldugunu gésterelim:
X={1D),(,1:2<ij<n}
olarak alinirsa, (i,j) € B, i¢in
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(5,j) =G DA,)) €(X) =B,

olur. Boylece X kiimesi B,, nin doguray kiimesidir.
Simdi X kiimesinin bagimsiz kiime oldugunu gosterelim: (1,i) € X i¢in

i#=1)

(1' i) = (xer1) ”'(xm'ym) = (xl'}’m) S Yp=1F1,x,=1

(X ym) = (1,0) olmahdir. Boylece X kiimesi bagimsiz kiimedir. Yani X
kiimesi bagimsiz doguray kiimesidir. Buradan r3(B,) = 2n — 2 bulunur.

Esitligi gostermek i¢in X kiimesinden daha genis bagimsiz doguray
kiimesi miimkiin olmadigin1 gostermeliyiz.

VO +ACB, i¢cin A(A) = (V(A),E(A)) diyagramin, kose kiimesi
V(4) = {1,2,..,n} ve yonlii kenar kiimesi E(4) ={i = j: (i,j) €A} olarak
tanimlayalim. Kolayca goriilecegi lizere, eger A bir doguray kiimesi ise A(A) bir
baglantili diyagram olur. Gergekten, her (i,j) € B, i¢in A bir doguray kiimesi

oldugundan

(lr]) = (11111) (lm']m)

olacak sekllde (illjl)’ (L] (lm:]m) € A vardur. Ayrlcaa (ilel) o (lm:]m) = (llpfm)

oldugundan i; =i ve j,, =j olur. Boylece,
(=i o=l jyo D ig2jm=]

patikast A(A) mevcut olup, A(A) siki baglantilidir. m = 0 ise patika agiktir.

Lemma 7.2 den sonuca ulagilir. m
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2
Teorem 7.4. B, aperiodic Brandt yargrup olsun. O zaman lnTJ +n elemanh

bagimsiz bir alt kiimesi vardir.
Ispat. n bir ¢ift say1 (n = 2k) ise kolayca gosterilecegi iizere

A={Gi):1<i<2k}u{(pq:l<p<k,k+1<q<2k}

2
kiimesi k? + 2k = lnTJ + n elemanl bir bagimsiz kiimedir. Eger n bir tek say1

(n = 2k + 1) ise benzer sekilde

B={(@,i):1<i<2k+1}U{(p,q:1<p<k,k+1<q<2k+1}

kimesi k(k+1)+2k+1= lkz +k+ (%)J +2k+1= lnTZJ +n elemanli bir

bagimsiz kiimedir. m
2
Teorem 7.5. B, aperiodic Brandt yargrup olsun. O zaman r,(B,,) = lnTJ +n olur.

Ispat. Howie ve Ribeiro (1999) ’a bakiniz. m
Herhangi bir sonlu grup G i¢in Brandt yarigrup B(G,n ) ,
B(G,n)=({12,..,n}xGx{12,..,n}) u{0}

. . .; bl l) j = k
Ja,))(k,b,1) = [
(& aj)( ) { 0 aksi taktirde

0(i,a,j) = (i,a,j)0=00=0
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carpimi ile tanimlidir.

Teorem 7.6. S = B(G,n), n = 2 igin bir Brandt yarigrup ve |G| = 1 olsun. O

zaman
5(B,) = M? —n+1)|G| + 2

olur.

Ispat. V={(i,a,j):1<i<n-1,1 <j<n,a€G}U{(nan)acG}u{0}

S nin bir alt yarigrubudur ve |V| = (n® —n + 1)|G| + 1 olur. Gergekten de

(n=DnlGl+|Gl+1= 2 —n+1|G| +1
olur. Simdi S nin bir alt yarigrubu oldugunu gdsterelim:
(i,a,)),(k,b,1),(n,a,n),(nb,n) €V igin,

(i, ab, 1) j=k

i a,))(k,b,1) =
(4 a,j)( ) { 0 aksi taktirde

o (i,ab,n) j=n
) ) ) b) =
(i,a,j)(n,b,n) { 0 aksi taktirde

(n,b,n)(i,a,j)=0€V i#n
(n,a,n)(n,b,n) = (n,ab,n) €V
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Bu yiizden V, S nin bir alt yarigrubudur. Ayrica, (n,a,j) € V(1 <j<n-—1ve
a € G) oldugundan V, S nin bir 6z alt yarigrubudur.
S nin V den daha biiyiilk dereceli 6z alt yarigrubunun olmadigimn

gostermeliyiz. S nin
[UN\{0}| = (n? —n+ D|G| + 1
olacak sekilde bir 6z alt yarigrubu U mevcut olsun. Simdi bir lemmaya bakalim.

Lemma 7.7. U\{0}, S de her sifir olmayan £ —smif ve her sifir olmayan

R —sinif ile bos olmayan kesisime sahiptir.
ispat. Vi= 1,2,..,n i¢in S de her bir sifir olmayan R —sinif,
R; = {(i,a,j):a€G,j=12,..,n}

bigimindedir ve |R;| = n|G| olur. Benzer sekilde, Vi = 1,2,...,n i¢in S de her

bir sifir olmayan £ — sinif,
Li={({,aj) :a€G, i=12,..,n}

bi¢imindedir ve |L]-| = n|G| olur.
Genelligi bozmaksizin kabul edelim ki R; € R —smif igin, Ry N
(U\{0}) = D olsun. O zaman U\{0} € S\R; olup

[U\{0}| < [S\Ry| = IS| — R4l
= n? |G| — n|G]|
(n* —n)|G|
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yani [U\{0}| < (n? — n)|G| celiskisi elde edilir. Boylece, U\{0} ile sifir olmayan
R —smif ya da £ — smif in kesisimi bog kiime olarak alinir ise bu U\{0} 1n segimi

ile gelisir. O halde R; N (U\{0}) # & olmalidir. Benzer sekilde L; N (U\{0}) # &

olmalidir. m
V 1<i,j<ni¢in S de her bir sifir olmayan H —simnif,
Hyj= RinL;={(,aj):a€ G}

bi¢gimindedir.

P={(ij): UnH;; # D} olsun. [P| <n® —n+1 ise

|[U\{0}] £ (n* —n+ 1)|G]

olur ki bu da U\{0} 1 secimi ile celisir. Dolayisiyla |[P|>n?—-n+1
olmalidir.

{1,2,..,n} x{1,2,...,n} in bir alt kiimesi P olup benzer sekilde A(P)
diyagramini sdyle tammlayalim: V(P) = {1,2, ...,n} ve E(P) = {i = j : (i,j) € P}

olsun.

Lemma 7.8. n =2 icin A, n koseli bir diyagram olsun. E(A) kiimesi en az

n? —n + 2 elemana sahipse A siki baglantilidir.
Ispat. n iizerinden tiimevarim ile ispatlayalim.

n=2 ve |E(A)]=>2%2—-2+2=4 ise sonug aciktir, o zaman A siki
baglantihidir. (1 - 1,1 - 2,2 - 1,2 — 2 kenarlar ile)
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n>3 ig¢in A, 1,2,..,n etiketli n kdseli ve en azindan n? — n + 2 kenarh
bir diyagram olsun. A’ , n ile etiketli kosesi ve bir ug¢ noktast n kosesi olan tim
yonlendirilmis kenarlar silinerek elde edilen grafik olsun. iki durum vardur:

(1) A’ siki1 baglantili degildir, dyle ki (timevarim hipotezi ile)

IEA)<(n-1D)2?-mn-1)+1=n?-3n+3.

varsayabiliriz.
(2) A’ siki baglantilidir.
(1) durumunda, A da bir kosesi en azindan n olan kenarlarin sayisi

m?-n+2)— M*-3n+3)=2n-1

olmalidir. Aslinda say1 tam olarak 2n — 1 olmalidir. Bu kenarlar

n-n,n->1,1-n,..,.n->n—-1,n—-1-n

olur. Boylece Vi,j€{l1,2,..,n—1} i¢in i—->n—j patikast vardir ve bu
ylizden A siki baglantilidir.
(2) durumunda, A’ de (n — 1)? kenardan daha fazla yoktur ve bu yiizden

en azindan A da kenarlar

n*—-n+2)-m*-2n+1)=n+1

olmalidir. n = n vardir ve en azindan n yi 1,2,...,n — 1 kdselerine baglayan n
kenar vardir. En azindan bir i € {1,2,...,n — 1} vardir 6yle ki hem i —» n hem de
n — i mevcuttur. V j, k € {1,2,...,n — 1} igin, A’ de j den k ya bir patika vardur.
Bu yiizden, Vj € {1,2, ...,n — 1} i¢in
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n-oi—----j jo o i-on

2

A da patikalar1 vardir. Bu yiizden A siki baglantilidir. m

Yukaridaki sonugtan A(P) nin siki baglantili oldugu sonucu ¢ikarilir.

Boylece her p,q € {1,2,...,n} icin
P=j1=J22 " 2Jm-12Im =1
patikas1i A(P) de mavcut olur.

P nintanmiile r =1,2,...,m—1 i¢in G de a, elemanlar: vardir 6yle

ki (jr,a,jr41) € U olur.

m-1
(p' a;a; ...am-1, q) = H(]T » Ay ljr+1) ev
r=1

Bu yiizden (p,q) € P dir. P = {1,2,...,n} X {1,2, ...,n} bulunur. |P| = n? olur.
Mi,j = {a € G: (i,a,j) € U}

Her bir i ve j igin G nin bostan farkl altkiimesidir. b € My; ve c € M;; ise

VYa € Mi,j lgll’l
(k,b,0)(i,a,))(j,c, 1) € U

olur.
Bu ytizden, bM;;c € M, olur. |bMi‘jc| = |Mi‘j|(G grubunun alt kiimeleri

olduklarindan) olup
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My < (M|
bulunur. Ayni zamanda

[Mica| < [My 5]
olur. Dolaysiyla da Vi, j,k, 1 € {1,2,..,n} icin

My = (M|

bulunur. M;; , G nin bir altgrubudur ve Lagrange Teoreminden ya M;; = G yada
|Mi,i| < (%)IGl olur. Tk durumda (2) den U = S sonucu gikarilir ve bu U nun 6z
alt yarigrup oldugu varsaymm ile gelisir. ikinci durumda Vi ve j igin |Mi,j| <

(%)IGI olur. Bu yiizden

I\ < 372l

bulunur. Bu U \{0} n se¢imi (1) ile ¢eligir. Bu yiizden V, S nin en genis 6z alt

yarigrubudur. Boylece Teorem 7.6 nin ispat1 Teorem 4.19 dan
r5(Bp) = M2 —n+ 1)|G| + 2
bulunarak tamamlanir. m

Teorem 7.6 da |G| = 1 almir ise 75(B,)) = (n? —n + 3) bulunur. Dolayisiyla da

By, nin tiim 5 ranki birbirlerinden farkl olur.
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