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OZET

Esnek kiime teorisi 1999 yilinda Molodtsov tarafindan ortaya atildigindan bu yana yeni bir
matematiksel yaklasim olarak kabul edilmis ve cebirsel anlamda genis kapsamli uygulama alanina
sahip olmustur. idealler ise cebirsel yapilarin ve uygulamalarinin ileri diizeyde incelenmesi icin
gereklidir. Bu alandaki ¢alismalar1 ilerletmek igin cebirsel yapilardaki idealleri gelistirmek ve
genellestirmek gerekmektedir. Bu tez calismasinda, esnek kiime teorisine katkida bulunmak
amaciyla yarigruplarm “Esnek Kesisimsel Bi-quasi Ideal”, “Esnek Kesisimsel Hemen Hemen Bi-
ideal” ve “Esnek Kesisimsel Hemen Hemen Tri-ideal” olarak adlandirilan yeni esnek kesisimsel
(hemen hemen) ideal tiirleri tanmitilmig, Ozellikleri ifade edilmis ve yarigruplarin diger esnek
kesisimsel (hemen hemen) idealler ile olan iliskileri incelenmistir. Esnek kiime teorisi ile klasik
yarigrup teorisi arasinda bir koprii olusturmak amaciyla, baz1 dnemli baglantilar elde edilmistir. Alt1
bolimden olusan bu g¢aligmada ilk boliimde yarigruplar, esnek kiimeler, yarigruplarin esnek
kesisimsel idealleri ve esnek kesisimsel hemen hemen idealleri ile ilgili literatiirde yer alan
calismalara deginilmistir. ikinci béliimde, bu tez calismasinda kullanilan temel tanimlar, 6zellikler
ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde yarigruplarin esnek kesisimsel bi-quasi ideali
tanitilmig, O6rnegi verilmis ve yarigruplarin bazi esnek kesisimsel ideallerle iligkisi incelenmistir.
Gerekli sartlar altinda bir yarigrubun esnek kesisimsel idealinin (bi-idealin, quasi-idealin, i¢ idealin),
bir esnek kesisimsel bi-quasi ideal oldugu gosterilmistir. Bu ifadelerin karsitlarinin her zaman dogru
olmadigina iliskin aksi 6rnekler sunulmus ve karsitlarinin gegerli olmasi i¢in, yarigrubun esnek
basit* yarigrup veya regiiler yarigrup olmasi gerektigi kanitlanmistir. Dordiincii ve besinci
boliimlerde sirasiyla bir yarigrubun esnek kesisimsel hemen hemen bi-ideal ve esnek kesisimsel
hemen hemen tri-ideal tamitilmis, 6rnegi verilmis, yarigruplarin gesitli esnek kesisimsel idealler ve
esnek kesigimsel (hemen hemen) ideallerle iligkileri incelenmistir. Yeterli sartlar altinda
yarigruplarin bir esnek kesisimsel bi-idealinin (tri-idealin) bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-
ideal (tri-ideal); bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-idealinin (tri-idealin) bir esnek kesisimsel
hemen hemen alt yarigrup oldugu gosterilmistir. Son boliimde ise bu c¢alismadan elde edilen
sonuglara ayrintili bir sekilde yer verilmistir.

Sayfa Adedi - 96

Anahtar Kelimeler . Yarigrup, Esnek kiime, Yarigruplarin esnek kesisimsel (hemen
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ABSTRACT

The theory of soft sets has been recognized as a new mathematical approach since it was introduced
by Molodtsov in 1999, and it has a wide range of applications in algebraic contexts. Ideals are
essential for the advanced study of algebraic structures and their applications. To advance research
in this field, it is necessary to develop and generalize the ideals within algebraic structures. In this
thesis, new types of soft intersection (almost) ideals of semigroups, named “Soft Intersection Bi-
quasi Ideal,” “Soft Intersection Almost Bi-ideal,” and “Soft Intersection Almost Tri-ideal,” are
introduced to contribute to soft set theory, their properties are expressed, and their relationships with
other soft intersection (almost) ideals of semigroups are examined. To establish a bridge between
soft set theory and classical semigroup theory, some important connections have been obtained. This
study consists of six chapters. The first chapter discusses the existing literature on semigroups, soft
sets, soft intersection ideals, and soft intersection almost ideals of semigroups. The second chapter
presents the basic definitions, properties, and theorems that are used in this thesis. The third chapter
introduces the soft intersection bi-quasi ideal of semigroups, provides its examples, and examines its
relationship with certain soft intersection ideals of semigroups. Under necessary conditions, it is
shown that a soft intersection ideal (bi-ideal, quasi-ideal, interior ideal) is a soft intersection bi-quasi
ideal of a semigroup. Counterexamples are presented to demonstrate that the converse of these
statements does not always hold, and it is proven that the semigroup has to be a soft simple* or
regular semigroup for the converse to be valid. In the fourth and fifth chapters, the soft intersection
almost bi-ideal and soft intersection almost tri-ideal of a semigroup are respectively introduced, their
examples are provided, and their relationships with other soft intersection (almost) ideals are
analyzed. Under sufficient conditions, it is shown that a soft intersection bi-ideal (tri-ideal) is an
almost bi-ideal (tri-ideal), and that an almost bi-ideal (tri-ideal) is a soft intersection almost
subsemigroup. The final chapter provides a detailed discussion of the results obtained from this study
and the significance of these results.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalari verilmek {izere

asagida listelenmistir.
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N Dogal sayilar kiimesi
Z Tam sayilar kiimesi
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- Kapsar
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= Gerek sart

= Gerek ve yeter sart
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Sg(U) E iizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi

Ds S ye gore bos esnek kiime
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Kisaltmalar

EK

Tam esnek kiime

A nin esnek karakteristik fonksiyonu
x in esnek karakteristik fonksiyonu
Esnek kesisimsel ¢carpim islemi
Esnek alt kiimesidir

Esnek kesisim

Esnek birlesim

fs nin goriintii kiimesi

fs nin list a-kapsama kiimesi

fs nin destek kiimesi

Aciklama

Esnek kesisimsel



1. GIRIS

Giinliik yasamda karsilastigimiz bazi durumlar1 agiklamak ve bu durumlarla ilgili kesin
yargilara varmak oldukg¢a zordur. Ciinkii bir seyin dogru ya da yanlis olmasi, neyin dogru ya
da yanlis oldugu, zaman, ortam ve kisilerin bakis acilarina gore degisir. Ornegin, "pahali
ev", "giizel araba", "dayanikli masa" ya da "kaliteli elbise” gibi ifadeler, kisiye gore farkli
anlamlar tasiyabilir ve bu belirsizlikler giinliik hayatta sik¢a karsimiza ¢ikar. Ancak bu tiir
belirsizlikler sadece giinliik yagamla sinirlt kalmaz; matematik ve diger bilim dallarinda da
benzer sorunlarla karsilasiriz. Arastirmacilar, ekonomi, sosyoloji, miihendislik, g¢evre
bilimleri, tip gibi bir¢ok alanda, karmasik problemlere ¢6ziim ararken, ayni zamanda bu
belirsizlikleri dogru bir sekilde modellemeye ¢alismislardir. Ancak, her belirsizligi klasik
yontemlerle anlamak ya da modellemek her zaman miimkiin olmayabilir. Bu yiizden zaman
icinde, ¢evremizdeki belirsizlikleri daha iyi anlayabilmek ve onlar1t modellemek i¢in farkli
matematiksel teoriler gelistirilmistir. Bu teoriler, belirsizliklerin daha dogru bir sekilde ele
alinmasini saglamay1 amaglar ve bilimsel arastirmalara onemli katkilar sunar. Olasilik
teorisi, aralik matematigi, sezgisel bulanik kiimeler teorisi ve bulanik kiimeler teorisi gibi
matematiksel yaklasimlar, belirsizlikleri aciklamak icin kullanilan teorilerdir. Ancak, bu
teorilerin her birinin kendi iginde ¢esitli zorluklar1 bulunmaktadir. Bu modellemelere
onciiliik eden teori, bulanik kiimeler teorisidir ve 1965 yilinda Zadeh tarafindan ortaya
atilmistir. Bu teori, bir kiimeyi iiyelik fonksiyonu araciligiyla tanimlar. Her bir 6nerme i¢in
bu fonksiyon, [0,1] araliginda bir gercek say ile iligkilendirilir. Bu gercek say1 bulanik
kiimeye olan aidiyet derecesini gosterir. Aidiyet derecesi 1'e yaklastik¢a artarken, 0'a
yaklastikca azalir. Eger eleman kiimeye ait degilse, aitlik degeri 0 olur. Uyelik
fonksiyonunun belirlenmesi i¢in tek bir yol bulunmamasi, bu fonksiyonun dogasinda biiyiik
bir kisisellik tasir ve her 6zel durum i¢in tiyelik fonksiyonunun nasil ayarlanacagi 6nemli bir
sorun olusturmustur. Bu nedenle, iiyelik fonksiyonundan bagimsiz bir kiimeler teorisi

gelistirilmesi gerekliligi dogmustur.

Molodtsov (1999), belirsizlikleri modellemek ve belirsizlik i¢ceren problemlerle basa ¢gikmak
amaciyla, esnek kiime teorisini ortaya koymustur. Bu yeni yaklasim, iiyelik fonksiyonunun
ayarlanmasiyla ilgili zorluklar1 ortadan kaldirmis ve dolayisiyla teorinin farkli alanlarda
kolayca uygulanmasini saglamistir (Molodtsov, 1999). Molodtsov, esnek kiime teorisini

matematigin pek ¢ok farkli alaninda basarili bir sekilde kullanmistir. Bu alanlar arasinda



oyun teorisi, Riemann integrasyonu, Perron integrasyonu, islem aragtirmalari, olasilik teorisi
ve Ol¢lim teorisi gibi konular bulunmaktadir. Esnek kiimeler kullanilarak esnek cebirsel
yapilar iizerinde pek ¢ok arastirma yapilmistir. Aktas ve Cagman (2007), esnek kiimeleri
bulanik kiimeler ve yaklagimli kiimeler gibi ilgili kavramlarla karsilastirmis ve bu alanda
yapilan bir¢ok yeni ¢aligmaya 1s1k tutmus olan esnek grup teorisini literatiire kazandirmistir.
Esnek grup yapisi iizerinde, esnek alt grup, normal esnek alt grup ve esnek grup
homomorfizmi gibi cebirsel yapilari da tanimlamistir. Jun (2008), esnek BCK-BCI-
cebirlerini ve esnek alt cebir kavramlarini tanimlayarak bu yapilarin bazi temel 6zelliklerini
incelemistir. Jun ve Park (2008), esnek kiimeleri BCK-BCI-cebirlerine uygulayarak, bu
cebirlerin esnek cebirsel Ozelliklerini arastirmis ve bazi 6rnekler sunmustur. Ayrica Park,
Jun ve Oztiirk (2008), esnek WS-cebirleri iizerine ¢alismalar yapmistir. Feng, Jun ve Zhao
(2008), esnek kiime teorisini kullanarak esnek yar1 halkalar, esnek yar1 halkalardaki esnek
idealler ve idealist yar1 halkalar kavramlarini1 tanimlamustir. Sun, Zhang ve Liu (2008) ise
esnek modiiller kavramini tanitarak, esnek kiime teorisinden faydalanarak esnek modiillerin
temel Ozelliklerini incelemistir. Jun, Lee ve Zhan (2009), esnek p-idealleri ve p-idealistik
esnek BCl-cebirleri kavramlarini tanitmis ve bu yapilart inceleyerek temel 6zelliklerini
arastirmistir. Ayrica, esnek kiimeleri kullanarak, BCI cebirlerindeki bulanik p-ideallerinin
farkliliklarin1 ortaya koymustur. Zhan ve Jun (2010) ise esnek BL-cebirleri {izerinde
caligmalar yapmistir. Acar, Koyuncu ve Tanay (2010), esnek halka kavramini tanitarak,
esnek alt halka, esnek idealler, idealist esnek halkalar ve esnek halka homomorfizmalar1 gibi
konulari, ilgili 6zellikleriyle birlikte detayli bir sekilde incelemistir. Kazanci, Yilmaz ve
Yamak (2010), esnek BCH-cebiri kavramini tanitarak, bu cebirin yapisal 6zelliklerini
arastirmistir. Esnek BCH-cebirleri ve esnek BCH-alt cebirleri ailesinin ¢esitli kesisim ve
birlesim tiirlerini, yani ikili kesisim, genisletilmis kesisim, kisitli birlesim, V-birlesim, A-
kesisim ve kartezyen carpimini ele almigtir. Ayrica, esnek kiimelerin homomorfik goriintii
ve esnek BCH-homomorfizmi kavramlarini tanitarak, bu kavramlarin temel 6zelliklerini
incelemistir. Jun, Lee ve Khan (2010), esnek kiime kavramini sirali yarigruplara
uygulamistir. Bu ¢alismada, esnek sirali yar1 grup, esnek sirali alt yar1 grup, esnek sol (sag)
ideal ve sol (sag) idealistik esnek sirali yar1 grup kavramlarini tanitarak, bu yapilarin temel
ozelliklerini incelemistir. Jun, Lee ve Park (2010) ise BCK/BCI cebirlerindeki farkl: tiirleri
ele almak i¢in yapiy1r bulanik esnek kiimeye uygulamis ve bu g¢ergevede bulanik esnek
BCK/BCI cebirleri, bulanik esnek idealler ve bulanik esnek p-idealler kavramlarini

tanimlayarak, bu yapilarin 6zelliklerini detayli bir sekilde arastirmistir. Sezgin ve Atagiin



(20114, 2011b), esnek gruplar ve normalistik esnek gruplar iizerinde detayli incelemeler
yapmistir. Sezgin, Atagiin ve Aygiin (2011), idealistik esnek yakin halkalarin 6zelliklerini
arastirmis ve yakin halka epimorfizmleri altinda yapinin korundugunu kanitlamistir. Bu
caligmalar, esnek yakin halkalar konusundaki teorik bilgiyi genisletmistir. Sezer, Cagman
ve Atagiin (2014), yar1 gruplarin esnek kesisimsel i¢ ideallerini, quasi-ideallerini ve
(genellestirilmis) bi-ideallerini tanimlayarak, bu kavramlar arasindaki iligkileri ortaya
koymustur. Ayrica, regiiler, intra-regiiler, tamamen regiiler, zayif regiiler ve quasi-regiiler
yarigrup kavramlari, bu ideallerin 6zellikleriyle karakterize edilmistir. Cagman, Citak ve
Aktas (2012), gesitli esnek cebirsel sistemlerin incelenmesine olanak taniyan esnek-int
gruplar kavramini tanimlamustir. Aktas ve Ozlii (2014) ise devirli esnek gruplar iizerinde
caligmalar yapmistir. Sen (2014), sabit parametreler kiimesindeki tim esnek kiimelerin
kiimesinin cebirsel yapisini incelemistir. Sezer, Cagman, Atagiin, Ali ve Tirkmen (2015),
yart gruplarin esnek kesisimsel yarigruplarini, esnek kesisimsel ideallerini ve esnek
kesisimsel bi ideallerini tanimlayarak, bu yapilar1 ve aralarindaki baglantilar aragtirmistir.
Sezgin ve Orbay (2022), yar1 basit yarigruplari, duo yarigruplari, sag (sol) sifir yarigruplari,
sag (sol) basit yarigruplari, sol (sag) basit yar1 gruplarin yar1 kafeslerini ve gruplarin yari
kafeslerini yarigrup tizerindeki esnek kesisim alt-yapilari agisindan karakterize etmistir.
Ullah, Ahmad, Hayat, Karaaslan ve Rashad (2018), esnek kesisimli AG-grubunu tanimlamis
ve esnek kiime teorisi ile AG gruplar1 arasinda bir baglant1 kurmustur. Karaaslan (2019),
AG-grupoid, AG*-grupoid ve AG-bant iizerinde esnek kiime ailesinin bazi 6zelliklerini
incelemis ve ayrica esnek idempotent eleman, esnek kesisimsel AG-bandi, sol (sag)
baglantili esnek kiime, esnek kesisimsel ideali ve esnek kesisimsel AG-grupoidinin esnek
asal ideali gibi yeni kavramlar tanimlamistir. Karaaslan, Ullah ve Ahmed (2021), normal
bipolar esnek alt grup kavramini tanitarak, bu tiir alt gruplarin 6zelliklerini detayli bir sekilde
incelemistir. Ayrica, bir bipolar esnek grubun bipolar esnek sol ve sag kosetleri kavramlarini

ve eslenik bipolar esnek alt grup kavramini da tanimlamistir.

Molodtsov'un 1999 yilinda gelistirdigi esnek kiime teorisi ile temel esnek kiime islemlerini
sunmus; ancak daha sonra, Pawlak'in (1982), yaklasimli kiime teorisinden yararlanarak,
Maji, Biswas ve Roy (2003), esnek kiime islemleri ve 6zelliklerini daha detayli bir sekilde
tanimlamistir. Ayrica esnek alt kiime, bir esnek kiimenin tiimleyeni, iki esnek kiimenin
birlesimi ve kesisimi gibi yeni esnek kiime iglemlerini ilk kez tanimlamistir. Pei ve Miao

(2005) ise esnek kiimeler icin kesisim ve alt kiime gibi temel kavramlari literatiire



kazandirmistir. Yang, Lin, Yang, Li ve Yu (2009), aralik degerli bulanik esnek kiime
kavramini tanitmis ve "tiimleyen", "VE" ve "VEY A" islemlerini aralik degerli bulanik esnek
kiimeler {izerinde tanimlayarak, bu kiimelerin De Morgan, birlesme ve dagilma 6zelliklerini
ispatlamistir. Sezgin ve Atagiin (2011) ise esnek kiimelerle ilgili yaptiklar1 ¢alismada, daha
once incelenmemis olan esnek kiimelerin temel 6zelliklerini arastirmistir. Esnek kiimeler
iizerindeki temel islemlerin Ozelliklerini tartisarak, bu islemlerin birbirleriyle olan
baglantilarini ortaya koymus ve ayrica esnek kiimelerin kisitli simetrik farkini tanimlayarak,
bu kavramin 6zelliklerini agiklamistir. Husain ve Shivani (2018), iki esnek kiimenin esitligi,
bir esnek kiimenin alt kiimesi, esnek kiimenin iist kiimesi, bos esnek kiime, "ve", "veya",
birlesim, kesisim, bagil kesisim, bagil birlesim, simetrik fark ve bagil simetrik fark gibi
cesitli esnek kiime islemlerini 6rneklerle agiklamistir. Sezgin, Ahmad ve Mehmood (2019)
ise esnek kiimelerin genisletilmis farkini inceleyerek, bu islemin 6zelliklerini arastirmistir.
Eren (2019), esnek kiimelerde ikili parcali fark islemini tanimlayarak, bu islemin
Ozelliklerini incelemistir. Sezgin ve Calisict (2024) ise klasik kiimelerdeki fark igleminin
ozelliklerini esnek ikili parcali fark islemine uygulayarak detayli bir analiz yapmistir.
Cagman (2021), literatiire iki yeni tiimleyen islemi kazandirmis ve Sezgin, Cagman, Atagiin
ve Aybek (2023c), yeni ikili kiime islemleri tizerinde g¢alismalar yapmistir. Bu kiime
islemleri esnek kiimelere aktarilmis ve yeni kisitlanmis esnek kiime islemleri ile
genisletilmis esnek kiime islemleri tanitilmistir (Aybek, 2024). Demirci (2024), Sarialioglu
(2024) ve Akbulut (2024) ise esnek kiimelerdeki genisletilmis islemlerinin formunu
degistirerek, tlimleyenli genisletilmis islemler iizerine ¢alismalarini siirdiirmiistiir. Ayrica,
esnek kiimelerdeki ikili pargali isleminin formu biraz daha degistirilerek, tiimleyenli ikili
parcali esnek kiime islemleri, Sezgin ve Demirci (2023), Sezgin ve Sarialioglu (2024),
Sezgin ve Yavuz (2023), Sezgin ve Aybek (2023), Sezgin ve Atagiin (2023), Sezgin, Aybek
ve Atagiin (2023a), Sezgin, Aybek ve Glingor (2023b), Sezgin ve Cagman (2024) tarafindan
detayl bir sekilde ¢alisiimistir.

Cebirsel yapilar, bir veya daha fazla kiime ve islemden olusur ve matematigin bir¢ok
alaninda 6nemli bir rol oynar. Grup, halka ve cisim gibi yapilar, modiiler aritmetik, say1
teorisi, fizik, kimya ve bilgisayar uygulamalar1 gibi pek ¢ok alanda kullanilir. Cebirsel
yapilarin benzer Ozelliklere sahip smiflara ayrilmasi, bir yapinin hangi tir aileye ait
oldugunu belirlememize ve bu ailedeki tiim elemanlarin karakteristik ozelliklerini

anlamamiza yardimci olur.



Teorik bilgisayar bilimlerinde, otomatlarda, kodlama teorisi, graf teorisi ve optimizasyon
teorisi gibi alanlarda yarigruplar temel bir rol oynar. Uygulamali matematikte, ilk kez
1900'lerin baglarinda resmi olarak incelenen yarigruplar, dogrusal zamana bagli olmayan
sistemler i¢in temel bir modeldir. Sonlu yarigruplar, sonlu otomatlarla i¢ ige ge¢mis bir
sekilde iliskili oldugundan, bunlarin incelenmesi teorik bilgisayar bilimi acisindan ¢ok
onemlidir. Ayrica, olasilik teorisinde yarigruplar ve Markov siiregleri arasinda bir iliski
bulunmaktadir. Idealler kavrami, matematiksel yapilarin ve bunlarin uygulamalarinin
anlasilmasi i¢in ¢ok Onemlidir, bu yiizden bir¢ok matematik¢i arastirmalarinin ¢ogunu
cebirsel yapilardaki ideallerin genellestirilmesine odaklamistir. Yani, cebirsel yapilarin daha
fazla incelenmesi, cebirsel yapilardaki ideallerin genellestirilmesini gerektirmektedir.
Cebirsel yapilardaki ideallerin genellestirilmesi kavrami ve 6zellikleri kullanilarak, bir¢ok

matematik¢i dnemli bulgular ve cebirsel yapilarin karakterizasyonlarini ortaya koymustur.

Dedekind, cebirsel yapilarin incelenmesine yardimer olmak amaciyla ideal kavramini ortaya
atmistir. Daha sonra bu kavram Noether tarafindan birlesmeli halkalar igin
genellestirilmistir. Good ve Hughes (1952) tarafindan yarigruplar i¢in bi-ideal kavrami
tanitilmistir. Steinfeld (1956) ilk olarak yarigruplar i¢in tanimladig1 quasi-ideal kavramini,
sonra halkalar i¢in tanimlamistir. Quasi-idealler, sag ve sol ideallerin genellestirilmis halidir;
bi-idealler ise quasi-ideal kavrammin bir genellestirilmis seklidir. I¢ ideal kavrami ilk kez

Lajos (1976) tarafindan godsterilmistir. I¢ idealler ise ideallerin bir genellemesidir.

Farkl tiirdeki ideallerin daha genel bir kavrami olarak "hemen hemen" idealler kavrami
onerilmis, bunlarin 6zellikleri ve ilgili idealler arasindaki iligkiler kapsamli bir sekilde
incelenmistir. Bu baglamda, Grosek ve Satko (1980), yarigruplar i¢in hemen hemen ideal
kavramim ilk kez ortaya koymustur. Ardindan, Bogdanovic (1981), bi-ideal kavramin
yarigruplar i¢in hemen hemen bi-ideal kavramina genisletmistir. Hemen hemen quasi-ideal
kavrami ilk olarak Wattanatripop, Chinram, ve Changphas (2018a) tarafindan tanitilmis,
yarigruplar i¢in hemen hemen i¢ ideal ve zayif hemen hemen i¢ ideal kavramlar1 6nerilerek,
yarigruplar i¢in hemen hemen ideal ve i¢ ideal kavramlar1 Kaopusek, Kaewnoi ve Chinram

(2020) tarafindan genisletilmis ve incelenmistir.

Son yillarda Rao (2018c, 2018d, 2020b, 2020c), yarigruplarin bir¢cok yeni ideal bi¢imini

tanitmis; bunlar arasinda bi-i¢ ideal, bi-quasi ideal, quasi-i¢ ideal, bi-quasi-i¢ ideal ve zayif



i¢ ideal gibi idealler yer almaktadir. Baupradist, Chemat, Palanivel ve Chinram (2021) ise
esas idealleri incelemistir. Rao (2024), ayrica yarigruplarin tri-ideal kavramini literatiire
kazandirmistir. Ayrica yarigruplarin tri-quasi idealleri, Rao, Kona, Rafi ve Bolineni (2024)

tarafindan incelenmistir.

Yarigruplar i¢in sirastyla lampan, Chinram ve Petchkaew (2021), hemen hemen alt yarigrup,
Chinram ve Nakkhasen (2022), hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal, Gaketem (2022), hemen
hemen bi-i¢ ideal ve Gaketem ve Chinram (2023), hemen hemen bi-quasi-ideal kavramlarini
onermistir. Yakin zamanlarda esnek kiime teorisinde yarigruplarin idealleri ile ilgili ¢esitli
caligmalar yapilmistir. Sezgin ve Onur (2024), esnek kesisimsel hemen hemen bi-ideal;
Sezgin, Onur ve Ilgin (2024b), esnek kesisimsel hemen hemen tri-ideal; Sezgin ve Kocakaya
(Baskida), esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ideal; Sezgin, Kocakaya ve Ilgin (2024a),
esnek kesisimsel hemen hemen quasi-i¢ ideal; Sezgin ve Bas (2024), esnek kesisimsel
hemen hemen i¢ ideal; Sezgin, Bas ve Ilgin (2025), esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-
i¢c ideal; Sezgin ve lIlgin (2024a, 2024b, 2024c, 2024d, 2024e), sirasiyla esnek kesisimsel
hemen hemen alt yarigrup, esnek kesisimsel hemen hemen ideal, esnek kesisimsel hemen
hemen bi-quasi ideal, esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢ ideal ve esnek kesisimsel hemen
hemen zayif-i¢ ideal; Sezgin, Ilgin ve Atagiin (2024c), esnek kesisimsel hemen hemen tri-

bi-ideal kavramlarini tanitarak 6zelliklerini detayli olarak incelemistir.

Literatiirde yapilan incelemeler sonucunda, bi-quasi idealler ile ilgili bazi 6nemli ¢alismalara
ulagilmaktadir. Bunlarimn ilki, Rao (2017) tarafindan I'-yarigruplarin bi-quasi idealleri ve bu
yarigruplarin  bulanik bi-quasi idealleri tlizerine yaptig1 c¢alismadir. Ayrica, Rao,
Venkateswarlu ve Rafi (2017) tarafindan I'-yarihalkalariin bi-quasi idealleri incelenmistir.
Rao (2018a, 2018b) ise yarihalkalarin bi-quasi idealleri iizerine kapsamli bir aragtirma
sunmustur. Benzer sekilde Rao (2020b), yarigruplarin bi-quasi idealleri {izerine 6nemli
katkilarda bulunmustur. Wattanatripop, Chinram ve Changphas (2018b), yarigruplarin
bulanik hemen hemen bi-ideallerini incelemistir. Simuen, Abdullah, Yonthanthum ve
Chinram (2020), yarigruplarin hemen hemen bi-I"-ideallerini ve yarigruplarin bulanik hemen
hemen bi-T'-ideallerini ¢alismistir. Suebsung, Chinram, Yonthanthum, Hila ve lampan
(2022), sirali yarigruplarin hemen hemen bi-ideallerini ele almistir. Rao (2019), I'-
yarthalkalar igin tri-idealleri ve bulanik tri-ideallerini incelemistir. Rao (2020a),

yarthalkalarin tri-ideallerini ele almistir. Rao ve Kona (2022), yarigruplarin bulanik tri-



ideallerini arastirmigtir. Ayrica, Rao (2024), yarigruplarin tri-idealleri {izerinde Onemli

katkilarda bulunmustur.

Son yillarda yapilmis olan ¢esitli ¢alismalardan esinlenerek bu tez ¢alismasinda ise klasik
yarigrup teorisinde c¢alisilan bazi idealler ve hemen hemen idealler esnek kiime teorisine
aktarilmug, yarigruplarin “Esnek Kesisimsel Bi-quasi Idealleri”, “Esnek Kesisimsel Hemen
Hemen Bi- idealleri” ve “Esnek Kesisimsel Hemen Hemen Tri-idealleri” tanitilmistir.
Tanitilan bu yeni ideallerin 6zellikleri ayrintili bir sekilde incelenmistir. Klasik yarigrup
teoride var olan dzellikler ve iliskilendirmelerin esnek kiime teorisi iizerine yansimasi nasil
olur sorusu goéz Oniinde bulundurularak, klasik yarigruptaki tanimlamalar, ozellikler,

onermeler ve teoremler esnek kiime teorisine aktarilmistir.

Tezin ilk bolimiinde, yarigruplar ve (hemen hemen) idealleri, esnek kiimeler ve
yarigruplarin gesitli esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri ile ilgili literatiir taramasi
yapilmis; ikinci béliimde, bu tez ¢calismasinda kullanilan tanimlar, 6zellikler ve teoremlere
yer verilmistir. Tezin 6zgilin boéliimlerinden olan tiiglincii boéliimde, yarigruplarin esnek
kesisimsel bi-quasi idealleri; dordiincii boliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen
hemen bi-idealleri; besinci boliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen tri-
idealleri tanitilmis, 6rnekleri verilmis, 6zellikleri ayrintili sekilde incelenmis ve bazi (hemen
hemen) esnek kesisim idealleriyle iligkileri kurularak 6nemli sonuglar elde edilmistir. Son
bolimde ise bu calismadan elde edilen sonuglara yer verilmis ve sonuglarin 6nemi

tartisilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tez ¢alismasinda kullanilan tanimlar, 6zellikler ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Yangruplar ve Yarigrup Cesitleri

Bu alt boliimde, tez boyunca kullanilacak yarigrup kavrami ve bazi gesitleri hakkinda bilgiler
verilmistir. Clifford ve Preston (1961: 58-62, 1967: 79-83), Petrich (1973: 59-70, 1977: 202-
211, 1985), Howie (1995: 103-109), Grillet (1995: 101-108, 2013: 65-77), Nagy (2013: 43-

77) kaynaklarindan yarigruplar hakkinda detayl bilgilere ulasilabilir.

2.1.1. Tanim G bos olmayan bir kiime olmak iizere,

®:GXxG—-G

fonksiyonuna, G kiimesi iizerinde bir (ikili) islem denir. Bu tanima gére, (ikili) islem iki
degiskenli bir fonksiyon olarak tanimlanir (Hacisalioglu, 2007: 163-164). Herhangi bir kiime
iizerinde tanimlanan bir islem ya da islemler, bu kiime ile birlikte cebirsel bir yap1
(matematiksel yapi/matematiksel sistem) olusturur (Hacisalioglu, 2007: 181; Bayraktar,
2006: 87). Islemli cebirsel yapilar arasinda en yaygin olan1 grup, iki islemli cebirsel yapilar

arasinda ise en bilinenler halka ve cisimdir.

2.1.2. Tanim G bostan farkli bir kiime olmak iizere,

®:GXG->G
(k,m) » ®(k,m)

doniisiimii tanimlansin. "®" , G kiimesi iizerinde bir (ikili) islem olup, her k,m,n € G igin,

k ® (m ® n) = (k ® m) ® n sartim saghyorsa (G, ®) cebirsel yapisma yarigrup denir.

Bu calisma boyunca aksi belirtilmedigi takdirde, m € n yerine mn yazilip, (G, ) yerine de
G kullanilacaktir.



2.1.3. Ornek 7 pozitif sayilar kiimesi olmak iizere (Z*, +) cebirsel yapis1 bir yarigruptur.

2.1.4. Tanim Bir S yarigrubu,

e Her b,y € S igin, by = yb ise degismeli yarigrup,

e Hert € Sicin, t? = t ise band (idempotent yarigrup),

e Hera € Sigin,a? =aveherk,l €S igin, kl = lk ise yarikafes (degismeli band),
e Birim elemana sahip bir yarikafes ise sinirl yarikafes,

e Bir band olmak iizere, her m,r € § i¢cin, mrm = m veya buna esdeger olarak her

w, v,k € S i¢in, wvk = wk ise dikdortgensel band,

e Her g,h €S igin, gh = hg ve g" = rh olacak sekilde en az n,r € S varsa arsimedyan

degismeli yarigrup,

e Hern,z € S i¢in, nz = zn olmasi n = z olmasim gerektiriyor ise hi¢gbir yerde degismeli

olmayan yarigrup,

e Herx,t € Sigin, (xy)™ = yt olacak sekilde bir y € S ve pozitif bir n tamsayisi var ise

sol zay1f degismeli yarigrup,

e Herp,v € S icin, (pv)t = rp olacak sekilde bir r € S ve pozitif bir ¢t tamsayisi var ise

sag zay1f degigmeli yarigrup,

e Hem sol zayif degismeli yarigrup hem de sag zayif degismeli yarigrup ise yani, her h, k €
S i¢in, (hk)™ = dh = ks olacak sekilde s, d € S ve pozitif bir m tamsayisi var ise zayif

degismeli yarigrup,

e Here,p € Sicin, ep = pe olmasi en az bir v € S i¢in, evp = pve olmasini gerektiriyor

ise kosullu degismeli yarigrup,

e Her y,x €S igin, yx = (xy)" olacak sekilde pozitif bir r tamsayisi var ise quasi

degismeli yarigrup,
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Her p,t,m € S i¢in, ptm = pmt ise sag degismeli yarigrup,

Her p, h,r € S i¢in, phr = hpr ise sol degismeli yarigrup,

Her y,s,m € § i¢in, ysm = msy ise digsal degismeli yarigrup,

Her z,v,n,r € S i¢in, nzvr = nvzr ise orta yarigrup,

k > 2 tamsayisi igin, t,m € S olmsk iizere, (tm)* = t*mk ise E — k yangrup,
Her k > 2 tamsayisi igin, E — k yarigrubu ise iistel yarigrup,

Her p,k,l €S igin, pk = lk olmasi p = [ olmasimi gerektiriyor ise sag sadelestirici

yarigrup,

Her h,w,r € §S i¢in, hw = hr olmas1 w = r olmasi gerektiriyor ise sol sadelestirici

yarigrup,

Hem sol sadelestirici yarigrup hem de sag sadelestirici yarigrup ise sadelestirici yarigrup,
Her b € S igin, b = bcb olacak sekilde bir b € S var ise regiiler yarigrup,

Her + € S i¢in, » = y»2z olacak sekilde y, z € S var ise i¢-regiiler yarigrup,

Her u € S i¢in, u = cu? olacak sekilde ¢ € S var ise sol regiiler yarigrup,

Her g € S icin, g = g?f olacak sekilde f € S var ise sag regiiler yarigrup,

Bir band olmak tizere, her e, k € S igin, eke = ek ise sol-regiiler band,

Bir band olmak iizere, her a,u € S icin aua = ua ise sag-regiiler band,

Her w € S i¢in, w = whw ve wh = hw olacak sekilde bir h € S var ise tamamen regiiler

Yyarigrup,

Her ¢ € S i¢in, ¢c™ = ¢™yc™ olacak sekilde bir y € S ve pozitif bir m tamsayisi var ise
y y y

k-regiiler yarigrup
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e Herm € S igin, mnm = m ve nmn = n olacak sekilde »2 nin tek bir n tersi var ise ters

yarigrup,

e ( € S yani yutan elemana sahip olmak tizere, her 7, h € S i¢in, nnh = 0 ise bos (sifir)

yarigrup,
e Hert,d € Sigin, td = t ise sol sifir yarigrup,
e Here,c € Sigin, ec = c ise sag sifir yarigrup,
e Kendisi disinda higbir sol idealini igermiyor ise sol basit yarigrup,

e Kendisi diginda higbir sag idealini igermiyor ise sag basit yarigrup

olarak adlandirilir.

2.2. Yanigruplarin Idealleri ve Hemen Hemen Idealleri

Bu alt boliimde, yarigruplarin idealleri ve hemen hemen idealleri ile ilgili hatirlatici bilgiler

verilmistir.

2.2.1. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkl: bir alt kiimesi B olmak tizere,
i. BB C Bise S yarigrubunun bir alt yarigrubu,

ii.  SBCB(BS S BY) ise S yarigrubunun bir sol (sag) ideali; S yarigrubunun hem bir

sol ideali hem de bir sag ideali ise S yarigrubunun bir iki tarafli ideali (ideali),

iii.  Bir alt yarigrup ve BSB € B ise S yarigrubunun bir bi-ideali (Good ve Hughes,
1952),

iv. SBS C Bise S yarigrubunun bir i¢ ideali (Lajos, 1976),

V. SBNBS S Bise S yarigrubunun bir quasi-ideali (Steinfeld, 1956),



Vi.

Vii.

viii.

Xi.

Xii.

12

SBBCB (BBSCB) ise S yarigrubunun bir sol (sag) zayif-i¢ ideali; S
yarigrubunun hem bir sol zayif-i¢ ideali hem de bir sag zayif-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali (Rao, 2020d),
SBS N BSB < Bise S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali (Rao, 2018c),

SBNBSBC B (BS NBSB C B) ise S yarigrubunun bir sol (sag) bi-quasi ideali;
S yarigrubunun hem bir sol bi-quasi ideali hem de bir sag bi-quasi ideali ise S
yarigrubunun bir bi-quasi ideali (Rao, 2020b),

SBSB C B (BSBS € B) ise S yarigrubunun bir sol (sag) quasi-i¢ ideali; S
yarigrubunun hem bir sol quasi-i¢ ideali hem de bir sag quasi-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali (Rao, 2020c),
BSBSB < B ise S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali (Rao, 2018d),

BSBB € B (BBSB < B) ise S yarigrubunun bir sol (sag) tri-ideali; S yarigrubunun
hem bir sol tri-ideali hem de bir sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir tri-ideali (Rao,
2024),

BBSBB < B ise S yarigrubunun bir tri-quasi-ideali (Rao ve digerleri, 2024)

olarak adlandirilir.

2.2.2. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi D,

DDND =+ 0@ ise S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu (Iampan ve
digerleri, 2021),

Herz € Sicin,zDND # @ (DzN D # Q) ise S yarigrubunun bir hemen hemen sol
(sag) ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol ideali hem de bir hemen

hemen sag ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen iki tarafli ideali (hemen hemen

ideali) (Grosek ve Satko, 1980),

Her z€ S icin,DzZDND # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali
(Bogdanovic, 1981),



Vi.

Vii.

viil.

Xi.

13

Her z,p € S i¢in, zZDp ND # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ ideali; her
z€S i¢in,zZDzND # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen hemen i¢ ideali
(Kaopusek ve digerleri, 2020),

Her z € S igin, (zZDNDz) ND # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-
ideali (Wattanatripop ve digerleri, 2018b),

Herz,p,n € Sigin, (zDp N DaD) N D # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-
i¢ ideali; her z € S i¢in, (zDz N DzD) N D # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen
hemen bi-i¢ ideali (Gaketem, 2022),

Her zpe€eS i¢in, (zDNDpD)ND#@ ((DzNnDpD)ND +=P) ise S
yarigrubunun bir hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideali; S yarigrubunun hem bir
hemen hemen sol bi-quasi ideali hem de bir hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S

yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi ideali (Gaketem ve Chinram, 2023),

Her z,p € S i¢in, zZDpD ND # @ (DzDp N D # @) ise S yarigrubunun bir hemen
hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol quasi-i¢
ideali hem de bir hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir hemen

hemen quasi-i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2024a),

Her z,p € S i¢in, DzZDpD ND # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢
ideali; Her z € S i¢in, DzZDzD N D # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen hemen
bi-quasi-i¢ ideali (Chinram ve Nakkhasen, 2022),

Her z € S icin, DZDDND # @ (DDzZDND # @ ) ise S yarigrubunun bir hemen
hemen sol (sag) tri-ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol tri-ideali hem
de bir hemen hemen sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-ideali

(Sezgin ve digerleri, 2024b),

Her z € S i¢in, DDzDD ND # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali

(Sezgin ve digerleri, 2024c)

olarak adlandirilir.
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2.3. Esnek Kiimeler ve Temel Kavramlanr

Bu alt boliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

2.3.1. Tanim U baslangi¢ evrensel kiimesi, E parametreler kiimesi; P(U), U’nun kuvvet
kiimesi ve K CSE olsun. VvVt €15 igin, h(t) = @ olacak sekilde hy:E — P(U)

fonksiyonuna, U iizerinde bir esnek kiime denir. O halde bir fj; esnek kiimesi

h = {(& hy(£)):+ € E, hys(t) € P(U)}

biciminde sirali ikililerin kiimesidir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Bu yazi1 boyunca, U tizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi Sg (U) ile gosterilecektir.

2.3.2. Tanim hy € Sg(U) olsun. Her t € E igin, hy(t) = @ ise hy esnek kiimesine bos esnek

kiime denir ve @ ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.3. Tanim hy € Sg(U) olsun. Her t € E igin, hg(t) = U ise hy esnek kiimesine evrensel

esnek kiime denir ve Uy ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.4. Tanim S bir yarigrup ve hg € Sg(U) olsun. Her t € S igin, hg(t) = U ise hg esnek

kiimesine tam esnek kiime denir ve § ile gosterilir.

2.3.5. Tanim he, hp € Sg(U) olsun. Her t € S igin, h¢o(t) € hp(t) ise he esnek kiimesine
fjp ’nin esnek alt kiimesi denir ve he € hp, seklinde gosterilir. Her t € E igin, ho(t) = hp (4)
ise he ve hp esnek kiimelerine esnek esit kiimeler denir ve h, = hp ile gosterilir (Cagman

ve Enginoglu, 2010).

2.3.6. Tanim hy, h; € Sg(U) olsun. hy ve hy esnek kiimelerinin esnek birlesimi hy U hy,

her ¢ € E i¢in,

(hy Uhz)(®) = hy () U hz (%)
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seklinde tanimlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.7. Tanim hy, hy, € Sg(U) olsun. hy Ve hy, esnek kiimelerinin esnek kesisimi hy N hyy,

her t € E i¢in,

(hw N hy) () = hy (E) N ha(8)
seklinde tanimlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
2.3.8. Tanim hg € Sg(U) olsun. Bu durumda,

supp(hs) = {t € A: hs(t) # 0}

seklinde tanimlanan supp(hg) kiimesine, hg’nin destek kiimesi denir (Feng ve digerleri,

2008).

Destek kiimesi bos kiime olan bir esnek kiimenin bos esnek kiime oldugu agiktir; aksi

takdirde, esnek kiime bos esnek kiime degildir.

2.3.9.Not hg, o5 € Sg(U) olsun. Budurumda, hg € pg ise supp( hg) € supp(ps) (Sezgin
ve Ilgin, 2024a).

2.3.10. Tanim S bir yarigrup ve hg, ps € S;(U) olsun. Her 7~ € S i¢in,

U {hs(v) N ps(t)}, eger » = vt olacak sekilde v, t € S varsa
(hseps)(rm) =\,
)} diger durumlarda

seklinde tanimlanan hg o Pg esnek kiimesine, hg ve g nin esnek kesisimsel ¢carpimi denir

(Sezgin ve digerleri, 2015).

2.3.11. Ornek S = {t, £} kiimesi iizerinde Tablo 2.1 yardimiyla tanimlanan “#” ikili islemi
ile (S,#) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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# ‘ t
t L ¢
? VAR

Tablo 2.1. Ornek 2.3.11 *deki “#” ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi iizerinde hg Ve g esnek kiimeleri

hs = {(t{-13,5}), (¢, {-2,2})}

ps = {(t{-339}), (¢ {151}
seklinde tanimlansin.

t=ttvel =t =t = 4L
oldugundan,
(hs e R)(®) = hs(t) N ps(t) = {3}
(hs e () = { hs(t) N ps(D} U { hs() Nps(0)} U { hs(£) N ps(£)} = {5}

elde edilir.

2.3.12. Tamim fy, fy, € Sg(U) ve @, 15°den H’ye bir fonksiyon olsun. Bu durumda, fi;'nin

@ altindaki esnek goriintiisii ¢ (fi), her x € F igin,

(fﬂ(ﬁs)) () = {U{fg(a)la €Bveg(a)=x}, x€q@)ise
9,

diger durumlarda

seklinde tanimlanir ve fy,’nin ¢ altindaki esnek 6n goriintiisii (ya da esnek ters goriintiisii)

©~1(fi), her a € 1 igin,
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(07 () (@ = fiu((@))
seklinde tanimlanir (Cagman ve digerleri, 2012).

2.3.13. Teorem hg € S (U) olsun ve B € U olsun. Bu durumda,

U(hs; B) = {y € G |hs(y) 2 B}

seklinde tanimlanan U(hg; B) kiimesine hg'nin tist B-kapsama kiimesi denir (Sezgin,
Cagman ve Citak, 2019).

2.3.14. Teorem hg, Bs, ns € Ss(U) olsun. O halde,
i (hs°ps) ong = hg o (Rs o ng)
ii.  Genellikle, hg o ps # Ps © hs
iii.  hge(RsUng) = (hsops) U (hs ong) ve (hs U ps) o ng = (hs o ng) U (s © ng)
iv.  hgo(ps N ng) = (hs o ps) N (hs ° ng) ve (hs N ps) © ng = (hs ° ng) N (s © ng)
V. hs € pgise hsong € pgong ve ngohg € ng o g
Vi. jg € hs ve Ug € pg olacak sekilde jg, Ug € Sg(U) ise js o g € hg o ps (Sezer ve
digerleri, 2015).

2.3.15. Tanim A < S olsun. Bu durumda,

_ (U, teAise
SA(E)_{Q), t € S\A ise

seklinde tanimlanan S, esnek kiimesine, A nin esnek karakteristik fonksiyonu denir.

S,’nin, U lizerinde bir esnek kiime oldugu agiktir, yani, S4: S — P(U) (Sezer ve digerleri,
2015).
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S bir yangrup olmak iizere, her t € S igin, fs(t) = U ise f; esnek kiimesinin S ile
gosterildigi, yani her t € S icin, S(+) = U oldugu bilinmektedir. O halde, S esnek kiimesinin,
S’nin esnek karakteristik fonksiyonu S esnek kiimesine denk oldugu, yani § = Sg oldugu

agiktir.

2.3.16. Sonug S,, A’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak tizere, supp(S,) = A (Sezgin
ve Ilgin, 2024a).

2.3.17. Teorem K, b € S olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler saglanir:
i) I5 € I olmasi igin gerek ve yeter sart Sy € Sy, olmasidir.

iii) Sy o Sy, = Sk, (Sezer ve digerleri, 2015; Sezgin ve Ilgin, 2024a).
2.3.18. Tanim g, 7 € S olsun. Bu durumda,

U »r =gise
@, » #gise

5,07 = {

seklinde tanimlanan S, esnek kiimesine, g 'nin esnek karakteristik fonksiyonu denir. S, nin,

U tizerinde bir esnek kiime oldugu agiktir, yani, S;: § — P(U) (Sezgin ve Ilgin, 2024b).

2.3.19. Teorem hg, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidaki o6zellikler

saglanir:

iii) hgUS =S ve hg A S = hg (Sezer ve digerleri, 2015).
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Teorem 2.3.19 (Sezer ve digerleri, 2015), “hg, U iizerinde bir esnek kesisimsel alt yarigrup

olsun” kabuliiyle verilmistir. Ancak bu c¢alismada, “hg, U iizerinde bir esnek kiime olsun”

kabulii kullanilmistir.

2.4. Esnek Kesisimsel Idealler ve Esnek Kesisimsel Hemen Hemen idealler

Bu alt boliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri ile ilgili bilgiler
verilmistir.

2.4.1. Tanmim U iizerinde bir hgs esnek kiimesi,

Vi.

Vii.

Her g, h € S icin, hg(gh) 2 hs(g) N hg(h) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel alt yarigrubu (Sezer ve digerleri, 2015),

Her z, ¢ € S i¢in, hg(z%) 2 hs(¥) (hs(z¥) 2 hs(z)) ise S yarigrubunun U {izerinde
bir esnek kesisimsel sol (sag, iki tarafli) ideali; hem esnek kesisimsel sol ideali hem
de esnek kesisimsel sag ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel ideali (Sezer

ve digerleri, 2015),

hg, bir esnek kesisimsel alt yarigrup olmak tizere, her h, &, € S i¢in, hg(h&r) 2
hg(h) N hg(#) ise S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel bi-ideali (Sezer
ve digerleri, 2015),

Her &,y,a € S igin, hg(#ay) 2 hg(a) ise S yarigrubunun U {izerinde bir esnek
kesisimsel i¢ ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

(hsS) A (g o hg ) € hg ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel quasi

ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

Her n, o, g € S i¢in, hg(noq) 2 hg(n) N hg(g) ise S yarigrubunun U tizerinde bir

esnek kesisimsel genellestirilmis bi-ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

Her t,w,» € S igin, hg(twr) 2 hg(w) N hs(7) (hs(twr) 2 hs(t) N hs(w)) ise
S yarigrubunun U lizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) zayif-i¢ ideali; hem esnek
kesisimsel sol zayif-i¢c ideali hem de esnek kesisimsel sag zayif-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir esnek kesisimsel zayif-i¢ ideali (Ilgin, 2025),
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(SohgeS$)N (hs oS ohg ) € hg ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel
bi-i¢ ideali (Ilgin, 2025),

Her #,4,v,e € Sigin, hg(LhAve) 2 hs(A) Nhs(e) (hs(LAive) 2 hg(£) N
hs(v)) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) quasi-i¢ ideali;
hem esnek kesisimsel sol quasi-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel sag quasi-i¢ ideali

ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel quasi-i¢ ideali (Kocakaya, 2025),

Her y,t,m,z,r € S i¢in, hg(ytmzr) 2 hg(y) N hg(m) N hg(r) ise S yarigrubunun
U tizerinde bir esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideali (Bas, 2025),

Her 4&,v,n,r €S 1icin, hs(b¥nr) 2 hg(&) Nhs(n) Nhs(r) (hs(bsnr) 2
hs(4) N hg(®¥) N hg(r)) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol
(sag) tri-ideali; hem esnek kesisimsel sol tri-ideali hem de esnek kesisimsel sag tri-

ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel tri-ideali (Ilgin ve Sezgin, Baskida a),

Her a,s,n,t,9 € Sigin, hg(asntd) 2 hs(a) Nhs(8) Nhs(¥) Nhs(I) ise S
yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel tri-bi-ideali (Ilgin ve Sezgin, Baskida

b)

olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.1 (1) (Sezer ve digerleri, 2015), “esnek kesisimsel yarigrup” olarak verilmistir.

Ancak bu calismada genelligi kaybetmemek adina bu tanim, “esnek kesisimsel alt yarigrup”

olarak verilmistir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel alt yarigrubu ((sol/sag) ideali,

(genellestirilmis) bi-ideali, i¢ ideali, quasi-ideali, bi-i¢c ideali, (sol/sag) zayif-i¢ ideali,

(sol/sag) quasi-i¢ ideali, bi-quasi-i¢ ideali, (sol/sag) tri-ideali, tri-bi-ideali), EK-alt yarigrup

((sol/sag) ideal, (genellestirilmis) bi-ideal, i¢ ideal, quasi-ideal, bi-i¢ ideal, (sol/sag) zayif-i¢

ideal, (sol/sag) quasi-i¢ ideal, bi-quasi-i¢ ideal, (sol/sag) tri-ideal, tri-bi-ideal) olarak

gosterilecektir.
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2.4.2. Teorem Hy, S yarigrubunun bos kiimeden farkl bir alt kiimesi ve Sy,, Hr kiimesinin
esnek karakteristik fonksiyonu olmak tizere, Hy kiimesinin S yarigrubunun bir alt yarigrubu
(sol ideali, sag ideali, ideali, bi-ideali, genellestirilmis bi-ideali, i¢ ideali) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart Sy, esnek kiimesinin, bir EK-alt yarigrup (sol ideal, sag ideal, ideal, bi-ideal,
genellestirilmis bi-ideal, i¢ ideal) olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015, Sezer ve digerleri,

2014).

2.4.3. Onerme Im(hy), hg nin gorintii kiimesi olmak tizere, & € Im(h,) olacak sekilde @ <
U ve hg bir esnek kiime olsun. hg, bir EK-alt yarigrup ise U(hg; a) bir EK-alt yarigruptur
(Sezer ve digerleri, 2015).

2.4.4. Teorem hg, U lzerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

gecerlidir.

I.  hg'nin bir EK-alt yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter sart hg o hg c hg olmasidir

(Sezer ve digerleri, 2015).

ii.  hg ninbir EK-sol (sag) ideal olmasi igin gerek ve yeter sart S o he € hg (hg oS € hy)
olmast; h¢’nin bir EK-ideal olmast i¢in gerek ve yeter sart So hg c hg ve hgo sc hg

olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015).

iii.  hy ninbir EK-bi-ideal olmas igin gerek ve yeter sarthg o hy € he vehg o Sohe € h

olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015).

iv.  hg’nin bir EK-genellestirilmis bi-ideal olmast igin gerek ve yeter sart h So hy c hg

olmasidir (Sezer ve digerleri, 2014).

V. hg’nin bir EK-i¢ ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart So hge sc h olmasidir (Sezer

ve digerleri, 2014).

vi.  hg’nin bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal olmasi igin gerek ve yeter gart So hg °hg c h
(hg o hgo sc hg) olmasi; h nin bir EK-zay1f-i¢ ideal olmas i¢in gerek ve yeter sart

Sohgohg € hgVehgohg oS € hg olmasidir (flgin, 2025).
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hy'nin - bir  EK-bi-i¢  ideal olmasi igin  gerek ve yeter sart

(SohgoS) A (hgoSehg) € hg olmasidir (llgin, 2025).

hy'nin bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal olmasi igin gerek ve yeter sart
SohgeSohs Ehg (hyoSehgeSEhy) olmasy; hg’nin bir EK-quasi-ig ideal
olmast igin gerek ve yeter sart SohgoSohg, € he Ve hg e Sohg oS € hy olmasidir

(Kocakaya, 2025).

hynin - bir  EK-bi-quasi-i¢  ideal olmasi igin gerek ve yeter sart

hgeSehgoSehg € h, olmasidir (Bas, 2025).

h¢’nin bir EK-sol (sag) tri- ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart h, o So hg © hg c h
(hg e hgo So h c hy) olmasi; U nin bir EK-tri-ideal olmas i¢in gerek ve yeter sart

hgeSehgohy € hy Ve hgohgoSehg € h, olmasidir (Ilgin ve Sezgin, Baskida a).

hs'nin bir EK-tri-bi-ideal olmasi igin gerek ve yeter sart hg o hg o So hg °hg c h

olmasidir (Ilgin ve Sezgin, Baskida b).

2.4.5. Teorem Bir S yarigrubu i¢in asagidaki kosullar gecerlidir.

Vi.

Vii.

viii.

Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2015).
Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2015).

Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve
digerleri, 2014).

Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-quasi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014)
Her EK-ideal bir EK-i¢ idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

Her EK-bi-ideal bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).
Her EK-quasi-ideal bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2014).

Her EK-quasi-ideal bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).
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2.4.6. Tanim U fizerinde bir hg esnek kiimesi,

Vi.

Vil.

(hs ° hg) N hg # B ise hg esnek kiimesine S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen alt yarigrubu (Sezgin ve Ilgin, 2024a),

Her £ €S igin, (Speohs) Nhs # Bs ((hs o Sp) Nhs # @) ise S yarigrubunun U
iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) ideali; hem esnek kesisimsel
hemen hemen sol ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag ideali ise S

yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024b),

Her y,n € S igin, (Sy ohgo 77) N hg # @ ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen i¢ ideali (Sezgin ve Bas, 2024),

Her £,v € S igin, [(hgo Sz) N (S, °hs)] # @ ise S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ideali (Sezgin ve Kocakaya, Baskida),

Her t€S icin, (Seohsohs)Nhs# @s((hsohseS,)Ahs#0s) ise S
yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideali;
hem esnek kesisimsel hemen hemen sol zayif-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel hemen
hemen sag zayif-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen zayif-

i¢ ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024e),

Her &,8,7 € S igin, [(Sg o hgo S,) N (hgoS,- ohg)] N hg # @ ise S yarigrubunun
U lizerinde Dbir esnek  kesisimsel hemen  hemen  bi-i¢  ideali;
[(Sgohgo Sp) N (hgoSs o hg)] N hg # B ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel zay1f hemen hemen bi-i¢ ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024d),

Her x,y € S igin, [(Syohs) N (hs oSy ohg)] Ahs # @sise S yarigrubunun U
tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol bi-quasi ideali;
[(hs°Sx) N (hsoSy chg)] N hg # @5 ise S yarigrubunun U flizerinde bir esnek
kesisimsel hemen hemen sag bi-quasi ideali; hem esnek kesisimsel hemen hemen sol
bi-quasi ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S
yarigrubunun  bir  esnek  kesisimsel hemen hemen bi-quasi ideali;
[(Sx o hs) A (hs oSk ohs)] N hs # Bs ([(hs ©Sx) N (hs o Sx o hs)] A hs # D) ise S

yarigrubunun U flizerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol (sag) bi-quasi
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ideali; hem esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol bi-quasi ideali hem de esnek
kesisimsel zayif hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel zay1f hemen hemen bi-quasi ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024c),

viii.  Her p,g € S icin, (S,ohs°S, ohs) Nhs # @5 (hsoS,ohgeS,) Nhg # Bg) ise S
yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali;
hem esnek kesisimsel hemen hemen sol quasi-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel hemen
hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen quasi-

i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2024a),

iIX. Herx,y €S igin, (hs °SyohgeS, 0 hs) N hg # @ ise S yarigrubunun U iizerinde

bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2025),

X. Her z € Sigin, (hgohgo S, ohgohg) N hg # B ise S yarigrubunun U lizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-ideali (Sezgin ve digerleri, 2024c)
olarak adlandirilir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigrubu
((sol/sag) ideali, i¢ ideali, quasi-ideali, bi-i¢ ideali, (sol/sag) bi-quasi ideali, (sol/sag) zayif-
i¢ ideali, (sol/sag) quasi-ig ideali, bi-quasi-i¢ ideali, (sol/sag) tri-bi-ideali), kisaca EK-hemen
hemen alt yarigrup ((sol/sag) ideal, i¢ ideal, quasi-ideal, bi-i¢ ideal, (sol/sag) bi-quasi ideal,
(sol/sag) zayif-i¢ ideal, (sol/sag) quasi i¢-ideal, bi-quasi-i¢ ideal, tri-bi-ideal) seklinde ifade

edilecektir.

2.4.7. Tamim Bir S yarigrubu iizerinde $’den baska higbir EK-sol ideal yoksa esnek sol basit*
yarigrup, S’den baska hicbir EK-sag ideal yoksa esnek sag basit* yarigrup denir. S
yarigrubu, hem esnek sol basit* hem de esnek sag basit* yarigrup ise esnek basit* yarigrup
denir (Ilgin, 2025).

Burada, hs € S;(U) olmak iizere, S o hg Ve hg oS esnek kiimeleri, sirastyla birer EK-sol

ideal ve EK-sag ideal oldugundan, Sonug 2.4.8 elde edilir.
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2.4.8. Sonug S bir yarigrup ve hg, U lizerinde bir esnek kiime olsun.
(1) S bir esnek sol basit* yarigrup ise S = S © hg

(2) S bir esnek sag basit* yarigrupise S =hg° S

(3) S bir esnek basit* yarigrup ise S = S o hs = hg © S (ilgin, 2025).

2.4.9. Sonug S yarigrubu i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) S regiilerdir.

(2) hs ve s, birer EK-ideal olmak tizere, hg o ps = hg N s (Sezer ve digerleri, 2015).
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3. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL BI-QUASI IDEALLERI

Bu boliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel bi-quasi idealleri adi verilen yeni bir ideal
bigcimi tanitilmis, 6rnegi verilmis ve diger esnek kesigsimsel idealler ile olan iligkisine

bakilarak 6nemli sonuclar elde edilmistir.

3.1. Tanim f;, U lizerinde bir esnek kiime olsun. (§ ofs) n (fs 0oSo fs) C fs ise fs esnek
kiimesine S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol bi-quasi ideali
ve (fs08) N ( fsoSo fs) C fs ise fs esnek kiimesine S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel sag bi-quasi ideali denir. U {izerinde bir esnek kiime S yarigrubunun hem esnek
kesisimsel sol bi-quasi ideali hem de esnek kesisimsel sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun

bir esnek kesisimsel bi-quasi idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol bi-quasi ideali kisaca
“EK-sol bi-quasi ideal”; S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel sag bi-quasi ideali
“EK-sag bi-quasi ideal” ve S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel bi-quasi ideali

ise “EK-bi-quasi ideal” olarak gosterilecektir.

3.2. Ornek S = {f, h,r} kiimesi iizerinde Tablo 3.1 yardimiyla tanimlanan “#” ikili islemi
ile (S, #) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

¢ | f h r
flrf r
h|r h r
r|lr r r

Tablo 3.1. Ornek 3.2 *deki “#” ikili islemi

U=D;={<x,y>:x3=y%=¢, xy =yx?}={e,x,x% y,yx,yx*} evrensel kiimesi

lizerinde fg ve hg esnek kiimeleri,

fs ={(f {e,x, x*}), (h.{e,x}), (. {e, x, x*, y})}



hs = {(f.{e.x,¥}), (h.{e,x}), (v, {e, x*,y, yx*})}

seklinde tanimlansin. Burada, fs bir EK-bi-quasi idealdir.

Oncelikle, (So f5) A ( fsoSo fs) € fs oldugunu gosterelim:

(S fs) A(fs oS f)](f) = (S fs)() N (fs oS fs)(f)
= [g(f) N fs(f)] N [fs(f) N (§°fs)(f)] = fs(H 0 fs(F) = fs(f)
< fs(f)

[(S ° fs) N (fs oSo fs)](h) = (§ S fs)(h) n (fs oS fs)(h)
= [S(h) n fs(h)] N [fs(h) N (g °fs)(h)] = fs(h) n fs(h) = fs(h)
< fs(h)

[(Sofs) A (fsoSo )] =(Sefs))n(fsoSofs)r)
= [[S() n W] U [S(H) N @] U [S) n £(H] U [SH) 0 £5()]
U@ 0 (D] U [50) 0 fs(W] U [§) 0 £
([0 0 Ge MU [P 0 Go @] U [fh) n Go ()
U [fs(m) 0 Se MU [0 0 S f)N] U [fs() 0 (Se fi)(W)]
U[fs) N (S f) )] |

= [fs(W U fs(M U fs(D] N [fs(W) U fs(r) U fs(f)]
= fs(W U fs(r) U fs(f) € fs(r)

oldugundan, fs esnek kiimesi bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Benzer sekilde,
[(fs28) A (fs 25 £5)](F) < £5()

[(fs ° g) N (fs oS fs)] (h) € fs(h)

27
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[(fs e S) A (fs S )] () € f5(r)
oldugundan, f bir EK-sag bi-quasi idealdir. Dolayisiyla, fs bir EK-bi-quasi idealdir. Fakat,
[(§ ° hs) N (hs °So hs)](r) = [hs(h) U hs(r) U hs(f)] & hs(r)

oldugundan, hg esnek kiimesi bir EK-sol bi-quasi ideal degildir. Dolayisiyla, hg bir EK-bi-
quasi ideal degildir.

3.3. Sonug S ve @g birer EK-bi-quasi idealdir.
3.4. Teorem A, S yarigrubunun bir alt yarigrubu ve S, A kiimesinin esnek karakteristik
fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir bi-quasi ideali olmasi i¢in gerek

ve yeter sart S, nin bir EK-bi-quasi ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir alt yarigrubu omak iizere bir bi-quasi ideali olsun. O halde,
SAN ASA € Ave AS n ASA € A. Boylece, Teorem 2.3.17°den,

(g ° SA) n (SA °S OSA) = (Ss084) N (Sy0Ss°54) = Ssa N Sasa = Ssanasa € S,
ve

(SA °§) A (SA ° §°SA) = (S4085) N (Sg085°S4) = Sus N Spasa = Sasnasa E Sa
elde edilir. Buradan, S, bir EK-bi-quasi idealdir.

Tersine, S, bir EK-sol bi-quasi ideal olsun. O halde, (S S,) A (S,°S°S,) € S, saglanr.
x € SA N ASA olmak tizere Teorem 2.3.17°den,

Sa(x) 2 (§ ° SA)(x) n (SA oSo SA)(X) 2 Ssa(x) N Spsa () 2 Ssanasalx) =U
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oldugundan, S,(x) = U, buradan x € A elde edilir. Sonug olarak, SA N ASA < A. Kabul
geregi, A, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Boylece 4, S yarigrubunun bir sol bi-quasi
idealidir. Benzer sekilde, y € AS N ASA olmak iizere,

Sa®) 2(S4°S)) N (S4°584)¥) 2 Sas(¥) N Sasa (V) 2 Sasnasa(y) = U
oldugundan, S,(y) = U, buradan y € A elde edilir. Sonug¢ olarak, AS N ASA < A. Kabul
geregi, A, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Boylece A, S yarigrubunun bir sag bi-quasi
idealidir. O halde A, S yarigrubunun bir bi-quasi idealdir.

3.5. Ornek Ornek 3.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. B = {f,r}, S kiimesinin bos

kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere, B kiimesinin S yarigrubunun bir bi-quasi ideali

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, B kiimesinin esnek karakteristik

fonksiyonu Sz = {(f, U), (h, @), (r, U)}’nin bir EK-bi-quasi ideal oldugu gosterilebilir.

Tersine, K = {h, r} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-bi-quasi idealini

fs ={(f,0),(h,U),(r, U)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, K = {h,r} kiimesinin S

yarigrubunun bir bi-quasi ideali oldugu gosterilebilir.

Simdi, EK-bi-quasi idealler ile diger EK-idealler arasindaki iligkilere bakilacaktir.

3.6. Onerme Her EK-bi-ideal, bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Ispat: fs bir EK-bi-ideal olsun. O halde, fs oS o f5 € f; oldugu bilinmektedir. Buradan,
(fs"g) N (fs"g"fs) = fs°§°fs < fs

elde edilir. Boylece, fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Onerme 3.6’ni karsitinin her zaman dogru olmadigini bir rnek ile gosterelim:

3.7. Ornek S = {m, n,r, s} kiimesi iizerinde, Tablo 3.2 yardimiyla tanimlanan “¢” ikili islemi

ile (S, ¢) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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¢ 'm n r S
m|m m m m
nl|/'m m m m
r|im m m n
s|m m n r

Tablo 3.2. Ornek 3.7 deki “¢” ikili islemi

U = N evrensel kiimesi iizerinde f; esnek kiimesi,
fs = {(m,{1,2,34]), (0, {1,2,3)), (r, {4}), (s, (1,21}
seklinde tanimlansin. f; esnek kiimesi bir EK-sag bi-quasi idealdir. Gergekten,
[(fs28) A (fs oS o £5)]m) = f5(m) U fs(m) U £5() U f(s) € fs(m)
[(fs 2 ) A (fs S f5)| (W) = fs(s) < fs(m)

[(fs2S) A (fs S f:)]() =0 € £5(r)

[(fs o S) A (fs282f5)](s) = 0 < fs(s)
oldugundan, f; bir EK-sag bi-quasi idealdir. Fakat,

(fs o f5)() = f5(5) N fs(s) & f(r)

oldugundan, fs bir EK-bi-ideal degildir.

Onerme 3.8, Onerme 3.6’nin karsitinin esnek sol basit* yarigruplar icin gegerli oldugunu

gostermektedir.
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3.8. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek sol basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-idealdir.
2. fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.6 nin ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul

geregi, Sonug 2.4.8. (1)’den, S = So £ oldugu bilinmektedir. f; bir EK-sag bi-quasi ideal

olmak iizere,
fsofs=Us [N (fsofs) € (fs2S) A (fs28) = (f5°S) A (fsoSefs) Efs
oldugundan f; bir EK-alt yarigruptur ve
fsoSeofs= (fs °§°fs) n (fs °§°fs) =(fsoSN (fs °§°fs) < fs
oldugundan, fs bir EK-bi-idealdir.
3.9. Onerme Her EK-bi-ideal, bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ispat: fs bir EK-bi-ideal olsun. O halde, fs oS o fs € f oldugu bilinmektedir. Buradan,

elde edilir. Boylece, fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Onerme 3.9’un karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gdsterelim:

3.10. Ornek Ornek 3.7°deki fs esnek kiimesini ele alalim. f5 esnek kiimesi bir EK-sol bi-

quasi idealdir. Gergekten,

[(’SV ° fs) n (fs °§o fs)](m) = fs(m) U fs(m) U f5(r) U f5(s) € fs(m)
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[(Sofs) A(fsoSe fs)](W) = fs(s) < fs(m)
[(Sef5) A (fsoSe£5)]) = 0 € fs(r)
(S fs) A (fseSef5)](s) =0 € f5(5)
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sol bi-quasi idealdir. Fakat,
(fs o f)() = f5(5) N fs(s) & f(r)
oldugundan, f; bir EK-bi-ideal degildir.

Onerme 3.11, Onerme 3.9’un karsitinin esnek sag basit* yarigruplar icin gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.11. Onerme f5, Uliizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek sag basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-idealdir.
2. fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.9’un ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul

geregi, Sonug 2.4.8. (2)’den, S = f o S oldugu bilinmektedir. f; bir EK-sol bi-quasi ideal

olmak tizere,
fsofs=Useofs)N(fsofs) € (fso8) A (fs°S) = (fs=S) A (fsoSfs) Efs
oldugundan f; bir EK-alt yarigruptur ve
fseSofs=(fseSefs)A(fsoSefs) =Cof)A(fsoSefs) Efs

oldugundan, fs bir EK-bi-idealdir.
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3.12. Teorem Her EK-bi-ideal, bir EK-bi-quasi idealdir.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.6 ve Onerme 3.9’dan agiktir.

Teorem 3.13, Teorem 3.12’nin karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.13. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:

1. fs bir EK-bi-idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.12°den agiktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul geregi,
S bir esnek sol basit* yarigrup ve bir esnek sag basit* yarigruptur. Ispatin devami, Onerme
3.8 ve Onerme 3.11°den agiktir.
3.14. Onerme Her EK-sag ideal, bir EK-sag bi-quasi idealdir.
Ispat: f; bir EK-sag ideal olsun. O halde, fs oS € fs oldugu bilinmektedir. Buradan,

(fs°§) n (fs°§°fs) §f5°§§fs

oldugundan, fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Ayrica, fg bir EK-sag ideal ise Teorem 2.4.5.(ii)’den, bir EK-bi-idealdir. O halde, Onerme
3.6’dan, fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Onerme 3.14’iin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir rnek ile gdsterelim:

3.15. Ornek S = {v, z} kiimesi iizerinde Tablo 3.3 yardimiyla tanimlanan “¥%¢” ikili islemi

ile (§,%}) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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It v z
v v z
z v z

Tablo 3.3. Ornek 3.15’teki “¥X¥” ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi lizerinde fs esnek kiimesi,

fs = (@, {13), (z {1L2})}
seklinde tanimlansin. Burada, f; bir EK-sag bi-quasi idealdir. Gergekten,
[(fs°S) A (fs S f5)] @) = (s > DH @) 0 (fs 2 S f5) ) = £s(v) € f5(w)
[(f5°8) A (fs S £5)](@) = (fs29)@) n (fs 2 S o f5)(2) = fs(2) € fs(2)
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sag bi-quasi idealdir. Fakat,
(fs°S)@) = [s() nSW)] U [f5(2) nSW)] = () U f5(2) & f5()
(fs°8)@ = [fs(n) nS@D] U [fs(2) nS(2)] = fs(v) U f5(2) £ f5(2)
oldugundan, fs esnek kiimesi bir EK-sag ideal degildir.

Onerme 3.16, Onerme 3.14’iin karsitinin esnek sol basit* yarigruplar i¢cin gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.16. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek sol basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag idealdir.

2. fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.
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Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.14’iin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim.
Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (1)’den, S = S o f; oldugu bilinmektedir. f; bir EK-sag bi-quasi

ideal olmak iizere,

(F5°8) = (fs°8) A (fs°8) = (s o )N (fs°Sf5) E fs
oldugundan, fs bir EK-sag idealdir.
3.17. Onerme Her EK-sag ideal, bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ispat: fs bir EK-sag ideal olsun. O halde, f5 oS € f; ve fs o fs € f5 oldugu bilinmektedir.
Buradan,

(g"fs) n (fs °§°fs) c fs°§°f5 SfsofsEfs
oldugundan, fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ayrica, fs bir EK-sag ideal ise Teorem 2.4.5. (ii)’den, bir EK-bi-idealdir. O halde, Onerme
3.9’dan, fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Onerme 3.17’nin karsitnin her zaman dogru olmadigin1 bir &rnek ile gosterelim:

3.18. Ornek Ornek 3.15°teki fs esnek kiimesini ele alalim. fg esnek kiimesi bir EK-sol bi-

quasi idealdir. Gergekten,
[(Sefs) A (fsoSefs)]@) = (Sefs)W) 0 (fs 2 So f5) @) = fs(v) € fs(v)
[(Sefs) A (fs S f5)](@) = B )@ N (fs 2 S f5)(2) = f5(2) € f5(2)
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sol bi-quasi idealdir. Fakat,

(fs28)@) = [ nSWM] U [fs(2) nSW)] = () U f5(2) £ fs(v)
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(fs°8)(@ = [s(n) nS@)] U [fs(2) nS(@)] = (W) U f5(2) & f5(2)
oldugundan, fs bir EK-sag ideal degildir.

Onerme 3.19, Onerme 3.17’nin karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.19. Onerme f, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag idealdir.
2. fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.17’nin ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim.

Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (3)’ten, S = fs oS = S o £ oldugu bilinmektedir. f; bir EK-sol

bi-quasi ideal olmak iizere,
(F5°8) = (fs°8) A (fs°8) = S f) A (fs°Sefs) Efs
oldugundan, fs bir EK-sag idealdir.
3.20. Teorem Her EK-sag ideal, bir EK-bi-quasi idealdir.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.14 ve Onerme 3.17’den agiktir.
Teorem 3.20 nin karsitinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 3.15 ve Ornek 3.18’den agiktir.

Teorem 3.21, Teorem 3.20’nin karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.21. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
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1. fs bir EK-sag idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.20’den agiktir. (2)-nin (1)-i gerektirdigi Onerme
3.16 ve Onerme 3.19’dan aciktir.

3.22. Onerme Her EK-sol ideal, bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Ispat: fs bir EK-sol ideal olsun. O halde, So fs € f; ve fs o fs € f5 oldugu bilinmektedir.

Buradan,
(fs°§) N (fs°§°fs) §f3°§°fs §f5°fs gfs
oldugundan, f bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Ayrica, fg bir EK-sol ideal ise Teorem 2.4.5. (ii)’den, bir EK-bi-idealdir. O halde, Onerme
3.6’dan, fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Onerme 3.22’nin karsitinin her zaman dogru olmadigin1 bir &rnek ile gosterelim:

3.23. Ornek S = {d, k} kiimesi iizerinde Tablo 3.4 yardimiyla tanimlanan “g%” ikili islemi

ile (S, @) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

R | d  k
d | d d
k| kK k

Tablo 3.4. Ornek 3.23’teki “&%” ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi lizerinde fs esnek kiimesi,

fs = {(d,{3,6]),(k {3,9])}
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seklinde tanimlansin. Burada, f; bir EK-sag bi-quasi idealdir. Gergekten,
[(f528) A (fseSe £5)](@) = (fs28)(@) N (fs 2 S f5)(d) = f5(d) € f5(d)
[(f5°8) A (fs S £5)](k) = (fs > DU (fs 0 S0 f5) (k) = fs(k) € f5 (k)
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sag bi-quasi idealdir. Fakat,
(Sefs)@d) = [$(@) n f(d)] U [S(d) n f5()] = f5(d) U fy (k) & fs(d)
(8- f)t) = [S(k) n fs(D] U [S(k) 0 f5()] = f(D) U fs(k) & fs (k)
oldugundan, f; bir EK-sol ideal degildir.

Onerme 3.24, Onerme 3.22’nin karsitinin esnek basit* yarigruplar igin gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.24. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol idealdir.
2. fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.22°nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim.

Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (3)’ten, S = f5 oS = S o f; oldugu bilinmektedir. f; bir EK-sag

bi-quasi ideal olmak {izere,
g°fs = (§°fs) N (§°fs) = (fs °§) N (fs°§°fs) c fs
oldugundan, fs bir EK-sol idealdir.

3.25. Onerme Her EK-sol ideal, bir EK-sol bi-quasi idealdir.
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Ispat: fs bir EK-sol ideal olsun. O halde, S o f; € f; oldugu bilinmektedir. Buradan,
(§°fs) n (fs°§°fs) = §°fs € fs
oldugundan, f bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ayrica, fg bir EK-sol ideal ise Teorem 2.4.5. (ii)’den, bir EK-bi-idealdir. O halde, Onerme
3.9’dan, f bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Onerme 3.25’in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

3.26. Ornek Ornek 3.23’teki fs esnek kiimesini ele alalim. fs esnek kiimesi bir EK-sol bi-

quasi idealdir. Gergekten,
[(Sefs) A (fsoSe f)]@ = (5o fs)(@ n (fs oS fs)(d) = f5(d) < fs(d)
[(Sefs) A (fs o So f5)](k) = S f)U) 0 (fs 2 S fs) o) = fs (k) € fs(k)
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sol bi-quasi idealdir. Fakat,
(Sefs)(@ = [S(@) n fi(D] U [S(@) n (k)] = fs(d) U fs(k) & fs(d)
(S fs)(k) = [SU) n £s(D] U [ N £5(k)] = fs(d) U fs(k) & fs(k)
oldugundan, f; bir EK-sol ideal degildir.

Onerme 3.27, Onerme 3.25’in karsitinin esnek sag basit* yarigruplar igin gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.27. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek sag basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:

1. fs bir EK-sol idealdir.
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2. fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.25’in ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul

geregi, Sonug 2.4.8. (2)’den, S = f; o S oldugu bilinmektedir. f; bir EK-sol bi-quasi ideal

olmak iizere,
Sefs= (§°fs) A (§°fs) =Sefn (fs°§°fs) < fs
oldugundan, fs bir EK-sol idealdir.
3.28. Teorem Her EK-sol ideal, bir EK-bi-quasi idealdir.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.22 ve Onerme 3.25’ten agiktir.
Teorem 3.28’in kargitinin her zaman dogru olmadig Ornek 3.23 ve Ornek 3.26’dan agiktir.

Teorem 3.29, Teorem 3.28’in karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.29. Teorem f;, U tizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.28’den agiktir. (2)-nin (1)-i gerektirdigi Onerme
3.24 ve Onerme 3.27’den agiktir.

3.30. Teorem Her EK-ideal, bir EK-bi-quasi idealdir.

Ispat: Ispati, Teorem 3.20 ve Teorem 3.28’den agiktir.
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Teorem 3.31, Teorem 3.30’un karsitinin esnek basit* yarigruplar icin gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.31. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.30’dan agiktir. (2)-nin (1)-i gerektirdigi Teorem
3.21 ve Teorem 3.28’den agiktir.

3.32. Onerme Her EK-quasi-ideal, bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Ispat: fs bir EK-quasi ideal olsun. O halde, (fs°S) N (Se f5) € fs oldugu bilinmektedir.

Buradan,

(fsoS)A (fs °§°fs) € (fsoSHN(SeSof) E(fsoHNSef)ESs
elde edilir. Boylece, fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.
Onerme 3.32’nin karsitinin her zaman dogru olmadigin1 bir &rnek ile gosterelim:

3.33. Ornek Ornek 3.7°deki fs esnek kiimesini ele alalim. fg esnek kiimesi bir EK-sag bi-

quasi idealdir. Fakat,
[(fs ° ’S’) N (§ ° fs)](") = fs(r) U fs(s) € fs(n)
oldugundan, fs bir EK-quasi-ideal degildir.

Onerme 3.34, Onerme 3.32’nin karsitinin esnek sag basit* yarigruplar icin gecerli oldugunu

gostermektedir.
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3.34. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek sag basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-quasi-idealdir.
2. fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.32’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim.

Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (2)’den, S = f5 o S oldugu bilinmektedir. f; bir EK-sag bi-quasi

ideal olmak iizere,

(fs2S)NSeofs)=(fs°S)A(fsoSefs) Efs
oldugundan, fs bir EK-quasi-idealdir.
3.35. Onerme Her EK-quasi-ideal, bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ispat: fs bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, (fs°S) N (So f;) € f; oldugu bilinmektedir.
Buradan,

(Seofs)n (fs°§°fs) ESeofin (fs °§°§) ESof)N(fs°S)Efs
elde edilir. Boylece, fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Onerme 3.35’in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gdsterelim:

3.36. Ornek Ornek 3.7°deki f; esnek kiimesini ele alalim. fg esnek kiimesi bir EK-sol bi-

quasi idealdir. Fakat,

[(fs ° ’S’) n (§ ° fs)](") = fs(r) U fs(s) & fs(n)

oldugundan, fs bir EK-quasi-ideal degildir.
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Onerme 3.37, Onerme 3.35’in karsitinin esnek basit* yarigruplar igin gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.37. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-quasi-idealdir.

2. fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.35’in ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul

geregi, Sonug 2.4.8. (3)’ten, S = fs oS = S o f; oldugu bilinmektedir. f5 bir EK-sol bi-quasi

ideal olmak iizere,
(F5°8) 0 (Sefs) = (Sof) N (fsSefs) Efs
oldugundan, fs bir EK-quasi-idealdir.
3.38. Teorem Her EK-quasi-ideal, bir EK-bi-quasi idealdir.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.32 ve Onerme 3.35’ten agiktir.
Teorem 3.38’in karsitinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 3.33 ve Ornek 3.36’dan agiktir.

Teorem 3.39, Teorem 3.38’in karsitinin esnek basit* yarigruplar icin gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.39. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-quasi-idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi idealdir.
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Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.38’den agiktir. (2)-nin (1)-i gerektirdigi Onerme
3.34 ve Onerme 3.37’den agiktir.

3.40. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fg, bir EK-i¢ ideal ise fs bir

EK-sol bi-quasi idealdir.

Ispat: fs, bir idempotent EK-i¢ ideal olsun. O halde, fs o fs = fs ve S o fs oS € f;. Buradan,

%
o
oh
Im
Al
o
oh
o
Al
I
Sh

Sof)N(fsoSofs) ESofs=Sof.
oldugundan, fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.

3.41. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-i¢ ideal ise fs bir

EK-sag bi-quasi idealdir.

Ispat: fs, bir idempotent EK-ig ideal olsun. O halde, fs o fs = fs ve So fg oS € f;. Buradan,

I
I

(]cs°§)ﬁ(fs°§°fs) §f5°§:fs°fs°§ §°fs°§ fs

oldugundan, fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

3.42. Teorem fs, U lizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-i¢ ideal ise fs bir

EK bi-quasi idealdir.

Ispat: ispat1, Onerme 3.40 ve Onerme 3.41°den agiktir.

3.43. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-ig idealdir.

2. fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
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Ispat: (1)’i kabul edelim. f; bir EK-i¢ ideal olsun. O halde, Sof;°S € f; oldugu
bilinmektedir. Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (3)’den, S = f5 oS = S o f;. Buradan,

Ine

(§°l[s)ﬁ(fs°§°fs) §f5°§°fs=§°fs°fs§§°fs°§ fs

oldugundan, fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-sol bi-quasi ideal  olsun. O halde,
(Sofo)D (fsoSofs) € fs oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (3)’den, S§ =
fs°S =Sofs. fs'nin bir EK-i¢ ideal oldugunu gostermek igin, So fs oS € f; oldugunu

gostermek yeterlidir. Buradan,

SofsoS=(SofsoS)A(ScofsoS)=(ScScfs)A(fs05S)E(Sofs)A(fseS)
=S f) N (fsoSef)Efs

oldugundan, f bir EK-i¢ idealdir.

3.44. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-ig idealdir.

2. fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Ispat: (1)’i kabul edelim. fy bir EK-i¢c ideal olsun. O halde, Sof;°S € f; oldugu
bilinmektedir. Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (3)’ten, S = f5 S = S o f;. Buradan,

Ine

(fs°g) N (fs°§°fs) gfs°§°fs = §°fs°fs c §°fs°§ fs
oldugundan, f bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-sag bi-quasi ideal olsun. O halde,
(fs°9) N (fs°So f5) € fs oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, Sonug 2.4.8. (3)’den, S =
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fs°S =Sofs. fo'nin bir EK-i¢ ideal oldugunu gostermek igin, So fs oS € f; oldugunu

gostermek yeterlidir. Buradan,

Sofso8=(Sofs08)A(Scfso8) = (f0508) A (f0508) E (fs8) A (fso§)
= (fs°§)ﬁ(fs°§°fs) gfs

oldugundan, fs bir EK-i¢ idealdir.

3.45. Teorem fg, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-i¢ idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi idealdir.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.43 ve Onerme 3.44’ten agiktir.

3.46. Onerme f5 Ve hg birer EK-sol (sag) bi-quasi ideal olsun. Bu durumda, fg A hg bir EK-

sol (sag) bi-quasi idealdir.

Ispat: ispat, EK-sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup EK-sag bi-quasi ideal icin de benzer

sekilde yapilir. fs ve hg birer EK-sol bi-quasi ideal olsun. Buradan,
Sofs) A (fsoSefs) € fsve (Sohs) i (hsoSohs) € hy
oldugu bilinmektedir. Boylece,
[Se (s A h)] A [(fs W hs) oSe (fs A )] E (Sefs) N (fsoSofs) Efs

ve

[So (fs A he)| B [(fs T hs) oS o (fs N hs)] E (Sehs) i (hsoSohs) € hs
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olup,
[§° (fs N hs)] n [(fs N h) °So (fs 0 hs)] € fs N hg
elde edilir. Buradan, f; N hg bir EK-sol bi-quasi idealdir.

3.47. Teorem fs ve hg birer EK-bi-quasi ideal olsun. Bu durumda, fs N hg bir EK-bi-quasi

idealdir.
3.48. Sonug¢ EK-bi-quasi ideallerin sonlu esnek kesisimleri de bir EK-bi-quasi idealdir.

3.49. Onerme f5 Ve hg birer EK-sol (sag) ideal olsun. Bu durumda, fs N hg bir EK-sol (sag)

bi-quasi idealdir.
Ispat: ispat, EK-sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup EK-sag bi-quasi ideal icin de benzer

sekilde yapulir. fs ve hg birer EK-sol ideal olsun. Buradan, S o f5 € f; ve S o hg € hg oldugu

bilinmektedir. Boylece,
[§° (fs N hs)] n [(fs n hs) o§o (fs n hs)] c (§°fs) n (fs°§°fs) c §°fs c fs
ve
[So (s W) A[(fs Ahs) oS (fs Ahs)] € (Sehs) A (hseSohg) ESohg E kg
olup,
[So(fs Ah)|A[(fs Ahs)oSo(fs Mhe)] E f5 A ks
elde edilir. Buradan, fg N hg bir EK-sol bi-quasi idealdir.

3.50. Teorem f5 ve hg birer EK-ideal olsun. Bu durumda, fs N hg bir EK-bi-quasi idealdir.
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3.51. Teorem fs ve hg sirastyla birer EK-sag ideal ve EK-sol ideal olsun. Bu durumda,
fs N hg bir EK-bi-quasi idealdir.

Ispat: fs ve hg sirastyla birer EK-sag ideal ve EK-sol ideal olsun. Buradan,

fseSE fs,Sohs Chg, fsofs € fsve hgo hs € hg
oldugu bilinmektedir. Boylece,
[§° (fs ﬁhs)] N [(fs ﬁhs) 0So (fs N hs)] c (§°hs) n (fs°§°fs) c hg n (fs°fs) c hg ﬁfs
elde edilip, fs N hg bir EK-sol bi-quasi idealdir. Benzer sekilde,
[(fs N hs) °§] N [(fsﬁhs)°§° (fs ﬁhs)] c (fs°§) N (hs°§°hs) §fsﬁ (hs © hs) §fsﬁhs
oldugundan, fg N hg bir EK-sag bi-quasi idealdir. Béylece, fs N hg bir EK-bi-quasi idealdir.

3.52. Teorem fs, bir EK-sol bi-quasi ideal ve hg bir EK-sol ideal olsun. Bu durumda, fs 0 hg
bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ispat: f¢ bir EK-sol bi-quasi ideal ve hg bir EK-sol ideal olsun. Buradan,
Seofs)A(fsoSeofs) € fs veSohg € hg oldugu bilinmektedir. Boylece,

[Se (fs Ah)| A [(fs Ahs) oSo(fsh)| E Sef) N (fsoSeofs) Efs
ve
[Se(fs Ah)| A [(fs A hs)oSo(fs Nhs)] E (Sohs) A (hsoSohg) ESohg E hy
olup,

[§° (fs N hs)] n [(fs N hs) oSo (fs N hs)] c fs N hg
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elde edilir. Buradan, fs N hg bir EK-sol bi-quasi idealdir.

3.53. Teorem fs, bir EK-sol ideal ve hg, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda,
fs ° hg bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ispat: f5 bir EK-sol ideal olsun. Buradan, S o f5 € f; oldugu bilinmektedir. Boylece,
[§°(fs°hs)] N [(f5°hs)°§°(ﬁ°hs)] §§°(fs°hs) = (§°fs)°hs §fs°hs
oldugundan, fs o hg bir EK-sol bi-quasi idealdir.

3.54. Teorem fs, bir EK-sag ideal ve hg, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda,

hs o fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

Ispat: f5 bir EK-sag ideal olsun. Buradan, fs oS € f; oldugu bilinmektedir. Boylece,
[(hs°fs) °§] N [(h5°fs) o§o (hs"fs)] c (hs o fs) oS = hg o (fs°§) c hs o fs

oldugundan, hg o fg bir EK-sag bi-quasi idealdir.

3.55. Teorem fs, bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs esnek
kiimesinin (So f5) U ( fso S’) esnek kiimesini kapsayan her esnek alt kiimesi, bir EK-bi-

quasi idealdir.

Ispat: hg, fs esnek kiimesinin (So f5) U ( fso §) esnek kiimesini kapsayan bir esnek alt

kiimesi olsun. Bu durumda,
gohs g gofs § (gofs) G(fs°§) g hs
elde edilir. Boylece, S o hg € hg olup, hg bir EK-sol idealdir. Buradan,

hsoSE f50SE (Sofs)T(fs0S) € hg
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elde edilir. Boylece, hg oS € hg olup, hg bir EK-sag idealdir. Sonug olarak, hs bir EK-

idealdir.

O halde, Teorem 3.30°dan, hg bir EK-bi-quasi idealdir. Buradan, fi’nin (S f5) U (fs o S)

esnek kiimesini kapsayan her esnek alt kiimesinin bir EK-bi-quasi ideal oldugu agiktir.

3.56. Teorem fs, bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f; esnek

kiimesinin S o f; esnek kiimesini kapsayan her esnek alt kiimesi, bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Ispat: hg, fs esnek kiimesinin S o f; esnek kiimesini kapsayan bir esnek alt kiimesi olsun.

Bu durumda,

elde edilir. Boylece, S o hg € hg olup, hg bir EK-sol idealdir.

O halde, Onerme 3.25’ten, hg bir EK-sol bi-quasi idealdir. Buradan, fi’nin So f; esnek

kiimesini kapsayan her esnek alt kiimesinin bir EK-sol bi-quasi ideal oldugu agiktir.

3.57. Teorem fs, bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs esnek
kiimesinin (S o f5) N (fs o S o f5) esnek kiimesini kapsayan her esnek alt kiimesi, bir EK-sol

bi-quasi idealdir.

Ispat: hg, fs esnek kiimesinin (S f5) 8 (fs o S o f5) esnek kiimesini kapsayan bir esnek alt

kiimesi olsun. Bu durumda, Sohg € So f5 ve hgo S o hg € f5 o S o f5 elde edilir. Boylece,

(§°hs)ﬁ(hs°§°hs) < (§°fs)ﬁ(fs°§°fs) §h5

oldugundan, hg bir EK-sol bi-quasi idealdir.
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3.58. Onerme fs, bir EK-alt yarigrup, Im(fs), fs nin goriintii kiimesi, @ € Im(fs) olmak
tizere a, U kiimesinin alt kiimesi olsun. fs, bir EK-sol (sag) bi-quasi ideal ise U(fs; a), S

yarigrubunun bir sol (sag) bi-quasi idealidir.

Ispat: ispat EK-sol bi-quasi ideal igin verilecek olup EK-sag bi-quasi ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. Bazi x € S igin, fs(x) = a ise @ # U(fs;a) € S olur. k € (S.U(fs; @) N
(U(fs; @).S. U(fs; @) olsun. k = sx = yrz olacak sekilde x,y,z € U(fs;a) Ve r,s €
S alalim. O halde, fs(x) 2 a, fs(y) 2 a ve fs(z) 2 a. Buradan,

)k = | Bm n )

k=mn

2 S(s) N fs(x)
=UnN fs(x)
= fe(x)

2a

ve

(f5o8o )0 = | hstm) 0 (8 )0}

k=mn

2 fo(x) N (Se f5)(yz)
= @0 | B nfi@)

yz=pq
2 fs(x) N fs(y) N f5(2)
2aNnNana

=a

elde edilir. Boylece, (So f5)(kK) N (fs°Sof)(k)) 2 a. fs; bir EK-sol bi-quasi ideal
oldugundan, fs(k) 2 (So f5)(k) N (fs°So f5)(k) 2 a. Buradan, k € U(fs; @). O halde,
U(fs; @), S yarigrubunun bir bi-quasi idealidir.
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3.59. Teorem fs, bir EK-alt yarigrup, Im(fs), fs’nin goriintii kiimesi, a € Im(fs) olmak
tizere a, U kimesinin alt kiimesi olsun. f;, bir EK-bi-quasi ideal ise U(fs;a), S
yarigrubunun bir bi-quasi idealidir.

Teorem 3.59’u bir 6rnek ile gosterelim:

3.60. Ornek Ornek 3.2°deki fs esnek kiimesini ele alalim. Ornek 3.2°de fs esnek kiimesinin

bir EK-bi-quasi ideal oldugu agiktir.

Im(fs) = {{e,x,x?, v}, {e, x, x?}, {e, x}} oldugu dikkate almarak,

{f.hr}, a={ex}
U(fs; a) = {f,7}, a = {e, x, x%}
{r}, a = {e,x,x?y}

elde edilir.

Burada, {f, h,r}, {f, r} ve {r} kiimeleri S yarigrubunun birer bi-quasi idealleridir. Gergekten
de;

r}{ryc{r}

oy ifiryeifir}

oy {f, by €{f b}

oldugundan, her bir U(fs; a), S yarigrubunun birer alt yarigrubudur. Benzer sekilde,

SHndrrs{irheclirin{r}c{r}

SAforhndf,rysifirh eif,rin{f.iryc{f.r}

S ) 0 (G ). SAF b} € {F, RT3 0 {f R} € {F, BT
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oldugundan, her bir U(fs; a), S yarigrubunun birer sol bi-quasi ideali ve benzer sekilde,

({r}.9) n({r}.S.r) c{r}n{r} € {r}

Af.ryndforysAf,r) ctfrin{firy € {fr}

Af 30, ). SAf b)) S, hryn{f,hry S {f, h,r}

oldugundan, her bir U(fs; @), S yarigrubunun birer sag bi-quasi idealidir. Boylece, her bir
U(fs; @), S yarigrubunun birer bi-quasi idealidir.

Simdi ise Ornek 3.2°deki hg esnek kiimesini ele alalim.

Im(hg) = {{e, x?%,y,yx?},{e, x,y},{e, x}} oldugu dikkate alinarak,

{f h}, a={ex}
U(hg;a) = {f. 1}, a={exy}
{r}, a={ex*yyx*}

elde edilir.

Burada, {f, h} kiimesi S yarigrubunun bir bi-quasi ideali degildir. Gergekten de;

S hD N ({f, S Af D S hory 0 {f, by & {f, h}

oldugundan, U(hg; a)’lardan birinin S yarigrubunun bir sol bi-quasi ideali olmadigi,
dolayisiyla, U(hg; @)’nin S yarigrubunun bir bi-quasi ideali olmadigi goriilmektedir. Diger

taraftan, hg esnek kiimesinin bir EK-bi-quasi ideal olmadig1 Ornek 3.2’den agiktir.

3.61. Onerme S bir yarigrup ve fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidaki

sartlar denktir:

1. S regiilerdir.
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2. f5 bir EK-sol bi-quasi ideal olmak iizere, fs = (So f5) N (fso S o f5).

Ispat: (1)1 kabul edelim. S regiiler yarigrup olsun. O halde, her x € S i¢in, x = xyx olacak
sekilde bir y € S vardr. f bir EK-sol bi-quasi ideal oldugundan, (S o f5) N (fs 0So fs) € fs

aciktir. Buradan,

8+ £)0 = |t n fsm)

x=kn

2 S(xy) N fs(x)
=Un fs(x)
= fs(x)

ve

(-5 5)@ = | {5000 G )

x=kn

2 fe(x)n (§ °fs)(yx)
= @0 | B@)n ey

YX=TS
2 fs(x) NS N fs(x)
= fs(x)NUN fs(x)
= fs(x)

olup, (Seof))N(fsoSeofs)(x) 2 fs(x) N fs(x) 2 fs(x) elde edilir. Buradan,
fs€(Sofs) A (fsoSofs)olur.

Boylece, fs = (So fs) N (fs0So fs).

Tersine, fs bir EK-sol bi-quasi ideal olmak iizere, fs = (Sof5) A (fsoSofs) olsun. S
yarigrubunun regiiler oldugunu gostermek icin, S yarigrubunun her sol bi-quasi ideali 4 i¢in
A = SA N ASA saglandigin1 gostermek gerekir. A, S yarigrubunun bir sol bi-quasi ideali
olsun. O halde, SA N ASA € A agiktir. Bu durumda, A € SA N ASA oldugunu gostermek
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yeterlidir. b € A olsun. A, S yarigrubunun bir sol bi-quasi ideali oldugundan, Teorem

3.4°ten, S, bir EK-sol bi-quasi idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.17°den,

Sa(0) = (SS4) (D) N (S4°SS4)(b) = (Ss°54)(b) N (Sy°SsSa)(B) = Ssanasa(h)
=U

elde edilir. Buradan, b € SA N ASA olup, A = SA N ASA elde edilir. Boylece, S regiiler bir

yarigruptur.

3.62. Onerme S bir yarigrup ve f, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidaki

sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. f5 bir EK-sag bi-quasi ideal olmak iizere, fs = (fs©S) A (fso So f5).

Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler yarigrup olsun. O halde, her x € S icin, x = xyx olacak
sekilde bir y €S vardir. f; bir EK-sag bi-quasi ideal oldugundan,
(fs°S) A (fs 0 So fs) € fs agiktir. Buradan,

(f528)0 = | J K00 nSe0}

x=kn

2 fs(x) N S(yx)
=fs(x)NU
= fs(x)

ve

(fs =82 )00 = | {500 n Go fym)

x=kn

2 fs(x) N (Se fs)(yx)
= f@n | B0 n i)

VYX=TS
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2 fs(x) N S(y) N fs(x)
= fs(x)NnU N f5(x)
= fe(x)

olup, (fs°S)x) N (fsoSefs)(x) 2 fs(x) N fs(x) 2 fs(x) elde edilir. Buradan,
fs € (fs°S) A (fsoSofs)olur.

Boylece, fs = (fs°S) N (fs oS f5).

Tersine, f; bir EK-sag bi-quasi ideal olmak iizere, fs = (fsoS) N (fsoSefs) olsun. S
yarigrubunun regiiler oldugunu gostermek igin, S yarigrubunun her sag bi-quasi ideali 4 i¢in
A = AS N ASA saglandigimi gostermek gerekir. A, S yarigrubunun bir sag bi-quasi ideali
olsun. O halde, AS N ASA € A agiktir. Bu durumda, A € AS N ASA oldugunu gostermek
yeterlidir. b € A olsun. A, S yarigrubunun bir sag bi-quasi ideali oldugundan, Teorem

3.4’ten, S, bir EK-sag bi-quasi idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.17°den,

Sa(b) = (SA ° S’) (b) N (SA °So SA)(b) =(Sy° Ss) () N (Sye Sso S (b) = Sasnasa (b)
=U

elde edilir. Buradan, b € AS N ASA olup, A = AS N ASA elde edilir. Boylece, S regiiler bir

yarigruptur.

3.63. Teorem S bir yarigrup ve fs, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidaki

sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. f bir EK-bi-quasi ideal olmak iizere, fs=(Sofs)N(fsoSofs)=
(fsoS) N (fsoSef).

Ispat: Ispat1, Onerme 3.61 ve Onerme 3.62’den agiktir.

3.64. Onerme Regiiler bir yarigrubun her EK-sol bi-quasi ideali, bir EK-quasi-idealdir.
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Ispat: fs EK-sol bi-quasi ideal olsun. Buradan, (Sof)d (fs°Sefs) € fsoldugu
bilinmektedir. Ayrica fsoS ve So fg 'nin sirasiyla EK-sag ideal ve EK-sol ideal oldugu
bilinmektedir. Sonug 2.4.9 ’dan (fs ° ’S) n (§ 0 fs) = fs 0SS o fs oldugu agiktir. Boylece,

(fs°)ASfs) ESefy
ve
(fsoS)A(Sefs)=fsoSoSefs EfsoSefs
olup,
(fsoS)N(Sofs) E(Sofs) AfsoSef) Efs
elde edilir. Buradan, fs bir EK-quasi-idealdir.

3.65. Onerme Regiiler bir yarigrubun her EK-sag bi-quasi ideali, bir EK-quasi-idealdir.

Ispat: f; EK-sag bi-quasi ideal olsun. Buradan, (fsoS)A (fsoSofs) € fsoldugu
bilinmektedir. Ayrica fsoS ve So fs 'nin sirastyla EK-sag ideal ve EK-sol ideal oldugu
bilinmektedir. Sonug 2.4.9 "dan (fs ° ’S) N (§ 0 fs) = fs oS oS o fs oldugu agiktir. Boylece,

(fs°§)ﬁ(§°fs) §f5°§v (fs°§)ﬁ(§°fs) =f5°§°§°fs §f5°§°fs

olup,

(fs °§) n (g"fs) < (fs °§) N (fs °§°fs) < fs
elde edilir. Buradan, fs bir EK-quasi-idealdir.

3.66. Teorem Regiiler bir yarigrubun her EK-bi-quasi ideali, bir EK-quasi-idealdir.

Ispat: Ispat1, Onerme 3.64 ve Onerme 3.65’ten agiktir.
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Birgok EK-ideal ile bunlarin genellestirilmis idealleri arasindaki iliski asagidaki sekilde
gosterilmistir. Burada, A—B, A’nin B oldugunu ancak B’nin her zaman A olmadigini

gosterir.

— > EK'SOI |dea| _ EK'ldeaI ‘ EK-sag 1deal

A A
v S esnek basit* yarigru 5 basit* v
s yarigrup 55 S esnek sag basit* yarigrup s
2 » | EK-quasi-ideal | ¢ 2
~ S regiiler S regiiler a
Q o
oac o
o o
2 7}
= %
< <
= =
@ . E
c S esnek sag basit* yarigrup — S esnek sol basit* yarigrup <
S R EK-bi-ideal | °
v v

EK-sol bi-quasi ideal | (gmmm | EK-bi-quasi ideal EK-sag bi-quasi ideal

l

dni3ueA useq yausa §

A

“ “n
a 2
2 3 an
~ = 5
g g | g
o, 2 3
—+ = ©

* % <1
S < o
S 2 2
© )
c c
© °

EK-i¢ ideal

Sekil 3.1. Bazi esnek kesisimsel idealler arasindaki iliskileri gosteren diyagram
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4. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN BI-
IDEALLERI

Bu boliim, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen bi-idealleri {izerine olup, boliimde

Sezgin ve Onur (2024) galismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

4.1. Tamm fs, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € S igin, (fs o Sy o fo) N fs # @ ise
fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-ideali

denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel bi-ideali kisaca “EK-hemen
hemen bi-ideal” olarak gosterilecektir.

4.2. Ornek S = {n, r} kiimesi iizerinde, Tablo 4.1 yardimiyla tanimlanan “-” ikili islemi ile

(S,’) cebirsel yapist1 bir yarigruptur.

n r
n n r
r r n

Tablo 4.1. Ornek 4.2 *deki “-” ikili islemi

U= { [8 i” t € Zg} evrensel kiimesi tizerinde fs esnek kiimesi,

={0{lo oblo 1D-(rlls ol o 21}

seklinde tanimlansin.

Burada, f5 bir EK-hemen hemen bi-idealdir. Oncelikle, her x € S icin, (fso Sy fo) N fs #

@, oldugunu gosterelim.

S, ile baslayacak olursak:



[(fs 0 Sno f) A fs]() = (fs 0 S o f) () N fy()

= [((fs2 S N M) U ((fs2S)E) N f5())] 0 f(m)

= [[[(£s() N $, () U (fs) N S, (M) N fs@m] U [[(fs() 0 S, ()

U (fs(m) n Sy(M)] 0 fs(M]] N f5(m)

=[(s0) n fsm) U () 0 fsM)] N fs() = [fs() U fs(M] N fs()

= ={g ollo I

[((fsoSnef)Nfslr) = (fsoSpe fs)) N fs(r)
= [((fs > S @) N fs() U ((fs ° S) (@) N fs()] N fs(r)

= [[[(50) 0 5.00) U (s 1 5,@)] 0 00

C

[(500 n$,) U () n$u@)] 0 £ | 0 )
[(50) 0 ) U (K 0 O] 0 £G) = (500 0 0] f@)
s ={) o)

oldugundan,

Gooseem i = {0l S0 )G Iy

S, ile devam edecek olursak:

[(fsoSr o fs) B fsl() = (fs o Sy o f) (1) N ()
= [((fso S n fs(m) U ((fs ° S N f5())] 0 fs ()
= [[[(@ NS, ) U () n S, N fs@] U [[(f0) 0 S, (m))
U (fs(m) n S, ()1 n fs(M]] n fs(m)
= [(fs() n fsm) U (fs(m) 0 fs(M)] 0 fs(m) = [fs(m) 0 fs(M] N fs(n)

= ={J

60



oldugundan,
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[(fs o Sr o fs )T 1) = (fs 0 Sr o f) () 0 f5()

= [((fse SN 0 fs(m) U ((fs oS N fs()] 0 f5(r)

= [[[(fs() n S, () U (fs(m) 0 S, @)1 N fs@)] U [[(fs(m) N S,(n))

U (fs(r) n S,(M)1 0 fs(M]] N £5()

= [(fsm) 0 s) U (fs() 0 fs(M)1 0 £ = [fs() U fs(] 0 f5()

=0 ={[g o[o 3

oseomns =[0G IE D)o

elde edilir. Boylece, her x € S igin, (fs © Sy o fs) N fs # @ saglandigindan, f bir EK-hemen

hemen bi-idealdir.

4.3. Ornek S = {k, m,n} kiimesi iizerinde, Tablo 4.2 yardimiyla tanimlanan “A” ikili islemi

ile (S, A) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

Al k m n
klm n m
m|n m n
nlm n m

Tablo 4.2. Ornek 4.3. *deki “A” ikili islemi

U = N evrensel kiimesi ilizerinde g esnek kiimesi,

gs = {(k,{1,2}), (m, {3,4}), (n, D)}

seklinde tanimlansin.

Burada, g bir EK-hemen hemen bi-ideal degildir. Gergekten,
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[(gsoSkeogs) Ngslk) =0

[(gs ° Sk ° gs) N gs](m) = (gs° Sk ° gs)(m) N gs(m)
[[(gs ° Si) (k) N gs (k)] U [(gs° Si) (k) N gs(m)]
[(gs ° Si)(m) N gs(M)] U [(gs e Si) () N gs(k)]
[(gseSp)(m) N gs(n)]] N gs(m)

U

U

_ [@ )
U [[[gs(k) NSk (k)] U [gs(k) NS (m)] U [gs(m) N S (m)] U [gs(n)
NSk (k)] U [gs(n) N S (m)]] N gs(m)]

U [[gs(k) N S (m)] U [gs(m) N S (k)] U [gs(m) N S (n)]

U [gs () 0 S (m)]] N gs (k)
U |[Lgs (e 0 Sie(m)] U [gs(m) 0 S (k)] U [gs(m) 0 Sye(m)]
Ulgs () 0 5G] 0 gs@) | 0 gsm)

=[@Udul[gstk)Ugs(m)]ngs(m)]ulgs(m)n gs(k)] U [gs(m)
Ngsm]INgs(m)=[@UdUBUBUB]Ngs(m) =0

[(gs oSk ogs) N gsl(n) = (gsoSkogs)(M)Ngs(m) = (gsoSkogs )M NP =9

oldugundan, k € S icin, (gso Sk o gs) N gs = B elde edilir. O halde, g bir EK-hemen
hemen bi-ideal degildir.

4.4. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve fgo S, o fg # @5 olsun. Bu durumda, f bir
EK-bi-ideal ise bir EK-hemen hemen bi-idealdir.

jSpat.‘ fs, bir EK-bi-ideal ve fs OSx OfS * Q)S olsun. O halde, fs Ofs g fS ve fS OSOfS g fS

saglamir. Her x € S igin, fs0S,0fs € fs0Sofs € f5 olup buradan, fsoS,ofs € fs

oldugundan,

(fsoSxofs) D fo = fsoSyofs #+ Os.

Boylece, (fs ° Sy o fo) N fs # @ olup, fs bir EK-hemen hemen bi-idealdir.
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Burada, @ o @5 € @5 ve B0 S o @s € @5 oldugundan, @ esnek kiimesinin bir EK-bi-ideal
oldugu agiktir. Fakat, her x € S igin, (@g° Sy o @5) N @5 = @5 N @g = B oldugundan, P
esnek kiimesi bir EK-hemen hemen bi-ideal degildir.

Onerme 4.4’iin karsitinin her zaman dogru olmadigin1 bir érnek ile gdsterelim:

4.5. Ornek Orek 4.2°de verilen f; esnek kiimesini ele alalim. fs esnek kiimesinin bir EK-

hemen hemen bi-ideal oldugu, Ornek 4.2°de gosterilmistir. Fakat, f; bir EK-bi-ideal degildir.

Gergekten,

(fsoSeofs)m) = [(fs o S)(m) n ]V [(f5 2 S)() N £5(r)]
= [[(s(m) nSM) U (fs(r) N SEN] N fs()] U [[(fs(r) N S(n))
U (fs(m) N SN N f5()]
= [(fs(m U fs(r) 0 fsm] U [(fs(r) U fs()) N fs(r)] = fs(n) U f5(r)
¢ fs(n)

oldugundan, fs bir EK-bi-ideal degildir.

4.6. Onerme f;, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen bi-

ideal ise fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: fs, bir idempotent EK-hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, fs o fs = fyveherx e S
i¢in, (fs o Sy o f5) N fg #+ @s. Buradan,

(fSOSxOfS)ﬁfS = [(fSOSxOfS)ﬁfS]ﬁfS
= [(fs°5x°fs)ﬁ(fs°fs)]ﬁfs c (fsofs)Dfs

olup, (fs oSy o fs) N fs # B oldugundan, (fs o f5) N fs # O agiktir. Boylece, fs bir EK-

hemen hemen alt yarigruptur.

4.7. Teorem fs Ve gs, fs € gs olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. fs, bir EK-

hemen hemen bi-ideal ise g5 bir EK-hemen hemen bi-idealdir.
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Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, her x € S icin, (fs° Sy o fs) N fs #
@ oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, fs € g5 oldugundan,

(fS°Sx°fS)ﬁfS§ (gs°Sx°ogs) N gs

agiktir. Burada, (fs oS, o f5) N fg # @g oldugundan, (gs° S, °gs) N gs # B elde edilir.

Boylece, gs bir EK-hemen hemen bi-idealdir.

4.8. Teorem f; ve gs, birer EK-hemen hemen bi-ideal olsun. Bu durumda, f; U g bir EK-

hemen hemen bi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-ideal olsun. fs € f; U gg oldugundan, Teorem 4.7’den,

fs U g bir EK-hemen hemen bi-idealdir.

4.9. Sonu¢ EK-hemen hemen bi-ideallerin esnek sonlu birlesimleri de bir EK-hemen hemen
bi-idealdir.

4.10. Sonug fg ya da gg bir EK-hemen hemen bi-ideal olsun. Bu durumda, fs U gg bir EK-
hemen hemen bi-idealdir.

Burada, f5 ve g birer EK-hemen hemen bi-ideal iken fg N g bir EK-hemen hemen bi-ideal

olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

c

4.11. Ornek Ornek 4.2. de verilen S yarigrubunu ele alalm. U = {[8 .

” cE 23} evrensel

kiimesi lizerinde hg Ve tg esnek kiimeleri,

hs={(n{ly o) -(-{lo ol'lo 1D}
s={(n{lo oMo o) 2D

seklinde tanimlansin.
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Burada, hg ve tg birer EK-hemen hemen bi-idealdir. Fakat,
hs A tg = {(n, 9), (r, 0)}
oldugundan, hg 0 ts bir EK-hemen hemen bi-ideal degildir.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen bi-ideali ile EK-hemen hemen bi-ideali arasindaki
iliski verilecektir. Fakat oncelikle Teorem 4.13’te kullanilmak iizere asagidaki lemmay1

verelim.

4.12. Lemma Y, S kiimesinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve x € S olsun. S,, x’in
esnek karakteristik fonksiyonu ve Sy, Y’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak {izere,
Sy oSy = Syy (Sezgin ve Ilgin, 2024).

4.13. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen bi-

ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen bi-ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere, S yarigrubunun bir
hemen hemen bi-ideali olsun. O halde, her x € S igin, AXANA # @ yani, ke AxAN A

olacak sekilde en az bir k € S vardir. Buradan,

((Sa°SxoSa) NS)k) = (Saxa NS)(K) = (Saxana) (k) =U # @
olup, (S4° Sy o S,) NS, #+ B elde edilir. Boylece, S, bir EK-hemen hemen bi-idealdir.

Tersine, S, bir EK-hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, her xeS igin,

(S40S,°5,) NS, # @s. Kabul geregi, A #+ @. Ayrica,

s % (Spo Sy oSa) NSy = ke S; (S0 Sy 0 S1) 71S,) (k) # @
= ke S; (Saxa N Sa) (k) #= 0
= 3ke S; (Saxana) (k) # @
= 3ke S; (Saxana) (k) = U
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= ke AxXANA
olup, AxA N A # @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir.

4.14. Ornek Ornek 3.2°deki S yarigrubunu ele alalim. A = {f,r}, S kiimesinin bos kiimeden
farkl1 bir alt kiimesi olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, A kiimesinin esnek karakteristik
fonksiyonu S, = {(f,U),(h,®),(r,U)}’'nin bir EK-hemen hemen bi-ideal oldugu

gosterilebilir.

Tersine, K = {h, r} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-hemen hemen bi-
idealini  fs = {(f,0),(h,U),(r,U)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, K = {h,r}

kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali oldugu gdosterilebilir.

4.15. Lemma f;, U iizerinde bir esnek kiime olmak iizere, fs € Sqypp(rs) (Sezgin ve Ilgin,

2024).

4.16. Teorem fs, bir EK-hemen hemen bi-ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen

hemen bi-idealidir.

Ispat: f bir EK-hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, fs # @, supp(fs) # Osveherx e S
i¢in, (fsoSyofo) N fs + @s agiktir. supp(fs) nin S yarigrubunun bir hemen hemen bi-
ideali oldugunu gostermek igin, Teorem 4.13’ten, Sgpp(rs) nin bir EK-hemen hemen bi-

ideal oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.15ten,

(fS ° Sx °fS) N fS c (Ssupp(fs) °Sx ° Ssupp(fs)) N Ssupp(fs)

Ve (fS OSx OfS) n fS * Q)S oldugundan, (Ssupp(fg) OSx ° supp(fg)) n Ssupp(fg) * Q)S elde

edilir. Boylece, Squpp(rs) bir EK-hemen hemen bi-ideal olup, Teorem 4.13’ten, supp(fs), S

yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir.

Teorem 4.16 nin karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:
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4.17. Ornek Orek 4.3’teki g esnek kiimesini ele alalim. supp(gs) = {k, m} olup,

[supp(gs){k}supp(gs)] N supp(gs) = {k, m}{k}Hk, m} n {k, m}
={mniHkmin{km}={mnin{k,m}={m}#0

[supp(gs){m}supp(gs)] N supp(gs) = {k, m}{m}{k, m} n {k, m}
={mniH{kmin{km}={mnin{k,m}={m}#0

[supp(gs){n}supp(gs)] N supp(gs) = {k, m}{n}tk,m} N {k,m}
={mnHkmin{km}={mnin{km}={m}#0

oldugundan, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir. O halde, supp(gs),
S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir. Fakat, Ornek 4.3 te gosterildigi iizere gs, bir

EK hemen hemen bi-ideal degildir.

4.18. Tanim fg ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen bi-ideal olsun.
supp(hg) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine S yarigrubunun bir minimal EK-hemen hemen

bi-ideali denir.

4.19. Teorem 4, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen bi-ideali olmasi igin gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen bi-ideal

olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-ideali olsun. O halde, A, S
yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir ve Teorem 4.13’ten, S, bir EK-hemen hemen bi-
idealdir. f5 € S, olacak sekilde fs bir EK-hemen hemen bi-ideal olsun. Teorem 4.16’dan,
supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir ve Not 2.3.9’dan ve Sonug
2.3.16’dan,

supp(fs) € supp(Ss) = A
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elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-ideali oldugundan, supp(fs) =
supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 4.18’den, S, bir minimal EK-hemen hemen bi-

idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen
bi-ideal ve Teorem 4.13’ten, A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir. B € A olacak
sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali olsun. Teorem 4.13’ten, Sg bir EK-
hemen hemen bi-ideal ve Teorem 2.3.17 (i) *den, Sz € S, olur. S, bir minimal EK-hemen

hemen bi-ideal oldugundan ve Sonug 2.3.16’dan,

B = supp(Sg) = supp(S,) = A

elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-idealidir.

4.20. Tanim fs, gs Ve hg birer EK-hemen hemen bi-ideal olsun. Bu durumda, hg o gs € f
olmas1 hg € f5 veya gs € fs olmasim gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-asal hemen hemen bi-

ideal denir.

4.21. Tanim f5 ve hg birer EK-hemen hemen bi-ideal olsun. Bu durumda, hg o hg € f olmasi

hs € fs olmasim gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-ideal denir.

4.22. Tamm f;, gs ve hg birer EK-hemen hemen bi-ideal olsun. Bu durumda,
(hso gs) N (gso hs) € fs olmast hg € fs veya gs € fs olmasmm gerektiriyor ise, fs’ye bir

EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-idealin, bir EK-asal hemen hemen bi-ideal oldugu ve

her EK-asal hemen hemen bi-idealin, bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-ideal oldugu agiktir.

4.23. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P ’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. S, bir EK-asal hemen hemen bi-ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen bi-idealidir.
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Ispat: Sp, bir EK-asal hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen bi-
idealdir ve Teorem 4.13’ten, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir. AB P olacak
sekilde A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen bi-ideali olsun. Bu durumda, Teorem
4.13’ten, S, ve Sg, birer EK-hemen hemen bi-idealdir ve Teorem 2.3.17 (i) ve (iii)’ten,
SyoSp =Sup € Sp elde edilir. Spbir EK-asal hemen hemen bi-ideal ve S 0S5 € S,
oldugundan, S, € S, veya Sy € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.17 (i)’den, A S P veya

B € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen bi-idealidir.

4.24. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P ’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir yari asal hemen hemen bi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen
bi-idealdir ve Teorem 4.13’ten, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir. AA € P
olacak sekilde A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali olsun. Bu durumda, Teorem
4.13’ten, S, bir EK-hemen hemen bi-idealdir ve Teorem 2.3.17 (i) ve (iii)’ten Sy0 S, =
Ssa € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-ideal ve S, 0 S, € Sp oldugundan,
S, € Spsaglanir. Boylece, Teorem 2.3.17 (i)’den,, A € P elde edilir. Sonug olarak, P

kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen bi-idealidir.

4.25. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen bi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen
hemen bi-idealdir ve Teorem 4.13’ten, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-idealidir.
AB N BA € P olmak iizere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen bi-ideali olsun. Bu
durumda, Teorem 4.13’ten, S, ve Sg birer EK-hemen hemen bi-idealdir ve Teorem
2.3.17°den, (S40S5) N (SgoSs) =Sap NSga = Supnpa € Sp elde edilir. Sp bir EK-
kuvvetli asal hemen hemen bi-ideal ve (S40Sg) N (SgoS,) € Sp oldugundan, S, € S,
veya Sg € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.17 (i)’den, A € P veya B € P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen bi-idealidir.
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5. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN TRi-
IDEALLERI

Bu boliim, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen tri-idealleri {izerine olup, boliimde

Sezgin, Onur ve Ilgin (2024b) ¢alismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

5.1. Tanim f;, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € S i¢in, (fs o Sy o fs o f5) N fs # Bg
((fsofsoSeofs) D fo # @) ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel hemen hemen sol (sag) tri-ideali denir. U iizerinde bir esnek kiime, S
yarigrubunun hem esnek kesigimsel hemen hemen sol tri-ideali hem de esnek kesisimsel
hemen hemen sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen tri-

idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol tri-ideali
kisaca “EK-hemen hemen sol tri-ideal”; S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesigimsel
hemen hemen sag tri-ideali “EK-hemen hemen sag tri-ideal” ve S yarigrubunun U lizerinde
bir esnek kesisimsel hemen hemen tri-ideali ise “EK-hemen hemen tri-ideal” olarak

gosterilecektir.

5.2. Ornek S = {p, r} kiimesi iizerinde, Tablo 5.1 yardimiyla tanimlanan “e” ikili iglemi ile

(S,®) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

) p T
p p r
T T p

Tablo 5.1. Ornek 5.2°deki “®” ikili islemi

U = N evrensel kiimesi ilizerinde fs, hg Ve gg esnek kiimeleri,

fS = {(p: {1;2}); (T', {1'3})}

hS = {(p: {4;5}); (T, {5'6})}
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9s = {(p' {1,2}), (T', {3'4})}

seklinde tanimlansin.

Burada, f; ve hg birer EK-hemen hemen tri-idealdir. Oncelikle, her x € S icin,

(fsoSxofsofs) N fg # Bg oldugunu gosterelim.

S, ile baglayacak olursak:

oldugundan,

[(fsoSpofso fs) B fs]®) = [(fs 2 Sp) ° (fs o )] @) 0 f5(p)

= [[(55° 5@ 0 (55> )PV [(5° ) 0 (fs = )| 0 £5)
= [[[(5®) N S,@)) U (5G) 0 S, )T 0 [(Fs) 0 fs()) U (fs(r)

N NIV [0 0 S,@) U (f5(@) 0 SN N [ 0 fs())
U (@) 0 £ 0 fs()

= [[fs(@) n Fs@) U fsGNTV [fs(r) 0 Fs(@) 0 fsGDIT N f5(p)
= [fs(@) U (s() 0 s N fs(p) = fs(p) N f5(p) = f5(P)

[(fs 0 Sp o fo f5) B £s] () = [(fs 0 Sp) o (fs © f)1(r) O f(r)

= [[(Fs 5@ 0 s = L) D] U [(fs 5 @) 0 (5 )] 0 £50)
= [[[(s() N S, () U (fs(p) N S, NI N [(fs(P) N fs(@)) U (fs(r)
N fENTTU P 0 S,@) U (f5() 0 S, N [(fsG) 0 fs(p))
U (fs®) 0 sG] 0 f5(r)

= [[fs() 0 (fs(@) U 5NV [fs(@) N (fs(@) N fsrDI] 0 f5(r)
=[fs(M U (fs(@) 0 fsN]I N fs(r) = fs(r) 0 f5(r) = fs(r)

(fS ° Sp ° fS ° fS) ﬁ fS = {(p,{l,Z}), (T',{l,?)})} * ®S

elde edilir. S,. ile devam edecek olursak:
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[(fs oSy o fso f) D fs] @) = [(fs 2 Sp) o (fs © f)] () N f5(p)

oldugundan,

= [[(fseS®) N (fse f)P)] VU [(fs 2 S ) () N (fs o fo) ()]

N fs(p)

= [[[(fs(p) NS (p)) U (fs(r) N S (r)] 0 [(fs(p) N fs(p)) U (fs(r)
N fsNITV [[Fs () NS (p)) U (fs(p) NS (D] 0 [(fs(r) N f5(p))
U (fs() N fsG DI N fs(p)

= [[fs() n(fs(P) U fsrN]V [fs(®) 0 (fs(p) N fs(rD]I N fs(p)

= [fs() U (fs(p) N fs(r)] N fs(p) = fs(r) N fs(p)

[(fsoSrefsofs) N fs]() = [(fs©Sp) o (fs o f)I) N fs (1)

= [[(fs oS N fs o [PV [(fs 2 S () N (fs o fIM]] N f5(r)
= [[[(fs(r) NS, () U (fs(p) NS (r)] N [(fs(p) N fs(p)) U (fs(r)

N sGNNIV [[Fs() NSy () U (fs(r) NS r)] N [(fs(r) N f5(p))

U (fs(@) n sG] N f5(r)

= [[fs® n(fs@) Y 5NV [fs(r) 0 (fs(p) 0 fsD] N fs(r)

= [fs() U (fs(p) N fs(rN] N fs(r) = fs(p) N f5(r)

(fsoSrofsofs)Dfs ={(p,{1D), (r, {1} # 85

elde edilir. Boylece, her x € S igin, (fg oS, o fs o fs) N fs # @ saglandigindan, fg bir EK-

hemen hemen sol tri-idealdir. Simdi her x € S igin, (fs o fs° Sy o f5) N fs # Bg oldugunu

gosterelim.

S, ile baglayacak olursak:



oldugundan,

[(fsofsoSpofs) D fs](®) = [(fs o f)o (Sp o )] @) N f5(0)

={[(fs o f)@) N (Sp o f5)@)] U [(fs o f5)(r) N (Sp o f5) (]} N fs(p)
= {[(fs(p) N fs(p)) U (fs(r) N fs(r)] N [(Sp,(p) N fs(p)) U (Sp(r)

N N Ul 0 fs(p)) U (fs(@) N fs(r)] N [(Sp(r) 0 f5(p))

U (Sp (@) N 5D} N fs(p)

={(fs®) VU fs) N fs(P)] VU [(fs(r) N fs(p)) N fs(r)]} N f5(p)

= [fs(®) v (fs() N fsN] N fs(p) = fs(p) 0 fs(p) = fs(p)

[(fs °ofsoSye fs) N fs] (r) = [(fs °fs)o (Sp ° fs)](r) N fs(r)

= {[(fs o)) N (Sp o fs) IV [(fs o ) @) N (Sp o f5) I N f5(r)
= {l() N fs()) U (fs(p) N D] N [(Sp(p) N fs(P)) U (Sp(r)
N fsNB VL) N fs(@) U (fs(r) 0 fs()D] N [(Sp(r) N f5(p))
U (Sp(@) N s} N fs(r)

={[(/s@) n fs(M) N fs@] U [V () n fs(]} N f5(r)

= [(s@) N fs() L (] N fs(r) = fs(r) n fs(r) = f5(r)

(fS OfS ° Sp OfS) ﬁ fS = {(p,{l,Z}), (T,{1,3})} 2 Q)S

elde edilir. S, ile devam edecek olursak:

[(fs o fs oSy o f) N fsl(p) = [(fs o fs) o (Sr° f)1(P) N f5(P)

={[({s D)) N Sy o [PV [ (s ° f)() N (Sr o )N fs(p)
= {lUs(@) n fs()) U (fs(r) 0 fsr)] N [(S-(p) N fs(p)) U (S:(r)
N fsrND U A{[Us(r) n fs(p)) U () N fs()] N [(S- () N fs(p))
U (Sr(p) N NI N fs(p)

={(fs(@) VU fs(r) n fs(r) U [(fs(r) N fs(p)) N fs(r)D]} N fs(p)

= [fs(mM U (fs(p) N fsrD] N fs(p) = fs(r) 0 f5(p)
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[(fsofsoSrefs) D fs1(r) = [(fs o fs) o (Sr o f)I() N f5(r)

={[(s o)) N (Sy o f5)@T U [(s o fs) () N (Sye f)MF N fs(r)
= {I(fs() N () U Fs(@) 0 5NN [(S-(p) N fs(p)) U (Sr(r)
N fsGNBU{IUs@) n fs(@) U () 0 5D N[ (r) 0 f5(p))
U (S-(p) N (I 0 fs(r)

={lfs®) N fs() N fs()] U [(Fs@) Y fs(r)) N @)} 0 f5(r)

= [(s(@) N fsr) U fs()] 0 fs(r) = fs(p) N f5(r)

oldugundan,
(fsofsoSrefo) N fs = {(p,{1}), (r, {1} # 05

elde edilir. Boylece, her x € S igin, (fs o fs o Sy o fs) N fs #+ B saglandigindan, fs bir EK-

hemen hemen sag tri-idealdir. O halde, fs bir EK-hemen hemen tri-idealdir.

Benzer sekilde, hg bir EK-hemen hemen tri-idealdir. Gergekten,
(hs S, o hgohs) N hs = {(p,{4,5}), (,{5,61)} # B
(hs o Sy © hs © hs) A hs = {(p, {5, (r, {5} # Os
oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir. Ayrica,
(hs ohgoSy,o hs) N hs = {(p,{4,5}), (r,{5,6})} # D5
(hs o hs o S o hs) A hs = {(p, {5}, (r, {5})} # Os

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sag tri-idealdir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen tri-
idealdir.

Fakat, g ne bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir ne de bir EK-hemen hemen sag tri-idealdir.

Gergekten,
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[(gs ©Srogsegs) N gslp) =[(gseSy) e (gsegs)) N gs(p)
= {[(gs > S @) N (gs°gs) PV [(gs e S)() N (gse gs)(T)]} N gs(p)
= {[(gs(p) N S (P)) U (gs() N S,.(r)] N [(gs(p) N gs(p)) U (gs(r)
N gs(rNI} U {[(gs(r) N S (p)) U (gs(p) N S, (r)] N [(gs(r) N gs(p))
U (gs(p) N gs(r)1}} N gs(p)
= {lgs(r) N (gs(p) U gs(r))] U [gs(p) N (gs(P) N gs(r)]} N gs(p)
= [gs(r) U (gs(p) N gs(r))] N gs(p) = gs(r) N gs(p) = @

[(gs o Srogsegs) N gsl(r) =[(gseSy)e(gsegs)) ngsh)
= {[(gs > S () N (gs ° gs) (P U [(gs ° S (@) N (gs ° 9s) (M1}
N gs(r)
= {{l(gs() n S () U (gs() N S ()] N [(gs(®) N gs(®)) U (gs(r)
N gs(rN} U {[(gs(P) N S-()) U (gs(r) N S (r))] N [(gs(r) N gs(p))
U (gs(@) N gsr)1} N gs(r)
= {lgs() N (gs(p) U gs(r)] U [gs(r) N (gs(p) N gs(r)]} N gs(r)
= [gs(P) U (gs(p) N gs(r))] N gs(r) = gs(p) N gs(r) = D

oldugundan, r € S igin, (gs o S, o gs ° gs) N gs = {(p, D), (r, ®)} = B elde edilir. O halde,

gs bir EK-hemen hemen sol tri-ideal degildir.

Benzer sekilde, v € S i¢in, (gs° gse S0 gs) N gs = {(p,d),(r,0)} = B elde edilir. O
halde, g5 bir EK-hemen hemen sag tri-ideal degildir. Bu durumda, gg esnek kiimesinin bir

EK-hemen hemen tri-ideal olmadig1 agiktir.

5.3. Onerme f, U iizerinde bir esnek kiime ve fs o Sy o foo fs # @5 (fs o fs 0 Sy o fs # Bs)

olsun. fs, bir EK-sol (sag) tri-ideal ise bir EK-hemen hemen sol (sag) tri-idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-

ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg o S, o fs o fo # @ Ve fs, bir EK-sol tri-ideal olsun. O

halde, fs°§ofg°f5 gfs Saglanlr. Her x € S i(}in, fSonofSOfS ngOSOfSOfS gfs
olup buradan, fs ° S, o fs o fs € fs oldugundan,

(fsoSxofsofs)Nfs=fsoSyofsofs # Bs
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Boylece, (fs o Sy o fs o fs) N fs # @ olup, fs bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir.

Burada, f5 oS o @s0 @5 € @ oldugundan, @5 esnek kiimesinin bir EK-sol tri-ideal oldugu
aciktir. Fakat, her x € S i¢in, (fs oSy o @50 Bs) N Ps = @5 N @5 = @5 oldugundan, Pg

esnek kiimesi bir EK-hemen hemen sol tri-ideal degildir.

5.4. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve fg o Sy o fo o fo # D Ve fso fo 0 Sy o fs #* Ds

olsun. fs, bir EK-tri-ideal ise bir EK-hemen hemen tri-idealdir.

fs, bir EK-hemen hemen tri-ideal ise bir EK-tri-ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek

ile gosterelim:

5.5. Ornek Omek 5.2°de verilen fy ve hg esnek kiimelerini ele alalm. f; ve hg esnek
kiimelerinin birer EK-hemen hemen tri-ideal oldugu, Ornek 5.2°de gosterilmistir. Fakat, fg

ve hg birer EK-tri-ideal degildir. Gergekten,

(fs oS0 fso fs)(P) =[(fs>S)(P) N (fs o f) ()] U [(fs ° §)(r) N (fseo fs)(r)]
= {[(fs(®) N S@) U (fs(r) N SEN] N [(fs() N fs(@)) U (fs(r)
N fsNB U [ nS®) U (fs(@) N SEN] N [(fs() 0 fs())
U (fs(p) N fs(r)]}
= [((fs®) U fs(m) n (fs() U fsN] U [(fs(r) U fs(p)) 0 ((fs(p)
N fs(N] = [fs@) U fs(M] U [(Fs() N f5(r)] = [(fs(P) U f5(r)]
< fs(»)

oldugundan, fs bir EK-sol tri-ideal degildir. Ayrica,
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(fsofsoSefs)®) = [(fs o f5)@) N (S fPNV [(fso f£)T) N (Se f5)(r)]
= {[(s@) N @) U (fs(r) 0 51N [S) N fs(0)) U (S(r)
N GNP U@ N fs(@) U (fs(0) N )]0 [(SE) 0 £5(p)
U (Sp) N f:ND
= [((fs® U fs(M) n (fs(p) U fs(r) TV [(fs(r) N fs()) N ((fs(p)
U fs(r)] = [(fs() U fs(] U [(fs(p) N f5(r)] = [(fs(P) U fs(r)]
€ fs(p)

oldugundan, fs bir EK-sag tri-ideal degildir. Bu durumda, fs’nin bir EK-tri-ideal olmadigi
aciktir.

Benzer sekilde,

(hs oSohgo hs)(P) = hs(p) U hs(r) € hs(p)

oldugundan, hg bir EK-sol tri-ideal degildir. Ayrica,

(hs ohgoSo hs)(P) = hs(p) U hs(r) & hs(1)

oldugundan, hg bir EK-sag tri-ideal degildir. Bu durumda, hg’nin bir EK-tri-ideal olmadig:
aciktir.

5.6. Onerme f;, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen sol

(sag) tri-ideal ise fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir idempotent EK-hemen hemen sol tri-ideal olsun.
O halde, fso fo = fs ve her x € Si¢in, (fgo S, o fs o fs) N fs # g Buradan,

(fSonOfSOfS)ﬁfS = [(fS°Sx°fS°fS)ﬁfS]ﬁfS
= [(fSonOfSOfS)ﬁ (fs o fs)] N fs
c (fs°fs)ﬁfs
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olup, (fs oSy o fso fs) N fs # Bs oldugundan, (fso f5) N fs # @ agiktir. Boylece, fs bir

EK-hemen hemen alt yarigruptur.

5.7. Teorem fs, U tizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen tri-

ideal ise fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

5.8. Teorem fs, U lizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK hemen hemen tri-

ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart fg nin bir EK-hemen hemen bi-ideal olmasidir.

Ispat: fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, fso fs = fs ve herx € S

i¢in,

Bs # (fsoSxof)Nfs=(fsoSxofsofs)Nfs

ve

Bs # (fsoSxof)Nfs=(fsofsoScofs)Nfs

oldugundan, ispat aciktir.

5.9. Onerme f; ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f, bir EK-

hemen hemen sol (sag) tri-ideal ise hg bir EK-hemen hemen sol (sag) tri-idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir EK-hemen hemen sol tri-ideal olsun. O halde, her
x€S igin, (fsoSyofsofs)Nfe# @ oldugu bilinmektedir. Kabul geregi

fs € hg oldugundan,

(fS°Sx°fS°fS)ﬁfS§ (h5°5x°hs°hs)ﬁhs

agiktir. Burada, (fs o S, o fs o fo) N fs # @5 oldugundan, (hg o S, o hg o hg) N hg #+ @ elde

edilir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir.



79

5.10. Teorem fs ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f, bir

EK-hemen hemen tri-ideal ise hg bir EK-hemen hemen tri-idealdir.

5.11. Onerme f5 ve hg, birer EK-hemen hemen sol (sag) tri-ideal olsun. Bu durumda, f U hg

bir EK-hemen hemen sol (sag) tri-idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal igin de benzer sekilde yapilir. fg, bir EK-hemen hemen sol tri-ideal olsun. fs € fs U hg

Onerme 5.9°dan, fs U hg, bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir.

5.12. Teorem f5 ve hg, birer EK-hemen hemen tri-ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir EK-

hemen hemen tri-idealdir.

5.13. Sonu¢ EK-hemen hemen tri-ideallerin esnek sonlu birlesimleri de bir EK-hemen hemen

tri-idealdir.

5.14. Sonug fs ya da hg bir EK-hemen hemen tri-ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir EK-

hemen hemen tri-idealdir.

Burada, f; ve hg birer EK-hemen hemen tri-ideal iken fs N hg bir EK-hemen hemen tri-ideal

olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

5.15. Ornek Ornek 5.2°deki fs ve hg esnek kiimelerini ele alalim. f; ve hg esnek kiimelerinin

birer EK-hemen hemen tri-ideal oldugu, Ornek 5.2’de gosterilmistir. Fakat,

fS ﬁ hS = {(p: @), (T', Q))} = ®S

oldugundan, fg N hg bir EK-hemen hemen tri-ideal degildir.

5.16. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen sol
(sag) tri-ideali olmasi igin gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen sol (sag) tri-ideal

olmasidir.
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Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. 4, S kiimesinin bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olmak
tizere, S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-ideali olsun. O halde, her x € S igin, AxAA N

A #+ @yani, £ € AxAA N A olacak sekilde en az bir £ € S vardir. Buradan,
((Sa©Sy0Sa08) N S)(#) = (Saxaa NS (®) = (Saxasna)(®) =U # @

olup, (S4°S,°840°5,) NS, # B elde edilir. Boylece, S, bir EK-hemen hemen sol tri-

idealdir.

Tersine, S4 bir EK-hemen hemen sol tri-ideal olsun. O halde her x €S igin,
(SA ° Sx ° SA o SA) N SA * Q)S' Kabul geregi, A+ Q. Ayrlca,

Os # (S40Sx054°S) NS, = An€S; ((SaoSyoS40S)NS)(n) + 0
= 3n€S; ((Saxaa) N Sa)(n) = 0
= In €S; (Saxaana)(n) # @
= In €S; (Saxaana)(n) =U
> n€eAxAANA

olup, AxAA N A # @ elde edilir. Boylece, 4, S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-

idealidir.

5.17. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S;, A 'nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen tri-

ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen tri-ideal olmasidir.

5.18. Ornek Ornek 4.3.’teki S yarigrubunu ele alalim. € = {m, n}, S kiimesinin bos kiimeden
farkl1 bir alt kiimesi olmak iizere, C kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen tri-ideali
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, C kiimesinin esnek karakteristik
fonksiyonu S; = {(m,U),(n,U), (k,®)}'nin bir EK-hemen hemen tri-ideal oldugu

gosterilebilir.
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Tersine, C = {m, n} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-hemen hemen tri-
idealini fs = {(m,U),(n,U),(k,®)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, C = {m,n}

kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen tri-ideali oldugu gosterilebilir.

5.19. Onerme f;, bir EK-hemen hemen sol (sag) tri-ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir

hemen hemen sol (sag) tri-idealidir.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs bir EK-hemen hemen sol tri-ideal olsun. O halde, fs #
@, supp(fs) # Og ve her x € S igin, (fgo S, o fso fs) N fs # B agiktir. supp(fs) nin S
yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-ideali oldugunu gostermek igin, Onerme 5.16°dan,

Ssupp(fs) nin bir EK-hemen hemen sol tri-ideal oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma

4.15ten,

(fs o Sx o fs o f5) B fs € (Ssupp(rs) © Sx © Ssupp(rs) © Ssupp(rs)) N Ssupp(rs)
Ve (fs oSy o fso fs) N fs # B oldugundan,

(Ssupp(rs) © Sx ° Ssupp(rs) © Ssupp(rs)) N Ssupp(rs) * Ds

elde edilir. Boylece, S; y bir EK-hemen hemen sol tri-ideal olup, Onerme 5.16’dan,

upp(f's

supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-idealidir.

5.20. Teorem fs, bir EK-hemen hemen tri-ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen
hemen tri-idealidir.

Teorem 5.20’nin karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

5.21. Ornek Ornek 5.2°deki g esnek kiimesini ele alalim. supp(gs) = {p,r} olup,

[supp(gs)psupp(gs)supp(gs)] N supp(gs) = {p,riplp,7Ho.r}n{p,r} ={p,r} # 0

[supp(gs)rsupp(gs)supp(gs)] N supp(gs) = o, rir{p,7Hp,r3n{p, 7} ={p,r} # @
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elde edilir. Boylece, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-idealidir. Benzer
sekilde,

[supp(gs)supp(gs)psupp(gs)] N supp(gs) = {p,7Ho. rivlo.rin{pr} ={pr} # 0

[supp(gs)supp(gs)rsupp(gs)] N supp(gs) = {p,7Ho, rir{p,rin{p,r} ={p,7} # @

oldugundan, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sag tri-idealidir. O halde,
supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen tri-idealidir. Fakat, Ornek 5.2°de gosterildigi

tizere gg, bir EK hemen hemen tri-ideal degildir.

5.22. Tamm fg ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen sol (sag) tri-ideal
olsun. supp(hs) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine S yarigrubunun bir minimal EK-hemen

hemen sol (sag) tri-ideali denir.

5.23. Onerme A4, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S;, A ’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen sol (sag) tri-ideali olmasi igin gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen

hemen sol (sag) tri-ideal olmasidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. 4, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol ideali
olsun. O halde, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-idealidir ve Onerme 5.16’dan, S,
bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir. f5 € S, olacak sekilde fs bir EK-hemen hemen sol tri-
ideal olsun. Onerme 5.19°dan, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-idealidir

ve Not 2.3.9’dan ve Sonug 2.3.16’dan,

supp(fs) < supp(Sa) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol tri-ideali oldugundan,
supp(fs) = supp(S4) = A olup, bdylece, Tanim 5.22’den, S, bir minimal EK-hemen

hemen sol idealdir.
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Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen sol tri-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen sol tri-ideal ve Onerme 5.16’dan, 4, S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-
idealidir. B € A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen sol tri-ideali olsun.
Onerme 5.16’dan, Sz bir EK hemen hemen sol tri-ideal ve Teorem 2.3.17 (i)’den,
Sg € S,0lur. S, bir minimal EK-hemen hemen sol tri-ideal oldugundan ve Sonug
2.3.16’dan,

B = supp(Sp) = supp(Sa) = A

elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol tri-idealidir.

5.24. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, A 'nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen tri-ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen tri-

ideal olmasidir.

5.25. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) tri-ideal olsun. Bu durumda,
hg o gs € fs olmasi hg € fs veya g5 € f; olmasim gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-asal hemen

hemen sol (sag) tri-ideal denir.

5.26. Tanim fs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) tri-ideal olsun. Bu durumda,
hg o hg € f olmas1 hg € fs olmasim gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen

sol (sag) tri-ideal denir.

5.27. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) tri-ideal olsun. Bu durumda,
(hgo gs) N (gs o hg) € fs olmast hg € fs veya gs € fs olmasim gerektiriyor ise, fs’ye bir

EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) tri-ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) tri-idealin, bir EK-asal hemen hemen sol (sag)
tri-ideal oldugu ve her EK-asal hemen hemen sol (sag) tri-idealin, bir EK-yar1 asal hemen

hemen sol (sag) tri-ideal oldugu aciktir.
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5.28. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen sol (sag) tri-ideal ise, P kiimesi

S yarigrubunun asal hemen hemen sol (sag) tri-idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-asal hemen hemen sol tri-ideal olsun. O halde,
Sp bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir ve Onerme 5.16’dan, P, S yarigrubunun bir hemen
hemen sol tri-idealidir. AB < P olacak sekilde A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen
sol tri-ideali olsun. Bu durumda, Onerme 5.16’dan, S, ve Sg, birer EK-hemen hemen sol tri-
idealdir ve Teorem 2.3.17 (i) ve (iii)’ten, S4 o Sg = S,5 € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal
hemen hemen sol tri-ideal ve S, o Sy € Sp oldugundan, S, € Sp veya Sz € Sp saglanur.
Boylece, Teorem 2.3.17 (i)’den, A € P veya B € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen sol tri-idealidir.

5.29. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. S, bir EK-asal hemen hemen tri-ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun asal hemen hemen tri-idealidir.

5.30. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol (sag) tri-ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol (sag) tri-idealidir.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen sol tri-ideal olsun. O
halde, Sp bir EK hemen hemen sol tri-idealdir ve Onerme 5.16°dan, P, S yarigrubunun bir
hemen hemen sol tri-idealidir. AA € P olacak sekilde A, S yarigrubunun bir hemen hemen
sol tri-ideali olsun. Bu durumda, Onerme 5.16’dan, S, bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir
ve Teorem 2.3.17 (i) ve (iii)’ten, Sy o S, = Sy4 € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen
hemen sol tri-ideal ve S, o S, € Sp oldugundan, S, € Sp saglanir. Béylece, Teorem 2.3.17
(i)’den, A € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen

sol tri-idealidir.
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5.31. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen tri-ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen tri-idealidir.

5.32. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) tri-ideal ise

P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) tri-idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol tri-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag tri-
ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol tri-ideal olsun.
O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir ve Onerme 5.16’dan, P, S yarigrubunun bir
hemen hemen sol tri-idealidir. AB N BA € P olmak iizere, A ve B, S yarigrubunun birer
hemen hemen sol tri-ideali olsun. Bu durumda, Onerme 5.16’dan, S, ve Sy birer EK-hemen
hemen sol tri-idealdir ve Teorem 2.3.17°’den, (S °Sg) N (SgoSs) =SupNSgs =
Sipnpa S Spelde edilir. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol tri-ideal ve
(S4°85) N (Sg°S,) € Sp oldugundan, S, € Sp veya Sy € Sp saglanir. Boylece, Teorem
2.3.17 (1)’den, A € P veya B < P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir

kuvvetli asal hemen hemen sol tri-idealidir.

5.33. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen tri-ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen tri-idealidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, yarigruplarin yeni bir esnek kesisimsel ideal tiirii olarak EK-bi-quasi
ideal ve yeni esnek kesisimsel hemen hemen ideal tiirleri olarak EK-hemen hemen bi-ideal
ve EK-hemen hemen tri-ideal tanitilmis, 6zellikleri ayrintili olarak incelenmis, gesitli EK-

idealler ve EK-hemen hemen idealler ile olan iliskilerine bakilmustir.

Tezin ilk boliimiinde, yarigruplar, esnek kiimeler, yarigruplarin EK-idealleri ve EK-hemen

hemen idealleri ile ilgili detayl1 bir literatiir taramasi yapilmistir.

Ikinci boliimde, tez boyunca kullamilan yarigruplar ve yarigrup cesitleri, yarigruplarin
idealleri ve hemen hemen idealleri, esnek kiimeler, yarigruplarin EK-idealleri ve EK-hemen

hemen idealleri ile ilgili temel kavramlar sunulmustur.

Ugiincii boliimde, yarigruplarin EK-bi-quasi ideal kavrami tanitilmig, drnegi verilmis ve
cesitli EK-ideallerle olan baglantilari incelenmistir. Bu baglamda bir yarigrubun her EK-bi-
idealin, bir EK-bi-quasi ideal, her EK-idealin, bir EK-bi-quasi ideal, her EK-quasi idealin,
bir EK-bi-quasi ideal, idempotent esnek bir kiimenin her EK-i¢ idealinin, bir EK-bi-quasi
ideal oldugu gosterilmistir. Bu ifadelerin terslerinin her zaman dogru olmadigina dair aksi
ornekler sunulmustur ve terslerinin gecerli olmasi i¢in basit* yarigrup olmasi veya regiiler
yarigrup olmasi sart1 gerektigi kanitlanmigtir. Bu kapsamda, bir esnek basit* yarigrubun EK-
bi-quasi ideali ile EK-bi-idealinin, bir esnek basit* yarigrubun EK-bi-quasi ideali ile EK-sol
(sag) idealinin, bir esnek basit* yarigrubun EK-bi-quasi ideali ile EK-quasi idealinin, bir
regiiler yarigrubun EK-bi-quasi ideali ile EK-quasi idealinin, bir esnek basit* yarigrubun
EK-i¢ ideali ile EK-bi-quasi idealinin gakisik oldugu gosterilmistir. Esnek kiime teorisi ile
klasik yarigrup teorisi arasinda bir kdprii kurmak amaciyla bir EK-alt yarigrup, bir EK-bi-
quasi ideal ise onun iist a-kapsama kiimesinin bir bi-quasi ideal oldugu gosterilmis ve
orneklendirilmistir. Ayrica, bir yarigrubun bir alt yarigrubu, bi-quasi ideal ise bu alt
yarigrubun esnek karakteristik fonksiyonunun da bir EK-bi-quasi ideal oldugu ve bu ifadenin
karsitinin da dogru oldugu kanitlanarak, 6rneklendirilmistir. EK-bi-quasi ideallerin sonlu
esnek kesigimlerinin bir EK-bi-quasi ideal oldugu ve EK-ideallerin esnek kesisimlerinin de
bir EK-bi-quasi ideal oldugu gosterilmistir. Ayrica regiiler bir yarigrup ile EK-bi-quasi ideal

arasindaki baglant1 incelenmistir.
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Dordiincii boliimde, bir yarigrubun EK-hemen hemen bi-ideal kavrami tanitilmis, ornegi
verilmis ve yarigruplarin bazi EK-idealleri ve EK-hemen hemen ideallerle iligkisi
incelenmistir. Burada gerekli kosul altinda bir yarigrubun bir EK-bi-idealin, EK-hemen
hemen bi-ideal oldugu gosterilerek bu ifadenin karsitinin her zaman dogru olmadigina iliskin
aksi 6rnek verilmistir. Idempotent bir EK-hemen hemen bi-idealin, bir EK-hemen hemen alt
yarigrup oldugu gosterilmistir. EK-hemen hemen bi-ideallerin sonlu esnek birlesimlerinin
bir EK-hemen hemen bi-ideal oldugu ancak sonlu esnek kesisimlerinin her zaman bir EK-
hemen hemen bi-ideal olmadig1 aksi bir 6rnek ile gosterilmistir. Esnek kiime teorisi ile klasik
yarigrup teorisi arasinda bir baglant1 kurmak amaciyla bir yarigrunun bos kiimeden farkli bir
alt kiimesi bir hemen hemen bi-ideal ise bu alt kiimenin esnek karakteristik fonksiyonun da
bir EK-hemen hemen bi-ideal oldugu ve bu ifadenin karsitinin da dogru oldugu bir teorem
ile gosterilmistir ve drneklendirilmistir. Bir EK-hemen hemen bi-idealin destek kiimesinin,
hemen hemen bi-ideal oldugu gosterilmistir. Bir yarigrunun bos kiimeden farkli bir alt
kiimesinin bir minimal hemen hemen bi-ideal olmas: i¢in gerek ve yeter sart bu kiimenin
esnek karakteristik fonksiyonunun da bir minimal EK-hemen hemen bi-ideal oldugu
kanitlanmistir. Ayrica, EK-hemen hemen bi-idealler ile hemen hemen bi-idealler arasindaki
iliski minimalite, asal olma, yar1 asal olma ve kuvvetli asal olma durumlarina gore
incelenmistir. Boylece, bir yarigrunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu bir EK-(asal, yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen bi-ideal ise o

alt kiimenin bir (asal, yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen bi-ideal oldugu gosterilmistir.

Besinci boliimde, bir yarigrubun EK-hemen hemen tri-ideal kavrami tanmitilmig, Ornegi
verilmis ve ¢esitli EK-ideallerle iliskisi incelenmistir. Gerekli sart altinda bir yarigrubun EK-
tri-idealin, bir EK-hemen hemen tri-ideal oldugu gosterilmistir. Bu ifadenin tersinin her
zaman dogru olmadigina iliskin aksi 6rnek sunulmustur. Idempotent bir esnek kiimenin EK-
hemen hemen tri-idealinin, bir EK-hemen hemen alt yarigrup oldugu gosterilmistir.
Idempotent bir esnek kiimenin EK- hemen hemen tri-ideal olmas igin gerek ve yeter sart o
esnek kiimenin EK-hemen hemen bi-ideal olmasidir ifadesi kanitlanmistir. EK-hemen
hemen tri-ideallerin sonlu esnek birlesimlerinin bir EK-hemen hemen tri-ideal oldugu ancak
esnek kesisimleri i¢in durumun her zaman bdyle olmadig1 aksi bir 6rnek ile ifade edilmistir.
Esnek kiime teorisi ile klasik yarigrup teorisi arasinda bir baglanti kurmak amaciyla, bir
yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi hemen hemen tri-ideal ise bu kiimenin esnek

karakteristik fonksiyonunun bir EK-hemen hemen tri-ideal oldugu ve bu ifadenin karsitinin
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da dogru oldugu bir teorem ile gosterilmistir ve 6rneklendirilmistir. Bir EK-hemen hemen
tri-idealin destek kiimesinin, hemen hemen tri-ideal oldugu gosterilmistir. Bir yarigrubun
bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin bir minimal hemen hemen tri-ideal olmasi i¢in gerek
ve yeter sart bu kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun da bir minimal EK-hemen
hemen tri-ideal oldugu kanitlanmistir. Ayrica, EK-hemen hemen tri-idealler ile hemen
hemen tri-idealler arasindaki iliski minimalite, asal olma, yar1 asal olma ve kuvvetli asal
olma durumlarina gore incelenmistir. Boylece, bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt
kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu bir EK-(asal, yar1 asal, kuvvetli asal) hemen
hemen tri-ideal ise o kiimenin bir (asal, yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen tri-ideal oldugu

gosterilmistir.

Bu calismanin ileriki aragtirmalara yol gdsterecegini, esnek kiime teorisine katki
saglayacagini, cebirsel yapilarin ve uygulamalarinin gelismesine katkida bulunacagini imit
ediyoruz. Gelecek calismalarda yarigruplarin EK-bi-quasi ideallerinin, sol (sag) basit
yarigruplar, sol (sag) sifir yarigruplar, regiiler ve i¢ regiiler gibi ¢esitli yarigrup tiirleri ile

karakterizasyonlari yapilabilir.
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