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OZET

Esnek kiime teorisi, Molodtsov tarafindan 1999 yilinda belirsizligi modellemek amaciyla ortaya
atilmig ve birgok alanda genis kapsamli ¢aligmalarla ilerleme gostermistir. Bu ¢alismalardan biri de
yarigrup teorisinde esnek kiimeler kullanilarak yarigruplarin farkli cesitlerdeki esnek kesisimsel
ideallerinin tanimlanmasi ve temel 6zelliklerinin incelenmesidir. Bu tez ¢alismasinda, esnek kiime
teorisine katkida bulunmak amaciyla, yarigruplarin gesitli esnek kesisimsel idealleri ve esnek
kesisimsel hemen hemen idealleri tamitilmistir. On bir boliimden olusan bu c¢alismanin birinci
bolimiinde, yarigruplar ve (hemen hemen) idealleri, esnek kiimeler, yarigruplar ve yarigruplarin
cesitli esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri ile ilgili literatiirde yer alan g¢alismalara
deginilmistir. Ikinci béliimde, bu tez calismasinda kullanilan temel tanim ve teoremler verilmis,
esnek basit* yarigrup kavrami tamtilmis ve 6rneklendirilmistir. Ugiincii béliimde yarigruplarin esnek
kesisimsel zayif-i¢ idealleri, dordiincii boliimde yarigruplarin esnek kesisimsel bi-i¢ idealleri, besinci
boliimde yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigruplari, altine1 boliimde yarigruplarin
esnek kesisimsel hemen hemen idealleri, yedinci boliimde yarigruplarin esnek kesigsimsel hemen
hemen zayif-i¢ idealleri, sekizinci boliimde yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢
idealleri, dokuzuncu béliimde yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi idealleri,
onuncu boliimde yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-idealleri tanmitilmis, 6rnekleri
verilmis ve Ozellikleri incelenmistir. Bazi esnek kesisimsel (hemen hemen) idealler arasindaki
iliskiler detayl bir sekilde incelenmis; Klasik yarigrup teorisi ve esnek kiime teorisi arasindaki dnemli
baglantilar, bazi ana teoremler ve 6rneklerle sunulmustur. Ayrica, esnek kiime islemlerinin bu yapilar
ile iligkili sonuglar1 ile bu yapilarin esnek goriintii, esnek ters goriintii gibi bazi kavramsal
karakterizasyonlar1 ele alinmis ve Orneklendirilmigtir. Cesitli hemen hemen idealler ile esnek
kesisimsel hemen hemen idealler arasinda minimalite, asallik, yar1 asallik ve kuvvetli asallik
acisindan onemli iliskiler elde edilmistir. Son boliimde ise bu ¢alismadan elde edilen sonuglara yer
verilmis ve sonuglarin 6nemi tartigilmistir.

Sayfa Adedi : 183

Anahtar Kelimeler . Yarigrup, Esnek kiime, Yarigruplarin esnek kesisimsel (hemen
hemen) idealleri
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ABSTRACT

Soft set theory, introduced by Molodtsov in 1999 to model uncertainty and has shown progress with
wide-ranging studies in a lot fields. One of these studies is proposing the concepts of different types
of soft intersection ideals of semigroups using soft sets in semigroup theory and examination of their
basic properties. In this thesis, various soft intersection ideals and soft intersection almost ideals of
semigroups are presented to contribute to soft set theory. In the first section of this thesis, which
consists of eleven sections, the existing studies in the literature related to semigroups and their
(almost) ideals, soft sets, semigroups, and various soft intersection (almost) ideals of semigroups are
mentioned. In the second section, fundamental definitions and theorems that are used in this thesis
are given,; the concept of soft simple* semigroup is introduced and exemplified. In the third section
soft intersection weak-interior ideals of semigroups, in the fourth section soft intersection bi-interior
ideals of semigroups, in the fifth section soft intersection almost subsemigroups of semigroups, in
the sixth section soft intersection almost ideals of semigroups, in the seventh section soft intersection
almost weak-interior ideals of semigroups, the eighth section soft intersection almost bi-interior
ideals of semigroups, the ninth section soft intersection almost bi-quasi ideals of semigroups, and in
the tenth section soft intersection almost tri-bi-ideals of semigroups are introduced, their properties
are examined, and their examples are given. Their relationships between certain soft intersection
(almost) ideals are examined in detail; and important connections between classical semigroup theory
and soft set theory are presented through some key theorems and examples. Additionally, the results
regarding soft set operations on these structures, as well as some conceptual characterizations of
these structures such as soft image and soft inverse image, have been discussed and exemplified.
Significant relationships regarding minimality, primeness, semiprimeness, and strongly primeness
have been obtained between various almost ideals and soft intersection almost ideals. In the final
section, the results obtained from this study are given and the importance of the results is discussed.

Number of pages : 183
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Bu caligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda acgiklamalar1 verilmek tlizere

asagida listelenmistir.
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1. GIRIS

Bilimsel bilgi, zaman i¢inde kabul edilegelen kesinligi ve nesnel kesif yontemi yiiziinden,
6ziinde diger bilgi ¢esitlerinden farkl olarak algilanir (James, 1998/2003). Giinliik yasamda
ise, eglenceli oyun, giizel ev, 1yi insan, kotii film gibi kisiden kisiye degisen, bilimsel bilgi
gibi nesnel olmayan kavramlarla karsilasiriz. Insanlar, giinliik yasamlarinda karsilastiklart
belirsizlik i¢eren karmagik problemleri ¢dzebilmek amaciyla tarihsel siire¢ igerisinde gesitli
¢Oziim yollar1 aramiglardir. Ancak, yeni kesfedilen veya daha 6nceden var olan yontemler,
degisen kosullarda ortaya ¢ikan karmasik problemlerin ¢6zliimii i¢in yetersiz kalmistir.
Belirsizlik iceren durumlara ¢oziim iiretebilmek amaciyla gelistirilen teoriler arasinda en
bilinenlerden biri, Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilan ‘Bulanik Kiimeler Teorisi’dir.
Bulanik kiimeler iiyelik fonksiyonlari araciligiyla tanimlanir. Ancak, tiyelik fonksiyonunun
son derece 6znel olmasi ve bununla birlikte getirdigi yapisal zorluklar nedeniyle, Molodtsov
(1999) belirsizligi modellemek ve belirsizlik iceren problemlerde kullanmak igin, iiyelik

fonksiyonundan bagimsiz bir kiime teorisi olan ‘Esnek Kiime Teorisi’ni ortaya atmistir.

Esnek kiime kavrami ortaya atildigindan bu yana hem teorik hem de uygulamali birgok
alanda kendine yer bulmus ve onciiliigiinde pek ¢ok yeni ¢aligma literatiire kazandirilmistir.
Maji, Biswas ve Roy (2003) bir esnek kiimenin alt kiimesi kavramini tanimlamais; iki esnek
kiimenin esitligi, bir esnek kiimenin tiimleyeni, ve/veya gibi esnek ikili islemler ile esnek
kiimeler icin birlesim ve kesisim islemlerini gelistirmistir. Pei ve Miao (2005), esnek alt
kiime ve iki esnek kiimenin kesisimi kavramlarini yeniden tanimlamistir. Aktas ve Cagman
(2007), esnek grup, esnek alt grup ve esnek homomorfizma kavramlarini ilk kez literatiire
sunarak, esnek cebirsel yap1 iizerine gergeklestirilecek bircok calismanin Oniinii agmuistir.
Park, Jun ve Oztiirk (2008) esnek cebirsel kavramlar iizerine ¢alismalar yapmustir. Ali, Feng,
Liu, Min ve Shabir (2009), esnek kiimelerin kisitlanmis birlesimi, kisitlanmis kesisimi,
kisitlanmis farki ve genisletilmis kesisimi kavramlarini tanimlayarak bu iglemlerin temel
ozelliklerini incelemistir. Cagman ve Enginoglu (2010), Molodtsov'un esnek kiime tanimini
ve esnek kiime islemlerini daha kullanigli hale getirmek amaciyla yeniden tanimlamistir.
Babitha ve Sunil (2010), iki esnek kiimenin kartezyen ¢arpimi lizerine ¢alismistir. Sezgin ve
Atagiin (2011a), kisitlanmis simetrik fark islemini tanimlayarak 6zelliklerini incelemistir.
Neog ve Sut (2011), esnek kiimeler i¢in tiimleyen kavramini yeniden tanimlamistir. Zhu ve

Wen (2013), klasik kiimelerin temel 6zelliklerinin esnek kiimelerde de gegerli oldugunu



gostermistir. Kharal (2014), bir esnek kiimenin ¢ekirdegi ve destegi kavramlarimi
tanimlanmis ve incelemistir. Sezgin, Ahmad ve Mehmood (2019), esnek kiimeler iizerinde
genisletilmis fark adi verilen yeni bir islem tanimlamis, bu islemin diger esnek kiime
islemleri ile olan iligkisini arastirmistir. Stojanovic (2021), esnek kiimeler iizerinde
genigletilmis simetrik fark islemini tanimlamais, bu islemin 6zelliklerini ve diger esnek kiime
islemleri ile iliskisini detayli bir sekilde incelemistir. Tiimleyenli esnek ikili parcali esnek
kiime islemleri detayli sekilde cesitli arastirmacilar (Sezgin ve Aybek, 2023; Sezgin ve
Demirci, 2023; Sezgin ve Sarialioglu, 2024; Sezgin ve Yavuz, 2023a; Sezgin, Aybek ve
Ataglin, 2023; Sezgin, Aybek ve Giingor, 2023) tarafindan ¢alisilmistir. Sezgin ve Calisict
(2024), klasik kiimelerde bulunan fark isleminin 6zelliklerini esnek ikili pargali fark
isleminde ¢alismistir. Ayrica, esnek kiime islemleri daha birgcok aragtirmaci (Ali, Shabir ve
Naz, 2011; Sezgin ve Atagiin, 2023; Sezgin ve Yavuz, 2023b; Sezgin ve Cagman, 2024)

tarafindan ilgi gérmiis ve incelenmistir.

Esnek kiime teorisindeki teorik calismalar, genellikle bir cebirsel yapinin esnek cebirsel
formunun ayrintili bir sekilde incelenmesine yogunlasmistir. Bu alandaki Oncii
caligmalardan biri, Aktas ve Cagman (2007) tarafindan yapilan esnek grup aragtirmasidir.
Bu calismanin devaminda esnek cebirsel yapilar ile ilgili birgok caligma literatiire
kazandirilmistir. Jun (2008), esnek BCK/BCI cebirini incelerken; Feng, Jun ve Zhao (2008),
esnek yari halka kavramini ¢aligmis; Jun ve Park (2008) ise esnek BCK/BCI cebirlerinin
cebirsel Ozelliklerini analiz etmistir. Jun, Lee ve Zhan (2009), esnek kiime kavramini BCI
cebirlerindeki p-ideallerine uygulayarak, esnek p-ideal ve esnek p-idealist BCI-cebiri
kavramlarini tanimlamis ve bulanik p-ideal ile esnek p-idealist BCl-cebiri arasindaki iliskiyi
incelemistir. Acar, Koyuncu ve Tanay (2010), esnek halkalar1 tanimlamis; esnek halka
idealleri, idealist esnek halkalar ve esnek halka homomorfizmalarinin temel 6zelliklerini
incelemistir. Kazanci, Yilmaz ve Yamak (2010), esnek BCH-cebirini tanimlamis ve
Ozelliklerini arastirmistir. Zhan ve Jun (2010), bulanik kiime ve esnek kiime teorilerini BL-
cebirine uyarlamistir. Jun, Lee ve Khan (2010), esnek siral1 yarigrup, esnek sirali alt yarigrup
ve esnek sirali bir yarigrubun esnek ideali kavramlarini tanitmis ve 6zelliklerini incelemistir.
Jun, Song ve So (2011), bulanik esnek BCI cebir, bulanik esnek idealler ve bulanik esnek p-
idealler kavramlarin1 tamimlamustir. Esnek grup, normalistik esnek grup ve normalistik esnek
grup homomorfizmi kavramlar1 Sezgin ve Atagiin (2011Db) tarafindan sunulmustur. Sezgin,

Ataglin ve Aygiin (2011), esnek yakin halkalar iizerine yapilan teorik ¢aligmalari



gelistirmistir. Cagman, Citak ve Aktas (2012), c¢esitli esnek cebirsel sistemlerin
aragtirilmasina yol agan esnek kesisimsel gruplar kavramini tanimlamigtir. Aktas ve Ozlii
(2014), esnek gruplarin mertebesi, esnek gruplarin kuvveti ve devirli esnek grup
kavramlarini tanitmis, devirli esnek gruplar ile klasik gruplar arasindaki iliskiyi incelemistir.
Sezer, Cagman ve Atagiin (2014) ve Sezer, Cagman, Atagiin, Ali ve Tirkmen (2015b),
yarigrup teorisine yeni bir yaklagim getirmis, Cagman ve Enginoglu (2010) tarafindan
diizenlenen esnek kiime tanimini kullanarak, esnek kesisim carpim islemini ve esnek
karakteristik fonksiyon kavramini literatiire kazandirmistir. Ayrica, esnek kesisimsel
yarigrup, yarigruplarin esnek kesisimsel sol (sag/iki tarafli) idealleri, esnek kesisimsel
(genellestirilmis) bi-idealleri, esnek kesisimsel i¢ idealleri ve esnek kesisimsel quasi-
idealleri kavramlarini tanimlamis, bu ideallerin birbirileri ile iliskilerini ortaya koymus ve
regiiler yarigrup, i¢ regiiler yarigrup, tamamen regiiler yarigrup gibi farkli yarigrup tiirlerini
bu idealler ile karakterize etmislerdir. Tanimladiklar1 bu ¢esitli esnek kesisimsel ideallerin;
esnek kesisim, esnek goriintii, esnek ters goriintii gibi literatiirde mevcut olan esnek kiime
islemleri ve kavramlar tizerinde gosterdigi sonuglari sistematik bir sekilde sunmusglardir.
One siirdiikleri baz1 ana teoremler araciligiyla, esnek kiime teorisi ile klasik yarigrup teorisi
arasinda onemli gegisler elde etmislerdir. Ullah, Ahmad, Hayat, Karaaslan ve Rashad
(2018), esnek kesisimsel AG-gruplarini tanimlamistir. Ullah, Karaaslan ve Ahmad (2018),
esnek birlesimsel grup kavramimi esnek birlesimsel AG-grubu kapsayacak sekilde
genisletmistir. Karaaslan (2019), esnek kesisimsel ¢arpim islemini kullanarak AG-grupoid,
AG*-groupoid ve AG-bantin bazi 6zelliklerini incelemistir. Ayrica, esnek idempotent
eleman, esnek kesisimsel AG-bant ve esnek kesisim AG-grupoidin esnek asal ideali gibi
yeni kavramlar1 tanimlamis ve bu kavramlarin 6zelliklerini sunmustur. Sezgin ve Orbay
(2022), yar basit yarigruplar, duo yarigruplar, sag (sol) sifir yarigruplari, sag (sol) basit
yarigruplar, sol (sag) basit yarigruplarin yari1 kafesi, sol (sag) gruplarin yari kafesi ve
gruplarin  yar1 kafesi gibi belirli yarigrup simiflarini; esnek kesisimsel idealler,
(genellestirilmis) bi-idealler, i¢ idealler ve quasi-idealler agisindan karakterize etmistir.
Ayrica, esnek normal yarigruplart tanimlamis ve bu kavramin yarigruplarla iliskisini ortaya
koymustur. Karaaslan, Ullah ve Ahmad (2021), normal bipolar esnek alt grup, konjuge
bipolar esnek alt grup, bipolar esnek grubun bipolar sol (sag) kosetleri kavramlarini literatiire
kazandirmigtir. Bunun yani sira, cesitli cebirsel yapilarin esnek formlari daha bircok
arastirmaci (Sezer, 2014a, 2014b; Sezer, Cagman ve Atagiin, 2015a; Mustuoglu, Sezgin ve
Tiirk, 2016; Tuncay ve Sezgin, 2016; Sezer ve Atagiin, 2016; Sezgin, Cagman ve Atagiin,



2017; Mahmood, Rehman ve Sezgin, 2018; Atagiin ve Sezgin, 2018; Sezgin, 2018; Jana,
Pal, Karaaslan ve Sezgin, 2019; Ozlii ve Sezgin, 2020; Sezgin, Atagiin, Cagman ve Demir,

2022) tarafindan arastirilmis ve sunulmustur.

Soyut cebir, bir¢ok cebirsel yap1 igerir ve bu cebirsel yapilari siniflandirmanin yani sira genel
Ozelliklerini incelemeyi amaglar. Bu baglamda yarigruplar, soyut cebirde hem teorik hem
uygulama alaninda 6nemli bir yer tutar. Yarigrup kavramu, ilk kez 1900’lerin basinda ortaya
cikmis ve genellikle parcali ¢aligmalar seklinde gelistirilmistir. 1940’lardan itibaren
yarigruplar iizerine yapilan ¢aligmalarin istikrarli bir sekilde artmasiyla birlikte Clifford ve
Preston (1961, 1967), yayimladiklari iki ciltlik bir kitap ile belli tipteki yarigruplarin yapist,
kongriianslar teorisi ve yarigruplarin gruplara yerlestirilmesi konularini ele almstir.
Yarigruplarin, teorik bilgisayar biliminde, otomatlarda, kodlama teorisinde, bicimsel
dillerde ve olasilik teorisi gibi matematigin bir¢cok disiplininde uygulama alani
bulunmaktadir. Bunun yani sira, biyoloji, psikoloji, biyokimya ve sosyoloji gibi alanlarin
baz1 kisimlar1 da yarigruplardan yararlanir. Ayrica, graf teorisi ve optimizasyon teorisinde
yarigruplar cebirsel yapilar olarak temel bir rol oynar. Cebirsel yapilarin ve uygulamalarinin
ileri diizeyde incelenmesi i¢in idealler son derece dnemlidir. Cebirsel yapilardaki ideallerin
genellestirilmesi, cebirsel yapilar hakkinda daha fazla arastirma yapmak icin gereklidir.
Bir¢cok matematikgi, cebirsel yapilarda idealler kavraminin farkli agilimlarini sunarak
onemli sonuglar ortaya koymus ve cebirsel yapilar1 karakterize etmistir. Dedekind, cebirsel
yapilar iizerindeki ¢aligsmalarin daha sistematik incelenmesine yardimci olmak amaciyla ilk
kez ideal kavramini ortaya atmistir ve Noether bu kavrami birlesmeli halkalar igin
genellestirmistir. Herhangi bir cebirsel yapiin tek tarafli ideali fikri, ideal fikrinin bir
uzantisidir ve tek tarafli ve iki tarafli idealler hala halka teorisinde temel fikirler olarak kabul

edilmektedir.

Yarigruplar i¢in bi-ideal kavrami ilk kez 1952’de Good ve Hughes (1952) tarafindan
tanitilmistir. Quasi-idealler fikri ilk olarak Steinfeld (1956) tarafindan yarigruplar ve daha
sonra halkalar i¢in gelistirilmistir. Quasi-idealler, sol ideallerin ve sag ideallerin bir
genellemesi iken; bi-idealler, quasi-ideallerin bir genellemesidir. Bir yarigrubun i¢ ideali
kavrami, Lajos (1976) tarafindan tanimlanmis ve daha sonra Szasz (1977, 1981) tarafindan
incelenmistir. Herhangi bir cebirsel yapinin i¢ ideali kavrami ise ideal kavraminin bir

genellemesidir.



Farkl: tipteki ideallerin daha genellestirilmis bir kavrami olarak "hemen hemen" idealler
Onerilmis, bu ideallerin 6zellikleri ve ilgili ideallerle arasindaki iliskileri ayrintili bir sekilde
incelenmistir. Bu baglamda, Grosek ve Satko (1980), yarigruplarin hemen hemen sol, sag
ve iki tarafli idealleri kavramini ilk kez ortaya atmistir. Daha sonra, Bogdanovic (1981), bi-
idealler kavramin1 yarigruplarin hemen hemen bi-ideallerine genisletmistir. Wattanatripop,
Chinram ve Changphas (2018), yarigruplarin hemen hemen quasi-idealleri kavramini
tanitmistir. Yarigruplarin hemen hemen i¢ idealleri ve zayif hemen hemen i¢ idealleri
fikirleri Kaopusek, Kaewnoi ve Chinram (2020) tarafindan incelenmistir. Hemen hemen alt

yarigruplar lampan, Chinram ve Petchkaew (2021) tarafindan tanimlanmustir.

Mevcut ideallerin bir uzantis1 olarak son zamanlarda Rao (2018a, 2018b, 2020a, 2020b)
tarafindan yarigruplarin bi-i¢ idealleri, bi-quasi-i¢ idealleri, bi-quasi idealleri, quasi-i¢
idealleri ve zayif-i¢ idealleri 6nerilmistir. Baupradist, Chemat, Palanivel ve Chinram (2021),
yarigruplarin esas ideallerini tanimlamistir. Yarigruplarin tri-quasi idealleri ise Rao, Kona,
Rafi ve Bolineni (2024) tarafindan g¢alisilmistir. Ayrica, yarigruplarin tri-idealleri Rao

(2024) tarafindan literatiire kazandirilmistir.

Yeni tanimlanan bu cesitli ideallerin genellemesi olan “hemen hemen” kavramlar1 da
tanitilmistir ve incelenmistir. Yarigruplarin hemen hemen bi-i¢ idealleri Gaketem (2022) ve
Chinram ve Nakkhasen (2022a) tarafindan; yarigruplarin hemen hemen bi-quasi-i¢ idealleri
Chinram ve Nakkhasen (2022Db) tarafindan ve yarigruplarin hemen hemen bi-quasi idealleri

Gaketem ve Chinram (2023) tarafindan tanimlanmis ve incelenmistir.

Klasik yarigrup teorisi iizerinde tanimlanan farkli tipteki idealler, esnek kiime teorisinde
“esnek kesigimsel hemen hemen” kavramina genellenerek arastirilmistir. Bu baglamda,
yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigruplari, esnek kesisimsel hemen hemen
idealleri, esnek kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ idealleri, esnek kesisimsel hemen hemen
bi-i¢ idealleri ve esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi idealleri Sezgin ve ilgin (2024a,
2024b, 2024c, 2024d, 2024e) tarafindan tanimlanmis ve 6zellikleri incelenmistir. Sezgin ve
Onur (2024), yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen bi-ideallerini; Sezgin ve Bas
(2024), yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen i¢ ideallerini; Sezgin ve Kocakaya
(Baskida), yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ideallerini ¢caligmistir. Ayrica,

Sezgin, Bas ve llgin (2025), yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-ig



ideallerini; Sezgin, ilgin ve Atagiin (2024a), yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen
tri-bi-ideallerini; Sezgin, Kocakaya ve Ilgin (2024b), yarigruplarin esnek kesisimsel hemen
hemen quasi-i¢ ideallerini; Sezgin, Onur ve Ilgin (2024c), yarigruplarim esnek kesisimsel

hemen hemen tri-ideallerini tanimlamis ve incelemistir.

Rao (2020b), bir yarigrubun zayif-i¢ ideali kavramini, ideal, i¢ ideal ve quasi-idealin bir
genellemesi olarak tanimlamis, 6zelliklerini incelemis ve yarigruplarin zayif-i¢ ideallerini
kullanarak basit yarigruplart ve regiiler yarigruplar1 karakterize etmistir. Literatiirdeki
caligmalar tarandiginda, zayif-i¢ ideal kavrami ayrica I'-yarihalkalar i¢in Rao (2020c), I'-
yarigruplar i¢in Rao ve Rao (2021) ve yarihalkalar i¢in Rao (2022b) tarafindan ¢alisilmustir.
Bir yarigrubun bi-i¢ ideali kavramini ilk kez Rao (2018a), bi-ideal ve i¢ idealin bir
genellemesi olarak onermis ve basit yarigruplar ile regiiler yarigruplarin bi-i¢ ideallerinin
ozelliklerini incelemistir. Literatlirdeki ¢alismalar tarandiginda, bi-i¢ ideal kavrami ayrica I'-
yarthalkalar icin Rao ve Venkateswarlu (2018) ve I'-yarigruplar i¢in Rao (2022a) tarafindan

calisiimustir.

Bu tez ¢aligmasinda, bir yarigrubun zayif-i¢ ideali kavrami esnek kiime teorisine aktarilarak
“Yarigruplarin Esnek Kesisimsel Zayif-i¢ Idealleri” kavrami tanitilmis, drneklendirilmis ve
detaylica incelenmistir. Bu baglamda, bir alt yarigrup bir zayif-i¢ ideal ise bu altyarigrubun
esnek karakteristik fonksiyonunun bir esnek kesisimsel zayif-i¢ ideal oldugu ve bunun
karsitinin da gecerli oldugu bir teorem ile gdsterilmistir ve drneklendirilmistir. Boylece,
klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime teorisi arasinda 6nemli bir iligki kurulmustur. Ayrica,
bir yarigrubun esnek kesisimsel zayif-i¢ idealleri ile diger esnek kesisimsel idealleri
arasindaki iligkiler arastirilmistir. Elde edilen bulgular, regiiler bir yarigrubun her esnek
kesigsimsel zayif-i¢ idealinin bir esnek kesisimsel alt yarigrup oldugunu ve bir yarigrubun
esnek kesisimsel zayif-i¢ idealinin, esnek kesisimsel ideal ve esnek kesisimsel i¢ idealin bir
genellemesi oldugunu gostermektedir. Bunun yami sira, her idempotent esnek kesisimsel
zayif-i¢ idealin, esnek kesisimsel ideal ile ¢akisik oldugu ve bir grubun her esnek kesisimsel
zayif-i¢ idealinin bir grubun esnek kesisimsel ideali (i¢ ideali, bi-ideali, quasi-ideali) ile denk
oldugu gosterilmistir. Ayrica, esnek kesisimsel sol (sag) zayif-i¢ idealler kullanilarak sol
basit ve sag basit yarigruplar karakterize edilmistir. Diger taraftan, yarigruplarin esnek
kesigsimsel zayif-i¢ idealleri kavrami, esnek kesisim ve esnek kesisimsel ¢arpim islemi gibi

esnek kiime islemleri bakimindan degerlendirilmis; esnek goriintii ve esnek ters goriintii gibi



kavramlar agisindan da analiz edilmistir. Ayrica, idempotentlik sart1 altinda, bir yarigrubun
regiilerligi ile esnek kiimenin esnek kesisimsel sol (sag) zayif-i¢ idealligi arasinda gift
gerektirme iligkisi kurularak, klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime teorisi arasindaki

baglanti pekistirilmistir.

Ayrica bu tez ¢alismasinda, “Yarigruplarin Esnek Kesisimsel Bi-i¢ Idealleri” kavrami
sunulmus, 6rneklendirilmis ve detayli bir sekilde incelenmistir. Bu baglamda, bir yarigrubun
bostan farkli bir alt kiimesi bir bi-i¢ ideal ise bu alt kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun bir esnek kesisimsel bi-i¢ ideal oldugu ve bunun karsitinin da gegerli oldugu
bir teorem ile gosterilmistir ve drneklendirilmistir. Boylece, klasik yarigrup teorisi ile esnek
kiime teorisi arasinda énemli bir iliski kurulmustur. Ayrica, bir yarigrubun esnek kesisimsel
bi-i¢ idealleri ile diger esnek kesisimsel idealleri arasindaki iligkiler arastirilirken ilk defa bu
calismada tanitilan esnek basit* yarigrup kavrami kullanilmistir. Buradan elde edilen
bulgular, esnek basit* bir yarigrubun her esnek kesisimsel bi-i¢ idealinin bir esnek kesisimsel
alt yarigrup oldugunu gostermistir. Bunun yani sira, bir yarigrubun her esnek kesisimsel sol
(sag/iki tarafll) ideali, bi-ideali, i¢ ideali ve quasi-idealinin bir esnek kesisimsel bi-i¢ ideal
oldugu kanitlanmis, karsitlarinin her zaman dogru olmadigini gostermek i¢in aksine drnekler
verilmis ve karsitlarinin yarigruplarin esnek basit* yarigrup olmasi durumunda gegerli
oldugu gosterilmistir. Ayrica, yarigruplarin esnek kesisimsel bi-i¢ idealleri kavrami, esnek
kesisim ve esnek kesisimsel carpim islemi gibi esnek kiime islemleri bakimindan
degerlendirilmis; esnek goriintii gibi kavramlar agisindan da analiz edilmistir. Diger taraftan,
bir yarigrubun regiilerligi ile esnek kiimenin esnek kesisimsel bi-i¢ idealligi arasinda ¢ift
gerektirme iligkisi kurularak, klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime teorisi arasindaki

baglant1 pekistirilmistir.

On bir boliimden olusan bu ¢alismanin birinci bdliimiinde, yarigruplar ve (hemen hemen)
idealleri, esnek kiimeler ve yarigruplarin gesitli esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri
ile ilgili literatiirde yer alan ¢aligmalara deginilmistir. ikinci bdliimde, bu tez calismasinda
kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmis, esnek basit* yarigrup kavrami tanitilmig
ve Orneklendirilmistir. Ugiincii boliimde yarigruplarin esnek kesisimsel zayif-i¢ idealleri,
dordiincti bolimde yarigruplarin esnek kesisimsel bi-i¢ idealleri sunulmustur. Besinci,
altinci, yedinci, sekizinci, dokuzuncu ve onuncu boliimlerde sirasiyla, yarigruplarin esnek

kesisimsel hemen hemen alt yarigruplari, esnek kesisimsel hemen hemen idealleri, esnek



kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ idealleri, esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢ idealleri,
esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi idealleri ve esnek kesisimsel tri-bi-idealleri
tanitilmis, 6rnekleri verilmis ve birbirleri ve diger esnek kesisimsel hemen hemen idealler
ile iligkileri incelenmistir. Klasik yarigrup teorisi ve esnek kiime teorisi arasindaki énemli
baglantilar, bazi ana teoremler ve 6rneklerle sunulmustur. Ayrica, esnek kiime islemleri ile
iligkili sonuglar ile bu yapilarin esnek goriintii gibi baz1 kavramsal karakterizasyonlar ele
alinmis ve orneklendirilmistir. Cesitli hemen hemen idealler ile esnek kesisimsel hemen
hemen idealler arasinda minimalite, asallik, yar1 asallik ve kuvvetli asallik agisindan 6nemli
iligkiler elde edilmistir. Son boliimde ise bu ¢alismadan elde edilen sonuglara yer verilmis

ve sonuglarin 6nemi tartigilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu bdliimde, tez boyunca kullanilan yarigrup kavrami ve esnek kiimeler ile ilgili temel

bilgilere verilmistir.

2.1. Yangruplar ve Yarigrup Cesitleri

Bu alt boliimde, yarigrup tanimi ve yarigruplarin bazi ¢esitleri hakkinda bilgi verilmistir.
Clifford ve Preston (1961: 58-62, 1967: 79-83), Petrich (1973: 59-70, 1977: 202-211, 1985),
Howie (1995: 103-109), Grillet (1995: 101-108, 2013: 65-77), Nagy (2013: 43-77)

kaynaklarindan yarigruplar hakkinda detayli bilgilere ulasilabilir.

2.1.1. Tanim A bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere,

*x: AXA-A

fonksiyonuna, A kiimesi tizerinde bir (ikili) islem denir (Aydin ve Kandamar, 2013: 71). Bu
acidan, ikili islemler iki degiskenli fonksiyondur (Hacisalihoglu, 2007: 163).

“x” ikili islemi, bir fonksiyon oldugundan her x, y € A igin, x x y € A saglandig1 aciktir. Bu,

A kiimesinin “x” iglemine gore kapali olmasi demektir (Aydin ve Kandamar, 2013: 71).

Herhangi bir kiimede tanimlanan islem/islemler bu kiime ile birlikte cebirsel yap1 olusturur
(Hacisalihoglu, 2007: 181). Cebirsel yapilarin diger adi, matematiksel yap1 ya da
matematiksel sistemdir. Cebirde en bilinen cebirsel yapilar bir iglemli olan grup; iki islemli
olan halka ve cisimdir. Cebirin amaci, cebirsel yapilar1 siniflandirmak olup, bu baglamda
matematikte yapilan en onemli islemlerden biri bir kiimede tanimlanan bagmti islemin

ozelliklerini incelemektir (Hacisalihoglu, 2007: 181).

2.1.2. Tanim S bos kiimeden farkli bir kiime ve *, S kiimesi lizerinde tanimli bir ikili islem
olsun. Her a,b,c € S igin, a x (b x ¢) = (a * b) x c ise (S,*) cebirsel yapisina bir yarigrup

denir.
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Bu tez boyunca aksi belirtilmedigi siirece, a x b yerine ab yazilip, (S,x) yerine de S

kullanilacaktir.

2.1.3. Ornek (Z*, +) ve (2Z,") birer yarigruptur.

2.1.4. Tanim Bir S yarigrubu,

Vi.

Vii.

viii.

Xi.

Her a,j € S icin, aj = ja ise degismeli yarigrup,

Her h € S icin, h? = h ise band (idempotent yarigrup),

Her ¢ € S igin, c2 = c ve her f,1 € S i¢in, fl = If ise yarikafes (degismeli band),
Birim elemana sahip bir yarikafes ise siirl yarikafes,

Bir band olmak {izere, her s,y € S icin, sys = s veya buna esdeger olarak her

d,m,x € S i¢cin, dmx = dx ise dikdortgensel band,

k

Her i,z €S i¢in, iz = zi ve i® = mz olacak sekilde en az k,m € S var ise

arsimedyan degismeli yarigrup,

Her f,j €S icin, fj = jf olmasi f =) olmasim gerektiriyor ise hicbir yerde

degismeli olmayan yarigrup,

Her u,p € S i¢in, (uw)™ = wp olacak sekilde bir w € S ve pozitif bir n tamsayisi

var ise sol zayif degismeli yarigrup,

Her a,l € S igin, (al)* = ta olacak sekilde bir t € S ve pozitif bir k tamsayis1 var

ise sag zay1f degismeli yarigrup,

Hem sol zayif degismeli yarigrup hem de sag zayif degismeli yarigrup ise yani, her
d,q € S icin, (dq)t = yd = qv olacak sekilde v, y € S ve pozitif bir t tamsayis1 var

ise zayif degismeli yarigrup,

Her t,r € S icin, tr = rt olmasi en az bir j € S i¢in, £jr = rjt olmasin gerektiriyor

ise kosullu degismeli yarigrup,



Xii.

Xiil.

Xiv.

XV.

XVI.

XVii.

XViil.

XiX.

XX.

XXI.

XXil.

XXiii.

XXIV.

XXV.

XXVi.

XXVil.
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Her h,n € S icin, hn = (nh)* olacak sekilde pozitif bir k tamsayisi var ise quasi

degismeli yarigrup,

Her ¢,p,z € S icin, cpz = czp ise sag degismeli yarigrup,
Her r,u,y € S icin, ruy = ury ise sol degismeli yarigrup,
Her k,n,y € S i¢in, kny = ynk ise dissal degismeli yarigrup,
Her g,l,n,r € S igin, nglr = nlgr ise orta yarigrup,

Her d,r,w €S i¢in, dr = wr olmasi d =w olmasim gerektiriyor ise sag

sadelestirici yarigrup,

Her f,1,x € S i¢in, lf = Ix olmas1 f = x olmasim gerektiriyor ise sol sadelestirici

yarigrup,

Hem sol sadelestirici yarigrup hem de sag sadelestirici yarigrup ise sadelestirici

yarigrup,

Her t € S i¢in, t = tyt olacak sekilde bir y € S var ise regiiler yarigrup,

Her v € S icin, v = kv?d olacak sekilde k,d € S var ise i¢-regiiler yarigrup,
Her p € S icin, p = up? olacak sekilde bir u € S var ise sol regiiler yarigrup,
Her ¢ € S i¢in, ¢ = c?h olacak sekilde bir h € S var ise sag regiiler yarigrup,
Bir band olmak tizere, her i, q € S igin, iqi = iq ise sol-regiiler band,

Bir band olmak iizere, her u, x € S icin, uxu = xu ise sag-regiiler band,

Her b € Sicin, b = beb ve be = eb olacak sekilde bir e € S var ise tamamen regiiler

yarigrup,

Her c € S igin, c™ = c¢™yc™ olacak sekilde bir y € S ve pozitif bir m tamsayisi var

ise k-regiiler yarigrup,



XXViii.

XXIX.

XXX.

XXXI.

XXXIl.

XXXIii.

XXXIV.

XXXV.
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0 € S yani yutan elemana sahip olmak iizere, e # 0 ve f = ef = fe olmasie = f

olmasini gerektiriyor ise ilkel yarigrup,

Her u € S igin, ulu = u ve lul = [ olacak sekilde u’nun tek bir [ tersi var ise ters

yarigrup,

0 € S yani yutan elemana sahip olmak lizere, her a, i € S i¢in, ai = 0 ise bos (sifir)

yarigrup,
Her r,w € S icin rw = r ise sol sifir yarigrup,
Her t,n € S i¢in tn = n ise sag sifir yarigrup,

Her b,m € S i¢in, bm = b? = m? olmas1 b = m olmasim gerektiriyor ise ayirict

yarigrup,
Kendisi disinda higbir sol idealini igcermiyor ise sol basit yarigrup,

Kendisi disinda higbir sag idealini icermiyor ise sag basit yarigrup

olarak adlandirilir.

2.1.5. Teorem S yarigrubu i¢in asagidaki durumlar gegerlidir:

(1) S’nin bir sol (sag) basit yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a € S i¢in, Sa =

S (aS = S) olmasi yani, her a,b € S igin, b = xa (b = ax) olacak sekilde x €

S olmasidir.

(2) S’nin basit yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a € S i¢in, SaS = S olmasi

yani, her a,b € S igin, b = xay olacak sekilde x, y € S olmasidir.

2.1.6. Teorem S yarigrubu i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) S bir gruptur.

(2) S hem bir sol basit yarigrup hem de bir sag basit yarigruptur (Huntington, 1902).
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2.2. Yanigruplarin idealleri ve Hemen Hemen idealleri

Bu alt boéliimde, yarigruplarin bazi idealleri ve hemen hemen ideallerinin tanimlari

verilmistir.

2.2.1. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi 7,

1.

10.

AA C A ise S yarigrubunun bir alt yarigrubu,

SAC A (AS € A) ise S yarigrubunun bir sol (sag) ideali; S yarigrubunun hem bir

sol ideali hem de bir sag ideali ise S yarigrubunun bir iki tarafli ideali (ideali),

Bir alt yarigrup ve ASA € /A ise S yarigrubunun bir bi-ideali (Good ve Hughes,
1952),

SAS € Acise S yarigrubunun bir i¢ ideali (Lajos, 1976),

SA N AS € Aise S yarigrubunun bir quasi-ideali (Steinfeld, 1956),

Bir alt yarigrup ve SAA € A (AAS S A) ise S yarigrubunun bir sol (sag) zayif-i¢
ideali; S yarigrubunun hem bir sol zayif-i¢ ideali hem de bir sag zayif-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali (Rao, 2020b),

SAS N ASA € Acise S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali (Rao, 2018a),

Bir alt yarigrup ve SA N ASA € A (AS N ASA € A) ise S yarigrubunun bir sol
(sag) bi-quasi ideali; S yarigrubunun hem bir sol bi-quasi ideali hem de bir sag bi-

quasi ideali ise S yarigrubunun bir bi-quasi ideali (Rao, 2020a),

Bir alt yarigrup ve SASA € A (ASAS € A) ise S yarigrubunun bir sol (sag) quasi-
i¢ ideali; S yarigrubunun hem bir sol quasi-i¢ ideali hem de bir sag quasi-ig ideali ise

S yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali (Rao, 2020Db),

Bir alt yarigrup ve ASASA € A ise S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali (Rao,
2018b),
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11. Bir alt yarigrup ve ASAA S A (AASA € A) ise S yarigrubunun bir sol (sag) tri-
ideali; S yarigrubunun hem bir sol tri-ideali hem de bir sag tri-ideali ise S

yarigrubunun bir tri-ideali (Rao, 2024),

12. Bir alt yarigrup ve AASAA € A ise S yarigrubunun bir tri-quasi ideali (Rao ve
digerleri, 2024)

olarak adlandirilir.

Rao ve digerleri (2024), “tri-bi-ideal” kavramini “tri-quasi-ideal” olarak adlandirmaktadir;
ancak, sol tri-ideal tanimina bakildiginda, sol ideali temsil eden SA’nin yapinin ortasinda yer
aldig1 ve diger iki A’nin sola ve saga yerlestirildigi goriilmekte ve benzer sekilde sag tri-
ideal tanimina baktigimizda, sag ideali temsil eden AS’nin ortada yer aldig1 ve diger iki A’nin
sola ve saga yerlestirildigi goriilmektedir. Tri-quasi ideal i¢in, yapmin ortasinda yer alan
ASA’nin zihinde bi-ideali ¢agristirdigi ve diger iki A’nin yine sola ve saga yerlestirildigi
goriilmektedir. Bu nedenle, sol (sag) tri-ideal tanimiyla tutarli olmak adina, bu tez boyunca

“tri-quasi ideal” yerine “tri-bi-ideal” kavrami kullanilacaktir.

2.2.2. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi 4,

1. AANA+#Q ise S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu (lampan ve
digerleri, 2021),

2. Her x € Sigin, xA N A #= 0 (Ax N A # Q) ise S yarigrubunun bir hemen hemen
sol (sag) ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol ideali hem de bir hemen

hemen sag ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen iki tarafli ideali (hemen hemen

ideali) (Grosek ve Satko, 1980),

3. Her x €S igin, AxANA # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali
(Bogdanovic, 1981),

4. Her x,y € S igin, xAy N A # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ ideali; her
x €S i¢in, xAx N A # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen hemen i¢ ideali
(Kaopusek ve digerleri, 2020),
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Her x € S igin, (xA N Ax) N A # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-

ideali (Wattanatripop ve digerleri, 2018),

Her x € Sigin, xAA N A # @ (AAx N A # Q) ise A’ya S yarigrubunun bir hemen
hemen sol (sag) zayif-i¢ ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol zayif-i¢
ideali hem de bir hemen hemen sag zayif-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir hemen

hemen zayif-i¢ ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024c),

Her x,y,z € S i¢in, (xAy N AzA) N A # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen
bi-i¢ ideali (Gaketem, 2022; Chinram ve Nakkhasen, 2022a),

Her x,y €S igin, (xANAYyAINA=D ((AxnAYA)NA#Q) ise S
yarigrubunun bir hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideali; S yarigrubunun hem bir
hemen hemen sol bi-quasi ideali hem de bir hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S
yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi ideali; her x € S igin, (xA N AxA) N A #
1) ((Ax N AxA) N A+ (D) ise S yarigrubunun bir zay1f hemen hemen sol (sag) bi-
quasi ideali; S yarigrubunun hem bir zayif hemen hemen sol bi-quasi ideali hem de
bir zayi1f hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir zay1f hemen hemen

bi-quasi ideali (Gaketem ve Chinram, 2023),

Her x,y € S igin, xAyA N A # @ (AxAy N A # Q) ise A’ya S yarigrubunun bir
hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol
quasi-i¢ ideali hem de bir hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir

hemen hemen quasi-i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2024b),

Her x,y € S i¢in, (AxAyA) N A # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-
quasi-i¢ ideali (Chinram ve Nakkhasen, 2022b),

Her x € S igin, AxAA N A #= @ (AAxA N A # Q) ise S yarigrubunun bir hemen
hemen sol (sag) tri-ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol tri-ideali hem
de bir hemen hemen sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-ideali

(Sezgin ve digerleri, 2024c),

Her x € S igin, AAxAA N A # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali
(Sezgin ve digerleri, 2024a)
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olarak adlandirilir.

2.3. Esnek Kiimeler ve Temel Kavramlari

Bu alt boliimde, esnek kiimeler ile ilgili temel kavramlara ve teoremlere yer verilmistir.
2.3.1. Tanim U evrensel kiime, E parametreler kiimesi, P(U), U’nun kuvvet kiimesi ve W €

E olsun. x € W igin, fy;(x) = @ olacak sekilde, fyy: E = P(U) doniisiimiine U itizerinde bir

esnek kiime denir. O halde bir fy esnek kiimesi,

fu ={(x fu()):x € E, fy(x) € P(U)}
seklindeki sirali ikililerin kiimesidir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
Bu tez boyunca, U tizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi S; (U) ile gosterilecektir.

2.3.2. Tanim fi; € Sg(U) olsun. Her @ € E igin, fiy(Q) = @ ise fyy esnek kiimesine bos esnek

kiime denir ve @ ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.3. Tanim fyy € Sg(U) olsun. Her g € E i¢in, fi;(Q) = U ise fy esnek kiimesine evrensel

esnek kiime denir ve Uy ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.4. Tanim S bir yarigrup ve fs € Sg(U) olsun. Her x € S i¢in, fs(x) = U ise fs esnek

kiimesine tam esnek kiime denir ve S ile gosterilir.

2.3.5. Tanim fz, fi € Sg(U) olsun. Her x € E i¢in, fz(x) S f;(x) ise f5’ye fi nin esnek alt
kiimesi denir ve f € f; ile gosterilir. Her x € E igin, fz(x) = fi(x) ise f; ve fi esnek

kiimelerine esnek esit kiimeler denir ve f; = f; ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.6. Tanmim fC'fL € SE(U) olsun. Her x €E i(}il’l, (fc ﬁfL)(.X') = fc(.X') N fL(.X')
((fs U f)(x) = fo(x) U fi(x)) seklinde tamimlanan f A f; (f5 U f) esnek kiimesine, f

ve f; esnek kiimelerinin esnek kesisimi (birlesimi) denir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
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2.3.7. Tanim f3, fi € Sg(U) olsun. Her (x,y) € E X E i¢in, (fz A f)(x,y) = fa(x) N fi(y)
((fe vV fO(x,¥) = fz(x) U fi(y)) seklinde tanimlanan f A fi (f5 V fi.) esnek kiimesine, f3
ve fi’nin A —carpimi (V —¢arpimi) denir ve fz Afi = foar (foVfi = four) seklinde

gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.8. Tanim fz, h; € S;(U) olsun. Bu durumda, f; ve h; ’nin kartezyen ¢arpimi, (a, b) €
(G x L) igin, fox1: G X L= P(U X U) Ve fox1(a,b) = fz(a) X hi(b) olmak iizere,

fo X i = fox.
seklinde tanimlanir (Babitha ve Sunil, 2010).

2.3.9. Tanim fz, fi € Sg(U) ve ¢, G’den L’ye bir fonksiyon olsun. Bu durumda, fz nin ¢

altindaki esnek goriintiisii @ (f3), her x € Ligin,

(‘P(fc))(x) = {U{fC(a)la € Gve p(a) = x}, x € ¢(0) ise
?,

diger durumlarda

seklinde tanimlanir ve f; ’nin ¢ altindaki esnek 6n goriintiisii (ya da esnek ters goriintiisii)

@~ 1(f.), her a € G igin,

(07() (@ = fi(o(@)
seklinde tanimlanir (Cagman ve digerleri, 2012).
2.3.10. Tanim f; € S;(U) ve a € U olsun. Bu durumda, f;’nin iist a-kapsama kiimesi,
U(fy; ) ile gosterilir ve U(fi; ) = {x €L] fi(x) 2 a} seklinde tanimlanir (Sezgin,

Cagman ve Citak, 2019).

2.3.11. Tanim f; € Sg(U) olsun. Bu durumda,

supp(fi) = {x € L: fi(x) + 0}
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seklinde tanimlanan supp(f;) kiimesine, fi nin destek kiimesi denir (Feng ve digerleri,

2008).

Destek kiimesi bos kiime olan bir esnek kiimenin bos esnek kiime oldugu aciktir; aksi

takdirde, esnek kiime bos esnek kiime degildir.

2.3.12. Not f3, fi € Sg(U) olsun. Bu durumda, f € f; ise supp(fz) S supp(fi) (Sezgin ve
Ilgin, 2024a).

2.3.13. Tanim S bir yarigrup ve bg, hg € S5 (U) olsun. Bu durumda, her x € S igin, bg o hg

esnek kesisimsel ¢arpimi su sekilde tanimlanir (Sezer ve digerleri, 2015Db):

{bs(y) Nhs(2)}, x = yzolacak sekilde 3y,z € S var ise
(bs o hy) () = { =,

o, diger durumlarda

2.3.14. Ornek S = {&, P, w} kiimesi lizerinde, Tablo 2.1 yardimiyla tanimlanan ‘% ikili
islemi ile (S, %) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

% |53 P W

v It k
P | & P PR
w v It w

Tablo 2.1. Ornek 2.3.14’teki “#” ikili islemi

U=D,={xy)x?=1y%=exy = yx} = {e x,y, yx} evrensel kiimesi iizerinde f; Ve hg

esnek kiimeleri,

fS = {(h, {8}), (Ia; {x, y}), (u1, {x, Y Yx})}

h’S = {(h, {e, X}), (1’&, {x, y})» (UJ, {yx})}
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seklinde tanmimlansin. Burada, b=th=ph=wh=hbtw oldugu goz Oniinde

bulundurularak,

(fs o hs)(8) = (fs(8) N hs(B)) U (fs(@) N hs(8)) U (fs(w) N hs(8)) U (fs(&) N hs(w))
= {{e} n{e,x}}u{lx, v} n{e, 3} U {{x,y,yx} n{e, x}} U {{e} n {yx}}
=feju{xju{xjuo
= {e, x}

elde edilir. Benzer sekilde, @ = tip = e = we = pw oldugu gz onilinde bulundurularak,

(fs o hs)(@®) = (fs(®) N hs(@)) U (fs(@) N hs(R)) U (fs(w) N hs(p))
U (fs([a) n hs(lu))
={e} n{x,y}} U {{x, v} 0 {xy3} u{lx,y, yx3 0 {x,y3} U {{x, ¥} n {yx3}}
=0Uf{x,y}u{x,y}uo
= {x,y}

elde edilir. Benzer sekilde, wm = wiw oldugu goz 6niinde bulundurularak,

(fs © hg) (W) = fo(w) N hs(w) = {x,y, yx} n {yx} = {yx}
elde edilir.

2.3.15. Teorem tg, vg, #5s € Sg(U) olsun. O halde,
) (Ts o us) o xg =T © (v © x5)
i) Genellikle, g 0o vg # vg © Tg
iii) 75 © (s U sg) = (15 0 v5) U (75 © 25) Ve (t5 U vg) o x5 = (T5 0 #5) U (vg © #5)
V) 75 0 (us N 3t5) = (15 0 Us) N (T5 © 25) Ve (T5 Nvg) 0 x5 = (T5 © #5) N (Vg © )

V) ngvs iSETSOJ{SQUSOJ{SVE %Song}fSoUS
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Vl) hS g Ts ve ks g Ug olacak Sekllde hs, ks (S Ss(U) |Se hs o ks g Tg ©° Ug (Sezer ve
digerleri, 2015b).

2.3.16. Tanim A € S olsun. Bu durumda,

U x€Aise
Salx) = {(Z), x € S\A ise

seklinde tanimlanan S, esnek kiimesine, A nin esnek karakteristik fonksiyonu denir.

S, nin, U tizerinde bir esnek kiime oldugu aciktir, yani, S4: S — P(U) (Sezer ve digerleri,

2015b).

S bir yarigrup olmak iizere, her x € S icin, fs(x) = U ise f; esnek kiimesinin § ile
gosterildigi, yani her x € S igin, S(x) = U oldugu bilinmektedir. O halde, S esnek
kiimesinin, S nin esnek karakteristik fonksiyonu Sg esnek kiimesine denk oldugu, yani S =

Ss oldugu aciktir.

2.3.17. Sonug S,, A’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak tizere, supp(S,) = A (Sezgin
ve Ilgin, 2024a).

2.3.18. Teorem 9,Y € S olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler saglanir:
i) 9 S Y olmasi igin gerek ve yeter sart Sy € S, olmasidir
”) 519 ﬁ Sy' = S.lgny' ve 519 U Sy' = S19UY

iii) Sg o Sy = Sgy (Sezer ve digerleri, 2015b; Sezgin ve Ilgin, 2024a).
2.3.19. Tanim a, b € S olsun. Bu durumda,

U, b=aise
Sa(b) = {@, b #+ aise

seklinde tanimlanan S, esnek kiimesine, a’nin esnek karakteristik fonksiyonu denir.
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Sy mn, U iizerinde bir esnek kiime oldugu agiktir, yani, S,: S — P(U) (Sezgin ve lgin,
2024b).

2.3.20. Teorem #¢ € Sg(U) olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler saglanir:

S

v
(o)
ot
N
v
<
D
ot
[o]
Al
I

i) # US = Sve #5 01'S = £ (Sezer ve digerleri, 2015b).
Teorem 2.3.20 (Sezer ve digerleri, 2015b), “#s, U lizerinde bir esnek kesisimsel alt yarigrup
olsun” kabuliiyle verilmistir. Ancak bu ¢alismada, “#s, U tizerinde bir esnek kiime olsun”
kabulii tercih edilmistir.
2.3.21. Lemma j¢ € Sg(U) olsun. Bu durumda,
Fsojs =0s & fs = Ds
(Sezgin ve Ilgin, 2024a).
2.3.22. Lemma £g, S, € S;(U) ve z € S olsun. Bu durumda,
S;ohs =05 © kg =05 (fsoS, =05 © £s = D)
(Sezgin ve Ilgin, 2024b).
2.4. Esnek Kesisimsel idealler ve Esnek Kesisimsel Hemen Hemen idealler
Bu alt boliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel idealleri ve esnek kesisimsel hemen hemen
ideallerinin tanmimlar1 ile baz1 onerme ve teoremlere yer verilmis, esnek basit* yarigrup

kavrami tanitilmis ve 6rneklendirilmistir.

2.4.1. Tamim U tizerinde bir ng esnek kiimesi,
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Her a, x € S i¢in, ng(ax) 2 ng(a) N ng(x) ise S yarigrubunun U {izerinde bir esnek

kesisimsel alt yarigrubu (Sezer ve digerleri, 2015b),

Her b,r €S igin, ng(br) 2 ng(r) (ns(br) 2 ﬂs(b)) ise S yarigrubunun U
tizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) ideali; S yarigrubunun hem bir esnek

kesisimsel sol ideali hem de bir esnek kesisimsel sag ideali ise S yarigrubunun bir iki

tarafli ideali (ideali) (Sezer ve digerleri, 2015b),

Bir esnek kesisimsel alt yarigrup olmak iizere, her c,k,v € S igin, ng(ckv) 2
ng(c) N ng(v) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel bi-ideali (Sezer
ve digerleri, 2015b),

Her d,t,y € S igin, ng(dty) 2 ng(t) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesigimsel i¢ ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

(§ ° 775) n (ns ° §) C nyg ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel quasi-

ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

Her [,n,y € S i¢in, Nng(Iny) 2 ng(l) N ng(y) ise S yarigrubunun U tizerinde bir

esnek kesisimsel genellestirilmis bi-ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

(Song) A (nseSeng) Eng ((nsog)ﬁ(nsogons)ins) ise S
yarigrubunun U tzerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) bi-quasi ideali; S

yarigrubunun hem bir esnek kesisimsel sol bi-quasi ideali hem de bir esnek

kesisimsel sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir bi-quasi ideali (Onur, 2025),

Her f,ho,w €S igin, ng(fhow) 2 ng(h) N ng(w) (ns(fhow) 2 ns(f) N
:ns(o)) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) quasi-i¢ ideali;
S yarigrubunun hem bir esnek kesisimsel sol quasi-i¢ ideali hem de bir esnek

kesisimsel sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali (Kocakaya,
2025),

Her a,b,c,d,e € S igin, ng(abcde) 2 ng(a) N ng(c) N ng(e) ise S yarigrubunun

U iizerinde bir esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideali (Bas, 2025),
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10. Her p,v,x,z € S igin, ng(pvxz) 2 ng(p) N Ns(x) N Ns(2) (Ns(pvxz) 2 Ng(p) N
ns(v) N ng(2)) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) tri-

ideali; S yarigrubunun hem bir esnek kesisimsel sol tri-ideali hem de bir esnek

kesisimsel sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir tri-ideali (ilgin ve Sezgin, Baskida a),

11.Her a,b,c,d,e € S i¢in, ng(abcde) 2 ng(a) N ng(b) N Ng(d) N ns(e) ise S
yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel tri-bi-ideali (ilgin ve Sezgin, Baskida

b)
olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.1 (1) (Sezer ve digerleri, 2015b), “esnek kesisimsel yarigrup” olarak verilmistir.
Ancak bu tezde genelligi kaybetmemek adina bu tanim, “esnek kesisimsel alt yarigrup”

olarak kullanilmustir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel alt yarigrubu ((sol/sag) ideali,
(genellestirilmis) bi-ideali, i¢ ideali, quasi-ideali, (sol/sag) bi-quasi ideali, (sol/sag) quasi-i¢
ideali, bi-quasi-i¢ ideali, (sol/sag) tri-ideali, tri-bi-ideali), EK-alt yarigrup ((sol/sag) ideal,
(genellestirilmis) bi-ideal, i¢ ideal, quasi-ideal, (sol/sag) bi-quasi ideal, (sol/sag) quasi-i¢
ideal, bi-quasi-ig ideal, (sol/sag) tri-ideal, tri-bi-ideal) olarak gosterilecektir.

2.4.2. Onerme ng € Sg(U), Im(ng), N nin goriintii kiimesi, a € Im(ng) olmak iizere a, U
kiimesinin alt kiimesi olsun. ng, bir EK-alt yarigrup ise U(Ng; @), S yarigrubunun bir alt

yarigrubudur (Sezgin ve digerleri, 2015Db).

2.4.3. Teorem ng € S (U) olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler gegerlidir.

1. ng’nin bir EK-alt yarigrup olmast igin gerek ve yeter sart Ng o Ng € Ng olmasidir

(Sezer ve digerleri, 2015b).

2. ng'nin bir EK-sol (sag) ideal olmasi igin gerek ve yeter sart Song & ng
(ns oS E ns) olmas1; ng’nin bir EK-ideal olmasi igin gerek ve yeter sart S o

ng € ng ve Ng o S € N olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015b).
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ng’nin bir EK-bi-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ngong & Ng Ve Ngo S o

ns € Ny olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015b).

ng’nin bir EK-i¢ ideal olmasi igin gerek ve yeter sart S o ng oS € N olmasidir

(Sezer ve digerleri, 2014).

ng’nin bir EK-genellestirilmis bi-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart ngo S o

s € ng olmasidir (Sezer ve digerleri, 2014).

ng’nin bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal olmasi icin gerek ve yeter sart Songo S o
ns Emg (NgoSeng oS E ng) olmasi; Ng’nin bir EK-quasi-i¢ ideal olmast icin
gerek ve yeter sart SomgoSons Eng ve NgoSongoS E ng olmasidir

(Kocakaya, 2025),

ng’nin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olmasi igin gerek ve yeter sart NgoSomngoSo

ns € ng olmasidir (Bas, 2025),

ng’nin bir EK-sol (sag) tri-ideal olmasi icin gerek ve yeter sart ngo S o ng o
ns € ng (Ng o Ng 0 S 0 ng € ) olmasi; Ng’nin bir EK-tri-ideal olmast igin gerek
ve yeter sart Ng © S o Ng © Ng V& Ng o Ng 0 S 0 Ng € Ng olmasidir (flgin ve Sezgin,
Baskida a).

ng’nin bir EK-tri-bi ideal olmas1 icin gerek ve yeter sart Ng o Ng o S o Ng o Ng € Ny

olmasidir (Ilgin ve Sezgin, Baskida b).

. Teorem S yarigrubu i¢in agagidaki durumlar gegerlidir.

Her EK-sol (sag/iki tarafli) ideal, bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2015b).
Her EK-sol (sag/iki tarafli) ideal, bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2015b).
Her EK-sol (sag/iki tarafli) ideali, bir EK-quasi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

Her EK-sol (sag/iki tarafli) ideal, bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve
digerleri, 2014).
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5. Her EK-ideal, bir EK-ig idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).
6. Her EK-bi-ideal, bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).
7. Her EK-quasi ideal, bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2014).

8. Her EK-quasi-ideal, bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

2.4.5. Tanim U tizerinde bir ng esnek kiimesi,

1. Hera € S igin, (Ngo S, o Ng) N Ng # @ ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen bi-ideali (Sezgin ve Onur, 2024),

2. Herb,c € Sigin, (S, o Ng 0 S.) N Ng # B ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel hemen hemen i¢ ideali; her d € S igin, (S; © Ng 0 S;) N Ng # B ise S
yarigrubunun U {lizerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen i¢ ideali (Sezgin

ve Bas, 2024),

3. Her f,g € S icin, (Sf o n5) N (ng 0 S;) A mg # P ise S yarigrubunun U iizerinde
bir esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ideali; her e € S igin, (S, o Ng) N (Ng ©
S.) N ng # @ ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen

hemen quasi-ideali (Sezgin ve Kocakaya, Baskida),

4. Her h,i € Sigin, (S © Mg 0 S; 0o Ng) N g # Bg ((Ng 0 Sy, 0 g © S;) N g # ) ise
S yarigrubunun U fizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) quasi-ic
ideali; S yarigrubunun hem bir esnek kesisimsel hemen hemen sol quasi-i¢ ideali
hem de bir esnek kesisimsel hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir

esnek kesisimsel hemen hemen quasi-i¢ ideali; her j €S igin, (Sj °oNgoSjo
ng) N Ng # O ((7)5 °SjomgoS;)Ang # (Z)S) ise S yarigrubunun U {izerinde bir

esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali; S yarigrubunun hem
bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol quasi-i¢ ideali hem de bir esnek
kesisimsel zayif hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel zayif hemen hemen quasi-i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2024b),
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5. Herk,l € Sigin, (Ng oS 0o Ng 0 S; 0ng) N Ng # B ise S yarigrubunun U iizerinde
bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali; her m € S igin, (Ng © S, © Ng ©
S0 Ng) N Ng # @ ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen

hemen bi-quasi-i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2025),

6. Herp € Sl(,‘ln, (375 OSp o 575 o 3’)5) ﬁ T)S * ®S ((T)S o 575 OSp o ns) ﬁ T)S * Qs) ISE

S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) tri-ideali

(Sezgin ve digerleri, 2024c),
olarak adlandirilir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-ideali (i¢
ideali, quasi-ideali, (sol/sag) quasi-i¢ ideali, bi-quasi-i¢ ideali, (sol/sag) tri-ideali), EK-
hemen hemen bi-ideal (i¢ ideal, quasi-ideal, (sol/sag) quasi-i¢ ideal, bi-quasi-i¢ ideal,

(sol/sag) tri-ideal) olarak gosterilecektir.

2.4.6. Onerme Sol basit bir yarigrubun her EK-bi-ideali, bir EK-sag idealdir (Sezgin ve
Orbay, 2022).

Simdi, esnek kesisimsel idealleri karakterize etmek amaciyla esnek sol (sag) basit* yarigrup

kavrami sunulacaktir.

2.4.7. Tanim Bir S yarigrubuna, § disinda hicbir EK-sol ideali yoksa esnek sol basit*
yarigrup; S disinda higbir EK-sag ideali yoksa esnek sag basit* yarigrup denir. S yarigrubu,
hem esnek sol basit* yarigrup hem de esnek sag basit* yarigrup ise bir esnek basit*

yarigruptur.

Burada, fs € S;(U) olmak iizere, S o f5 Ve f; o S esnek kiimeleri, sirastyla birer EK-sol ideal

ve EK-sag ideal oldugundan, Sonug 2.4.8 elde edilir.

2.4.8. Sonug S bir yarigrup ve fs € Sg(U) olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler gegerlidir.

1) S bir esnek sol basit* yarigrupise S = S o f;.
yarigrup
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(2) S bir esnek sag basit* yarigrupise S = f5 o S.

(3) S bir esnek basit* yarigrupise S = So fg = f o S.

2.4.9. Ornek S = {j,c,w} kiimesi iizerinde, Tablo 2.2 yardimiyla tanimlanan ‘®’ ikili
islemi ile (S, ®) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

® | 7 c  w

c c c c

w 7 c w

Tablo 2.2. Ornek 2.4.9°daki “® ikili islemi

U=D, ={{x,y)x?=y?=e,xy=yx}={ex,y,yx} evrensel kiimesi iizerinde f;

esnek kiimesi,

fS = {(7' {6}), (C; {X, y}), (w, {x, Y yX})}

seklinde tanimlansin. Burada,

g = {(j’; U), (C' U), (W, U)}

oldugu g6z oniinde bulundurularak, S yarigrubu bir esnek sol basit* yarigruptur. Gergekten

de,

g ° fS = {(7) U)' (C, U)) (’LU’, U)}

oldugundan, S = S o f; elde edilir. Bdylece, S yarigrubunun bir esnek sol basit* yarigrup

oldugu agiktir. Benzer sekilde, S yarigrubu bir esnek sag basit* yarigruptur. Gergekten de,

fS ° g = {(ﬂ') U)' (C, U)) (’LU’, U)}
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oldugundan, S = f; o S elde edilir. Boylece, S yarigrubunun bir esnek sag basit* yarigrup

oldugu agiktir. O halde, S = S o f5 = f; o S olup, S yarigrubu bir esnek basit* yarigruptur.

2.4.10. Teorem S yarigrubu i¢in asagidaki durumlar gecerlidir.

i. S bir esnek (sol/sag) basit* yarigrup olmak iizere her EK-bi-ideal, bir EK-quasi-

idealdir.

il. S bir esnek basit* yarigrup olmak iizere, her EK-quasi-ideal, bir EK-idealdir.

lii. S bir esnek basit* yarigrup olmak iizere, her EK-bi-ideal, bir EK-idealdir

iv. S bir esnek basit* yarigrup olmak iizere, her EK-i¢ ideal, bir EK-idealdir.
Ispat: (i) Ispat, esnek sol basit* yarigrup icin verilecek olup, esnek sag basit* yarigrup icin
de benzer sekilde yapilir. S bir esnek sol basit* yarigrup ve #; bir EK-bi-ideal olsun. O
halde, S = S o o, ve #; o S o #: € ¥, oldugu bilinmektedir. Buradan,

(SoH)N(H0S)E HoS=H0SoHE K

elde edilir. Boylece, # bir EK-quasi-idealdir.

(ii) S bir esnek basit* yarigrup ve #; bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, S =S o #; = #; o
Sve (So )N (HoS) E ¥ oldugu bilinmektedir. Buradan,

Sodfs=(So )N (Se o) =(Sc )N (#%S)E %
olup, #; bir EK-sol idealdir. Benzer sekilde,
%08 = (% 08)A(%5) = (5 %) A (%-5) € %

olup, #; bir EK-sag idealdir. Boylece, #; bir EK-idealdir.
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(iii) S bir esnek basit* yarigrup ve M bir EK-bi-ideal olsun. O halde, Teorem 2.4.10 (i)’den
H#. bir EK-quasi-idealdir. Ispatin devami, Teorem 2.4.10 (ii)’den agiktir.

(iv) S bir esnek basit* yarigrup ve # bir EK-i¢ ideal olsun. O halde, S =S o # = #: 0 S

ve S o ;oS € X oldugu bilinmektedir. Buradan,
SoH,=SoHoSCT ¥,
olup, #s bir EK-sol idealdir. Benzer sekilde,

~

%ogzgogfsog

I

s

olup, #; bir EK-sag idealdir. Boylece, #; bir EK-idealdir.



30

3. YARIGRUPLARIN ESNEK KESIiSIMSEL ZAYIF-iC IDEALLERI

Bu boéliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel zayif-i¢ idealleri tanitilmig, 6rnegi verilmis,
diger esnek kesisimsel idealler ile iliskileri detayli bir sekilde incelenmis, baz1 esnek kiime

kavramlar1 ve islemleri agisindan analiz edilmistir.

3.1. Tanim fg, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y,z € S i¢in, fs(xyz) 2 fs(y) N
fs(2) (fs(xyz) 2 f5(x) 0 fs(y)) ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir
esnek kesisimsel sol (sag) zayif-i¢ ideali denir. U iizerinde bir esnek kiime, S yarigrubunun
hem esnek kesisimsel sol zayif-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel sag zayif-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir esnek kesisimsel zayif-i¢ idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol zayif-i¢ ideali kisaca
“EK-sol zayif-i¢ ideal”; S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sag zayif-i¢ ideali
“EK-sag zayif-i¢ ideal” ve S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel zayif-i¢ ideali
ise “EK-zayif-i¢ ideal” olarak gosterilecektir.

3.2. Ornek S = {1, y, n, a} kiimesi tizerinde, Tablo 3.1 yardimiyla tanimlanan ikili islemi

ile (S,7) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

a l l y oy

Tablo 3.1. Ornek 3.2°deki “” ikili islemi

U = §; evrensel kiimesi iizerinde fg ve gg esnek kiimeleri,

fs = {1, 1(12),(13),(23)}), (v, {(12)}), (n, {(13)}), (a, {(23)})}

gs = 1(1,{(1),(123), (132)}), (¥, {(23)}), (n, {(13)}), (a, {(12)})}
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seklinde tanimlansin. fg esnek kiimesi, bir EK-zayif-i¢ idealdir. Burada, daha anlagilabilir
olabilmek i¢in gosterim kolaylig1 agisindan birka¢ somut eleman 6rnegin verilmesi uygun

goriilmistiir. Gergekten mesela,

fs(yn) = fs(D) 2 fs(y) n fs(n)

fs(aaa) = fs(1) 2 fs(a) N fs(a)

fs(mnl) = fs(1) 2 fs(m) N fs(D

olup, S kiimesinin diger tiim eleman kombinasyonlari i¢in de fs esnek kiimesinin EK-sol

zayif-i¢ ideal sartin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir. Benzer sekilde,

fsGyma) = fs(D) 2 fs(y) N fs(n)

fs(aan) = fs(1) 2 fs(a) N fs(a)

fs(any) = fs(1) 2 fs(a) N fs(n)

olup, S kiimesinin diger tiim eleman kombinasyonlari igin de fs esnek kiimesinin EK-sag

zayif-ic ideal sartin1 sagladigi, dolayisiyla bir EK-zayif-i¢ ideal oldugu kolaylikla
gosterilebilir. Fakat,

gs(nnn) = gs(1) 2 gs(n) N gs(n)
oldugundan, g esnek kiimesi bir EK-zayif-i¢ ideal degildir.
S yarigrubunun bir A alt yarigrubunun, SAA € A ise bir sol zayif-i¢ ideal; AAS € A ise bir
sag zayif-i¢ ideal; hem sol zayif-i¢ ideal hem de sag zayif-i¢ ideal ise bir zayif-i¢ ideal olarak

adlandirildig: bilinmektedir. Bu durum, Onerme 3.3, Onerme 3.4 ve Teorem 3.5 ile esnek

kesisimsel yarigruplara da aktarilabilir:
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3.3. Onerme f, U iizerinde bir esnek kiime olsun. fs nin bir EK-sol zayif-i¢ ideal olmasi

i¢in gerek ve yeter sart S o f; o fs € f5 olmasidr.

Ispat: f; bir EK-sol zayif-ig ideal olsun. a € S igin, (So fyo fs)(a) = @iseSo fso fs E fs
oldugu aciktir. Diger durumlarda, a € S icin, a = xy ve x = pq olacak sekilde x,y,p,q €

S olsun. fs bir EK-sol zayif-i¢ ideal oldugundan, fs(a) = fs(xy) = fs((pq)y) 2 fs(q) N
fs(y). Buradan,

(Sefsofs)(@ =[(Sefs) o fs](a)
(G- n 0}

a=xy

- I UUB®ns@inso

a=xy \x=pq

| 5@ nron

a=pqy

c U {fs(pay)}

a=pqy

= fs(xy)
= fs(a)

oldugundan, So fs o f5 € f elde edilir. Ayrica, a € S i¢in, a = xy fakat x # pq oldugu
durumda ise (Sof;)(x) =0 elde edileceginden, bu durumda da Sofsofs € fi

saglanacaktir.

Tersine, So fyo fs € fs olsun. a €S igin, a = xyz olacak sekilde x,y,z € S alalim.

Buradan,

fs(xyz) = fs(a)
2 (Seofsofs)(a)
= [(g ° fs) ° fs] (a)

= | G-mmnsm)

a=mn
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2 (Seofs)xy) N fs5(2)
= |J Bons@ins@

xy=pq
2 [S() N fsM] N f5(2)
= [Un (] N fs(2)
= fs(v) N fs(2)

oldugundan, fs(xyz) 2 fs(y) N fs(z) elde edilir. Boylece, fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

3.4. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime olsun. fs nin bir EK-sag zayif-i¢ ideal olmasi

icin gerek ve yeter sart fg o f5 o S € £ olmasidr.

Ispat: f; bir EK-sag zayif-ig ideal olsun. a € S igin, (fs o fs o S)(a) = @ise fyo fs o S E fs
oldugu aciktir. Diger durumlarda, a € S i¢in, a = xy ve y = pq olacak sekilde x,y,p,q €
S olsun. fs bir EK-sag zayif-i¢ ideal oldugundan, fs(a) = fs(xy) = fs(x(pq)) 2 fs(x) N
fs(p). Buradan,

[fs ° (fs ° §)] (a)
- U (s n (fs 2 S M)

(fs °fso S)(a)

L {se0n | Jise) ns@)

a=xy y=pq

- | 5@ nsen

a=xpq

c | tsewan

a=xpq
= fs(xy)
= fs(a)

oldugundan, fs o fs oS € f5 elde edilir. Ayrica, a € S igin, a = xy fakat y # pq oldugu
durumda ise (fs 0S)(y) =0 elde edileceginden, bu durumda da fsofsoSE fy

saglanacaktir.
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Tersine, fsofsoS € f; olsun. a €S igin, a = xyz olacak sekilde x,y,z € S alalim.

Buradan,

fs(xyz) = fs(@)
2 (fs o fsoS)(a)
= [fs ° (fs ° S)](a)

- U (fsm) 0 (fs 2 §) )

a=mn

2 fs(x) 0 (fs °S)(y2)
= f@n | (5@ @)

yz=pq
2 fs(x) n[fs() nS(2)]
= fs() n[fs(y) nU]
= fs() N fs(v)

oldugundan, fs(xyz) 2 fs(x) N fs(y) elde edilir. Boylece, fs bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.

3.5. Teorem f;, U iizerinde bir esnek kiime olsun. f¢’nin bir EK-zayif-i¢ ideal olmasi igin

gerek ve yeter sart S o fo o fs € fove fs o fg oS € fg olmasidir.

Ispat: Ispat1, Onerme 3.3 ve Onerme 3.4’ten agiktir.

3.6. Sonug S ve @ birer EK-zayif-i¢ idealdir.

3.7. Teorem A, S yarigrubunun bir alt yarigrubu ve S,, A kiimesinin esnek karakteristik
fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali olmasi i¢in gerek

ve yeter sart S, nin bir EK-zayif-i¢ ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir alt yarigrubu olmak iizere bir zayif-i¢ ideali olsun. O halde,

SAA € Ave AAS < A. Boylece, Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten,

gOSAOSA:SSOSAOSA:SSAAgSAveSAOSAO’g:SAOSAOSS:SAA5§SA



35

elde edilir. Buradan, S, bir EK-zayif-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir EK-zay1f-i¢ ideal olsun. O halde, S S, oS, E S, ve S, 05,0 S € S, oldugu

bilinmektedir. x € SAA olmak tizere, Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten,

Sa(x) 2 (g 080 SA)(x) = (Ss0S54084)(x) = Sspa(x) =U

oldugundan, S,(x) = U, buradan x € A elde edilir. Sonug olarak, SAA < A. Kabul geregi,
A, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Boylece 4, S yarigrubunun bir sol zayif-i¢ idealidir.
Benzer sekilde, y € AAS olmak iizere,

Sa(y) 2 (SA 080 g)()’) = (Sa054°85)(Y) = Saus(y) =U

oldugundan, S,(y) = U, buradan y € A elde edilir. Sonug olarak, AAS € A. Kabul geregi,
A, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Boylece 4, S yarigrubunun bir sag zayif-i¢ idealidir.
O halde, A, S yarigrubunun bir zayif-i¢ idealidir.

3.8. Ornek Ornek 3.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. A = {I,y,n}, S yarigrubunun bos
kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, A kiimesinin esnek karakteristik
fonksiyonu S, = {(, U), (y,U), (n, U), (a, @)} esnek kiimesinin bir EK-zay1f-i¢ ideal oldugu

gosterilebilir.

Tersine, B = {l, y,n} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-zayif-i¢ idealini
fe={{,U),(y,U),(n,U),(a,@)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, B = {l,y,n}
kiimesinin S yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali oldugu gdosterilebilir.

Simdi, EK-zayif-i¢ idealler ile diger EK-idealler arasindaki iliskilere bakilacaktir.

3.9. Onerme Regiiler bir yarigrubun her EK-sol zayif-i¢ ideali, bir EK-alt yarigruptur.

Ispat: S bir regiiler yarigrup, fs bir EK-sol zayif-i¢ ideal ve a, b € S olsun. Kabul geregi, her

a € S icin, a = axa olacak sekilde bir x € S vardir. Buradan,
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fs(ab) = fs((axa)b) = fs((ax)ab) 2 fs(a) N f5(b)
oldugundan, fs bir EK-alt yarigruptur.
3.10. Onerme Regiiler bir yarigrubun her EK-sag zayif-i¢ ideali, bir EK-alt yarigruptur.

Ispat: S bir regiiler yarigrup, fs bir EK-sag zayif-i¢ ideal ve a, b € S olsun. Kabul geregi,
her b € S i¢in, b = bxb olacak sekilde bir x € S vardir. Buradan,

fs(ab) = fs(a(bXb)) = fs(ab(Xb)) 2 fs(a) N f5(b)
oldugundan, fs bir EK-alt yarigruptur.
3.11. Teorem Regiiler bir yarigrubun her EK-zayif-i¢ ideali, bir EK-alt yarigruptur.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.9 ve Onerme 3.10’dan agiktir.
3.12. Onerme Her EK-sol ideal, bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.
Ispat: f5, bir EK-sol ideal olsun. O halde, S o f5 € f ve fs o f5 € fs. Buradan,
§°fs°f5 SfsofsSfs
elde edilir. Boylece, fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.
Onerme 3.12’nin karsitinin her zaman dogru olmadigim bir &rnek ile gosterelim:

3.13. Ornek Ornek 3.2°de verilen fg esnek kiimesini ele alalim. fg’nin bir EK-sol zayif-i¢

ideal oldugu, Ornek 3.2’de gosterilmistir. Fakat,

fs(mn) = fs(y) 2 fs(n)

oldugundan, fs bir EK-sol ideal degildir.



37

Onerme 3.14, Onerme 3.12’nin karsitinin sol basit yarigruplar icin gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.14. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sol basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol idealdir.

2. fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.12’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. f;,
bir EK-sol zayif-i¢ ideal ve a,b € S olsun. Kabul geregi, her a,b € S igin, a = xb olacak

sekilde x € S vardir. Buradan,

fs(ab) = fs((Xb)b) = fs(xbb) 2 fs(b) N fs(b) = fs(b)
oldugundan, fs bir EK-sol idealdir.

Onerme 3.15, Onerme 3.12°nin karsitinin idempotent esnek kiimeler icin de gegcerli

oldugunu gostermektedir.

3.15. Onerme f5, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki sartlar

denktir:
1. fs bir EK-sol idealdir.

2. fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.12’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fs,
bir EK-sol zayif-i¢ ideal olsun. fs, idempotent bir esnek kiime oldugundan, fso fs = fs

bilinmektedir. Buradan,
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oldugundan, f; bir EK-sol idealdir.

Buradan, herhangi bir idempotent EK-sol zayif-i¢ idealin, bir EK-sol idealin tiim

Ozelliklerini gosterecegi aciktir.

3.16. Onerme Her EK-sag ideal, bir EK-sag zay1f-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sag ideal olsun. O halde, f5 o S € f; ve fs o fs € fs oldugu bilinmektedir.

Buradan,

fs°fs°§§fs°fs§fs

elde edilir. Boylece, fs bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.

Onerme 3.16’ni karsitinin her zaman dogru olmadigin bir &rnek ile gosterelim:

3.17. Ornek Ornek 3.2°de verilen fg esnek kiimesini ele alalim. fg’nin bir EK-sag zayif-ig

ideal oldugu, Ornek 3.2’de gosterilmistir. Fakat,

fs(mn) = fs(y) 2 fs(n)
oldugundan, fs bir EK-sag ideal degildir.

Onerme 3.18, Onerme 3.16’min karsitinin sag basit yarigruplar i¢in gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.18. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sag basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag idealdir.

2. fs bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.
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Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.16’nin ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. fs,
bir EK-sag zayif-i¢ ideal ve a, b € S olsun. Kabul geregi, her a, b € S i¢in, b = ax olacak

sekilde x € S vardir. Buradan,

fs(ab) = fs(a(ax)) = fs(aax) 2 fs(a) N fs(a) = fs(a)
oldugundan, fs bir EK-sag idealdir.

Onerme 3.19, Onerme 3.16’nin karsitinin idempotent esnek kiimeler igin de gecerli

oldugunu gostermektedir.

3.19. Onerme f5, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki sartlar

denktir:
1. fs bir EK-sag idealdir.
2. fs bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.16’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fs,

bir EK-sag zayif-i¢ ideal olsun. f;, idempotent bir esnek kiime oldugundan, fs o fs = fs

bilinmektedir. Buradan,
fs°§=fs°fs°§§fs
oldugundan, f; bir EK-sag idealdir.

Buradan, herhangi bir idempotent EK-sag zayif-i¢ idealin, bir EK-sag idealin tiim

ozelliklerini gosterecegi agiktir.
3.20. Teorem Her EK-ideal, bir EK-zay1f-i¢ idealdir.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.12 ve Onerme 3.16’dan agiktir.

Teorem 3.20’nin karsitinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 3.13 ve Ornek 3.17’den agiktir.
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Teorem 3.21, Teorem 3.20°nin karsitinin gruplar i¢in gegerli oldugunu gostermektedir.

3.21. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-idealdir.

2. fs bir EK-zayif-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.20’den agiktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul geregi,

Teorem 2.1.6°dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur. Ispatin devamu,

Onerme 3.14 ve Onerme 3.18’den agiktir.

Teorem 3.22, Teorem 3.20°nin karsitinin idempotent esnek kiimeler i¢in de gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.22. Teorem f;, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki sartlar
denktir:

1. fs bir EK-idealdir.

2. fs bir EK-zayif-i¢ idealdir.

Ispat: Ispat1, Onerme 3.15 ve Onerme 3.19°dan agiktir.

Buradan, herhangi bir idempotent EK-zayif-i¢ idealin, bir EK-idealin tiim o6zelliklerini

gosterecegi agiktir.

3.23 Onerme Her EK-i¢ ideal, bir EK-sol zay1f-i¢ idealdir.

Ispat: f5, bir EK-ig ideal olsun. O halde, S o f5 o S € f; oldugu bilinmektedir. Buradan,

m
o
oh
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oldugundan, f; bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

Onerme 3.23’iin karsitinin her zaman dogru olmadigin bir 6rnek ile gdsterelim:

3.24. Ornek S = {a, n, ¢} kiimesi iizerinde, Tablo 3.2 yardimiyla tanimlanan “®” ikili islemi

ile (§,®) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

® | a n 5

Tablo 3.2. Ornek 3.24’teki “®” ikili iglemi

U = {T, 0, AT, X} evrensel kiimesi tizerinde j esnek kiimesi,

Js = {(a,{I, 6,A}), (n,{I}), (¢, {})}

seklinde tanimlansin. js esnek kiimesi, bir EK-sol zayif-i¢ idealdir. Gergekten,

(Sejsejs)(a) ={I,0,A} € js(a) = {T,0,A}

(Sojsojs)(n) = {11} € js(n) = {11}

(Sojsejs)(© ={Z} € js(© = {z}

oldugundan, js bir EK-sol zayif-i¢ idealdir. Fakat,

js(anc) = js(c) 2 js(n)

oldugundan, js bir EK-i¢ ideal degildir.
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Onerme 3.25, Onerme 3.23’iin karsitinin sol basit yarigruplar igin gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.25. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sol basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-ig idealdir.

2. fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.23’iin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fs,
bir EK-sol zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda, S bir sol basit yarigrup oldugundan, Onerme

3.14’ten, fs bir EK-sol idealdir. a, b, c € S olsun. Kabul geregi, her b,c € S igin, ¢ = xb

olacak sekilde x € S vardir. Buradan,
fs(abc) = fs(ab(Xb)) = fs((abx)b) 2 fs(b)
oldugundan, f; bir EK-i¢ idealdir.
3.26. Onerme Her EK-i¢ ideal, bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.
Ispat: fs, bir EK-i¢ ideal olsun. O halde, S o f5 o S € £ oldugu bilinmektedir. Buradan,
fsofsoSESofsoSCf
oldugundan, fs bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.
Onerme 3.26’nin karsitinin her zaman dogru olmadigim bir &rnek ile gosterelim:

3.27. Ornek S = {0, ¢, f} kiimesi iizerinde, Tablo 3.3 yardimiyla tanimlanan “©” ikili islemi
ile (§,8) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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Tablo 3.3. Ornek 3.27deki “©” ikili islemi

U = {T, 0, AT, X} evrensel kiimesi lizerinde ¢ esnek kiimesi,

cs = {(0,{I, 8}), (¢, {AD), (1, {IL, £})}
seklinde tanimlansin. cg esnek kiimesi, bir EK-sag zayif-i¢ idealdir. Gergekten,
(csocs°8)(0) = (T, 0} € ¢5(0) = {T, 6}
(csocso8)(e) = {A} € c5(e) = {A}
(cs o cs 2 S)(M = (1,2} € (D = {1, 3}
oldugundan, cg bir EK-sag zayif-i¢ idealdir. Fakat,
cs(fe0) = cs(f) 2 cs(e)
oldugundan, cg bir EK-i¢ ideal degildir.

Onerme 3.28, Onerme 3.26’min karsitinin sag basit yarigruplar igin gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.28. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sag basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:

1. fs bir EK-i¢ idealdir.
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2. fs bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.26’nin ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. fs,
bir EK-sag zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda, S bir sag basit yarigrup oldugundan, Onerme

3.18den, fs bir EK-sag idealdir. a, b, c € S olsun. Kabul geregi, her a,b € S i¢in, a = bx

olacak sekilde x € S vardir. Buradan,
fs(abc) = fs((bx)bc) = fs(b(xbc)) 2 f5(b)
oldugundan, fs bir EK-i¢ idealdir.
3.29. Teorem Her EK-ig¢ ideal, bir EK-zay1f-i¢ idealdir.
Ispat: Ispat1, Onerme 3.23 ve Onerme 3.26’dan agiktir.
Teorem 3.30, Teorem 3.29’un karsitinin gruplar i¢in gegerli oldugunu géstermektedir.

3.30. Teorem fs, U tizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:

1. fs bir EK-i¢ idealdir.

2. fs bir EK-zayif-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.29°dan agiktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul geregi,
Teorem 2.1.6°dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur. Ispatin devamu,
Onerme 3.25 ve Onerme 3.28’den agiktir.
Burada ayrica, herhangi bir idempotent EK-zayif-i¢ idealin, bir EK-i¢ ideal olacagi agiktir.

3.31. Onerme Sol basit bir yarigrubun her EK-bi-ideali, bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-bi-ideal olsun. Kabul geregi, Onerme 2.4.6°dan, fs bir EK-sag idealdir.

Ispatin devami, Onerme 3.16°dan agiktir.
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3.32. Onerme Sag basit bir yarigrubun her EK-bi-ideali, bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-bi-ideal ve a, b, ¢ € S olsun. Kabul geregi, her a, b € S igin, a = bx olacak

sekilde x € S vardir. Buradan,

fs(abe) = f5((bxb)c) 2 fs(bxb) N fs(e) 2 (fs(b) N £s(B)) N fs(e) = £5(b) N £s(c)
oldugundan, fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.
3.33. Teorem Bir grubun her EK-bi-ideali, bir EK-zay1f-i¢ idealdir.

Ispat: Kabul geregi, Teorem 2.1.6°dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur.

Ispatin devami, Onerme 3.31 ve Onerme 3.32’den agiktir.
3.34. Onerme Sol basit bir yarigrubun her EK-quasi-ideali, bir EK-sag zay1f-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, Teorem 2.4.4 (8)’den, f5 bir EK-bi-idealdir.
Kabul geregi, Onerme 3.31°den, fs bir EK-sag zayif-i¢ idealdir.

3.35. Onerme Sag basit bir yarigrubun her EK-quasi-ideali, bir EK-sol zay1f-i¢ idealdir.

Ispat: f, bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, Teorem 2.4.4 (8)’den, f; bir EK-bi-idealdir.
Kabul geregi, Onerme 3.32°den, fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

3.36. Teorem Bir grubun her EK-quasi-ideali, bir EK-zayif-i¢ idealdir.

Ispat: Kabul geregi, Teorem 2.1.6°dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur.

Ispatin devami, Onerme 3.34 ve Onerme 3.35’ten aciktir.
3.37. Onerme Sol basit bir yarigrubun her EK-sol zayif-i¢ ideali, bir EK-quasi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sol zayif-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, Onerme 3.14’ten, f5 bir EK-sol
idealdir. O halde, Teorem 2.4.4 (3)’ten, fs bir EK-quasi-idealdir.
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Burada ayrica, herhangi bir idempotent EK-sol zayif-i¢ idealin, bir EK-quasi-ideal olacagi
aciktir.

3.38. Onerme Sag basit bir yarigrubun her EK-sag zayif-i¢ ideali, bir EK-quasi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sag zayif-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, Onerme 3.18’den, f5 bir EK-sag
idealdir. O halde, Teorem 2.4.4 (3)’ten, fs bir EK-quasi-idealdir.

Burada ayrica, herhangi bir idempotent EK-sag zayif-i¢ idealin, bir EK-quasi-ideal olacagi
aciktir.

Teorem 3.36’nin karsitinin da gecerli oldugunu Teorem 3.39 ile gosterelim.

3.39. Teorem Bir grubun her EK-zayif-i¢ ideali, bir EK-quasi-idealdir.

Ispat: Kabul geregi, Teorem 2.1.6’dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur.

Ispatin devami, Onerme 3.37 ve Onerme 3.38’den agiktir.

Burada ayrica, herhangi bir idempotent EK-zayif-i¢ idealin, bir EK-quasi-ideal olacagi
aciktir.

3.40. Onerme Sol basit bir yarigrubun her EK-sol zay1f-i¢ ideali, bir EK-bi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sol zayif-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, Onerme 3.37°den, fs bir EK-quasi-
idealdir. O halde, Teorem 2.4.4 (8)’den, fs bir EK-bi-idealdir.

Burada ayrica, herhangi bir idempotent EK-sol zayif-i¢ idealin, bir EK-bi-ideal olacagi
aciktir.

3.41. Onerme Sag basit bir yarigrubun her EK-sag zayif-i¢ ideali, bir EK-bi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sag zayif-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, Onerme 3.34’ten, fs bir EK-quasi-
idealdir. O halde, Teorem 2.4.4 (8)’den, fs bir EK-bi-idealdir.
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Burada ayrica, herhangi bir idempotent EK-sag zayif-i¢ idealin, bir EK-bi-ideal olacagi
aciktir.

Teorem 3.33’iin karsitinin da gegerli oldugunu Teorem 3.42 ile gosterelim.
3.42. Teorem Bir grubun her EK-zayif-i¢ ideali, bir EK-bi-idealdir.

Ispat: Kabul geregi, Teorem 2.1.6°dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur.

Ispatin devami, Onerme 3.37 ve Onerme 3.38’den aciktir.
Burada ayrica, herhangi bir idempotent EK-zayif-i¢ idealin, bir EK-bi-ideal olacag1 agiktir.

3.43. Onerme fs Ve fr, sirastyla S yarigrubunun ve T yarigrubunun birer EK-sol (sag) zayif-
i¢ ideali olsun. Bu durumda, fs A f7, S X T yarigrubunun bir EK-sol (sag) zayif-i¢ idealidir.

Ispat: Ispat, EK-sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag zayif-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. fg ve fr, sirastyla S yarigrubunun ve T yarigrubunun birer EK-sol zayif-i¢

ideali olsun. Her (xl, yl)' (xZ, yz), (X3, y3) ESXT igin,

fonr (Cen, y1) (2, ¥2) (X3, ¥3)) = fonr (X1 %2X3, ¥1Y23)
= fs(x122%3) N fr(y1Y2¥3)
2 (fs(x2) N fs(x3)) 0 (fr(v2) N fr(ys))
= (fs(x2) 0 fr(2)) 0 (fs(x3) 0 fr(y3))
= foar (%2, ¥2) N fonr(x3,¥3)

oldugundan, fs A fr, S X T yarigrubunun bir EK-sol zayif-i¢ idealidir.

3.44. Teorem fs ve fr, sirastyla S yarigrubunun ve T yarigrubunun birer EK-zayif-i¢ ideali

olsun. Bu durumda, fs A fr, S X T yarigrubunun bir EK-zayif-i¢ idealidir.

3.45. Onerme fs Ve fr, sirastyla S yarigrubunun ve T yarigrubunun U iizerinde birer EK-sol
(sag) zayif-i¢ ideali olsun. Bu durumda, fg X fr, S X T yarigrubunun U X U iizerinde bir

EK-sol (sag) zayif-i¢ idealidir.
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Ispat: ispat, EK-sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag zayif-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. Her (x,y) €S XT i¢in, four(x,y) = fo(x) X fr(y) olacak sekilde
fS X fT = fSXT alalim. Her (xlr yl); (XZJ YZ): (x31 3’3) ESXT icina

foxer (Cer, 1) (02, ¥2) (%3, ¥3)) = foser (1223, ¥1¥2¥3)
= fs(x1x2x3) X fr(¥1Y2¥3)
2 (fs(x2) N f5(x3)) % (fr(v2) 0 fr(y3))
= (fs(x2) X fr(2)) 0 (fs(x3) X fr(¥3))
= foxr (X2, ¥2) N foxr(x3,¥3)

oldugundan, fs X fr = fexr, S X T yarigrubunun U X U iizerinde bir EK-sol zayif-i¢

idealidir.
3.46. Teorem f; ve fr, sirastyla S yarigrubunun ve T yarigrubunun U iizerinde birer EK-
zayif-i¢ ideali olsun. Bu durumda, fg X fr-, S X T yarigrubunun U X U fiizerinde bir EK-

zayif-i¢ idealidir.

3.47. Onerme f Ve hg birer EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda, f5 N hg bir EK-
sol (sag) zayif-i¢ idealdir.

Ispat: Ispat, EK-sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag zayif-i¢ ideal icin de benzer

sekilde yapilir. f; ve hg birer EK-sol zayif-i¢ ideal olsun. Buradan, So fyo fs € fs ve So
hg o hg € hg oldugu bilinmektedir. Boylece,

So(fsNhs)o(fsNhs) ESofsofs Ef
ve

So(fsNhg)o(fsNhg) ESohgohg € hg
olup,

§°(fsﬁhs)°(fsﬁhs)§fsﬁhs
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elde edilir. Boylece, fs N hg bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

3.48. Teorem fs ve hg birer EK-zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fg N hg bir EK-zayif-i¢

idealdir.

3.49. Sonug¢ EK-zayif-i¢ ideallerin sonlu esnek kesisimleri de bir EK-zayif-i¢ idealdir.

3.50. Onerme f bir EK-sol ideal, hg bir EK-sag ideal olsun. Bu durumda, fs o hg bir EK-
zay1f-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-sol ideal, hg bir EK-sag ideal olsun. Buradan, So f5 € f5, hgo S € hg, ve
fs o fs € fs, hg o hs € hg oldugu bilinmektedir. Boylece,

§°(fs°hs)°(fs°hs)§fs°hs°fs°hs§f5°§°fs°hs§f5°fs°hs§fs°hs

elde edilip, fs o hg bir EK-sol zayif-i¢ idealdir. Benzer sekilde,

(fs°hs)°(fs°hs)°§ §f5°hs°fs°hs§f5°hs°§°h5§f5°hs°h5§fs°hs

oldugundan, fs o hg bir EK-sag zayif-i¢ idealdir. Boylece, fs o hg bir EK-zay1f-i¢ idealdir.

3.51. Teorem fs ve hg birer EK-ideal olsun. Bu durumda, fs o hg bir EK-zayif-i¢ idealdir.

3.52. Onerme fs, bir EK-alt yarigrup, Im(f5), fs nin gériintii kiimesi, a € Im(fs) olmak
tizere ar, U kiimesinin alt kiimesi olsun. fs, bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal ise U(fs; a), S

yarigrubunun bir sol (sag) zayif-i¢ idealidir.

Ispat: ispat, EK-sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag zayif-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. Baz1 x € S i¢in, fs(x) = a ise @ = U(fs; &) € S olur. k € [S-U(fs; @) -
U(fs; a)] olsun. k = axy olacak sekilde x,y € U(fs; @) ve a € S alahm. O halde, fs(x) 2
a, fs(y) 2 a elde edilir. fg bir EK-sol zayif-i¢ ideal oldugundan,

fs(k) = fs(axy) 2 fs(x) N fs(y) 2ana =«
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elde edilir. Buradan, fs(k) 2 a yani, k € U(fs; a). Boylece, S-U(fs;a) - U(fs; a) S
U(fs; @) elde edilir. Ayrica fs, bir EK-alt yarigrup olup, Onerme 2.4.2°ten, U(fs; @), S
yarigrubunun bir alt yarigrubudur. O halde, U(fs; @), S yarigrubunun bir sol zayif-ig
idealidir.

3.53. Teorem f; bir EK-alt yarigrup, Im(fs), fs’nin goriinti kiimesi, @ € Im(fs) olmak
tizere ar, U kiimesinin alt kiimesi olsun. fs, bir EK-zayif-i¢ ideal ise U(fs; a), S yarigrubunun
bir zayif-i¢ idealidir.

Teorem 3.53’1i bir 6rnek ile gdsterelim:

3.54. Ornek Ornek 3.2°de verilen (S,") yarigrubunu ele alalm. U = S; evrensel kiimesi

iizerinde, x5 esnek kiimesi,
zs = {(1,{(1), (12), (123), (132)}), (v, {(12), (123), (132)}), (n, {(12)}), (a, {(132)})}
seklinde tanimlansin. Burada, xg esnek kiimesi bir EK-alt yarigruptur. Gergekten,
(x5 0 25) (1) = {(1), (12), (123), (132)} < xs(D) = {(1), (12), (123), (132)}
(x5 0 25) (y) = {(12), (132)} € x5(y) = {(12), (123), (132)}
(xs 0 x5)(n) = @ < x5(n) = {(12)}
(x5 0 x5)(a) = @ € x5(a) = {(132)}

oldugundan, x¢ bir EK-alt yarigruptur. Benzer sekilde, x5 esnek kiimesi bir EK-zayif-i¢
idealdir. Gergekten,

(S0 x50 x5)(1) = {(1),(12),(123), (132)} € xs(D) = {(1), (12), (123),(132)}

(Soxsox5)(y) =0 € x5(y) ={(12),(123), (132)}
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(Soxs0x5)(n) =0 S x5(n) = {(12)}
(Soxs0x5)(a) =0 < x5(a) = {(132)}
oldugundan, x bir EK-sol zayif-i¢ idealdir. Benzer sekilde,
(x5 0250 S)(D) = {(1), (12), (123), (132)} < xs(1) = {(1),(12), (123), (132)}
(25025 °S)(y) = 0 € x5(y) = {(12), (123), (132)}
(x50 x5°8)() = 0 S x5(n) = {(12)}
(x50 x5 °S)(a) = 0 S x5(a) = {(132)}
oldugundan, x5 bir EK-sag zayif-ic idealdir. Dolayisiyla, x5 bir EK-zayif-i¢ idealdir.
Im(xs) = {{(1), (12), (123), (132)},{(12), (123), (132)}, {(12)}, {(132)}}

oldugu dikkate alinarak,

Ly, a=1{(12)
o ava, a=ta32)
Ui a) = {{z,y}, « = {(12), (123), (132)}
U a={1)12),123),(132)

elde edilir. Burada, {l,y,n}, {L,y,a}, {l,y} ve {I} kiimeleri S yarigrubunun birer zayif-i¢

idealleridir. Gergekten de;

{l,y,n}-{l,y,n} = {l'y} - {l,y,n}
{Ly,a}-{Ly,a} ={Ly} {ly a}

Ly Lyt = €Ly}
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B-B=Uc
olup, her bir U(xs; @), S yarigrubunun birer alt yarigrubudur. Benzer sekilde,
S-{Lyn}-{Lyn}={} €{l,y,n}
S-{Ly,a}-{Lya}={} c{ly a}
S-{Ly}- Ly} =3 c{Ly}
S-B-B=Uc
oldugundan, her bir U(xg; @), S yarigrubunun birer sol zayif-i¢ ideali ve benzer sekilde,
{Lyn}-{Lyny-S={};c{lyn}
{Ly,a}-{Lya}-S={} c{lya}
Ly} ALy} S={ c{Ly}
B-{}-s={Bc{y

oldugundan, her bir U(xg; @), S yarigrubunun birer sag zayif-i¢ idealidir. Boylece, her bir

U(xs; @), S yarigrubunun birer zayif-i¢ idealidir.
Simdi ise Ornek 3.2’deki gg esnek kiimesini ele alalim.

Im(gs) = {{(1), (123), (132)},{(23)},{(13)}, {(12)}}

oldugu dikkate alinarak,
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(@ a={12)
) my a=ta3y
Wgsi @) = i{y}, o = {(23)}
U, a={1)123),(132)}

elde edilir. Burada, {a} kiimesi S yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali degildir. Gergekten de;

{a}-{a} = {y} & {a}

oldugundan, U(gs; a)’lardan birinin S yarigrubunun bir alt yarigrubu olmadigi, dolayisiyla,
U(gs; a)’nin S yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali olmadigi goriilmektedir. Diger taraftan, gg

esnek kiimesinin bir EK-zayif-i¢ ideal olmadig1 Ornek 3.2’den agiktir.

3.55. Tanim f5 bir EK-alt yarigrup olmak iizere bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal olsun. Bu

durumda, U(fs; @) zayif-i¢ ideallerine, fg’nin Gist a-sol (sag) zayif-i¢ idealleri denir.

3.56. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime, her a € U icin, U(fs; @), fs nin bir {ist a-sol
(sag) zayif-i¢ ideali ve Im(fs) bir kapsama altinda sirali kiime olsun. Bu durumda, f; bir

EK-sol (sag) zayif-i¢ idealdir.

Ispat: 1spat, EK-sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag zayif-i¢ ideal icin de benzer
sekilde yapilir. a,x,y €S ve fs(x) = a; ve fs(y) = a,. a; S a, olsun. Buradan, x €
U(fs; ap) ve y € U(fs; ay) elde edilir. a; € a, oldugundan, x,y € U(fs; a;) ve her a <
U igin, U(fs; @) S yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali oldugundan, axy € U(fs; a,). Boylece,
fs(axy) 2 a1 = a; Na, = fs(x) N fs(y). O halde, fs bir EK-sol zayif-i¢ idealdir.

3.57. Teorem fs, U tizerinde bir esnek kiime, her @ € U i¢in, U(fs; @), fs nin bir iist a-zayif-
i¢ ideali ve Im(fs) bir kapsama altinda sirali kiime olsun. Bu durumda, fs bir EK-zayif-i¢

idealdir.

3.58. Onerme f; ve fr, U iizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmasi olsun. fg, S yarigrubunun bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideali ise W(fs), T

yarigrubunun bir EK-sol (sag) zayif-i¢ idealidir.
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Ispat: ispat, EK-sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag zayif-i¢ ideal i¢in de benzer

sekilde yapilir. ty,t,, t; € T alalim. W orten oldugundan, W(s;) =t;, ¥(s,) =t, ve

Y(s3) = t3 olacak sekilde s;, s5, S5 € S vardir. O halde,

(Lp(fs))(tﬂz t3) =

_/

u

\_J

{fs(s):s € S, P(fs) = tytyts}

{fs(s):s €S, s =¥ 1(tyt,t3)}

{fs(s):s €S,5s =P (W(s15,53)) = 515,53}
{fs(s15283):5; € S,W(s;) =t;,i =1,2,3}

{fs(s2) N f5(s3): 55,83 € S, ¥(s,) = t, ve P(s3) = t3}

(W) (s2) N (P(£5))(s3)

oldugundan, W(fs), T yarigrubunun bir EK-sol zayif-i¢ idealidir.

3.59. Teorem fs ve fr, U iizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup

izomorfizmasi olsun. fg, S yarigrubunun bir EK-zayif-i¢ ideali ise W(fs), T yarigrubunun

bir EK-zay1f-i¢ idealidir.

3.60. Onerme fs ve fr, U

tizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup

izomorfizmasi olsun. fr, T yarigrubunun bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideali ise W~1(f7), S

yarigrubunun bir EK-sol (sag) zayif-i¢ idealidir.

Ispat: ispat, EK-sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag zayif-i¢ ideal i¢in de benzer

sekilde yapilir. s4, 55, 53 € S alalim. O halde,

(lp_l(fr))(515253) = fT(W(515253))

= fr(W(s)¥(s2)¥(s3))
= fT(lP(SZ)) N fT(qJ(53))
= (qJ_l(fT))(Sz) n (‘P_l(fr))(%)

oldugundan, ¥~1(f7), S yarigrubunun bir EK-sol zayif-i¢ idealidir.
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3.61. Teorem fs ve fr, U iizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmasi olsun. fr, T yarigrubunun bir EK-zayif-i¢ ideali ise W~ (f7), S yarigrubunun

bir EK-zayif-i¢ idealidir.

3.62. Onerme S bir idempotent yarigrup olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. fs bir EK-sol zayif-i¢ ideal olmak iizere, fg = S o f5 o fs.

Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler, fg bir EK-sol zayif-ig ideal ve x € S olsun. O halde, S o
fsofs € fo, fs o fs = fs Ve x = xyx olacak sekilde y € S oldugu bilinmektedir. Buradan,

(g ° fs)(x)
| 6@ n s}

x=ab

2 S(xy) N fs(x)
=Un fs(x)
= fs(x)

(§ °fso fs)(x)

oldugundan, f; € S o f o f; elde edilir. Boylece, fs = S o fi o fs.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-sol zayif-i¢ ideal olmak iizere f5 = S o f5 o f5 olsun.
S yarigrubunun regiiler oldugunu gostermek icin, S yarigrubunun her bir sol zayif-i¢ ideali
A i¢cin A = SAA saglandigin1 gostermek gerekir. A, S yarigrubunun bir sol zayif-i¢ ideali
olsun. O halde, SAA € A agiktir. Bu durumda, A € SAA oldugunu gostermek yeterlidir. a €
A olsun. A, S yarigrubunun bir sol zayif-i¢ ideali oldugundan, Teorem 3.7’den, S, bir EK-
sol zayif-i¢ idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.18 (iii)’ten,

Sa(a) = (§ °oSy0 SA)(a) = (SsoS4084)(a) = Sgaa(a) =U

elde edilir. Buradan, a € SAA olup, A = SAA clde edilir. Boylece, S regiiler bir yarigruptur.
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3.63. Onerme S bir idempotent yarigrup olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. Her EK-sag zayif-ig ideal igin, fs = fs o fs  S.

Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler, f; bir EK-sag zayif-i¢ ideal ve x € S olsun. O halde, fs °
fsoS E f, fs o fs = fs Ve x = xyx olacak sekilde y € S oldugu bilinmektedir. Buradan,

(fs ° 5
|J 5@ nsm))

x=ab

2 f5(x) N S(yx)
=fs(x)NU
= fs(x)

(fs °fgo S)(x)

oldugundan, f5 € fs o fs o S elde edilir. Boylece, fs = fs o fs © S.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-sag zayif-i¢ ideal olmak iizere f5 = f5 o f5 © S olsun.
S yarigrubunun regiiler oldugunu gostermek icin, S yarigrubunun her bir sag zayif-i¢ ideali
A i¢in A = AAS saglandigimi gostermek gerekir. A, S yarigrubunun bir sag zayif-i¢ ideali
olsun. O halde, AAS € A agiktir. Bu durumda, A € AAS oldugunu gostermek yeterlidir. a €
A olsun. A, S yarigrubunun bir sag zayif-i¢ ideali oldugundan, Teorem 3.7°den, S, bir EK-
sag zayif-i¢ idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.18 (iii)’den,

Sa(a) = (SA °Sy 0 g)(a) = (S4°S4°Ss)(a) =Syus(a) =U
elde edilir. Buradan, a € AAS olup, A = AAS elde edilir. Boylece, S regiiler bir yarigruptur.

3.64. Teorem S bir idempotent yarigrup olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. Her EK-zayif-ig ideal igin, fs = So fyo fy = fo o fs o S.
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Ispat: Ispat1, Onerme 3.62 ve Onerme 3.63’ten agiktir.

Birkag esnek kesisimsel ideal ile bunlarin genellestirilmis idealleri arasindaki iliski asagidaki

sekilde gosterilmistir. Burada, A = B, A’nin B oldugunu ancak B’nin her zaman A

olmadigini gosterir.

S sag basit yarigrup

EK-bi-ideal
> EK-quasi-ideal <
EK-sol ideal “— EK-ideal —> EK-sag ideal
A ¢ “
g S sol basit yarigrup EK-ic ideal S sag basit yarigrup %
< v Fsow v I8
L  EK-sol zayif-ig ideal o EK-zayif-i¢ ideal —  EK-sag zayif-i¢ ideal <«
¢ S regiiler

S regiiler S regiiler

> EK-alt yarigrup <

Sekil 3.1. Baz1 esnek kesisimsel idealler arasindaki iliskileri gosteren diyagram

dniSuieA jiseq [0S §
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4. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL Bi-iC IDEALLERI

Bu boliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel bi-i¢ idealleri tanitilmis, 6rnegi verilmis, diger
esnek kesisimsel idealler ile iligkileri detayli bir sekilde incelenmis, bazi esnek kiime

kavramlar1 ve islemleri agisindan analiz edilmistir.

4.1. Tanim f5, U iizerinde bir esnek kiime olsun. (S o f5 0 S) N (fs o So f5) € fs ise f5 esnek

kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel bi-i¢ ideali denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel bi-i¢ ideali kisaca “EK-bi-i¢

ideal” olarak gosterilecektir.

4.2. Ornek S = {&, p,t,w} kiimesi iizerinde, Tablo 4.1 yardimiyla tanimlanan “e” ikili

islemi ile (S,e) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

g N ¥ & s
RN N N AN
T % % % |%§

¥ig
P

t

w

RN NN

Tablo 4.1. Ornek 4.2°deki “e” ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi {izerinde £ Ve g esnek kiimeleri,

’&S = {(’6/) {1;2}); (37' {1;2;3}); (t, {2r3})r (’LU’, Z+)}

%S = {(/6/' {3’5})' (29' {3’5’7’8})’ (t’ {5'8})’ (w' {3'5'7})}

seklinde tanimlansin. £ esnek kiimesi, bir EK-bi-i¢ idealdir. Gergekten,
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[(So£soS)A (£soSoks)|(8) = (SoksoS)(B)N (£soSoks)(t)
= [S(B) N (£s°S)(B)] N [£5(6) N (S0 £5)(8)] = £5(6) N £s(6)
= #s(6) S £s(6)

(5o s 0 5) A (s 08 0 £6)] () = (S o s 0 §) () N (s 0§ 0 £5)(»)
= |[5¢6) 0 (£s 2 8)(p)] U [S(8) 0 (#s 2 8)(2)]
U [S(») N (£ S)(B)] U [S) N (s S)(@)] U [Sp) N (#s°S)@®)]
U [S@E) N (£soS)(B)]|U[SE) N (£s°S)(@)] U [SE) N (#s0S) (t)]]
N |[£s(6) 0 (S o £5) ()] U [£5(6) 0 (S o ) (£)]
U [£5(2) N (S £5)(8)] U [£s(p) N (S o £s)(p)]
U [£s(p) N (Se£s)(®)] U [£s(®) N (S0 £s)(8)]
U [#5(®) 0 (S0 £5)(@)] U [£5(£) 0 (S o ) (2]

= [£s(6) U £s(p) U ()] N [£s(£) U £s(p) U £s(21)]
= #s(6) U £s(p) U £5(t) € £5(p)

[(SofsoS) A (#soSehs)|(t) =0 S £g(t)

(S0 #508) A (#s 0 o k)| (w) = (5 0 £ 0 5) () N (s 0 S o fo) ()
= |[5¢6) 0 (s 2 8) (@] U [S(@) N (s o §)(w)]
U [S#) N (£s°S) ()] U [S(w) n (#s0S)(8)]
U [S(w) N (£s°S)(p)] U [S(w) n (s S)(#)]
U [S(w) 0 (s 0 ) (w)]]

N |[#£s(6) N (S o £s)(w)| U [£s(p) N (S o £s)(w)]
[#5(£) N (S o £s)(w)] U [£s(w) N (S o £5)(6)]

[#s(w) 0 (S o £s)(@)] U [£s(w0) 0 (S o £s)(2)]
[es () 01 (8 o ) ()]

= [#s(&) U £s(p) U £5(t) U £os(w)]

N [#s(6) U £s(p) U £s(2) U fog(w)]

= Rs(b) U £s(p) U £s(t) U fog(w) S £og(wr)

U
U

C
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oldugundan, % bir EK-bi-i¢ idealdir. Fakat,

[(SeoasoS)N(gs°Seas)|(w)=(SegseS)w)n(gs°S e gs)(w)
= [g5(6) U g5(p) U q5(t) U gs(w)]
N [gs(6) U gs(p) U gs(t) U gs(w)]
= gs(6) U gs(p) U gs(£) U gs(w) € gs(w)
oldugundan, g bir EK-bi-i¢ ideal degildir.
4.3. Sonu¢ S ve @ birer EK-bi-ig idealdir.
Simdi, EK-bi-i¢ idealler ile diger EK-idealler arasindaki iliskilere bakilacaktir.

4.4. Teorem Esnek basit* bir yarigrubun her EK-bi-i¢ ideali, bir EK-alt yarigruptur.

Ispat: fs, bir EK-bi-i¢ ideal olsun. O halde, (§ ofgo §) n (fs 0§ o fs) € f,. Kabul geregi,
Sonug 2.4.8 (3)’ten, S = S o f; = f5 o S oldugu bilinmektedir. Buradan,

fs°fs:(fs°fs)ﬁ(fs°fs)§ (§°fs)ﬁ(fs°§)
= (§°fs°fs)ﬁ(fs°§°fs) c (§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) gfs

elde edilir. Boylece, fs bir EK-alt yarigruptur.

4.5. Teorem Her EK-sol ideal, bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sol ideal olsun. O halde, So f5 € f; ve fs o fs € f5. Buradan,
(§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) §f5°§°fs §f5°f5 gfs

elde edilir. Boylece, fs bir EK-bi-i¢ idealdir.

Teorem 4.5’in karsitinin her zaman dogru olmadigin1 bir 6rnek ile gosterelim:
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4.6. Ornek S = {8, a} kiimesi iizerinde, Tablo 4.2 yardimiyla tanimlanan “©” ikili islemi ile

(S, ©) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

Tablo 4.2. Ornek 4.6’daki “©” ikili islemi

U = Z* evrensel kiimesi tizerinde 7 esnek kiimesi,
s = {('5; {4})r (a" {1;1999})}
seklinde tanimlansin. 75 esnek kiimesi bir EK-bi-i¢ idealdir. Gergekten,

[(§0¢50§)ﬁ(4’5°§°4ﬂs)](5) = (FSV°”’VS°§)(5) n (’m‘ogo/’ﬂs)(‘s)

= (4’5(5) U ””5(“)) Nrs(8) = r5(8) € 7r5(8)

[(goxrvsog)ﬁ(/r"sogoxl/"s)](a,) = (gofsog)(a,)n(/rsogwrs)(d)

= (”’Vs(ﬁ) Y ””5(4)) Nrs(a) = rs(a) € rs(a)
oldugundan, 77 bir EK-bi-i¢ idealdir. Fakat,
rs(sa) = r5(s) 2 rs(a)
oldugundan, 7+ bir EK-sol ideal degildir.

Teorem 4.7, Teorem 4.5’in karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gecerli oldugunu

gostermektedir.

4.7. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
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1. fs bir EK-sol idealdir.

2. fs bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 4.5’in ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fg, bir
EK-bi-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, S = S o f5 = f; o S oldugu bilinmektedir. Buradan,

§°fs= (§°fs)ﬁ(§°fs)
= (§°fs°fs)ﬁ(fs°§°fs) c (§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) gfs

oldugundan, fs bir EK-sol idealdir.

4.8. Teorem Her EK-sag ideal, bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sag ideal olsun. O halde, fs oS € f; ve fs o fs € fs oldugu bilinmektedir.
Buradan,

(§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) CfsoSofsCfsofs Efs
elde edilir. Boylece, fs bir EK-bi-i¢ idealdir.
Teorem 4.8’in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

4.9. Ornek S = {k, 4} kiimesi iizerinde, Tablo 4.3 yardimiyla tanimlanan “0O” ikili islemi ile

(S, ©) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

o | k i
k k 1
1 k 1

Tablo 4.3. Ornek 4.9°daki “0” ikili islemi

U = Z~ evrensel kiimesi lizerinde £ esnek kiimesi,
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s ={(k,{-1}), (4, {-2})}
seklinde tanimlansin. €5 esnek kiimesi bir EK-bi-i¢ idealdir. Gergekten,

[(Sot508) A (€500 45)](k) = (So5°8)(k) N (£5 080 £5)(k)
= (fs(k) V) {)s(’i)) NLs(k) = £s(k) € £5(k)

[(Sot508) A (£50S045)](4) =(Sots0S)(@) N (€508 o s)(4)
= (53 U £5(4)) N £5(4) = £5(4) € £5(4)

oldugundan, ¢ bir EK-bi-i¢ idealdir. Fakat,
ts(ki) = £5(i) 2 £5(k)
oldugundan, €5 bir EK-sag ideal degildir.

Teorem 4.10, Teorem 4.8’in karsitinin esnek basit* yarigruplar icin gegerli oldugunu

gostermektedir.

4.10. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag idealdir.

2. fs bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 4.8’in ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. f;, bir
EK-bi-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, S = S o f = f5 o S oldugu bilinmektedir. Buradan,

fs°§=(fs°g)ﬁ(fs°§)
=(fs°fs°g)ﬁ(fs°§°fs)§(§°fs°g)ﬁ(fs°§°fs)§fs

oldugundan, f; bir EK-sag idealdir.
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4.11. Teorem Her EK-ideal, bir EK-bi-i¢ idealdir.
Ispat: Ispat1, Teorem 4.5 ve Teorem 4.8’den agiktir.
Teorem 4.11’in karsitinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 4.6 ve Ornek 4.9°dan agiktir.

Teorem 4.12, Teorem 4.11’in karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gegerli oldugunu

gostermektedir.

4.12. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-idealdir.

2. fs bir EK-bi-i¢ idealdir.
Ispat: Ispat1, Teorem 4.7 ve Teorem 4.10’dan agiktir.
4.13. Teorem Her EK-bi-ideal, bir EK-bi-i¢ idealdir.
Ispat: fs, bir EK-bi-ideal olsun. O halde, f5 o S o f € f; oldugu bilinmektedir. Buradan,
(§°fs°§) ﬁJ(fs°§°fs) §f5°§°fs gfs
elde edilir. Boylece, fg bir EK-bi-i¢ idealdir.
Teorem 4.13’iin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

4.14. Ornek S = {#, o, u, r} kiimesi iizerinde, Tablo 4.4 yardimiyla tanimlanan “©” ikili

islemi ile (S, ©) cebirsel yapis1 bir yarigruptur.
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© | f o u r
5 5 F
5 5 F
5 5 o
F F o wu

Tablo 4.4. Ornek 4.14’teki “© ikili islemi

U = S3 evrensel kiimesi iizerinde dg esnek kiimesi,
ds = {(#,{(1), (123), (132)}), (0, {(123)}), (w, {(1), (132)}), (», {(1L}}
seklinde tanimlansin. dg esnek kiimesi bir EK-bi-i¢ idealdir. Gergekten,
[(Sedso8) A (ds oS dy)](§) = {(1),(123), (132)} < ds($)
[(ScdsoS)A (dsoSods)|(e) =0 < ds(e)
[(Sodso8) 7 (ds oS ods)](w) = 0 < ds(w)
(S ds o S) A (ds oS0 ds)](r) = 0 < ds(r)
oldugundan, dg bir EK-bi-i¢ idealdir. Fakat,
ds(ur) = ds(o) 2 ds(w) N dg(r)
oldugundan, dg bir EK-alt yarigrup degildir. Dolayisiyla, dg bir EK-bi-ideal degildir.

Teorem 4.15, Teorem 4.13’lin karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gegerli oldugunu

gostermektedir.
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4.15. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-idealdir.
2. fs bir EK-bi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 4.13’iin ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. fs,

bir EK-bi-ig ideal olsun. Kabul geregi, S = S o f5 = f5 o S oldugu bilinmektedir ve Teorem
4.4’ten, fs bir EK-alt yarigruptur. Ayrica,

fs°§°fs:(fs°§°fs)ﬁ(fs°§°fs)
= (§°fs°fs)ﬁ(fs°§°fs) c (§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) §fs

oldugundan, fs bir EK-bi-idealdir.

4.16. Teorem Her EK-i¢ ideal, bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-i¢ ideal olsun. O halde, S o f5 o S € f; oldugu bilinmektedir. Buradan,
(SefsoS)A(fsoSefs) ESofsoSEf

elde edilir. Boylece, fs bir EK-bi-i¢ idealdir.

Teorem 4.16’nin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gdsterelim:

4.17. Ornek Ornek 4.9°da verilen £ esnek kiimesini ele alalim. £ esnek kiimesinin bir EK-

bi-i¢ ideal oldugu, Ornek 4.9°da gosterilmistir. Fakat,
ts(iki) = £5(i) 2 €5(k)

oldugundan, f; bir EK-i¢ ideal degildir.
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Teorem 4.18, Teorem 4.16’nin karsitinin esnek basit* yarigruplar icin gecerli oldugunu

gostermektedir.

4.18. Teorem fs, U tlizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-ig idealdir.

2. fs bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 4.16’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fs,
bir EK-bi-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, S = S o fs = f; o S oldugu bilinmektedir. Buradan,

SofsoS5=(Scfso8)A(SefsoF)
= (5o f;08) A (fs08508) E(Sofs08)A(f;o5)
:(§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs)§fs

oldugundan, fs bir EK-i¢ idealdir.
4.19. Teorem Her EK-quasi-ideal, bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, Teorem 2.4.4 (8)’den, f5 bir EK-bi-idealdir.

Ispatin devami, Teorem 4.13’ten agiktir.

Teorem 4.19’un karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

4.20. Ornek Ornek 4.14’te verilen dg esnek kiimesini ele alalim. dg esnek kiimesinin bir EK-
bi-i¢ ideal oldugu fakat bir EK-bi-ideal olmadig1, Ornek 4.14’te gosterilmistir. dg bir EK-bi-

ideal olmadigindan, bir EK-quasi-ideal degildir.

Teorem 4.21, Teorem 4.19’un karsitinin esnek basit* yarigruplar i¢in gecerli oldugunu

gostermektedir.
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4.21. Teorem fs, U tlizerinde bir esnek kiime ve S bir esnek basit* yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-quasi-idealdir.

2. fs bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 4.19°un ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. fs,
bir EK-bi-i¢ ideal olsun. Kabul geregi, S = S o f5 = f; o S oldugu bilinmektedir. Buradan,

(§°fs)ﬁ(fs°§) = (§°fs°fs)ﬁ(fs°§°fs) c (§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) §fs
oldugundan, fs bir EK-quasi-idealdir.

4.22. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali olmasi

icin gerek ve yeter sart S, nin bir EK-bi-i¢ ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere S yarigrubunun bir

bi-i¢ ideali olsun. O halde, SAS N ASA € A. Boylece, Teorem 2.3.18°den,

(§05A0§)H(SA°§°SA)=(SS°SA°SS)H(SA°SS°SA)=SSASﬁSASA

= Ssasnasa S Sa

elde edilir. Buradan, S, bir EK-bi-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir EK-bi-i¢ ideal olsun. O halde, (S¢S, 0S) A (S40S05,) €S, oldugu
bilinmektedir. w € SAS N ASA olmak tizere, Teorem 2.3.18’den,

Saw) 2 [(S0S,08) N (S42S08) W) =(SS412S) W) N (Sy°SoS,)(w)
= (Ss084°8S )W) N (Sg0S5°851)(W) = Ssas(W) N Sysa(W)

= Ssasnasaw) = U
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oldugundan, S,(w) = U, buradan w € A elde edilir. Sonu¢ olarak, SAS N ASA € A.
Boylece, A, S yarigrubunun bir bi-i¢ idealidir.

[TP%L)
o

4.23. Ornek S = {x, 4y, 3} kiimesi iizerinde, Tablo 4.5 yardimiyla tanimlanan ikili islemi

ile (S,0) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

Tablo 4.5. Ornek 4.23 teki “o” ikili islemi

C = {y, 3}, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak {izere, C kiimesinin S
yarigrubunun bir bi-i¢ ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, C
kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu S; = {(x, 0), (¢, U), (3, U)} nin bir EK-bi-i¢

ideal oldugu gosterilebilir.

Tersine, D = {x, z} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-bi-i¢ idealini fs =
{(x,U0),(y,0),(z,U)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, D = {x,3z} kiimesinin S

yarigrubunun bir bi-i¢ ideali oldugu gosterilebilir.

4.24. Teorem fs ve hg, U lizerinde birer esnek kiime olsun. fs veya hg bir EK-sol ideal ise
fs © hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-sol ideal olsun. O halde, S o f; € f; ve fs o fs € f;. Buradan,

(So(fsohs) o8) A ((fs o hs) oS o (fy o hs)) E (fy o hs) 0 S o (fs o hg)

=fs°hs°(g°fs)°hs§f5°hs°fs°hs§f5°(§°fs)°hs§fs°fs
°h5§fs°hs
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oldugundan, fs o hg bir EK-bi-i¢ idealdir. Ispat, benzer sekilde hg i¢in de verilebilir. hg, bir

EK-sol ideal olsun. O halde, S o hg € hg. Buradan,

(§°(fs°hs)°§)ﬁ((fs°hs)°§°(fs°hs))g(fs°hs)°§°(fs°hs)§f5°(§°§)
0Sohs € foo(SeS)ohs € foo(Seohg) & fyohg

oldugundan, fs o hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

4.25. Teorem fs ve hg, U tizerinde birer esnek kiime olsun. fs veya hg bir EK-sag ideal ise
fs © hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: h, bir EK-sag ideal olsun. O halde, hg o S € hg Ve hg o hg € hs. Buradan,

(So(fsohs) o8) A ((fs o hs) oS0 (fs o hs)) € (fs o hs) o S o (fi o hs)
:fs°(hs°§)°fs°hs§f5°hs°fs°hs§f5°(hs°§)°hs§fs°hs
°hs§fs°hs

oldugundan, fs o hg bir EK-bi-i¢ idealdir. Ispat, benzer sekilde fs icin de verilebilir. fs, bir
EK-sag ideal olsun. O halde, f o S € f;. Buradan,

(So(fsohs)o8) A ((fsohs) oS o (fyohs)) E (s ohs) oS o (fs o hs) E fyo (S8)
0Sohs Efs0(So8)ohs E(fs08)ohs € fyohs

oldugundan, fs ° hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

4.26. Teorem fs, gs Ve hg, U lizerinde birer esnek kiime olsun. gg, bir EK-ideal ise fs o gg o
hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: gg, bir EK-ideal olsun. O halde, S o g5 € g5, gs ° S € g ve gs © gs € gs. Buradan,
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(§°(fs°gs°hs)°§)ﬁ((fs°gs°hs)°§°(fs°gs°hs))g(fs°95°hs)°§
°(fs°95°hs)§f5°(95°§)°(§°§)°95°h5§f5°(gs°§)°gs
°hs§fs°gs°gs°h5§fs°gs°hs

oldugundan, fs o gg o hg bir EK-bi-i¢ idealdir.
4.27. Teorem fs ve hg birer EK-bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs N hs bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs ve hg birer EK-bi-i¢ ideal olsun. O halde, (g ofgo §) n (fs oS Ofs) C fs ve
(SohgoS) A (hsoSo hg) € hg oldugu bilinmektedir. Buradan,

(So(fs fhs)o8) A ((fs Fhs) oS o (fs M hs)) E(Sofso8) A (fsoSofs) E fo
ve
(So(fshs) o) A ((fs P hs) oS o (f5 A hg)) € (Sohg o) A (hg oo hg) E
oldugundan,
(So(fs T hs) o 8) A ((fs hs) oS o (fs T h)) E f5 A hs
elde edilir. Boylece, f; 11 hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

4.28. Sonu¢ EK-bi-i¢ ideallerin sonlu esnek kesisimleri de bir EK-bi-i¢ idealdir.

4.29. Sonu¢ Bir EK-sol (sag/ iki tarafli/ bi/ i¢/ quasi) ideal ile bir EK-sol (sag/ iki tarafli/ bi/
i¢/ quasi) idealin esnek kesisimi bir EK-bi-i¢ idealdir.

4.30. Teorem fs, U lizerinde bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. Bu durumda,
fs’nin (Sv ofgo §) N ( fsoSo fs) esnek kiimesini kapsayan her esnek alt kiimesi bir EK-bi-

i¢ idealdir.
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Ispat: h, fo'nin (So fs0S) A (fs oS o f;) esnek kiimesini kapsayan bir esnek alt kiimesi

olsun. Buradan,
(§0h50§)ﬁ(h50§°h5) g (§0f50§)ﬁ(f50§0f5) g hs
oldugundan, hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

4.31. Teorem fs, U tlizerinde bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. Bu durumda,
fs’nin (§ ofgo §) V] ( fsoSo fs) esnek kiimesini kapsayan her esnek alt kiimesi bir EK-bi-

i¢ idealdir.

Ispat: hg, fo'nin (So fs0S) T (fs oS o f;) esnek kiimesini kapsayan bir esnek alt kiimesi

olsun. Buradan,
(SohsoS)E(SofsoS)E(SofsoS)T(fsoSeofs)Ehs
oldugundan, (S o hs o S) € hg. Ayrica,
(hsoSohg) E(fsoSefs) E(SefsoS)T(fsoSefs) Ehs

Oldugundan, (hs o g o hs) g hs. Béylece, (g o hs o g) ﬁ (hS o g o hs) g hS elde Edl|ll’ O
halde, hg bir EK-bi-i¢ idealdir.

4.32. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime, Im(fs), fs nin goriintii kiimesi, a € Im(fs)
olmak tizere a, U kiimesinin alt kiimesi olsun. f;, bir EK-bi-i¢ ideal ise U(fs; @), S

yarigrubunun bir bi-i¢ idealidir.

Ispat: Baz1 x €S icin, fs(x) =a ise ® = U(fs;a) €S olur. k€[S -U(fs; ) - S]N
[U(fs; ) - S -U(fs; a)] olsun. k = xay = bzc olacak sekilde x,y,z € U(fs; @) vea, b, c €
S alalim. O halde, f5(x) 2 a, fs(y) 2 a ve fs(z) 2 a. Buradan,
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B fso8)w = | | B n (50}

k=mn

2S(b)n (fs o §)(zc)
| s@n g(r)}]

ZC=ST

2 fs(2) N S(c)
=fs(z2)nU
= fs(2)

2«

=Un

Ve

(fs°8 )0 = | | {smyn (5= )}

k=mn

2 fs(x) N (Se f5)(ay)

= f@n| | Ben fs(q)}]

ay=pq
2 fs(x) nS(a) N fs()
= fs(x)nU N f5(y)
= fs(x) N f5(¥)
Dana

=a

elde edilir. Boylece, (SofsoS)(k)N(fsoSefs)(k) 2a. fs, bir EK-bi-i¢ ideal

oldugundan,

fs()2(SefseS)K)N (fsoSe f5)(k) 2a
olup, k € U(fs; ) elde edilir. O halde, U(fs; a), S yarigrubunun bir bi-i¢ idealidir.

Onerme 4.32’yi bir 6rnek ile gosterelim:
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4.33. Ornek Ornek 4.2’ deki £ esnek kiimesini ele alalim. Ornek 4.2°de, #¢ esnek kiimesinin
bir EK-bi-i¢ ideal oldugu agiktir.

Im(#s) = {{1,2},{2,3},{1,2,3}, Z*}

oldugu dikkate alinarak,

{/6/’ #7’ w}’ a = {1’2}
ptw) a={23}
{p,w}, a ={1,2,3}
{w}, a=7%

U(#s; a)
elde edilir. Burada, {&, p, w}, {p,t,w}, {p, w} ve {w} kiimeleri S yarigrubunun birer bi-
i¢ idealleridir. Gergekten de;

Selb,pwleS)Nn({b,pw}eSelib,pw}) ={bpw}<{bpw}
SelptwieS)n({ptiwleSe{ptw) ={pw}ciptw}
SelpwieS)n{p,w}eSe{pw)) ={pw}cipw}
(Sefw}eS)n({w}eSe{w)}) ={w}c{w}
oldugundan, her bir U(fs; a), S yarigrubunun birer bi-i¢ idealidir.

Simdi ise Ornek 4.2°deki g5 esnek kiimesini ele alalim.

Im(qgs) = {{3,5},{5,8},{3,5,7},{3,5,7,8}}

oldugu dikkate alinarak,

{6,pw}, a={35}
{p 1}, a = {5,8}
{p,w}, a ={3,57}
{p}, a ={3,57,8}

U(gs; @)
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elde edilir. Burada, {p, £} kiimesi S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali degildir. Gergekten de;

Seipt}eS)n{pt}eSept}) ={pw} & pt}

oldugundan, U(gg; @)’lardan birinin S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali olmadigi, dolayisiyla,
U(gs; a)’nin S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali olmadig1 goriilmektedir. Diger taraftan, gg

esnek kiimesinin bir EK-bi-i¢ ideal olmadig1 Ornek 4.2’den agiktir.

4.34. Tanum f, bir EK-bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, U(fs; @) bi-i¢ ideallerine, fg’nin st

a-bi-i¢ idealleri denir.

4.35. Teorem S bir yarigrup ve fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. fs bir EK-bi-i¢ ideal olmak iizere, fg = (§ ofgo 'S) n (fS °oSo fs).

Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler, f; bir EK-bi-i¢ ideal ve x € S olsun. O halde,
(§ ofgo ’S’) N (fs °So fs) C fs ve her x € S igin, x = xyx olacak sekilde bir y € S oldugu

bilinmektedir. Buradan,

B fi oD = | ()@ 50}

x=ab

2 (Sefs)(x) NSO

- [U (8@ n £0))

x=ab

NnU

2 S(xy) N fs(x)
=Un fs(x)
= fs(x)

Ve
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(o5 £5)@ = | {5 D@ n ®)

x=ab

2 (fs°S)(xy) N fs(x)

|J tsem nsm}|n £

xy=mn

2 [£500) nSyxy)] N f5(x)
= [fs(x) n U] N fs(x)

= fs(x)

oldugundan, (So fs o $)(x) N (fs o S e f5)(x) 2 fs(x) elde edilir. Boylece, fs € (Seo fs o
S)A(fsoSofs). Ohalde, fs = (SofsoS)N (fsoSefs).

Tersine, (2)’yi kabul edelim. fs bir EK-bi-i¢ ideal olmak iizere, fs = (So fs o S) A (fs o So
fs) olsun. S yarigrubunun regiiler oldugunu goéstermek igin, S yarigrubunun her bir bi-i¢
ideali A igin A = SAS N ASA saglandiginm1 gostermek gerekir. A, S yarigrubunun bir bi-i¢
ideali olsun. O halde, SAS N ASA € A agiktir. Bu durumda, A € SAS N ASA oldugunu

gostermek yeterlidir. a € A olsun. A, S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali oldugundan, Teorem
4.22°den, S, bir EK-bi-i¢ idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.18’den,

Sa(a) = (g 0S40 g)(a) n (SA °§o SA)(a) = (Ss°S40°85)(@) N (Sy°Ss08,)(a)

= Ssasnasa (a)=U

elde edilir. Buradan, a € SAS N ASA olup, A = SAS N ASA elde edilir. Boylece, S bir

regiiler yarigruptur.

4.36. Teorem S bir yanigrup, fs Ve hg, U lizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. fs bir EK-bi-i¢ ideal ve hg bir EK-ideal olmak iizere, fs N hg € (hg o fs o hg) N (fg ©
hs ° fs).
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Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler, f; bir EK-bi-i¢ ideal, hs bir EK-ideal ve x € S olsun. O

halde, (So fs 0 S) A (fs oS fs) € fs, p.q € S icin, hs(pq) 2 hs(p) ve hs(pq) 2 hs(q),
ve her x € S i¢in, x = xyx olacak sekilde bir y € S oldugu bilinmektedir. Buradan,

ve

(hs * fs > h)() = | ] ths(@) 1 (s ) (1)

x=ab

2 hs(xy) N (fs © hg)(x)

= hg(xy) N [ U {fs(@n hs(b)}]

x=ab

2 hs(xy) N [fs(x) N hs(yx)]
2 hs(x) N [fsCx) N he(x)]

= fs(x) N hs(x)

= (fs A hs)(x)

(fsohs o 0 = | s o (@ n 503}

x=ab

2 (fs o hs)(xy) N fs(x)

- I U {fstm) n hs(n)}‘ N fs(x)

xy=mn
2 [fs(x) N hs(yxy)] N f5(x)
2 [fs(x) N hs()] N fs(x)

= fs(x) N hs(x)

= (fs N hy)(x)

oldugundan, (hgo fsohs)(x) N (fsohgo fo)(x) 2 (fs Nhg)(x) elde edilir. Boylece,
fs N hs € (hs o fs o hs) N (fs © hs o f).

Tersine, (2)’yi kabul edelim. fs bir EK-bi-i¢ ideal ve hg bir EK-ideal olmak iizere,

foNhg € (hgo fsohs) N (fsohgofs) olsun. Bir EK-ideal olarak hg yerine S esnek
kiimesini ele alalim. O halde, fs NS E (Sofs0S) A (fs°So f;) elde edilir. Buradan,
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fs g (g ofs o g) ﬁ (fs o g ofs). Kabul geregi, (g ofs o g) ﬁ (fs o g ofs) g fs. Béylece,
fs = ('S ofgo §) N ( fsoSo fs) elde edilir. Ispatin devami, Teorem 4.35’ten agiktir.

Birkag esnek kesisimsel ideal ile bunlarin genellestirilmis idealleri arasindaki iliski asagidaki

sekilde gosterilmistir. Burada, A = B, A’nin B oldugunu ancak B’nin her zaman A
olmadigini1 gosterir.

> EK-i¢ ideal
EK-sol ideal (3 EK-ideal > EK-sag ideal
. @ ﬁ S esnek basit*
2
> > EK-quasi-ideal <
e
8
e ﬂ ﬁ S esnek basit*
EK-bi-ideal
ﬂ ﬁ S esnek basit*
EK-bi-i¢ ideal <

@ S esnek basit*

EK-alt yarigrup

Sekil 4.1. Baz1 esnek kesisimsel idealler arasindaki iligkileri gosteren diyagram
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5. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN ALT
YARIGRUPLARI

Bu boliim, esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigruplar tizerine olup, boliimde Sezgin ve

Ilgin (2024a) calismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

5.1. Tamim fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. (fs o f5) N fg # @ ise fs esnek kiimesine,

S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigrubu denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigrubu

kisaca “EK-hemen hemen alt yarigrup” olarak gosterilecektir.

5.2. Ornek S = {8,n,v, 4} kiimesi iizerinde, Tablo 5.1 yardimiyla tanimlanan “0O” ikili

islemi ile (S,0) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

O 8 v 7
8 | 8 v
n| | n 8 v 7
v |y v F v
72 I AR S A

Tablo 5.1. Ornek 5.2°deki “0” ikili islemi

U = N evrensel kiimesi iizerinde ds, 75 Ve £5 esnek kiimeleri,

ds = {(s,{0,1,2}), (n,{1,5}), (v, {2,4,6,8}), (7,{7.9D}

rs = {(s,{3,5,7}), (n,{3,6,9}), (v, {12,13}), (. {2,8})}

ts = {(,0), (n,{0}), (v, {1}), (7, ®)}

seklinde tanimlansin. Burada, dg ve 7 birer EK-hemen hemen alt yarigruptur. Oncelikle,

(dg o dg) N dg # Dg oldugunu gosterelim:
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[(ds o dg) N ds](8) = (ds ° ds)(8) N ds(8)
— [(ds(&) N ds(8)) U (ds(m) 1 ds(m))] 1 ks(s) = (0,1,2)

[(ds o dg) N ds](n) = (dg o ds)(n) N ds(n)
~ [(ds(s) N ds(m)) U (ds(n) 0 ds())] 0 ds(n) = (1}

[(ds o dg) N ds](v) = (ds o ds)(v) N ds(v)
= [(ds(ﬁ) n ds(’”)) U (ds(/n) n ds(’”)) U (ds(’lf) n ds(’n))
U (ds(’lf) n ds(f)) U (ds(f) n 45(5)) U (ds(f) n ds("*))] N dg(v)
= {2}

[(ds o ds) N ds](F) = (ds o ds)(F) N ds(F)
= [(as(8) N ds(7)) U (ds(n) N ds()) U (ds(v) N ds(s))
U (ds(”) n ds(’lf)) U (ds(f) N ds(’n)) U (ds(f) N ds(f))] N ds(7)
= {7,9}

oldugundan,

(dS ° dS) ﬁ dS = {(51 {0,1,2}), (/VL, {1})' (’U’, {2})' (f’ {7'9})} i (DS

elde edilir. Boylece, ds bir EK-hemen hemen alt yarigruptur. Benzer sekilde,

(/rvS ° /rvS) ﬁ s = {(5, {3;5;7}); (4’L, {3})r (’U’, Q)r (7' {218})} + QS

oldugundan, 77 bir EK-hemen hemen alt yarigruptur. Fakat, £ bir EK-hemen hemen alt

yarigrup degildir. Gergekten,

[(£s o t5) N £5](8) = (25 © £5)(8) N £5(8)
= [(£s(8) N £5(8)) U (£s5(n) N £5(m))] N £5(8) = @

[(£s5 © t5) N £5](n) = (5 o £5)(n) N t5(n)
= [(#:(8) N £5(n)) U (£s(n) N £5(8))| N ts(n) = @
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[(£s5 o t5) N £5](v) = (%5 o £5) (v) N £5(v)
= (£5(8) N £5(v)) U (£5(n) N £5(v)) U (£5(v) N £5(n))

U (t5(0) N £5(7)) U (£5() N £5(8)) U (£5(4) N ts(0))] N t5(v) = @

[(£s5 o t5) N £5](F) = (£5 © t5)(F) N t5(4)
= [(ts(ﬁ) n ’ts(f)) U (ts(’n) n ’L's(f)) U (ts(’lf) n ts(5))
U (ts(’lf) n ’ts(’lf)) U (ts(f) n ’ts(’n)) U (’ts(f) n ’L's(i))] Nts(7) =0

oldugundan,
(;t"S ° ts) ﬁ ;["S = {('5; ®)r (’f’L, (Z))' (U) (Z))' (j: (Z))} = QS
elde edilir. Boylece, £ bir EK-hemen hemen alt yarigrup degildir.

5.3. Onerme f, U iizerinde bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-alt

yarigrup ise bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: fs, bos esnek kiimeden farkli bir EK-alt yarigrup olsun. O halde, fs o fs € fs saglanur.
fs # @5 olmak ilizere Lemma 2.3.21°den, f o fs # @ elde edilir. f o f5 € f; oldugundan,

(fsof)Dfs=fsofs # Os
elde edilir. Béylece, (fs o fs) N fg # @5 olup, fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.
Burada, @g o @5 € @5 oldugundan, @ esnek kiimesinin bir EK-alt yarigrup oldugu aciktir.
Fakat, (@5 o @5) N Og = @5 N @5 = B oldugundan, @ esnek kiimesi bir EK-hemen hemen

alt yarigrup degildir.

fs, bir EK-hemen hemen alt yarigrup ise bir EK-alt yarigrup olmak zorunda degildir. Bunu

bir 6rnek ile gosterelim:

5.4. Ornek Ornek 5.2°de verilen dg Ve 7 esnek kiimelerini ele alalm. dg ve 7 esnek

kiimelerinin birer EK-hemen hemen alt yarigrup oldugu, Ornek 5.2°de gosterilmistir. Fakat,
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ds(vs) = ds(§) 2 ds(v) N ds(s8)

oldugundan, d bir EK-alt yarigrup degildir. Benzer sekilde,

rs(vv) = r5(4) 2 rs(v) Nrs(vr)

oldugundan, 7+ bir EK-alt yarigrup degildir.

5.5. Teorem fs ve hs, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f, bir EK-

hemen hemen alt yarigrup ise hg bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. O halde, (fso f5) N fs # @g oldugu
bilinmektedir. Kabul geregi fs € hs oldugundan,

(fseofs) ﬁfs c (hs ° hg) N hg

agiktir. Burada, (fs ° fs) N fs # @ oldugundan, (hg o hg) N hg # @ elde edilir. Boylece,

hg bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

5.6. Teorem fg ve hg, birer EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. Bu durumda, fs U hg bir

EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. fs € fs U hg olup, Teorem 5.5’ten,
fs U hg bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

5.7. Sonu¢ EK-hemen hemen alt yarigruplarin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen

hemen alt yarigruptur.

5.8. Sonug fg ya da hg bir EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. Bu durumda, fs U hg bir EK-

hemen hemen alt yarigruptur.

Burada, fs ve hg birer EK-hemen hemen alt yarigrup iken, fs N hg bir EK-hemen hemen alt

yarigrup olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:
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5.9. Ornek Ornek 5.2°deki dg ve 7 esnek kiimelerini ele alalim. dg ve 7~ esnek kiimelerinin

birer EK-hemen hemen alt yarigrup oldugu, Ornek 5.2°de gdsterilmistir. Fakat,
ds ﬁ /’/VS = {('5' @), (4’1, Q)r (/U/; Q)r (7: @)} = QS
oldugundan, dg N 7% bir EK-hemen hemen alt yarigrup degildir.

5.10. Onerme fs, U iizerinde bos esnek kiimeden farkli idempotent bir esnek kiime olsun.

Bu durumda, f5 bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: fs, U iizerinde bos esnek kiimeden farkli idempotent bir esnek kiime olsun. O halde,

fS o fS = fs. Buradan,
(fsef)Nfs=fsDfs=fs + Os
oldugundan, fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen alt yarigrubu ile EK-hemen hemen alt yarigrubu

arasindaki iliski verilecektir.

5.11. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen alt
yarigrubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, ’nin bir EK-hemen hemen alt yarigrup olmasidir.
Ispat: A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere, S yarigrubunun bir

hemen hemen alt yarigrubu olsun. O halde, AA N A # @ yani, k € AA N A olacak sekilde en

az bir k € S vardir. Buradan,

((SA oS, N SA)(k) = (Saa NS (k) = Sppna(k) =U # @

olup, (S4 0 S,) NS, # B elde edilir. Boylece, S, bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.
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Tersine, S, bir EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. O halde, (S, S,) N S, # @s. Kabul
geregi, A # (. Ayrica,

@s # (SpoS)) NSy =>3g€ES; ((SA °Sy) ﬁSA)(%) +0
= 3g €S; (Saa N S(q) # @
= 39 €S; (Saana) (@) = 0
= 39 €S; (Saana)(@) =U
> gEAANA

olup, AA n A + @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubudur.

5.12. Ornek Orek 5.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. F = {5, 7}, S yarigrubunun bos
kiimeden farkl: bir alt kiimesi olmak {izere, F kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen
alt yarigrubu oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, F kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu Sp = {(s,U), (n,U), (v, @), (4, @) }’nin bir EK-hemen hemen alt

yarigrup oldugu gosterilebilir.

Tersine, H = {5, v, 7} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-hemen hemen
alt yarigrubunu fs = {(s, U), (n, @), (v, U), (4, U)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla H =

{s, v, } kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu oldugu gosterilebilir.

5.13. Lemma f, U lizerinde bir esnek kiime ve S; supp(fs)’nin esnek karakteristik

upp(fs)’

fonksiyonu olmak tizere, fs € Ssypp(fs)-

Ispat: f, U iizerinde bir esnek kiime olsun. supp(fs)’nin esnek karakteristik fonksiyonu,

(@, x¢&supp(fs)
Ssupp(rs) (%) = {U, x € supp(fs)

seklinde tanimlanir.

Oncelikle, x € supp(fs) olsun. Buradan, Se,,,(rs)(x) = U ve fs(x) # @ olur. Béylece,
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@ + fS(x) c Ssupp(fs)(x) =U
olup, fs € Ssupp(ss) elde edilir,

Simdi, x & supp(fs) olsun. Bu durumda, Sgyppro)(x) = @ Ve fo(x) = @ olur. Buradan,

@ = fS(x) c Ssupp(fs)(x) =0
olup, fs € Ssupp(ss) elde edilir. Sonug olarak, tim durumlarda, fs € Sgypp(s,) saglanir.

5.14. Teorem f, bir EK-hemen hemen alt yarigrup ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen

hemen alt yarigrubudur.

Ispat: fs bir EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. O halde, (fs o fs) N fs #+ @5 aciktir.
supp(fs)’nin S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu oldugunu gostermek igin,
Teorem 5.11°den, Sgypp(ro) nin bir EK-hemen hemen alt yarigrup oldugunu gostermek

yeterlidir. Lemma 5.13’ten,
(fsefs)Nfs € (Ssupp(fs) ° Ssupp(fs)) N Ssupp(fs)

ve (fS o fS) N fS * (DS oldugundan, (Ssupp(fs) o Supp(fs)) Al Ssupp(fs) * (DS elde edilir.

Boylece, S bir EK-hemen hemen alt yarigrup olup, Teorem 5.11°den, supp(fs), S

upp(fs):

yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubudur.
Teorem 5.14’{in karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

5.15. Ornek Ornek 5.2°deki 5 esnek kiimesini ele alalm. supp(t;) = {n, v} olup,

[(supp (5)) (supp (£5))]| N supp(ts) = [{n, v3}{n,v3] N {n,v} = {s,v,4} N {n, v}
={v}+0
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elde edilir. Boylece, supp(£s), S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubudur; fakat

Ornek 5.2°de gosterildigi iizere g, bir EK-hemen hemen alt yarigrup degildir.

5.16. Tamim fg Ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen alt yarigrup olsun.
supp(hg) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine, bir minimal EK-hemen hemen alt yarigrup

denir.

5.17. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak {iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen alt yarigrubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, 'nin bir minimal EK-hemen hemen alt

yarigrup olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen alt yarigrubu olsun. O halde, 4, S
yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubudur ve Teorem 5.11°den, S, bir EK-hemen
hemen alt yanigruptur. fg € S, olacak sekilde fg bir EK-hemen hemen alt yarigrup olsun.
Teorem 5.14’ten, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubudur ve Not

2.3.12°den ve Sonug 2.3.17’den,

supp(fs) € supp(Sy) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen alt yarigrubu oldugundan,
supp(fs) = supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 5.16’dan, S, bir minimal EK-hemen

hemen alt yarigruptur.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen alt yarigrup ve Teorem 5.11°den, A, S yarigrubunun bir hemen hemen alt
yarigrubudur. B € A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu olsun.
Teorem 5.11°den, Sp bir EK-hemen hemen alt yarigrup ve Teorem 2.3.18 (i)’den, Sz € S,

olur. S, bir minimal EK-hemen hemen alt yarigrup oldugundan ve Sonug 2.3.17’den,

B = supp(Sp) = supp(Sy) = A

elde edilir. Boylece, 4, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen alt yarigrubudur.
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5.18. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. Bu durumda, hg o
gs € fs olmasi, hs € fs veya gs € fs olmasini gerektiriyor ise, fg’ye bir EK-asal hemen

hemen alt yarigrup denir.

5.19. Tamim f; ve hg birer EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. Bu durumda, hg ° hg € f
olmasi, hg € fs olmasim gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen alt yarigrup

denir.

5.20. Tanim f5, gs ve hg birer EK-hemen hemen alt yarigrup olsun. Bu durumda,
(hg o gs) N (gs © hg) € fs olmasi, hg € fg veya gs € fs olmasm gerektiriyor ise, f’ye bir

EK-kuvvetli asal hemen hemen alt yarigrup denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen alt yarigrubun, bir EK-asal hemen hemen alt yarigrup
oldugu ve her EK-asal hemen hemen alt yarigrubun, bir EK-yar1 asal hemen hemen alt

yarigrup oldugu agiktir.

5.21. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen alt yarigrup ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen alt yarigrubudur.

Ispat: Sp, bir EK-asal hemen hemen alt yarigrup olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen alt
yarigruptur ve Teorem 5.11°den, P, S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubudur.
AB < P olacak sekilde, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen alt yarigrubu olsun. Bu
durumda, Teorem 5.11°den, S, ve Sg, birer EK-hemen hemen alt yarigruptur ve Teorem
2.3.18 (i) ve (iii)’ten, S, o S = Sy € Sp elde edilir. S, bir EK-asal hemen hemen alt
yarigrup ve S, o Sp € Sp oldugundan, S, € S, veya Sz € Sp saglanir. Boylece, Teorem
2.3.18 (i)’den, A € P veya B C P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir

asal hemen hemen alt yarigrubudur.

5.22. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. S, bir EK-yar1 asal hemen hemen alt yarigrup ise P kiimesi

S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen alt yarigrubudur.
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Ispat: Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen alt yarigrup olsun. O halde, Sp bir EK-hemen
hemen alt yarigruptur ve Teorem 5.11°den, P, S yarigrubunun bir hemen hemen alt
yarigrubudur. AA € P olacak sekilde, A, S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu
olsun. Bu durumda, Teorem 5.11°den, S, bir EK-hemen hemen alt yarigruptur ve Teorem
2.3.18 (i) ve (iii)’ten, S4 0 S4 = Sy, € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen alt
yarigrup ve S, o S, € Sp oldugundan, S, € S, saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den,
A C P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen alt

yarigrubudur.

5.23. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen alt yarigrup ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen alt yarigrubudur.

Ispat: Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen alt yarigrup olsun. O halde, Sp bir EK-hemen
hemen alt yarigruptur ve Teorem 5.11°den, P, S yarigrubunun bir hemen hemen alt
yarigrubudur. AB N BA € P olmak {lizere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen alt
yarigrubu olsun. Bu durumda, Teorem 5.11°den, S, ve Sz birer EK-hemen hemen alt
yarigruptur ve Teorem 2.3.18den, (S, 0 Sg) N (Sg ©S4) = Sup N Sgs = Sapnga S Sp elde
edilir. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen alt yarigrup ve (S, 0 Sg) N (SgoS,) € Sp
oldugundan, S, € S, veya S € S, saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya
B C P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen

alt yarigrubudur.
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6. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN
IDEALLERI

Bu boliim, esnek kesisimsel hemen hemen idealler iizerine olup, boliimde Sezgin ve Ilgin

(2024b) caligmasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

6.1. Tanim f;, U tlzerinde bir esnek kiime olsun. Her x €S igin,
Sy o fs) N fs # 05 ((fs 0 Sy) N fs # ) ise f; esnek kiimesine, S yarigrubunun U {izerinde
bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) ideali denir. U iizerinde bir esnek kiime, S
yarigrubunun hem esnek kesisimsel hemen hemen sol ideali hem de esnek kesisimsel hemen

hemen sag ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol ideali
kisaca “EK-hemen hemen sol ideal”; S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen
hemen sag ideali “EK-hemen hemen sag ideal” ve S yarigrubunun U {izerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen ideali ise “EK-hemen hemen ideal” olarak gosterilecektir.

6.2. Ornek S = {£, g, n} kiimesi iizerinde, Tablo 6.1 yardimiyla tanimlanan “$” ikili islemi

ile (S,¢) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

Tablo 6.1. Ornek 6.2°deki “<4” ikili islemi

U= {[g' 2] |a € Z4} evrensel kiimesi lizerinde fg ve hg esnek kiimeleri,

el 0B W@ IE DG I D)
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we={(elly oo SD-Glly ollo I)-C{ls ol lo 2

seklinde ve U=D;={<xy>:x3=y?=¢, xy=yx?}=1{ex,x%y,yx yx?}

evrensel kiimesi tizerinde gg esnek kiimesi,

Is = {(*B, {e})r (g"' {x' xZ})’ (/n’) {y; yX, yx2})}

seklinde tanimlansin. Burada, f ve hg birer EK-hemen hemen idealdir. Oncelikle, her x € S

igin, (Sy © f5) N fs # @5 oldugunu gosterelim.
S, ile baslayacak olursak:

[(Se o £) N fs](€) = (Sp o f) (&) N f5(£)

= [(Se(® N £5(8) U (Sp(g) N fs(n)) U (Sp(n) N fs(@)] N f5(£)
1 0112 0
= fs(®) :{[0 1 '[o 2 }

[(Sp o f5) N fs1(g) = (S © f)(g) N f5(g)
= [(5:(®) N £5(2)) U (So() N f5(£) U (Sp(n) N fs(m))] N fs(g)

=@ ={ o 3l

[(Sp o f5) N fs](n) = (S 0 fo)(n) N fs(n)
= [(Se(f) n fs(’n)) U (Se(g) n fs(g*)) U (Se(’n) n fs(f))] N fs(n)

= ={; [ 3

oldugundan,

seemss={efly 1[5 )@l 2Ll sD-(ello 2ble 5D

* Qs

elde edilir. Sy ile devam edecek olursak:



[(Sy 2 f5) L1080 = (Sg £5)(8) 0 £5(8) = | (5,0) 0 £5(8) U (8,(99) 0 fs(m) ) U
(S,m 0 @) n £s@ = i n s ={[; 7]}

[(S, 2 f5) A £s](@) = (Sy £)(@) 0 fs(@) = [(S(0) 0 f5()) U (Sy(9) N fs(®)) U

(s, n i) n i@ = @ 0 fs@ = {2 9]}

[(S, 0 f5) B fs](n) = (8, @ f5) () 0 fs(m) = [(S,.(8) 0 fs(m)) U (S,(9) 0 f(@)) U
(S, 0 )] 0 fs) = fs@ 0 i) = {3 3]}

oldugundan,

spomas={(efly 15 )5 s} =os

elde edilir. S,, ile devam edecek olursak:

(S, 0 f5) A £51C8) = (S, o f5) (@) N f5(8) = [(S2(8) 0 f5(£) U (S,(g9) N fo(m)) U
Sum) n @) 0 £ = i@ n fs@ = {2 )]}

[(Sn o £) B f5)(@) = (S o £5)(@) 0 f5(@) = [(S2(0) 0 (@) U (S4(9) 0 (D) U
(Sum 0 )] 0 fi@) = s 0 fs@ = {3 3]}

(S 0 f5) A f5](n) = (S, o f) () 0 fs(n) = [(S,(8) N f5(m)) U (4(9) N f5(9)) U
(S n @) 0 fsm) = s n i = {7 Y]}

oldugundan,

e ={(e{l; )5 ) (fly I}

91
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elde edilir. Bdylece, her x € S igin, (S, © f5) N fs # @5 saglandigindan, f; bir EK-hemen

hemen sol idealdir. Simdi, her x € S igin, (fs 0 S,) N fs # @5 oldugunu gosterelim.

S, ile baslayacak olursak:

[(fsoS) N 1) = (fs o SHE) N fs(£) = [(fs({)) n Se(f)) U (fs(g) n Se(’n)) U
(s ns@)nfs@ =@ ={; I.[2 I}

[(fs © Sp) N fs1(g) = (fs 2 Sp)(g) N fs(g) = [(fs(f) n Sf(g’)) U (fs(g) N Sf(f)) U
(s sl nfi@ =@ = {2 O[5 3}

[(fs 0 Se) N f5](n) = (fs © Sp)(n) N fs(n) = [(fs(£) N Sp(n)) U (f5(g) N Se(g)) U
(s ns@)]n fsw = s ={[; I.[5 9}

oldugundan,

Gsosofss={(efly 1[5 o) (@lls 2Llo sD-(ello 2llo s

* Qs

elde edilir. Sy ile devam edecek olursak:

[(fs 0 Sp) A L]0 = (fs 2 $,)(0) 1 £5(&) = [(£5(8) 0 $,(8) U (fis(@) N Sy(m)) U
(s ns,@)]|nfs@ = fimn s ={[; ]}

[(Fs 2 5,) T 5@ = (fs 2 $,)@) 0 f5(@) = [(£8) 0 5,(9)) U (fs(@) 0 S,(8)) U

(s ns,)] 0 @) = s n i@ = {[ J]}
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[(fs 05,) B £5](n) = (fs 2 S,) () 0 f(m) = [(fs(&) 0 5,(m)) U (fs(@) 0 5,(9)) U
(s ns,®)] 0 fs) = fs@ 0 i) = (> 3]}

oldugundan,

(5es)fis={(efly 1)@ ({5 3D}

elde edilir. S,, ile devam edecek olursak:

[(fs oS, A £1(8) = (fs 2 $,0(8) N £5(8) = [(fs(8) 1 5,,(0) U (fs(@) N Su(m)) U
(s 0 S @) n 50 = fi@ nfs@ = {[2 ]} =0

[(fs 2 $) N fs1(9) = (fs 2 $,)(@) 0 fs(9) = [(£D) NS (@) U (f(9) N S,.(D)) U
(s S, )| fi(e) = i) 0 fi@) = {[3 5]} =0

[(fs°S,) N fsl(n) = (fs 2 S,)(n) N fs(n) = [(fs({’) n Sn(’n)) U (fs(g*) n Sn(gv)) U
() NS, @) n fm) = 0 0 fim) = {[g I} # @

oldugundan,

Gosofis={(e{; o).l 51)-(nlly D}

elde edilir. Bdylece, her x € S igin, (fg o S,) N fg # @5 saglandigindan, f; bir EK-hemen
hemen sag idealdir. O halde, f; bir EK-hemen hemen idealdir.

Benzer sekilde, hg bir EK-hemen hemen idealdir. Gergekten,

seenfins={(efly oLy ) (ollo ollo (ol ol Lo 21

* Qg
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(spom) s ={(e{ly ol})-(a{lg o) (2lly o)} =os
Swe s ={(e{ly ol})-(o{ly o) (nly o)} =05

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sol idealdir. Ayrica,

tsesofins={(e{lg o5 3Dy ollo I Codlo o5 21D

i@g

(hsosg)ﬁhs={(€’{[8 8]}),(%{[8 8]})'(“’{[8 8]})}”’5
(hsesofins={(e{[y ol})-(e{ly o)) (mlly ol})}=os

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sag idealdir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen
idealdir. Fakat, g5 ne bir EK-hemen hemen sol idealdir ne de bir EK-hemen hemen sag

idealdir. Gergekten,

[(Sg © 95) B g5](®) = (S5 © g5)(®) N g5 (&)
= (5,8 0 g5() U (S,(@) N gs(m)) U (5,(n) N gs(9))| N g5(9»)
=gs(n)ngs(¥) =0

[(S5.2.95) T1951(9) = (S 95)(9) N 95(9)
= (5,0 0 95(9)) U (5,(@) n g5(0) U (S,(m) 0 gs(m)) | 0 g5(9)
=9gs(H)ngs(g) =9

[(Sg» ° 95) N «95](””“) = (Sg ° gg)(/n) N gs(n)
=[(5,(8) N gs(m)) U (S,(9) N g5(@)) U (S,(m) N g5(®))| N g5 ()

=gs(@g)ngs(n) =0
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oldugundan, g € S igin, (Sg o gs) N gs = {(£,0),(g,0),(n,0)} = @ elde edilir. O halde,
gs bir EK-hemen hemen sol ideal degildir. Benzer sekilde n € S igin, (gs°S,) N gs =
{(¢,0),(g,0),(n,0)} = @ elde edilir. O halde, g5 bir EK-hemen hemen sag ideal degildir.

Bu durumda, g esnek kiimesinin bir EK-hemen hemen ideal olmadig1 agiktir.

6.3. Onerme fs, U iizerinde bos esnek kiimeden farkl1 bir esnek kiime olsun. f, bir EK-sol

(sag) ideal ise bir EK-hemen hemen sol (sag) idealdir.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal i¢in
de benzer sekilde yapilir. fs, bos esnek kiimeden farkli bir EK-sol ideal olsun. O halde, S o
fs € fs saglanir. fg # @ olmak iizere Lemma 2.3.22°den, S, o fs # @s. Her x € S igin, S, o
fs €S o fs € f5 olup buradan S, o f € f; oldugundan,

(Sxofs)Nfs=Syofs # Bs
elde edilir. Boylece, (S, ° f5) N fs # @ olup, fs bir EK-hemen hemen sol idealdir.
Burada, S o @5 € @ oldugundan, @ esnek kiimesinin bir EK-sol ideal oldugu aciktir. Fakat,
(S, °0s) N B = Bs N Og = B oldugundan, @ esnek kiimesi bir EK-hemen hemen sol

ideal degildir.

6.4. Teorem f;, U lizerinde bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. f, bir EK-ideal

ise bir EK-hemen hemen idealdir.

fs, bir EK-hemen hemen ideal ise bir EK-ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile

gosterelim:
6.5. Ornek Ornek 6.2°de verilen fg ve hg esnek kiimelerini ele alalm. f; ve hg esnek

kiimelerinin birer EK-hemen hemen ideal oldugu, Ornek 6.2°de gosterilmistir. Fakat, fs ve

hg birer EK-ideal degildir. Gergekten,

fs(gg) = fs(n) 2 fs(g)
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oldugundan, fs ne bir EK-sol idealdir ne de bir EK-sag idealdir. Bu durumda, fs’nin bir EK-

ideal olmadig1 agiktir. Benzer sekilde,

hs(nn) = hs(g) 2 hs(n)

oldugundan, hg ne bir EK-sol idealdir ne de bir EK-sag idealdir. Bu durumda, hg’nin bir EK-
ideal olmadig agiktir.

6.6. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen sol

(sag) ideal ise fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal igin
de benzer sekilde yapilir. fs, bir idempotent EK-hemen hemen sol ideal olsun. O halde, fs o

fs = fs ve her x € S i¢in, (S, o f5) N fs # @5 oldugu bilinmektedir. Buradan,

(Sxofs) N fs = [(Sx o fs) N fs] N fs =[Sy o fs) N (fs o fs)] n fs c (fseofs) N fs

olup, (S, o f5) N fs # @ oldugundan, (fs o f5) N fg # @ elde edilir. Boylece, fs bir EK-

hemen hemen alt yarigruptur.

6.7. Teorem fs, U lizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen ideal

ise fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

6.8. Onerme f ve hs, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f;, bir EK-

hemen hemen sol (sag) ideal ise hg bir EK-hemen hemen sol (sag) idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal icin
de benzer sekilde yapilir. fs, bir EK-hemen hemen sol ideal olsun. O halde, her x € S i¢in,

(S, © fo) O fs # @5 oldugu bilinmektedir. Kabul geregi fs € hg oldugundan,

(Sx °f5) ﬁfs c (Sx ° hs) N hs
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agiktir. Burada, (S, o f5) 0 fs # @ oldugundan, (S, ° hg) N hg # @ elde edilir. Boylece,

hg bir EK-hemen hemen sol idealdir.

6.9. Teorem fs ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. fs, bir EK-

hemen hemen ideal ise hg bir EK-hemen hemen idealdir.

6.10. Onerme f ve hg, birer EK-hemen hemen sol (sag) ideal olsun. Bu durumda, f U hg

bir EK-hemen hemen sol (sag) idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal igin
de benzer sekilde yapilir. fs, bir EK-hemen hemen sol ideal olsun. fs € fs U hg olup,

Onerme 6.8’den, fs U hg bir EK-hemen hemen sol idealdir.

6.11. Teorem fs ve hg, birer EK-hemen hemen ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir EK-

hemen hemen idealdir.

6.12. Sonu¢ EK-hemen hemen ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen hemen
idealdir.

6.13. Sonug¢ fs ya da hg bir EK-hemen hemen ideal olsun. Bu durumda, fg U hg bir EK-

hemen hemen idealdir.

Burada, fs ve hg birer EK-hemen hemen ideal iken, fs N hg bir EK-hemen hemen ideal

olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

6.14. Ornek Ornek 6.2°deki fs ve hg esnek kiimelerini ele alalim. f ve hg esnek kiimelerinin

birer EK-hemen hemen ideal oldugu, Ornek 6.2°de gosterilmistir. Fakat,

fS ﬁ h’S = {(f, (D), (g' (Z)), (’VL, Q)} = Q)S

oldugundan, fg N hg bir EK-hemen hemen ideal degildir.
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Simdi, S yarigrubunun hemen hemen ideali ile EK-hemen hemen ideali arasindaki iligki

verilecektir. Fakat 6ncelikle, Onerme 6.16°da kullanilmak iizere Lemma 6.15°i verelim.

6.15. Lemma Y, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve x € S olsun. S,., x’in
esnek karakteristik fonksiyonu ve Sy, Y’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak tizere, S, ©
SY = Sxy.

Ispat: s € xY olacak sekilde s € S olsun. Bu durumda, bazi n € Y igin, s = xn olur.

Buradan,

o0 = | 5.0 nsv(@

s=xq
2S5, (x)NnSy(n)
=UNnU

=U

oldugundan, (S, o Sy)(s) = U elde edilir. s = xn € xY oldugundan, S,y (s) = U. Boylece,
Sx°Sy = Syy.

Diger bir durumda, s € xY olmak {izere s € S olsun. Bu durumda, bazi m,n € S i¢in, s =
mn ise m#x veya n &Y oldugu bilinmektedir. Asagidaki denklemi g6z Oniinde

bulundurarak,

Seo50() = | ] 6500 sy

s=mn

Durum 1: m # x ve n € Y olsun. O halde,

Jsomns,en=|Jwnn=o

s=mn s=mn

Durum 2: m = x ve n € Y olsun. O halde,
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Jsmns,on=| Jwna=o

s=mn s=xXn

Durum 3: m #= x ve n & Y olsun. O halde,

|Jscmns,oy= | Jwnor=o.

s=mn s=mn

Tim durumlarda, s & xY oldugunda, (S, oSy)(s) =0 elde edilir. Ayrica, s & xY
oldugundan, S,y (s) = @. Boylece, S, © Sy = Syy.

Ayrica, X, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve y € S oldugunda, Sx o S, =

Sxy elde edilecegi agiktir.

6.16. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen sol
(sag) ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen sol (sag) ideal

olmasidir.
Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal igin
de benzer sekilde yapilir. 4, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere,

S yarigrubunun bir hemen hemen sol ideali olsun. O halde, her x € S i¢in, xA N A # @ yani,
k € xA N A olacak sekilde en az bir k € S vardir. Buradan,

((Sx °Sy) n SA)(k) = (Sxa n S (k) = (Sxana)(k) =U # 0
olup, (S, ° S,) NS, # B elde edilir. Bdylece, S, bir EK-hemen hemen sol idealdir.

Tersine, S, bir EK-hemen hemen sol ideal olsun. O halde her x € S i¢in, (S, o S,) NS, #

@ oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, A # @. Ayrica,

Os# (Sx oSNNS, =3IRES; ((SpoS))NSH)(R) +0
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=3I €S; (Sxana)(R) =U
>#ExXANA

olup, xA N A # @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol idealidir.

6.17. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen ideali

olmasi igin gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen ideal olmasidir.

6.18. Ornek Orek 6.2’de verilen S yarigrubunu ele alalim. ] = {g, n}, S yarigrubunun bos
kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak tizere, / kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen
ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, J kiimesinin esnek karakteristik

fonksiyonu S, = {(£,0),(g,U),(n,U)}'nin bir EK-hemen hemen ideal oldugu

gosterilebilir.

Tersine, K = {#, ¢} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-hemen hemen
idealini fg = {(£,U), (¢,U),(n,0)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, K = {£, g}

kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen ideali oldugu gdosterilebilir.

6.19. Onerme f;, bir EK-hemen hemen sol (sag) ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir

hemen hemen sol (sag) idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal igin
de benzer sekilde yapilir. fg, bir EK-hemen hemen sol ideal olsun. O halde, f; # @,
supp(fs) # @ ve her x € Sigin, (S, o f5) N fs # B agiktir. supp(fs)’nin S yarigrubunun
bir hemen hemen sol ideali oldugunu gdstermek i¢in, Onerme 6.16’dan, Ssupp(fs) Nin bir

EK-hemen hemen sol ideal oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 5.13’ten,

(Sxofs)Nfs € (Sx ° supp(fs)) n Ssupp(fs)



101

ve (Sy o fs) A fs # @5 oldugundan, (Sy © Ssupp(re)) N Ssupp(rs)  Ds elde edilir. Bdylece,
Ssupp(fs)» DIr EK-hemen hemen sol ideal olup, Onerme 6.16’dan, supp(fs), S yarigrubunun

bir hemen hemen sol idealidir.

6.20. Teorem f, bir EK-hemen hemen ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen

idealidir.

Teorem 6.20’nin karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

6.21. Ornek Orek 6.2°deki g5 esnek kiimesini ele alalim. supp(gs) = {£, g, n} olup,
[{&3supp(gs)] N supp(gs) = [{(LHL g, n] Nt g, n} =, g, n} # @
[{g}supp(gs)] N supp(gs) = l{g}t.g.n}In{t, g, n} = {L,g,n} # 0
[{n}supp(gs)] N supp(gs) = [{n}l, g, n}1n{t, g, n} ={,g,n} # @

elde edilir. Boylece, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol idealidir. Benzer

sekilde,
[supp(gs){£}] N supp(gs) = [{£,g, nHE I n{t, g, n} ={£,g,n} # 0
[supp(gs){g3] N supp(gs) = [, g, nHg}l N L, g, n} ={L,g,n} # @
[supp(gs){n}] N supp(gs) = [{£,g. n}{n}l n{t, g, n} ={t,g,n} # @
oldugundan, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sag idealidir. O halde supp(gs),
S yarigrubunun bir hemen hemen idealidir. Fakat, Ornek 6.2°de gosterildigi iizere gg, bir
EK-hemen hemen ideal degildir.
6.22. Tanim f5 ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen sol (sag) ideal olsun.

supp(hg) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine, bir minimal EK-hemen hemen sol (sag) ideal

denir.
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6.23. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen sol (sag) ideali olmasi igin gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen

sol (sag) ideal olmasidir.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal i¢in
de benzer sekilde yapilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol ideali olsun. O
halde A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol idealidir ve Onerme 6.16’dan, S, bir EK-
hemen hemen sol idealdir. fg € S, olacak sekilde f5 bir EK-hemen hemen sol ideal olsun.
Onerme 6.19°dan, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol idealidir ve Not

2.3.12’den ve Sonug 2.3.17°den,

supp(fs) € supp(Sy) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol ideali oldugundan, supp(fs) =

supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 6.22°den, S, bir minimal EK-hemen hemen sol idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen sol ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen
sol ideal ve Onerme 6.16°dan, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol idealidir. B € A
olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen sol ideali olsun. Onerme 6.16’dan, Sg
bir EK-hemen hemen sol idealdir ve Teorem 2.3.18 (i)’dan, S € S, olur. S, bir minimal

EK-hemen hemen sol ideal oldugundan ve Sonug 2.3.17’den,

B = supp(Sp) = supp(Sy) = A

elde edilir. Boylece A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol idealidir.

6.24. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S4, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, ’nin bir minimal EK-hemen hemen ideal

olmasidir.



103

6.25. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) ideal olsun. Bu durumda, hg
gs € fs olmasi, hs € fs veya gs € f olmasmi gerektiriyor ise, fs’ye bir EK-asal hemen

hemen sol (sag) ideal denir.

6.26. Tanim f5 ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) ideal olsun. Bu durumda, hg  hg € f
olmasi, hg € fg olmasim gerektiriyor ise, fs’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen sol (sag) ideal

denir.

6.27. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) ideal olsun. Bu durumda,
(hg o gs) N (gs © hg) € fs olmasi, hg € f; veya gg € fs olmasim gerektiriyor ise, f’ye bir

EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) idealin, bir EK-asal hemen hemen sol (sag)
ideal oldugu ve her EK-asal hemen hemen sol (sag) idealin, bir EK-yar1 asal hemen hemen

sol (sag) ideal oldugu agiktur.

6.28. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen sol (sag) ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen sol (sag) idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal igin
de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-asal hemen hemen sol ideal olsun. O halde, Sp bir EK-
hemen hemen sol idealdir ve Onerme 6.16’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen sol
idealidir. AB € P olacak sekilde, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen sol ideali
olsun. Bu durumda, Onerme 6.16’dan, S, ve Sg, birer EK-hemen hemen sol idealdir ve
Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten, Sy o Sg = Sup € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen
sol ideal ve S, o Sp € Sp oldugundan, S, € Sp veya S € Sp saglanir. Bdylece, Teorem
2.3.18 (i)’den, A € P veya B € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir

asal hemen hemen sol idealidir.

6.29. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen idealidir.
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6.30. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol (sag) ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol (sag) idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal igin
de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen sol ideal olsun. O halde, Sp bir
EK-hemen hemen sol idealdir ve Onerme 6.16’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen sol
idealidir. AA € P olacak sekilde, 4, S yarigrubunun bir hemen hemen sol ideali olsun. Bu
durumda, Onerme 6.16’dan, S, bir EK-hemen hemen sol idealdir ve Teorem 2.3.18 (i) ve
(iii)’ten, Sy © Sy = Sya € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol ideal ve S, o
S, € Sp oldugundan, S, € Sp saglanir. Bdylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P elde edilir.

Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol idealidir.

6.31. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen idealidir.

6.32. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) idealidir.

Ispat: ispat, EK-hemen hemen sol ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag ideal i¢in
de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol ideal olsun. O halde, Sp
bir EK-hemen hemen sol idealdir ve Onerme 6.16’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen
sol idealidir. AB N BA S P olmak {izere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen sol
ideali olsun. Bu durumda, Onerme 6.16’dan, S, ve Sp birer EK-hemen hemen sol idealdir
ve Teorem 2.3.18den, (S4 0 Sg) N (S S4) = Sap N Sga = Supnpa S Sp elde edilir. Sp bir
EK-kuvvetli asal hemen hemen sol ideal ve (S;°Sg) N (SgeoS,) €Sp oldugundan,
S, € Sp veya Sp € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya B € P elde

edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol idealidir.
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6.33. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen idealidir.
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7. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN ZAYIF-
IC IDEALLERI

Bu boliim, esnek kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ idealler tizerine olup, boliimde Sezgin ve

Ilgin (2024c¢) calismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

7.1. Tamm f;, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € S igin, (S, o fso f5) N fs #
D ((fs ofeoS)Nfo# Q)S) ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U tizerinde bir esnek
kesisimsel hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideali denir. U iizerinde bir esnek kiime, S
yarigrubunun hem esnek kesisimsel hemen hemen sol zayif-i¢ ideali hem de esnek
kesisimsel hemen hemen sag zayif-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen

hemen zayif-i¢ idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol zayif-i¢
ideali kisaca “EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal”; S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel hemen hemen sag zayif-i¢ ideali “EK-hemen hemen sag zayif-i¢ ideal” ve S
yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ ideali ise “EK-hemen

hemen zayif-i¢ ideal” olarak gosterilecektir.

7.2. Ornek S = {#, 4,1} kiimesi iizerinde, Tablo 7.1 yardimiyla tanimlanan “%*” ikili islemi
ile (S,%$}) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

S e > &

Y
h
Y
t

S > %S>
SRR S N N

Tablo 7.1. Ornek 7.2 deki “&¥” ikili islemi

U = S3 evrensel kiimesi iizerinde fs, hs ve gs esnek kiimeleri,

fs = (A, {(1), (23)}), (#,{(23), (123)}), (¢, {(12), (13), (132)})}
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hs = {(4,{(12), (13)}), (%, {(13), (132)}), (¢, {(1), (23), (123)})}
gs = {(#,{(13),(123),(132)}), (%, {(1), (12), (23)}), (£, B)}

seklinde tanimlansin. Burada, fg ve hg birer EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir. Oncelikle,

her x € S igin, (S; © fs ° f5) N fg # B¢ oldugunu gosterelim.
Sy, ile baslayacak olursak:

[(Sh o fs © fs) PV fs](A) = (Sp o fs © f5)(A) 0 f(A)
= [(Sa(8) 0 (fs » f5)(8) U (S5 (A) 0 (fs © f5)(2))
U (Sa() 0 (fs o ) ()) N (Sa(8) 0 (fs o f) ()] N fs(A)
= [(fs = f)(®) U (fs  f)(£) U B U B] N fs()
= Ust) 0 fs(@)]
U [(fs(r) 0 £5()) U (f() 0 £5(8)) U (fs(8) 0 fi(3p)
U (fs(8) n fsO)]] 0 fs(h) = [fs(@) U [fs() U (O] 0 f5 (A1)
= fs(h)

[(Spofsofs) N fsl(y) = (Saefs o f)(y) N fs(y) = [Saly) N (fs o f) ()] N fs(y)
=0

[(Spofsofo)Dfs](£) = (Spofsofs)(E) N fs(t)
= [(Sa(R) 0 (fs o £) () U (Sp(9) N (fs o £) (1))
U (Sp(®) 0 (fs o f) (%)) U (Sa(®) n (fs © f)@®))] N f5(£)
=[(fsef)(A)UDUBUD]N fo(2)
= [(fs(A) n fs() U (fs(A) N f5()) U (fs(9) N fs(R))
U (fs(®) n fs(W)] 0 fs(2)
= [(fs(W) nfs()) U (fs(R) n (D)) N fs(#) = @

oldugundan,
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(Spofsofs)Nfs ={(A,{(1), (23}, (%, 0), (£,0)} # O
elde edilir. Benzer sekilde,
(S, o fs o fs) A fs = {(A,{(23)]), (%, {(23), (123)}), (¢, {(12), (13), (132)})} # @5

(St o fso fo) D fs = {(A, {2, (9, D), (£,{(12), (13), (132)}} # @5

elde edilir. Boylece, her x € S igin, (S, © fs ° fs) N fs # @g saglandigindan, f; bir EK-
hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir. Simdi, her x € S igin, (fg © fs © S,) N fs # B oldugunu

gosterelim:
(fS ° fS ° S/L) ﬁ fS — {(’h” {(1), (23)})1 (/y" ®)1 (t’ ®)} * QS
(fsofsoS,) A fs = {(A,{(23)}), (%,{(23), (123)}), (£, {(12), (13), (132)})} # Bs

(fso fs oS D fs = {(A, {2}, (9, D), (£,{(12), (13), A132)}} # @5

oldugundan, her x € S igin, (fs o fs°S,) N fs # @ saglamr. Boylece, f; bir EK-hemen
hemen sag zayif-i¢ idealdir. O halde, fs bir EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir. Benzer
sekilde, hg bir EK-hemen hemen idealdir. Gergekten,

(Sp © hs o hg) A hs = {(#,{(12),(13)}), (%, D), (£, D)} # Ds
(S, © hs © he) B kg = {(£,{(13)}), (», {(13), (132)}), (£, {(1), (23), (123)})} # Bs

(St ° h'S ° h'S) ﬁ hS = {(’h' {(13)}), (@; @), (tw {(1)1 (23)r (123)})} * (DS

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir. Ayrica,
(hs ° h’S ° S/L) ﬁ hS = {(’hr {(12)7 (13)})I (1/’: Q)I (;tl Q))} * QS

(hs o hs o S,) 0 hs = (A, {(13)D), (¢, {(13), (132)}), (,{(1), (23), (123)})} # B
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(hs o hs © S.) N hs = {(A, {(1D}), (g, D), (£, {(1), (23), (123)})} # s

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sag zayif-i¢ idealdir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen
zayif-i¢ idealdir. Fakat, g¢ ne bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ne de bir EK-hemen

hemen sag zayif-i¢ idealdir. Gergekten,

[(S¢ © gs © gs) O gs](A) = (S o gs © gs)(A) N gs(h)
= [[Se(A) 0 (gs ° gs) (P U [Se(A) N (g5 © g5) ()]
U [Se(g) N (gs ° gs) (W] U [Se(2) N (gs © gs) ()] N gs(h)
=[@UBUBU(gsegs)(A)] N gsth)
= [(gs(A) n gs()) U (gs(A) n gs(£)) U (gs(m) N gs(#))
U (gs(®) n gs(w)] n gs(h)
= [[gs(A) N gs()] U [gs(A) N gs(D)]] N gs(h) = @

[(S¢ © gs o gs) N gsl(y) = (St o gs © gs)(w) N gs(y)
= [Se(y) N (gs o gs) (gl Nngs(y) =0

[(S¢ o gsogs) N gsl(t) = (S o gsogs)(®)Ngs(t) =0

oldugundan, £ € S igin, (S, ° ggo gs) N gs = {(A,0), (¢, D), (£,0)} = B elde edilir. O
halde, g5 bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal degildir. Benzer sekilde £ € S igin,
(gs° gsoSy) N gs ={(A,0),(y, 0),#,0)} = 0 elde edilir. O halde, gg bir EK-hemen
hemen sag zayif-i¢ ideal degildir. Bu durumda, gg esnek kiimesinin bir EK-hemen hemen

zayif-i¢ ideal olmadig agiktr.

7.3. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime ve S, o f o fs # @5 (fs © fs © S, # @) olsun.

fs, bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealdir.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zay1f-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sy o fs o fg # @ ve fs bir EK-sol zayif-i¢ ideal
olsun. O halde, S o f; o fs € f; oldugu bilinmektedir. Her x € S igin, Sy o fso fs ESo fs0
fs € fs olup, buradan, S, o fs o fs € fs oldugundan,
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Sxofsofs) Nfs=Syofsofs+ Bs

elde edilir. Boylece, (Sy o fs o fs) N fg # @g olup, fg bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢
idealdir.

Burada, S o @g o @5 € @5 oldugundan, @ esnek kiimesinin bir EK-sol zayif-i¢ ideal oldugu
agiktir. Fakat, (Sy o @g o @) N @g = @5 N Og = @5 oldugundan, @ esnek kiimesi bir EK-

hemen hemen sol zayif-i¢ ideal degildir.

7.4. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime, Sy o fs o fo # @gve fs o fs o S, # Qg olsun. fs,

bir EK-zayif-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir.

fs, bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal ise bir EK-zayif-i¢ ideal olmak zorunda degildir.

Bunu bir 6rnek ile gdsterelim:
7.5. Ornek Ornek 7.2°de verilen fs ve hg esnek kiimelerini ele alalm. f ve hg esnek

kiimelerinin birer EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal oldugu, Ornek 7.2°de gosterilmistir.

Fakat, fs ve hg birer EK-zayif-i¢ ideal degildir. Gergekten,

fs(hhy) = fs(£) 2 fs(A) N fs(y)

oldugundan, fs bir EK-sol zayif-i¢ ideal degildir. Ayrica,

fsthhy) = f5(£) 2 fs(h) N fs(h) = fs(A)

oldugundan, f; bir EK-sag zayif-i¢ ideal degildir. Bu durumda, fs’ nin bir EK-zayif-i¢ ideal
olmadig1 agiktir. Benzer sekilde,

hs(y#ih) = hs(t) 2 hs(A) N hg(h) = hs(A)

oldugundan, hg bir EK-sol zayif-i¢ ideal degildir. Ayrica,

hs(yfih) = hs(t) 2 hs(y) N hs(A)
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oldugundan, hg bir EK-sag zayif-i¢ ideal degildir. Bu durumda, hg’nin bir EK-zayif-i¢ ideal
olmadig agiktir.

7.6. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen sol

(sag) zayif-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zayif-i¢ ideal icin de benzer sekilde yapilir. fs, bir idempotent EK-hemen hemen sol zayif-
i¢ ideal olsun. O halde, fgo fs = fs ve her x € S icin, (S, o fs o f5) N fs # Bg oldugu

bilinmektedir. Buradan,

Sxofsef)Nfo=[Sxofsof)Nf]Nfs
= [(Sx°fs°fs)ﬁ (fs ° fs)] ﬁfs c (fseofs) ﬁfs

olup, (S, ° fs © f5) N fs # @5 oldugundan, (fs o f5) N fs # O aciktir. Boylece, fg bir EK-

hemen hemen alt yarigruptur.

7.7. Teorem fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fg, bir EK-hemen hemen zay:1f-

i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.
7.8. Teorem fs, U lizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs’nin bir EK-

hemen hemen ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart fg nin bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal

olmasidir.

Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f  fg = fs oldugu bilinmektedir.

Kabul geregi ve her x € S i¢in,

Ds + (Sx°fs)ﬁf5: (5x°fs°fs)ﬁfsVe®5¢ (fS°Sx)ﬁfS: (fS°fS°Sx)ﬁfS

oldugundan, ispat agiktir.

7.9. Onerme f ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f5, bir EK-

hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal ise hg bir EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealdir.
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Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zayif-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg, bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal olsun.
O halde, her x € S igin, (S, © fs o f5) N fs # @5 oldugu bilinmektedir. Kabul geregi fs € hg

oldugundan,

(Sxofsofs) N fs € (Syohgohg)N hg

agiktir. Burada, (Sy o fs o f5) N fs # @5 oldugundan, (S o hg o hg) N hg # @ elde edilir.
Boylece, hg bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir.

7.10. Teorem fg ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. fs, bir

EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal ise hg bir EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir.

7.11. Onerme f5 ve hg, birer EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda,

fs U hg bir EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zayif-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg, bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal olsun.

fs € fs U hg olup, Onerme 7.9°dan, fg U hg bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir.

7.12. Teorem fs ve hg, birer EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda, f5 U hg bir

EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir.

7.13. Sonu¢ EK-hemen hemen zayif-i¢ ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen

hemen zayif-i¢ idealdir.

7.14. Sonug fs ya da hg bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir

EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir.

Burada, fg ve hg birer EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal iken, fs N hg bir EK-hemen hemen

zayif-i¢ ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:
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7.15. Ornek Ornek 7.2°deki f ve hg esnek kiimelerini ele alalim. f; ve hg esnek kiimelerinin

birer EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal oldugu, Ornek 7.2’de gosterilmistir. Fakat,

fs Nhs ={(#,0), (4, 0),(£,0)} = Os
oldugundan, f N hg bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal degildir.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen zayif-i¢ ideali ile EK-hemen hemen zayif-i¢ ideali

arasindaki iliski verilecektir.

7.16. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen sol
(sag) zayif-i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen sol (sag)

zayif-i¢ ideal olmasidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zayif-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt
kiimesi olmak {izere, S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ ideali olsun. O halde, her

x € Sigin, xAA N A # @ yani, § € xAA N A olacak sekilde en az bir # € S vardir. Buradan,

((Sx °S40S,) N SA)(f) = (Sxaa N S)(F) = (Sxaana)GF) =U # 0

olup, (S, °S,°5,) NS, # Bs elde edilir. Bdylece, S, bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢
idealdir.

Tersine, S4, bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal olsun. O halde, her x € S igin,

(Sy0S,08,) NS, # B oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, A # @. Ayrica,

Os # (Sx©0Sq0S) NSy =>3In€S; ((SxoS40S)NSy)(m) =0
= ANES; (Sxan NS))(n) # 0
= AN €S; (Sxasna)(n) # 0
= AN €S; (Sxaana)(n) =U
> n€ExAANA
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olup, xAA N A # @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢

idealidir.

7.17. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen zayif-

i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal olmasidir.

7.18. Ornek Ornek 7.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. L = {£, £}, S yarigrubunun bos
kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak tiizere, L kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen
zayif-i¢ ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, L kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu S, = {(#,U), (¢, ®), (£,U)}’nin bir EK-hemen hemen zayif-ig
ideal oldugu gosterilebilir.

Tersine, M = {#,y} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan fg EK-hemen hemen
zayif-i¢ idealini fs = {(#,U), (g, U), (t,0)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, M =

{#, 4} kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen zayif-i¢ ideali oldugu gosterilebilir.

7.19. Onerme f;, bir EK-hemen hemen sol (sag) zayif-ig ideal ise supp(fs), S yarigrubunun

bir hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zayif-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal olsun.
O halde, f; # @g, supp(fs) # @ ve her x € Sigin, (Syo fsofs) N fs # Bs agiktr.
supp(fs)’nin S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ ideali oldugunu gostermek igin,

Onerme 7.16’dan, S y’nin bir EK-hemen hemen sol zay1f-i¢ ideal oldugunu géstermek

upp(fs

yeterlidir. Lemma 5.13’ten,
(Seofsef) N fs E(Sco Ssupp(fs) © Ssupp(fs)) 0 Ssupp(rs)
ve (Sy o fso fs) N fs # @ oldugundan, (Sy © Ssupp(rs) © Ssupp(rs)) N Ssupp(rs) * s elde

edilir. Boylece, Sqypp (s, bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal olup, Onerme 7.16’dan,

supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir.
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7.20. Teorem fs, bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen

hemen zayif-i¢ idealidir.

Teorem 7.20’nin karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

7.21. Ornek Ornek 7.2°deki gg esnek kiimesini ele alalim. supp(gs) = {4, 4} olup,

[{#}supp(gs)supp(gs)] N supp(gs) = [(AHA, yHA g N {A,y} ={A}+ 0

[{y}supp(gs)supp(gs)] N supp(gs) = [{yHA, yHA ¢y} n{hy} ={h,y} # 0

[{t}supp(gs)supp(gs)] N supp(gs) = [{(tHA, A,y N {Ah,y} ={A}+ 0

elde edilir. Boylece, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir.

Benzer sekilde,

[supp(gs)supp(gs){#A}] N supp(gs) = [{A, yHA,yHAN N {A,y} ={A}+ 0

[supp(gs)supp(gs){y}] N supp(gs) = [, yH{h,yHyll n Ay} ={h,y} # 0

[supp(gs)supp(gs){t}] N supp(gs) = [{A, y}HA, yHEH N {Ah,y} ={A}+ 0

oldugundan, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sag zayif-i¢ idealidir. O halde,
supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen zayif-i¢ idealidir. Fakat, Ornek 7.2’de

gosterildigi iizere gg, bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal degildir.

7.22. Tamim fs ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal
olsun. supp(hs) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine, bir minimal EK-hemen hemen sol (sag)

zayif-i¢ ideal denir.

7.23. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek

karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
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hemen sol (sag) zayif-i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, 'nin bir minimal EK-hemen

hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal olmasidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zay1f-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. 4, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol
zay1f-i¢ ideali olsun. O halde, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir ve
Onerme 7.16’dan, S, bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir. fs € S, olacak sekilde f
bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal olsun. Onerme 7.19°dan, supp(fs), S yarigrubunun

bir hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir ve Not 2.3.12’den ve Sonug 2.3.17°den,

supp(fs) € supp(Sy) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol zayif-i¢ ideali oldugundan,
supp(fs) = supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 7.22°den, S, bir minimal EK-hemen

hemen sol zayif-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen sol zayif-i¢ ideal ve Onerme 7.16’dan A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol zay1f-
i¢ idealidir. B € A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ ideali
olsun. Onerme 7.16’dan, S; bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.18
(i)’den, Sy € S, olur. S, bir minimal EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal oldugundan ve

Sonug 2.3.17°den,

B = supp(Sp) = supp(S,) = A
elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir.
7.24. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen

hemen zayif-i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen

zayif-i¢ ideal olmasidir.
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7.25. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda,
hs o gs € fs olmasi, hg € fs veya gs € f olmasmi gerektiriyor ise, fg’ye bir EK-asal

hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal denir.

7.26. Tanim fg ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda,
hg o hg € fs olmasi, hg € f; olmasmm gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen

sol (sag) zayif-i¢ ideal denir.

7.27. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal olsun. Bu durumda,
(hg © gs) N (gs © hs) € fs olmasy, hg € fg veya gg € fg olmasini gerektiriyor ise, f5’ye bir

EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealin, bir EK-asal hemen hemen sol
(sag) zayif-i¢ ideal oldugu ve her EK-asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealin, bir EK-

yar1 asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal oldugu agiktir.

7.28. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal ise, P

kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zayif-i¢ ideal icin de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-asal hemen hemen sol zayif-i¢ ideal
olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ve Onerme 7.16’dan P, S
yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir. AB € P olacak sekilde, Ave B, S
yarigrubunun birer hemen hemen sol zayif-i¢ ideali olsun. Bu durumda, Onerme 7.16’dan,
S, ve Sg, birer EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten, Sy ©
Sp = Sup € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen sol zayif-i¢ ideal ve S, o S € Sp
oldugundan, S, € Sp veya Sy € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya
B C P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen sol zayif-

i¢ idealidir.
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7.29. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen zayif-i¢ ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen zayif-i¢ idealidir.

7.30. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal ise

P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zay1f-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen sol zayif-i¢
ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ve Onerme 7.16’dan, P,
S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir. AA € P olacak sekilde, A, S
yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ ideali olsun. Bu durumda, Onerme 7.16’dan, S,
bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten, S4 0S4 =
Sya € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol zayif-i¢ ideal ve Sy 0 S, € Sp
oldugundan, S, € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir.

7.31. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen zayif-i¢ ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen zayif-i¢ idealidir.

7.32. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideal
ise P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol zayif-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
zay1f-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol zay:1f-
i¢ ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ve Onerme 7.16’dan,
P, S yarigrubunun bir hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir. AB N BA € P olmak iizere, A ve
B, S yarigrubunun birer hemen hemen sol zayif-i¢ ideali olsun. Bu durumda, Onerme
7.16’dan, S, ve S birer EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.18’den,
(S4°S5) N (SgoSy) =Sup NSga = Supnpa S Sp elde edilir. Sp bir EK-kuvvetli asal

hemen hemen sol zayif-i¢ ideal ve (S, 0 Sg) N (Sg©S,) € Sp oldugundan, S, € Sp veya
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Sp € Sp saglamir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya B € P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol zayif-i¢ idealidir.

7.33. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen zayif-i¢ ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen zayif-i¢ idealidir.
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8. YARIGRUPLARIN ESNEK KESIiSIMSEL HEMEN HEMEN BIi-IC
IDEALLERI

Bu boliim, esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢ idealler iizerine olup, boliimde Sezgin ve

Ilgin (2024d) ¢alismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

8.1. Tanim fg, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y, z € § igin,

(D) [(SxofsoSy) N (fsoS, o fo)] A fs # D ise f; esnek kiimesine, S yarigrubunun U

izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢ ideali denir.

(2) [(SxofsoS) N (fsoS,ofs)]N fs + @s ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U

iizerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen bi-i¢ ideali denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U {izerinde esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢ ideali kisaca
“EK-hemen hemen bi-i¢ ideal” ve S yarigrubunun U iizerinde esnek kesisimsel zayif hemen

hemen bi-i¢ ideali kisaca “EK-zayif hemen hemen bi-i¢ ideal” olarak gdsterilecektir.

Ayrica, esnek kesisim isleminin S;(U)’da degismeli olmasi nedeniyle, Tanim 8.1’de her

x,y,z € Sigin (Sy o fs o Sy) ve (fs © S, o f5)’nin birbiriyle degisebilecegi agiktir.

8.2. Ornek S = {4, a} kiimesi iizerinde Tablo 8.1 yardimiyla tanimlanan ‘@’ ikili islemi ile

(S, @) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

Tablo 8.1 Ornek 8.2°deki ‘@’ ikili islemi

U = Q' evrensel kiimesi lizerinde &, €5 ve g esnek kiimeleri,

/6’5 = {(/Lr {e, TT, (P}): (a” {\/E' log 2 ’ e})}
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¢5 = {(4,{V2,V5,l0g2}), (a,{n,V3,V5})}

gs = {(4’1 @); ((Z/, {e' T, (p})}

seklinde tanimlansin. Burada, &5 ve £ birer EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir. Oncelikle, her

x,y,2 € S igin, [(Sy o &5 0 S,) A (b5 0 S, o b5)| N b5 # O oldugunu gdsterelim:
[(S;0450S,) N (bgoS; o bs)] N b ile baslayacak olursak:
[[(54 o5 08) N (bsoS;0b5)]N 45“5](’0 = [(S;0b50°8) N (bs0S;0b5)](4) N bs(i)
= (S;obs08)(@) N (bgoS; o bs)(i) N bs(d)
= b5(1) N [b5(2) U bs(a)] N b5(d) = b5(0)
[[(S; 0 b5 08) A (bg oS, 0 b5)] N bs](a)
= [(S; 0 b50°S) N (bsoS;0b5)](a)Nn bs(a)

=(Siobs08)(@a) N (bsoS,;obs)(a)nbs(a)
= bs(a) N [bs(a) N bs(D)] N bs(a) = bs(a) N bs(4)

oldugundan,
[(Si0bs0S) N (bsoS;0bs)]Nbs={(4{emp}), (a{eh}+ 0s
elde edilir. Benzer sekilde,
[(S; 0 bs0S) R (bgoS, o bs)]0bs={(41{e}) (a{V2,log2,e})} # 05
[(Si 0 b5 05,) N (s oS0 bs)]l Nt ={(4{e}) (a{e})} # Os
[(Si 0505, N (Bs oS, 0bs)] N bs ={(4,{e}) (a {e)} # O

[(Syobs0S) N (bgoS, o) N bs ={({e}) (a{V2,1log2,e})} # 05
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[(Sa 0 b5 ©S,) N (bs oS, 0 b)) N b = {(4,{e,m, ¢}), (a,{eD} # Bs
[(Sz 0 b5 °8) N (bs oS, 0 b5)] N bs ={(4,{e}), (a,{eD} # Bs
[(Sz 0 b5 0 S) 0 (bs oS, 0 b5)] N bs = {(4,{e}), (a,{eD} # O

elde edili. O halde, her x,y,z € S igin, [(Sy o &50S,) N (bsoS, 0 bs)| N b+ @s.

Boylece, & bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir. Benzer sekilde, £ bir EK-hemen hemen
bi-i¢ idealdir. Gergekten,

[(S; 0 €s08) A (s 08, 0£9)] 0 L5 = {(4,{v2,V5,log2}), (a,{V5})} # 05
[(S; 05 08) N (£s oS, 0 £)] 1 €5 = {(4,{¥5)}), (a,{n,V3,V5)})} # @
[(S;0€s08,) A (£soS; 0 L)1 L5 ={(4,{V5}), (a,{V5})} # @
[(S;08s0S) A (EsoS, 0 t)] N e ={(4,{V5}),(a {V5})} # 0
[(S, 0€508,) N (£s 0 S, o £)] N £s = {(4,{V5)}), (a,{n,V3,V5})} # @
[(S,0ts08,) A (£s0S;0£9)] 0 L5 = {(4,{v2,V5,l0g2}), (a,{V5})} # 05
[(Spols0oS) R (EsoS, 0 t)] N e ={(4,{V5}), (a {V5})} # 0
[(Sqofs05) R (£soS; 0 Ls)] R L5 ={(4,{V5)}), (a,{V5})} # @

oldugundan, her x,y, z € S igin, [(Sy © 50 S,) N (€5 © S, 0 £5)| N £ # Bs. Boylece, €5 bir

EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir. Fakat, gs bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.
Gergekten,
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[[(54; °ogsoS,)N(gsoS;og5)]N g*s] (1) =[(Siegs°S,) N (gsoS;°gs)]E)Ngsd)
=0

[[(Si 0 g5 ©Sa) N (gs © Si © g5)] A gs](@)

=[(Si°gs°S) N (gseS;°gs9)l(a)ngs(a)

= (SieogseS)(@) N (gseS;egs)a)ngs(a)

=gs(@) N [gs(D) ngs(@]Nngsla) =0
oldugundan,

[(SiogsoS)N(gseoS;0ogs)lNgs ={(40)(a0)}=0;s
elde edilir. O halde, g5 bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.
Burada ayrica, & ve £g birer EK-zayif hemen hemen bi-i¢ idealdir. Oncelikle, 45 nin bir
EK-zayif hemen hemen bi-i¢ ideal oldugunu, yani her x € S igin, [(S, o &5 S,) N (Hg o
S, o &¢)] O &g # Og oldugunu gosterelim:
[(SiobsoS) N (bsoS; o bs)]Nbs ={(4{eme}), (a{eh} # O

[(S, 0 b505,) A (bgoS, 0b5)] 0 bs ={(4{e}), (a {V2,log2,e})} # B

oldugundan, & bir EK-zayif hemen hemen bi-i¢ idealdir. Benzer sekilde, €5 bir EK-zayif

hemen hemen bi-i¢ idealdir. Gergekten,
[(S;0ts08) A (£s08;09)] 0 L5 ={(4,{v2,V5,log2}), (a,{V5})} # 05
[(Ss0t508,) A (£s oS, o)A Ls = {(4,{V5)}), (a,{m,V3,V5})} # @5
oldugundan, her x € S i¢in [(Sy o £5 0 S,) I (£5 0 Sy 0 £5)] 7 £ # B5. Boylece, £5 bir EK-

zay1f hemen hemen bi-i¢ idealdir. Fakat, g5 bir EK-zayi1f hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.
Gergekten,
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[[(5¢' °ogsoS8)N(gsoS;0gs)]N g*s] (1) =[(Siegs°S) N(gsoS;°g)](i) N gs(d)
=0

[[(Si °ogsoS;)N(gseS;°ogs)N g*s] (@)
=[(Siogs°S)N(gsoS;°gsla)ngsa)
= (SiogseoS)(a) N (gseS;°gs)a)ngs(a)
=gs(a)n[gs(i) ngs(a)ngs(a) =0

oldugundan,
[(SiogseS)N(gseS;ogs)lNgs=1{(40),(a0)}=0s
elde edilir. O halde, g bir EK-zayif hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.

8.3. Onerme Her EK-hemen hemen bi-i¢ ideal, bir EK-zay1f hemen hemen bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, her x,y,z €S igin,
[(Sx ofgo Sy) N(fsgoS,o0 fs)] N fs # O oldugu bilinmektedir. Buradan, her x € S i¢in,

[(SxofsoS) N (fsoSeof)lN fs # Bs
aciktir. Boylece, fs bir EK-zayif hemen hemen bi-i¢ idealdir.
EK-zayif hemen hemen bi-i¢ ideal, EK-hemen hemen bi-i¢ idealin genellemesi oldugundan,
bundan sonra tiim teoremler ve ispatlar EK-zayif hemen hemen bi-i¢ ideal yerine EK-hemen
hemen bi-ig ideal igin verilecektir.
Onerme 8.3’iin karsitinin her zaman dogru olmadigin bir rnek ile gosterelim:
8.4. Ornek Ornek 8.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. U = Z* evrensel kiimesi {izerinde

gs esnek kiimesi, gg = {(4,{1}), (a,{4})} seklinde tanimlansin. Burada, g esnek kiimesi
bir EK-zayif hemen hemen bi-i¢ idealdir. Gergekten,
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[(Siogs°S) N (gseS;oq:)]Ngs={({1}),(a,®)} # ?s
[(Sz ° @s °Sa) N (gs © Sa 0 as)] N as = {(4,0), (a,{4D} # s
oldugundan, g bir EK-zayif hemen hemen bi-i¢ idealdir. Fakat,
[(SiogsoS)N(gseS;°qs)]Nags=1{(40),(a 0)}=0s
oldugundan, g bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.

8.5. Onerme fs5, bir EK-bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, ya baz1 x,y,z€ S igcin,
(Sx o fs©Sy) A (fsoS, e fs) = @ ya da f; bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir.

Ispat: f; bir EK-bi-ig ideal ve x,y,z € S igin, (Sy o fs o Sy) N (fs ° S, © fs) # B olsun. Bu
durumda, (Se f5 o S) A (fs o S o f5) € fs oldugu bilinmektedir. Buradan,

(Sx°fS°Sy)ﬁ(fS°Sz°fS) c (§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) gfs

oldugundan, (SyofsoS,)A(fsoS,ofs) Efs elde edili Kabul geregi, (Syofso
S)) A (fs 0 S, 0 fs) # Bs. O halde,

[(Sx °fs °Sy) N(fseoS, °fs)] Nfs= (Sx ° fs °Sy) N(fsoS,0fs) # Bs
oldugundan, f; bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir.

Ayrica, fs bir EK-bi-i¢ ideal ve bazi x,y € Sigin, (Sy o fs 0 S,) N (fs 0 S, © fs) = @ olsun.

Bu durumda,

[(Sx°fs°5y)ﬁ(fs°5z°fs)]ﬁfs=¢sﬁfs=¢5

oldugundan, fs’nin bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olmadig1 agiktir.



126

Burada, (Se@50S) N (05050 0s) € 05 A G5 = O € @5 oldugundan, @ bir EK-bi-i¢
idealdir. Fakat, [(Sy © @5 ¢ S,) A (@5 ° S, o B5)| N @5 = [@5 N O5] N @5 = B oldugundan,
@ bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.

8.6. Sonug fs bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal ise bir EK-bi-i¢ ideal olmak zorunda degildir.

8.7. Ornek Ornek 8.2°de verilen &g ve £g esnek kiimelerini ele alalim. &g ve f5 esnek
kiimelerinin birer EK-hemen hemen bi-i¢ ideal oldugu Ornek 8.2°de gdsterilmistir. Fakat £

ve € birer EK-bi-i¢ ideal degildir. Gergekten,

(S 65 08) A (5080 5)](4)
=[(S5) n (&5°8)(@) U (S(@) n (65 5) (D))

N [(&S@) N (e 5)(@)u (I%S(a,) n(So xys)(@)]
= [b5(1) U bs(a)] N [5(1) U bs(a)] = b5(1) U bs(a) & b&4(4)

oldugundan, £ bir EK-bi-i¢ ideal degildir. Benzer sekilde,

[(g ofgo S) N (fs 0So fs)](a,)
= (8 n (£ 2 §)(@)) U (S(a) n (52 5)(@))]

N [({’S(/L) EE es)(qz)) U (fs(a) EE fs)(a,))]
= [ts(D) U ts(a)] N [£s(1) U Ls(a)] = £5(4) U £5(a) & £5(a)

oldugundan, ¢ bir EK-bi-i¢ ideal degildir.
8.8. Teorem Her EK-hemen hemen bi-i¢ ideal, bir EK-hemen hemen bi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, her x,y,z €S igin,
[(fs 0 Sy o fo) A (Sy o fsoS,)] A fs # @ oldugu bilinmektedir. Buradan,

[(f.s*°5x°fs)ﬁ(sy°fs°5z)]ﬁfsg (fs°5x°fs)ﬁfs
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olup, [(fs °oSyofg)N (Sy °fgo Sz)] N fs # @5 oldugundan, (fs oSy fs) N fs # O elde
edilir. Boylece, fs bir EK-hemen hemen bi-idealdir.

Teorem 8.8’in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

8.9. Ornek Ornek 8.4’te verilen gg esnek kiimesini ele alalim. gg bir EK-hemen hemen bi-

idealdir, yani, her x € S i¢in, (gs © Sy ° gs) N g5 # @. Gergekten,

[(@s ©S;©qs) N gsl(4) = (gs °S; ° gs)(4) N gs(4)
= [(%5(’0 N(S;e %s)(“)) U (%s(“) N(S;e 45)(’0)] N gs(4)
= [gs(1) U gs(a@)] N gs(4) = gs(4)

[(gs °Si°qs) N gsl(a) = (gs e S; °gs)(a) Ngs(a)
= [(45(”;) N(S;e %s)(’i)) U (CLS(“) N(S; o Cls)(ﬂ«))] N gs(a)
= [g5(1) N gs(a)] N gs(a) = gs(4) N gs(a)
oldugundan,
(gs°Si°as) Ngs ={(4,{1}), (a,®)} # O
elde edilir. Benzer sekilde,

(@s °Sas°gs)Ngs ={(4,0),(a, {4} # s

oldugundan, g bir EK-hemen hemen bi-idealdir. Fakat, Ornek 8.4’te gosterildigi iizere g
bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.

8.10. Teorem Her EK-hemen hemen bi-i¢ ideal, bir EK-hemen hemen i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, her x,y,z € S icin,

[(SyofsoS,) A (fsoS, 0 fs)] A fs # @5 oldugu bilinmektedir. Buradan,

[(Sx°fs°~'5y)ﬁ(fs°5z°fs)]ﬁfsg (SxofS°Sy)ﬁfS
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Olup, [(Sx ofs o Sy) ﬁ (fS o SZ ofs)] ﬁfs * ®S Oldugundan, (Sx ofs o Sy) ﬁfs * ¢S elde
edilir. O halde, fg bir EK-hemen hemen i¢ idealdir.

Burada, her EK-zay1f hemen hemen bi-i¢ idealin bir EK-zayif hemen hemen i¢ ideal oldugu
aciktir. Fakat, her EK-zayif hemen hemen i¢ ideal, bir EK-zayif hemen hemen bi-i¢ ideal

olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

8.11. Ornek Ornek 8.2°de verilen g5 esnek kiimesini ele alalim. Ornek 8.2°de, g5 esnek
kiimesinin bir EK-zay1f hemen hemen bi-i¢ ideal olmadig1 gosterilmistir. Fakat, gg bir EK-

zay1f hemen hemen i¢ idealdir, yani, her x € S i¢in, (S, © g5 © S,) N gs # @. Gergekten,
[(Si°gseS)Ngsl(d) =(S;0gs5°5)(@) Ngs(d) =90

[(S;095°5) N gsl(a) = (S;°gs°S)(a)n gs(a)
= [(S/L(’i’) N (gse S/L)(/[')) U (54;(“) N (gse 4)(4))] N gs(a)
= gs(a) N gs(a) = gs(a)

oldugundan,

(SiogsoS)Ngs ={(40)(afem e} + 05
elde edilir. Benzer sekilde,

(Sa°gseS)Ngs=1{(0), (afemn e} + O

oldugundan, gs bir EK-zay1f hemen hemen i¢ idealdir. Fakat, Ornek 8.4’te gosterildigi iizere
gs bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.

Burada, g5 bir EK-zayif hemen hemen bi-i¢ ideal olmadiginda, bir EK-hemen hemen bi-i¢

ideal olmayacag: agiktr.

8.12. Onerme f5, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fg bir EK-

hemen hemen bi-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.
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Ispat: fs, bir idempotent EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, f; o fs = fs ve
her x,y,z€S igin, [(SyofseS,)N(fseS,of)]Afs #®s oldugu bilinmektedir.

Buradan,

Bs + [(Sx°fs°5y)ﬁ(f5°5z°fs)]ﬁfs = [(Sx°fs°5y)ﬁ(fs°Sz°fs)ﬁfs]ﬁfs
= [(Sx°fs°5y)ﬁ(fs°sz°fs)ﬁ(fs°fs)]ﬁfs c (fs°fs)ﬁfs

oldugundan, (fs ° f) N fs # @ elde edilir. Bdylece, fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

8.13. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs bir EK-

hemen hemen bi-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen tri-idealdir.

Ispat: f, bir idempotent EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs o fs = fs ve
her x,y,z €S igin, [(Sx ofso Sy) N(fsgoS,o0 fs)] N fg # Og oldugu bilinmektedir.

Buradan,

[(fS°Sx°fS)ﬁ(Sy°fS°SZ)]ﬁfSg (fS°Sx°fS)ﬁfS: (fS°Sx°fS°fS)ﬁfS

oldugundan, fs bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir. Benzer sekilde,

[(f5°5x°fs)ﬁ(sy°fs°sz)]ﬁfsg (f5°5x°fs)ﬁfs= (fs°fs°5x°fs)ﬁfs

oldugundan, f; bir EK-hemen hemen sag tri-idealdir. Boylece, f5 bir EK-hemen hemen tri-

idealdir.

8.14. Teorem fg ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. fs, bir

EK-hemen hemen bi-i¢ ideal ise hg bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, her x,y,z €S igin,
[(SyofsoS))A(fsoS, 0 f)] A fs # @s oldugu bilinmektedir. Kabul geregi fs € hg

oldugundan,
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[(Sx ° fs °Sy) N(fsoS$, °fs)] N fs c [(Sx ° hg OSy) N (hsoS, o hs)] N hg

agtktir.  Burada, [(Syo fso Sy) A (fsoS, 0 f| A fs = @5 oldugundan, [(Sy o hg o
Sy) A (hs o S, o hg)| A kg # @ elde edilir. Bdylece, hg bir EK-hemen hemen bi-ig idealdir.
8.15. Teorem fg ve hg, birer EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir

EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. fg € fs U hg olup, Teorem 8.14’ten, fs U hg

bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir.

8.16. Sonu¢ EK-hemen hemen bi-i¢ ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen

hemen bi-i¢ idealdir.

8.17. Sonug fs ya da hg bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, f5 U hg bir EK-

hemen hemen bi-i¢ idealdir.

Burada, fg ve hg birer EK-hemen hemen bi-i¢ ideal iken, fs N hg bir EK-hemen hemen bi-i¢

ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

8.18. Ornek Ornek 8.2°deki fs ve hg esnek kiimelerini ele alalim. f; ve hg esnek kiimelerinin

birer EK-hemen hemen bi-i¢ ideal oldugu, Ornek 8.2°de gosterilmistir. Fakat,
fs N hs ={(4,0),(a,0)} = 0
oldugundan, f N hg bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen bi-i¢ ideali ile EK-hemen hemen bi-i¢ ideali arasindaki

iliski verilecektir.

8.19. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢

ideali olmasi icin gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olmasidir.
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Ispat: A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere, S yarigrubunun bir
hemen hemen bi-i¢ ideali olsun. O halde, her x,y,z € S i¢in, (xAy N AzA) N A # @ yani,
k € (xAy n AzA) n A olacak sekilde en az bir k € S vardir. Buradan,

[((Sx 84 08,) 11 (S5, 050)) 7S] () = ((Seay 7V Saza) 7V S4) ()

= ((SxAynAzA) N SA) (k)

= S(xAynAzA)nA(k)
=U
+Q

olup, [(SyeSs°S,) N (S48, °S)]| NS, # @5 elde edilir. Boylece, S, bir EK-hemen

hemen bi-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, her x,y,z €S ig¢in,
[(SxyoS408,) A (Ss0S,054)] NSy # @s oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, A # 9.

Ayrica,

Os # [(SxoSaoSy)) A (SyoS,08)] RS,
=3c€S; ([(SxoSaeS))A(SyoS,08)]|AS)(c) # 0
>3c€ES; ((sxAy B Suza ) B SA) () # 0
=3¢ €5; (Sxaynaza N Ss)(c) # 0
= 3¢ € S; Steaynazaynalc) = U

=>c€(xAynAzA)n A

olup, (xAy N AzA) N A # @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢

idealidir.

8.20. Ornek S = {g, s} kiimesi iizerinde, Tablo 8.2 yardimiyla tanimlanan “%” ikili islemi

ile (8,%) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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x | g s
g g g
S 9 g

Tablo 8.2. Ornek 8.20°deki “x” ikili iglemi

N = {g}, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere, N kiimesinin S
yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin
hesaplamalarla, N kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu Sy = {(g, U), (s, @)} nin bir

EK-hemen hemen bi-i¢ ideal oldugu gosterilebilir.

Tersine, R = {g} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-hemen hemen bi-ig
idealini fs = {(g,U), (s, @)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, R = {g} kiimesinin S

yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ ideali oldugu gosterilebilir.

8.21. Teorem fs, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen

hemen bi-i¢ idealidir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, her x,y,z €S igin,
[(SyofsoSy) A (fsoS, o fo)] A fs # @ agiktir. supp(f)’nin S yarigrubunun bir hemen
hemen bi-i¢ ideali oldugunu gostermek igin, Teorem 8.19°dan, Sg;pp(f,) nin bir EK-hemen

hemen bi-i¢ ideal oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 5.13’ten,

[(Sx °fso Sy) N (fsoS, o fs)] nfs € [(Sx ° Ssupp(fs) ° Sy) N (Ssupp(fs) °S,

° supp(fs))] N Ssupp(fs)

veE

[(Sx °fso Sy) N (fsoS$, °fs)] N fs # Bs

oldugundan,
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[(Sx ° dsupp(fs) °© Sy) n (Ssupp(fs) °5;0° supp(fs))] 0 Ssupp(rs) * s

elde edilir. Boylece, S, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olup, Teorem 8.19°dan,

upp(fs)»

supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ idealidir.
Teorem 8.21’in karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

8.22. Ornek Ornek 8.4’teki gg esnek kiimesini ele alalim. supp(gs) = {i,a} olup, her
x,y,2 €S igin, [({(x}supp(gs){y} N (supp(gs){z}surp(4s))] N supp(gs) # @ oldugu
kolaylikla gosterilebilir. Boylece, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ig
idealidir. Fakat, Ornek 8.4’te gosterildigi iizere g5, bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal degildir.

8.23. Tanim f5 ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun.
supp(hg) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine, bir minimal EK-hemen hemen bi-i¢ ideal

denir.

8.24. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen bi-i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen bi-i¢

ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-i¢ ideali olsun. O halde, 4, S
yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ idealidir ve Teorem 8.19’dan, S, bir EK-hemen hemen
bi-i¢ idealdir. fg € S, olacak sekilde fg bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Teorem
8.21°den, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ idealidir ve Not 2.3.12’den ve
Sonug 2.3.17°den,

supp(fs) S supp(Sy) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-i¢ ideali oldugundan,
supp(fs) = supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 8.23’ten, S, bir minimal EK-hemen hemen
bi-i¢ idealdir.
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Tersine, S4 bir minimal EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen
bi-i¢ idealdir ve Teorem 8.19°dan, A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ idealidir. B €
A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ ideali olsun. Teorem 8.19’°dan,
Sg bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.18 (i)’den, S € S, olur. S, bir minimal

EK-hemen hemen bi-i¢ ideal oldugundan ve Sonug 2.3.17’den,

B = supp(Sg) = supp(Ss) = A

elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-i¢ idealidir.

8.25. Tamim f5, gs ve hg birer EK-hemen hemen bi-ig ideal olsun. Bu durumda, hg © gs € f
olmasi, hs € fs veya gs € fs olmasini gerektiriyor ise, fs’ye bir EK-asal hemen hemen bi-

i¢ 1deal denir.

8.26. Tamim f; ve hg birer EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, hg o hg € f
olmasi, hg € f; olmasmi gerektiriyor ise, fs’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-ig ideal

denir.

8.27. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda,
(hg © gg) N (gs © hs) € fs olmasy, hg € fs veya gs € fg olmasini gerektiriyor ise, fs’ye

bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-i¢ ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-i¢ idealin, bir EK-asal hemen hemen bi-i¢ ideal
oldugu ve her EK-asal hemen hemen bi-i¢ idealin, bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-i¢ ideal

oldugu agiktir.

8.28. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen bi-i¢ ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen bi-i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-asal hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen bi-
i¢ idealdir ve Teorem 8.19’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ idealidir. AB € P

olacak sekilde, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen bi-i¢ ideali olsun. Bu durumda,
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Teorem 8.19°dan, S, ve Sg, birer EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.18 (i) ve
(iii)’ten, S4 0 S = Sup € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen bi-i¢ ideal ve S, o
Sg € Sp oldugundan, S, € Sp veya Sy € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A €
P veya B € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen bi-

i¢ idealidir.

8.29. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-i¢ ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen bi-i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen
bi-i¢ idealdir ve Teorem 8.19°dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ idealidir. AA S
P olacak sekilde, A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ ideali olsun. Bu durumda,
Teorem 8.19°dan, S, bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten,
S48, =S4, € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-i¢ ideal ve S, o S, € Sp
oldugundan, S, € S, saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen bi-i¢ idealidir.

8.30. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-i¢ ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen bi-i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen
hemen bi-i¢ idealdir ve Teorem 8.19’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢ idealidir.
AB N BA € P olmak lizere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen bi-i¢ ideali olsun.
Bu durumda, Teorem 8.19°dan, S, ve Sp birer EK-hemen hemen bi-i¢ idealdir ve Teorem
2.3.18den, (S,°S85) N (SgoSy) =Sup N Sps = Supnpa © Sp elde edilir. Sp bir EK-
kuvvetli asal hemen hemen bi-i¢ ideal ve (S, © Sg) N (S5 © S,) € Sp oldugundan, S, € Sp
veya S € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya B C P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen bi-i¢ idealidir.
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9. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN BIi-
QUASI IDEALLERI

Bu béliim, esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi idealler iizerine olup, boliimde Sezgin

ve Ilgin (2024e) calismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

9.1. Tanim f;, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y € § igin,

(D) [Sxo ) A (fsoSyefs)| Afs# s ([(fseS) D (fs oSy fs)| N fs # Bs) ise fs
esnek kiimesine, S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol

(sag) bi-quasi ideali denir.

U tizerinde bir esnek kiime, S yarigrubunun hem esnek kesigimsel hemen hemen sol bi-quasi
ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel hemen hemen bi-quasi idealidir denir.

(2) [Sxof) D (fsoSxofI N fs # Os ([(fs 2 S) N (fs oSy o [N fs # D) ise fs
esnek kiimesine, S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel zayi1f hemen hemen

sol (sag) bi-quasi ideali denir.

U tlizerinde bir esnek kiime, S yarigrubunun hem esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol
bi-quasi ideali hem de esnek kesisimsel zayif hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S

yarigrubunun bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen bi-quasi idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde esnek kesigimsel hemen hemen sol (sag) bi-quasi
ideali kisaca “EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal” ve S yarigrubunun U iizerinde
esnek kesisimsel zayi1f hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideali kisaca “EK-zayif hemen hemen

sol (sag) bi-quasi ideal” olarak gosterilecektir.

Ayrica, esnek kesisim isleminin S;(U)’da degismeli olmasi nedeniyle, Tanim 9.1°de her

x,y €S igin, (Syofs) ve (fsoSy,ofs) (benzer sekilde, (fs o S,) ve (fs oS, o fs)) nin
birbiriyle degisebilecegi agiktir.
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9.2. Ornek S = {m, 4} kiimesi iizerinde, Tablo 9.1 yardimiyla tanimlanan “X” ikili islemi ile

(S5,X) cebirsel yapis1 bir yarigruptur.

X‘m

74
m | m
i | ¢ m

Tablo 9.1. Ornek 9.2°deki “X” ikili islemi

U=D, ={{x,y):x? =y? =e,xy = yx} = {e,x,y,yx} evrensel kiimesi iizerinde fs, hs

ve gs esnek kiimeleri,
fs = {m,{e,x}), G, {e})}
hs = {(m,{yx}), G, {y, yx})}

Is = {(’WL, {x, Y}), (fl {e, yX})}

seklinde tanimlansin. Burada, fs; ve hg birer EK-(zayif) hemen hemen bi-quasi idealdir.

Oncelikle, her x, y € S i¢in, [(Sx o f) N (fso Sy o fs)] N fs # O oldugunu gosterelim.
(S0 fo) N (fseS,,ofs)]N fs ile baslayacak olursak:

[[(Spn o f) A (fs 0 Sy 0 fOID fs](m) = [(Sp @ f5) B (fs © Sy © f)](m) N fs(m)
= Spofo)m)n (fsoS,, °fo)(m)n fs(m)
= fo(m) N [fs(m) U fs(D] N fo(m) = fo(m)

[[(Sm ° fs) N (fsoSmefs)l N fs ](ﬂ) = [(Sp o fs) N (fs © S 0 1@ N fs(F)
=S fS )@ N (fsoSnuef6)@) N fs(7)
= fs(F) 0 [fs(m) 0 (D] N fs(F) = fs(m) 0 f5(4)

oldugundan,
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(S @ £5) T (fs © Sy o f)] 1 fy = {(m, {e, ), (G, {eD} # @5
elde edilir. Benzer sekilde,
(S o £) T (fs 0 S o f5)] i fs = {Om, {e}), G, {eD} = @5
[(S;© fs) B (fs © S © fO] A fs = {(m, {e}), (G, {e})} # Os
[(S; 2 fs) B (fs o S; 0 f)] B fs = (Cm, {e]), (G, (eD)} # 05

oldugundan, her x,y € S igin, [(Sx ofo) N (fs °§,o0 fs)] N fs # O elde edilir. Boylece, f

bir EK-(zay1f) hemen hemen sol bi-quasi idealdir. Ayrica,
[(fs 2 Sp) O (fs © Sy o [ D fs = {(m, {e, x}), 7. {eD} # s
[(fs 0 S) B (fs oSy 0 f6)] 1 f5 = {(m. {e]), G {eD)} # Bs
[(fs 2 S;) T (fs 0 S 0 ] 1 f5 = {(m, {e}), (G, {e})} # Bs
[(fs28;) A (fs 0S; 0 £)] D fs = {(m, {e]), G, {eD)} # B
oldugundan, her x,y € S igin, [(fs © S,) N (fs 0 S, o f5)] N fs # @ elde edilir. Boylece, fs

bir EK-(zay1f) hemen hemen sag bi-quasi idealdir. O halde, fs bir EK-(zayif) hemen hemen
bi-quasi idealdir. Benzer sekilde, hg bir EK-(zayif) hemen hemen bi-quasi idealdir.

Gergekten,

[(S © hs) N (hs 0 S, © hs)] 0 hs = {(m, {yx}), (4, {yx})} # Bs
[(Sy o hs) A (s o S; © hs)| A hg = {(m, {yx}), (G, {y, yxD} # s

[(S; o hs) A (hs © S, 0 hs)] T hs = {(m, {yx}), (4, {yx}} # B
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[(S; © hs) B (hs o S; © hs)| A hs = {(m, (yx}), G, {yx}} # Os
oldugundan, hg bir EK-(zay1f) hemen hemen sol bi-quasi idealdir. Ayrica,
[(hs © Spu) i (hs © S, © hs)] B hs = {(m, {yx}), (4, {yx})} # B
[(hs © $,,) 1 (hg o S; © hs)] T hg = {(m, {yx}), G, {y, yaD} # B
[(hs 0 ;) A (hs o S, 0 h)] T s = {Cm, (yx}), G, yxD)} # Os
[(hs 2 S;) B (hs o S; o hs)] A hg = {(m, {yx}), G, {yx}} # @5

oldugundan, hg bir EK-(zayif) hemen hemen sag bi-quasi idealdir. Boylece, hg bir EK-

(zay1f) hemen hemen bi-quasi idealdir.

Fakat, g bir EK-(zayif) hemen hemen bi-quasi ideal degildir. Gergekten,

[[(S;' ° gs) N (gs ©S; 0 95)] gS] (m) = [(S; o gs) A (gs ° S; ° gs)|(m) n gs(m)
= (S;‘ ° 95)(’m) n (95 °§;0 gg)(/l’n) N gs(m)
= gs@) n[gs(m) n gs(FI N gs(m) = gs(7) N gs(m) = B

[[(5; °gs) N (gseS;°gs)] N 95] @) = [(S; °95) N (gs °S; ° 95)]() N gs()
= (5;' 0 gs)(#) N (gs o S;o 9s)#) N gs(@)
= gs(m) N [gs(m) U gs(F] N gs(F) = gs(m) N gs(7) = D5

olup,
[(S;°95) N (gs°S;°95)] 0 gs = {(m,0), (4,0} = B

oldugundan, g5 bir EK-(zayif) hemen hemen sol bi-quasi ideal degildir. Benzer sekilde,
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[(gs°S;) A (gseS;°95)] N gs = {(m,0),(40)} = 0

oldugundan, gs bir EK-(zayif) hemen hemen sag bi-quasi ideal degildir. Bu durumda, gg

esnek kiimesinin bir EK-(zayif) hemen hemen bi-quasi ideal olmadig1 agiktur.

9.3. Onerme Her EK-hemen hemen bi-quasi ideal, bir EK-zay1f hemen hemen bi-quasi

idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal olsun. O halde, her x,y € S icin,
[(Sx ° fs) n (fs ° Sy ° fs)] N fs # s Ve [(fs °S) N (fs ° Sy ° fs)] N fs # @s oldugu

bilinmektedir. Buradan, her x € S i¢in,

[(Sxof)N(fsoSxofINfs # Bsve[(fsoS) N (fsoSxofINfs # O
aciktir. Boylece, fg bir EK-zayif hemen hemen bi-quasi idealdir.

EK-zayif hemen hemen bi-quasi ideal, EK-hemen hemen bi-quasi idealin genellemesi
oldugundan, bundan sonra tiim teoremler ve ispatlar EK-zayif hemen hemen bi-quasi ideal

yerine EK-hemen hemen bi-quasi ideal i¢in verilecektir.

9.4. Onerme fs, bir EK-sol (sag) bi-quasi ideal olsun. Bu durumda, ya baz1 x,y € S igin,
[(Sx °ofg) N (fs °§y 0 fs)] Nfs # Bs ([(fs °S) N (fs °Sy o0 fs)] Nfs# Qs) ya da fs bir

EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag

bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg, bir EK-sol bi-quasi ideal olsun. O halde,
(Sofs)A(fsoSofs) E fs oldugu bilinmektedir. x,y € S igin, [(Syo fo) N (fso Sy o

fs)] B fs # @ olsun. Buradan,

(5x°fs)ﬁ(fs°5y°fs) c (§°fs)ﬁ(f5°§°fs) gfs
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oldugundan, (S, © fs) N (fs © Sy  fs) € fs elde edilir. Kabul geregi, (Sy o fs) N (fs oSy o
fs) # Qg oldugu agiktir. O halde,

[(Sxof) A (fso Sy of )] D fo=(Scof) N (fso Sy o fs) # Os
oldugundan, f; bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir.

Ayrica, f; bir EK-sol bi-quasi ideal ve bazi x,y € S igin, (Sy © f5) A (f ° Sy o fs) = Os

olsun. Bu durumda,

[(Sx °fs) N (fs °Sy °fs)] ﬁfs = Qsﬁfs = Qs
oldugundan, f;’nin bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olmadig1 agiktir.

Burada, (So @) N (@s°Se @) E 05N s = 05 € O oldugundan, Pg bir EK-sol bi-
quasi  idealdir.  Fakat, [(Sy e ®s) A (@seS, o 0s)]| N 05 = [0s A Os] A D5 = O

oldugundan, @5 bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal degildir.

9.5. Teorem fs, bir EK-bi-quasi ideal olsun. Bu durumda, ya baz1 x,y €S igin
[(Sx °ofg) N (fs °§) 0 fs)] Nfs # Bsve [(fs °S) N (fs 0§y 0 fs)] N fs # @5 ya da f bir

EK-hemen hemen bi-quasi idealdir.

9.6. Sonug fs, bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal ise bir EK-bi-quasi ideal olmak zorunda

degildir.

9.7. Ornek Ornek 9.2°de verilen hg esnek kiimesini ele alalim. hg esnek kiimesinin bir EK-
hemen hemen bi-quasi ideal oldugu, Ornek 9.2°de gosterilmistir. Fakat, hs bir EK-bi-quasi
ideal degildir. Gergekten,

(5 o hs) A (s 0§ o hs)|m) = (8 o hs)(m) 1 (s o § o hs)(m)
= [hs(m) U hs(#)] N [hs(m) U hs(4)] = hs(m) U hs(4) & hs(m)
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oldugundan, hg bir EK-sol bi-quasi ideal degildir. Ayrica,

[(hs o S) 0 (hs © S o hg)](7) = (hs 2 S)(F) N (hs ° S o hs)(H)
= [hs(m) U hs(#)] N [hs(m) U hs(4)] = hs(m) U hs(F) & hs(4)

oldugundan, hg bir EK-sag bi-quasi ideal degildir. Bu durumda, hs’nin bir EK-bi-quasi ideal

olmadig1 agiktir.

9.8. Onerme Her EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal, bir EK-hemen hemen sol (sag)

idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg, bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun.
O halde, her x,y € S igin, [(Sco fs) N (fso Sy o fs)] A fs # @5 oldugu bilinmektedir.

Buradan,

[(Sx ° fs) n (fs ° Sy % fs)] N fs c (Sx o fs) N fs

olup, [(Syefs) A (fsoSyefs)| A fs # @5 oldugundan, (Syo fs) N fs # s elde edilir.

Boylece, fs bir EK-hemen hemen sol idealdir.
9.9. Teorem Her EK-hemen hemen bi-quasi ideal, bir EK-hemen hemen idealdir.

9.10. Onerme Her EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal, bir EK-hemen hemen bi-

idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. f, bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun.
O halde, her x,y €S icin, [(fso Sy o fs) N (S, o fs)] A fs # @5 oldugu bilinmektedir.

Buradan,

[(fs °Syofs)N (Sy °fs)] Nfs € (fsoSxofs)Nfs
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olup, [(fs © Sy o fs) A (Sy o fs)] N fs # @5 oldugundan, (fs o Sy o f) A fs # B elde edilir.
Boylece, fs bir EK-hemen hemen bi-idealdir.

9.11. Teorem Her EK-hemen hemen bi-quasi ideal, bir EK-hemen hemen bi-idealdir.
Teorem 9.11’in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

9.12. Ornek Ornek 8.2°de verilen gg esnek kiimesini ele alalim. g, bir EK-hemen hemen

bi-idealdir, yani, her x € S i¢in, (gg © S, ° gs) N gs # @. Gergekten,

[(gs © Sy 2 gs) N gsl(m) = (gs© S, o gs)(m) N gs(m)
= [(gs(m) N (S, e gg)(/l%)) U (gs(f) N (S, ° gs)(f))] N gs(m)
= [gs(m) U gs(#)] N gs(m) = gs(m)

[(gs © Sm © gs) N gs1(F) = (gs © S © gs) (@) N gs(#)
= [(95(4%) N (S, e gs)(f)) U (gs(f) N (S, e gs)(/m))] N gs(#)
= [gs(m) N gs(P] N gs(7) = gs(m) n gs(7)
oldugundan,
(gs ©Sm © gs) N gs = {(m,{x,y}), G, D)} # O
elde edilir. Benzer sekilde,

(gs 0§, 0 gs) N gs = {(m,0), (4, {e,yx}} # Os

oldugundan, gg bir EK-hemen hemen bi-idealdir. Fakat, Ornek 9.2°de gosterildigi iizere g
bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal degildir.

9.13. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fg bir EK-

hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal ise bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.
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Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag

bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir idempotent EK-hemen hemen sol bi-quasi

ideal olsun. O halde, fs o fs = fs ve her x,y € S igin, [(Sx o f) N (fso Sy o fs)] N fs # Og

oldugu bilinmektedir. Buradan,

[(Sx °fs) N (fs ° Sy ° fs)] N fs = [(Sx ° fs) N (fs ° Sy ° fs) n fs] N fs
= [(Sx ° fs) N (fs °5y °fs) n (fs °fs)] ﬁfs c (fsofs) ﬁfs

olup, [(Syefs) A (fsoSyofs)|Afs# @5 oldugundan, (fsofs)Afs# @s aciktr.
Boylece, fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

9.14. Teorem fg, U lizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs bir EK-

hemen hemen bi-quasi ideal ise bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

9.15. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f5 bir EK-

hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal ise fs bir EK-hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg, bir idempotent EK-hemen hemen sol bi-quasi
ideal olsun. O halde, fs o fs = fs ve her x,y € S igin, [(Sy o f) A (fs o S, o f)| A fs # Ds

oldugu bilinmektedir. Buradan,
[(Sx °ofg) N (fs °Sy °fs)] N fs c Syofs)Nfs=(Syofsof)Nfs

olup, [(Sx ofo) N (fs °S, 0 fs)] N fs # Og oldugundan, (S, o fso fs) N fo # @s aciktir.
Boylece, fs bir EK-hemen hemen sol zayif-i¢ idealdir.

9.16. Teorem fg, U lizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs bir EK-

hemen hemen bi-quasi ideal ise bir EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir.

9.17. Onerme f, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f5 bir EK-

hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal ise bir EK-hemen hemen tri-idealdir.
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Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag

bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir idempotent EK-hemen hemen sol bi-quasi
ideal olsun. O halde, fs o fs = fs ve her x,y € S igin, [(fs 0 Sy o f5) A (Sy o f)] B fs # Os

oldugu bilinmektedir. Buradan,
[(fS°Sx °fs) N (Sy °fs)] ﬁfs c (fsoSxofs) ﬁfs =(fsoSxofsofs) ﬁfs

olup, [(fs °oSyofg)N (Sy ° fs)] Nfs # @5 oldugundan, (fsoS,ofsofo) N fs+ O
aciktir. Boylece, fs bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir. Benzer sekilde,

[(fs°5x°fs)ﬁ(5y°fs)]ﬁfs§(fs°5x°fs)ﬁfs: (f5°f5°5x°f5)ﬁf5

olup, [(fs ° Sy o fs) N (Sy ° fs)] n fs # @5 oldugundan, (fso fsoS,efs) N fs # Ds
aciktir. Boylece, fs bir EK-hemen hemen sag tri-idealdir. O halde, fs bir EK-hemen hemen

tri-idealdir.

9.18. Teorem fg, U lizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs bir EK-

hemen hemen bi-quasi ideal ise bir EK-hemen hemen tri-idealdir.

9.19. Onerme f ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f;, bir

EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal ise hg bir EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi

idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. f5, bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun.
O halde, her x,y €S igin, [(Sye f&) N (fsoS, o f5)] A fs # @5 oldugu bilinmektedir.

Kabul geregi fs € hg oldugundan,
[(Sx o fs) N (fs ° Sy ° fs)] N fs c [(Sx o hs) N (hs ° Sy ° hs)] N hg

agiktir. Burada, [(Sy o fs) A (fs oS, o f5)] A fs # @5 oldugundan, [(Sy o hs) A (hs oSy, ©

hs)] N hg # @ elde edilir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir.
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9.20. Teorem fg ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. fs, bir

EK-hemen hemen bi-quasi ideal ise hg bir EK-hemen hemen bi-quasi idealdir.

9.21. Onerme f; ve hg, birer EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal olsun. Bu durumda,

fs U hg bir EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun.

fs € fs U hg olup, Onerme 9.19°dan, f5 U hg bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir.

9.22. Teorem fs ve hg, birer EK-hemen hemen bi-quasi ideal olsun. Bu durumda, fg U hg bir

EK-hemen hemen bi-quasi idealdir.

9.23. Sonu¢ EK-hemen hemen bi-quasi ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen

hemen bi-quasi idealdir.

9.24. Sonug fs ya da hg bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal olsun. Bu durumda, fg U hg bir

EK-hemen hemen bi-quasi idealdir.

Burada, fg ve hg birer EK-hemen hemen bi-quasi ideal iken, fg N hg bir EK-hemen hemen

bi-quasi ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

9.25. Ornek Ornek 9.2°deki fs ve hg esnek kiimelerini ele alalim. f; ve hg esnek kiimelerinin

birer EK-hemen hemen bi-quasi ideal oldugu, Ornek 9.2°de gosterilmistir. Fakat,

fs N hg = {(m, D), (7, 0)} = O

oldugundan, f N hg bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal degildir.
Simdi, S yarigrubunun hemen hemen bi-quasi ideali ile EK-hemen hemen bi-quasi ideali

arasindaki iliski verilecektir.

9.26. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek

karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen sol
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(sag) bi-quasi ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen sol (sag) bi-

quasi ideal olmasidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. 4, S yarigrubunun bos kiimeden farkl: bir alt
kiimesi olmak tizere, S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi ideali olsun. O halde, her
x,y € Si¢in, (xANAyA) N A # @ yani, j € (xA N AyA) N A olacak sekilde en az bir j €

S vardir. Buradan,

([(Sx °Sy) N (SA ° Sy ° SA)] N SA)U) = ((SxA N SAyA) n SA) (])
= ((SxAnAyA) n SA) (])

=5 S(xAnAyA)nA (] )
=U
+Q

olup, [(Sy 0 Sa) A (Sy 0 S, ©S,)] NSy # s elde edilir. Béylece, S, bir EK-hemen hemen

sol bi-quasi idealdir.

Tersine, S4 bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun. O halde, her x,y € S igin,

[(Sx oSN (S0 Sy o SA)] NS, # @ oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, A #+ @. Ayrica,

Os # [(Sx oS N (SaeSy°S,)]| NS,
=38 €S; ([(SyoS)N(Sy0S,05,)]ASA)(8) =0
=38 €S; ((Sea NN Saya) 1S4) (8) = 0
= 38 €S; (Sxanaya N S4)(8) = 0
= 38 € S; Sxanayana(8) =U

=>8€(XANAYA)N A

olup, xA N AyA # @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi

idealidir.
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9.27. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak tiizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen bi-
quasi ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal

olmasidir.

9.28. Ornek Ornek 8.20°de verilen S yarigrubunu ele alalim. T = {g}, S yarigrubunun bos
kiimeden farkl: bir alt kiimesi olmak tizere, T kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen
bi-quasi ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, T kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu S; = {(g,U), (s, @)} 'nin bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal

oldugu gosterilebilir.

Tersine, V = {g} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan fg EK-hemen hemen bi-
quasi idealini fg = {(g, U), (s, @)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla V = {g} kiimesinin S

yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi ideali oldugu gosterilebilir.

9.29. Onerme f;, bir EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal ise supp(fs), S yarigrubunun

bir hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. f, bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun.
O halde, fs # @5, supp(fs) # @ ve her x,y € Si¢in, [(Sy o ) A (fso S, o f)| A fs # Ds
agiktir. supp(fs)'nin S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi ideali oldugunu

gostermek igin, Onerme 9.26’dan, Ssupp(fs) Min bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal

oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 5.13’ten,

[(Sx °ofg) N (fS Sy o fS)] Afs € [(Sx ° supp(fs)) N (Ssupp(fs) °Sy

° supp(fs))] N Ssupp(fs)

ve

[(Sx °ofg) N (fs °§y 0 fs)] Nfs # Bs
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oldugundan,

[(Sx © Ssupprs)) B (Ssupp(rs) © Sy © Ssupp(r))] 1 Ssupp(rs) # Bs

elde edilir. Boylece, Squpp(fg), bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olup, Onerme

9.26’dan, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi idealidir.

9.30. Teorem fs, bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir

hemen hemen bi-quasi idealidir.
Teorem 9.30°un karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:
9.31. Ornek Ornek 9.2°deki gg esnek kiimesini ele alalim. supp(gs) = {m, 4} olup,
[(m{m, 7)) 0 ({m, jym{m, D] 0 {m, 5} = {m,j} # @
[(mim,7}) 0 (Im, 33i{im, gD 0 {m, j} = {m, §} # @
[Glm, 7D 0 (Im, Gymie, j3}{m, iD] 0 {m, j} = {m, j} # @
[Glm, 7D 0 (Im, 33j{m, iD] 0 {m, 3} = {m, j} # @

elde edilir. Boylece, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi idealidir.

Benzer sekilde,
[({m, 73m) 0 ({Im, Fymim, D] 0 {m, 5} = {m, 5} = @
[({m, 73m) 0 ({m, 7}{m, ;D] 0 {m, 4} = {m, 7} # @
[({m, 73) 0 (fm, g3m{m, gDl 0 {m, 4} = {m, 7} # @

[, 737) 0 (bm, 33j{m, iD] 0 {m, 3} = {m, j} # @
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oldugundan, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen sag bi-quasi idealidir. O halde,
supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi idealidir. Fakat, Ornek 9.2’de

gosterildigi iizere gg, bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal degildir.

9.32. Tanim fs ve hg, hs € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal
olsun. supp(hg) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine, bir minimal EK-hemen hemen sol (sag)

bi-quasi ideal denir.

9.33. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen sol (sag) bi-quasi ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen

hemen sol (sag) bi-quasi ideal olmasidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen
sol bi-quasi ideali olsun. O halde, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi idealidir
ve Onerme 9.26’dan, S, bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir. fg € S, olacak sekilde
fs bir EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun. Onerme 9.29°dan, supp(fs), S

yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi idealidir ve Not 2.3.12’den ve Sonug 2.3.17’den,

supp(fs) € supp(Sy) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol bi-quasi ideali oldugundan,
supp(fs) = supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 9.32°den, S, bir minimal EK-hemen

hemen sol bi-quasi idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen sol bi-quasi idealdir ve Onerme 9.26’dan, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol
bi-quasi idealidir. B € A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi
ideali olsun. Onerme 9.26°dan, Sy bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir ve Teorem
2.3.18 (i)’den, Sy € S, olur. S, bir minimal EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal oldugundan

ve Sonug 2.3.17°den,
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B = supp(Sp) = supp(Sy) = A

elde edilir. Boylece A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol bi-quasi idealidir.

9.34. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen bi-quasi ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen

bi-quasi ideal olmasidir.

9.35. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal olsun. Bu durumda,
hg o gs € fs olmasi, hg € fs veya gg € fg olmasm gerektiriyor ise, fs’ye bir EK-asal

hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal denir.

9.36. Tanim fs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal olsun. Bu durumda,
hg o hg € f, olmasi, hg € fs olmasini gerektiriyor ise, fg’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen

sol (sag) bi-quasi ideal denir.

9.37. Tanim fs, g5 ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal olsun. Bu durumda,
(hg © gg) N (gs © hs) € fs olmasy, hg € f veya gs € fs olmasini gerektiriyor ise, f5’ye bir

EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealin, bir EK-asal hemen hemen sol
(sag) bi-quasi ideal oldugu ve her EK-asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealin, bir EK-

yar1 asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal oldugu agiktir.

9.38. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal ise, P

kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealidir.

Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-asal hemen hemen sol bi-quasi ideal
olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir ve Onerme 9.26’dan, P, S

yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi idealidir. AB € P olacak sekilde, A ve B, S
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yarigrubunun birer hemen hemen sol bi-quasi ideali olsun. Bu durumda, Onerme 9.26’dan,
S, ve Sp, birer EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir ve Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten, S, ©
Sp = Sup € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen sol bi-quasi ideal ve S, o S € Sp
oldugundan, S, € S, veya Sy € Sp saglanir. Bdylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya
B < P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen sol bi-quasi

idealidir.

9.39. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen bi-quasi ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen bi-quasi idealidir.

9.40. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal ise

P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen sol bi-quasi
ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir ve Onerme 9.26’dan, P,
S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi idealidir. AA € P olacak sekilde, A, S
yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi ideali olsun. Bu durumda, Onerme 9.26’dan, S,
bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir ve Teorem 2.3.18 (i) ve (iii)’ten, Sy 0 S, =
Sis € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol bi-quasi ideal ve S, 0 S, € Sp
oldugundan, S, € S, saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol bi-quasi idealidir.

9.41. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-quasi ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen bi-quasi idealidir.

9.42. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideal

ise P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) bi-quasi idealidir.
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Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi ideal i¢in verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol bi-
quasi ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir ve Onerme
9.26’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen sol bi-quasi idealidir. AB N BA € P olmak
iizere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen sol bi-quasi ideali olsun. Bu durumda,
Onerme 9.26’dan, S, ve Sz birer EK-hemen hemen sol bi-quasi idealdir ve Teorem
2.3.18’den, (S40Sg) N (SgoS,) =S4 NSpa=Sapnpa © Sp elde edilir. Sp bir EK-
kuvvetli asal hemen hemen sol bi-quasi ideal ve (S, © Sg) N (Sg©S,) € Sp oldugundan,
S, € Sp veya Sg € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya B € P elde
edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol bi-quasi

idealidir.

9.43. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. S, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi idealidir.
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10. YARIGRUPLARIN ESNEK KESIiSIMSEL HEMEN HEMEN TRIi-
BIi-IDEALLERI

Bu boliim, esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-idealler tizerine olup, béliimde Sezgin ve

digerleri (2024a) calismasindan elde edilen sonuclara yer verilmistir.

10.1. Tanim fs, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € S i¢in, (fso fso S, o fso
f$) N fs # @ ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen

hemen tri-bi-ideali denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-ideali kisaca

“EK-hemen hemen tri-bi-ideal” olarak gosterilecektir.

10.2. Ornek S = {q, w} kiimesi iizerinde Tablo 10.1 yardimiyla tanimlanan ‘©” ikili islemi

ile (S, V) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

ola w
9 |9 W
w | w w

Tablo 10.1 Ornek 10.2°deki ‘@’ ikili islemi

U = Q evrensel kiimesi iizerinde fs, hs ve gs esnek kiimeleri,

fs = {(a,{1,2}), (w,{0,4}1)}

hs = {(g,{=2,-1}), (w,{-1,1}}

Is = {(CL, {_51 _3}): (’LU’, @)}

seklinde tanmimlansin. Burada, fs ve hg birer EK-hemen hemen tri-bi-idealdir. Oncelikle, her

x € Sigin, (fso fs oS, o fso fs) N fs # Bg oldugunu gosterelim:
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(fso fs© S, fs o fs) A fs ile baslayacak olursak:

[(fs °ofgo Sg° fso fs) n fs](%) = (fs °fgo Sg° fso fs)(%) N fs(q)
= [(fs °fs)(g) N (5@ °fgo fs)(%)] N fs(q)
=[(£5@) n fs(@) 0 (5,@) 0 s o £)@))| 0 fs(4)

=[fs@) n(fse fs)@]n fs(g) = [fs(él) N [fs(g) N fs(%)]] N fs(q)
= fs(a)

(s o fsoSq 0 fso fs) D fs](w) = (s o fo 0 Sy o fy o fs) (w) N fs(w)
= [(so @ n (540 fs ) )
U (s e ) w) 0 (Sy o fi o f5)(@))
U (s o ) ) 0 (Sy o fi o fs) ()| 0 f(awr)

= [(fs(%) n fs(w)) U (fs(’w) n fs(%)) U (fs(w) N fs(w))] N fs(w)
= fs(w) N fo(w) = fo(w)

oldugundan,
(FfsofsoSyofsofs) A fs = {(a,{1,2}), (w,{0,4})} # @s

elde edilir. Benzer sekilde,

(fsofsoSwofsofo)N fs=1{(q,0), (w,{0,4})} # Os

oldugundan, fs bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir. Benzer sekilde,
(hs o hg o Sgohse hs) B hs = {(g,{=2,—1}), (w, {-1,1)} # O
(hs o hs o S, © hg o hg) A hs = {(g,0), (w, {-1,1}D} # &5

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir. Fakat, g5 bir EK-hemen hemen tri-bi-
ideal degildir. Gergekten,
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[(gs°gs°Swogsegs) Ngsl@) = (gsegseSw°gsegs)a)ngs(a)
=[(gs° 9s)(@) N (S ° gs ° gs)(@)] N gs(q)
= [(95(@) N gs(@)) N (S, (@) N (gs > gs)@))] N gs(@) = & N gs(q)
o)

[(gs © s © Suw © gs ° gs) 0 gsl(w) = (gs © gs © Sy © gs © gs)(w) N gs(w)
= [((gs ° 95)(@) N (Sy © gs © gs)(w))
U ((gs ° gs)(w) N (S, © gs ° g5)(@))
U ((gs ° gs) () N (S, © gs © gs)(w))] N gs(w)

=(9s(a) 0 (95(a) U gs(w))) U (gs () N B)
U (gs(w) N (g9s(@) u gs(w)))] n gs(w)

= (95(@) U gs(w)) N gs(w) = gs(w) = @
oldugundan,
(gsegsoSwogsegs)Ngs=1{(g,0),(w,0)}=0s

elde edilir. Boylece, wr € S i¢in, (gs° gs©° S, © gs ° gs) N gs = B oldugundan, g bir
EK-hemen hemen tri-bi-ideal degildir.

10.3. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve fs o fs © S, © fs o fg # @ olsun. fs, bir EK-

tri-bi-ideal ise bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

Ispat: fso fsoS, o fsofs # @ ve fs, bir EK-tri-bi-ideal olsun. O halde, fso fsoSo fgo
fs € fs oldugu bilinmektedir. Her x € S igin,

fsofseSxofsofs §f5°fs°§°fs°fs gfs
oldugundan,

(fsofsoSxofsofs)Nfs=fsofsoSyofsofs+ Bs
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elde edilir. Boylece, (fs o fs 0 Sy o fs o fs) N fs # @ olup, fs bir EK-hemen hemen tri-bi-
idealdir.

Burada, @go @goS o @s o0 @g = @s E @5 oldugundan, @5 esnek kiimesinin bir EK-tri-bi-
ideal oldugu agiktir. Fakat, (@g o @g 0 S, o Bg 0 @) N @5 = G5 N @5 = B oldugundan, B

esnek kiimesi bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal degildir.

fs, bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal ise bir EK-tri-bi-ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir

ornek ile gdsterelim:

10.4. Ornek Ornek 10.2°de verilen fs ve hg esnek kiimelerini ele alalim. fs ve hg esnek

kiimelerinin birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal oldugu, Ornek 10.2°de gosterilmistir. Fakat,

(fs o fgo §°f5 °f5)(w)
= [(fs °fs) (g) N (§ ofgo fs)(’w)] U [(fs o fs) (w) N ('S °ofgo fs)(@)]
U[(fs o fs) (w) 0 (Se fy o fi) (w)]
= (fso f5)(@) U ((fs o f5)w) 0 (fs o £5)(@)) U (fs  fs) (wr)
= (fs f5)(@) U (fs o f) (w) = fs(@) U fs(w) & fy(w)

oldugundan, fs bir EK-tri-bi-ideal degildir. Benzer sekilde,
(hs o hs oS o hg o hs)(w) = hs(g) U hs(w) & hs(w)
oldugundan, hg bir EK-tri-bi-ideal degildir.

10.5. Onerme f;, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f5 bir EK-

hemen hemen tri-bi-ideal ise fg bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: fs, bir idempotent EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. Bu durumda, fs o fs = f5 ve

her x € Sigin, (fg o fs © Sy o fs o fo) N fg # B oldugu bilinmektedir. Buradan,

Bs# (fsofsoSyofsof)Nfs=[(fsofsoSyofsof)Nf]Nfs
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= [(fs°fs°5x°fs°fs)ﬁ(fs°fs)]ﬁfs
c (fs°fs)ﬁf5

oldugundan, fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

10.6. Teorem fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs’ nin bir EK-
hemen hemen bi-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart fs’nin bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal

olmasidir.

Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f5 o fs = fs. Kabul geregi ve her

X € S igin,

Bs# (fsoSxof)Nfs=(fsofsoSyofsofs)Nfs

oldugundan, ispat agiktir.

10.7. Teorem fs, U tizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs’ nin bir EK-
hemen hemen tri-bi-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart fs nin bir EK-hemen hemen tri-

ideal olmasidir.

Ispat: f, idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f5 o fs = fs. Kabul geregi ve her

x € S icin,

Bs # (fsofseSyofsofs)Nfs=(fsoSxofsofs)Nfs

oldugundan, f; bir EK-hemen hemen sol tri-idealdir. Benzer sekilde, her x € S i¢in,

Bs# (fsofseoSyofsof)Nfs=(fsofsoSeof)Nfs

oldugundan, fs bir EK-hemen hemen sag tri-idealdir. O halde, f5 bir EK-hemen hemen tri-
idealdir.
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10.8. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs bir EK-

hemen hemen bi-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

Ispat: fs, bir idempotent EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs o fs = f ve
herx,y,z € S i¢in, [(fs oS, ofo)N (Sy ofgo SZ)] Nfs # @ oldugu bilinmektedir.

Buradan,
[(fs ° Sy o fs) N (Sy ° fs °5z)] ﬁfs c (fsoSxofs) ﬁfs =(fsofsoSxofsofs) ﬁfs
oldugundan, fs bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

10.9. Onerme f;, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f5 bir EK-

hemen hemen sol (sag) bi-quasi-ideal ise bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol bi-quasi-ideal igin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
bi-quasi-ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir idempotent EK-hemen hemen sol bi-
quasi-ideal olsun. O halde, fsofs =f; ve her x,y €S i¢in, [(fs °oSyofo)N (Sy °
fs)] B fs # @5 oldugu bilinmektedir. Buradan,

[(fS°Sx°fS)ﬁ(Sy°fS)]ﬁfS§ (fS°Sx°fS)ﬁfS: (fS°fS°Sx°fS°fS)ﬁfS

olup, [(Sx o fs) N (fs °Sy o0 fs)] N fs # @5 oldugundan, (fso fsoSyofsofo) N fs+ Bs
aciktir. Boylece, fs bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

10.10. Teorem fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, fs bir EK-

hemen hemen bi-quasi-ideal ise bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

10.11. Teorem fs ve hg, fs € hs olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. fs, bir

EK-hemen hemen tri-bi-ideal ise hg bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

Ispat: f, bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. O halde, her x € S igin, (fg o f5 o Sy o fg ©
fs) D fs # @5 oldugu bilinmektedir. Kabul geregi fg € hg oldugundan,
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(fS°f5°Sx°fS°fS)ﬁfS§ (hs°hs°5x°hs°hs)ﬁhs

agitktir.  Burada, (fsofsoSyofsofs) N fs# @s oldugundan, (hgohgoS,ohgo
hg) N hg # @ elde edilir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

10.12. Teorem fs ve hg, birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir

EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. fg € fs U hg olup, Teorem 10.11°den,
fs U hg, bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

10.13. Sonu¢ EK-hemen hemen tri-bi-ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen

hemen tri-bi-idealdir.

10.14. Sonug¢ fs ya da hg bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir

EK-hemen hemen tri-bi-idealdir.

Burada, fs ve hg birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal iken fs N hg bir EK-hemen hemen tri-

bi-ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

10.15. Ornek Ornek 10.2°deki fs ve hg esnek kiimelerini ele alalim. f; ve hg esnek

kiimelerinin birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal oldugu, Ornek 10.2°de gdsterilmistir. Fakat,

fs 0 hs = {(g,90), (w, D)} = B

oldugundan, f N hg bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal degildir.

Simdi, § yarigrubunun hemen hemen tri-bi-ideali ile EK-hemen hemen tri-bi-ideali

arasindaki iliski verilecektir.

10.16. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-

ideali olmasi icin gerek ve yeter sart S, nin bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olmasidir.
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Ispat: A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere, S yarigrubunun bir
hemen hemen tri-bi-ideali olsun. O halde, her x € S i¢in, AAXAANA # @ yani, 3 €
AAxAA N A olacak sekilde en az bir z € S vardir. Buradan,

((SA 08408, 08,05, N SA)(Z) = (Saaxaa N S4)(2) = (Saaxaana) (@) =U = @

olup, (S4 085405, 0S5,08,) NS, #+ Bs elde edilir. Boylece, S, bir EK-hemen hemen tri-bi-
idealdir.

Tersine, S, bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. O halde, (S0 S 0 S, ©0S,05,) NS, #
@. Kabul geregi, A + @. Ayrica,

Bs # (S4 05,05, 08,08S) NS, =3P €S; ((Sg°S4°5c0S,0S)NSH)(A) =D
= 30 € S; ((Saaxan) N Sy)(4) = @
= 34 € S; (Stanxaayna) (@) = @

= 31 € S; (Stanxanna) (@) = U
=14 € AAxAANA

olup, AAxAA N A # @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-

idealidir.

10.17. Ornek S = {&, %, v} kiimesi iizerinde, Tablo 10.2 yardimiyla tanimlanan “@” ikili

islemi ile (S,®) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

& b b
? g v
v v v

Tablo 10.2. Ornek 10.17°deki “@” ikili islemi
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W = {6, v}, S yarigrubunun bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olmak tizere, W kiimesinin
S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Rutin
hesaplamalarla, w kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu Sw =

{(6,U),(#,0), (v,U)}nun bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal oldugu gosterilebilir.

Tersine, X = {&, v} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan fg EK-hemen hemen tri-
bi-idealini fg = {(&,U), (£,0), (v, U)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, X = {&, v}

kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali oldugu gosterilebilir.

10.18. Teorem fs, bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen

hemen tri-bi-idealidir.

Ispat: f bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. O halde, fs # @, supp(fs) # @ ve her x €
Sigin, (fgo fsoS,ofsofo)N fo # @ agiktir. supp(fs)’nin S yarigrubunun bir hemen
hemen tri-bi-ideali oldugunu gostermek igin, Teorem 10.16’dan, Sgpp(rs) nin bir EK-

hemen hemen tri-bi-ideal oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 5.13’ten,

(fsofsoSxofsofs)Nfs € (Ssupp(fs) ° Ssupp(fs) © Sx © Ssupp(fs) ° Ssupp(fs)) n Ssupp(fs)

ve
(fsofsoSxofsofs) N fs # O

oldugundan, (Ssupp(fs) ° Ssupp(fs) ° Sx ° Ssupp(fs) ° Ssupp(fs)) 0 Ssupp(rs) # Ds elde edilir.

Boylece, S bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olup, Teorem 10.16’dan, supp(fs), S

upp(fs)»

yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealidir.
Teorem 10.18’in karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:
10.19. Ornek Ornek 10.17°de verilen S yarigrubunu ele alalim. U = Z~ evrensel kiimesi

tizerinde [ esnek kiimesi, lg = {(&,{—1}), (¢,{—2}), (v, @)} seklinde tanimlansin. Burada,

ls esnek kiimesi bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal degildir. Gergekten,
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[(lgolgoSpolgoly) NI](6) = (IgolgoSpolsols)(8) N ls(4)
= [((ls olg)(B) N (Spolso ls)(f)) U ((ls olg)(B)N(Spolso ls)(’lf))
U ((ls olg)(£) N (Spolgo ls)(lf)) U ((ls olg)(r) N (Spolso ls)(fy))]
N ls(4)
= [@ U ((ls olg)(#) N (s o ls)("f)) Uugu ((ls olg)(v)n(lse ls)(ﬂ“))]
Nls(6) = [Us o ) (&) N (s o [s) ()] N I (&)
= [(156) N 15(0)) U (15(6) N 15(e))] 0 15(6)
=) N (@O V() =0

[(IgolsoSpolgols) Nigl(#) = (IselsoS,olsol)()NI(£) =0

[Us o lsoSpelsols) Alsl(v) = (s o lseSpelsols)(w) nls(w)
= [(Us o )@Y N (Spols o L)(6)) U ((Ls 2 L) (®) N (Spo s o L) (£))
U (s o l)@) N (Spolsols)()) U (Usels) (@) N (Spolsels)®)
U (Us o ) (@) N (Sp o L o 1) ()] 0 L5 (0)
=[(Us 2 1)) 0 (s e L) (B))UBUBUY

U (Us o 1)) 0 (Us o 1)) U (s o 1) () )] 1 15 (o)

= [Usols)(B) U (s o ) ()] nis(vr) = [ls(6) U () U ls(v)] N Is(v)
=l(v)=0

oldugundan,
(lS ° lS ° Sf’ ° lS ° lS) N lS = {(ﬁ/' (D), (f, (D), (’U’, (D)} = QS

elde edilir. Boylece, I bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal degildir. Fakat, supp(ls) = {&, ¢},

S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealidir. Gergekten,

(supp(ls)supp (1) {6 }supp (Is))supp(ls)) N supp(ls)
= ({6, 36, HEHE, HE, D N {6, £} = {6} # 0
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(supp(ls)supp(Is) {3supp(Is)supp(ls)) N supp(ls)
= ({6, 036, 16, 16, £ N {6, £} = {6} + O

(supp(ls)supp () {v }supp(s)supp(Is)) N supp(ls)
= ({6, 36, tHoHb, He, D n {6, £} = {6} # 0

olup, her x € S igin, (supp(Is)supp (Is){x}supp(Is)supp(ls)) N supp(ls) # @ elde edilir.
O halde, supp(lg), S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealdir.

10.20. Tanim f5 ve hg, hs € f; olacak sekilde, birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun.
supp(hg) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine, bir minimal EK-hemen hemen tri-bi-ideal

denir.

10.21. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen tri-bi-ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen tri-

bi-ideal olmasidir.

Ispat: A, S yanigrubunun bir minimal hemen hemen tri-bi-ideali olsun. O halde, 4, S
yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealidir ve Teorem 10.16’dan, S, bir EK-hemen
hemen tri-bi-idealdir. fg € S, olacak sekilde fg bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun.
Teorem 10.18’den, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealidir ve Not

2.3.12°den ve Sonug 2.3.17°den,

supp(fs) S supp(Sy) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen tri-bi-ideali oldugundan,
supp(fs) = supp(S4) = A olup, boylece, Tanim 10.20’den, S, bir minimal EK-hemen

hemen tri-bi-idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen tri-bi-ideal ve Teorem 10.16’dan, A, S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealidir.

B € A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali olsun. Teorem
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10.16°dan, Sp bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal ve Teorem 2.3.18 (i)’den, Sg € S, olur. S,

bir minimal EK-hemen hemen tri-bi-ideal oldugundan ve Sonug 2.3.17°den,

B = supp(Sp) = supp(Sy) = A

elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen tri-bi-idealidir.

10.22. Tanim fg, gs ve hg birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. Bu durumda, hg o
gs € fs olmasi, hg € fg veya gg € fg olmasmm gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-asal hemen

hemen tri-bi-ideal denir.

10.23. Tanim f ve hg birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. Bu durumda, hg o hg € f
olmasi, hg € fg olmasmi gerektiriyor ise, f’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen tri-bi-ideal

denir.

10.24. Tanim fs, gs ve hg birer EK-hemen hemen tri-bi-ideal olsun. Bu durumda,
(hg © gg) N (gs © hs) € fs olmasy, hg € f5 veya gs € fg olmasini gerektiriyor ise, fs’ye

bir EK-kuvvetli asal hemen hemen tri-bi-ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen tri-bi-idealin, bir EK-asal hemen hemen tri-bi-ideal
oldugu ve her EK-asal hemen hemen tri-bi-idealin, bir EK-yar1 asal hemen hemen tri-bi-

ideal oldugu agiktir.

10.25. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen tri-bi-ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen tri-bi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-asal hemen hemen tri-bi-ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen tri-
bi-idealdir ve Teorem 10.16’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealidir. AB €
P olacak sekilde, Ave B, S yarigrubunun birer hemen hemen tri-bi-ideali olsun. Bu
durumda, Teorem 10.16’dan, S, ve Sg, birer EK-hemen hemen tri-bi-idealdir ve Teorem
2.3.18 (i) ve (iii)’ten, Sy 0 Sg = Sy € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen tri-bi-

ideal ve S, o Sz € Sp oldugundan, S, € S, veya Sz € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18
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(i)’den, A € P veya B € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir asal

hemen hemen tri-bi-idealidir.

10.26. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen tri-bi-ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen tri-bi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen tri-bi-ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen
tri-bi-idealdir ve Teorem 10.16’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-idealidir.
AA < P olacak sekilde, A4, S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali olsun. Bu durumda,
Teorem 10.16’dan, S, bir EK-hemen hemen tri-bi-idealdir ve Teorem 2.3.18 (1) ve (iii)’ten,
S48, =S4, € Sp elde edilir. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen tri-bi-ideal ve S; o S, € Sp
oldugundan, S, € S, saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen tri-bi-idealidir.

10.27. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen tri-bi-ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen tri-bi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen tri-bi-ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen
hemen tri-bi-idealdir ve Teorem 10.16’dan, P, S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-
idealidir. AB N BA € P olmak iizere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen tri-bi-
ideali olsun. Bu durumda, Teorem 10.16’dan, S, ve Sy birer EK-hemen hemen tri-bi-idealdir
ve Teorem 2.3.18’den, (S, © Sg) N (S ©S4) = Sug N Sga = Sapnpa € Sp elde edilir. Sp bir
EK-kuvvetli asal hemen hemen tri-bi-ideal ve (S, °Sg) N (Sg°S,) € Sp oldugundan,
S, € Sp veya Sg € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.18 (i)’den, A € P veya B € P elde

edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen tri-bi-idealidir.
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11. SONUC VE ONERILER

Yarigruplarin zayif-i¢ idealleri, bi-i¢ idealleri, hemen hemen alt yarigruplari, hemen hemen
idealleri, hemen hemen bi-i¢ idealleri, hemen hemen bi-quasi idealleri ¢esitli aragtirmacilar
tarafindan calisilmistir. Bu tez calismasinda ise klasik yarigrup teorisinde calisilan bu
idealler esnek kiime teorisine uygulanmis, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen
zayif-i¢ idealleri ve esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-idealleri tanitilmistir.
Yarigruplarda esnek kiime teorisinde tanitilan bu bir¢ok esnek kesisimsel ideal
orneklendirilip tiim 6zellikleri ayrintili sekilde incelenmis, birbirleri ve dnceden tanimlanmis
diger esnek kesisimsel idealler ile olan iligkilerine bakilmis ve bu amagla sol (sag) esnek
basit* yarigrup kavrami tanitilmistir. Ayrica, klasik yarigrup teorisi ve esnek kiime teorisi

arasindaki dnemli baglantilar, baz1 ana teoremler ve 6rneklerle sunulmustur.

On bir bdliimden olusan tezin birinci boliimiinde, yarigruplar ve (hemen hemen) idealleri,
esnek kiimeler ve yarigruplarin ¢esitli esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri ile ilgili
kaynak taramasi yapilmis; ikinci boliimde, bu tez ¢alismasinda kullanilacak olan temel tanim
ve teoremlere yer verilmis, esnek sol (sag) basit* yarigrup kavrami tanitilmis ve

orneklendirilmistir.

Ugiincii boliimde, EK-zayif-i¢ idealler tanitilmis, saglayan ve saglamayan 6rnekleri verilmis,
esnek kiime teorisinde var olan tiim oOzellikler bu idealler {izerinde ayrintili sekilde
incelenmistir. Bu baglamda, baz1 dikkate deger sonuglar elde edilmistir. Ornegin, regiiler bir
yarigrubun her EK-sol (sag) zayif-i¢ idealinin bir EK-alt yarigrup oldugu gdsterilmistir. Her
EK-sol (sag) idealin bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal oldugu, fakat karsitinin gecerli olabilmesi
i¢in yarigrubun sol (sag) basit yarigrup veya esnek kiimenin idempotent olmasi gerektigi;
her EK-idealin bir EK-zayif-i¢ ideal oldugu, fakat karsitinin gegerli olabilmesi igin
yarigrubun bir grup veya esnek kiimenin idempotent olmasi gerektigi gosterilmistir.
Buradan, idempotent bir EK-(sol/sag) zayif-i¢ idealin, EK-(sol/sag) ideal ile ¢akisik oldugu
ve boylece EK-(sol/sag) idealin tiim 6zelliklerini sagladigi sonucuna ulasilmistir. Her EK-i¢
idealin bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal oldugu, fakat karsitinin gegerli olabilmesi igin
yarigrubun sol (sag) basit yarigrup olmasi gerektigi; her EK-i¢ idealin bir EK-zayif-i¢ ideal
oldugu, fakat karsitinin gegerli olabilmesi i¢in yarigrubun bir grup olmasi gerektigi

gosterilmistir. Bir EK-bi-ideal ile EK-zayif-i¢ ideal arasindaki iligkiler ve bir EK-quasi-ideal
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ile EK-zayif-i¢ ideal arasindaki iligkiler birbirinin aynist olup bir EK-bi-idealin (EK-quasi-
idealin), bir EK-sag zayif-i¢ ideal olabilmesi igin yarigrubun sol basit yarigrup olmasi
gerektigi; karsitinin gecerli olabilmesi icin ise yarigrubun sag basit yarigrup olmasi gerektigi
gozlemlenmistir. Benzer sekilde, bir EK-bi-idealin (EK-quasi-idealin), bir EK-sol zayif-i¢
ideal olabilmesi i¢in yarigrubun sag basit yarigrup olmasi gerektigi; karsitinin gegerli
olabilmesi i¢in ise yarigrubun sol basit yarigrup olmasi gerektigi goriilmiistiir. Béylece, bir
grubun EK-zayif-i¢ ideali ile EK-bi-ideali (EK-quasi-ideali) denk oldugu sonucuna
varilmistir. Bir alt yarigrup, bir zayif-i¢c ideal ise bu alt yarigrubun esnek karakteristik
fonksiyonunun bir EK-zay1f-i¢ ideal oldugu ve bunun karsitinin da gegerli oldugu, bir teorem
ile gosterilmistir ve Orneklendirilmistir. Boylece, klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime
teorisi arasinda Onemli bir iliski kurulmustur. EK-zayif-i¢ ideallerin sonlu esnek
kesisimlerinin de bir EK-zayif-i¢ ideal oldugu gosterilmis; esnek kesisimsel g¢arpim
isleminin EK-zayif-i¢ idealler iizerinde gosterdigi sonuglar incelenmistir. Bir EK-alt
yarigrup, bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal ise onun iist a-kapsama kiimesinin de bir sol (sag)
zayif-i¢ ideal oldugu bir teorem ile kanitlanmis ve orneklendirilmistir. Farkli yarigruplarin
iki EK-sol (sag) zayif-i¢ idealinin, A-carpim, Kartezyen ¢arpim islemleri ile esnek goriintii
ve esnek ters goriintii kavramlar ile iliskileri incelenmistir. Ayrica, idempotentlik sarti
altinda, bir yarigrubun regiilerligi ile esnek kiimenin EK-sol (sag) zayif-i¢ idealligi arasinda
cift gerektirme iligkisi kurularak, klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime teorisi arasindaki

baglant1 pekistirilmistir.

Dordiincii boliimde, EK-bi-i¢ idealler tanitilmis, saglayan ve saglamayan 6rnekleri verilmis,
esnek kiime teorisinde var olan tiim Ozellikler bu idealler iizerinde ayrntili sekilde
incelenmistir. Bu kapsamda, baz1 kayda deger sonuglar elde edilmistir. Ornegin, esnek basit*
bir yarigrubun her EK-bi-i¢ idealinin bir EK-alt yarigrup oldugu gosterilmistir. Her EK-sol
(sag/iki tarafli) ideal, EK-bi-ideal, EK-i¢ ideal ve EK-quasi-idealin bir EK-bi-i¢ ideal
oldugu, fakat karsitlarinin gegerli olabilmesi i¢in yarigrubun esnek basit* yarigrup olmasi
gerektigi sonucuna ulasilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi bir bi-i¢
ideal ise bu alt kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun bir EK-bi-i¢ ideal oldugu ve
bunun karsitinin da gecerli oldugu, bir teorem ile gosterilmistir ve Orneklendirilmistir.
Boylece, klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime teorisi arasinda dnemli bir iligki kurulmustur.
Esnek kesisimsel ¢arpim islemi ile EK-bi-i¢ idealler arasindaki iligski incelenmis; EK-bi-i¢

ideallerin sonlu esnek kesisimlerinin de bir EK-bi-i¢ ideal oldugu gosterilmistir. Bir esnek
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kiime, bir EK-bi-i¢ ideal ise onun {ist a-kapsama kiimesinin de bir bi-i¢ ideal oldugu bir
teorem ile kanitlanmis ve orneklendirilmistir. Ayrica, bir yarigrubun regiilerligi ile esnek
kiimenin EK-bi-i¢ idealligi arasinda ¢ift gerektirme iliskisi kurularak, klasik yarigrup teorisi

ile esnek kiime teorisi arasindaki baglant1 pekistirilmistir.

Besinci boliimde, EK-hemen hemen alt yarigruplar tanitilmig, saglayan ve saglamayan
ornekleri verilmis, esnek kiime teorisinde var olan tiim 6zellikler bu idealler iizerinde
ayrintili sekilde incelenmistir. Bu dogrultuda, bazi dikkate deger sonuglar elde edilmistir.
Ornegin, bos esnek kiimeden farkli bir EK-alt yarigrubun, bir EK-hemen hemen alt yarigrup
oldugu ispatlanmig; ancak karsitinin her zaman dogru olmadigi bir aksi ornek ile
gosterilmistir. EK-hemen hemen alt yarigruplarin sonlu esnek birlesimlerinin de bir EK-
hemen hemen alt yarigrup oldugu gosterilmis; ancak esnek kesisimlerinin her zaman bir EK-
hemen hemen alt yarigrup olmadigin1 gosteren aksine bir drnek verilmistir. Bir yarigrubun
bos kiimeden farkli bir alt kiimesi bir hemen hemen alt yarigrup ise bu alt kiimenin esnek
karakteristik fonksiyonunun da bir EK-hemen hemen alt yarigrup oldugu ve bunun karsitinin
da gecerli oldugu bir teorem ile gosterilmistir ve drneklendirilmistir. Bir EK-hemen hemen
alt yarigrubun destek kiimesinin de bir hemen hemen alt yarigup oldugu gosterilmistir. Bos
kiimeden farkl1 bir kiimenin bir minimal hemen hemen alt yarigrup olmasi ile bu kiimenin
esnek karakteristik fonksiyonunun bir minimal EK-hemen hemen alt yarigrup olmasi
arasinda ¢ift gerektirme iliskisi elde edilmistir. Ayrica, bir yarigrubun bos kiimeden farkl
bir alt kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu bir EK-hemen hemen asal (yari asal,
kuvvetli asal) alt yarigrup ise bu kiimenin bir hemen hemen asal (yar1 asal, kuvvetli asal) alt

yarigrup oldugu teoremler ile kanitlanmstir.

Altinc1 boliimde, EK-hemen hemen idealler tanitilmig, saglayan ve saglamayan 6rnekleri
verilmis, esnek kiime teorisinde var olan tiim 6zellikler bu idealler iizerinde ayrintili sekilde
incelenmistir. Bu kapsamda, bazi carpici sonuglar elde edilmistir. Ornegin, bos esnek
kiimeden farkli bir EK-sol (sag/iki tarafli) idealin, bir EK-hemen hemen sol (sag/iki tarafli)
ideal oldugu ispatlanmis; ancak karsitinin her zaman dogru olmadigi aksine bir 6rnek ile
gosterilmistir. Her idempotent EK-hemen hemen sol (sag/iki tarafli) idealin bir EK-hemen
hemen alt yarigrup oldugu kanitlanmistir. EK-hemen hemen sol (sag/iki tarafli) ideallerin
sonlu esnek birlesimlerinin de bir EK-hemen hemen sol (sag/iki tarafli) ideal oldugu

gosterilmis; ancak esnek kesigimlerinin her zaman bir EK-hemen hemen sol (sag/iki tarafli)
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ideal olmadigin1 gosteren bir 6rnek verilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt
kiimesi bir hemen hemen (sol/sag) ideal ise bu alt kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun da bir EK-hemen hemen (sol/sag) ideal oldugu ve bunun karsitinin da gegerli
oldugu bir teorem ile gosterilmistir ve drneklendirilmistir. Bir EK-hemen hemen sol (sag/iki
tarafli) idealin destek kiimesinin de bir hemen hemen sol (sag/iki tarafli) ideal oldugu
gosterilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi bir minimal hemen hemen
sol (sag/iki tarafli) ideal olmasi ile bu kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun bir
minimal EK-hemen hemen sol (sag/iki tarafli) ideal olmasi arasinda ¢ift gerektirme iligkisi
elde edilmistir. Ayrica, bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu bir EK-asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen sol (sag/iki
tarafl1) ideal ise o kiimenin bir asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen sol (sag/iki taraflr)

ideal oldugu teoremler ile kanitlanmistir.

Yedinci boliimde, EK-hemen hemen zayif-i¢ idealler tanitilmis, saglayan ve saglamayan
ornekleri verilmis, esnek kiime teorisinde var olan tiim &zellikler bu idealler tlizerinde
ayrintili sekilde incelenmistir. Bu baglamda, baz1 dikkat cekici sonuclar elde edilmistir.
Ornegin, bir EK-(sol/sag) zayif-i¢ idealin, gerekli sartlar altinda bir EK-hemen hemen
(sol/sag) zayif-i¢ ideal oldugu ispatlanmis; ancak karsitinin her zaman dogru olmadig: bir
aksi ornek ile gosterilmistir. Her idempotent EK-hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ idealin bir
EK-hemen hemen alt yarigrup oldugu kanitlanmistir. Ayrica, esnek kiimenin idempotent
oldugu durumda, EK-hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal ile EK-hemen hemen (sol/sag)
idealin birbirine denk oldugu gosterilmistir. EK-hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideallerin
sonlu esnek birlesimlerinin de bir EK-hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal oldugu
gosterilmis; anca esnek kesisimlerinin her zaman bir EK-hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢
ideal olmadigin1 gosteren bir 6rnek verilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt
kiimesi bir hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal ise bu kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun da bir EK-hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal oldugu ve bunun karsitinin
da gegerli oldugu bir teorem ile gosterilmistir ve drneklendirilmistir. Bir EK-hemen hemen
(sol/sag) zayif-i¢ idealin destek kiimesinin de bir hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal
oldugu gosterilmistir. Bos kiimeden farkli bir kiimenin bir minimal hemen hemen (sol/sag)
zayif-i¢ ideal olmasi ile bu kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun bir minimal EK-
hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal olmasi arasinda ¢ift gerektirme iligkisi elde edilmistir.

Ayrica, bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu
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bir EK-asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal ise o kiimenin bir
asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal oldugu teoremler ile

kanitlanmustir.

Sekizinci bolimde, EK-hemen hemen bi-i¢ idealler ve EK-zayif hemen hemen bi-i¢ idealler
tanitilmis, saglayan ve saglamayan ornekleri verilmis, esnek kiime teorisinde var olan tiim
Ozellikler bu idealler iizerinde ayrintili sekilde incelenmistir. Bu dogrultuda, baz1 kayda
deger sonuglar elde edilmistir. Ornegin, bir EK-zay1f hemen hemen bi-i¢ idealin, EK-hemen
hemen bi-i¢ idealin genellemesi oldugu sonucuna ulasilmig; ancak karsitinin her zaman
dogru olmadig1 bir aksi 6rnek ile gosterilmistir. Bir EK-bi-i¢ idealin, gerekli sartlar altinda
bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal oldugu gézlemlenmis; ancak karsitinin her zaman dogru
olmadig bir aksi drnek ile gosterilmistir. Bir EK-hemen hemen bi-i¢ idealin, bir EK-hemen
hemen bi-ideal ve EK-hemen hemen i¢ ideal oldugu ispatlanmis; fakat karsitlarinin her
zaman dogru olmadig1 birer aksi drnek ile gdsterilmistir. Idempotent bir EK-hemen hemen
bi-i¢ idealin, hem bir EK-hemen hemen alt yarigrup hem bir EK-hemen hemen tri-ideal hem
de bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal oldugu kanitlanmistir. EK-hemen hemen bi-i¢ ideallerin
sonlu esnek birlesimlerinin de bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal oldugu gdsterilmis; ancak
esnek kesisimlerinin her zaman bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal olmadigini gosteren bir
ornek verilmistir. Bos kiimeden farkli bir kiime bir hemen hemen bi-i¢ ideal ise bu kiimenin
esnek karakteristik fonksiyonunun da bir EK-hemen hemen bi-i¢ ideal oldugu ve bunun
karsitinin da gegerli oldugu bir teorem ile gosterilmistir ve Orneklendirilmistir. Bir EK-
hemen hemen bi-i¢ idealin destek kiimesinin de bir hemen hemen bi-i¢ ideal oldugu
gosterilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin bir minimal hemen
hemen bi-i¢ ideal olmasi ile bu kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun bir minimal EK-
hemen hemen bi-i¢ ideal olmasi arasinda ¢ift gerektirme iliskisi elde edilmistir. Ayrica, bir
yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu bir EK-asal
(yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen asal bi-i¢ ideal ise o kiimenin bir hemen asal (yar1

asal, kuvvetli asal) hemen bi-i¢ ideal oldugu teoremler ile kanitlanmistir.

Dokuzuncu boliimde, EK-hemen hemen bi-quasi idealler ve EK-zayif hemen hemen bi-quasi
idealler tanitilmis, saglayan ve saglamayan 6rnekleri verilmis, esnek kiime teorisinde var
olan tiim 6zellikler bu idealler {izerinde ayrintili sekilde incelenmistir. Bu kapsamda, bazi

dikkate deger sonuglar elde edilmistir. Ornegin, bir EK-zay1f hemen hemen bi-quasi idealin,
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EK-hemen hemen bi-quasi idealin genellemesi oldugu sonucuna ulagilmistir. Bir EK-bi-
quasi idealin, gerekli sartlar altinda bir EK-hemen hemen bi-quasi ideal oldugu
gozlemlenmis; ancak karsitinin her zaman dogru olmadigi bir aksi 6rnek ile gosterilmistir.
Bir EK-hemen hemen (sol/sag) bi-quasi idealin, bir EK-hemen hemen (sol/sag) ideal oldugu
gosterilmistir. Ayrica, bir EK-hemen hemen (sol/sag) bi-quasi idealin, bir EK-hemen hemen
bi-ideal oldugu ispatlanmis; fakat karsitinin her zaman dogru olmadigi bir aksi ornek ile
gosterilmistir. idempotent bir EK-hemen hemen (sol/sag) bi-quasi idealin; bir EK-hemen
hemen alt yarigrup, bir EK-hemen hemen (sol/sag) zayif-i¢ ideal, bir EK-hemen hemen tri-
ideal ve bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal oldugu kanitlanmistir. EK-hemen hemen (sol/sag)
bi-quasi ideallerin sonlu esnek birlesimlerinin de bir EK-hemen hemen (sol/sag) bi-quasi
ideal oldugu gosterilmis; ancak esnek kesisimlerinin her zaman bir EK-hemen hemen
(sol/sag) bi-quasi ideal olmadigini gosteren bir 6rnek verilmistir. Bos kiimeden farkli bir
kiime bir hemen hemen (sol/sag) bi-quasi ideal ise bu kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun da bir EK-hemen hemen (sol/sag) bi-quasi ideal oldugu ve bunun karsitinin
da gecerli oldugu bir teorem ile gosterilmistir ve drneklendirilmistir. Bir EK-hemen hemen
(sol/sag) bi-quasi idealin destek kiimesinin de bir hemen hemen (sol/sag) bi-quasi ideal
oldugu gosterilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin bir minimal
hemen hemen (sol/sag) bi-quasi ideal olmasi ile bu kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun bir minimal EK-hemen hemen (sol/sag) bi-quasi ideal olmasi arasinda ¢ift
gerektirme iligkisi elde edilmistir. Ayrica, bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt
kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu bir EK- asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen
hemen (sol/sag) bi-quasi ideal ise o kiimenin bir asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen

(sol/sag) bi-quasi ideal oldugu teoremler ile kanitlanmastir.

Onuncu bolimde, EK-hemen hemen tri-bi-idealler tanitilmis, saglayan ve saglamayan
ornekleri verilmis, esnek kiime teorisinde var olan tiim 6zellikler bu idealler iizerinde
ayrintili sekilde incelenmistir. Bu baglamda, bazi dikkat cekici sonuclar elde edilmistir.
Ornegin, bir EK-tri-bi-idealin, gerekli sartlar altinda bir EK-hemen hemen tri-bi-ideal
oldugu ispatlanmig; ancak karsitinin her zaman dogru olmadigi bir aksi ornek ile
gosterilmistir. Her idempotent EK-hemen hemen tri-bi-idealin bir EK-hemen hemen alt
yarigrup oldugu kanitlanmistir. Ayrica, esnek kiimenin idempotent oldugu durumda, EK-
hemen hemen tri-bi-ideal ile EK-hemen hemen bi-idealin birbirine denk oldugu ve EK-

hemen hemen tri-bi-ideal ile EK-hemen hemen ftri-idealin birbirine denk oldugu



173

gosterilmistir. EK-hemen hemen tri-bi-ideallerin sonlu esnek birlesimlerinin de bir EK-
hemen hemen tri-bi-ideal oldugu gosterilmis; ancak esnek kesisimlerinin her zaman bir EK-
hemen hemen tri-bi-ideal olmadigini gosteren bir 6rnek verilmistir. Bos kiimeden farkli bir
kiime bir hemen hemen tri-bi-ideal ise bu kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun da bir
EK-hemen hemen tri-bi-ideal oldugu ve bunun karsitinin da gegerli oldugu bir teorem ile
gosterilmistir ve 6rneklendirilmistir. Bir EK-hemen hemen tri-bi-idealin destek kiimesinin
de bir hemen hemen tri-bi-ideal oldugu gosterilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir
alt kiimesi bir minimal hemen hemen tri-bi-ideal olmasi ile bu kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun bir minimal EK-hemen hemen tri-bi-ideal olmasi arasinda ¢ift gerektirme
iliskisi elde edilmistir. Ayrica, bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu bir EK asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen tri-bi-ideal ise o
kiimenin bir asal (yar1 asal, kuvvetli asal) hemen hemen bi-ideal oldugu teoremler ile

kanitlanmistir.

Yarigruplar, matematiksel yapilar olarak bir¢cok alanda temel rol oynamaktadir ve bu
yapilarin analizinde ideallerin rolii olduk¢a 6nemlidir. Bu baglamda, yarigruplarin esnek
kesigimsel idealleri, klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime teorisi arasindaki iliskileri
kesfetmemize yardimci olur ve dikkate deger bir inceleme alani sunar. Bu acidan,
yarigruplarin ¢esitli esnek kesisimsel idealleri ve esnek kesisimsel hemen hemen ideallerinin
tanimlandig1 bu calismanin, yarigrup teorisi ve esnek kiime teorisine Onemli katkilar
sagladigin1  diislinliyor; gelecek calismalarin Onilinli agmasini ve arastirmalara yol
gdstermesini umuyoruz. Ilerleyen zamanlarda, yarigruplarin esnek kesisimsel tri-idealleri,
tri-bi-idealleri, esas idealleri gibi gesitli esnek kesisimsel idealleri ve bu ideallerin regiiler,
ic-regiiler, sol (sag) basit yarigruplar, sol (sag) sifir yarigruplar, yar1 basit yarigruplar gibi

bazi yarigrup tiirleri tizerindeki karakterizasyonlari ile ilgili bazi ¢alismalar yapilabilir.
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