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OZET

Bu tez, Molodstov tarafindan belirsizlikleri igeren problemleri modellemek icin ortaya atilan esnek
kiime teorisi alaninda yapilan bir ¢alismadir. Bu galismada esnek kiime teorisine katkida bulunmak
amaciyla, yarigruplarin ii¢ farkli esnek kesisimsel (hemen hemen) ideali tamitilmus, klasik
yarigruptaki ideallerden yola ¢ikarak idealler arasindaki gecislerin esnek kiime teorisindeki
yansimalar1 incelenip elde edilen sonuglar sistemli bir sekilde sunulmustur. Alt1 boliimden olusan bu
caligmada birinci boliimde, yarigruplar, esnek kiimeler, yarigruplar, yarigruplarin idealleri ile ilgili
literatiirde yer alan calismalara yer verilmistir. Ikinci béliimde, bu tez ¢alismasinda kullanilan
yarigruplar, yarigruplarin idealleri ve hemen hemen idealleri, esnek kiimeler, yarigruplarin esnek
(hemen hemen) kesisimsel idealleri ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde,
yarigruplarin esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ idealleri tanimlanmus, 6rneklendirilmis ve yarigruplarin
diger esnek kesisimsel ideallerle arasindaki iliskiler kesfedilmistir. Bir yarigrubun her esnek
kesisimsel bi-idealinin, esnek kesisimsel i¢ idealinin, esnek kesisimsel sol (sag) idealinin, esnek
kesisimsel quasi-idealinin, esnek kesisimsel bi-i¢ idealinin, esnek kesisimsel sol (sag) bi-quasi
idealinin ve esnek kesisimsel sol (sag) quasi-i¢ idealinin bir esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideal
oldugu, gerekli sartlar saglandiginda karsitlarinin da dogru olabilecegi teoremlerle ispatlanmustir.
Ayrica bi-quasi-i¢ ideal olan bir altyarigubun esnek karakteristik fonksiyonunun esnek kesisimsel bi-
quasi-i¢ ideal oldugu ve karsitinin da dogru oldugu ispatlanmistir. Béylece klasik yarigrup teorisi ile
esnek kiime teorisi arasinda 6nemli bir baglanti bulunmustur. Dérdiincii boliimde, yarigruplarin
esnek kesisimsel hemen hemen i¢ idealleri, besinci boliimde yarigruplarin esnek kesigimsel hemen
hemen bi-quasi-i¢ idealleri tamimlanmug, Orneklendirilmistir ve oOzellikleri incelenmistir. Bir
yarigrubun bostan farkli bir alt kiimesi hemen hemen ig ideal (bi-quasi-i¢ ideal) ise bu kiimenin esnek
karakteristik fonksiyonun esnek kesisimsel hemen hemen i¢ ideal (bi-quasi-i¢ ideal) oldugu
gosterilmistir. Ayrica klasik yarigrup teorisindeki bir hemen hemen idealin minimalligi, asallig1, yar1
asallig1, kuvvetli asalligi ile ilgili tanimlar ve teoremler esnek kiime teorideki esnek kesisimsel hemen
hemen ideallere de aktarilarak 6nemli gegiselr elde edilmistir. Son boliim olan altinc1 boliimde elde
edilen sonuglar ve ¢alismanin sonuglarinin 6nemi tartigilmstir.
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ABSTRACT

This thesis is a study in the field of soft set theory, which was proposed by Molodstov to model
problems involving uncertainty. In this study, in order to contribute to soft set theory, we introduce
three different soft intersection (almost) ideals of semigroups, examine the reflections of transitions
between ideals in classical semigroup theory, and present the findings in a systematic manner. This
thesis consists of six chapters. In the first chapter, literature related to semigroups, soft sets,
semigroups, and the ideals of semigroups are reviewed. The second chapter covers the fundamental
concepts related to the semigroups, the ideals and almost ideals of semigroups, soft sets, and soft
intersection (almost) ideals of semigroups used in this thesis. In the third chapter, the concept of soft
intersection bi-quasi-interior ideals of semigroups are defined, illustrated with examples, and the
significant relationships of these soft intersection ideals between other soft interection ideals of
semigroup are explored. It is proven with theorems that every soft intersection bi-ideal, soft
intersection interior ideal, soft intersection left (right) ideal, soft intersection quasi-ideal, soft
intersection bi-interior ideal, soft intersection left (right) bi-quasi ideal, and the soft intersection left
(right) quasi-interior ideal is a soft intersection bi-quasi-interior ideal of a semigroup, and that the
converses may hold under certain conditions. Additionally, it is shown that the soft characteristic
function of a subgroup of a semigroup, which is a bi-quasi-interior ideal, is a soft intersection bi-
quasi-interior ideal of a semigroup and vice versa. Thus, an important connection between classical
semigroup theory and soft set theory is established. In the fourth chapter, the concept of soft
intersection almost interior ideals of semigroups are defined. The fifth chapter introduces and
illustrates the soft intersection almost bi-quasi-interior ideals of semigroups. It is demonstrated that
the soft characteristic functions of a nonempty subset of a semigroup that is almost interior (bi-quasi-
interior) ideal is a soft intersection almost interior (bi-quasi-interior) ideal of a semigroup,
respectively. Furthermore, the definitions and theorems regarding the minimality, primeness,
semiprimeness, and strongly primeness of an almost ideal of a semigroup are generalized to soft
intersection almost ideals of semigroups. The sixth and final chapter discusses the results obtained
and the significance of the findings of this study.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

)] Bos kiime

€ Elemanidir
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3 Varliksal niceleyici, en az bir
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U Birlesim igslemi

2 Kapsar
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Z Alt kiime degil

c Esnek alt kiime

S Tiim EK-yarigruplarin kiimesi
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Sa A’nin esnek karakteristik fonksiyonu
n Esnek kesisim islemi



Im(fs)
U(fs; @)
Y(fs)

supp(fs)

Kisaltmalar

EK

Ve islemi

Veya islemi

Kartezyen ¢arpim islemi
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1. GIRIS

Giinliik yagsamda karsilastigimiz birgok durum, kesinlikten uzaktir ve bu tiir belirsizlikleri
aciklamak ve tanimlamak zordur. Ozellikle, "dar ev", "biiyiik ¢anta", "pahal1 araba" gibi
ifadeler, kisisel algilara dayali subjektif tanimlamalardir ve her birey i¢in farkli anlamlar
tagiyabilir. Bu belirsizlikleri modellemek, klasik matematiksel yaklasimlarla, yani
Aristoteles mantigiyla, oldukga karmasiktir. Belirsiz konular1 anlamak ve ¢6zmek amaciyla
farkli bilim dallarindan bir¢ok arastirma yapilmis ve yeni teoriler gelistirilmigtir. Olasilik
teorisi, bulanik kiime teorisi, kaba kiime teorisi ve aralik matematigi gibi matematiksel
teoriler, bu belirsizlikleri modellemek i¢in ortaya ¢ikmistir. Bu teoriler arasinda, en yaygin
kullanilan yontemlerden biri, Zadeh (1965) tarafindan 1965'te gelistirilen bulanik kiime
teorisidir. Ancak, bulanik kiime islemleri farkli matematikgiler tarafindan farkli sekillerde
tanimlandigindan, ayni problemler igin farkli sonuglar elde edilebilmektedir. Bu yapisal
zorluklar ve belirsizligin kisisel algilardan bagimsiz bir sekilde modellenmesi gerekliligi,
yeni kiime teorilerinin gelistirilmesine yol agmistir. 1999 yilinda Molodtsov (1999), bu
belirsizliklerle basa ¢ikmak i¢in daha objektif bir yaklasim olan esnek kiime teorisini

onermistir. Esnek kiime teorisi, belirsizlikleri daha etkili ve tutarli bir sekilde modellemek

i¢in matematiksel bir ara¢ sunmaktadir.

Molodtsov'un esnek kiime teorisini gelistirmesi, bircok farkli alanda bu teoriye dayali
arastirmalarin yapilmasina olanak saglamistir ve bu calismalar literatiire onemli katkilarda
bulunmustur. 1999 yilinda esnek kiimeleri tanitan Molodtsov, esnek kiime islemleriyle ilgili
ilk caligmalar1 baglatmistir. Bu ¢alismasinda, 6zellikle kartezyen ¢arpim kiimeleri i¢in temel
esnek kiime islemlerini tanitarak, esnek kiime teorisinin temellerini atmistir. Bu adim, esnek
kiime teorisinin gelisimi ve uygulama alanlarinin genislemesi agisindan 6énemli bir doniim
noktast olmustur. Maji, Biswas ve Roy (2003), esnek kiime literatiiriine 6nemli katkilarda
bulunarak, esnek alt kiimeler, esnek kiimelerin esitligi, esnek tiimleyen, bos esnek kiime ve
evrensel esnek kiime kavramlarini tanitmiglardir. Ayrica, esnek "ve" ve "veya" islemleri ile
esnek birlesim ve esnek kesisim islemlerini de incelemislerdir. Pei ve Miao (2005), esnek
tabanli bilgi sistemleri {izerine yaptiklar1 arastirmalarda, Maji ve digerlerinin (2003) esnek
kiimeler i¢in 6nerdigi kesisim ve alt kiime kavramlarindan farkli bir yaklasim gelistirmistir.
Aktas ve Cagman (2007), esnek grup, esnek alt grup ve esnek homomorfizma kavramlari

iizerine caligmalar yaparak, esnek cebirsel yapilar konusundaki ilerleyen arastirmalara zemin



hazirlamitir. Ozellikle Park, Jun ve Oztiirk'iin (2008) esnek cebirsel kavramlar {izerine
yaptiklari ¢alismalar, bu alandaki 6nemli katkilardan biri olmustur. Ali, Feng, Liu, Min ve
Shabir (2009), Maji ve digerlerinin (2003) esnek kiime islemlerine iligskin bazi problemli
durumlar diizelterek literatiire yeni ve onemli esnek kiime islemleri kazandirmistir. Bu
islemler arasinda kisitl birlesim, kisitl kesisim, kisitli fark ve esnek kiimelerin genisletilmis
kesisimi yer almaktadir. Cagman ve Enginoglu (2010), Molodtsov’un 1999 yilinda ortaya
koydugu esnek kiime tanimini ve islemlerini, yapilacak caligmalara daha saglam bir temel
olusturmak ve kolaylastirmak amaciyla yeniden tanimlamustir. Sezgin ve Atagiin (2011b),
temel esnek kiime islemlerini derinlemesine incelemis ve esnek kiimeler i¢in daha once ele
alimmamisg olan kisith simetrik fark islemini tanitarak, bu islemin 6zelliklerini ayrintili bir
sekilde arastirmistir. Zhu ve Wen (2013), klasik cebirdeki kiimelerin temel 6zelliklerinin
esnek kiime teorisinde de gecerli oldugunu gostermistir. Sezgin, Shahzad ve Mehmood
(2019), esnek kiime islemlerine bir yenisini ekleyerek genisletilmis fark islemini tanimlamis
ve bu islemin ozelliklerini ile diger esnek kiime islemleriyle olan iliskisini incelemistir.
Stojanovic (2021), genisletilmis simetrik fark islemlerini tanitarak, bu islemlerin
ozelliklerini detayli bir sekilde arastirmis ve literatiirdeki boslugu doldurmustur. Yapilan
aragtirmalara bakildiginda, esnek kiime islemlerinin kisitlanmis ve genisletilmis islemler
olarak iki ana kategoriye ayrildigi goriilmektedir. Cagman (2021), kiimelerin kosullu
tiimleyenlerini ve bu kavramlarin grup teorisine uygulamalarini agiklamis, bu ¢alismadan
ilham alarak Sezgin, Cagman, Atagiin ve Aybek (2023c¢), yeni ikili kiime islemleri {izerinde
arastirmalar yapmistir. Aybek (2024) ise, yeni ikili kiime islemlerini esnek kiimeye entegre
ederek, kisitlanmis ve genisletilmis esnek kiime islemlerini tanimlamis, bu islemlerin
ozelliklerini incelemis ve diger esnek kiime islemleriyle olan iliskilerini arastirmistir.
Akbulut (2024), Demirci (2024) ve Sarialioglu (2024), yeni bir esnek kiime islemi olan
tiimleyenli esnek ikili parcalanis islemleri iizerinde ¢alismalar yapmistir. Yavuz (2024) ise,
esnek kiime teorisine katki saglayarak, esnek ikili parcali birlesim, kesisim, gama, lamda,
teta, y1ldiz ve art1 gibi yeni islemleri tanimlamis ve bu islemlerin 6zelliklerini ayrintili bir
sekilde incelemistir. Bu islemler ve 6zellikleri iizerine bir¢ok arastirma gergeklestirilmis
olup, Sezgin ve Demirci (2023), Sezgin ve Sarialioglu (2024), Sezgin ve Yavuz (20233,
2023b), Sezgin ve Aybek (2023), Sezgin ve Atagiin (2023), Sezgin, Aybek ve Atagiin
(2023a), Sezgin, Aybek ve Giingor (2023b), Sezgin ve Caligict (2024) ile Sezgin ve Cagman
(2024) gibi yazarlar, bu islemler ve kavramlar iizerine kapsamli ve derinlemesine ¢alismalar

yapmiglardir.



Literatiirde, esnek cebirsel yapilarla ilgili olarak esnek kiimeler ve islemler kullanilarak
bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Aktas ve Cagman (2007), esnek kiimeler, bulanik kiimeler ve
yaklasik kiimeler arasindaki iliskileri karsilagtirmis ve esnek grup teorisinin temel
kavramlarini literatiire kazandirmistir. Esnek grup yapisina ait esnek alt gruplar, normal
esnek alt gruplar ve esnek grup homomorfizmasi gibi cebirsel yapilarin ayrintili tanimlarimi
sunmusglar ve ayni zamanda esnek kiimeler ile bulanik ve kaba kiimeler arasindaki
baglantilar1 incelemistir. Jun (2008), esnek BCK/BCI cebirleri ve esnek alt cebirler
kavramlarini tanimlayarak bu yapilar iizerinde ¢alismalar yapmustir. Jun ve Park (2008),
BCK/BCI cebirlerinin cebirsel yapisini esnek kiime teorisine uygulayarak, bu cebirlerdeki
esnek kiimelerin cebirsel 6zelliklerini incelemistir. Feng, Jun ve Zhao (2008) ise esnek yarim
halka kavramini tanitarak, esnek kiimelerdeki 6zellikleri yarim halka yapilarina uyarlamistir.
Sun, Zhang ve Liu (2008), modiiller ve Molodtsov'un esnek kiime tanimini kullanarak esnek
modiiller kavramini gelistirmistir. Acar, Koyuncu ve Tanay (2010), esnek halka kavramini
tanimlamis, esnek halka ideallerini ve bu yapilarin temel 6zelliklerini incelemistir. Sezgin
ve Atagiin (2011a), esnek gruplar ve normalist esnek gruplar iizerine ¢caligmalar yaparak bu
alana katki saglamistir. Aynm1 yil, Sezgin, Atagiin ve Aygiin (2011) esnek yakin halkalar
lizerine aragtirmalar yapmustir. Cagman, Citak ve Aktas (2012), gesitli esnek cebirsel
yapilarin incelenmesine katki saglayan esnek-int gruplar kavramini tanitmistir. Devirli esnek
gruplar konusunda ise Aktas ve Ozlii (2014) énemli ¢alismalar yapmistir. Cagman ve
Enginoglu'nun (2010) gelistirdigi yeni esnek kiime tanimini temel alarak, Sezer, Cagman ve
Atagiin (2014), yarigruplarin esnek kesisimsel ideallerini ele almig ve i¢ ideal, quasi-ideal
ve genellestirilmis bi-ideal kavramlarin1 tanimlayarak, bu yapilar arasindaki iliskileri ve
ozellikleri incelemistir. Sezer, Cagman, Atagiin, Ali ve Tiirkmen (2015b) ise, yarigruplarin
esnek kesisimsel yarigruplarini, esnek kesisimsel ideallerini ve esnek kesisimsel bi-
ideallerini tanimlayarak, bu yapilarin 6zelliklerini ve birbirleriyle olan baglantilarini ayrintili
bir sekilde arastirmistir. Ayrica, regiiler, i¢-regiiler, tamamen regiiler, zayif regiiler ve quasi-
regliler gibi kavramlar1 da bu ideallerle iliskilendirerek karakterize etmistir. Ullah, Ahmad,
Karaaslan, Hayat ve Rashad (2018a), esnek kesisimsel AG gruplarinin tanimini yapmustir.
Ullah, Karaaslan ve Ahmad (2018b), esnek birlesimsel grup kavramini, esnek birlesimsel
AG-grubunu da i¢ine alacak sekilde genisletmistir. Karaaslan (2019) ise AG-Groupoid,
AG*-Groupoid ve AG-Band yapilar i¢in esnek kiime ailelerinin tanimini sunmus, bu
yapilarin bazi 6zelliklerini inceleyerek esnek idempotent eleman, esnek kesisimli AG-bandi,

sol (sag) baglantili esnek kiime, esnek kesisimsel ideal ve esnek kesisimsel AG-grupoidinin



esnek asal ideali gibi yeni kavramlar onermistir. Karaaslan, Ullah ve Ahmed (2021) ise
normal bipolar esnek alt grup kavrami lizerinde ¢alismalar yaparak, bu gruplarin 6zelliklerini
tanmimlamis ve elde ettikleri sonuglari literatiire kazandirmistir. Sezgin ve Orbay (2022), yari
basit yarigruplar, duo yarigruplar, sag (sol) sifir yarigruplar, sag (sol) basit yarigruplar ve sol
(sag) basit yarigruplarin yar1 kafesi, sol (sag) gruplarin yar1 kafesi ve gruplarin yar1 kafesi
gibi yarigrup siniflarini bazi esnek kesisimsel idealler agisindan inceleyerek bu yapilarin yari
kafesler ve gruplar lizerindeki Ozellikleriyle birlikte karakterize etmistir. Ayrica, cebirsel
yapilarin esnek kiime formlari lizerine pek ¢ok 6nemli ¢alisma, Sezer (2014a, 2014b), Sezer,
Cagman ve Atagiin (2015a), Mustuoglu, Sezgin ve Tiirk (2016), Tungay ve Sezgin (2016),
Sezer ve Atagiin (2016), Sezgin, Cagman ve Atagiin (2017), Mahmood, Rehman ve Sezgin
(2018), Atagiin ve Sezgin (2018), Sezgin (2018), Jana, Pal, Karaaslan ve Sezgin (2019),
Ozlii ve Sezgin (2020) ve Sezgin, Atagiin, Cagman ve Demir (2022) gibi matematikgiler
tarafindan literatlire kazandirilmistir. Bu ¢alismalar, cebirsel yapilarin farkl tiirleri ve bu
yapilarin esnek kiime teorisiyle olan iligkilerini derinlemesine inceleyerek, alana 6nemli

katkilarda bulunmuslardir.

Yarigruplar, cebirsel yapilar arasinda yer alip, bilgisayar bilimleri, kodlama teorisi, otomata
teorisi ve matematigin bir¢ok farkli dalinda 6nemli bir rol oynayarak, cebirsel yapilarin
temel taslarini olusturur. 1900'lerin baslarindan itibaren arastirilmaya baslanan yarigruplar,
dogrusal zamanla degigsmeyen sistemler ve sonlu otomata teorisi ile baglantilidir, bu nedenle
bu yapilarin incelenmesi teorik bilgisayar bilimi agisindan biiylik 6nem tasimaktadir.
Cebirsel yapilarin daha derinlemesine incelenmesi ve uygulanabilirliginin artirilmasi igin,
bu yapilardaki ideallerin genellestirilmesi kritik bir adim olarak 6ne ¢ikmaktadir. Pek ¢ok
matematikei, ideal kavraminin cebirsel yapilardaki farkli uzantilarin1 gelistirmis, bu alanda
onemli sonuglar elde etmis ve cebirsel yapilarin 6zelliklerini daha iyi anlamamiza katki
saglamistir. Dedekind, ilk olarak cebirsel yapilarin incelenmesini kolaylastirmak i¢in ideal
kavramini ortaya atmistir. Bu kavram daha sonra Noether tarafindan birlesmeli halkalara

genellestirilmistir.

Yarigruplarin bi-ideali ilk olarak Good ve Hughes (1952) tarafindan onerilmistir. Quasi-
ideal fikri ise ilk olarak Steinfeld (1956) tarafindan yarigruplar i¢in ve daha sonra halkalar
icin gelistirilmistir. Yapilan c¢alismalar sonucunda, sol ve sag ideallerin bir genellemesi

olarak kabul edilen quasi-ideallerin, aslinda bi-idealler olarak genellenebilecegi



gosterilmistir. Ardindan yarigruplarin i¢ idealleri kavrami Lajos (1976) tarafindan ortaya
atilmig ve Szasz (1977, 1981) tarafindan ayrintili olarak incelenmistir. Bu g¢alismalar
sonucunda herhangi bir cebirsel yapinin i¢ idealinin, idealinin bir genellemesi oldugu

gorilmiistiir.

Yarigruplarin ideallerinin genellestirilmesi daha ileri arastirmalar i¢in gereklidir. Bu nedenle
“hemen hemen” idealler kavrami ortaya atilmistir. Hemen hemen idealler ile ilgili ilk
caligmalar Grosek ve Satko (1980) tarafindan yarigruplarin hemen hemen sol (sag) idealleri
kavrami arastirilarak baglamistir. Daha sonra Bogdanovic (1981) hemen hemen bi-ideal ve
hemen hemen ideal kavramlarini tanitmistir. Son yillarda bu konuda yapilan ¢aligmalar ivme
kazanmistir. Wattanatripop, Chinram ve Changphas (2018) hemen hemen quasi-ideal;
Kaopusek, Kaewnoi ve Chinram (2020) hemen hemen i¢ ve zayif hemen hemen i¢ ideal;
lampan, Chinram ve Petchkaew (2021) hemen hemen alt yarigrup kavramlari iizerine

yaptiklari ¢alismalarla literatiire biiyiik katkilar saglamislardir.

Son yillarda Rao (2018a, 2018b, 2020a, 2020b) klasik yarigrup teoride bi-i¢ ideal, bi-quasi-
i¢ ideal, bi-quasi ideal ve quasi-i¢ ve zayif-i¢ ideal kavramlarini ortaya atmis ve 6zelliklerini
aragtirmigtir. Baupradist, Chemat, Palanivel ve Chinram (2021) klasik yarigrup teorisinde ve
bulanik kiime teorisinde biylik idealler kavrammi tamitmis ve Ozellikleriyle ilgili
arastirmalar yapmistir. Ayrica, Rao, Kona, Rafi ve Bolineni (2024) tarafindan yarigruplarin

tri-quasi idealleri ve Rao (2024a) tarafindan tri-idealleri {izerine ¢aligmalar yapilmistir.

Son donemde tanimlanan bu yeni ideallerin "hemen hemen" idealleri lizerine de cesitli
caligmalar yapilmistir. Kaopusek ve digerleri (2020) tarafindan yarigruplarda hemen hemen
i¢ ideal, Chinram ve Nakkhasen (2022a), hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal kavramini
tanimlamis ve Ozelliklerini incelemislerdir. Gaketem (2022) ve Chinram ile Nakkhasen
(2022b), hemen hemen bi-i¢ ideal kavramini literatiire kazandirmig ve bu idealin
ozelliklerini detayli bir sekilde arastirmistir. Ayrica, Gaketem ve Chinram (2023) hemen
hemen bi-quasi ideal kavramini tanitarak, bu yapmin o&zelliklerini incelemistir. Bu

caligmalar, ilgili alanda 6nemli katkilar saglamstir.

Yapilan caligmalar1 takip eden siiregte esnek kiime teorisindeki yarigruplarin esnek

kesisimsel idealleri ve bu ideallerin “esnek kesisimsel hemen hemen” genellemesi lizerinde



de calismalar yogunlasmstir. Sezgin ve Ilgin (2024a, 2024b, 2024e, 2024d, 2024c) sirastyla
yarigruplarin esnek kesigimsel hemen hemen alt yarigrup, esnek kesisimsel hemen hemen
ideal, esnck kesisimsel hemen hemen bi-quasi ideal, esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢
ideal, esnek kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ ideal kavramlarini literatiire kazandirmistir.
Sezgin ve Onur (2024) yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen bi-idealleri, Sezgin ve
Bas (2024) yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen i¢ idealleri iizerine ¢aligmalar
yapmustir. Sezgin ve Kocakaya (Baskida) yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen quasi
ideallerini ve Sezgin, Bas ve Ilgin (2025) yarigruplarm esnek kesisimsel hemen hemen bi-
quasi-i¢ ideallerini ortaya koymustur. Sezgin, Ilgin ve Atagiin (2024a) yarigruplarin esnek
kesisimsel hemen hemen tri-bi-ideali kavramini; Sezgin, Kocakaya ve Ilgin (2024b)
yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ig ideali kavramimni, Sezgin, Onur ve ilgin
(2024c) de yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen tri-ideali kavramlarini tanimlayip

ozelliklerini detaylica incelemistir.

Bir yarigrubun bi-ideal, quasi-ideal, i¢ ideal, bi-quasi ideal ve bi-i¢ idealinin genellemesinin
bi-quasi-i¢ ideal oldugu Rao (2018b) tarafindan ortaya konulmustur. Yarigruplarda bi-quasi-
i¢ idealin ozellikleri detayli bir sekilde incelenmis ve diger ideallerle iliskilerine bakilmaistir.
Ayrica bir yarigrubun bi-quasi-i¢ idealleri ile regiiler yarigruplari ve basit yarigruplari
karakterize edilip, bir yarigrubun regiiler veya basit olabilmesi igin bi-quasi-i¢ idealleri ile
baglantilar kurulmustur. Rao (2019), bi-quasi-i¢ ideal kavramini I'-yarihalkalarda bi-ideal,
quasi-ideal, i¢ ideal, bi-quasi ideal ve bi-i¢ idealinin genellemesi olarak 6zelliklerini ve diger
ideallerle iligkilerini caligmistir. Regiiler I'-yarihalkalar1 ve basit I'-yarthalkalar1 karakterize
etmis ve I'-yarthalkalarin regiiler veya basit olabilmesi i¢in gerekli olan sartlari incelemistir.
Ayni zamanda Rao (2024b, 2024c), I'-yarigruplarda ve yarihalkalarda da bi-quasi-i¢ idealin
ozelliklerini incelemis ve diger ideallerle iligkilerini arastirmistir. Regiilerlik ve basitlik
ozelliklerine gore I'-yarigruplart ve yarihalkalar1 karakterize etmis ve I'-yarigruplarin ve

yarthalkalarin regiiler veya basit olabilmesi i¢in gereken sartlari ortaya koymustur.

Bu tezde, yapilan literatiir taramasindan esinlenip var olan ¢alismalar gelistirilerek esnek
kiime teorisi i¢in bir yarigrubun “Esnek Kesisimsel Bi-quasi-i¢ Ideal” kavrami tanimlanmus,
orneklendirilmis, 6zellikleri ve diger esnek kesisimsel idealler ile olan iligkileri ayrintili bir
sekilde incelenmistir. Bir yarigrubun bir altgrubunun bi-quasi-i¢ ideal olmasi halinde bu

altyarigrubun esnek karakteristik fonksiyonunun da esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideal



oldugu ve karsitinin da dogru oldugu sonucuna ulasilmistir. Bu sayede klasik yarigrup teorisi
ve esnek kiime teorisi arasinda onemli bir baglanti kurulmustur. Bunlarin yani sira bir
yarigrubun esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ idealinin diger esnek kesisimsel ideallerle
iliskilerinin incelenmesi ile yarigrubun her esnek kesisimsel bi-idealinin, esnek kesisimsel
idealinin, esnek kesisimsel i¢ idealinin, esnek kesisimsel quasi-idealinin, esnek kesisimsel
bi-i¢ idealinin, esnek kesisimsel bi-quasi idealinin ve esnek kesisimsel quasi-i¢ idealinin bir
esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideal oldugu teoremlerle gosterilmis ve karsitlarinin olmadigi
aksine Orneklerle sunulmustur. Ayrica bir yarigrubun esnek kesisimsel bi-quasi-ig
ideallerinin esnek kesisimsel ¢arpim, esnek kesisim, esnek birlesim gibi kiime islemleri,
esnek goriintii ve esnek ters goriintii gibi kavramlar ile iliskileri ve bir yarigrubun regiilerligi

ile esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ idealligi arasindaki karsilikli iligkisi incelenmistir.

Bu tezde ayrica, Kaopusek ve digerleri (2020) tarafindan yarigruplarin hemen hemen i¢ ideal
ve Chinram ve Nakkhasen (2021) tarafindan yarigruplarda hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal
tizerine ¢alismalar g6z 6nilinde bulundurularak esnek kiime teorisinde yarigruplarin “Esnek
Kesisimsel Hemen Hemen i¢ idealleri” ve “Yarigruplarin Esnek Kesisimsel Hemen Hemen

Bi-quasi-i¢ Idealleri” kavramlar1 iizerine de calisilmustir.

Tezin ilk boliimiinde, yarigruplar ve yarigruplarin hemen hemen idealleri, esnek kiimeler,
yarigruplarinin esnek kesisimsel idealleri ve esnek kesisimsel hemen hemen idealleri
hakkinda detayli bir literatiir taramas1 gerceklestirilmistir. Bu tez boyunca kullanilan
yarigruplarin idealleri ve esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri ile alakali temel
kavramlar ikinci boliimde sunulmustur. Tezin 6zgiin boliimii olan {i¢iincii, dordiincii ve
besinci boliimlerinde sirasiyla, sirasiyla yarigruplarin esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideal,
esnek kesisimsel hemen hemen i¢ ideal ve esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideal tanimlari
yapilmis, bu tanimlanan esnek kesigsimsel ideallere o6rnekler verilmis, bu esnek kesisimsel
ideallerin birbirleriyle ve daha 6nceden galisilan diger ¢esitli esnek kesisimsel ideallerle
arasindaki iliskiler ortaya konulmustur. Bir¢ok c¢alismaya konu olan ideallerin klasik
yarigrup teorisindeki 6zelliklerinin esnek kiime teorisi ilizerindeki sonuglart arastirilmigtir.
Esnek kiime islemlerinin ve esnek goriintii, esnek ters goriintii kavramlarinin esnek
kesisimsel idealler iizerine yansimalart incelenmistir. Ayrica yarigruplarin farkli hemen
hemen idealleri ile esnek kesisimsel hemen hemen idealler arasinda, minimalite, asallik yar1

asallik ve kuvvetli asallik gibi 6nemli kavramlar agisindan anlamli iliskiler kurulmustur.



Altinct boliimde, elde edilen bulgular ve bu bulgularin tasidigi 6nemin tartigilmasi

yapilmustir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tez boyunca kullanilan yarigruplar ve esnek kiimeler ile ilgili temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

2.1. Yangruplar ve Yarigrup Cesitleri

Bu alt boliimde, yarigrup tanimi ve yarigruplarin bazi gesitlerine yer verilmistir. Clifford ve
Preston (1961: 58-62, 1967: 79-83), Petrich (1973: 59-70, 1977: 202-211, 1985), Howie
(1995: 103-109), Nagy (2013: 43-77), Grillet (1995: 101-108, 2013: 65-77), Aydin ve
Kandamar (2013: 3-71), Hacisalihoglu (2007: 163-204) kaynaklarindan yarigruplar
hakkinda daha detayl bilgilere ulasilabilir.

2.1.1 Tanim R bos olmayan bir kiime olmak {izere

M:R X R> R

fonksiyonuna, R kiimesi iizerinde bir (ikili) islem denir. Cebirde ikili islemler oldugu gibi,
birli islemler de tanimlanabilir. R bos olmayan bir kiime olmak iizere, R'den R'ye tanimli bir
fonksiyona birli iglem denir. Birli islemler tek degiskenli fonksiyonlar iken, ikili iglemler iki
degiskenli fonksiyonlardir. Bir kiime {izerinde tanimlanan igslem veya islemler, o kiime ile
birlikte bir cebirsel yap1 olusturur. Cebirsel yapilar, ayn1 zamanda matematiksel yapilar ya

da matematiksel sistemler olarak da adlandirilmaktadir.
2.1.2. Tanim R bos olmayan bir kiime ve © bu kiime {izerinde bir ikili islem olmak {izere
hern, d,t € Ricin (n®d)@®t = n®(d®t) sartin1 saglayan (R, ®) cebirsel yapisina yari

grup denir.

Bu tez boyunca aksi belirtilmedigi siirece, n.®d yerine nd yazilip, (R, ) yerine de R

kullanilacaktir.

2.1.3. Ornek 7 tam sayilar olmak iizere (Z,0) islemi x o y = min{x, y} seklinde tanimlansin.
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(x o y) o z = min{min{x, y}, z} = min{x,y, z} = min{x, {y, Z}} =xo(yo2z)
oldugundan (Z,°) cebirsel yapisi bir yarigrup olusturur.

2.1.4. Tanim Bir S yarigrubu,
e Herl,n € S i¢in, Ln. = nl ise degismeli yarigrup,
e Herl € Sigin, L2 = L ise band (idempotent yarigrup),
e Herl € Sigin, L2 = L ve her n, t € S i¢in nt = tn ise yarikafes (degismeli band),
e Birim elemana sahip bir yarikafes ise sinirl yarikafes,

e Bir band olmak iizere, her L,n. € S i¢in, Lnl =L veya buna esdeger olarak her

t,9+ 2 € S icin, taz = tz ise dikdortgensel band,

e Her L,n€S icin, ln.=nl ve L* = an olacak sekilde en az t,o+ €S varsa

arsimedyan degismeli yarigrup,

e Herl,n €S icin, ln. = nl olmasi L = n olmasmi gerektiriyor ise higbir yerde

degismeli olmayan yarigrup,

e Herl,n € Sigin, (Lt)™ = tn olacak sekilde bir t € S ve pozitif bir m tamsayisi var

ise sol zayif degismeli yarigrup,

e Herl,n € Sigin, (Ln,)™ = tl olacak sekilde bir t € S ve pozitif bir m tamsayis1 var

ise sag zayif degismeli yarigrup,

e Hem sol zayif degismeli yarigrup hem de sag zayif degismeli yarigrup ise yani, her
L,n € S igin, (Ln,)™ = tl = n.a- olacak sekilde t,a € S ve pozitif bir m tamsayisi

var ise zayif degismeli yarigrup,

e Herl,n€S icin, Lln.=nl olmast en az bir £t €S icin, Ltn = ntl olmasini

gerektiriyor ise kosullu degismeli yarigrup,
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Her L, n € S i¢in, nl = (Ln,)™ olacak sekilde pozitif bir m tamsayisi var ise quasi

degismeli yarigrup,

Her L, n,t € S i¢in, Lnt = Ltn, ise sag degismeli yarigrup,
Her L, n,t € S i¢in, Lnt = nlt ise sol degismeli yarigrup,
Her L, n,t € S i¢in, Lnt = tnl ise digsal degismeli yarigrup,
Her L, n, £, o € S i¢in, Ln.ta = Ltno- ise orta yarigrup,

Her L,n,t € S i¢in, Ln, = tn olmasi L = t olmasini gerektiriyor ise sag sadelestirici

yarigrup,

Her L,n,t € S icin Ln. = Lt olmas1 n. = t olmasin1 gerektiriyor ise sol sadelestirici

yarigrup,

Hem sol sadelestirici yarigrup hem de sag sadelestirici yarigrup ise sadelestirici

yarigrup,
Her L € S i¢in, L = LxL olacak sekilde bir x € S var ise regiiler yarigrup,
Her | € S igin, . = nl2% olacak sekilde n,, t € S var ise i¢-regiiler yarigrup,
Her 1. € S igin, L. = nl.2 olacak sekilde n. € S var ise sol regiiler yarigrup,
Her 1. € S igin, L. = 1.2n, olacak sekilde n. € S var ise sag regiiler yarigrup,
Bir band olmak tizere, her L, n. € S igin, Lnl. = Ln, ise sol-regiiler band,

Bir band olmak tizere, her L, n. € S igin, Lnl = n.l ise sag-regiiler band,

Herl € Si¢in, L = Lnl ve Ln. = nl olacak sekilde bir n, € S var ise tamamen regiiler

yarigrup,

Her 1 € S igin, L™ = 1L™xL™ olacak sekilde bir x € S ve pozitif bir m tamsayisi var

ise k-regiiler yarigrup,
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e 0 € S yani yutan elemana sahip olmak iizere, L # 0 ve x = ln. =nl olmasi L = n,

olmasini gerektiriyor ise ilkel yarigrup,

e Herl € Si¢in, Lnl = L ve nln = n olacak sekilde L’nin tek bir n, tersi var ise ters

yarigrup,

e 0 € S yani yutan elemana sahip olmak iizere, her 1, n. € S i¢in, Ln. = 0 ise bos (sifir)

yarigrup,
e Herl,n € Sigin, Ln. = L ise sol sifir yarigrup,
e Herl,n € S i¢in, Ln. = n. ise sag sifir yarigrup,
e Kendisi diginda higbir sol idealini icermiyor ise sol basit yarigrup,
e Kendisi diginda higbir sag idealini igermiyorsa sag basit yarigrup

olarak adlandirilir.

2.1.5. Teorem S yarigrubu i¢in agsagidaki durumlar gecerlidir:

(1) S’nin bir sol (sag) basit yarigrup olmasi igin gerek ve yeter sart her f € S igin, Sf = S
(BS = S) olmasi yani, her a,f €S i¢in, f = xa (f = ax) olacak sckilde x € S

olmasidir.

(2) S’nin basit yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 5 € S i¢in, SBS = S olmasi yani,
her a, § € S i¢in, B = xay olacak sekilde x, y € S olmasidir.

2.1.6 Teorem S yarigrubu i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) S bir gruptur.

(2) S hem bir sol basit yarigrup hem de bir sag basit yarigruptur (Huntington, 1902).

2.2. Yanigruplarin Idealleri ve Hemen Hemen Idealleri

2.2.1. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi R,
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e RR C Rise S yarigrubunun bir alt yarigrubu,

e SRC R(RS CR)ise S yarigrubunun bir sol (sag) ideali; S yarigrubunun hem bir sol

ideali hem de bir sag ideali ise S yarigrubunun bir iki tarafli ideali (ideali),
e Bir alt yarigrup ve RSR € R ise S yarigrubunun bir bi-ideali (Good ve Hughes, 1952),
e SRS C Rise S yarigrubunun bir i¢ ideali (Lajos, 1976),
e SRNRS C RiseS yarigrubunun bir quasi-ideali (Steinfeld, 1956),

e SRR S R (RRS € R) ise S yarigrubunun bir sol (sag) zayif-i¢ ideali; S yarigrubunun hem
bir sol zayif-i¢ ideali hem de bir sag zayif-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir zayif-i¢ ideali

(Rao, 2020b),
e SRS NRSR < Rise S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali (Rao, 2018a),

e SRNRSRCSR (RSNRSR CSR) ise S yarigrubunun bir sol (sag) bi-quasi ideali; S
yarigrubunun hem bir sol bi-quasi ideali hem de bir sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun
bir bi-quasi ideali (Rao, 2020a),

e SRSR S R (RSRS € R) ise S yarigrubunun bir sol (sag) quasi-i¢ ideali; S yarigrubunun
hem bir sol quasi-i¢ ideali hem de bir sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir quasi-i¢
ideali (Rao, 2020b),

e RSRSR C Rise S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali (Rao, 2024b),

e RSRR C R (RRSR € R) ise S yarigrubunun bir sol (sag) tri-ideali; S yarigrubunun hem

bir sol tri-ideali hem de bir sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir tri-ideali (Rao, 2024a),

e RRSRR C Rise S yarigrubunun bir tri-bi-ideali (Rao, Kona, Rafi ve Bolineni, 2024)

olarak adlandirilir.

2.2.2. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi K,
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KKNK # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu (Iampan ve digerleri,
2021),

Herl € Sicin, LKN K # @ (KL N K # @) ise S yarigrubunun bir hemen hemen sol (sag)
ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol ideali hem de bir hemen hemen sag

ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen iki tarafli ideali (hemen hemen ideali)

(Grosek ve Satko, 1980),

Herl € S i¢in, KLK N K # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali (Bogdanovic,
1981),

Her L, n € S igin, LKn. N K # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ ideali; her L € S
icin LKLN K # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen hemen i¢ ideali (Kaopusek ve
digerleri, 2020),

Her L€ S igin, (LKNKL)NK S K ise S yarigrubunun bir quasi-ideali (Suebsung,
Chinram, Yonthanthum, Hila ve lampan, 2022),

Her L,n,t € S icin,(LKn N KtK) N K # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-i¢
ideali; her L € S i¢in, (LKL N KLK) N K # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen hemen
bi-i¢ ideali (Gaketem, 2022),

Her 1,n € S i¢in, (LK N KnK) N K # @ ((KL N KnK) N K # @) ise S yarigrubunun bir
hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol bi-
quasi ideali hem de bir hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir hemen

hemen bi-quasi ideali (Gaketem ve Chinram, 2023),

Herl,n € S igin, LKnK N K # @ (KLKn. N K # @) ise S yarigrubunun bir hemen hemen
sol (sag) quasi-i¢ ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol quasi-i¢ ideali hem

de bir hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-i¢

ideali (Sezgin ve digerleri, 2024Db),

Her L,n € S i¢in, KLKnK N K # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢
ideali; Her L € S icin KLKLK N K # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen hemen bi-
quasi-i¢ ideali (Chinram ve Nakkhasen, 2022a),
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e HerleSigin, KSKKNK # 0 (KKSKNK # @) ise S yarigrubunun bir hemen hemen
sol (sag) tri-ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol tri-ideali hem de bir hemen

hemen sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-ideali (Sezgin ve digerleri,

2024¢),

e Her LeS icin, KKSKKNK # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali
(Sezgin ve digerleri, 2024b)

olarak adlandirilir.
2.3. Esnek Kiimeler ve Temel Kavramlari
2.3.1. Tanim U baslangi¢ evrensel kiimesi, E parametreler kiimesi; P(U), U’nun kuvvet

kiimesi ve K S E olsun. Her y ¢ K icin £x(¥) = @ olacak seckilde #x:E — P(U)

fonksiyonuna, U iizerinde bir esnek kiime denir. O halde bir £ esnek kiimesi,

f = {(»f&(¥): y € E. & (y) € P(U)}

biciminde siral1 ikililerin kiimesidir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Bu tez boyunca, U tizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi Sg (U) ile gosterilecektir.

2.3.2. Tanim £x € Sg(U) olsun. Eger her y € E icin £ (3) = @ ise fx’ya bos esnek

kiime denir ve @ ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.3. Tanim fi € Sy (U) olsun. Eger her y € E i¢in £,(3) = U ise £k ya evrensel esnek kiime

denir ve Uy ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.4. Tanim S bir yarigrup olmak tizere her y € S icin f(y) = U ise £’ye S’ye gore bir

tam esnek kiime denir ve S ile gosterilir.

2.3.5. Tanim £4, £ € Sy (U) olsun. Her ¥ € S icin £, (%) S £5(y) ise £, esnek kiimesine £z nin

esnek alt kiimesi denir ve £, € £ seklinde gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
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2.3.6. Tanim Her ¥ € S icin, £, () = £5(¥) ise £, ve £5 esnek kiimelerine esnek esit kiimeler

denir ve £, = £5 ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.7. Tanim £4,£5 € Sg(U) olsun. £, ve £z esnek kiimelerinin esnek birlesimi £, U £, her

L € E igin

(£, Ufp)(L) = £4(L) U £5(L)

seklinde tanimlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.8. Tanim £4, f5 € Sy (U) olsun. £, ve £z esnek kiimelerinin esnek kesisimi £, N £5, her |, €

E icin

(k2 N Ex)(L) = £4(1) N £5(L)

seklinde tanimlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.9. Tanim £, f5 € Sg(U) olsun. £, ve £5 esnek kiimelerinin esnek A —¢arpimi £4 A £5, her

(x,y) € E X E igin

(4 N Ep)(x,y) = £4(x) N £ (Y)

seklinde tanimlanir (Maji ve digeleri, 2003).

2.3.10. Tanim £, £5 € S (U) olsun. £, ve £f5 esnek kiimelerinin esnek V — carpimi £, V £5,
her (x,y) € E X E igin

(£a VER)(x,y) = £4(x) U £(y)

seklinde tanimlanir (Maji ve digeleri, 2003).
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2.3.11. Tanim £, ve £ U lizerinde iki esnek kiime olsun. £, Ve £5 'nin esnek kartezyen carpimi
islemi s445: A X B —» P(U X U) fonksiyonu iizerinde her (a, b) € A X B igin s445(a,b) =
£4(a) X g(b) olacak sekilde £, X tz = 54,5 olarak tanimlanir (Babitha ve Sunil, 2010).

2.3.12. Tanim £4, 5 € S;(U) ve 1, A’den B’ye bir fonksiyon olsun. Bu durumda, £, nin ¢

altindaki esnek goriintiisii Y (£,), her x € B igin,

Oman@)={tﬁﬁ@Nk€Aw¢%)=ﬂ, x € P(A) ise
0,

diger durumlarda

seklinde tanimlanir ve £5’nin ¥ altindaki esnek 6n goriintiisii (ya da esnek ters goriintiisii)

Y~1(£5), her k € A igin,

(¥1¢)) (k) = £((0))
seklinde tanimlanir (Cagman ve digerleri, 2012).
2.3.13. Tanim £, U tizerinde bir esnek kiime ve @ S U olsun. £, nin tist « — kapsama kiimesi
U(f4: @) seklinde gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir (Sezgin, Cagman ve Citak,
2019).
Ulfpa) ={x€eA|£{,(x)2a}
2.3.14. Tanim £, € Sg(U)olsun. Bu durumda,

supp(f) = {y € Ki & () # 0}

seklinde tanimlanan supp(fx) kiimesine fi’nin destek kiimesi denir (Feng ve digerleri,

2008).

Destek kiimesi bos kiime olan bir esnek kiimenin bos esnek kiime oldugu aciktir; aksi

takdirde, esnek kiime bos esnek kiime degildir.
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2.3.15. Not £, £ € Sg(U) olsun. Bu durumda, £ € #x ise supp(fx) € supp(¥x) (Sezgin ve
Ilgin, 2024a).

2.3.16. Tanim K bir yarigrup ve £, ¥ € Sg(U) olsun. Her y € K i¢in

U {fx(x) N % ()}, eger ¥ = xy olacak sekilde 3x,y € Kvarsa
(o 5 (¥) = | yony
@, diger durumlarda

seklinde tanimlanan (£ o ) islemine £ Ve #;’nin esnek kesisimsel ¢arpimi denir (Sezer ve
digerleri, 2015b).

«

2.3.17. Ornek S = {i,0} kiimesi iizerinde Tablo 2.1 yardimiyla tanimlanan “ :: ” ikili islemi

ile (S, ::) cebirsel yapis1 bir yarigruptur.

{ ¥}
{ { ¥}
0 0 ¥}

Tablo 2.1. Ornek 2.3.15°teki “ == ” ikili islemi

U = D, = {e, x,y, yx} evrensel kiimesi lizerinde £; ve 5 esnek kiimesi,

fS = {(/L' {e, X}), (6' {e' X, y})}

& = {(0 {x, yx}), G, {yH}

seklinde tanimlansin.

~ o =

t =1t ved =1 = 0{ = 00 oldugundan,

(f5 0 £5) (D) = £5(D N £&5(D) = {e, x} N {x, yx} = {x}
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(£5 0 £5) (D) = {£(D) N £5(0)} U {£:(0) N45(D} U {£:(0) N45(D)} = 0 U {x} U {y} = {x, ¥}
elde edilir.

2.3.18. Teorem £, ¥k, px € Sx(U) olsun. O halde,
o (ko) o px = fi © (¥ ° Px)
o (fxoty) # (b © F)
o fio (4 Upr) = (o tx) U (i © pro) Ve (i Uty) o px = (i o px) U ( © px)
o fio (& Npr) = (g o tx) N (i © pro) Ve (i N &) o p = (i © ) N ( © Px)
o £y C #ygise fx o px € #x o px Ve Py © fx € py © 4

® Zy c *fK VE Sk c ty olacak sekllde Zx, Sk € SK(U) ise Zg © Sk c fK o i (Sezel’ ve

digerleri, 2015b).

2.3.19. Tanim K < S olsun. Bu durumda,

U, x€Kise
]

Sk (x) :{ , x €S\K ise

seklinde tanimlanan Sy esnek kiimesine, K 'nin esnek karakteristik fonksiyonu denir.

Sg’nin, U lizerinde bir esnek kiime oldugu agiktir, yani, Sx: S — P(U) (Sezer ve digerleri,

2015D).

S bir yarigrup olmak iizere, her x € S icin, fs(x) = U ise f; esnek kiimesinin § ile
gosterildigi, yani her x € S i¢in, S(x) = U oldugu bilinmektedir. O halde, S esnek
kiimesinin, S’nin esnek karakteristik fonksiyonu Sg esnek kiimesine denk oldugu, yani § =

Ss oldugu agiktir.



20

2.3.20. Sonug S,,, n.’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak iizere, supp(S,,) = n (Sezgin
ve Ilgin, 2024a).

2.3.21. Teorem G, B < S olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler saglanir:
i) G S B olmasi icin gerek ve yeter sart Sg € Sg olmasidur.
||) SG ﬁ SB = SGﬂB ve SG G SB = SGUB'

iii) Sg o Sg = Sgg (Sezer ve digerleri, 2015b; Sezgin ve Ilgin, 2024a).
2.3.22. Tanim x,y € S olsun. Bu durumda,

U y=xise
@, y+*xise

Sx(y) = {
seklinde tanimlanan S, esnek kiimesine, x’in esnek karakteristik fonksiyonu denir. S,.’in, U

iizerinde bir esnek kiime oldugu aciktir, yani, S,: S — P(U) (Sezgin ve ilgin, 2024b).

2.3.23. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler

saglanir:

i) SoSES.

I

S.

I

”) go fs ggVEfSO§
iii) f; US =S vefs 'S = 5 (Sezer ve digerleri, 2015b).
Teorem 2.3.23 (Sezer ve digerleri, 2015), “fs, U iizerinde bir esnek kesisimsel alt yarigrup
olsun” kabuliiyle verilmistir. Ancak bu ¢alismada, “fg, U iizerinde bir esnek kiime olsun”
kabulii kullanilmistr.

2.4. Esnek Kesisimsel Idealler ve Esnek Kesisimsel Hemen Hemen idealler

2.4.1. Tanim U tizerinde bir £ esnek kiimesi,
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Her L,n. € S igin, £(ln,) 2 (L) N £¢(n.) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel alt yarigrubu (Sezer ve digerleri, 2015b),

Her 1, n. € S igin, £(bn.) 2 £:(n) (Fc(bn.) 2 £:(1)) ise S yarigrubunun U iizerinde bir
esnek kesigimsel sol (sag, iki tarafl1) ideali; hem esnek kesisimsel sol ideali hem de esnek

kesisimsel sag ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel ideali (Sezer ve digerleri,

2015h),

£, bir esnek kesigsimsel alt yarigrup olmak iizere, her L, n, t € S igin f(lnt) 2 (L) N
i (1) ise S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel bi-ideali (Sezer ve digerleri,

2015h),

Herl,n,t € S i¢in, £ (Lnt) 2 £:(n.) ise S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel

i¢ ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

(fx ©S) A (S o £ ) € £ ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel quasi ideali

(Sezer ve digerleri, 2014),

Her L,n,t € S i¢in, £ (Int) 2 £ (L) N £ (t) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel genellestirilmis bi-ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

Her Ln,t €S icin, #£(lnt) 2 f(m) NG (F(nt) 2 £ (L) N () ise S
yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) zayif-i¢ ideali; hem esnek
kesisimsel sol zayif-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel sag zayif-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir esnek kesisimsel zayif-i¢ ideali (Ilgin, 2025),

(So£0S)A (f-K °oSo f—K) C fx ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel bi-
i¢ ideali (ilgin, 2025),

(Sofi) N (fxoSofy) S ((BxoS)N (fxoSofy) E) ise S yarigrubunun U
tizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) bi-quasi ideali; hem esnek kesisimsel sol bi-quasi
ideali hem de esnek kesisimsel sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel bi-quasi ideali (Onur, 2025),

Her Lt o €S icin, £(bnta) 2 £c(n) Nc(a) (Ec(bnta) 2 £ (L) N £ (L)) ise S

yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) quasi-i¢ ideali; hem esnek
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kesisimsel sol quasi-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel sag quasi-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir esnek kesisimsel quasi-i¢ ideali (Kocakaya, 2025),

e Herl,n,ta€S i@il’l, fK(Lmt&) -] ‘f}((lo) N ‘f}((t’) N fK(&) (fK(Lmt&) 2 ‘EK(L) n fK(na) N
i () ise S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) tri-ideali; hem esnek
kesigimsel sol tri-ideali hem de esnek kesisimsel sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir

esnek kesisimsel tri-ideali (flgin ve Sezgin, Baskida a),

e Her Ln,toz€S igin, £(ntaz) 2 £(0) Nf(n) NE(a) Nf(z) ise S

yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel tri-bi-ideali (ilgin ve Sezgin, Baskida b)

olarak adlandirilir.

Bundan sonra S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel alt yarigrubu (sol/sag ideali,
bi-ideali, genellestirilmis bi-ideali, i¢ ideali, quasi-ideali, sol/sag zayif-i¢ ideali, bi-i¢ ideali,
sol/sag bi-quasi ideali, sol/sag quasi-i¢ ideali, sol/sag tri-ideali, tri-bi-ideali) kisaca EK-alt
yarigrubu (sol/sag ideali, bi-ideali, genellestirilmis bi-ideali, i¢ ideali, quasi-ideali, sol/sag
zayif-i¢ ideali, bi-i¢ ideali, sol/sag bi-quasi ideali, sol/sag quasi-i¢ ideali, sol/sag tri-ideali,

tri-bi-ideali) olarak gosterilecektir.

2.4.2. Teorem K, S yarigrubunun bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi ve Sk, K kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak tiizere, K kiimesinin S yarigrubunun bir alt yarigrubu (sol
ideali, sag ideali, ideali, bi-ideali, genellestirilmis bi-ideali, i¢ ideali) olmasi icin gerek ve
yeter sart Sx esnek kiimesinin, bir EK-alt yarigrup (sol ideal, sag ideal, ideal, bi-ideal,
genellestirilmis bi-ideal, i¢ ideal) olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015b, Sezer ve digerleri,

2014).

2.4.3. Onerme Im(£s), £5’nin goriintii kiimesi olmak {izere, a € Im(£) olacak sekilde a S
U ve £ bir esnek kiime olsun. £, bir EK-alt yarigrup ise U(£s; «) bir EK-alt yarigruptur
(Sezer ve digerleri, 2015b).

24.4. Teorem £;, U tlizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

gecerlidir.
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£5’nin bir EK-alt yarigrup olmasi igin gerek ve yeter sart £5 o £ € £ olmasidir (Sezer ve
digerleri, 2015b).

f5’nin bir EK-sol (sag) ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart S ofs € £ (£, 0 S € £)
olmasi; £5’nin bir EK-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart S o g € £ ve £50 S € £

olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015b).

f5’nin bir EK-bi-ideal olmas1 igin gerek ve yeter sart £5 0 £5 € s ve £50S o £ C £

olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015b).

£5°nin bir EK-genellestirilmis bi-ideal olmasi igin gerek ve yeter sart £50 S o £5 € £

olmasidir (Sezer ve digerleri, 2014).

£5°nin bir EK-i¢ ideal olmas1 igin gerek ve yeter sart S o £5 o S € £; olmasidir (Sezer ve

digerleri, 2014).

£5°nin bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal olmas1 igin gerek ve yeter sart S o £5 o £ € £ (£ o
fs o S € £) olmasi; £ nin bir EK-zayif-i¢ ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart S o £ o

fs € £ ve £5 o £5 o S € £ olmasidir (Sezgin ve Ilgin, 2024c).

£ nin bir EK-bi-i¢ ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart (§ ofg o §) N (fs °oSo fs) C £

olmasidir (Sezgin ve Ilgin, 2024d).

fs’nin bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal olmasi igin gerek ve yeter sart SofsoSo
fg S £ (fs0So£50S € £) olmasi; £’nin bir EK-quasi-i¢ ideal olmasi igin gerek ve

yetersart Sof5 0 S o £ E £, ve £ 0 S o £ 0 S € £ olmasidir (Kocakaya, 2025).

£5°nin bir EK-sol (sag) tri- ideal olmast i¢in gerek ve yeter sart £5 0 S o £5 o £5 € £5 (£ o
f5 0 S o £; € £) olmasi; £5°nin bir EK-tri-ideal olmasi icin gerek ve yeter sart £5 0 S o £ o

£ C £ ve £5 o £5 0 S o £ € £ olmasidir (flgin ve Sezgin, Baskida a).

£5°nin bir EK-tri-bi-ideal olmas igin gerek ve yeter sart £ o £5 0 S o £ o £ € £ olmasidir

(Ilgin ve Sezgin, Baskida b).
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2.4.5. Teorem Bir S yarigrubu i¢in asagidaki kosullar gegerlidir.
e Her EK-sol (sag/iki-tarafl1) ideal bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2015b).
e Her EK-sol (sag/iki-tarafl1) ideal bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2015b).

e Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve digerleri,
2014).

e Her EK-sol (sag/iki-tarafl1) ideal bir EK-quasi-idealdir. (Sezer ve digerleri, 2014)
e Her EK-ideal bir EK-i¢ idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

e Her EK-ideal bir EK-quasi idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

e Her EK-bi-ideal bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

e Her EK-quasi-ideal bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2014).

e Her EK-quasi-ideal bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

2.4.6. Tanim U fizerinde bir £5 esnek kiimesi ,

o (f50£5) N£; # B ise £; esnek kiimesine S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel

hemen hemen alt yarigrubu (Sezgin ve Ilgin, 2024a),

e Hern € Sigin, (S, o £5) Nfs # Bg ((fs 0 S) N £5 # D) ise S yarigrubunun U iizerinde
bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) ideali; hem esnek kesisimsel hemen hemen
sol ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel hemen hemen ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024b),

e Her nneS igin, (f50S, o£5) Nfs # @5 ise S yarigrubunun U lizerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen bi-ideali (Sezgin ve Onur, 2024),

e Her n,z€S igin, (S, of50S,) N£E #+ @g ise S yarigrubunun U lizerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen i¢ ideali (Sezgin ve Bas, 2024),
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Her n.,z € S igin, [(£5 0 S,) N (S, © £5)] # B ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen quasi-ideali (Sezgin ve Kocakaya, Baskida)

Her n. € S igin, (S, o £5 0 £5) N £5 # By ((£s 0 £5 © S,) N £ # @) ise S yarigrubunun U
tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) zayif-i¢ ideali; hem esnek
kesisimsel hemen hemen sol zayif-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag
zayif-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ ideali

(Sezgin ve llgin, 2024c),

Her n,z,t € Sigin, [(Sy o f505,) N (fs 0 Sy 0 £)] N £s # B ([(Sp 0 £5 0 S,) N (£ 0 Sy o
£)] N £ # @) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-ig

ideali (esnek kesisimsel zayif hemen hemen bi-i¢ ideali) (Sezgin ve Ilgin, 2024d),

Hern, 7z € Sigin, [(S, o £5) N (fs 0 S, o £)] N fg # Os ([(Fs 0 S,) N (Fs 0 S, 0 £5)| N £ #
@) ise S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) bi-quasi
ideali; hem esnek kesisimsel hemen hemen sol bi-quasi ideali hem de esnek kesisimsel
hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen
bi-quasi ideali; [(Sy o £) N (fs o Sy o £)] N fs # B ([(£s 0 Sx) N (s 0 Sy o £5)] N £s #
@) ise S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol (sag) bi-
quasi ideali; hem esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol bi-quasi ideali hem de esnek
kesisimsel zayif hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel

zayif hemen hemen bi-quasi ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024e),

Her n,z€S igin, (SyofsoS,0fs) N # O (fs0S, 0£508,) NE + Pg) ise S
yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesigimsel hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali;
hem esnek kesisimsel hemen hemen sol quasi-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel hemen
hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen quasi-

i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2024b),

Her n,z € S igin, (§s 0 S, 0 £50 S, 0 £5) N £; # P ise S yarigrubunun U lizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2025),

Her n €S igin, (§s0S, ofs0f) N+ g ((fsofgoS, ofs) Nk +Bg) ise S
yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) tri-ideali; hem

esnek kesisimsel hemen hemen sol tri-ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag
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tri-ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen tri-ideali (Sezgin ve
digerleri, 2024c),

Her n. € S igin, (f50 £50 5, o f50£5) N # B ise S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-ideali (Sezgin ve digerleri, 2024a)

olarak adlandirilir.
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3. YARIGRUPLARIN ESNEK  KESISIMSEL  Bi-QUASI-IiC
IDEALLERI

Bu boliimde, esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideal adi verilen yeni bir esnek kesisimsel ideal

tanitilmis, 6rnegi verilmis ve diger esnek kesisimsel idealler ile olan iligkileri incelenmistir.

3.1. Tanim fg, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y,z,t,w € S i¢in, fs(xyztw) 2
fs(x) N fs(2) N fg(w) ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel bi-quasi-i¢ ideali denir.

Bundan sonra S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideali kisaca “EK-

bi-quasi-i¢ ideal” olarak gosterilecektir.

3.2. Ornek S = {z, m,r} kiimesi iizerinde Tablo 3.1 yardimiyla tanimlanan “ :: ” ikili islemi

ile (S, ::) cebirsel yapist bir yarigruptur.

z m r
zZ r r r
m z m r
r Tr Tr r

Tablo 3.1. Ornek 3.2 deki* :: ” ikili islemi

U = Zg evrensel kiimesi iizerinde fg ve gs esnek kiimeleri

£ = (= (13,5),n (13,7, (rn{13,5.7}))

9s = (2. {1.3.5)), 0, (1,3, 7). (. {1.3.5))}
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seklinde tamimlansin. fg esnek kiimesi bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir. Burada daha anlasilir
olabilmek adina gdsterim kolaylig1 agisindan birka¢ somut eleman 6rnegi vermeyi uygun

goriiyoruz. Gergekten mesela,
fs(zzmmr) = f5(r) 2 fs(2) N fs(m) N f5(r)
fs(mmmmr) = fs(r) 2 fs(m) N fs(m) 0 f5(r)
fs(zzzmz) = f5(r) 2 f5(2) 0 fs(2) N f5(2)

olup, S kiimesinin diger tiim eleman kombinasyonlar1 i¢in de fs esnek kiimesinin EK-bi-

quasi-i¢ ideal sartin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir. Fakat,

gs(mmmrm) = gs(r) 2 gs(m) n gs(m) 0 gs(m)
oldugundan, gs esnek kiimesi bir EK-bi-quasi-i¢ ideal degildir.

A, S yarigrubunun bir alt yarigrubu olmak {izere, ASASA € A ise bi-quasi-i¢ ideal olarak
adlandirildig: bilinmektedir. Bu durum, Teorem 3.3 ile esnek kesisimsel yarigruplara da

aktarilabilir:

3.3. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. fg’nin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olmasi igin

gerek ve yeter sart fg 0 So fg oS o fo € fg olmasidir.

Ispat: fs, bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olsun. x € S igin (fsoSo fs0So f5)(x) = @ise fsoSo
fs oS o fs € fs oldugu agiktir. Diger durumlarda, x € S icin, x = ab , a = cd, ¢ = ef ve
e = km olacak sekildea,b,c,d,e, f,k,m € Solsun. f;, bir EK-bi-quasi-i¢ ideal
oldugundan, fs(x) = fs(ab) = fs(kmfdb) 2 fs(k) N fs(f) N fs(b). Buradan,

(ﬁ°§°fs°§°ﬁ)(x) = [(fs°§°fs°§)°fs)](x)
= | {55 o DH@n 5 ®))
x=ab
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— U {U {(f:s ogofs)(c) N g(d)} nfs(b)}

x=ab \a=cd

- { U { s -@nmr}ns@n fs(b)}}

x=ab \a=cd \ c=ef

- U {U {U { U {(f)() NS} n (f)(H N S(@)

x=ab \a=cd \ c=ef \e=km

o

_ U 500 0 fs(F) 0 f5(b))

x=kmfdb

c |J tstkmravy

x=kmfdb
= fs(ab)
= fs(x)

oldugundan fs o S o fs o S o f5 € f; elde edilir. Ayrica, x € S igin x = ab fakat a # kmfdb
oldugu durumdaise (fs o S o f5 © §)(a) = @ elde edileceginden bu durumda da fg o S o f; o

S o fs € fs saglanacaktir.

Tersine, fsoSo fs0So fg € fs olsun. x € S igin, x = apcde olacak sekilde a,p,c,d, e €

S alalim. Buradan,

fs(apcde) = fs(x)

2 (fseSefseSefg)m
[(fsoSefso8)efs](x)
= | J{(fseSo fsoS)m) n fs(e)}

\_/

X=m

- { U {(fs2Se f)k) NS} n fs(e)}

\_/
m=kd

- {U {kaso“s’)(b)nfs(c)}n'g(d)n fs(e)}}

x=me \m=kd \k=bc
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- { U {U {U f5(@ N S@) N f5(©) NS(@) ﬂfs(e)}}}

x=me \ m=kd \ k=bc \ b=ap

2 (fs o So fsoS)(apcd) N fs(e)
| s@ns@nsi©@nS@nfie)

x=apcde

fs(@) N S®) N f5(c) N S(d) N fs(e)
=fs@nUnfs(c)nUn fs(e)

= fs(@) N fs(c) N fs(e)

(V]

oldugundan, fs(apcde) 2 fs(a) N fs(c) N fs(e) elde edilir. Boylece, fs bir EK-bi-quasi-i¢

idealdir.

3.4. Sonu¢ g ve'S bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.5. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt yarigrubu olsun. S,, A kiimesinin
esnek karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢

ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olmasidir.

Ispat: A, S kiimesinin bos kiimeden farkl1 bir alt yarigrubu olmak iizere S yarigrubunun bir

bi-quasi-i¢ ideali olsun. O halde ASASA € A. Boylece Teorem 2.4.2°den,
SA°§°SA°§°SA =S4 085°84 08508, = Spsasa € Sa
elde edilir. Buradan, S, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, Sy 0 S0 S, 0SS, € S, saglanir. x €
ASASA olmak lizere, Teorem 2.4.2°den,

Sa(x) 2 (SA oSo Sp0 So SA)(-X) = (Sp0S50840850854)(x) = Spsasalx) =U

oldugundan, S,(x) = U, buradan x € A elde edilir. Sonug olarak ASASA < A. Kabul geregi,

A, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Boylece A, S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ idealidir.
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3.6. Ornek Omek 3.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. A = {z,7}, S kiimesinin bos
kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, A kiimesinin esnek karakteristik

fonksiyonu S, = {(z, U), (m, ®)(r, U) }’nin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu gosterilir.

Tersine X’in esnek karakteristik fonksiyonu fs = {(z,U), (m,@)(r,U)} olarak segilerek,

rutin hesaplamalarla hem Sy’in bir EK-bi-quasi-i¢ ideal hem de X = {z,r}nin S

yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali oldugu gosterilebilir.

Simdi EK-bi-quasi-i¢ idealler ile diger EK-idealler arasindaki iligkilere bakilacaktir.

3.7. Teorem Her EK-bi-ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-bi-ideal olsun. O halde f; o S o £ € f;. Buradan,
(fsoSofs)oSofsEfsoSofs Efs

elde edilir. Boylece, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Teorem 3.7°nin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

3.8. Ornek S ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde Tablo 3.2 yardimiyla tanimlanan “ @ ” Ikili
islemi ile (5,&) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

X a b c d
a a a a a
b a a a a
c a a a b

a a b c

Tablo 3.2. Ornek 3.8 deki “ @ ” ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi iizerinde fs esnek kiimesi,
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fs = {(@,{1,23,4,5)), (b, {2,3)), (c, (45D (d, (1)}
seklinde tanimlansin. f; esnek kiimesi bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir. Gergekten,
(fseSofs oS fi)(a) = fs(@) U fs(b) U fs(c) U £5(d) € fs(a)
(fsoSofsoSofs)(b) =0 < fs(b)
(fsoSofsoSofs)(c) =0 < fs(c)
(fsoSofsoSe f)(d) = @ S fs(d)
oldugundan, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir. Fakat,
(fs oS o f)(b) = f5(d) & fs(b)
oldugundan, f; bir EK-bi-ideal degildir.

3.9. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-idealdir.
2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.7 nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fg bir

EK-bi-quasi-i¢ ideal ve a,b,c € S olsun. Kabul geregi, her a € S igin, a = axa olacak

sekilde bir x € S vardir. Buradan,

fs(abe) = fs((axa)bc) = fs(axabe) 2 fs(a) N fs(@) N fs(c) = fs(a) N fs(c)

oldugundan, fs bir EK-bi-idealdir. Boylece (2) ise (1) saglanur.
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3.10. Teorem Her EK-sol ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-sol ideal olsun. O halde Teorem 2.4.5°ten, her EK-sol idealin bir EK-bi-
ideal oldugu ve Teorem 3.7’den, her EK-bi-idealin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu
bilinmektedir. Buradan, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Teorem 3.10’un karsitinin her zaman dogru olmadigin1 bir 6rnek ile gosterelim:

3.11. Ornek S = {1,2} kiimesi iizerinde Tablo 3.3 yardimiyla tanimlanan “  ” ikili islemi ile

(S,%) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

* |1 2
1 1 1
2 2 2

Tablo 3.3. Ornek 3.11°deki “ * ” ikili islemi

U= {[g” X € Z} evrensel kiimesi iizerinde fg esnek kiimesi,

i ={({lo]- o) [olD)- (2 {lol- ToI)}

seklinde tanimlansin. fs esnek kiimesi bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir. Gergekten,
(Fs2SefsoSe f5)(D) = fs(1) € fs(1)
(fseSefseSefs)(2) = f5(2) € fs(2)

olup, fs esnek kiimesinin EK-bi-quasi-i¢ ideal sartin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir.
Fakat,

fs(21) = fs(z) 2 fs(l)
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oldugundan f; esnek kiimesi bir EK-sol ideal degildir.

Teorem 3.12, Teorem 3.10°un karsitinin regiiler ve sag basit yarigruplar i¢cin gecerli

oldugunu gostermektedir.

3.12. Teorem fs, U tizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler ve sag basit yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol idealdir.
2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.10’un ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fs bir

EK-bi-quasi-i¢ ideal ve a, b € S olsun. Kabul geregi, her a,b € S i¢in, a = bx ve b = byb

olacak sekilde x, y € S vardir. Buradan,

fs(ab) = fs((bx)(byb)) = fs(bxbyb) 2 fs(b) N fs(b) N fs(b) = fs(b)
oldugundan, fs bir EK-sol idealdir.
3.13. Teorem Her EK-sag ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: fs bir EK-sag ideal olsun. O halde Teorem 2.4.5ten, her EK-sag idealin bir EK-bi-
ideal oldugu ve Teorem 3.7’den, her EK-bi-idealin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu
bilinmektedir. Buradan, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Teorem 3.13’{in karsitinin her zaman dogru olmadigin1 bir 6rnek ile gosterelim:

3.14. Ornek Orek 3.2°de verilen fg esnek kiimesini ele alalim. fg nin bir EK-bi-quasi-i¢

ideal oldugu, Ornek 3.2°de gosterilmistir. Fakat,

fs(mz) = fs(2) 2 fs(m)

oldugundan, fs bir EK-sag ideal degildir.
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Teorem 3.15, Teorem 3.13’1in karsitinin regiiler ve sol basit yarigruplar i¢in gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.15. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler ve sol basit yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag idealdir.
2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.13’iin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fg bir

EK-bi-quasi-i¢ ideal ve a, b € S olsun. Kabul geregi, her a,b € S i¢in, b = xa ve a = aya

olacak sekilde x, y € S vardir. Buradan,

fs(ab) = fg((aya)(xa)) = fs(ayaxa) 2 fs(a) N fs(a) N fs(a) = fs(a)
oldugundan, fs bir EK-sag idealdir.
3.16. Sonug¢ Her EK-ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Sonug 3.16’n1n karsitinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 3.11 ve Ornek 3.14’ten agiktir.

3.17. Sonug fg, U iizerinde bir esnek kiime, S bir regiiler ve basit grup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.10 ve Teorem 3.13’{in ispatindan agiktir. S bir grup olsun.

Ispatin devami Teorem 3.12 ve Teorem 3.15’ten agiktir.

3.18. Teorem Her EK-ig ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
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Ispat: fs bir EK-ig ideal olsun. Buradan S o f; o S € f oldugu bilinmektedir. Boylece,
fse (§°fs°§)°fs CfsofsofsESofsoSCfs

elde edilip, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Teorem 3.18’in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

3.19. Ornek Omek 3.2°de verilen f5 esnek kiimesini ele alalim. f5 nin bir EK-bi-quasi-i¢

ideal oldugu, Ornek 3.2°de gosterilmistir. Fakat,
fs(mmz) = fs(z) 2 fs(m)
oldugundan, fs bir EK-i¢ ideal degildir.
Teorem 3.18’in karsitinin gruplar i¢in gegerli oldugunu Teorem 3.20 ile gosterelim.

3.20. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-i¢ idealdir.
2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.18’in ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-

bi-quasi-i¢ ideal ve a,b,c € S olsun. Kabul geregi, her a,b,c € S igin, a = bx ve ¢ =

yb olacak sekilde x, y € S vardir. Buradan,
fs(abc) = fs((bx)b(yb)) = fs(bxbyb) 2 fs(b) N fs(b) N fs(b) = fs(b)
olup, fs bir EK-i¢ idealdir.

3.21. Teorem Her EK-quasi-ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
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Ispat: fs bir EK-quasi-ideal olsun. O halde Teorem 2.4.5’ten her EK-quasi-idealin EK-bi-
ideal oldugu ve Teorem 3.7°den her EK-bi-idealin EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu
bilinmektedir. Buradan, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Teorem 3.21’in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

3.22. Ornek Ornek 3.8°de verilen fg esnek kiimesini ele alalim. fs nin bir EK-bi-quasi-i¢

ideal oldugu, Ornek 3.8’de gosterilmistir. Fakat,

(fs o) B) N (S f)(b) = fs(d) U fs(c) & fs(b)
oldugundan, fs bir EK-quasi ideal degildir.

3.23. Teorem fg, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler grup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:

1. fs bir EK-quasi-idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.20’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. f bir EK-
bi-quasi-i¢ ideal olsun. S bir regiiler grup oldugundan, Sonug 3.17'den, fs bir EK-idealdir.
Teorem 2.4.5'ten f; bir EK-quasi-idealdir. Boylece (2) ise (1) saglanr.

3.24. Teorem Her EK-bi-i¢-ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-bi-i¢ ideal olsun. O halde, (SeofsoS)A(fsoSef)E f oldugu

bilinmektedir. Buradan,

(fs°§)°fs°(§°fs)§§°fs°g

Ve

fs°(§°fs°§)°fs§fs°§°fs
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olup,
fooSofsoSofy€(Sofso8)A(fsoSefi)Efs
elde edilir. Boylece, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.25. Ornek Ornek 3.8°de verilen fg esnek kiimesini ele alalim. f5’ nin bir EK-bi-quasi-i¢

ideal oldugu, Ornek 3.8’de gosterilmistir. Fakat,

(SofseS)B) A (fs oS e f5)(b) = fs(d) & f5(b)
oldugundan, fs bir EK-bi-i¢ ideal degildir.

3.26. Teorem f;, U lzerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler grup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-i¢ idealdir.
2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.24’{in ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. f5 bir EK-

bi-quasi-ig¢ ideal olsun. S bir regiiler grup oldugundan, Teorem 3.9’dan f; bir EK-bi-idealdir.

Buradan,

SofsoSA(fsoSefs) E(fsSef)Efs
oldugundan f; bir EK-bi-i¢ idealdir. Boylece (2) ise (1) saglanir.
3.27. Teorem Her EK-sol bi-quasi ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-sol bi-quasi ideal olsun. Buradan (Se f5) A (fsoSe fs) € fs oldugu

bilinmektedir. Boylece,
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(fsoSefso8)ofs ESofs
ve
f5°(§°fs°§)°fs CfsoSofs
olup,
fseSofseSofs € (§°fs) ﬁJ(fs °§°fs) <fs
elde edilir. Boylece fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.
Teorem 3.27’nin karsitinin her zaman dogru olmadigin bir 6rnek ile gosterelim:

3.28. Ornek Ornek 3.8’de verilen fs esnek kiimesini ele alalim. fg’nin bir EK-bi-quasi-i¢

ideal oldugu, Ornek 3.8’de gdsterilmistir. Fakat,

(S fs)®) A (fs oS0 f5)(b) = f(d) & £5(b)
oldugundan, fs bir EK-sol bi-quasi ideal degildir.

3.29. Teorem fs, U {lizerinde bir esnek kiime ve S regiiler ve sag basit yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.27’nin ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-
bi-quasi-i¢ ideal olsun. S bir regiiler ve sag basit yarigrup oldugundan, Teorem 3.9°den, fs
bir EK-bi-idealdir ve Teorem 3.12’den, f; bir EK-sol idealdir. O halde, (S f;) € f; ve
(fs oS o f5) € fs olup buradan (S o f5) A (fs o S o f5) € fs elde edilir. Boylece, (2) ise (1)

saglanir.
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3.30. Teorem Her EK-sag bi-quasi ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: f bir EK-sag bi-quasi ideal olsun. O halde, (fsoS) A (fsoSo fs) € fs oldugu

bilinmektedir. Buradan,
fso (§°fs°§°fs) §f5°§
ve
f5°(§°fs°§)°fs CfsoSofs
olup,
fsoSofsoSofsE(f°8)A(foSf)Efs
elde edilir. Boylece, fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

3.31. Ornek Ornek 3.8’de verilen fs esnek kiimesini ele alalim. fg’nin bir EK-bi-quasi-i¢

ideal oldugu, Ornek 3.8’de gosterilmistir. Fakat,

(fsoS)B) N (fs 2 S0 f5)(b) = fs(d) & fs(b)
oldugundan, fs bir EK-sag bi-quasi ideal degildir.

3.32. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler ve sol basit yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag bi-quasi idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.28’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-

bi-quasi-i¢ ideal olsun. S bir regiiler ve sol basit yarigrup oldugundan, Teorem 3.15’ten, fs
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bir EK-sag idealdir ve Teorem 3.9’dan fs bir EK-bi-idealdir. O halde, (fs ° 'S) C fs ve
(fs oS fs) € fsolup buradan, (fs o S) A (fs o S o fs) € fs elde edilir. Boylece, (2) ise (1)

saglanir.
3.33. Sonug¢ Her EK-bi-quasi ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Sonug 3.33’iin karsitinin her zaman dogru olmadigi Ornek 3.28 ve Ornek 3.31’°den aciktir.

3.34. Sonug fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-quasi idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
3.35. Teorem Her EK-sol quasi-i¢ ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-sol quasi-i¢ ideal olsun. O halde, S o fs o S o f5 € f5 oldugu bilinmektedir.

Buradan,
(fs°§) °fs°§°fs §§°fs°§°fs gfs
elde edilip, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.36. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sag basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.
2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.35’in ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-

bi-quasi-i¢ ideal ve a, b, ¢, d € S olsun. Kabul geregi her a, b € S i¢in a = bx olacak sekilde

x € S vardir. Buradan,
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fs(abcd) = fs((bx)bcd) = fs(bxbcd) 2 fs(b) N fs(b) N fo(d) = fs(b) N fs(d)
elde edilir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.

3.37. Teorem Her EK-sag quasi-i¢ ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal olsun. O halde, fs o So fs oS € f; oldugu bilinmektedir.

Buradan,
f5°§°f5°(§°fs) CfsoSofsoSCfs
elde edilip, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Teorem 3.37’nin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

3.38. Ornek S = {a,b,c,d, e} kiimesi iizerinde Tablo 3.4 yardimiyla tanimlanan “&” Ikili

islemi ile (S, &) cebirsel yapist bir yarigruptur.

Tablo 3.4. Ornek 3.38 deki “#” ikili islemi

U evrensel kiimesi tizerinde fs esnek kiimesi,

fS' = {(a, U), (b: @)r (C, U)' (d’ @), (el Q))}
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seklinde tanimlansin. fs esnek kiimesi bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir. Fakat,

fs(ebeb) = fs(d) 2 fs(c)
oldugundan, fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal degildir.

3.39. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sol basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.
2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.37’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim f bir EK-

bi-quasi-i¢ ideal ve a, b, ¢, d € S olsun. Kabul geregi her d, ¢ € S i¢in d = xc olacak sekilde

x € S vardir. Buradan,

fs(abcd) = fs(abc(xc)) = fs(abcxc) 2 fs(a) N fs(c) N fs(c) = fs(a) N fs(c)
elde edilir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.
3.40. Sonug¢ Her EK-quasi-i¢ ideal, bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Sonug 3.40’1n karsitinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 3.38°den aciktir.

3.41. Sonug fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki sartlar

denktir:
1. fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

2. fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1) ise (2) oldugu Teorem 3.35 ve Teorem 3.37 nin ispatindan agiktir. S bir grup olsun.

Ispatin devami1 Teorem 3.36 ve Teorem 3.39°dan agiktir.
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3.42. Onerme f Ve fr, sirastyla S ve T nin birer EK-bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda,
fs A fr, S X T’nin bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: Her (x1, 1), (x2,¥2), (x3,¥3), (X4, Va), (x5,¥5) € S X T igin,

fonr (Cen, y1) G2, ¥2) (X3, ¥3) (X4, ¥4) (X5, ¥5)) = fsnr (X1%2X3X4 X5, Y1Y2Y3Y4Ys5)
= fs(x122x3%4%5) N fr(¥1Y2Y3Y4Ys)
2 (fs(xp) N fs(x3) N fs(x5))
N (frv) 0 frys) 0 fr(s)
= (fs(x) 0 fr () N (fs(x3) 0 fr(v3))
N (fs(xs) N fr(ys))
= foar (X1, 1) N foar (X3,¥3) N fsar (X5, Ys)

oldugundan, fs A f7, S X T’nin bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.43. Sonu¢ EK-bi-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek A-garpimlar1 da bir EK-bi-quasi-i¢

idealdir.

Burada, f5 V fr, S X T’nin her zaman bir EK-bi-quasi-i¢ ideal degildir. Bunu, Ornek 3.44 ile

gosterelim.

3.44. Ornek Ornek 3.2°deki ve Ornek 3.11°deki yarigruplari ele alalm. U = Zg =
{0,1,2,3,4,5} evrensel kiimesi lizerinde birer EK-bi-quasi-i¢ ideal olan fs ve f; esnek

kiimeleri,
fs = {(z {13}, (m {2,4,5)), (r,{1,2,3,4,5}}
fr=1{1{13,45}),(2,{2}}
seklinde tanimlansin. Buradan,

fsvr((m, 1)(m, 1)(m, 1)(m, 1)(2,2)) 2 fsyr(m, 1) 0 foyr(m, 1) N fsyr(2,2)



45

olup, fs V fr bir EK-bi-quasi-i¢ ideal degildir.

3.45. Onerme f5 Ve fr, sirastyla S yarigrubunun ve T yarigrubunun U iizerinde birer EK-bi-
quasi-i¢ ideali olsun. Bu durumda, fs X f7, S X T yarigrubunun U X U iizerinde bir EK-bi-

quasi-ig idealidir.

Ispat: Her (x,y) € S X T igin, foxr(x,y) = fo(x) X fr(y) olacak sekilde, fs X fr = foxr
alalim. Her (x1; yl)! (xZI yZ)! (x3' y3)’ (X4_, y4-)! (XS' yS) € SXT i(}il’l,

foxr (o1, y1) (2, ¥2) (3, ¥3) (%4, ¥a) (X5, ¥5)) = fosr (X1 X2X3X4X5, Y1V2Y3YaYs)
= fs(e122X3%4%5) X fr(V1Y2Y3Y4Ys5)
2 (fs(x1) N fs(x3) N fs(xs))
x (fry) N fr(r3) N fr ()
= (fsCGe) X frm)) 0 (fs(x) X fr(v3))
N (fs(xs) X fr(vs))

= foxr (1, Y1) N foxr(x3,¥3)
N foxr(Xs,Ys)

oldugundan, fs X fr = foxr, S X T vyarigrubunun U X U iizerinde bir EK-bi-quasi-i¢

idealidir.

3.46. Sonu¢ EK-bi-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek X-g¢arpimlari da bir EK-bi-quasi-i¢
idealdir.

3.47. Teorem f; ve hg birer EK-bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs N hg bir EK-bi-

quasi-i¢ idealdir.

Ispat: f5 ve hg birer EK-bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, fy 0o So fs0Sofe € five hgoSo
hg oS o hg € hg oldugu bilinmektedir. Buradan,

(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs)§fs°§°fs°§°fs§fs
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Ve,
(fsMhg)oSe (fsNhg)oSo (fsNhs) EhgoSohgoSohg € hg
olup,
(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs) € fs N hg
elde edilir. Boylece, fs N hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
3.48. Sonug¢ EK-bi-quasi-ig¢ ideallerin sonlu esnek kesisimleri de bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Burada, f5 U hg her zaman bir EK-bi-quasi-i¢ ideal degildir.

3.49. Sonug fs ve hg sirastyla EK-sag ve EK-sol ideal olsun. Bu durumda, fs N hg bir EK-

bi-quasi-ig¢ idealdir.
Ispat: fs, EK-sag ideal ise Teorem 3.13’ten f5 bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir. hg, EK-sol ideal
ise Teorem 3.10°dan hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir. Teorem 3.47°den fg N hg EK-bi-quasi-

i¢ idealdir.

3.50. Sonug fs, bir EK-bi-quasi-i¢ ideal ve hg, bir EK-sag ideal olsun. Bu durumda, fs 0 hg
bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-bi-quasi-i¢ ideal ve hg, bir EK-sag ideal olsun. O halde, f5 0 So fsoSo

fs € fs ve hg o S € hg oldugu bilinmektedir. Buradan,
(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs) §fs°§°fs°p§v°fs §fs
ve

(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs)°g°(fsﬁhs)§hs°(§°hs°§°hs)§hs°§§hs
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olup,
(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs) € fs N hs
elde edilir. Boylece, fs N hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.51. Sonug fs, bir EK-bi-ideal ve hg, bir EK-i¢ ideal olsun. Bu takdirde, fs N hg EK-bi-

quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir EK-bi-ideal ve hg, bir EK-i¢ ideal olsun. O halde, Teorem 3.7°den, fs o S o f5 o

So fs € fs ve Teorem 3.18°den, hg oS o hg o S o hg € hg oldugu bilinmektedir. Buradan,

(fshs)oSeo(fsNhs)oSo(fsMhs) EfsoSofsoSofs Cfs
ve
(ﬁﬁhs)°§°(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs) §h5°§°hs°§°hs € hs
olup,
(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs)°§°(fsﬁhs) € fsNhs
elde edilir. Boylece, fs N hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
3.52. Onerme fs, bir EK-sol ideal olsun. Bu durumda, fs o hs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-sol ideal olsun. Buradan, S o f5 € f; ve fs o fs € fs oldugu bilinmektedir.
Boylece,

(fs°hs)°§°(fs°hs)°§°(fs°hs):fs°hs°(§°fs)°hs°(§°fs)°hs
§f5°h5°fs°hs°fs°hs§f5°(§°fs)°(§°fs)°hs§(fs°fs)°fs°hs
g(fs°fs)°hs§fs°hs
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elde edilip, fs o hg bir EK- bi-quasi-i¢ idealdir.

3.53. Onerme f, bir EK-sag ideal olsun. Bu durumda, f5 o hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: fs bir EK-sag ideal olsun. Buradan, fs oS € f; ve fs o fs € fs oldugu bilinmektedir.
Boylece,

(fs°hs)°§°(fs°hs)°§°(fs°hs)§ﬁ°(§°§)°fs°(§°§)°fs°hsg(fs°§)
°(fs°§)°f5°h5§(fs°f5)°fs°hsg(fs°fs)°h5§fs°hs

elde edilip, fs o hg bir EK- bi-quasi-i¢ idealdir.
3.54. Teorem fs, bir EK-ideal olsun. Bu durumda, fs o hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
3.55. Onerme hg, bir EK-sol ideal olsun. Bu durumda, fs o hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: hg, bir EK-sol ideal olsun. Buradan, Sohs € hg ve hgohs € hg oldugu

bilinmektedir. Boylece,

(fs°hs)°§°(fs°hs)°§°(fs°hs)§f5°hs°(§°§)°hs°(§°§)°hs§f5°hs
°(§°hs)°(g°hs)§f5°(hs°hs)°hs§f5°(hs°hs)§f5°hs

elde edilip, fs o hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.
3.56. Onerme hg, bir EK-sag ideal olsun. Bu durumda, f; o hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: hg, bir EK-sag ideal olsun. Buradan, hgoS & hg ve hgohg € hg oldugu

bilinmektedir. Boylece,

(fs°hs)°§°(fs°hs)°§°(fs°hs)§f5°(hs°§)°fs°(hs°§)°fs°hs§f5°hs
°f5°hs°fs°hs§f5°(h5°g)°(hs°§)°hs§fs°(hs°hs)°h5§fs
°(hs°hs)§fs°hs



49

elde edilip, fs o hg bir EK- bi-quasi-i¢ idealdir.
3.57. Teorem hg, bir EK-ideal olsun. Bu durumda, fs o hg bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.58. Onerme f; ve g U iizerinde birer esnek kiime olsun. f5 o g bir EK-alt yarigrup ise bir

EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs o g, bir EK-alt yarigrup olsun. Buradan, (fs© gs) o (fs © gs) € fs © gs oldugu

bilinmektedir. Boylece,

(fsegs)e (fsegs) € So (fs°gs) € (fs° gs)

oldugundan, fs o gs bir EK-sol idealdir. Buradan,

(fs°gs) e [§ o(fso gs)] ° [§ °o(fso gs)] c [(fs ° gs) ° (fs ° gs) o (fs ° gs) c (fs°gs)
o (fsogs) € (fs o gs)

elde edilip, fs o g5 bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.59. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime olsun. fs 0 S 0 S o S o fi € f; ifadesini saglayan

fs esnek kiimesi bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir yarigrup olsun.

elde edilip, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.60. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime olsun. S0 So0SoSofeAfs0S0oSoSo

S € f; ifadesini saglayan fg esnek kiimesi bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: f, U iizerinde bir esnek kiime olsun.
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Ve

~

olup, buradan f;oSofsoSofy ESoSoSoSofiNf5085050S0SE £ elde edilir.
Boylece, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.61. Onerme f5, U iizerinde bir EK-alt yarigrup, Im(fs), fs nin goriintii kiimesi, @ € Im(fs)
olmak tizere @, U kiimesinin alt kiimesi olsun. fg bir EK-bi-quasi-i¢ ideal ise U(fs; a),

S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ idealidir.
Ispat: Bazi x € S igin, fs(x) = a ise @ # U(fs;a) S Solur. k € U(fs; @) - S - U(fs; ) -

S - U(fs; @) olsun. k = xbybz olacak sekilde x,y,z € U(fs; @) ve b € S alalim. O halde,
fs(x) 2 a, fs(y) 2 ave fs(z) 2 a elde edilir. fs, bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugundan,

fs(k) = fs(xbybz) 2 fs(x) N fs(W)Nfs(z) Qananaa
elde edilir. Buradan fs(k) 2 @ yani k € U(fs; @). Boylece U(fs;a) S U(fs;a) - S -
U(fs; @) € U(fs; @) elde edilir. Ayrica fg bir EK-alt yarigrup olup Teorem 2.4.3’ten

U(fs; ) S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. O halde, U(fs; @), S yarigrubunun bir bi-

quasi-i¢ idealidir.

Onerme 3.61°i bir 6rnek ile gosterelim:

3.62. Ornek Ornek 3.2°deki fs esnek kiimesini ele alalim. Ornek 3.2°de, fs esnek kiimesinin

bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu agiktir.

oldugu dikkate alinarak,
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{z,1}, a=1{135
U(fs; 2)=% {m, 71}, a=1{1,37}
{r}, a=1{1,3,57}

elde edilir.

Burada, {z, r},{m, r} ve {r} kiimeleri S yarigrubunun birer bi-quasi-i¢ idealleridir.

{z;r} - {zr} c{z 1}
{m,r}-{m,r} < {m,1}
{r}-{r}c{r}
oldugundan U(fs; @) S yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

Gergekten de;

{z,r}-S-{z,r}-S-{z,r}={r} S {z, 1}
fmr}-S-{mr}-S-{m,r}={mr} < {mr}
{r}-S-{r}-S-{r}={r}c{r}

oldugundan, her bir U(fs; ), S yarigrubunun birer bi-quasi-i¢ idealidir.

Simdi ise Ornek 3.2°deki gg esnek kiimesini ele alalim.

oldugu dikkate alinarak,

{z,r} a= {T, 3, 3}

Ulgsi @)= {{m} a=1{137

elde edilir.
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Burada {m} kiimesi S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali degildir. Gergekten de;
{m}-S-{m}-S-{m} ={zmr} <& {m}

oldugundan, U(gs; @)’lardan birinin S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali olmadigi
dolayisiyla, her U(gs; a)’nin S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali olmadig1 gériilmektedir.

Diger taraftan gg, esnek kiimesinin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olmadigi Ornek 3.2’den agiktr.

3.63. Tanim fs bir EK-alt yarigrup olmak iizere EK-bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda

U(fs; a) bi-quasi-i¢ ideallerine, fs nin list a-bi-quasi-i¢ idealleri denir.

3.64. Onerme f, U iizerinde bir esnek kiime ve her @ € U i¢in, U(fs; @), fs nin birer iist a-

bi-quasi-i¢ idealleri olsun. Bu durumda, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: x,y,z,b,c € Sicin, fs(x) = ay, fs(y) = a, ve fs(z) = az alalim. Buradan, x €
U(fs; a1), vy € U(fs; ay) ve z € U(fs; az) oldugu bilinmektedir. ¢; € @, S az vex,y,z €
U(fs; @p) olsun. Her a € U igin, Teorem 2.4.3’ten U(fs; @), S yarigrubunun bir bi-quasi-ig
ideali oldugundan, xbycz € U(fs; a,) olur. Buradan fs(xbycz) 2 a; = a; N a, N as elde

edilir. Boylece, fs bir EK-bi-quasi-i¢ idealdir.

3.65. Onerme fs Ve fr, U iizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmasi olsun. fg, S yarigrubunun bir EK-bi-quasi-i¢ ideali ise W(s), T yarigrubunun

bir EK-bi-quasi-i¢ idealidir.

Ispat: ty, t, t3, ty, ts € T alalim. ¥ 6rten oldugundan, W(s;) = t;, ¥(s,) = t,, ¥(s3) = t3,

Y(s,) = t, ve ¥(s5) = ts olacak sekilde sq, S5, S3, S4, S5 € S vardir. O halde,

(PU)Ertatstats) = | J{fs(s):s € 5,P(fs) = tatatstats)
= | Js():s €5,5 = ¥ (tatatstats))}
= u{fS(S): S€S,s =W H(W(5152535455)) = S1525354S5}

=| |[{fs(51525354S5):s; € S,¥(s;) = t;,i = 1,2,3,4,5}
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=2 U{fs(51) N fs(s3) N fs(s5): 51,53, 55 € S, W(s1) = t1, P(s3)
=tz ve W(ss) = ts}

= (qj(fs))(sﬂ n (qj(fs))(%) N (lp(fs))(ss)

oldugundan, W(f), T yarigrubunun bir EK-bi-quasi-i¢ idealidir.

3.66. Onerme fs Ve fr, U iizerindebirer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmast olsun. fr, T yarigrubunun bir EK-bi-quasi-i¢ ideali ise W~1(f7), S

yarigrubunun bir EK-bi-quasi-i¢ idealidir.
Ispat: 54,5, 53,54,55 € S alalim. O halde,

(lp_l(fT))(5152535455) = fT(W(5152535455))
= fr(P(s1)¥(s2)¥(s3)¥(54)¥(55))
2 fr (P(s1)) 0 fr(P(s3)) N fr(P(ss)))
= (P UD)(s) N (PTHU)(s3) N (W) (ss)

oldugundan, ¥~1(f;), S yarigrubunun bir EK-bi-quasi-i¢ idealidir.

3.67. Teorem fs, U tlizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:
1. S, regiiler yarigruptur.

2. fs, EK-bi-quasi-i¢ ideali i¢in, fy = fs 0 So fs oS o f.

Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler yarigrup olsun. O halde, her x € S igin x = xyx olacak
sekilde bir y € S vardir. f; bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugundan, fsoSo fs0So fs € fs

oldugu agiktir. Buradan,

(o8 fso8o )00 = | J (o8 fso8)@n 1)

x=ab

= (fs oSofso g)(xy) N fs(x)
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_ U {(fs S f5) () NS(@) N fs(x)

xXy=pq

2 (fs 0§ o f5)(x) NSxy) N f5(x)
- U {(fs °8)(@) n fs(B)} 1 f5(x)

x=ab

2 (fs © §) (@) N fs(x) N f5(x)
= | @ 8@} n £

xy=pq
2 fs(x) N S(yxy) N fs(x)
= fe(x)

OIUp, fs ° goﬁg Ogofs i fS elde edilir. B6y1€ce, fs = fg °§0f5 °§0f5.

Tersine, f; bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olmak iizere, fs = fsoSofsoSofs olsun. S
yarigrubunun regiiler oldugunu goéstermek igin, S yarigrubunun her bi-quasi-i¢ ideali A i¢in
A = ASASA saglandigini gostermek gerekir. A, S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali olsun.
O halde, ASASA < A agiktir. Bu durumda, A € ASASA oldugunu gostermek yeterlidir. a €
A olsun. 4, S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali oldugundan, Teorem 2.4.2’den S, bir EK-
bi-quasi-i¢ idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.21°den,

Sa(a) =(Sa° So Sq 0 So Sa)(@) = (SpoS8s0S4085084)(a) = Spsasala) =U

elde edilir. Buradan a € ASASA olup, A = ASASA elde edilir. Boylece, S regiiler bir

yarigruptur.
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Birka¢ esnek kesisimsel ideal ile bunlarin genellestirilmis idealleri arasindaki iliski Sekil

3.1’de gosterilmistir. Burada A - B, A’nin B oldugunu ancak B’nin her zaman A

olmayabilecegini gosterir.

EK sol quasi-i¢ ideal | ==

EK-quasi-i¢ ideal

1

EK-i¢ ideal

1

EK-sol ideal ==

EK-ideal

»
»

S regiiler ve sag basit yarigrup ——»

l

EK-quasi ideal

l

EK-bi-ideal

EK sag quasi-i¢ ideal

EK-sag ideal

dniSues yseq [0s oA OMJor's ————— >

dni3 1om3a1 11q ‘g

dnib nq‘s

Q.

j=]

g l

g

)

5 A G

= EK-bi-i¢ ideal

j‘:) S, bir regiiler

: I

Ay Yyarigrup

| EK-bi-quasi-i¢ ideal
—

S, regiiler ve sag
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4. YARIGRUPLARIN ESNEK KESIiSIMSEL HEMEN HEMEN iC
IDEALLERI

Bu boliim, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen i¢ idealleri {izerine olup, boéliimde

Sezgin ve Bas (2024) ¢alismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

41. Tanmm fs;, U Tlzerinde bir esnek kime olsun. Her x,y €S ig¢in,
(Sx o fs OSy) N fs # @ ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel hemen hemen i¢ ideali denir.

4.2. Tamim fs, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € S igin, (Sy o f; 0 Sy) N f; + @ ise
fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen i¢

ideali denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen i¢ ideali kisaca
“EK-hemen hemen i¢ ideal” olarak, esnek kesisimsel zayif hemen hemen i¢ ideali kisaca

“EK-zayif hemen hemen i¢ ideal” olarak gosterilecektir.

4.3. Ornek S = {a, b} kiimesi iizerinde Tablo 4.1 yardimiyla tanimlanan “” ikili islemi ile

(S, ™) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

N a b
a a b
b b a

Tablo 4.1. Ornek 4.3’teki " = ” Ikili islemi

U = {k | k € Z;,} evrensel kiimesi {izerinde f, g5 Ve h, esnek kiimeleri,

fS = {(a, {i, §}), (b, {1' 6})}

gs = {(a,{7,9)), (b,{3,7)}



h'S = {(a, {i, g})) (b, {7' §})}

seklinde tanimlansin. Burada, f; ve gg birer EK-hemen hemen i¢ idealdir.
Oncelikle, her x,y € S igin, (Sx ofgo Sy) N fs # O oldugunu gosterelim:
Sq — S, ile baslayacak olursak:

[(Sa e fs ©Sa) A fs](a@) = (Sa° fs ° Sa)(@) N fs(a)
= [((Sa° £)(@) N Sa(@)) U ((Sa © £ (B) N Sa(B))] N fi(a)
= [[((Sa(@) N fs(a)) U ((Sa(b) N f5(b))] N Sa(a)]

0[[(a 0 @) U (8@ 0 )] 0 52| | 0 fiC0)

= fs(a)
={1,3}

[(Sa o fs °Sa) N f](b) = (Sa o fs ° Sa)(b) N f5(b)
= [(Sa ° f5)(b) N Sa(@)] U [(Sa © fs)(@) N Sa(b)] N f5(P)
= [[((Sa(B) N fs(a) U ((Saa) N fs(D)] N Sa(a)]
U [[((Sa(@) N fs(a)) U ((Sa(b) N f5(b))] N Sa(b)] N f5(b)]
= fs(b)
={1,9}

oldugundan, (Sg o f; 0 S,) A f; = {(a,{1,3}),(b,{1,9)} = @
S, — S}, ile devam edecek olursak:

[(Sy © fs 0 Sp) T £1(@) = (S © fs  Sp)(@) N fu(@)
= [(Sb ° £:)(@) N Sp(@] U [(Sy ® £:)(b) N Sy (B)] N fi(@)
= |[(5p(@) n £:(@)) U (S,(B) 0 £:(5))] 1 Sy (a)]
U [[((Sy(b) N (@) U ((S(@) N £(bD)] 0 Sy (b) N fy(@)]

= fs(a)
={1,3}
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[(Sb © fs 2 Sp) A f1(B) = (Sp © fs © Sp)(B) N f5(b)
= [(Sp o f)(B) N Sp(@)] U [(Sp © fs)(a) N Sp(b)] N f5(b)
= [[((Sp(D) N fs(@)) U ((Sp(@) N f5(D))] N Sp(a) U [((Sp(a)
N fs(@)) U ((Sp(b) N £5(b))] N Sp(b)] N f5(b)
= fs(b)
={1,9

oldugundan, (S, © f; 0 Sp) N f; = {(a,{1,3}), (b,{1,9)} # @

S, — Sp ile devam edecek olursak:

[(Sa o fs °Sp) A fs](@) = (Sq° fs ° Sp)(@) N fs(a)
= [(Sa o f)(@) NSp()] U [(Sa ° f5)(B) N Sp(D)] N fs(a)
= [[((Sa(@) N fs(a)) U ((Sa(D) N f5(B))] N Sp(a) U [((Sa(P)
N fs(@)) VU ((Sa(@) N f5(b))] N Sp(B)] N fs(a)
= fs(b) n f(a)
= {1}

[(Sa o fs © Sp) N f](B) = (Sq © fs © Sp)(b) N f(b)
= [(Sa © f)(B) N Sp(a)] U [(Sa © fs)(@) N Sy (b)] N f5(P)
= [[((Sa(P) N fs(a)) U ((Sa(@) N fs(b))] N Sp(a) U [((Sa(@)
N fs(@)) U ((Sa(b) N £s(b))] N Sp(B)] N f5(b)
= fs(a) n f5(b)
= {1

oldugundan, (Sg o f; 0 Sp) 0 f; = {(a,{1}), (b, {1} # @

S, — S, ile devam edecek olursak:

[(Sp © fs ©Sa) A fs](a@) = (Sp o fs © Sa) (@) N fs(a)
= [(Sp ° f)(@) N Sa()] U [(Sp © f5) (D) N Sa(b)] N fs(a)
= [[((Sp(a) N fs(a)) U ((Sp(b) N f5(b))] N Sa(a) U [((Sp(P)
N fs(@)) U ((Sp(@) N £s(b))] N Sa(B)] N fs(a)
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= fs(b) n fs(a)
={1

[(Sp © fs © Sa) A f1(b) = (Sp © fs © Sa) (b) N f5(b)
= [(Sp © f)(B) N Sa(@)] VU [(Sp © fs)(a) N Sa(b)] N f5(b)
= [[((Sp(D) N f5(a)) U ((Sp(@) N f5(D))] N Sa(a) U [((Sp(a)
N fs(@)) U ((Sp (D) N £s(B))] N Sa(b)] N f5(b)
= fs(@) N £s(b)
= {1}

oldugundan, (S, o f; 0 S) O f; = {(a,{1}), (b, {1} # @

Boylece, fs bir EK-hemen hemen i¢ idealdir. Benzer sekilde,

(Sa°gs°Sq) N gs = {(af 7, g})' (b, {gr 7})} + 0

(Sq° gs°Sp) N gs ={(af 7})' (b, {7})} +0

(Sp°gs°Sp) N gs ={(a{7,9),(b,{3, 7N} #

(Sp© gs°Sa) N gs = {(@{7}), (b, (7N} # @

oldugundan, gs bir EK-hemen hemen i¢ idealdir. Fakat, hg bir EK-hemen hemen i¢ ideal
degildir. Gergekten,

[(Sa © hs © Sp) A hs](a) = (Sq © hs © Sp)(a) N hs(a)
= [(Sa © hs)(a) N Sp(@)] U [(Sa © hs)(b) N Sp(B)] N hy(a)
= [[((Sa(@) N hg(a)) U ((Sa(b) N hs(B))] N Sp(a) U [((Sa(b)
N hs(a)) U ((Sa(@) N hg(b))] N Sp(b)] N hs(a)
= hs(b) N hs(a)
=0
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[(Sq © hs © Sp) N hs](b) = (Sq © hs © Sp)(b) N hs(b)
= [(Sa © hs)(b) N Sp(@)] U [(Sa © hs)(@) N Sp(D)] N hs(b)
= [[((Sa(b) N hs(a)) U ((Sa(@) N hs(D))] N Sp(a) U [((Sala)
N hs(a)) U ((Sa(b) N hs(b))] N Sp(B)] N hs(b)
= hs(a) N hs(b)
=0

oldugundan, (S, © hs © Sp) N hy = {(a,0),(b,B)} =@
Benzer sekilde,

[(Sp © hs © Sa) N hs](a) = (S © hs © Sg)(a) N hy(a)
= [(Sp o hs)(@) N Sa(@)] VU [(Sp © hs)(D) N Sa(D)] N hs(a)
= [[((Sp(@) N hs(a)) U ((Sp () N hs(b))] N Sa(a) U [((Sp(b)
N hs(a)) U ((Sp(a) N hg(b))] N Sa(B)] N hs(a)
= hs(b) N hs(a)
=0

[(Sp © hs © Sa) 0 hs](b) = (Sp © hs © Sg)(b) N hs(b)
= [(Sp © hs)(B) N Sa(@)] U [(Sp © hg)(@) N Sa(b)] N hs(D)
= [[((Sp(D) N hs(a)) U ((Sp(a) N hs(b))] N Sa(a) U [((Sp(a)
N hs(a)) U ((Sp(b) N hs(D))] N Sa(b)] N hs(b)
= hs(a) N hs(b)
=0

oldugundan, (S, o hg 0 S;) N hy = {(a, ), (b,0)} =0

Boylece, baz1 x,y € S igin, (Sx o hgo Sy) N hs = @, olup, h, bir EK-hemen hemen i¢ ideal
degildir.

4.4. Teorem Her EK-hemen hemen i¢ ideal, bir EK-zayif hemen hemen i¢ idealdir.
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Ispat: tg, bir EK-hemen hemen i¢ ideal olsun. Her x,y € S icin, (Sx otgo y) Nfs # 0s. 0

halde, her x € S igin, (S, o tg o S,) N fs # @ olur. Boylece, tg bir EK-zayif hemen hemen

i¢ idealdir.
Teorem 4.4’1in karsitinin dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

4.5. Ornek Ornek 4.3’te verilen hg esnek kiimesini ele alalim. h esnek kiimesinin bir EK-

hemen hemen i¢ ideal olmadig1 Ornek 4.3’te goriilmektedir. Fakat,

[(Sq © hs © Sa) A hs](a) = (Sq © hs © Se)(a) N hs(a)
= [(Sa ° hs)(@) N Sa(@)] U [(Sa © hs)(b) N Sa(b)] N hs(a)
= [[((Sa(@) N hs(@)) U ((Sa(b) N hs(D))] N Sa(a) U [((Sa(b)
N hs(a)) U ((Sa(@) N hs(b))] N Sa(b)] N hs(a)
= hs(a)
= {13}

[(Sq © hs © Sa) A hs](B) = (Sq © hs © Sg)(b) N hs(b)
= [(Sa © hs)(b) N Sa(@)] U [(Sq © hs)(@) N Sa(b)] N hy(b)
= [[((Sa(P) N hs(@)) U ((Sa(a) N hs(D))] N Sa(a) U [((Sa(a)
N hs(a)) U ((Sa(b) N hs(D))] N Sa(b)] N hs(b)
= hs(b)
={9.7}

oldugundan, (S, o hs 0 S,) A hy = {(a,{1,3}),(,{9, 7N} =0
Benzer sekilde,

[(Sp © hs © Sp) N hs](a) = (Sp © hs © Sp)(@) N hs(a)
= [(Sp © hs)(@) N Sp(@)] U [(Sp © k) (D) N S ()] N hs(a)
= [ [((Sp(a) N hs(@)) U ((Sp(D) N hs(b))] N Sp(a) U [((Sp(D)
N hs(a)) U ((Sp(a) N hg(b))] N Sp(D)] N hs(a)
= hs(a)
={1,3}
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[(Sp © hs © Sp) N hs](b) = (Sp © hs © Sp)(b) N hy(D)
= [(Sp © he)(B) N Sp(@)] U [(Sp © hs)(a) N Sp(B)] N hs(b)
= [[((Sp(D) N hs(a)) U ((Sp(a) N hs(b))] N Sp(a) U [((Sp(a)
N hs(a)) U ((Sp(b) N hs(D))] N Sy (D)] N hy(b)
= hs(b)
={9.7}

oldugundan, (S, o hs o Sp) N hs = {(a,{1,3)),(b,{9,7})} # @. Boylece, h; bir EK-zayif

hemen hemen i¢ idealdir.

4.6. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve her x,y € S igin, Sy o fs o S,, # @ olsun. fs,

bir EK-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen i¢ idealdir.

Ispat: fs esnek kiimesi S, o fs o Sy # @s olmak sartiyla bir EK-i¢ ideal olsun. O halde, So

fs©S € fs saglanir. Her x,y € Sigin, Sy o fs 0 S, €S o fg oS € f; oldugundan,
(Sx°fS°Sy)ﬁfS =58x°fs °Sy #* O
elde edilir. Boylece, (Sx ofso Sy) N fs # @ olup, fs bir EK-hemen hemen i¢ idealdir.

Burada, S o @5 oS € @ oldugundan @y esnek kiimesinin bir EK-i¢ ideal oldugu agiktir.
Fakat (§ o Qg o S') N @5 = @5 oldugundan, @ esnek kiimesi bir EK-hemen hemen i¢ ideal
degildir.

fs, bir EK-hemen hemen i¢ ideal ise bir EK-i¢ ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek

ile gosterelim:

4.7. Ornek Ornek 4.3’te verilen f; ve gs esnek kiimelerini ele alalim. fg ve gg esnek

kiimelerinin birer EK-hemen hemen i¢ ideal oldugu, Ornek 4.3’te gdsterilmistir. Fakat,

(SofioS)(@ =[(Sef£)@nS@]U[(Sef)B) NnSb)]
= [S(@) n f(@]U[SkB) n B U[SB) N fi(@]u[S(a)n f(b)]
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= fs(@) U fs(b) U fs(a) U f5(b)
= fs(@) U £5(b) & fi(a)

oldugundan, fs bir EK-i¢ ideal degildir. Benzer sekilde,

(SegseS)(a) =[(Segs)@nS@]u[(Segs)b) NSh)]
= [S(a) n gs(@)] U [Sh) n gs(B)] U [S(h) N gs(@)] U [S(a) n gs(b)]
= gs(a) U gs(b) U gs(a) U gs(b)
= gs(a) U gs(b) € gs(a)

oldugundan, gs bir EK-i¢ ideal degildir.

4.8. Teorem fs Ve hs, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f5, bir EK-

hemen hemen i¢ ideal ise hg bir EK-hemen hemen i¢ idealdir.

Ispat: f;, bir EK-hemen i¢ ideal olsun. O halde her x,y € Sigin, (Sy o fs© S,) A\ fs # @
oldugu bilinmektedir. Kabul geregi fs € hg oldugundan,

(Sx°fS°Sy)ﬁfS§(Sx°hs°5y)ﬁhs

agiktir. Burada (Sy o f5 0 S,) N fs # @ oldugundan (S, o hg 0 S,) N hs # @5 elde edilir.

Boylece hg bir EK-hemen hemen i¢ idealdir.

4.9. Teorem fs ve hg, birer EK-hemen hemen ig ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir EK-

hemen hemen i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-hemen hemen i¢ ideal olsun. fs € fs U hg oldugundan, Teorem 4.8’den,
fs U hg, bir EK-hemen hemen ig idealdir.

4.10. Sonu¢ EK-hemen hemen ig ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen hemen

i¢ idealdir.
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4.11. Sonug fs ya da hg, EK-hemen hemen i¢ ideal olsun. Bu durumda, fg U hg bir EK-

hemen hemen i¢ idealdir.

Burada fs ve g5, EK-hemen hemen i¢ ideal iken fg N g5 esnek kiimesinin bir EK-hemen

hemen i¢ ideal olmasina gerek yoktur.

4.12. Ornek Ornek 4.3’te verilen fg ve gg esnek kiimelerini ele alalim. fg ve g5 esnek

kiimelerinin birer EK-hemen hemen i¢ ideal oldugu, Ornek 4.3’te gosterilmistir. Fakat,
fs N gs ={(a,0),(b,0)} =0
oldugundan, f; N g, bir EK-hemen hemen i¢ ideal degildir.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen i¢ ideali ile EK-hemen hemen i¢ ideali arasindaki iliski

verilecektir.

4.13. Lemma Y, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve x € S olsun. S, x’in
esnek karakteristik fonksiyonu ve Sy, Y’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak

iizere, S, o Sy = S,y (Sezgin ve Ilgin, 2024)

4.14. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sy, A kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen i¢
ideali olmasi igin gerek ve yeter sart S, nin bir EK- hemen hemen i¢ ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere S yarigrubunun bir

hemen hemen i¢ ideali olsun. O halde her x,y € Si¢in, xAy N A # @ yani, k € xAyn A

olacak sekilde en az bir k € S vardir. Buradan,
((Sx 0S4 25,) [154) (k) = (Syay N S2)(K) = (Srayna) (k) = U # 0

olup, (Sx © Sy °S,) NS, # O elde edilir. Bdylece, S, bir EK-hemen hemen ig idealdir.
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Tersine, S, bir EK-hemen hemen i ideal olsun. O halde, (S o S, 0 S,) AV S, # Os
Kabul geregi, A # @. Ayrica,

Qs # (Sy o8, 0 y)ﬁ'SA:HkES;((SxoSAo y)ﬁSA)(k) *+Q
= 3k € S; (Syay N S4)(k) = @
= 3k € S; (Syayna) (k) = 0
= 3k € S; (Sxayna)(k) = U
=>kexAynA

olup, her x,y € Sigin xAy N A # @ elde edilir. Boylece A4,S yarigrubunun bir hemen

hemen i¢ idealidir.

4.15. Ornek S = {a, b, c} kiimesi iizerinde, Tablo 4.2 Yardimiyla tanimlanan “38” ikili
islemi ile (S,38) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

¥la b c
al|la b c
b b ¢
c| b b ¢

Tablo 4.2. Ornek 4.15°teki "38” Ikili islemi

A ={b,c} S kiimesinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere, A kiimesinin S
yarigrubunun bir hemen hemen i¢ ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin
hesaplamalarla, A kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu
S, ={(a, 0),(b,U), (c,U)} nin bir EK-hemen hemen i¢ ideal oldugu gosterilebilir.

Tersine, X’in esnek karakteristik fonksiyonu fs = {(a, @), (b, U), (¢, U)} olarak segilerek
rutin hesaplamalarla hem Sy’in bir EK-hemen hemen i¢ ideal hem de X = {b,c}’nin S

yarigrubunun bir hemen hemen i¢ ideali oldugu gosterilebilir.
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4.16. Lemma fs, U iizerinde bir esnek kiime olmak iizere, fs € Ssupp(fs) (Sezgin ve Ilgin,

2024).

4.17. Teorem fs, bir EK-hemen hemen i¢ ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen

hemen i¢ idealidir.

Ispat: f, bir EK-hemen hemen i¢ ideal olsun. O halde her x, y € S igin, (Sx ofso Sy) Nfs +
@s oldugu aciktir. supp(fs)’nin S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ ideali oldugunu
gostermek i¢in Teorem 4.14°ten Sgypp(rs) nin bir EK-hemen hemen i¢ ideal oldugunu

gostermek yeterlidir. Lemma 4.16’dan,
(Sxofse Sy) Nfs € (Sco supp(fs) ° Sy) A Ssupp(fs)
ve (Sy o fs©Sy) A fs # @ oldugundan,(Sy © Ssupp(rs) © Sy) N Ssupp(rs) # s elde edilir.

Boylece, Seupp(r,) bir EK-hemen hemen i¢ ideal olup Teorem 4.14’ten supp(fs),

S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ idealidir.

Teorem 4.17’nin karsitinin genellikle dogru olmadigin1 bir 6rnekle gosterelim:

4.18. Ornek Orek 4.3’teki hg esnek kiimesini ele alalim. supp (hg) = {a, b} olup,
[asupp(hs)a] N supp(hs) = a{a, b}a N {a, b} = {a, b} # @
[asupp(hs)b] N supp(hs) = afa, b}b N {a, b} = {a, b} # B
[bsupp (hs)b] N supp(hs) = b{a,b}b N {a,b} = {a, b} # O,

[bsupp(hg)a] N supp(hs) = b{a,b}a N {a, b} = {a, b} # @
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Boylece, her x,y € S igin, [{x}supp(hs){y}] Nnsupp(hs) # @ elde edilir. Buradan
supp(hs), S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ idealidir; fakat Ornek 4.3’te gosterildigi

tizere hg, bir EK- hemen hemen ig ideal degildir.

4.19. Tanim f; ve hs, hg € fg olacak sekilde, birer EK-hemen hemen i¢ ideal
olsun. supp(hs) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine bir minimal EK-hemen hemen i¢ ideal

denir.

4.20. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S4, A kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen ig ideali

olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen i¢ ideali olsun. O halde, 4, S
yarigrubunun bir hemen hemen i¢ idealidir ve Teorem 4.14'ten S, bir EK-hemen hemen i¢
idealdir. fg € S, olacak sekilde f; bir EK-hemen hemen i¢ ideal olsun. Teorem 4.17°den
supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ idealidir ve Not 2.3.15’ten ve Sonug

2.3.20°den,

supp(fs) S supp(Ss) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen i¢ ideali oldugundan
supp(fs) = supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 4.19°dan S, bir minimal EK-hemen hemen
i¢ idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen ig ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen
i¢ idealdir ve Teorem 4.14’ten, A, S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ idealidir. B € A
olacak sekilde B, S yarigrubun bir hemen hemen i¢ ideali olsun. Teorem 4.14’ten, S bir
EK-hemen hemen i¢ ideal ve Teorem 2.3.21°den S; < S, olur. S4 bir minimal EK-hemen

hemen i¢ ideal oldugundan ve Sonug 2.3.20’den,

B = supp(Sg) = supp(S4) = A
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elde edilir. Boylece 4, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen i¢ idealidir.

4.21. Tanim fs, gs Ve hg birer EK-hemen hemen i¢ ideal olsun. Bu durumda, hg o gs € f
olmasi hg € fs veya gs € fs olmasmi gerektiriyor ise f5’ye bir EK-asal hemen hemen i¢

ideal denir.

4.22. Tamm f; Ve hg birer EK-hemen hemen ig ideal olsun. Bu durumda hg o hg € fg olmasi

hg € fs olmasim gerektiriyor ise f;’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen i¢ ideal denir.

4.23. Tanim f;, gs Ve hg birer EK-hemen hemen i¢ ideal olsun. Bu durumda, (hg © gs)
N (gs o hg) € fs olmas1 hg € f veya gs € fg olmasini gerektiriyor ise f5’ye bir EK-

kuvvetli asal hemen hemen i¢ ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen i¢ idealin, bir EK-asal hemen hemen i¢ ideal oldugu ve

her EK-asal hemen hemen i¢ idealin EK-yar1 asal hemen hemen i¢ ideal oldugu agiktir.

4.24. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. S, bir EK-asal hemen hemen i¢ ideali ise P kiimesi S

yarigrubunun asal hemen hemen i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-asal hemen hemen i¢ ideal olsun. O halde Sp bir EK-hemen hemen ig
idealdir. Teorem 4.14’ten P, S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ idealidir. AB < P olacak
sekilde A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen i¢ ideali olsun. Bu durumda Teorem
4.14’ten S, ve Sy birer EK-hemen hemen i¢ idealdir ve Teorem 2.3.21°den Sy 0 Sp =
Sup € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen i¢ ideal ve S, o Sy € Sp oldugundan,
S, € Sp veya Sg € Sp saglanir. Boylece Teorem 2.3.21°den A € P veya B € P elde edilir.

Sonug olarak P kiimesi S yarigrubunun asal hemen hemen i¢ idealidir.

4.25. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK- yar1 asal hemen hemen ig ideali ise P kiimesi S

yarigrubunun yar1 asal hemen hemen i¢ idealidir.
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Ispat: Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen i¢ ideal olsun. O halde Sp bir EK-hemen hemen i¢
idealdir ve Teorem 4.14’ten P, S yarigrubunun bir hemen hemen ig idealidir. AA € P olacak
sekilde A, S yarigrubunun birer hemen hemen i¢ ideali olsun. Bu durumda, Teorem 4.14’ten,
S, bir EK-hemen hemen i¢ idealdir ve Teorem 2.3.21°den, S, o S, = S,4 € Sp elde edilir.
Sp bir EK- asal hemen hemen i¢ ideal ve S; S, € Sp oldugundan, S, € Sp saglanir.
Boylece Teorem 2.3.21°den, A € P elde edilir. Sonug olarak P kiimesi S yarigrubunun bir

yar1 asal hemen hemen i¢ idealidir.

4.26. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen i¢ ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen i¢ ideal olsun. O halde S, bir EK-hemen hemen
i¢ idealdir. Teorem 4.14’ten, P, S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ idealidir. AB N BA € P
olmak tizere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen i¢ ideali olsun. Bu durumda Teorem
4.14’ten, S, ve Sp birer EK-hemen hemen i¢ idealdir ve Teorem 2.3.21°den, (S, °
Sp) A (SgoSy) =Sup N Sga = Supnpa S Sp elde edilir. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen
hemen i¢ ideal ve (S, © Sg) N (Sg 0 S,) € Sp oldugundan, S, € Sp veya Sg € Sp saglanir.
Boylece Teorem 2.3.21°den, A € P veya B € P elde edilir. Sonug olarak P kiimesi S

yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen i¢ idealidir.
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5. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN BIi-
QUASI-IC IDEALLERI

Bu boliim, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢ idealleri {izerine olup,

boliimde Sezgin ve digerleri (2025) ¢alismasindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.

5.1. Tanim f;, U Tlzerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y €S ig¢in,
(fs °oSyofseS,e fs) N fs # Og ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali denir.

52. Tanmm fg, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Her x €S igin,
(fsoSyofsoSyofs)Nfs + B ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel zay1f hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢
ideali kisaca “EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal” olarak, esnek kesisimsel zayif hemen
hemen bi-quasi-i¢ ideali kisaca “EK-zayif hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal” olarak

gosterilecektir.

5.3. Ornek S = {9, ¥} kiimesi iizerinde Tablo 5.1 yardimiyla tanimlanan “® ikili islemi ile

(8, ®) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

® 9 ¥
9 9 ¥
¥ ¥ 9

Tablo 5.1. Ornek 5.3’teki “@®” Ikili islemi

U= {[g 2] | a € Q’} evrensel kiimesi iizerinde fs, [ Ve g esnek kiimeleri,

(o e et 1) A (R A )



s={e A5 AD-GAT 210G 2
os={(e A5 215 AD-GAG )

seklinde tanimlansin. Burada, fs ve lg birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.
Oncelikle her x,y € S igin, ( fsoSxofseS,e fs) N fs # Og oldugunu gosterelim:

Sy — S, ile baslayacak olursak:

[(fs oSy o foSyo fs) A fs](0) = [((fs 2 Sp)@ 0 (fs 0 Sy 0 ) (@) U (fs o S @)
(fs © Sy f5)(®))| 0 (o)
= [[((fs@ n5,) U (£6)n5,))n (5 °

5)® 0 @) U ((525)e) 0 )|V (@ n5,@) u (@ ns,©))n

((5o5)@ 0 @) U (¢ 25 n @) f©

- “fs(sz) n K((fs(?) N5®)U (66 05,6))) 0

<((fs(sz) n

5,®) U () ns,m))n fs<w>> U <((fs(2) n5,) U () n5,®))n

fs(2)> v (((m) n5,) U (66N 5,®))n fsm)” U [fs(?r) n

fs(2)> u N fs(9)

B [[fs(sz) N (5@ n ) U (6 0 f56))]| v

5690 (5@ n ) U (5 £6))]|n O
= f5(9)
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[(fro Syo fio Sy o £6) AL
= [((fs o S)@ N s oSy 0 )@ U ((fs 0 S 0 (s 0 S, 0 £6)())]
N f5()
= [(A® n (56 n £69)) v (£6) 0 (s U £6))] N fsG)
= [(s(®) n fs@®)) U (0] 0 fs()

= fs(¥) N fs(¥)
= fs(»)

oldugundan,

(fsoSyofsoSyofs)Aifs = {(2’{ 8 2]’[602 e02 })' (X’{[(e) 2]'[603 603]})} * s

S, — S, ile devam edecek olursak:

[(fs © Sy fs o Sy o £5) B f51(9)
= [((fs 0 SD® N (fs 0 Sy 0 £)()) U (s 0 S 0 (fs 0 Sy 0 fi) ()]
N fs(9)
= (@) n (s n ) U (6@ 0 (K@ U £))] 0 £

= [(fs(?) n fs(%”)) U fs(?)] N fs(9)
= fs(®) N fs(9)
= fs(9)

[(fs 0 Sy o fs 0 Sy o fs) O fs](¥)
= [((fs °5)(@) N (fsoSye fs)(?)) U ((fs 0o S )(¥) N (fsoSye fs)(?))]
N fs(x)
= (@) n (@ U )) U (K@ n (K@ 0 £60))] 0 f6)
= [£() U (5@ N ()] N f5(x)
= f5(3) 0 f5(x)
= fs(x)
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oldugundan,

Goosvesosionss={e A5 L 2D O S)=o

S, — Sy ile devam edecek olursak:

[(fs oSy o fs oSy o fs) T fs](9)
= [((fs25,)@ N (s 2 Sy 2 @) U (s 2 $,)@) 0 (s o Sy 0 ) () )]
N fs(9)
= [(6 n () n 69)) U (£6) 0 (66 U )] 0 fs()

= [(fs(@) N () U f5s()] 0 fs(9)
= f:(¥) 0 f5(9)

[(fs oSy o fs o Sy o f5) A £5] ()
= [((5e5)® 0 oS, o ) U ((5 = 5)@) N 5, e D))
N fs(x)
= [(® n (5@ U £6))) U (£6) 0 (@ 0 £69))] n 6

= [fs(?) U (fs(x) n fs(?))] N fs(x)
= fs(9) N fs(¥)

oldugundan,

Grosiotosie s = (1 D) D)o
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Sy — S, ile devam edecek olursak:

[(fs o Sy o fs 0 Sy o f) T f5] ()
=|((fso80@ 0 (fs 0 Sy o £6) (@) U ((fs 2 S N (fs 2 Sy 0 f5) ()|
N fs(9)
= [(£6) 0 (s U s@)) U (£ 0 () 0 £0)))] 0 (o)

= [ U (fs(2) N ()] N f(9)
= f(¥) N f5(9)

[(fs o Se o fs oSy f5) A f5] ()
=[((fso850@ 0 (fs oSy o £6) @) U ((fs 2 S 0 (fs o Sy 2 £5)(0)]
N f5()
=[(@ n (@ n £09)) U (0 0 (@ U E))] 0 f6)

= [(fs(x) n fs(?)) U fs(?)] N fs()
= fs(9) N fs(¥)

oldugundan,

Grosietios,e m)f= (oAl D) D)+ o

e

Boylece, fs bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir. Benzer sekilde,

(ls °0SgolseSye ls) Ails = {(2’{[604 304 })’<T’{[eo4 e04] ’ [602 eoz]})} *0s

(ls °SyolsoSye lS) Nis = {(2 '{:604 604: }) ’ (X'{:QO4 604: })} *0s

Goseebesonat = {5 2G5 2o
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Gosonesenmn={6f5 )G S o)=o

oldugundan, [ bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir. Fakat, gs bir EK-hemen hemen bi-

quasi-i¢ ideal degildir. Gergekten,

(g5 ° Sy © g5 © Sy 0 g5) T 95| ()
= [((95°S,)® N (g5 S, 0 g)(®)
U ((95 2 5,)3) 0 (g5 2 5, 0 g ()| 0 949
= [(9:(® 1 (95 1 9:))) U (9:6) 1 (g5(2) U g:(®)))| N ()

= [(gs(®) N gs()) U gs(x)] N gs(2)
= gs(x) N 95(2) =0

[(gs © Sy ° gs Sy gs) T g5] )
= (95 ° S,)(® N (g5 Sy ° gI))
U ((95 2 8,)@) 0 (g5 2 S, 0 9 ()] 1 g5 )
= [(g:(® 1 (95 U g:))) U (9:6) 1 (g5() 1 g:(®)))| N gs>)

= [gs(2) U (gs() N g5())] N gs(x)
= gs(?) N gs(x) =0

olup, benzer sekilde,

(s © S50 gs 2 Sy 2 95) T 95| ()
=[((g5 2 )@ N (g5 S, 2 95) (@)
U ((gs © 56 0 (gs ° Sy ° 9:)3))| 1 g5(9)
= {(9:6) 1 (95(2) U 9:())) U (952 1 ((9:() 1 g5()) )| 1 g5(®)

= [gs(x) U (gs(9) N gs(3)] N gs(9)
=g;(x) Ngs(9) =0
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[(gs © S50 gs © Sy ° g5) N gs] )
= [((gs 2 ) N (g5 25, © ) @))
U ((gs 256 0 (gs 2 Sy ° 9:)(®)] N g5
[(9:6) 0 (g5(2) 1 g:())) U (9:() 1 ((gs() U g:()) )| 0 g )

=[(gs() N gs(9)) U gs(9)] N gs(x)
= gs(?) N gs(X) =0

oldugundan, baz1 x,y € S i¢in, (gs °©SxogseSyo gs) N gs = @
Boylece, g5 bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal degildir.

5.4. Teorem Her EK-hemen hemen bi-quasi-ig ideal, bir EK-zayif hemen hemen bi-quasi-i¢

idealdir.

Ispat: ts bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. Her x,y € S icin, (ts °oSyotgoS,o
ts) N ts # Os. O halde, her x € S igin, (t5 o Sy o tg 0 Sy o t5) N tg # B olur. Boylece, tg bir

EK-zayif hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.
Teorem 5.4’1in karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

5.5. Ornek Ornek 5.3’te verilen g¢ esnek kiimesini ele alalim. gg esnek kiimesinin bir EK-

hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olmadig1, Ornek 5.3 te goriilmektedir. Fakat,

[(gs © Sy 0950y 0 95) T gs](2)
= (95 S)® 0 (g5 25,2 9)(®)
U ((g5 2 $,)®) 0 (g5 © Sy 0 9| 1 g5(®)
= (95 N (9:(2) U g:()) U (g,) 1 (9:3) 1 g()))] 1 g5(2)

= [gs(2) U (gs() N g5())] N gs(9)
= g5(9) N gs(9) = gs(9)
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[(gs © Sy © g5 ° Sy ° gs) N gs] ()
=[((gs°5;)@ N (g5 S, g5) ()
U (g5 ©5)) 0 (g © Sy 0 9)(®))|  95)
= (g5 n (9:® 1 956))) U (956 N ((9:() U g5(3) )] 0 95 )
=

(9s(2) N gs(3)) U gs(¥)] N gs()
= gs(¥) N gs(x) = gs(»)

olup, benzer sekilde,

[(gs © S5 ° gs°Syogs) N gsl(9)
= [((gs ° $)(9) N (gs ° Sy © g)(2)) U ((gs © S)(¥) N (gs © Sy © g5) ()]
N gs(9)
=[(9:@) 0 (9@ 1 g,6))) U (9:(2) 1 (95(2) U g5(3) )| 0 g5 (2
= [(gs(2) N gs()) U g5(9)] N g5(9)
= gs(9) N gs(2) = gs(9)

[(gs © Sy 0 gs © Sy ° gs) N gs](¥)
= [((gs ° $)(®) N (gs ° Sy 2 ) () U ((gs ° S) () N (gs © Sy © g5)(9))]
N gs(x)
= [(9:6) 0 (g5(2) U g:(®)) U (9:(2) 1 (g5() 1 g:(®)))] N g
= [9s() U (g5(2) N gs())] N g5 ()
= gs(x) N gs(x) = gs(>)

oldugundan, g, bir EK-zayif hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

5.6. Teorem g, U iizerinde bir esnek kiime ve »g © Sy © #5 © S, 0 35 # @ olsun. g, bir EK-

bi-quasi-ig¢ ideal ise bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: ns esnek kiimesi, #g © S, 0 x#g o Sy o 1g # @ olmak sartryla bir EK-bi-quasi-i¢ ideal

olsun. O halde, g °S o x50 S o x5 € xg saglanir. Her x,y € S igin,
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%SOSxo}fSoSyo}fS§%5°§°%5°S°%5§%S

Oldugundan, (%S o Sx o %5 o Sy o %5) ﬁ %S = %5 o Sx o %S o Sy o %S * Q)S elde edlllr
Béylece, (x50 Sy 05058, 0x5)Nxs # Bs olup, xs bir EK-hemen hemen bi-quasi-ig

idealdir.

Burada, @5 o S o @g oS o @ E @5 oldugundan, @g esnek kiimesinin bir EK-bi-quasi-ig ideal
oldugu agiktir. Fakat, ((DS °oSyo@goSyo (DS) N @s = @ oldugundan, @ esnek kiimesi bir

EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal degildir.

ug, bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal ise bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olmak zorunda

degildir. Bunu bir 6rnek ile gdsterelim:

5.7. Ornek Ornek 5.3’te verilen fg ve Il esnek kiimelerini ele alalm. fy ve I esnek
kiimelerinin birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal oldugu, Ornek 5.3’te gdsterilmistir.
Fakat,

(fseSefsoSefs)(®
=[(fseDH@DNUsoSe @)U [(fs2S)@ N (fsoSo fs)3)]
=[(@ U ) n () U £:(3))]
U [(s( U £:0) n (fs() U £s()]
= fs(@ U fs(») € f5(9)

oldugundan, f bir EK-bi-quasi-i¢ ideal degildir. Benzer sekilde,

(lsoSols0Sols)(® =[(lseS)(@NUs°So ()] U[(lseS)) N (s 0 S o ls)(¥)]
= [(Ls(2) U L) N (Is(9) U Is())]
U [(Ls(2) U L) n (Is(9) U Is())]
= ls(9) U ls(¥) & Is(9)

oldugundan, I bir EK-bi-quasi-i¢ ideal degildir.
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5.8. Teorem ¢, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. »g, bir EK-hemen hemen bi-

quasi-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

Ispat: ng, idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, g o x5 = g Ve her x,y € S icin,

(50 Sy 03508y 0 u5) Mg # Dg saglanr.
Buradan,

QSi(KSOSxOKSOSyO}fs)ﬁJ{SZ[(%Sosxo}fsosyo%s)ﬁ}{s]ﬁ}{s

= [(%5 °oSyongoS, °7‘fs) N (o5 0 215)] N g € (35 0 35) N s
elde edilir. Boylece, (35 o #5) N x5 # @5 olup, xs bir EK- hemen hemen alt yarigruptur.

5.9. Teorem fs Ve qs, fs € g olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f, bir EK-

hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal ise qs, bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde her x,y € S igin,
( fsoSxofseS,o fs) N fs # @5 oldugu bilinmektedir. Kabul geregi fs € g oldugundan,

(f5°5x°fs°5y°fs)ﬁfs§(CIs°Sx°CIs°Sy°CIs)ﬁCIs

aciktir.  Burada (fs °oSyofsoS, e fs) N fs # Og  oldugundan, (qs °oSyoqgseSyo

qs) N qs # @ elde edilir. Boylece, gg bir EK- hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

5.10. Teorem f; ve g birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, f5 U gs

bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. fs € fs U g5 oldugundan, Teorem

5.9’dan, f5 U g bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

5.11. Sonu¢ EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-

hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.
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5.12. Sonu¢ fg ya da gg, bir EK- hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs U g

bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

Burada, f Ve g5 birer EK-hemen hemen bi-quasi-ig ideal iken fs N I bir EK-hemen hemen

bi-quasi-i¢ ideal olmak zorunda degildir.

5.13. Ornek Ornek 5.3’te verilen fs ve lg esnek kiimelerini ele alalim. fi ve lg esnek
kiimelerinin birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal oldugu, Ornek 5.3’te gdsterilmistir.
Fakat,

f:g ﬁ lS = {(21 Q)F (Xﬂ ®)} = QS
oldugundan, fg A I bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal degildir.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali ile EK-hemen hemen bi-quasi-i¢

ideali arasindaki iliski verilecektir.

5.14. Teorem H, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sy, H kiimesinin
esnek karakteristik fonksiyonu olmak tizere, H kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen
bi-quasi-i¢ ideali olmasi igin gerek ve yeter sart Sy, nin bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢

ideal olmasidr.
Ispat: H, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak iizere S yarigrubunun bir

hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali olsun. O halde her x,y € S igin, HxHyH N H # @ yani,
t € HxHyH N H olacak sekilde en az bir £ € S vardir. Buradan,

((S}[ © Sy 0 Sy oSy 0Sy) N 57{) (1) = (Sscxscyse 0 S ) (€) = (Sscxarysense) () =U = @

olup, (Sy; © Sy © Sy © Sy, 0 Sy) N Sy # P elde edilir. Béylece, Sy bir EK-hemen hemen bi-

quasi-i¢ idealdir.
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Tersine, Sy bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, (SH ©S5y08y 08,0

Syc) A\ Syr # B
Kabul geregi, H # 0. Ayrica,

Bs # (Ssc 0 Sy o Sy 0 Sy 0 S3) A Sy = In € 55 ((Sy 0 Sy 0 Sy 0 S, 0 Sy) A Sy ) (1)
*0
= 3 €S; ((Ssaseysc) N Sa) () = 0
= In €S; (Sixsyseny)(n) # @

= An€S; (Sg{xg{yg.[ng.[)(’n) =U

> neEHxHYyHNH

olup, her x,y € Sigin, HxHyH NH # @ elde edilir. Boylece H,S yarigrubunun bir

hemen hemen bi-quasi-ig¢ idealidir.

5.15. Ornek S = {9, ¥, §} kiimesi iizerinde, Tablo 5.2 yardimiyla tanimlanan “©” ikili islemi

ile (S,9) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

0 > ¥ &
e |2 ¥ &
D S T |
Al ¥ A&

Tablo 5.2. Ornek 5.15’teki Tablo “0” Ikili islemi

H = {9,4}, S kiimesinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak {izere, H kiimesinin S
yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali oldugu kolaylikla gésterilebilir. Rutin
hesaplamalarla, H kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu
Sy ={(o,U),(¥,0),(8,U)}’nin bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal oldugu

gosterilebilir.
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Tersine, X’in esnek karakteristik fonksiyonu fs = {(9,U), (¥, 0), (8, U)} olarak segilerek
rutin hesaplamalarla hem f’in bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal hem de X = {9, 8}’in

S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali oldugu gosterilebilir.

5.16. Teorem fs, bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir

hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen bi-quasi-ig ideal olsun. O halde, fs # @g, supp(fs) = @ ve
(fs °oSyofseS,e fs) N fs # Og oldugu agiktir. supp(fs)’nin S yarigrubunun bir hemen
hemen bi-quasi-i¢ ideali oldugunu gostermek igin, Teorem 4.15’ten, Sg,,p(r,) Nin bir EK-

hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.16’dan,
(fs o Sxofs oSy fs) N fs € (Ssupncrs) © Sx © Ssupn(rs) ° Sy © Ssupp(rs)) N Soupp(r)
Ve
(fs °oSyofsoS, °fs) N fs # Os
oldugundan, (Ssupp(fs) © Sy © Ssupp(fs) © Sy © Supp(fs)) 0 Ssupp(rs) * Ds elde edilir.

Boylece, Squpp(rs) bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olup, Teorem 5.14’ten, supp(fs),

S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir.

Teorem 5.16 nin karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

5.17. Ornek Omek 5.3’teki g esnek kiimesini ele alalim. supp(gs) = {9, ¥} olup,

[supp (gs){o}supp(gs){e}supp(gs)] N supp(gs) = {2, w}ele, ¥}ele, v} N {9, 7} = {9, 7}
[supp (gs){o}supp(gs){x}supp(gs)] N supp(gs) = {2, ¥}e{e w}x{e, ¥} N {9, ¥} = {9, ¥}

[supp(gs){x}supp(gs){e}supp(gs)] N supp(gs) = {9, ¥}x{e, ¥io{e, ¥} N {p, ¥} = {9, ¥}
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[supp (gs){x}supp(gs){x}supp(gs)] N supp(gs) = {9, ¥}x{9, ¥}¥{9, ¥} n {9, ¥} = {9, ¥}

elde edilir. Boylece, her x, y € S igin, [supp(gs){x}supp(gs){y}supp(gs)] N supp(gs) #
@

Buradan, supp(gs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir; fakat Ornek

5.3’te gosterildigi lizere g, bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal degildir.

5.18. Tanmm f5 ve hg, hs € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen bi-quasi-ig ideal olsun.
supp(hg) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine S yarigrubunun bir minimal EK-hemen hemen

bi-quasi-ig ideali denir.

5.19. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S4, A kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak fiizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen bi-quasi-i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen

bi-quasi-i¢ ideali olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali olsun. O halde, 4, S
yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir ve Teorem 5.14’ten, S, bir EK-hemen
hemen bi-quasi-i¢ idealdir. fg € S, olacak sekilde f5 bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal
olsun. Teorem 5.16’dan, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir ve
Not 2.3.15’den ve Sonug 2.3.20’den,

supp(fs) S supp(Sa) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali oldugundan,
supp(fs) = supp(S,) = A olup, boylece, Tanim 5.18’den, S, bir minimal EK-hemen

hemen bi-quasi-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen bi-quasi-i¢ ideal ve Teorem 5.14’ten, A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-

i¢ idealidir. B € A olacak sekilde B, S yarigrubun bir hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali olsun.
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Teorem 5.14’ten, Sg bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal ve Teorem 2.3.21°den, Sz € S,

olur. S, bir minimal EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal oldugundan ve Sonug 2.3.20’den,

B = supp(Sg) = supp(S4) = A

elde edilir. Boylece A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir.

5.20. Tanim fs, gs Ve hg birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, hg o
gs € fs olmasi hg € fs veya g5 € fs olmasim gerektiriyor ise fs’ye bir EK-asal hemen

hemen bi-quasi-i¢ ideal denir.

5.21. Tanim f5 ve hg birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, hg o
hg € fs olmas1 hg € f; olmasim gerektiriyor ise f’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-

quasi-i¢ ideal denir.

5.22. Tanim fs, gs Ve hg birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, (hg °
gs) N (gs ° hg) € fs olmast hg € fs veya gs € fs olmasmi gerektiriyor ise fs’ye bir EK-

kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi-i¢ idealin, bir EK-asal hemen hemen bi-quasi-
i¢ ideal oldugu ve her EK-asal hemen hemen bi-quasi-i¢ idealin EK-yar1 asal hemen hemen

bi-quasi-i¢ ideal oldugu agiktir.

5.23. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun asal hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen
hemen bi-quasi-i¢ idealdir. Teorem 5.14’ten, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-
i¢ idealidir. AB C P olacak sekilde A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen bi-quasi-i¢
ideali olsun. Bu durumda, Teorem 5.14’ten, S, ve Sp birer EK-hemen hemen bi-quasi-i¢
idealdir ve Teorem 2.3.21°den, S, o Sg = S45 € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen

bi-quasi-i¢ ideal ve S, o S € Sp oldugundan, S, € S, veya Sz € Sp saglanir. Boylece,
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Teorem 2.3.21°den, A € P veya B C P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun

bir asal hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir.

5.24. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali ise P

kiimesi S yarigrubunun yar1 asal hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen
hemen bi-quasi-i¢ idealdir ve Teorem 5.14’ten, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-
quasi-i¢ idealidir. AA € P olacak sekilde A, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-i¢
ideali olsun. Bu durumda, Teorem 5.14’ten, S, bir EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir ve
Teorem 2.3.21°den, Sy 0 S, = Sy € Sp elde edilir. Sp, bir EK-asal hemen hemen bi-quasi-
i¢ ideal ve S; o S, € Sp oldugundan, S, € Sp saglanir. Boylece Teorem 2.3.21°den, A € P
elde edilir. Sonug olarak P kiimesi, S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen bi-quasi-i¢

idealidir.

5.25. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. S, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali ise

P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi-i¢ idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, Sp bir EK-
hemen hemen bi-quasi-i¢ idealdir. Teorem 5.14’ten, P, S yarigrubunun bir hemen hemen bi-
quasi-i¢ idealidir. AB N BA S P olmak {izere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen
bi-quasi-i¢ ideali olsun. Bu durumda, Teorem 5.14’ten, S, ve Sy birer EK-hemen hemen bi-
quasi-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.21°den, (S, © Sg) A (Sg ©Sy) = Sap N Sga = Supnga S Sp
elde edilir. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal ve (5S4 Sg) N (Sg ©
S4) € Sp oldugundan, S, € Sp veya Sg € Sp saglanir. Boylece Teorem 2.3.21°den, A € P
veya B € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen

hemen bi-quasi-i¢ idealidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinda, esnek kiime teorisi literatiiriine katki saglamas1 amaciyla, yarigruplarda
EK-bi-quasi-i¢ ideal, EK-hemen hemen i¢ ideal ve EK-hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal
tanitilmis, bu ideallere 6rnekler verilmis, bu ideallerin birbirleri ve diger idealler ile olan
iliskilerine bakilmistir. Klasik yarigrup teorisindeki yarigruplarin idealleri ile esnek kiime
teorisindeki esnek kesisimsel idealleri arasindaki onemli baglantilar detayli bir sekilde

sunulmustur.

Tezin ilk boliimiinde, yarigruplar, esnek kiimeler, esnek kesisimsel idealler ve yarigruplarin
idealleri ile ilgili detayli literatiir taramas1 yapilmistir. ikinci béliimde, tez boyunca
kullanilan yarigruplar, yarigruplarin idealleri ve hemen hemen idealleri, esnek kiimeler ve
yarigruplarin esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri ile ilgili temel kavramlar
sunulmustur. Ugiincii béliimde, yarigruplarin EK-bi-quasi-i¢ idealleri, dérdiincii béliimde
yarigruplarin EK-hemen hemen i¢ idealleri, besinci bolimde EK-hemen hemen bi-quasi-i¢
idealleri tanimlanmis, Orneklendirilmis, birbirleri ve diger idealler ile iliskilerini igeren
teoremler ayrintili bir sekilde incelenmistir. Yarigruplarin klasik cebirdeki ideallerinden yola
cikarak klasik cebirdeki teoremlerin ve idealler arasindaki gecislerin esnek kiime
teorisindeki yansimasinin nasil olacagi sorusu caligmanin ilhami olmus ve yapilan
caligmalarda bunlar goz 6niinde bulundurulmustur. Pek ¢ok yeni iligkiler i¢eren teoremler,

ispatlar1 ve ornekleri ile gosterilmistir.

Daha detayli gergevede bakilacak olursa, tezin iligiincli boliimiinde yarigruplarin EK-bi-
quasi-i¢ ideal kavrami tanimlanmis, 6rnegi verilmis, tanima denk bir teorem olusturulmus
ve ispatlanmigtir. Bir yarigrubun bir altyarigrubu bir bi-quasi-i¢ ideal ise bu altyarigrubun
esnek karakteristik fonksiyonun da EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugunu ve karsitinin da dogru
oldugu gosterilmistir. Boylece klasik cebir ve esnek kiime teorisi arasinda 6nemli bir iliski
ortaya koyulmustur. Bir yarirubun her EK-bi-idealinin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu
ispatlanmis, secilen yarigrubun regiiler olmasi halinde teoremin karsitinin da dogru oldugu
gosterilmistir. Her EK-sol idealin ve EK-sag idealin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu sunulup
karsitinin dogru olabilmesi i¢in segilen yarigrubun sirasiyla regiiler ve sag basit yarigrup ve
secilen yarigrubun regiiler ve sol basit yarigrup olmasi sartin1 saglamasi gerektigi

goOsterilmistir. Bunlar sonucunda her EK-idealin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu, karsitinin
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dogru olabilmesi i¢in yarigrubun bir regiiler grup olmasi gerektigi gosterilmistir. Her EK-i¢
idealin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu, ancak karsitinin se¢ilen yarigrubun bir grup olmasi
sartiyla saglanabilecegi sonucuna ulasilmistir. Her EK-quasi-idealin, bir EK-bi-quasi-i¢
ideal oldugu ispatlanmis, karsitinin dogru olabilmesi ic¢in secilen kiimenin bir regiiler
yarigrup olmasi gerektigi goriilmiistiir. Her EK-bi-i¢ idealin ayn1 zamanda bir EK-bi-quasi-
i¢c ideal oldugu ispatlanip, karsitinin dogru olabilmesi icin secilen yarigrubun bir regiiler
yargrup olmasi gerektigi sonucuna ulasilmistir. Her EK-sol bi-quasi idealin ve EK-sag bi-
quasi idealin ayn1 zamanda bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu ispatlanmus, karsitlarinin dogru
olabilmesi icin sirasiyla secilen yarigrubun regiiler ve sag basit yarigrup ve regiiler ve sol
basit yarigrup olmasi gerektigi gosterilmistir. Bunlardan yola ¢ikarak her EK-bi-quasi
idealin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu gosterilip karsitinin dogru olabilmesi igin segilen
yarigrubun bir regiiler yargrup olmasi gerektigi sonucuna ulagilmistir. Her EK-sol quasi-i¢
ve EK-sag quasi-i¢ ideallerin ayn1 zamanda bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu ispatlanmus,
karsitlarinin dogru olabilmesi i¢in se¢ilen yarigrubun sirasiyla sag basit yarigrup ve sol basit
yarigrup olmasi gerektigi verilmistir. Bu ikisinin sonucunda, her EK-quasi-i¢ ideallerin bir
EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu ispatlanmis, karsitinin dogru olabilmesi i¢in segilen yarigrubun
bir grup olmasi gerektigi sonucuna ulasilmistir. EK-bi-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek A-
carpimlarinin, sonlu esnek X-garpimlarinin ve sonlu esnek kesisimlerinin de EK-bi-quasi-i¢
ideal oldugu, ancak sonlu esnek V- ¢arpimlarinin ve sonlu esnek birlesimlerinin bir EK-bi-
quasi-i¢ ideal olmadig1 gosterilmistir. Bir EK-bi-quasi-i¢ idealin yarigrup izomorfizmasinin
ve tersinin de bir EK-bi-quasi-i¢ ideal oldugu ispatlanmistir. Regiiler bir yarigrubun EK-bi-
quasi-i¢ ideal ile iliskisi gosterilmis boylece klasik cebirdeki regiiler yarigrup ile esnek kiime

teorisindeki EK-bi-quasi-i¢ idealin iligkisi ortaya koyulmustur.

Tezin dordiincii ve besinci boliimiinde, yarigruplarin EK-hemen hemen i¢ idealleri ve EK-
hemen hemen bi-quasi-i¢ idealleri tanimlanmis ve drneklendirilmistir. Bir esnek kiime EK-
hemen hemen i¢ ideal (bi-quasi-i¢ ideal) ise alt esnek kiimesinin de EK-hemen hemen ig
ideal (bi-quasi-i¢ ideal) oldugu gosterilmistir. EK-hemen hemen i¢ ideallerin (bi-quasi-i¢
ideallerin) sonlu birlesimlerinin de bir EK-hemen hemen i¢ ideal (bi-quasi-i¢ idealler)
oldugu fakat sonlu kesisimleri i¢in benzer durumun gegerli olmadigi aksine orneklerle
gosterilmistir. Bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun EK-hemen hemen i¢ ideal (bi-quasi-i¢ ideal) olmasinin bu altkiimenin

kendisinin bir hemen hemen i¢ ideal (bi-quasi-i¢ ideal) olmasim ¢ifit gerektirdigi
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ispatlanmistir. Boylece klasik yarigrup teorisindeki bir yarigrubun altkiimesinin hemen
hemen i¢ idealligi (bi-quasi-i¢ idealligi) ile esnek kiime teorideki EK-hemen hemen ig
idealligi (bi-quasi-i¢ idealligi) arasindaki iliski ortaya koyulmustur. EK-hemen hemen i¢
ideal (bi-quasi-i¢ ideal) olan bir esnek kiimenin destek kiimesinin de EK-hemen hemen i¢
ideal (bi-quasi-i¢ ideal) oldugu ispatlanmis ve 6rneklendirilmistir. Klasik cebirdeki minimal
hemen hemen ig ideal (bi-quasi-i¢ ideal) tanimlar1 esnek kesisimsel hemen hemen ideallerde
de tamimlanmuis olup, bir yarigrubun bosan farkli bir alt kiimesinin bir minimal hemen hemen
i¢ ideal (bi-quasi-i¢ ideal) olmasi durumunda, o kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun
da EK-minimal hemen hemen i¢ ideal (bi-quasi-i¢ ideal) oldugu ¢ift gerektirmeli olarak
gosterilmistir. Boylece uklasik yarigrup teori ve esnek kiime teori arasinda onemli bir
baglanti daha kurulmus olmustur. Ayrica bir yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt
kiimesinin asal (yari asal/kuvvetli asal) hemen hemen i¢ ideali (bi-quasi-i¢ ideal) ile bu
kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun EK-asal (yar1 asal/kuvvetli asal) hemen hemen

i¢ ideal (quasi-i¢ ideal) kavramlari arasinda 6nemli gecisler bulunmustur.

Bu tez klasik yarigrup teorisindeki bi-quasi-i¢ ideal, hemen hemen i¢ ideal ve hemen hemen
bi-quasi-i¢ ideal kavramlarinin esnek kiime teorisindeki yansimalarinin incelendigi, esnek
kiime teorisinde var olan EK-ideallerler ile birbirleriyle olan iliskilerinin sistemli bir sekilde
sunuldugu kapsamli bir calisma olup, gelecek calismalarda, yar1 asal yarigruplar ve i¢

regiiler yarigruplarin EK-bi-quasi-i¢ idealler ile karakterizasyonu yapilabilir.
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