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OZET

Belirsizligi modellemede kullanilan yeni bir metod olan esnek kiime teorisi, ilk olarak Molodtsov
tarafindan 1999 yilinda ortaya konulmus ve teori bircok matematiksel alana uygulanmistir. Bu
calismada, yarigruplarin esnek kesisimsel ideallerin genellestirilmesi amaciyla, yarigruplarin yeni
esnek kesisimsel idealleri ve esnek kesisimsel hemen hemen idealleri tanmitilmistir. Bu baglamda,
bir yarigrubun “Esnek Kesisimsel Hemen Hemen Quasi-ideal” ve “Esnek Kesisimsel (Hemen
Hemen) Quasi-i¢ Ideal” yapilar1 verilmis, 6zellikleri ve diger esnek kesisimsel (hemen hemen)
ideallerle olan iligkileri incelenmistir. Alt1 béliimden olusan bu ¢alismanin birinci béliimiinde esnek
kiimeler, esnek kiime islemleri, yarigruplar ve yarigruplarin idealleri ile ilgili literatiirdeki
calismalara deginilmistir. ikinci boliimde, bu tez calismas1 boyunca kullanilan tanim, teorem ve
kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde, bir yarigrubun esnek kesisimsel quasi-i¢ ideal yapisi
tanitilmig, Ozellikleri verilmis ve diger esnek kesisimsel ideallerle olan iligkileri incelenmis ve
orneklendirilmistir. Ayrica, bir yarigrubun bir altgrubunun bir quasi-i¢ ideal olmasinn, o
altyarigrubun esnek karakteristik fonksiyonunun bir esnek kesigimsel quasi-i¢ ideal olmasina denk
oldugu elde edilmistir. Dordiincii boliimde, bir yarigrubun esnek kesisimsel hemen hemen quasi-
ideal ve onun genellemesi olan esnek kesisimsel zayif hemen hemen quasi-ideal yapilari, besinci
boliimde, bir yarigrubun esnek kesisimsel hemen hemen quasi-i¢ ideal ve onun genellemesi olan
esnek kesisimsel zayif hemen hemen quasi-i¢ ideal yapilarimin 6zellikleri verilmis ve diger esnek
kesisimsel hemen hemen ideallerle olan iliskileri gosterilmistir. Ayrica, bir yarigrubun hemen
hemen quasi (quasi-i¢) idealler ile esnek kesisimsel hemen hemen quasi (quasi-i¢) idealler arasinda
minimallik, asallik, yar1 asallik ve kuvvetli asallik iligkileri de elde edilmis ve bu yapilarin
karakterizasyonlar1 verilmistir. Boylece, klasik yarigrup teorisi ile esnek kiime teorisi arasindaki
iligkiler bu calismada gosterilmistir. Son bdliimde ise bu tez ¢alismasindan elde edilen sonuglara,
sonuclarin 6nemine ve Onerilere yer verilmistir.
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Anahtar Kelimeler . Yarigrup, Esnek kiime, Yarigruplarin esnek kesisimsel (hemen
hemen) idealleri

Danisman : Prof. Dr. Aslthan SEZGIN



SOFT INTERSECTION (ALMOST) QUASI-INTERIOR IDEALS AND SOFT
INTERSECTION ALMOST QUASI-IDEALS OF SEMIGROUPS
(M. Sc. Thesis)

Fatima Zehra KOCAKAYA

AMASYA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
January 2025

ABSTRACT

The new method used in modeling uncertainty, called fuzzy set theory, was first introduced by
Molodtsov in 1999, and the theory has been applied to many mathematical fields. In this study,
some new soft intersection ideals and soft intersection almost ideals of semigroups have been
proposed for the purpose of generalizing some certain soft intersection ideals of semigroups. In this
regard, "Soft Intersection Almost Quasi-ideal” and "Soft Intersection (Almost) Quasi-interior Ideal”
of a semigroup have been presented, their properties together with their relationships with other
soft intersection (almost) ideals have been explored. This study consists of six chapters. In the first
chapter, studies in the literature related to soft sets, soft set operations, semigroups, and ideals of
semigroups are discussed. The second chapter introduces the definitions, theorems, and concepts
used in this thesis. In the third chapter, the concept of soft intersection quasi-interior ideal of a
semigroup is proposed, its properties are provided, and its relationships with other soft intersection
ideals of semigroups are given and illustrated with examples. It is also proven that a nonempty
subset of a semigroup is a quasi-interior ideal if and only if its soft chracteristic function is a soft
intersection quasi-interior ideal. In the fourth chapter, the concepts of soft intersection almost
quasi-ideal and its generalization, soft intersection weak almost quasi-ideal of a semigroup; in the
fifth chapter, soft intersection almost quasi-interior ideal and its generalization, soft intersection
weak almost quasi-interior ideal of a semigorup are provided and their relationships with other soft
intersection almost ideals are obtained. Additionally, the relationships between minimality,
primeness, semiprimeness and strongly primeness between almost quasi (quasi-interior) ideals and
soft intersection almost quasi (quasi-interior) ideals of a semigroup are demonstrated, and some
characterizations of these structures are obtained. Thus, the relationships between classical
semigroup theory and soft set theory are demonstrated in this study. The final chapter presents the
conclusions obtained from this thesis, the significance of the results, and the suggestions for future
work.
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1. GIRIS

Yasadigimiz diinyada birgok belirsizlik bulunmakta ve bu belirsizlikler kisiden kisiye
degiskenlik gostermektedir. Giinliik yasamizda siklikla kullandigimiz terimler arasinda,
herkes i¢in farkli anlamlar tagiyan "uygun fiyat", "saglam", "sik tasarim", ve "ferah" gibi
kelimeler bulunmaktadir. Hayatimizin igerisinde belirsizlik iceren pek c¢ok olay
bulunmaktadir. Klasik matematiksel mantik, bu belirsizliklerle basa ¢ikmak icin yeterli
olmayabilir. Bu sebepten dolayi, belirsizligin ortadan kaldirilmasi i¢in yaygin yontemlerin
yani sira bazi bilimsel caligmalara ihtiya¢ duyulmustur. Belirsiz tipteki problemlerin
coziimii i¢in farkli teoriler ortaya konmustur, bu teoriler arasinda aralik matematigi,
bulanik kiime teorisi, yaklasik kiimeler teorisi ve esnek kiimeler teorisi yer almaktadir. Bu
teorilerden en dikkate deger olan1 bulanik kiime teorisidir. Bulanik kiimeler, Zadeh (1965)
tarafindan tanimlanmistir. Ancak bilindigi gibi bir bulanik kiime tiyelik fonksiyonu ile
tanimlanir. Molodostov'a gore {liyelik fonksiyonlarinin dogasit 6zellikle bulanik kiime
teorisinde oldukca bireyseldir. Bu nedenle her durumda iiyelik fonksiyonlarini olusturmak
cok zordur. Bu nedenle iiyelik fonksiyonlarinin olusturulmasindan bagimsiz bir kiime

teorisine ihtiya¢c duyulmustur. Bu sebeple Molodtsov (1999) Esnek Kiime Teorisini, tiyelik

fonksiyonu ingsasindan bagimsiz olarak gelistirmistir.

Esnek kiime teorisi icinde Onemli bir kavram olan esnek kiime islemleriyle ilgili
arastirmalar 2003 yilindan beri devam etmektedir. Molodtsov (1999) tarafindan one
stiriilen esnek kiimeler, temel esnek kiime islemlerini tanitmis ve daha sonra Maji, Biswas
ve Roy (2003), bu tanimlara bazi yeni 6zellikler eklemistir. Pei ve Miao (2005), esnek
kiimeler i¢in kesisim ve alt kiimeler gibi 6nemli kavramlari literatiire tanitmistir. Aktas ve
Cagman (2007), esnek grup, esnek alt grup ve esnek homomorfizma terimlerini literatiire
kazandirarak, esnek cebirsel yapilar iizerine yapilacak pek ¢ok ¢aligmanin 6niinii agmistir.
Park, Jun ve Oztiirk (2008), esnek cebirsel kavramlar {izerine arastirmalar
gerceklestirmistir. Ali, Feng, Liu, Min ve Shabir (2009), Maji ve diger arastirmacilarin
(2003) ele aldig1 esnek kiime islemlerindeki baz1 zorluklar ele alarak, esnek kiimelerin
sinirli birlesim, siirli kesisim, sinirli fark ve esnek kiimelerin genisletilmis kesisimi gibi
yeni iglemlerini tanimlamis ve 6nemli 6zelliklerini detayl bir sekilde incelemistir. Jiang,
Tang, Chen, Wang ve Tang (2010), genisletilmis esnek kiimeler i¢in bazi islemler

tanimlayarak genisletilmis esnek kiime teorisinde belirli De Morgan yasalarmin gecerli



oldugunu kanitlamistir. Qin ve Hong (2010), detayli bir sekilde esnek kiimelerin cebirsel
yapilarii ele almis ve ayn1 zamanda esnek kiimelerin kafes yapilarini incelemistir.
Cagman ve Enginoglu (2010), esnek kiime islemleri ve kavramlarini degistirmistir. Sezgin
ve Atagiin (2011a), esnek kiimeler iizerinde kisitlanmis ve genisletilmis kesisim,
kisitlanmis ve genisletilmis birlesim ile kisitlanmis fark gibi temel 6zelliklerin detayli bir
caligmasimi sunarak, bu islemlerin birbirleriyle iliskilerini incelemistir. Ayrica esnek
kiimeler icin, kisitlanmis simetrik fark terimini tamimlayip literatiire kazandirmistir.
Cagman, Citak ve Aktas (2012), esnek cebirsel sistemlere katkida bulunan esnek kesisim
gruplart kavramini gelistirmis ve bu, cesitli esnek cebrik sistemlerin incelenmesine yol
acmistir. Ayrica, bu zamana kadar yapilan tiim ¢aligmalar incelendiginde, esnek kiime
teorideki islemlerin, kisitlanmis esnek kiime islemleri ve genisletilmis esnek kiime
islemleri olmak suretiyle iki ana baslikta ilerlemis ve buna yonelik ¢alismalar literatiire
kazandirilmistir. Buna dair ilk kez Eren (2019) tarafindan yeni bir form olan esnek
kiimelerde ikili pargali fark islemi tanimlanmis ve Ozellikleri incelenmistir. Sezgin ve
Calisic1 (2024), klasik kiimelerde yer alan fark isleminin 6zelliklerini esnek ikili parcali
fark islemi Ozelinde inceleyip ortaya koymustur. Cagman (2021), iki yeni tiimleyen
islemini literatiire kazandirmis ve bu ¢alisma, Sezgin, Cagman, Atagiin ve Aybek (2023c)
tarafindan yapilan yeni ikili kiime islemleri ¢aligmasi i¢in ilham kaynagi olmustur. Aybek
(2024), bu kiime islemlerini, esnek kiimelere uyarlamis ve yeni kisitl esnek kiime islemleri
ile genisletilmis esnek kiime islemlerini literatiire kazandirmistir. Yavuz (2024) ve Eren
(2019) calismalarindaki islem bi¢ciminden ilham alinarak, yeni esnek ikili parcali islemler
tanimlanmis, 0zellikleri ve iliskileri agiklanmis ve bu islemlerin esnek kiimeler kiimesinde
hangi cebirsel yapilar1 olusturdugu incelenmistir. Demirci (2024), Sarialioglu (2024) ve
Akbulut (2024), esnek kiime yapilarindaki genisletilmis islemlerin seklini degistirerek,
timleyen genisletilmis islemler lizerinde c¢aligmalarini devam ettirmistir. Ayrica, farkl
esnek kiimelerdeki ikili parcali islemlerin formu biraz degistirilerek, Sezgin ve Demirci
(2023), Sezgin ve Sarialioglu (2024), Sezgin ve Akbulut (2023), Sezgin ve Yavuz (2023b),
Sezgin ve Aybek (2023), Sezgin ve Atagiin (2023), Sezgin, Aybek ve Atagilin (2023a),
Sezgin, Aybek ve Giingor (2023b), Sezgin ve Cagman (2024) tarafindan tiimleyenli ikili

parcali esnek kiime islemleri de arastirilmistur.

Esnek kiimeler kullanan cebirsel yapilar iizerine arastirmalar da yiiriitiilmektedir. Aktas ve

Cagman (2007), esnek kiimeler, bulamik kiimeler ve yaklasimli kiimelerin ilgili



kavramlarmi kiyaslamis, gelecekteki esnek cebirsel yapilarla ilgili arastirmalara yol
gosteren bir calismanin Onciiliigiinii yapmis ve esnek grup teorisini literatiire
kazandirmistir. Esnek grup yapisinin i¢inde esnek alt grup, standart esnek alt grup ve esnek
grup homomorfizmi gibi cebirsel yapilar1 tanimlamistir. Jun (2008), BCK/BCI cebirleri ile
esnek alt cebirler kavramini sunmustur. Jun ve Park (2008), BCK/BCI cebirlerinin cebirsel
yapisini esnek kiime teorisini kullanarak incelemistir. Bu calismada esnek idealler ve
idealistik esnek BCK/BCI cebirleri kavramini tanitarak, ¢esitli 6rneklerle esnek ideallerin
ve idealistik esnek BCK/BCI cebirleri iizerinde c¢esitli islemlerin tanimlanmasina
odaklanmistir. Park, Jun ve Oztiirk (2008), esnek WS cebirleri, esnek alt cebirler ve esnek
tiimdengelimli sistem kavramlarini tanitmis ve bunlarin temel 6zelliklerini aragtirmistur.
Feng, Jun ve Zhao (2008), esnek yar1 halkalari, esnek yar1 halkalarin idealleri ve idealistik
yar1 halkalar incelemek i¢in esnek kiime teorisini kullanmistir. Jun, Lee ve Zhan (2009),
esnek kiimeleri kullanarak, BCI-cebirlerindeki p-ideallerinin karakterizasyonlar1 verip
esnek p-idealleri ve p-idealist esnek BCI cebirleri arasindaki iligkilerine g¢alismistir.
Aygiinoglu ve Aygiin (2009), bulanik esnek gruplar isminde bir calisma yapmustir.
Herawan ve Deris (2010), gripten siiphelenilen hastalara karar vermesinde esnek kiime
teorisinin uygulanabilirligi Uistiine calismistir. Gong, Xiao ve Zhang (2010), bijektif esnek
kiime terimini tanitmis ve Ozelliklerini ¢alismistir. Jun ve Zhan (2010), esnek kiime
teorisini kullanmis ve bu teoriden hareketle esnek BL-cebirleri iistiinde calismalar
yapmustir. Kazanci, Yilmaz ve Yamak (2010), esnek BCH-cebiri terimini tanitmis
ozelliklerini tartisarak incelemistir. Esnek BCH-cebirleri ve esnek BCH-alt cebirleri
ailesinin ikili kesiminden genisletilmis kesimine, kisith birlesim ve kartezyen carpimina
kadar ¢esitli kavramlar olusturmustur. Ek olarak, esnek BCH-homomorfizmi teriminin
tanimin1 yapmis ve temel 6zelliklerini incelemistir. Sezgin ve Atagiin (2011b), normalistik
esnek grup ve normalistik esnek grup homomorfizmi kavramlarimi tanitarak bu
kavramlarin 6zelliklerini detayli bir sekilde ele almis ve normalistik esnek grup
homomorfizmleri altinda korunan yapilar1 aragtirmistir. Sezgin, Atagiin ve Aygiin (2011),
esnek yakin halkalar1 ve idealistik esnek yakin-halkalari, Acar, Koyuncu ve Tanay (2010),
esnek halkalari, Sezgin, Atagiin ve Cagman (2013), esnek N-gruplarimi ele almistir. Bu
caligmada esnek N-altgruplari, esnek N-ideal, N-idealist esnek N-gruplar1 ve esnek N-grup
homomorfizmleri kavramlar1 {izerinde arastirmalar yiiriitmiistiir. Tirkmen ve Pancar
(2013), esnek kiimelerde ikili islemlerin modiil yapisi iizerindeki etkisini ve esnek

modiillerin dzelliklerini incelemistir. Aktas (2014), esnek bijektif gruplari; Aktas ve Ozlii



(2014), devirli esnek gruplari; Sezer, Cagman, Atagiin (2014) ile Sezer, Cagman, Atagiin,
Ali ve Tirkmen (2015), esnek kesisimsel yarigruplari ve ideallerini incelemistir. Ullah,
Ahmad, Hayat, Karaaslan ve Rashad (2018), esnek kesisimsel AG-grubunu tanimlamistir.
Sezgin ve Orbay (2022), yaribasit yarigruplari, ikili yarigruplari, sag (sol) sifir yarigruplari,
sag (sol) basit yarigruplari, sol (sag) basit yarigruplarin yari-kafeslerini, sol (sag) gruplarin
yari-kafeslerini ve gruplarin yari-kafeslerini tanimlamis ve siniflandirmistir. Buna ek
olarak, ¢esitli cebirsel yapilarin esnek formlarini pek ¢ok arastirmaci (Sezer, 2014a, 2014b;
Sezer, Cagman ve Atagiin, 2015a; Mustuoglu, Sezgin ve Tiirk, 2016; Tuncay ve Sezgin,
2016; Sezer ve Atagiin, 2016; Sezgin, Cagman ve Atagiin, 2017; Mahmood, Rehman ve
Sezgin, 2018; Atagiin ve Sezgin, 2018; Sezgin, 2018; Jana, Pal, Karaaslan ve Sezgin,
2019; Ozlii ve Sezgin, 2020; Sezgin, Atagiin, Cagman ve Demir, 2022) inceleyip, esnek

teoriye katkida bulunmustur.

Matematigin 6nemli bir dali olan soyut cebir, bir kiime iizerinde tanimlanan ikili islemlerle
olusturulan yapilar1 inceleyerek, bu cebirsel yapilari siniflandirmay1 hedefler. Cebirsel
yapilar, matematik ve ozellikle fizik, kimya ve bilgisayar bilimi gibi diger bilim dallarinda
onemli bir konuma sahiptir. ideallerin, cebirsel yapilar ve uygulamalarin incelenmesinde
de onemli rolii vardir. Bu calismalarin ilerlemesine katki saglamak i¢in ideallerin
genellestirilmesi gereklidir. Cebirsel yapilarda ideallerin genellestirilmesinde bir¢ok
matematik¢i arastirma yapmis ve genellemeleriyle katki saglamistir. Bu nedenle cebirsel

yapilarla ilgili pek ¢ok ¢aligsma gergeklestirilmistir.

Resmi olarak yarigruplar ilk kez 1900’lerin basinda incelenmistir. Yarigruplar, zamana
bagli sistemler i¢in temel modeller oldugundan ¢ogu matematik alaninda 6nemli bir etkiye
sahiptir. Yarigruplarin, cebirsel yapilarda énemli bir yeri vardir. Ornegin; grup teorisi,
halka teorisi ve 1zgara teorisinde yarigrup yapilar: kullanilir. Yarigrup, pratik matematikte
dogrusal zaman-invariant (zamanla de§ismeyen) sistemler icin temel modellerdir. Sonlu
yarigrup kavrami, sonlu otomatalar ile dogrudan iliskili oldugundan, bunlari incelemek
teorik bilgisayar bilimi i¢in ¢ok dnemlidir. Bu iliski, 1950'lere kadar gitmektedir. Ayrica,
olasilik teorisinde yarigruplar ile Markov siiregleri ve stokastik siiregleri arasinda bir iligki
vardir. Yarigruplar, soyut ve uygulamali matematikte, dinamik siireclerin ve zamana bagl

sistemlerin modellenmesinde 6nemli bir yere sahiptir.



Ideallerin, cebirsel yapilar ve uygulamalarin incelenmesinde onemli rolii vardir. Bu
caligmalarin ilerlemesine katki saglamak icin ideallerin genellestirilmesi gereklidir.
Cebirsel yapilarda ideallerin genellestirilmesinde bir¢ok matematik¢i arastirma yapmis ve
genellemeleriyle katki saglamistir. Dedekind, cebirsel yapilarin incelenmesine yardimci
olmak amaciyla ilk kez idealler kavramini ortaya atmistir. Bu kavram daha sonra Noether
tarafindan birlesmeli halkalar i¢in genellestirilmistir. Bir cebirsel yapinin tek tarafli ideal
kavrami, ideallerin genellestirilmis bir seklidir ve iki veya tek tarafli idealler hala halkalar
teorisinin Onemli kavramlar1 arasindadir. Yarigruplar i¢in bi-idealler ilk kez Good ve
Hughes (1952) tarafindan ortaya atilmistir. Steinfeld (1956), ilk olarak yarigruplar igin
quasi-ideal kavramini tanitarak, bu kavrami sag ve sol ideallerin genellestirilmis bir bigimi
olarak tanimlamistir. Bi-idealler ise quasi-ideal kavraminin bir genellestirilmesi olarak
kabul edilir. i¢ ideal kavrami, Lajos (1976) tarafindan ilk kez tanitilmis olup, daha sonra
Szasz (1977, 1981) tarafindan incelenmistir. Herhangi bir cebirsel yapinin i¢ idealleri,

ideallerin bir genellemesidir.

Farkli ideal tiirlerinin genel bir kavrami olan "hemen hemen" ideal kavrami ortaya atilmig
ve bu ideal tiirlerin 6zellikleri ile iligkileri detayl1 bir bigimde arastirilmistir. Bu ¢ergevede,
Grosek ve Satko (1980) tarafindan yarigruplarla ilgili "hemen hemen ideal" kavrami ilk
defa giindeme getirilmistir. Buradan hareketle, yarigruplar {izerinde bi-ideal yapisi
Bogdanovic (1981) tarafindan “hemen hemen bi-ideal” olarak genellestirilmistir.
Yarigruplar lizerinde hemen hemen quasi-ideal kavrami ilk olarak Wattanatripop, Chinram
ve Changphas (2018) tarafindan ortaya koyulmustur, bununla birlikte yarigruplarin "hemen
hemen i¢ ideal" ve "zayif-hemen hemen i¢ ideal" kavramlar1 Kaopusek, Kaewnoi ve
Chinram (2020) tarafindan incelenmistir. Hemen hemen alt yarigrup kavrami, Iampan,

Chinram ve Petchkaew (2021) tarafindan tanimlanmustir.

Son yillarda yarigruplar i¢in yeni tip idealler literatiire kazandirilmistir. Rao (2018a,
2018b), yarigruplarin bi-i¢ idealleri ve bi-quasi-i¢ ideallerini incelemis ve tanimlamistir.
Rao (2020a, 2020b), yarigruplarin bi-quasi idealleri ve quasi-i¢ ideallerini, yarigruplarin
zayif-i¢ ideallerini tanimlamistir. Baupradist, Chemat, Palanivel ve Chinram (2021),
yarigruplarin biiylik ideallerini tanimlamislardir. Yarigruplarin tri-quasi idealleri, Rao,
Kona, Rafi ve Bolineni (2024) tarafindan incelenmistir. Ayrica, yarigruplarin tri-idealleri

ise Rao (2024a) tarafindan ortaya koyulmustur. Ortaya koyulan bu yeni yapilarin bir



genellemesi olan “hemen hemen” terimi arastirilmis ve tanimlanmistir. Chinram ve
Nakkhasen (2022), yarigruplarin hemen hemen bi-quasi-i¢ ideallerini; Gaketem (2022) ve
Chinram ve Nakkhasen (2022), yarigruplarin hemen hemen bi-i¢ ideallerini; Gaketem ve
Chinram (2023), yarigruplarin hemen hemen bi-quasi-ideallerini tanimlamis ve

ozelliklerini vermistir.

Esnek kiime teorisinde yarigruplarin idealleriyle ilgili calismalar da literatiire
kazandirilmistir. Klasik teoride var olan ¢esitli idealler “esnek kesisimsel hemen hemen”
adiyla esnek kiime teorisine genellenerek aktarilmistir. Sezgin ve Kocakaya (Baskida),
esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ideal; Sezgin, Kocakaya ve Ilgin (2024a), esnek
kesisimsel hemen hemen quasi-i¢ ideal; Sezgin ve Onur (2024), esnek kesisimsel hemen
hemen bi-ideal; Sezgin, Onur ve Ilgin (2024b), esnek kesisimsel hemen hemen tri-ideal;
Sezgin ve Bas (2024), esnek kesisimsel hemen hemen i¢ ideal; Sezgin, Bas ve Ilgin (2025),
esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢ ideal; Sezgin ve Ilgin (2024a, 2024b, 2024c,
2024d, 2024e) esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigrup, esnek kesigimsel hemen hemen
ideal, esnek kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ ideal, esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢
ideal, esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi ideal ve Sezgin, ilgin ve Atagiin (2024c),
esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-ideal yapilarim1 tanimlamig, O&zelliklerini ve

iliskilerini ortaya koymuslardir.

Rao (Baskida), quasi-i¢ idealler ve bulanik quasi-i¢ idealleri yarihalkalarda tanimlayip
incelemis ve iliskilerini ortaya koymustur. Rao (2018c), ayrica yarihalkalarda quasi-i¢ ideal
yapisini incelemistir. Rao (2019a, 2019b), yarihalkanin quasi-i¢ idealleri, I'-yarihalkalarda
quasi-i¢ idealler ve bulanik quasi-i¢ idealler yapilarini1 tanimlayip iligkilerini, 6zelliklerini
ortaya koymustur. Rao (2020b, 2020c), yarigruplarin quasi-i¢ ideal ve zayif-i¢ ideal
kavramlarini, yarigruplarin quasi-i¢ idealler ve bulanik quasi-i¢ ideal yapilarii
tanimlamistir. Rao (2021), I'-yarthalkalarda bulamik esnek quasi-i¢ idealleri inceleyip
ozelliklerini ortaya koymustur. Saeid, Rao, Kona ve Rafi (2022), yarihalkalarin bulanik
(esnek) quasi-i¢ idealleri kavramini tanitmis ve regiiler yar1 halkalari, yar1 halkalarin
bulanik (esnek) quasi-i¢ idealleri agisindan karakterize etmistir. Rao (2023), quasi-i¢
idealler ve onlarin 6zelliklerini I'-yarihalkalarda tanimlayip 6rneklendirmis ve teorem,
ispat olarak ortaya koymustur. Srikanth ve Shobhalatha (2024), ii¢lii yar1 halkalarin quasi-

i¢ ideallerini ve bulanik esnek quasi-i¢ ideallerini arastirip 6zelliklerini ortaya koymustur.



Rao (2024b), TI-yarigruplarin quasi-i¢ ideallerini ve bulanik quasi-i¢ ideallerini
tanimlayarak literatlire kazandirmistir. Boylece, klasik ve bulanik cebirde, quasi-i¢ ideal

yapis1 ve bunlar arasindaki iliskiler incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda ise yarigruplar iizerinde, quasi-idealin ve i¢ idealin bir genellemesi
olan quasi-i¢ ideal yapisi esnek kiime teorisine aktarilarak, bir yarigrubun esnek kesisimsel
quasi-i¢ ideal kavrami tanitilarak detayli bir sekilde incelenmis, dzellikleri ve diger esnek
kesisimsel ideallerle iliskileri verilmistir. Bir yarigrubun her esnek kesisimsel i¢ idealinin
bir esnek kesisimsel quasi-i¢ ideal, her esnek kesigimsel idealin bir esnek kesisimsel quasi-
i¢ ideal, bir grubun esnek kesisimsel quasi-i¢ idealinin bir esnek kesisimsel bi-ideal, bir
regiiler grubun esnek kesisimsel quasi-i¢ idealinin bir esnek kesisimsel quasi-ideal,
idempotent bir esnek kesisimsel quasi-i¢ idealin bir esnek kesisimsel bi-quasi-ideal ve bir
esnek kesisimsel bi-i¢ ideal oldugu gosterilmis ve bunlarin karsitlarinin her zaman gegerli
olmadig1 aksine Ornekler ile verilmistir. Ayrica, karsitlarinin gegerli olmasinin ek sartlara
bagl oldugu ispatlanarak verilmistir. Bir grubun esnek kesisimsel i¢ idealinin bir esnek
kesisimsel quasi-i¢ ideal, idempotent bir esnek kiimenin her esnek kesisimsel quasi-i¢
idealinin bir esnek kesisimsel ideal, bir regiiler yarigrubun esnek kesisimsel idealinin bir
esnek kesisimsel quasi-i¢ ideal, bir grubun esnek kesisimsel bi-idealinin bir esnek
kesisimsel quasi-i¢ ideal, idempotent bir esnek kiimenin her esnek kesisimsel quasi-i¢
idealinin bir esnek kesisimsel bi-ideal, bir regiiler grubun esnek kesigimsel quasi-idealinin
bir esnek kesisimsel quasi-ig ideal oldugu elde edilmistir. Esnek kesisimsel quasi-i¢ idealin
esnek kiime islemleri, esnek goriintii, ters goriintii gibi karakterizasyonlarna da yer
verilmistir. Ayrica, regliler bir yarigrup ile esnek kesisimsel quasi-i¢ ideal yapisi arasindaki
iliski de ispatlanarak verilmistir. Ustelik, yarigruplarn esnek kesisimsel (zayif) hemen
hemen quasi-ideal ve yarigruplarin esnek kesisimsel (zayif) hemen hemen quasi-i¢ ideal
yapilar1 da tamimlanmis, 6zelliklerine ve diger esnek kesisimsel hemen hemen idealler ile

iligkilerine de yer verilmistir.

Tezin ilk bolimiinde, esnek kiimeler, esnek kiime islemleri, yarigruplar ve yarigruplarin
cesitli (hemen hemen) idealleri ve yarigruplarin esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri
ile ilgili kapsamli bir literatiir taramasi yapilmis; ikinci bolimiinde tezde kullanilacak olan
tanim, teorem ve kavramlara yer verilmistir. Ugiincii béliimde, bir yarigrubun esnek

kesisimsel quasi-i¢ ideali; dordiincii boliimde esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ideali;



besinci bolimde esnek kesisimsel hemen hemen quasi-i¢ ideal yapisi detayli olarak
verilmis, 6zellikleri incelenmis, bu yapilarin bir yarigrubun diger esnek kesisimsel (hemen
hemen) idealler ile iliskileri elde edilmistir. Altinc1 boliimde ise, bu ¢alismadan elde edilen
sonuglara ve bu sonuglardan hareketle gelecek caligmalara yonelik Onerilere yer

verilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde, tez boyunca kullanilan yarigruplar ve esnek kiimeler ile ilgili temel tanim ve

teoremler verilmistir.

2.1. Yanigruplar ve Yarigrup Cesitleri

Bu alt boliimde, yarigrup tanimi ve yarigruplarin bazi ¢esitlerine yer verilmistir. Clifford ve
Preston (1961: 58-62, 1967: 79-83), Petrich (1973: 59-70, 1977: 202-211, 1985), Howie
(1995: 103-109), Grillet (1995: 101-108, 2013: 65-77), Nagy (2013: 43-77)
kaynaklarindan yarigruplar hakkinda detayli bilgilere ulasilabilir.

2.1.1. Tanim R bos olmayan bir kiime olmak tizere

O:RXR—R

fonksiyonuna, R kiimesi iizerinde bir (ikili) islem denir (Aydin ve Kandamar, 2013:71).

Bir fonksiyon olan “O” ikili islemi, her ¢, n € Ricine O n € R ve her ¢, n, 9, ¢ € R i¢in (g,
n) = (9, ¢) oldugunda ¢ O n = o O ¢ sartlarmnin saglandif1 agik¢a goriilmektedir. i1k kosul, R
kiimesinin “O” islemi altinda kapali oldugunu; ikinci kosul ise “O” isleminin R lizerinde iyi

tanimlandigini ifade eder (Aydin ve Kandamar, 2013:71).

Herhangi bir kiimede tanimlanmis islem/islemler, o kiime ile birlikte cebirsel bir yap1
(matematiksel sistem) olusturur (Hacisalioglu, 2007:181). Grup, halka ve cisim
matematikteki li¢ temel cebirsel yapidan olup, grup tek islemli bir cebirsel yapi, halka ve

cisim ise iki islemli cebirsel yapilardir.

2.1.2. Tanmim & bir kiime olmak tizere,

. HXH— H

(a, r)— a(a, &)
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doniistimii tamimlansin. “®”, S kiimesi lizerinde bir (ikili) islem olup, her &, &, ¥ € H i¢in,

ao(ror) = (aOw)or sartin sagliyor ise (H, @) cebirsel yapisina bir yarigrup denir.

Bu calisma boyunca, aksi belirtilmedigi siirece, a®w yerine atr yazilip, (H,®) yerine de

H kullanilacaktir.

2.1.3. Ornek N dogal sayilar kiimesi olmak iizere (N, @) islemi, &@®r = max{¢, &t} seklinde

tanimlansin.

ae(kor) = max{d, max{, r}} = max{q, &, ¥} = max{{(‘x, w}, r} = (aow)or

oldugundan, (N, ®) cebirsel yapisi, “®” islemi altinda bir yarigruptur.

2.1.4. Tanim Bir S yarigrubu,

Vi.

Vii.

viii.

Her m, p € S i¢in, mp = pm ise degismeli yarigrup,

Her n € S icin, n? = 1 ise band (idempotent yarigrup),

Her r € S icin, 2 = r ve her £, c € S i¢in, ic = c# ise yarikafes (degismeli band),
Birim elemana sahip bir yarikafes ise sinirli yarikafes,

Bir band olmak tizere, her a,§ € S i¢in, asa = a veya buna esdeger olarak her

#,7,y € S i¢in, £7y = #y ise dikdortgensel band,

Her j,6 €S i¢in, jb =bj ve j°=mb olacak sekilde en az c,m€ S var ise

arsimedyan degismeli yarigrup,

Heruw,p € S i¢in, wp = pu olmasit w = p olmasin1 gerektiriyor ise hicbir yerde

degismeli olmayan yarigrup,

Her x,k € S i¢in, (xy)” = yk olacak sekilde bir y € S ve pozitif bir v tamsayisi

var ise sol zayif degismeli yarigrup,

Her a,r € S i¢in, (ar)" = ca olacak sekilde bir ¢ € S ve pozitif bir u tamsayis1 var

ise sag zayif degismeli yarigrup,



Xi.

Xii.

Xiil.

Xiv.

XV.

XVI.

XVii.

XViil.

XiX.

XX.

XXI.

XXil.

XXIil.

XXiV.

XXV.
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Hem sol zayif degismeli yarigrup hem de sag zayif degismeli yarigrup ise yani her
z,h € S igin, (gh)} = az = hu olacak sekilde u, a € S ve pozitif bir s tamsayis1 var

ise zayif degismeli yarigrup,

Hert,y € S i¢in, ty =yt olmasi en az bir s €S igin, ksy = yst olmasini

gerektiriyor ise kosullu degismeli yarigrup,

Her y,x € S igin, yx = (xy)Xolacak sekilde pozitif bir k tam sayis1 var ise quasi

degismeli yarigrup,

Her a,r, 4 € S i¢in, ar/A = afr ise sag degismeli yarigrup,
Her z,b,a € S i¢in, zba = bza ise sol degismeli yarigrup,

Her v, W, ¢ € S i¢in, uw¢ = ¢wu ise digsal degismeli yarigrup,
Her o,v,7,5 € S i¢in, Zov's = Zvos ise orta yarigrup,

Her ¢, 6,a € S icin, c6 = aé olmasi ¢ = a olmasini gerektiriyor ise sag sadelestirici

yarigrup,

Her r,7, k € S i¢in, 7r = 7k olmasi r = k olmasin1 gerektiriyor ise sol sadelestirici

Yyarigrup,

Hem sol sadelestirici yarigrup hem de sag sadelestirici yarigrup ise sadelestirici

yarigrup,

Her v € S i¢in, v = vxv olacak sekilde bir x € S var ise regiiler yarigrup,
Her v € S icin, v = kv2b olacak sekilde k, b € S var ise i¢-regiiler yarigrup,
Her r € S icin, r = A1? olacak sekilde A4 € S var ise sol regiiler yarigrup,
Hery € S i¢in, y = y?« olacak sekilde v € S var ise sag regiiler yarigrup,
Bir band olmak iizere, her ¢, w € S igin, cwc = cw ise sol-regiiler band,

Bir band olmak tizere, her ¢, b € S i¢in, cbc = bc ise sag-regiiler band,



XXVI.

XXVil.

XXVill.

XXiX.

XXX.

XXXI.

XXXl

XXXiili.

XXXIV.

XXXV.
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Her 7 € S i¢in, 7 = 7bz ve 7zb = bz olacak sekilde bir b € S var ise tamamen

regiiler yarigrup,

Her b € S i¢in, b* = b'xb" olacak sekilde bir x € S ve pozitif bir r tamsayist var

ise k-regiiler yarigrup,

0 € S yani yutan elemana sahip olmak iizere, j # 0 ve y = jy = yj olmas1 j =y

olmasin1 gerektiriyor ise ilkel yarigrup,

Her z € S i¢in, zbz = 3 ve bzb = b olacak sekilde z’nin tek bir b tersi var ise ters

yarigrup,

0 € S yani yutan elemana sahip olmak iizere, her n,s € S i¢in, ns = 0 ise bos

(sifir) yarigrup,
Her £, c € S igin, £c = # ise sol sifir yarigrup,
Her p,r € S i¢in, pr = r ise sag sifir yarigrup,

Her n,a € S igin, na =n? = a® olmas1 n = a olmasm gerektiriyor ise ayiric

yarigrup,
Kendisi disinda higbir sol idealini igcermiyor ise sol basit yarigrup,

Kendisi disinda hi¢bir sag idealini icermiyor ise sag basit yarigrup

olarak adlandirilir.

2.1.5. Teorem S yarigrubu i¢in agagidaki durumlar gegerlidir:

(1) S’nin bir sol (sag) basit yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter sart her u € S i¢in, Su =

S (uS = S) olmasi yani, her u,b € S i¢in, b = xu (b = ux) olacak sekilde x € S

olmasidir.

(2) S’nin basit yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter sart her u € S i¢in, SuS = S olmasi

yani, her u,b € S igin, b = xuy olacak sekilde x, y € S olmasidir.
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2.1.6. Teorem S yarigrubu i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) S bir gruptur.

(2) S hem bir sol basit yarigrup hem de bir sag basit yarigruptur (Huntington,1902).

2.2. Yanigruplarin idealleri ve Hemen Hemen Idealleri

Bu alt boliimde, yarigruplarin idealleri ve hemen hemen idealleri ile ilgili tanimlar

verilmistir.

2.2.1. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi C,

Vi.

Vii.

viii.

CC c Cise S yarigrubunun bir alt yarigrubu,

SCc C (CS cC) ise S yarigrubunun bir sol (sag) ideali; S yarigrubunun hem bir

sol ideali hem de bir sag ideali ise S yarigrubunun bir iki tarafli ideali (ideali),

Bir alt yarigrup ve CSC € C ise S yarigrubunun bir bi-ideali (Good ve Hughes,
1952),

SCS < Cise S yarigrubunun bir ig ideali (Lajos, 1976),
SCN CS c Cise S yarigrubunun bir quasi-ideali (Steinfeld, 1956),

SCC c C (CCS c () ise S yarigrubunun bir sol (sag) zayif-i¢ ideali; S yarigrubunun
hem bir sol zayif-i¢ ideali hem de bir sag zayif-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir

zayif-i¢ ideali (Rao, 2020b),
SCS N CSC c Cise S yarigrubunun bir bi-i¢ ideali (Rao, 2018a),

SCNCSCc C (CSNCSCcC) ise S yarigrubunun bir sol (sag) bi-quasi ideali; S
yarigrubunun hem bir sol bi-quasi ideali hem de bir sag bi-quasi ideali ise S

yarigrubunun bir bi-quasi ideali (Rao, 2020a),



Xi.

Xii.
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SCSCc C (CSCS <) ise S yarigrubunun bir sol (sag) quasi-i¢ ideali; S
yarigrubunun hem bir sol quasi-i¢ ideali hem de bir sag quasi-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali (Rao, 2020b),
CSCSC < Cise S yarigrubunun bir bi-quasi-i¢ ideali (Rao, 2018b),

CSCC c C (CCSC c C) ise S yarigrubunun bir sol (sag) tri-ideali; S yarigrubunun
hem bir sol tri-ideali hem de bir sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir tri-ideali (Rao,
20244a),

CCSCC < Cise S yarigrubunun bir tri-quasi-ideali (Rao ve digerleri, 2024)

olarak adlandirilir.

2.2.2. Tanim S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi P,

PPN P+ 0@ ise S yarigrubunun bir hemen hemen alt yarigrubu (Iampan ve
digerleri, 2021),

Her m € S i¢cin, mPNR # @ (Pm NP # @) ise S yarigrubunun bir hemen hemen
sol (sag) ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol ideali hem de bir hemen

hemen sag ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen iki tarafli ideali (hemen

hemen ideali) (Grosek ve Satko, 1980),

Her me S icin, PmPNPR #= @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-ideali
(Bogdanovic, 1981),

Her m,n € S igin, mPn NP # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen i¢ ideali;
her me€ S icinmPm NP # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen hemen i¢ ideali
(Kaopusek ve digerleri, 2020),

Her m € S icin, mR N Pm € P ise S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-ideali

(Wattanatripop ve digerleri, 2018),



Vi.

Vii.

viii.

Xi.
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Her m,n,« € S i¢in,(mPn N PuPR) NP # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen
bi-i¢ ideali; her m € S igin,(mPm N PmMP) NP # @ ise S yarigrubunun bir zayif
hemen hemen bi-i¢ ideali (Gaketem, 2022)

Her mnesS igin, (MPNPuR)NP=0 ((PmNPuP)NP+0) ise S
yarigrubunun bir hemen hemen sol (sag) bi-quasi ideali; S yarigrubunun hem bir
hemen hemen sol bi-quasi ideali hem de bir hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S

yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi ideali (Gaketem ve Chinram, 2023),

Her m,n € S i¢in, mPnP NP = @ (RmPn N R # @) ise S yarigrubunun bir hemen
hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol quasi-i¢
ideali hem de bir hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir hemen

hemen quasi-i¢ ideali (Sezgin ve digerleri, 2024a)

Her m,n € S igin, PmPnP N P # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen bi-quasi-
i¢ ideali; Her m € S i¢in PmPmR NP # @ ise S yarigrubunun bir zayif hemen
hemen bi-quasi-i¢ ideali (Chinram ve Nakkhasen, 2021)

Her m € S icin, RmPPNP # @ (FPMPNP %= @ ) ise S yarigrubunun bir hemen
hemen sol (sag) tri-ideali; S yarigrubunun hem bir hemen hemen sol tri-ideali hem
de bir hemen hemen sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-ideali

(Sezgin ve digerleri, 2024b)

Her m € S i¢in, PRmPP N P # @ ise S yarigrubunun bir hemen hemen tri-bi-ideali

(Sezgin ve digerleri, 2024c)

olarak adlandirilir.

2.3. Esnek Kiimeler ve Temel Kavramlar

Bu alt boliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

2.3.1. Tanim U baglangi¢ evrensel kiimesi, E parametreler kiimesi; P(U), U’'nun kuvvet

kiimesi ve 3C E olsun. Heru & 3 icin fz(u) = @ olacak sekilde fg:E — P(U)

fonksiyonuna, U iizerinde bir esnek kiime denir. O halde bir fz esnek kiimesi,
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fe = {(ufs(w):u€E,jz(u) € P(U)}

bi¢imindeki sirali ikililerin kiimesidir. (Cagman ve Enginoglu, 2010)

Bu tez calismasi boyunca, U fizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi Sg(U) ile

gosterilecektir.

2.3.2. Tanim fg € Sg(U) olsun. Eger her s € E i¢in, fz(s) =@ ise fz’ye bos esnek

kiime denir ve @g ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.3. Tanim fz € Sg(U) olsun. Eger her s € E i¢in, fz(s) = U ise fz’ye evrensel esnek

kiime denir ve Uy ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.4. Tanim S bir yarigrup olmak iizere her s € S igin, fz(s) = U ise fz’ye S’ye gore bir

tam esnek kiime denir ve S ile gosterilir.

2.3.5. Tanim Her s € E igin, fo(s) = fp(s) ise fo ve fp esnek kiimelerine esnek esit

kiimeler denir ve o = fp ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.6. Tanim f¢, fp € Sg(U) olsun. Her a € S i¢in, fe(a) S fp(a) ise fo esnek kiimesine

fp nin esnek alt kiimesi denir ve fo € fp seklinde gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.7. Tanim f¢,fp € Sg(U) olsun. fe ve fp esnek kiimelerinin esnek birlesimi fe U fp, her

d. € F igin,

(fe Ufp)(d) = fe(d) U fp(d)

seklinde tanimlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.8. Tanim e, fp € Sg(U) olsun. fe ve fp esnek kiimelerinin esnek kesisimi fe N fp, her

x € E ig¢in,

(fe N i) (x) = fe(x) N Tp(x)
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seklinde tanimlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.3.9. Tanim f¢,fp € Sg(U) olsun. fe ve fp esnek kiimelerinin esnek A —¢arpimi fe A fop,

her (x,y) € E X E igin,
(fe ATp) (6, y) = Fe(x) Nip(¥)
seklinde tanimlanir (Maji ve digerleri, 2003).

2.3.10. Tanim f¢, fp € Sg(U) olsun. f¢ ve fp esnek kiimelerinin esnek V — ¢arpimi fe V fop,

her (x,y) € E X E igin,
(e Vip)(x, ) = fe(x) UTp(y)
seklinde tanimlanir (Maji ve digeleri, 2003).

2.3.11. Tanim f¢,yp € Sg(U) olsun. f- veyp’nin Kartezyen carpimi, Aexp: C XD —
P(U x U) ve her (x,2) € C X D igin Aigxp(x,2) = fe(x) X yp(z) olmak iizere,

fe Xyp = Aexo
ile tammlanir (Babitha ve Sunil, 2010).

2.3.12. Tanim fe¢, fp € Sg(U) ve ¢, C’den D’ye bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f¢’nin ¢
altindaki esnek gorintiisii ¢ (f¢), her 7 € D igin,

(¢(e))@ = {U{fc’(b)lb €eCvep® =7, 7€(C)ise
0,

diger durumlarda

seklinde tanimlanir ve fp’nin ¢ altindaki esnek On goriintlisii (esnek ters goriintiisii)

@~ 1(fp), her b € C igin,
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(071(0)) ®) = To(0(®))
seklinde tanimlanir (Cagman ve digerleri, 2012).
2.3.11. Tanim fz € Sg(U) ve N € U olsun. Bu durumda,
U(fa; N) ={x € B]fz(x) 2 N}

seklinde tanimlanan U(fz; N) kiimesine, fg’nin list N-kapsama kiimesi denir (Sezgin,

Cagman ve Citak, 2019).
2.3.12. Tanim fz € Sg(U) olsun. Bu durumda,

supp(fg) = {d- € B: fz(d) # 0}

seklinde tanimlanan supp(fg) kiimesine fz’nin destek kiimesi denir (Feng ve digerleri,

2008).

Destek kiimesi bos kiime olan bir esnek kiimenin bos esnek kiime oldugu agiktir; aksi

durumda, esnek kiime bos esnek kiime degildir.

2.3.13. Not fgz, yg € Sg(U) olsun. Bu durumda, fz € ys ise supp(fz) € supp(ys)
(Sezgin ve Ilgin, 2024a).

2.3.14. Tanim 3 bir yarigrup ve fg, yg € Sg(U) olsun. Her ¢ € f3 igin,

U {fa(x) Nyg(2)}, eger d. = xz olacak sekilde 3x,z € 3 varsa
(s °ye)(d) = 9 4=,

o, diger durumlarda

seklinde tanimlanan (fz ° y) islemine fz Ve yg’nin esnek kesisimsel ¢arpimi denir (Sezgin

ve digerleri, 2015b).
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113, 31

2.3.15. Ornek S = {0}, ¥} kiimesi iizerinde, Tablo 2.1 yardimiyla tanimlanan “%” ikili islemi

ile (S, %) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

o q] ¥
a a ¥
¥ ¥ a

Tablo 2.1. Ornek 2.3.14°teki “¥” ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi {lizerinde pg Ve ¥ esnek kiimesi,

bS = {(0], {_281 5' 43})! (75', {_27: 0' 26})

ys = {(q,{—29,-28,—-27}), (»,{26, 6, 16})

seklinde tanimlansin.

0] = 0|q] = ¥¥ ve ¥ = q¥ = ¥0] oldugundan,

(Bs o ¥s) (D) = {Ps(a) Nys(a)} U {ps(x) Nys(x)} = {28} U {26} = {-28,26}

(Bs o ¥s)(¥) = {bs(a) Nys(x)} U {ps(x) Nys(op} = O U (=27} = {27}

elde edilir.

2.3.16. Teorem fs, gs, hs € Sg(U) olsun. O halde,
) (seys)eps=Tse¥seps)
i) Genellikle, fs o ys # ys o fs

ii) fs o (ys U ps) = (fs 0 ys) U (fs o ps) ve (fs Uys) o ps = (fs o ps) U (¥s © ps)
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V) fs o (ys N ps) = (fs o ys) N (fs o ps) ve (fs Nys) © ps = (fs o ps) N (s ° ps)
V) fs Eysisefsops Eysopsve psofs € psoys

vi) ng € fs ve hs € y, olacak sekilde ng, hg € Sg(U) ise ng o b € fg o ys (Sezer ve
digerleri, 2015D).

2.3.17. Tanim 3 < S olsun. Bu durumda,

_ (U, zeBise
Ss(0 = {(D, 7 € S\B ise

seklinde tanimlanan Sz esnek kiimesine, [3’nin esnek karakteristik fonksiyonu denir.

Sg’nin, U iizerinde bir esnek kiime oldugu agiktir, yani, Sg: S — P(U) (Sezer ve digerleri,

2015D).

S bir yarigrup olmak iizere, her 7 € S icin, g¢(7) = U ise gg esnek kiimesinin § ile
gosterildigi, yani her 7 € S igin, S(z) = U oldugu bilinmektedir. O halde, S esnek
kiimesinin, S nin esnek karakteristik fonksiyonu olan Sg esnek kiimesine denk oldugu, yani

S = S, oldugu agiktir.

2.3.18. Sonu¢ Sz, 3’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak iizere, supp(Sg) =B
(Sezgin ve Ilgin, 2024a).

2.3.19. Teorem f3, R € S olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler saglanir:
i) 13 S R olmasi igin gerek ve yeter sart Sg € S olmasidir
||) Si n SR = Sony V€ S U SR = SBUR

iii) Sg o Sg = S (Sezer ve digerleri, 2015b; Sezgin ve Ilgin, 2024a).

2.3.20. Tanim ¢, b € S olsun. Bu durumda,
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U, bh=cise
@, b+#cise

5.9 = |
seklinde tanimlanan S, esnek kiimesine, c’nin esnek karakteristik fonksiyonu denir. S_’nin,

U iizerinde bir esnek kiime oldugu agiktir, yani, S.: S — P(U) (Sezgin ve ilgin, 2024b).

2.3.21. Teorem Qg, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidaki 6zellikler

saglanir:

Teorem 2.3.21 (Sezer ve digerleri, 2015b), “gg, U iizerinde bir esnek kesisimsel alt
yarigrup olsun” kabuliiyle verilmistir. Ancak bu g¢alismada, “Qg, U lizerinde bir esnek

kiime olsun” kullanimi tercih edilmistir.

2.4. Yangruplarin Esnek Kesisimsel Idealleri ve Esnek Kesisimsel Hemen Hemen

idealleri

Bu alt bolimde yarigruplarin esnek kesisimsel (hemen hemen) idealleri ile ilgili bilgilere

yer verilmistir.

2.4.1. Tanim U fizerinde bir |5 esnek kiimesi,

(i) Her e, ¢ € S igin, Ys(ee) 2 Ys(e) N Ys(e) ise S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel alt yarigrubu (Sezer ve digerleri, 2015Db),

(i)  Herm,s € Sigin, Ys(ms) 2 Ys(s) (Ys(ms) 2 Ys(m)) ise S yarigrubunun U

iizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag, iki tarafli) ideali; hem esnek kesisimsel
sol ideali hem de esnek kesisimsel sag ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel ideali (Sezer ve digerleri, 2015b),



(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

)

(xi)
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ls, bir esnek kesisimsel alt yarigrup olmak iizere, her d,p,u € S igin,
Js(dp) 2 Ys(d) N Ys(u) ise S yarigrubunun U lizerinde bir esnek kesisimsel
bi-ideali (Sezer ve digerleri, 2015b),

Her j,¢,s € S igin, Ys(38¢) 2 Ys(8) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek

kesisimsel i¢ ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

Us° SN (§ ° 115) C |5 ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel

quasi ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

Her o, ®, 3 € S igin, ls(0®z) 2 Ys(o) N Ys(z) ise S yarigrubunun U iizerinde

bir esnek kesisimsel genellestirilmis bi-ideali (Sezer ve digerleri, 2014),

Her £,¢,q € S igin, Us(€cq) 2 Ys(¢) NYs(@ (Us(beaq) 2 Ys(£) N Ys(e)) ise S

yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesigimsel sol (sag) zayif-i¢ ideali; hem
esnek kesisimsel sol zayif-i¢c ideali hem de esnek kesisimsel sag zayif-i¢ ideali

ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel zayif-i¢ ideali (Ilgin, 2025),

(SolgoSN (115 °So 115) C | ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel bi-i¢ ideali (Ilgin, 2025),

(§°US)ﬁ(US°§°Us)§US ((Us°§)ﬁ(Us°§°Us)§us) ise S
yarigrubunun U flizerinde bir esnek kesisimsel sol (sag) bi-quasi ideali; hem
esnek kesisimsel sol bi-quasi ideali hem de esnek kesisimsel sag bi-quasi ideali

ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel bi-quasi ideali (Onur, 2025),

Her x4,k g6 € S i¢in, Us(xvkas) 2 4s(x) NYs(K) NYs(o) ise S

yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel bi-quasi-i¢ ideali (Bas, 2025),

Her ¢ &ms,a € § igin, Us(c€pd) 2 UYs(c) N Ys(b) N Ys(a) (Ys(cénpd) 2
Us(c) N Ys(&) N Ys(2)) ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol
(sag) tri-ideali; hem esnek kesigsimsel sol tri-ideali hem de esnek kesisimsel sag
tri-ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel tri-ideali (Ilgin ve Sezgin,
Baskida a),
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(xii) Her d,u,1,0,y € S igin, Ys(duroy) 2 Ys(d) NYs(n) N Us(e) N Ys(y) ise S
yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel tri-bi-ideali (ilgin ve Sezgin,
Baskida b),

olarak adlandirilir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel alt yarigrup (sol/sag ideal,
bi-ideal, genellestirilmis bi-ideal, i¢ ideal, quasi-ideal, sol/sag zayif-i¢ ideal, bi-i¢ ideal,
sol/sag bi-quasi ideal, bi-quasi-i¢ ideal, sol/sag tri-ideal, tri-bi-ideal) kisaca EK-alt yarigrup
(sol/sag ideal, bi-ideal, genellestirilmis bi-ideal, i¢ ideal, quasi-ideal, sol/sag zayif-i¢ ideal,
bi-i¢ ideal, sol/sag bi-quasi ideal, sol/sag quasi-i¢ ideal, bi-quasi-i¢ ideal, sol/sag tri-ideal,

tri-bi-ideal) olarak gosterilecektir.

2.4.2. Teorem I, § yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S, I kiimesinin
esnek karakteristik fonksiyonu olmak iizere, £ kiimesinin S yarigrubunun bir alt yarigrubu
(sol ideali, sag ideali, ideali, bi-ideali, genellestirilmis bi-ideali, i¢ ideali) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart Sy esnek kiimesinin, bir EK-alt yarigrup (sol ideal, sag ideal, ideal, bi-ideal,
genellestirilmis bi-ideal, i¢ ideal) olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015b, Sezer ve digerleri,

2014).

2.4.3. Onerme Im(lys), Ys nin goriintii kiimesi olmak iizere, @ € Im(ly5) olacak sekilde
a S U ve g bir esnek kiime olsun. g, bir EK-alt yarigrup ise U(Ys; @) bir EK-alt
yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2015b).

2.4.4. Teorem lg, U lzerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

gecerlidir.

i.  g’nin bir EK-alt yarigrup olmasi igin gerek ve yeter sart Ug o Ug € |g olmasidir

(Sezer ve digerleri, 2015b).

ii.  Yg'nin bir EK-sol (sag) ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart Sols € Ug (U ©
S € ) olmasi; lg’nin bir EK-ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart S o ljg € U5 ve

ls © S € g olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015b).



1il.

1v.

Vi.

Vii.

Viii.

iX.
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Us'nin bir EK-bi-ideal olmasi igin gerek ve yeter sart Usols € g ve YsoSo
s € g olmasidir (Sezer ve digerleri, 2015Db).

l|s’nin bir EK-genellestirilmis bi-ideal olmasi igin gerek ve yeter sart YsoS o

s € Y olmasidir (Sezer ve digerleri, 2014).

ljs’nin bir EK-i¢ ideal olmasi icin gerek ve yeter sart Solgo S & g olmasidir

(Sezer ve digerleri, 2014).

lIs’nin bir EK-sol (sag) zayif-i¢ ideal olmasi igin gerek ve yeter sart Solgo
s € Us (Us o Ys o S € ly5) olmasi; Yg nin bir EK-zayif-i¢ ideal olmasi icin gerek
ve yeter sart S o U o g € Ug ve lg o g o S € |5 olmasidir. (flgin, 2025).

Js’nin bir EK-bi-i¢ ideal olmasi igin gerek ve yeter sart (§ olgo S’) N (115 °§o
Us) € Us olmasidir (flgin, 2025).

ls’nin bir EK-bi-quasi-i¢ ideal olmas1 igin gerek ve yeter sart go So lgo S o
s € g olmasidir (Bas, 2025).

lIs’nin bir EK-sol (sag) tri- ideal olmasi icin gerek ve yeter sart ljgo S o lgo
s E s (YsolsoSols € ) olmast; s nin bir EK-tri-ideal olmasi igin gerek
ve yeter sart YsoSolgols Elg ve YgolsoSols E s olmasidir (flgin ve
Sezgin, Baskida a).

ls’nin bir EK-tri-bi-ideal olmast igin gerek ve yeter sart ljg o g o S o lg o g € U
olmasidir (flgin ve Sezgin, Baskida b).

2.4.5. Teorem Bir S yarigrubu icin asagidaki kosullar gecerlidir.

L

ii.

1il.

Her EK-sol (sag/iki-tarafl1) ideal bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2015b).

Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2015b).

Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve
digerleri, 2014).



1v.

vi.

Vil.

Viil.

Her EK-sol (sag/iki-tarafli) ideal bir EK-quasi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

Her EK-ideal bir EK-i¢ idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

Her EK-bi-ideal bir EK-genellestirilmis bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).

Her EK-quasi-ideal bir EK-alt yarigruptur (Sezer ve digerleri, 2014).

Her EK-quasi-ideal bir EK-bi-idealdir (Sezer ve digerleri, 2014).
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2.4.6. Tanim U iizerinde bir hg esnek kiimesi,

(i)

(i)

(i)

(iv)

(v)

(vi)

(Ys°oYs) N Ys # B ise hg esnek kiimesine S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen altyarigrubu (Sezgin ve Ilgin, 2024a),

Her ¢ € S igin, (S, o ls) N s # O ((Ys © S) N s # @) ise S yarigrubunun U
iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) ideali; hem esnek
kesisimsel hemen hemen sol ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag
ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen ideali (Sezgin ve

Ilgin, 2024b),

Her x € S igin, (Jgo S, o ls) Nl # @5 ise S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen bi-ideali (Sezgin ve Onur, 2024),

Her s,q € S igin, (SS olgeo Sq) N s # @ ise S yarigrubunun U iizerinde bir

esnek kesisimsel hemen hemen i¢ ideali (Sezgin ve Bas, 2024),

Her « € S icin, (S,olsols) Nls# @s ((UsolUsoS,)NYs # Ps) ise S
yarigrubunun U tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) zayif-i¢
ideali; hem esnek kesisimsel hemen hemen sol zayif-i¢ ideali hem de esnek
kesisimsel hemen hemen sag zayif-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel hemen hemen zayif-i¢ ideali (Sezgin ve Ilgin, 2024e),

Her w,r,0 € S igin, [(Sn oligoS,) N (lls °S§y0 lls)] Nls # Bs ([(Sy 0
UYso S,)N(Ygo S, o Ys)] N s # Bs) ise S yarigrubunun U iizerinde bir
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esnek kesisimsel hemen hemen bi-i¢ ideali (esnek kesisimsel zayif hemen

hemen bi-i¢ ideali) (Sezgin ve Ilgin, 2024d),

(vii) Her n,s € S igin, [(S, o Us) A (Ys o SsoYs)] A Ys # @ ise S yarigrubunun U
tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol bi-quasi ideali;
[(Us 2 S,) N (s oS0 Ys)] N s # @5 ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel hemen hemen sag bi-quasi ideali; hem esnek kesisimsel hemen
hemen sol bi-quasi ideali hem de esnek kesisimsel hemen hemen sag bi-quasi
ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi ideali;
[(Suols) N (Ys e Sy o U] A ls # Bs ([(Ys © S0 N (Us 0 Sy ° Us)] A Ys # D)
ise S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol
(sag) bi-quasi ideali; hem esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol bi-quasi
ideali hem de esnek kesisimsel zayif hemen hemen sag bi-quasi ideali ise S
yarigrubunun bir esnek kesisimsel zayif hemen hemen bi-quasi ideali (Sezgin
ve Ilgin, 2024c),

(viii) Her §,& € S igin, (YgoS7o YgoSso Ug) Nlg # @ ise S yarigrubunun U
tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen bi-quasi-i¢ ideali (Sezgin ve

digerleri, 2025),

(ix)  Herg € Sigin, (s o Spolso Us) N s # B5 ((Ys © Ys © S, © Ys) N5 # D)
ise S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) tri-
ideali; hem esnek kesisimsel hemen hemen sol tri-ideali hem de esnek
kesisimsel hemen hemen sag tri-ideali ise S yarigrubunun bir esnek kesisimsel

hemen hemen tri-ideali (Sezgin ve digerleri, 2024b),

(X)  Her » € S igin, (Ygo Yso S, olse Ys) Ns # @ ise S yarigrubunun U
tizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen tri-bi-ideali (Sezgin ve digerleri,

2024c)
olarak adlandirilir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen alt yarigrup

(sol/sag ideal, bi-ideal, genellestirilmis bi-ideal, i¢ ideal, sol/sag zayif-i¢ ideali, bi-i¢ ideali,
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sol/sag bi-quasi ideali, bi-quasi-i¢ ideali, sol/sag tri-ideali, tri-bi-ideali) kisaca EK-hemen
hemen alt yarigrup (sol/sag ideal, bi-ideal, genellestirilmis bi-ideal, i¢ ideal, sol/sag zayif-
i¢ ideal, bi-i¢ ideal, sol/sag bi-quasi ideal, sol/sag quasi-i¢ ideal, bi-quasi-i¢ ideal, sol/sag

tri-ideal, tri-bi-ideal) olarak gosterilecektir.
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3. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL QUASI-iC IDEALLERI

Bu boéliimde, yarigruplarin esnek kesisimsel quasi-i¢ idealleri adi verilen yeni bir ideal
bigcimi tanitilmis, 6rnegi verilmis ve diger esnek kesisimsel idealler ile olan iligkisine

bakilarak 6nemli sonuclar elde edilmistir.

3.1. Tanim fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y, z,t € S i¢in, fs(xyzt) 2 fs(y) N
fs(®) (fs(xyzt) 2 fs(x) N fs(2)) ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir
esnek kesisimsel sol (sag) quasi-i¢ ideali denir. U {izerinde bir esnek kiime, S yarigrubunun
hem esnek kesigsimsel sol quasi-i¢ ideali hem de esnek kesisimsel sag quasi-i¢ ideali ise S

yarigrubunun bir esnek kesisimsel quasi-i¢ idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sol quasi-i¢ ideali kisaca
“EK-sol quasi-i¢ ideal”; S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel sag quasi-i¢ ideali
“EK-sag quasi-i¢ ideal” ve S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel quasi-i¢ ideali
ise “EK-quasi-i¢ ideal” olarak gosterilecektir.

64.’?

3.2. Ornek S = {p, 1, s} kiimesi iizerinde, Tablo 3.1 yardimiyla tanimlanan ikili islemi

ile (S,-) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

p r S
p p p p
r p r r
S p r r

Tablo 3.1. Ornek 3.2°deki “- ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi ilizerinde fs, hs Ve gs esnek kiimeleri,

fS = {(p: {1,5,7,11}), (T', {1;5;7}); (S, {1'5})}

hS = {(P' {3,8,9}), (T', {3'9})' (S' {9})}
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Is = {(P; {6; 12}); (T, {2r416110})1 (S' {13})}
seklinde tanimlansin. fg ve hg esnek kiimeleri, birer EK-quasi-i¢ idealdir. Burada, daha

anlasilabilir olabilmek i¢in gosterim kolaylig1 acisindan birka¢ somut eleman Orneginin

verilmesi uygun goriilmistiir. Gergekten mesela,

fs(orsp) = fs(p) 2 fs(r) N f5(p)

fs(rsrp) = fs(p) 2 fs(s) N fs(p)

fs(ssss) = fs(r) 2 fs(s) N fs(s)

olup, S kiimesinin diger tiim eleman kombinasyonlar1 i¢in de fsesnek kiimesinin EK-sol

quasi-i¢ ideal sartin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir. Benzer sekilde,

fs(ssrp) = fs(p) 2 fs(s) N fs(T)

fs(pspr) = fs(p) 2 fs(p) N fs(p)

fs(rrsp) = fs(p) 2 fs(r) N f5(s)

olup, S kiimesinin diger tim eleman kombinasyonlar1 i¢in de fsesnek kiimesinin EK-sag

quasi-i¢ ideal sartin1 sagladigi, dolayisiyla bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Benzer sekilde,

hs(spsp) = hs(p) 2 hs(p) N hs(p)

hs(pprr) = hs(p) 2 hs(p) N hs(r)

hs(srrr) = hg(r) 2 hg(r) N hg(r)

olup, S kiimesinin diger tim eleman kombinasyonlar1 i¢in de hg esnek kiimesinin EK-sol

quasi-i¢ ideal sartin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir. Benzer sekilde,
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hs(rrrr) = hg(r) 2 hg(r) N hg(7)
hs(rppr) = hs(p) 2 hs(r) N hs(p)
hs(psrp) = hs(p) 2 hs(p) N hs(r)

olup, S kiimesinin diger tiim eleman kombinasyonlar1 i¢in de hg esnek kiimesinin EK-sag
quasi-i¢ ideal sartim1 sagladigi, dolayisiyla bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu kolaylikla
gosterilebilir. Fakat,

gs(prpr) = gs(p) 2 gs(r) N gs(r)
oldugundan, g5 esnek kiimesi bir EK-quasi-i¢ ideal degildir.

S yarigrubunun bir A alt yarigrubunun, SASA € A ise bir sol quasi-i¢ ideal, ASAS € A ise
bir sag quasi-i¢ ideal, hem sol quasi-i¢ ideal hem de sag quasi-i¢ ideal ise bir quasi-i¢ ideal
olarak adlandirildig1 bilinmektedir. Bu durum, Onerme 3.3, Onerme 3.4 ve Teorem 3.5 ile

esnek kesisimsel yarigruplara da aktarilabilir:

3.3. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime olsun. fg’nin bir EK-sol quasi-i¢ ideal olmasi

icin gerek ve yeter sart S o fg 0 S o f5 € f5 olmasidr.

Ispat: fs bir EK-sol quasi-i¢ ideal olsun. a € S igin, (S o fs o S o fi)(a) =0 ise S o
fs o So fg € fs oldugu aciktir. Diger durumlarda, a € Sigina = xy, x =mnven =rs
olacak sekilde x,y,m,n,r,s € S olsun. fs, bir EK-sol quasi-i¢ ideal oldugundan, fs(a) =
fs(xy) = fs((mn)y) = fs(m(rs)y) 2 fs(r) 0 fs(y). Buradan,

(SofseSeofi)@=[efs8)f]@
= | (G- 9H@ n£0))

a=xy

Y { ) 56 n (5> D} n 509

a=xy \x=mn
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= U { U {’S”(m) N U{fs(r) n'S‘(s)}}nfs(y)}

a=xy \x=mn n=rs

- |J 6@ nson

a=mrsy

c | tstmrsyyy

a=mrsy
= fo(xy)
= fs(a)

oldugundan, So f;0So f5 € f; elde edilir. Ayrica, a € S i¢in a = xy fakat x # mn
oldugu durumda ise (Seo fs°S)(x) = @ elde edileceginden, bu durumda da So fgoSo

fs € fs saglanacaktir.

Tersine, So fs oS o f5 € fs olsun. a € S icin a = xyzt olacak sekilde x,y,z,t € S alalim.
Buradan,

fs(xyzt) = fs(a)
2 (§°f5 °§°f5)(a)
=[(8ofs°8) e fs](a)
_ U (8o f5°8)m) n s()}

a=mn

2 (Sefs08)(xyz) n fs(t)

_ U {8+ f;)(B) nS(©)} N £5(t)

xyz=bc

2 [+ f5)) nS@] n fs(0)

=1 | B») n s@}ns@|n 0

xy=prq
2 [{S n fsMInS@] N fs(®)
=[{UnfsMInUIN f5(t)
= fs) N fs()

oldugundan, fs(xyzt) 2 fs(y) N fs(t) elde edilir. Boylece, fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.
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3.4. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. f5’nin bir EK-sag quasi-i¢ ideal olmasi

icin gerek ve yeter sart fs o S o fs 0o S € f5 olmasidir.

Ispat: fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal olsun. a € S icin, (fs 0Sofso §) (@) =0Qise fs oSo
fs oS € f; oldugu agiktir. Diger durumlarda, a € S igin, a =xy, y=mn ve n=rs

olacak sekilde x,y,m,n,r,s € S olsun. fs, bir EK-sag quasi-i¢ ideal oldugundan fs(a) =

fs(xy) = fs(x(mn)) = fs(xm(rs)) 2 fs(x) N fs(r). Buradan,

(fi°8 e fs28)@ = [fs = (5 f5 2 §)| @
= | JiE@n G fs -850}

a=xy

|J{x6n | 0w (5500}

= y=ran

- U fe@) n U {’S(m)n U{fs(r)n'g(s)}}
a=xy y=mn n=rs

= |J sensey

c | thamrsy

- fo)

= fs(a)

oldugundan, fs oS o f5 oS € f; elde edilir. Ayrica a € S i¢in, a = xy fakat y = mn
oldugu durumda ise (S o fs  S)(y) = @ elde edileceginden bu durumda da fs o So f o

S € f; saglanacaktir.

Tersine, fsoSo fs oS € fs olsun. a € S i¢in a = xyzt olacak sekilde x,y,z,t € S alalim.

Buradan,

fs(xyzt) = fs(a)
=2 (fs oSofso §)(a)
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= [f:g o (goﬁg og)](a)
= | themn e fs-5)m)

a=mn

2 fe(x) N (S' °ofgo g)(th)

= @0 | (G)@nse)}

yzt=de

2 fs(0) N [(Se fs)yz) nS@)]

= f@n| | 6@ ns@)nso

yz=pq
2 fs(x) N [{SO) n fs(2)} n S(v)]
=fs(x)N[{UnN fs(2)}nU]
= fs(x) N f5(2)

oldugundan, fs(xyzt) 2 fs(x) N f5(z) elde edilir. Boylece, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

3.5. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime olsun. fs’nin bir EK-quasi-i¢ ideal olmasi i¢in

gerek ve yeter sart So fo 0o So s E fove fe0So f5 oS € £ olmasidir.

Ispat: Onerme 3.3 ve Onerme 3.4’{in ispatindan agiktir.

3.6. Sonu¢ S ve Qg bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.7. Teorem A, S yarigrubunun bir alt yarigrubu olsun. S, A kiimesinin esnek karakteristik
fonksiyonu olmak tizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali olmasi i¢in gerek

ve yeter sart S, nin bir EK-quasi-i¢ ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir alt yarigrubu olmak iizere bir quasi-i¢ ideali olsun. O halde,

SASA € A ve ASAS <€ A. Boylece, Teorem 2.3.19 (i) ve (iii)’ten,

g°SA°§°5A=SS°SA°SS°SA=SSASA§SA

ve
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SAOSOSAOSZSAOSSOSAOSS :SASAS §SA
elde edilir. Buradan, S, bir EK-quasi-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir EK-quasi-i¢ ideal olsun. O halde, S0S;0S05, €S, ve S40805,0

S € S, saglanir. x € SASA olmak iizere, Teorem 2.3.19 (i) ve (iii)’ten,
Sa(x) 2 (S84 0805,)(x) 2 Ssp50(x) = U

oldugundan, S,(x) = U, buradan x € A elde edilir. Sonu¢ olarak, SASA € A. Kabul
geregi, A, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Bdylece, A, S yarigrubunun bir sol quasi-i¢

idealidir. Benzer sekilde, y € ASAS olmak iizere,

Sa(¥) 2 (Sa°S0S408)(¥) 2 Sasas(¥) =U

oldugundan, S,(y) = U, buradan y € A elde edilir. Sonu¢ olarak, ASAS < A. Kabul
geregi, A, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Boylece, A, S yarigrubunun bir sag quasi-i¢

idealidir. O halde, A, S yar1 grubunun bir quasi-i¢ idealidir.
3.8. Ornek Ornek 3.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. A = {p,r}, S kiimesinin bos
kiimeden farkl bir alt kiimesi olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, A kiimesinin esnek karakteristik

fonksiyonu S, = {(p, U), (r, U), (s, @)} 'nin bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu gosterilebilir.
Tersine, K = {p} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-quasi-i¢ idealini
fs ={(p,U),(r,0),(s,0)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, K = {p} kiimesinin S
yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali oldugu gosterilebilir.

3.9. Onerme Her EK-i¢ ideal, bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fg bir EK-ig ideal olsun. O halde, S o f5 o S € f; oldugu bilinmektedir. Buradan,

§°fs°§°fs§§°fs°§°

Zl
Ine
Zl
o

oh
o
Zl
Ine

oh
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elde edilir. Boylece, fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Onerme 3.9’un karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gdsterelim:

3.10. Ornek S = {k,l,m,n} kiimesi iizerinde, Tablo 3.2 yardimiyla tanimlanan ““-” ikili

islemi ile (S,) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

k I m n
k| k k k k
L 'k k k k
m| k k k l
n |k k I m

Tablo 3.2. Ornek 3.10’daki “- ikili islemi

U = Z evrensel kiimesi iizerinde fg esnek kiimesi,

fS = {(k! {—5, —4,-3, _1}), (l, {_4': _3})' (m' {_5}); (n, {_5' _1})}

seklinde tanimlansin. fs esnek kiimesi, bir EK-sol quasi-i¢ idealdir. Gergekten,

(SofsoSefs)(k) ={-5—-4,-3,—-1} € fs(k) = {-5,—4,—3,—1}

(SofseSofs)() =0 C fs(1) = {—4,-3)

(Sofs 080 f;)(m) =0 € fy(m) = {~5}

(SofsoSofs)(n) =0 C fs(n) = {(~5,-1}

oldugundan, fs esnek kiimesi bir EK-sol quasi-i¢ idealdir. Fakat,
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fs(nnn) = fs(1) 2 fs(n)
oldugundan, fs bir EK-i¢ ideal degildir.

3.11. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sol basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-i¢ idealdir.

2. fs bir EK-sol quasi-ig idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.8’in ispatindan aciktir. (2)’yi kabul edelim. f bir

EK-sol quasi-i¢ ideal ve a, b, c,d € S olsun. Kabul geregi, her b,c € S igin, ¢ = xb olacak

sekilde x € S vardir. Buradan,

fs(abc) = fs(ab(Xb))
2 fs(b) N fs(b)
= fs(b)
olup, fs bir EK-i¢ idealdir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.

3.12. Onerme Her EK-i¢ ideal, bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-ig ideal olsun. O halde, S o f5 o S € f; oldugu bilinmektedir. Buradan,

In
wmnl
In
wl

fs°§°fs°g §°§°fs° °fs°§§fs

elde edilir. Boylece, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Onerme 3.12’nin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

3.13. Ornek Ornek 3.10°daki fg esnek kiimesini ele alalim. Ornek 3.10°daki fy esnek
kiimesi, bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Gergekten,
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(fsoSofsoS)(k) ={-5-4,-3,—-1} < fs(k) = {-5—-4,-3,-1}
(fsoSefseS)D =0 < fs() = {~4,-3}
(fs°So fsoS)m) = @ < fs(m) = (-5}
(fsoSofso8)(m) =0 € fs(n) = (5,1}
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Fakat,
fs(nnn) = fs(1) 2 fs(n)
oldugundan, f; bir EK-i¢ ideal degildir.

3.14. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir sag basit yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-i¢ idealdir.
2. fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.12’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fg

bir EK-sag quasi-i¢ ideal ve a, b,c,d € S olsun. Kabul geregi, her a,b € S igin, a = by
olacak sekilde y € S vardir. Buradan,

fs(abc) = fs((bY)bC)
2 fs(b) N fs(b)
= fs(b)

olup, fs bir EK-i¢ idealdir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.

3.15. Teorem Her EK-i¢ ideal bir EK-quasi-i¢ idealdir.
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Ispat: Onerme 3.9 ve Onerme 3.12’nin ispatindan agiktir.

Teorem 3.15’in karsitinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 3.10 ve Ornek 3.13’ten agiktir.

3.16. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-i¢ idealdir.
2. fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.15ten agiktir. (2)’yi kabul edelim. Kabul geregi
Teorem 2.1.6°dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur. Ispatin devam
Onerme 3.11 ve Onerme 3.14’ten agiktir.
3.17. Onerme Her EK-sol ideal bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.
Ispat: fs bir EK-sol ideal olsun. O halde, S o £ € fs ve fs o fs € f5. Buradan,
§°fs°§°fs §f5°fs gfs
elde edilir. Buradan, fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Onerme 3.17’nin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir rnek ile gosterelim:

3.18. Ornek S = {z, h,r,a} kiimesi iizerinde, Tablo 3.3 yardimiyla tanimlanan “*” ikili

islemi ile (S,*) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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* z h r a
z z z z z
h z z z z
r z z h z
a z z h h

Tablo 3.3. Ornek 3.18”deki “x” ikili islemi

U = Zg evrensel kiimesi lizerinde fs esnek kiimesi,

fs ={(z.23),(h,{5}), . {13}, (@, {171}
seklinde tanimlansin. f; esnek kiimesi, bir EK-sol quasi-i¢ idealdir. Gergekten,
(SefsoSofs)(@ =1; € f5(2) = Z
(SofsoSefs)(h) =0 < fs(h) = {5}
(SefseSefs)r) =0 < fs(r) ={1,3}
(SefseSefs)(@=0< fy(a) ={L7}
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sol quasi-i¢ idealdir. Fakat,

fs(ar) = fs(h) 2 fs(1)
oldugundan, fs bir EK-sol ideal degildir.

Onerme 3.19, Onerme 3.17’nin karsitinin idempotent esnek kiimeler igin gegerli oldugunu

gostermektedir.
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3.19. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol idealdir.
2. fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.17’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. f

bir EK-sol quasi-i¢ ideal olsun. fs, idempotent bir esnek kiime oldugundan, fs o fs = fs

bilinmektedir. Buradan,
§°fs = §°fs°fs = §°fs°fs°f5 §§°fs°g°fs gfs
oldugundan, fs bir EK-sol idealdir.

Onerme 3.20, Onerme 3.17’nin karsitinin regiiler yarigruplar icin de gegerli oldugunu

gostermektedir.

3.20. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sol idealdir.
2. fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.17’nin ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. f5

bir EK-sol quasi-i¢ ideal ve a,b,c,d € S olsun. Kabul geregi, her b € S i¢in, b = bxb

olacak sekilde bir x € S vardir. Buradan,

fs(ab) = fs(a(bxb)) 2 fs(b) N fs(b) = fs(b)
oldugundan, fs bir EK-sol idealdir.

3.21. Onerme Her EK-sag ideal, bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.
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Ispat: fs bir EK-sag ideal olsun. O halde, f5 oS € f5 ve fs o fs € fs oldugu bilinmektedir.
Buradan,

fsoSofsoSEfsofsEfs
elde edilir. Buradan, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.
Onerme 3.21’nin karsitinin her zaman dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

3.22. Ornek Ornek 3.18de verilen fs esnek kiimesini ele alalim. Ornek 3.18’deki, fs esnek
kiimesi, bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Gergekten,

(fsoSefsoS)(@) =125 € fs(2) = L3
(fsoSeofsoS)(h) =0 < fs(h) = {5}
(fs°Seofso8)(1) =0 c f5(r) = (1,3}
(fseSefseS)(@ =0 < fi(@) ={17)
oldugundan, f; esnek kiimesi bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Fakat,
fs(ar) = fs(h) 2 fs(a)
oldugundan, fs bir EK-sag ideal degildir.

Onerme 3.23, Onerme 3.21°in karsitinin idempotent esnek kiimeler igin gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.23. Onerme f;, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:

1. fs bir EK-sag idealdir.
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2. fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.21’in ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. f5

bir EK-sag quasi-i¢ ideal olsun. fs, idempotent bir esnek kiime oldugundan, f5° fs = fs

bilinmektedir. Buradan,

~

fsoS =fsofsoS=fsofsofsoSCfs0SofsoSCf
oldugundan, fs bir EK-sag idealdir.

Onerme 3.24, Onerme 3.21’in karsitinin regiiler yarigruplar icin de gecerli oldugunu

gostermektedir.

3.24. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-sag idealdir.
2. fs bir EK-sag quasi-ig¢ idealdir.
Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Onerme 3.21’in ispatindan agiktir. (2)’yi kabul edelim. fg

bir EK-sag quasi-i¢ ideal ve a, b,c,d € S olsun. Kabul geregi, her a € S i¢in, a = axa

olacak sekilde bir x € S vardir. Buradan,
fs(ab) = fs((axa)b) 2 fs(a) N fs(a) = fs(a)
oldugundan, fs bir EK-sag idealdir.
3.25. Teorem Her EK-ideal bir EK-quasi-i¢ idealdir.
Ispat: Onerme 3.17 ve Onerme 3.21’in ispatindan agiktir.

Teorem 3.25’in karsitinin her zaman dogru olmadigi Ornek 3.18 ve Ornek 3.22°den agiktir,
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3.26. Teorem fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-idealdir.

2. fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.25’ten aciktir. (2)-nin (1)-i gerektirdigi, Onerme
3.19 ve Onerme 3.23’ten agiktr.

3.27. Teorem fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler yarigrup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-idealdir.

2. fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)-in (2)-yi gerektirdigi Teorem 3.25’ten agiktir. (2)-nin (1)-i gerektirdigi Onerme

3.20 ve Onerme 3.24’iin ispatindan agiktir.

3.28. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-idealdir.

2. fs bir EK-sol quasi-ig idealdir.

Ispat: (1)1 kabul edelim. f; bir EK-bi-ideal ve a,b,c,d € S olsun. Kabul geregi, her

a,b,c € S igin, a = bx ve ¢ = by olacak sekilde x, y € S vardir. Buradan,

fs(abed) = fs((bx)b(by)d)
2 fs(bxb) N fs(byd)
2 (fs(b) N fs(b)) N (fs(b) N fs(d))
= fs(b) N f5(d)
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olup, fs bir EK-sol quasi-ig idealdir. Boylece, (1) ise (2) saglanir.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. fs bir EK-sol quasi-i¢ ideal ve a,b € S olsun. Kabul geregi,

her a,b € S i¢in, a = xb ve b = xa olacak sekilde x € S vardir. Buradan,

fs(ab) = fs((xb)(xa)) = fs(xbxa) 2 fs(b) N fs(a)

oldugundan, fs bir EK-alt yarigruptur. Ayrica, fs bir EK-sol quasi-i¢ ideal ve a,b,c € S

olsun. Kabul geregi, her a, b € S i¢in, b = ax olacak sekilde x € S vardir. Buradan,

fs(abc) = fs(a(ax)c) = fs(aaxc) 2 fs(a) N fs(c)
oldugundan, fs bir EK-bi-idealdir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.

3.29. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-idealdir.

2. fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)1 kabul edelim. f; bir EK-bi-ideal ve a,b,c,d € S olsun. Kabul geregi, her
b,c,d € Si¢in, b = xc ve d = yc olacak sekilde x, y € S vardir. Buradan,

fs(abed) = fs(a(xc)c(yc))
2 fs(axc) N fs(cyc)
2 (fs(@) n £5(c)) 0 (fs(e) N f5(e))
= fs(a) n fs(c)

olup, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Boylece, (1) ise (2) saglanir.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal ve a, b € S olsun. Kabul geregi,

her a,b € S i¢in, a = bx ve b = ax olacak sekilde x € S vardir. Buradan,
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fs(ab) = fs((bx)(ax)) = fs(bxax) 2 fs(b) N fs(a)

oldugundan, fs bir EK-alt yarigruptur. Ayrica, fg bir EK-sag quasi-i¢ ideal ve a,b,c € S

olsun. Kabul geregi, her b, ¢ € S icin, b = xc olacak sekilde x € S vardir. Buradan,

fs(abc) = fs(a(xc)c) = fs(axcc) 2 fs(a) N fs(c)

oldugundan, fs bir EK-bi-idealdir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.

3.30. Teorem fs, U tizerinde bir esnek kiime ve S bir grup olsun. Bu durumda asagidaki

sartlar denktir:
1. fs bir EK-bi-idealdir.

2. fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: Onerme 3.28 ve Onerme 3.29’un ispatindan agiktir.

3.31. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-sol

quasi-i¢ ideal bir EK-bi-idealdir.

Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, fs o fs = fs oldugu bilinmektedir. fg

bir EK-sol quasi-i¢ ideal olmak {izere,

fs°fs:fs§fs

oldugundan, f bir EK-alt yarigruptur. Ayrica,

fsoSofs=fsofsoSofs ESofsoSeofs Efs

oldugundan, f; bir EK-bi-idealdir.

3.32. Onerme f5, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-sag

quasi-i¢ ideal bir EK-bi-idealdir.
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Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, fs o fs = fs oldugu bilinmektedir. fg

bir EK-sag quasi-i¢ ideal olmak iizere,

fs°f5=fs§fs

oldugundan, fs bir EK-alt yarigruptur. Ayrica,

fsoSofs=fsoSofsofsEfsoSofsoSEfs

oldugundan, fs bir EK-bi-idealdir.

3.33. Teorem fs, U tizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-quasi-
i¢ ideal, bir EK-bi-idealdir.

Ispat: Onerme 3.31 ve Onerme 3.32’nin ispatindan agiktir.

3.34. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler sag basit yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-quasi-idealdir.

2. fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)’i kabul edelim. fs bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, Teorem 2.4.5. (viii)’den, fs
bir EK-bi-idealdir. S bir sag basit yarigrup oldugundan, Onerme 3.28’den, f5 bir EK-sol
quasi-i¢ idealdir. Boylece, (1) ise (2) saglanr.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-sol quasi-i¢ ideal olsun. S bir regiiler yarigrup
oldugundan, Onerme 3.20°den, f5 bir EK-sol idealdir. O halde, Teorem 2.4.5. (iv)’ten, fs
bir EK-quasi-idealdir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.

3.35. Onerme f, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler sol basit yarigrup olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:
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1. fs bir EK-quasi-idealdir.

2. fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Ispat: (1)’i kabul edelim. f; bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, Teorem 2.4.5. (viii)’den, f
bir EK-bi-idealdir. S bir sol basit yarigrup oldugundan, Onerme 3.29°dan, fs bir EK-sag
quasi-i¢ idealdir. Boylece, (1) ise (2) saglanir.

Tersine, (2)’yi kabul edelim. f; bir EK-sag quasi-i¢ ideal olsun. S bir regiiler yarigrup
oldugundan, Onerme 3.24’ten, f; bir EK-sag idealdir. O halde, Teorem 2.4.5. (iv)’ten, fg
bir EK-quasi-idealdir. Boylece, (2) ise (1) saglanir.

3.36. Teorem f, U iizerinde bir esnek kiime ve S bir regiiler grup olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir:
1. fs bir EK-quasi-idealdir.

2. fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: Kabul geregi, Teorem 2.1.6°dan, S bir sol basit yarigrup ve bir sag basit yarigruptur.

Ispatin devami, Onerme 3.34 ve Onerme 3.35’ten aciktir.

3.37. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-sol

quasi-i¢ ideal bir EK-sol bi-quasi idealdir.

Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, fs o f5 = fs oldugu bilinmektedir. f5

bir EK-sol quasi-i¢ ideal olmak {izere,
(g°ﬁ)ﬁ(ﬁ°§°fs) §fs°§°fs =fs°fs°g°fs §§°fs°g°fs < fs
oldugundan, fs bir EK-sol bi-quasi idealdir.

3.38. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-sag

quasi-i¢ ideal bir EK-sag bi-quasi idealdir.
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Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, fs o fs = fs oldugu bilinmektedir. fg

bir EK-sag quasi-i¢ ideal olmak iizere,
(fs°§)ﬁ(fs°§°fs) §f5°§°fs =fs°§°fs°fs §f5°§°fs°§§fs
oldugundan, f; bir EK-sag bi-quasi idealdir.

3.39. Teorem fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-quasi-

i¢ ideal bir EK-bi-quasi idealdir.
Ispat: Onerme 3.37 ve Onerme 3.38’in ispatindan agiktir.

3.40. Onerme f5, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-sol

quasi-i¢ ideal bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, fs o f5 = fs oldugu bilinmektedir. fg

bir EK-sol quasi-i¢ ideal olmak iizere,
(§°fs°§)ﬁ(fs°§°fs) CfsoSofs=fsofsoSeofsCSofsoSofs Efs
oldugundan, f; bir EK-bi-i¢ idealdir.

3.41. Onerme fs, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-sag

quasi-i¢ ideal bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, idempotent bir esnek kiime olsun. O halde, fs o fs = fs oldugu bilinmektedir. fg

bir EK-sag quasi-i¢ ideal olmak iizere,

(g°fs°§)ﬁ(fs°§°fs)§f5°§°fs=fs°g°fs°fs§fs°g°fs°§§fs

oldugundan, fs bir EK-bi-i¢ idealdir.
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3.42. Teorem f, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, her EK-quasi-
i¢ ideal bir EK-bi-i¢ idealdir.

Ispat: Onerme 3.40 ve Onerme 3.41’in ispatindan agiktir.

3.43. Onerme f5 ve fr, sirasiyla S ve T yarigubunun birer EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal
olsun. Bu durumda, fsafr, SXT’nin bir EK-sol (sag) quasi-i¢ idealdir.

Ispat: Ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer

sekilde yapilir. Her (x4, v1), (X3, ¥2), (x3,V3), (x4,V4) € S X T igin,

fsnfr((,y1), (2, ¥2), (X3, ¥3), (%4, ¥4)) = fsnfr (K1%2X3%0, Y1Y2Y3Y4)
= fs(e1x2x3%4) N fr(¥1Y2Y3Y4)
2 (fs(x2) N fs(xa)) 0 (fr(2) 0 fr(va))
= (fsCe2) 0 fr(2)) 0 (fs(ea) 0 fr(va))
= fsnfr(xz,¥2) N fonfr (x4, ya)

oldugundan, fsafr, SXT nin bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

3.44. Teorem fs ve fr, sirasiyla S ve T yarigubunun birer EK-quasi-i¢ ideal olsun. Bu

durumda, fsafr bir EK-quasi-ig idealdir.

3.45. Sonu¢ EK-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek A-carpimlari da bir EK-quasi-i¢ idealdir.
3.46. Onerme f5 Ve fr, sirasiyla S ve T yarigrubunun U iizerinde birer EK-sol (sag) quasi-
i¢ ideali olsun. Bu durumda, fs X fr, S X T yarigrubunun U X U {izerinde bir EK-sol (sag)
quasi-i¢ idealidir.

Ispat: Ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. Her (x,y) € SXT i¢in, four(x,y) = fs(x) X fr(y) olacak sekilde

fs X fr = fsxr alalm. Her (x4, y1), (x2,¥2), (x3,¥3), (x4,¥4) € S X T i¢in,

foT((xlr v1), (X2, ¥2), (x3,¥3), (x4, }’4)) = foxr(X1X2X3X4, V1Y2Y3Ya)
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= fs(x1x2x3%4) X fr(¥1Y2Y3Ya)

2 (fs(x2) 0 fs(xa)) X (fr2) 0 fr(va))
= (fs(e2) X fr(v2)) 0 (fs(xa) X fr(ya))
= foxr(X2,¥2) N foxr (X4, Ya)

oldugundan, fs X fr = foxr, S X T yarigrubunun U X U iizerinde bir EK-sol quasi-i¢
idealidir.

3.47. Teorem fs ve fr, sirasiyla S ve T yarigrubunun U {izerinde birer EK-quasi-i¢ ideali

olsun. Bu durumda, fs X fr, S X T yarigrubunun U X U {izerinde bir EK-quasi-i¢ idealidir.
3.48. Sonug¢ EK-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek X-¢arpimlari da bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.49. Onerme fs ve gs birer EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs A\ gg bir
EK-sol (sag) quasi-i¢ idealdir.

Ispat: ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer

sekilde yapilir. f5 ve gg birer EK-sol quasi-i¢ ideal olsun. Buradan, So f5 0 So fs € f; ve
SogsoSogs € g oldugu bilinmektedir. Boylece,

Se(fsNgs)eSe (igs) ESofsoSofsEfs
ve
Se(fsfgs)oSe(fsMgs) ESogsoSogs € gs
olup,
So(fsNgs)eSe(fsNgs) € fsNys

elde edilir. Boylece, fs N gs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.
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3.50. Teorem fs ve gs birer EK-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fs 0 gg bir EK-quasi-ig

idealdir.
3.51. Sonu¢ EK-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek kesisimleri de bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.52. Onerme f; ve g birer EK-sol (sag) ideal olsun. Bu durumda, fg i g5 bir EK-sol
(sag) quasi-ig idealdir.

Ispat: Ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. f5 ve gg birer EK-sol ideal olsun. Bu durumda, Onerme 3.17°den, fs Ve gg
birer EK-sol quasi i¢ idealdir. Ispatin devami, Onerme 3.49°dan agiktir.

3.53. Teorem fs ve g birer EK-ideal olsun. Bu durumda, f; A gs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.54. Onerme g bir EK-sol quasi-ig ideal, f5 bir EK-sol ideal olsun. Bu durumda, gs A fs
bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Ispat: gs bir EK-sol quasi-i¢ ideal ve fs bir EK-sol ideal olsun. Onerme 3.17°den, f bir

EK-sol quasi-i¢ idealdir. ispatin devami, Onerme 3.49’dan aciktir.

3.55. Teorem gg bir EK-quasi-i¢ ideal, fs bir EK-ideal olsun. Bu durumda, gs 0 fs bir EK-

quasi-i¢ idealdir.

Ispat: g bir EK-quasi-i¢ ideal ve f5 bir EK-ideal olsun. Teorem 3.25’ten, f bir EK-quasi-

i¢ idealdir. Ispatin devami, Teorem 3.50’den agiktir.

3.56. Onerme gg, U iizerinde bir esnek kiime ve fg bir EK-sol quasi-i¢ ideal olsun. Bu

durumda, fs o gs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Ispat: g, U iizerinde bir esnek kiime ve f5 bir EK-sol quasi-i¢ ideal olsun. O halde, S o

fs ©So fs € fs oldugu bilinmektedir. Buradan,

§°(fs°gs)°§°(fs°gs)§§°fs°(§°§)°fs°gs§(§°fs°§°fs)°gs§fs°gs
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oldugundan, f o g5 bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

3.57. Onerme gs, U iizerinde bir esnek kiime ve fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal olsun. Bu

durumda, gs ° fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Ispat: g, U iizerinde bir esnek kiime ve fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal olsun. O halde, f5 o
Sofs oS € f oldugu bilinmektedir. Buradan,

(gs°fs)°§°(gs°fs)°§§gs°fs°(§°§)°fs°§§gs°(fs°§°fs°§) € gsofs
oldugundan, g o fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

3.58. Teorem f; ve g birer EK-quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, gs o fs bir EK-quasi-i¢

idealdir.

Ispat: f ve gg birer EK-quasi-i¢ idealler olsun. O halde, So o Sofs € fs, fs0So fso
SEfiveSogsoSogs € gs, gsoSogseS E gs oldugu bilinmektedir. Buradan,

So (gsefs) °So (gs e fs) §§°gs° (’go’g) °gsefs c (§°gs°§°gs) ° fs c gsefs

elde edilip, gs ° fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir. Benzer sekilde,
(gs°fs)°§°(gs°fs)°§§gs°fs°(§°§)°fs °§§gs°(fs°§°fs°§) S gsofs

oldugundan, gs © fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Boylece, g © fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.59. Onerme gg, U iizerinde bir esnek kiime ve f; bir EK-sol ideal olsun. Bu durumda,

fs © gs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Ispat: gs, U iizerinde bir esnek kiime ve fg bir EK-sol ideal olsun. O halde, Onerme

3.17°den, fs bir EK-sol quasi-ig idealdir. Ispatin devami, Onerme 3.56’dan agiktir.



53

3.60. Onerme gg, U iizerinde bir esnek kiime ve fg bir EK-sag ideal olsun. Bu durumda,

Js © fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Ispat: gs, U iizerinde bir esnek kiime ve fg bir EK-sag ideal olsun. O halde, Onerme

3.21°den, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Ispatin devami, Onerme 3.57’den agiktir.

3.61. Onerme g bir EK-sol ideal ve f; bir EK-sag ideal olsun. Bu durumda, gs o fs bir
EK-quasi-i¢ idealdir.

Ispat: gs bir EK-sol ideal ve f; bir EK-sag ideal olsun. O halde, Onerme 3.17°den, gg bir
EK-sol quasi-i¢ idealdir ve Onerme 3.56’dan, gs ° fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir. Benzer
sekilde, Onerme 3.21°den, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir ve Onerme 3.57°den, g o fs bir
EK-sag quasi-i¢ idealdir. Boylece, gs o fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.62. Sonu¢ gs ve fs birer EK-ideal olsun. Bu durumda, gs ° fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.63. Onerme fs, U lizerinde bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. Bu durumda,
fsnin, So fs 080 fs (fs0So f508)yi iceren her bir esnek alt kiimesi, bir EK-sol (sag)

quasi-i¢ idealdir.

Ispat: ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. f5, U iizerinde bir esnek kiime ve gs, fs'nin So fs oS o £ yi igeren bir alt

yar1 grubu olsun. Boylece,

oldugundan, gs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

3.64. Teorem fs, U tizerinde bos esnek kiimeden farkli bir esnek kiime olsun. Bu durumda,
fsnin Sofso0So fove fs0So fg 0 Syi igeren her bir esnek alt kiimesi, bir EK-quasi-i¢
idealdir.
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3.65. Onerme fs bir EK-alt yarigrup, gs bir EK-sol ideal ve f; = gso gs olsun. Bu
durumda, fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-alt yarigrup ve gg bir EK-sol ideal olsun. Buradan, fsofs € fs ve So

gs € gs oldugu bilinmektedir. fs = gs o g5 olmak iizere,
SofsoSofs= (§°gs) °gs-° (§°gs)°gs € (gsogs)o(gsogs)=fsofs Efs
oldugundan, fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.

3.66. Onerme fs bir EK-alt yarigrup, gs bir EK-sag ideal ve fs = gge° gs olsun. Bu
durumda, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs bir EK-alt yarigrup ve gs bir EK-sag ideal olsun. Buradan, f5o fs € fs ve gg o

S € g5 oldugu bilinmektedir. fs = gs ° gs olmak iizere,
fsoSofsoS=gso(gseS)ogse(gseS) E(gsogs)o(gsogs) =fsofs Efs
oldugundan, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

3.67. Teorem f bir EK-alt yarigrup, gs bir EK-ideal ve f; = g5 o g5 olsun. Bu durumda,
fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.68. Onerme f;, U iizerinde bir esnek kiime ve So S oS o fi € f; olsun. Bu durumda, fs

bir EK-sol quasi-ig idealdir.

Ispat: fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. S S o S o £ € f, olmak iizere,

N

§°fs°§°fs §°§°§°fs§fs

oldugundan, fs bir EK-sol quasi-i¢ idealdir.



55

3.69. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime ve fs 0SS oS € £ olsun. Bu durumda, fs

bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

Ispat: fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. fg S0 S 0§ E f; olmak iizere,

~

fsogoﬁgoggfsogoSog

I

fs

oldugundan, fs bir EK-sag quasi-i¢ idealdir.

3.70. Teorem f;, U iizerinde bir esnek kiime, SoSoSofs Efs ve fs0S50SoS E £

olsun. Bu durumda, fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.71. Onerme fs, bir EK-alt yarigrup, Im(fs), fs nin goriintii kiimesi, a € Im(fs) olmak
tizere a, U kiimesinin alt kiimesi olsun. f, bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal ise U(fs; @), S

yarigrubunun bir sol (sag) quasi-i¢ idealidir.

Ispat: Ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. Baz1 x € S igin, fs(x) = @ ise @ # U(fs; @) € S olur. k € [S - U(fs; ) -
S - U(fs; @)] olsun. k = axby olacak sekilde x,y € U(fs; @) ve a, b € S alalim. O halde,
fs(x) 2 a, ve fs(y) 2 a elde edilir. fs, bir EK-sol quasi-i¢ ideal oldugundan,

fs(k) = fs(axby) 2 fs(xX) N fs(¥) 2ana=a

elde edilir. Buradan, fs(k) 2 a yani, k € U(fs; ). Boylece, S - U(fs; ) - S - U(fs; @) S
U(fs; @) elde edilir. Ayrica, fs, bir EK-alt yarigrup olup, Onerme 2.4.3’ten, U(fs; a), S
yarigrubunun bir alt yarigrubudur. O halde, U(fs; ), S yarigrubunun bir sol quasi-i¢

idealidir.
3.72. Teorem fs, bir EK-alt yarigrup, Im(fs), fs’nin goriintii kiimesi, « € Im(fs) olmak
tizere a, U kiimesinin alt kiimesi olsun. fg bir EK-quasi-i¢ ideal ise U(fs;a), S

yarigrubunun bir quasi-i¢ idealidir.

Teorem 3.72’yi bir 6rnek ile gosterelim:
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3.73. Ornek Ornek 3.2°deki f; esnek kiimesini ele alalm. Ornek 3.2°deki, fs esnek

kiimesinin bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu agiktir.

m(fs) ={{1,5,7,11},{1,5,7},{1,5}}
oldugu dikkate alinarak,

s}, a={15}
U(fs;) =y{p,r},  a={157}
{r}, a ={1,5,7,11}

elde edilir.

Burada {p,r,s}, {p,r} ve {p} kiimeleri S yarigrubunun birer alt yarigrubudur. Gergekten
de;

b, s}-{or sk ={p,r} c{p1 5},
p.ry-{pry=ricipr,
{r}-{p} =} < {p}
oldugundan, her bir U(fs; a), S yarigrubunun birer alt yarigrubudur.

Burada {p,,s}, {p,r} ve {p} kiimeleri S yarigrubunun birer quasi-i¢ idealidir. Gergekten
de;

S'{p:r,s}'s'{p,r:s} = {p:r} c {p'r,s}a
S{p»r}s{p:r} = {p’r} c {p’r}’
§-{p}-S-{p} = {p} € v}

oldugundan her bir U(fs; a), S yarigrubunun birer sol quasi-i¢ ideali ve benzer sekilde,
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{p,T,S}'S'{p,T,S} S = {p'r} c {p,T,S},
{p,T} R {p,T}S = {p,r} c {p,T‘},
p}-S-p}-S=1{}<cp}

oldugundan her bir U(fs; @), S yarigrubunun birer sag quasi-i¢ idealidir. Boylece, her bir

U(fs; @), S yarigrubunun birer quasi-i¢ idealidir.
Simdi ise Ornek 3.2°deki gg esnek kiimesini ele alalim.

Im(gs) = {{6,12},{2,4,6,10},{13}}
oldugu dikkate alinarak,

{s}, —a={13}
u(gS; a) = {p}» a = {6112}
o}, a = {2,4,6,10}

elde edilir.

Burada, {s} kiimesi S yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali degildir. Gergekten de;
S-{s}-S-{s}={p,r} £ {s}

oldugundan U(gs; @)’lardan birinin S yarigrubunun bir sol quasi-i¢ ideali olmadigi

dolayisiyla, her U(gs; @)’nin S yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali olmadig goriilmektedir.

Diger taraftan gg esnek kiimesinin bir EK-quasi-i¢ ideal olmadig1 Ornek 3.2’den agiktr.

3.74. Tanim f;, bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, U(fs; @) sol (sag)

quasi-i¢ ideallerine, fs’nin Ust a-sol (sag) quasi-i¢ idealleri denir.
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3.75. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kiime ve her a € U i¢in, U(fs; @), fs nin birer iist
a-sol (sag) quasi-i¢ idealleri ve Im(fs) bir kapsama altinda sirali kiime olsun. Bu durumda,

fs bir EK-sol (sag) quasi-i¢ idealdir.

Ispat: ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer
sekilde yapilir. a,b,x,y € S ve fo(x) = a; ve fs(y) = ay. a; € a, olsun. Buradan, x €
U(fs; ap) ve y € U(fs; ay) elde edilir. @; € a, oldugundan, x,y € U(fs; a;) ve her a; S
U i¢in, U(fs; 1) S yarigrubunun bir quasi-i¢ ideali oldugundan, axby € U(fs; ay).
Boylece, fs(axby) 2 a; = a; Na, = fo(x) N fo(y). O halde, fs bir EK-sol quasi-i¢
idealdir.

3.76. Teorem fs, U tizerinde bir esnek kiime ve her a € U i¢in, U(fs; a), fs’nin birer st

a-quasi-i¢ idealleri olsun. Bu durumda, fs bir EK-quasi-i¢ idealdir.

3.77. Onerme fs ve fr, U iizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmasi olsun. fg, S yarigrubunun bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideali ise W(fs), T

yarigrubunun bir EK-sol (sag) quasi-i¢ idealidir.
Ispat: ispat, EK-sol quasi-i¢ ideal i¢in verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer

sekilde yapilir. t,t,, t5,t, €T alalim. W o6rten oldugundan, W(s;) = t;, ¥Y(s,) = t,,
Y(s3) = t3 ve Y(s,) = t, olacak sekilde s4, S5, 53,54 € S vardir. O halde,

(q’(fs))(t1t2t3t4) =| Jfs(s):s €5, W(fs) = titytsty}

),
= u{fs(s)i s €5,5 = Wl(tytytsts)}
= u{fs(s): SES,s =W (W(s15,555,)) = 51525354}
= u{fs(51525354)= s; €S, ¥(s;) =t;,i =1,2,3,4}
= u{fs(sz) N fs(54): 52,84 € S,W(s3) = t; ve W(s,) = t4}

(W) (s2) N (W(£5)) (s4)

oldugundan, W(fs), T yarigrubunun bir EK-sol quasi-i¢ idealidir.
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3.78. Teorem fs ve fr, U ftzerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmasi olsun. fs, S yarigrubunun bir EK-quasi-i¢ ideali ise W(fs), T yarigrubunun

bir EK-quasi-i¢ idealidir.

3.79. Onerme fs ve fr, U iizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmasi olsun. fr, T yarigrubunun bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideali ise W~*(f.), S

yarigrubunun bir EK-sol (sag) quasi-i¢ idealidir.

Ispat: 1spat, EK-sol quasi-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer

sekilde yapilir. sq, 55, S3, 54 € S alalim. O halde,

(W) (51555384) = fr(¥(51525354))
= fr(P(s)¥P(s)W(s3)¥(s))
2 fr(¥(s) 0 fr(W(sy))
= (Y71(f) (s2) 0 (P72 (sa)

oldugundan, ¥~1(f T), S yarigrubunun bir EK-sol quasi-i¢ idealidir.

3.80. Teorem fg ve fr, U tlizerinde birer esnek kiime ve W, S’den T’ye bir yarigrup
izomorfizmasi olsun. fr, T yarigrubunun bir EK-quasi-i¢ ideali ise ‘P‘l(fT), S

yarigrubunun bir EK-quasi-i¢ idealidir.

3.81. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:
1. S bir regiiler yarigruptur.

2. Her EK-sol quasi-i¢ ideal igin, fs = So fs 0 S o f5.

Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler, f5 bir EK-sol quasi-i¢ ideal ve x € S olsun. O halde,
SofsoSofs € fvex = xyx olacak sekilde y € S oldugu bilinmektedir. Buradan,

efioSo ) = | J{Eefi oD@ nf»)
x=ab
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2 (SeofsoS)(xy) N fs(x)

| (G=m)@ns®}|n s

xy=ab

2 {(So f5)x) NSy} n fs(x)

= [Jswns@|nvnsm

x=pq
=2 {g(XY) n fs(x)} N fs(x)
=Un fs(x) N fs(x)
= fs(x)

oldugundan, f5 € So f5 o S o f; elde edilir. Béylece, fs =So fs 0 So fs.

Tersine, f; bir EK-sol quasi-i¢ ideal olmak iizere, fo=Sofs0oSofs olsun. S
yarigrubunun regiiler oldugunu gostermek icin, S yarigrubunun her sol quasi-i¢ ideali A
icin A = SASA saglandigin1 gostermek gerekir. A, S yarigrubunun bir sol quasi-i¢ ideali
olsun. O halde, SASA € A agiktir. Bu durumda, A € SASA oldugunu gostermek yeterlidir.
a € A olsun. A4, S yarigrubunun bir sol quasi-i¢ ideali oldugundan, Teorem 2.4.2°den Sy,
bir EK-sol quasi-i¢ idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.19’dan,

Sa(@) = (SeSy0S05,)(a) = (Ss 0S4 0Ss50°S1)(a) = Ssasal@) =U

elde edilir. Buradan a € SASAolup, A = SASA elde edilir. Boylece, S regiiler bir

yarigruptur.

3.82. Onerme f, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. Her EK-sag quasi-i¢ ideal igin, fy = fy 0 So f5 o S.

Ispat: (1)’i kabul edelim. S regiiler, fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal ve x € S olsun. O halde,
fsoSofsoSE f; ve x = xyx olacak sekilde y € S oldugu bilinmektedir. Buradan,
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(o8 f529) = | @ n G150}

x=ab

2 fo(x) N (S' °ofgo g)(yx)

= f@n| | ] B@n (-5}

yx=ab

2 fs(x) NS(yxy) N (fs o ) (%)

=f()NUN U fs®) nS(q)

x=pq
2 fs(x) N {fs(x) n g(yx)}
=fs(x) N fs(x)NU
= fs(x)

oldugundan, f5 € fs oS o fs o S elde edilir. Boylece, fs = fs0So f5oS.

Tersine, f; bir EK-sag quasi-i¢ ideal olmak {izere, fs = fsoSofsoS olsun. S
yarigrubunun regiiler oldugunu gostermek i¢in, S yarigrubunun her sag quasi-i¢ ideali A
icin A = ASAS saglandigin1 gostermek gerekir. 4, S yarigrubunun bir sag quasi-i¢ ideali
olsun. O halde, ASAS < A agiktir. Bu durumda, A € ASAS oldugunu gostermek yeterlidir.
a € A olsun. A, S yarigrubunun bir sag quasi-i¢ ideali oldugundan, Teorem 2.4.2’den S,

bir EK-sag quasi-i¢ idealdir. Kabul geregi ve Teorem 2.3.19°dan,
Sa(@) = (Sa°SeSs08)(a) = (SsSsoSseSs)(a) =Sysas(@) =U

elde edilir. Buradan a € ASAS olup, A = ASAS elde edilir. Boylece, S regiiler bir

yarigruptur.

3.83. Teorem f, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:
1. S regiilerdir.

2. Her EK-quasi-i¢ ideal igin, fs = SofsoSofs = fs0So fsoS.
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Birka¢ esnek kesisimsel ideal ile bunlarin genellestirilmis idealleri arasindaki iliski Sekil
3.1’de gosterilmistir. Burada A - B, A’nin B oldugunu ancak B’nin her zaman A
olmayabilecegini gosterir.

fs idempotent fs idempotent

v

S sag basit yarigrup EK-bi-ideal S sol basit yarigrup
> <
S regiiler ve sag basit yarigrup . S regiiler ve sol basit yarigrup
, EK-quasi-
ideal

T

EK-sol ideal = EK-ideal — EK-sag ideal

AA AA
S sol basit yarigrup ﬂv S sag basit yarigrup
=4 wm o
I3 2 " 5 >
2 E EK-i¢ ideal g 5
IS 3 > %
s < 5 =
& g Jl H S ) g
= (=) ; -
oy @ Y
—» EK-sol quasi-i EK-quasi-i EK-sag e pil
L 5 q ¢ q 1¢ sag quasi-i¢ o
R | —
ideal ideal ideal
2 g g
5 £ £
B~ b b
W2 W W2

EK-sol-bi-quasi <= EK-bi-quasi =  EK-sag-bi-
ideal ideal quasi ideal

fs 1dempotent fs idempotent

» EK-bi-igideal <

Sekil 3. 1. Baz1 esnek kesisimsel idealler arasindaki iligkileri gosteren diyagram
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4. YARIGRUPLARIN ESNEK KESIiSIMSEL HEMEN HEMEN
QUASI-IDEALLERI

Bu boliim, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen quasi-idealleri itizerine olup,
bolimde Sezgin ve Kocakaya (Baskida) calismasindan elde edilen sonuglara yer

verilmistir.

4.1. Tamm fs, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y € S igin, [(fs © Sy) (Sy °

fs)] N fs #+ Qg ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel

hemen hemen quasi-ideali denir.

4.2. Tanim fs, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € S igin, [(fs o S,) N (Sy ©
fOl N fs + @ ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel

zay1f hemen hemen quasi-ideali denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen quasi-ideali
kisaca “EK-hemen hemen quasi-ideal” ve S yarigrubunun U {izerinde bir esnek kesisimsel
zaylf hemen hemen quasi-ideali kisaca “EK-zayif hemen hemen quasi-ideal” olarak

gosterilecektir.

Ayrica, esnek kesisim isleminin Sg(U)’da degismeli olmasi nedeniyle, Tanim 4.1°de, her
x,y € Sicin, (fsoS,) ve (Sy ° fs)’nin birbiriyle degisebilecegi agiktir.

GG_”

4.3. Ornek S = {m,n} kiimesi iizerinde, Tablo 4.1 yardimiyla tanimlanan ikili iglemi

ile (S,) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

m n
m m n
n n n

Tablo 4.1. Ornek 4.3 teki > ikili islemi
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U = 77 evrensel kiimesi lizerinde, fs, hg Ve gg esnek kiimeleri,
fs ={m,{2,3}), (n, {4,51)}
hs = {(m,{6,7}), (n, {1,8})}
9s = {(m,{9,12,15}), (n, 0)}
seklinde tanimlansin.

Burada, fs ve hg birer EK-hemen hemen quasi-idealdir. Oncelikle, her x,y € S igin,

[(fs 0 Sx) B (Sy,  f5)] D fs # D oldufunu gdsterelim.
Sm » Sm ile baslayacak olursak:

[[(fs ©Sm) DN (Sm e )] N fs] (M) = (fs° Sp) (M) N (S © f5)(M) N fs(m) =
{(fs(m) N S (M) N (Si(mM) N fs(m))} N fs(m) = fo(m) N fo(m) N fo(m) =

[(fs©Sm) D Sme fs) A fs] (M) = (fs 0 Sp) (M) N (S @ f5) () N fs(n) =
[[(fsGm) 0 5,0 ()) U (f5(1) 0 S (M) U (f5(1) 0 S (1))] 0 [(S(m)

fs(n)) U (Sm(n) N fs(m)) U (Sm(n) N fs(n))] N fs(n)] =fs(m) N fs(m)n
fs(m) ={4,5}# 0

oldugundan,
[(fs o Sm) O (Sm e f] 0 fs = {(m,{2,3}), (0, {4,5D)} # Os

Sy, Sy, ile devam edecek olursak:

[[(fs ©Sn) O (Sn o f$)I N f5] (M) = (fs © Sp) (M) N (Sp © fs)(m) N fs(m) =
(fs(m) nS,(m)) N (Sum) N fs(m)) N () =B N BN f(m) = @
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[[(fs ©Sn) B (Sn e f)I N fs] (M) = (fs © Sp) (M) N (Sn e f5) () N fs(n) =
[[(fs(m) N S, (M) U (fs(m) N Sp(m)) U (fs(m) N S, ()] N [(Sn(m) 0 fs()) U

(Sn(n) N fs(m)) U (Sn(n) N fs(n))] N fs(n)] = (fs(m) U fs(n)) N (fs(m) U
fs(n)) Nfs(m)=fs(n)={4,5}+0

oldugundan,
[(fs © Sp) 0 (S o ] N fs = {(m, @), (0, {4,5D} # s

Boylece, her x € S igin, [(fs 0 S,) N (S, o fs)] N fs # @ saglandigindan, fg bir EK-zayif

hemen hemen quasi-idealdir. Ayrica,

S » Sy, ile devam edecek olursak:

[[(Fs © Sm) OV (Sp o fO] 0 fs] (M) = (fs © S ) (M) N (S © f)(m) N fs(m) =
(fs M) N Sp(m)) N (S N fs (M) N fs (M) = fs(m) N B N fo(m) = @

[(fs°Sm) A (SnofO]IN fs] (M) = (fs S ) (M) N (Sy o fI(M) N fs(n) =
|[(fs ) 0 5 () U (fs () N S (m)) U (fs () 0 S ()] 0 [(S,(m)

fs M) U (Sn(m) N fs (M) U (Sp(m) N fs (W)] N fs(n)] = fs(m) n (fs (M) v
fsM) N fs(m) = fs(n) = (4,5} # 0

oldugundan,
[(f:S' ° Sm) ﬁ (Sn ofS )] ﬁ fS = {(m! Q))! (n! {415})} * Q)S
Sy » S ile devam edecek olursak:

[[(fs ©Sn) B S o fOI N fs] (M) = (fs 2 S ) (M) 0 (S 0 f) (M) N0 fs(m) =
(fs M) NS (M) N0 (S N fs (M) N fs (M) = B N fs(mM) N fo(m) = @
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[(Fs 0 Sn) B S fOIN fs] (M) = (fs 2 Sn) () N (S 0 f)(M) N fs(n) =
[[(fs (m) N S,(M) U (fs (W) N S,(M)) U (fs () N S ()] N [(Sm(m) N

fs M) U (S N fs (M) U (Sm() N fs ()] N fs(n)] = (fs(mu fs(m))n
fs)n fs(n) = fs(n) ={4,5} # @

oldugundan,
[(fs ©Sn) B (S fIIN fs ={(m, 0), (n, {451} # Os

elde edilir. Boylece, her x,y € S i¢in, [(fs © Sy) N (S, © f5)] A fs # @5 saglandigindan, f;

bir EK-hemen hemen quasi-idealdir.

Benzer sekilde, hg bir EK-zayif hemen hemen quasi-ideal ve EK-hemen hemen quasi-

idealdir. Gergekten,
[(hs © Sin) O (Spm 0 he)] A hs = {(m,{6,7}), (n,{1,8})} # D5
[(hs © Sy) O (Sp o he)] O hg = {(m, ®), (n,{1,81)} # Ds
oldugundan, hg bir EK-zayif hemen hemen quasi-idealdir. Ayrica,
[(hs © Sin) O (Sp 0 he)] O hg = {(m, @), (n,{1,8})} # D5
[(hs © Sp) N (Sm © he)] N hs = {(m, @), (n, {1,8})} # D5

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen quasi-idealdir. Fakat, gs ne bir EK-zayif hemen

hemen quasi-idealdir ne de bir EK-hemen hemen quasi-idealdir. Gergekten,

[[(gs °Sn) N (Sn 0 gs)] N gs] (M) = (gs°Sp)(mM) N (S, 0 gs)(m) N gs(m) =
(gs(m) N S,(M)) N (S,(M) N gs(m)) N gs(m) =P N BN gs(m) =0
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[[(gs °Sn) N (Sn°gs)] N gs] (M) = (gseSp)M) N (Spogs)(M) Ngs(n) =
[[(gg(m) N S,(n)) U (gs(n) N S,(m)) U (gs(m) N S, ()] N [(S,(m) N
gs(n)) Y (Sn(n) N gg(m)) Y (Sn(n) N gs(n))] N gg(n)] = (gg(m) U gs(n)) N

(gsm) U gs(m)) N gs(n) = gs(n) = @

oldugundan, n € S igin, [(gs ° S,) N (Sp 0 gs)] N gs = {(m, @), (n,B)} = @5 elde edilir.
O halde, g5 bir EK-zayif hemen hemen quasi-ideal degildir. Bu durumda, g5 esnek

kiimesinin bir EK-hemen hemen quasi-ideal olmadig1 agiktir.

4.4. Teorem f, bir EK-hemen hemen quasi-ideal ise bir EK-zayif hemen hemen quasi-

idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, her x,y € S igin, [(fso

Sx) 0 (S, o f5)] A fs # @ saglanir. Buradan,
[(fs 0 Sx) N (Sx o fIIN fs #+ Ds

elde edilir. Boylece, f; esnek kiimesinin bir EK-zayif hemen hemen quasi-ideal oldugu

aciktir.

EK-zayif hemen hemen quasi-ideal, EK-hemen hemen quasi-idealin bir genellemesi
oldugundan, bundan sonra tiim teoremler ve ispatlar EK-zayif hemen hemen quasi-ideal

yerine EK-hemen hemen quasi-ideal igin verilmistir.

fs, bir EK-zayif hemen hemen quasi-ideal ise bir EK-hemen hemen quasi-ideal olmak
zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

4.5. Ornek S = {k,c,y} kiimesi iizerinde, Tablo 4.2 yardimiyla tanimlanan *“-” ikili islemi

ile (S,) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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¢ y
k k c y
c c y k
y y k c

Tablo 4.2. Ornek 4.5teki “-” ikili islemi

U = Z* evrensel kiimesi tizerinde, fs esnek kiimesi,

fS = {(k, {3, 7; 9}), (C, {7' 8})! (% {3' 5})}
seklinde tanimlansin.

Burada, f; bir EK-zayif hemen hemen quasi-idealdir. Oncelikle, her x €S igin,
[(fs °Sx) N (S, ° fs)] N fs + B oldugunu gosterelim.

Sk ,» Sk 1le baslayacak olursak:

[[(fs ° i) T (Sic® F1 7 5] U = (fs © Si )(R) 0 (S ° £5) () 0 fis (k) =

|[(fs () 0 5,(kD) U (s (©) 0 5:(30) U (s ) 0 Sie(0))] 0 [(Sic (k) 1 f(l)) L
(Sk(e) N £5(3) U (SO 0 fs()] 0 £ = f5 (k) 0 fs (k) 0 fis (K) =

fs (k) =1{3,7,9}# 0

[[(Fs © Si) OV Sk ° fII N fs] (€) = (fs ° Si ) () 0 (Sie ° f5) () N fs(e) =

[[(fs (k) N S () U (fs () NSk () U (fs ) N S n [(Se(R) n fs () U
(Sk@ N fs () U (S N fs )] n fs(C)] =fs@nfs@nfs(c)=

fs () ={7.8y+0

[(fs°Sik) DSk fINL1 ) = (s ° Sk NSk ° [ N fs(y) =
[[(fs (k)n Sk(LV)) Y (fs (e)n Sk(C)) Y (fs )N Sk(k))] N [(Sk(k) N fs(Y)) V)
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(Sk(e) N f5 (@) U (53 0 5 ()] 0 s = £s 0 0 fs 0D 0 s () =
fs =351 #0
oldugundan,
[(I:S' ° Sk ) ﬁ (Sk ° f:S' )] ﬁ fS = {(k! {31 71 9})! (C! {71 8})! (Y» {3! 5})} * ®S

S., S ile devam edecek olursak:

[[(Fs © Sc) A (Sc o f] D fs] (k) = (fs ° Sc ) (k) N (Se o fs) (k) N fs (k) =
[[(fs (k) N Sc(k)) U (fs () NS (1)) U (fs @) nSc(@)] n [(Sc) n fs (k)) U

(Se(e) 0 fs M) U (Se) N f5 ()] 0 50| = f5 &) 0 fs O) 0 fis () =
fsMNfs (k)= (3} %0

[[(fs ©Sc) N (Sc o fIIN f5]1(€) = (fs 2 Se)(€) N (Se e f)(e) n fs(e) =
[[(fs (k) N Sc(©)) U (fs (© nS(R)) U (fs ) nS.M)] N [(Sc) N fs () v

(Sc@NnfsU))U (SN N fsM)] N fs (C)] =fsU)nfs(k)nfs(c) =
f[s)nfs(c)={7}+0

[(Fs 2SI A Sce fOINfs]1 () =525 N (Sco )W) N fs(y) =
[[(fs () NS () U (fs () NS()) U (fs ) NS )] N [(ScU) N fs () U

(Sc(C) N fs (C)) U (Sc()’) N fs (k))] N fs()’)] =fs@nfsnfs(y)=fs(c)n
f[s()=0

oldugundan,
[(fsoSc) N (Scof)N fs ={k,{3D,(c.{7})), (y, D)} # Ds

S, , S, ile devam edecek olursak:
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[[(fs 0 Sy ) NSy o fIN £ (k) = (fs 2 S, )R N (Sy o f5) (k) N fs (k) =
[[(55 G 015, t0) U (fs @ 1 8,3) U (fs ) n5,@)] n (S, 0 f5 () v

(550 ) U (5,000 @) n 0| = s 0 s (@ n fs () =
fs@nfsU)={7} =9

[[(fs28y) [ Sy fI A 5] (©) = (fs 25y )(@) N (Sy o £5)(€) N f(e) =
(5 8, @) u (fs @ n8,00) U (£ NS, N [(Sy00 0 fs @) U

(5,@n W)U (M) | = NI Nfs (@ =
fsOINnfs(e)=0

[[(fs ° Sy) N Sy o fs)] Nfs] () =(fso SN (Sy 2 fs)()’) Nfs(y) =
[[(55 G 015,09) U (s @ 01 8,@) U (£ 0 18, n [ (S, 0 £ 3) v

(5,0 @)U (5000 W) n | =) fs G fs () =
fst)Nfs () ={3}#0
oldugundan,

[(fs ° Sy) N (Sy ° fs)] N fs ={k,{7}),(c, D), v, {3D} # D5

elde edilir. Boylece, her x € S igin, [(fs 0 Sy) N (S, © fo)] N fs # B saglandigindan, f; bir
EK-zayif hemen hemen quasi-idealdir. Fakat, fs bir EK-hemen hemen quasi-ideal degildir.

Gergekten,

[[(fs °S¢) N (Sy ° fs)l n fs] (k) = (fsoSc)(k) N (Sy ° fs)(k) N fs(k) =
[[( G n5.00) U (fs (© N 5.09) U (fs 0) 1 Se@)] [ (5,00 0 £5 (D) U
(5,0 f3) U (8,00 n s @) n | = G fs (@ s ) =

(3,51n{7,8}n{3,7,9} =0
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[[(fs°Sc)N(Syof)]Nfs](c) = (fs°S)(c)Nn (Sy ° fs)(c) N fs(c) =
|[( (0 n5.0) U (fs (@ 1 5e) U (s ) n 5.0 n (8,00 0 £ (@) v

(550 ) U (S, M) 0| =N N fi (@ =
{3,7,9}n{3,5}n{7,8} =0

[[(fs o S) TV Sy o I T fs] 0 = (fs 2SI N (Sy 2 f5) ) N () =
[ 00 0 5.) U (s @ nSe(@) U (s ) 0 Se)] 0 [(8,00 n fs ) U

(5, n @) U (8,0 n fs )| n D = @0 fs N fs ) =
{7,8}n{3,7,9}n{3,5} =0

oldugundan, ¢,y € S icin, [(fs°S:) N (Sy o fs)] A fs = {(k, ), (c, D), (v, D)} = B
elde edilir. O halde, f; bir EK-hemen hemen quasi-ideal degildir.

4.6. Teorem f, bir EK-quasi-ideal olsun. Her x,y € S i¢in, ya (fs o Sy) N (S, o fs) =

@¢’dir ya da fs, bir EK-hemen hemen quasi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-quasi-ideal olsun. O halde, (fs°S)A (Seofs) € fs saglanir. (fs o
Sx) (S, o fs) # @5 olsun. Her x,y €S i¢in, (fsoS)N(Syofs) E(fs°5)A(Se
fs) Cfs olup buradan (fsoS,)N (Sy °fs ) Sfs. (fseSy)N (Sy °fs ) * Qs

oldugundan,
[0S )N (Sy o fs )| A fs = (fsoSx) R (Syofs) # Ds
Boylece, [(fs © S, ) N (S, o f5 )] A fs = @ olup, £ bir EK-hemen hemen quasi idealdir.

Burada, (@s°S) A (Se@s) = 00 05 = @5 € P oldugundan, P kiimesinin bir EK-
quasi-ideal oldugu agiktir. Fakat, her x,y € S icin, [(Bs°S,) N (S, °0s)] A ds =
(@s N Pg) N Og = Bg oldugundan, Ps esnek kiimesi bir EK-hemen hemen quasi-ideal
degildir.
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fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal ise EK-quasi-ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rmek

ile gosterelim:

4.7. Omek Omek 4.3’te verilen fg ve hg esnek kiimelerini ele alahm. fg ve hg esnek
kiimelerinin birer EK-hemen hemen quasi-ideal oldugu, Ormek 4.3’te gosterilmistir. Fakat, f ve
hs birer EK-quasi-ideal degildir. Gergekten,

[(fs°®) ARG I = (s> H 0 e ) = [[(Fm) nSmw) v
(fsm) n8m)) U (fs() N8| n [(SGm) N f500)) U (S) N fs(m)) U
(36 0 f50)]| = sGm) U f5 (1 A I U fs(m)] = [fs(m) U (0] € fis(m)

oldugundan, f5 bir EK-quasi-ideal degildir. Benzer sekilde,

[(hs28) A G o hI() = (hs *$)() 1 6 o hs)(m) = |[ (s Gm) () ) U
(hs@) n ’s“(m)) u (hs(n) n ’S“(n))] n [(’S(m) n hs(n)) u (’S“(n) N hg(m)) U
(860 1 hs@)]| = TrsGm) U s 0 [hs(m) U s(m)] = [hs(m) U ()]

hs(n)
oldugundan, hg bir EK-quasi-ideal degildir.

4.8. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime olsun. f, bir EK-hemen hemen quasi-ideal ise

bir EK-hemen hemen sol idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, her x,y € S igcin, [(Sxo

f) B (fs o S,)] # @s. Buradan,
Os # [Sxo )N (fs2 )N fs ESxof) N fs

olup, [(Sx © ) A (fs 0 S,,)] A fs # D oldugundan, (S, © fs) N f5 # D aciktir. Boylece,
fs bir EK-hemen hemen sol idealdir.
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4.9. Onerme f5, U iizerinde bir esnek kiime olsun. f, bir EK-hemen hemen quasi-ideal ise

bir EK-hemen hemen sag idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, her x,y € S igin, [(fse°

Sx) ﬁ (Sy ° fs)] ﬁ fS * @5. Buradan,

Ds # [(fs °5Sy) n (Sy °fs)] n fs c (fs ©Sx) n fs

olup, [(fs oS, )N (Sy o fs )] N fs #+ @ oldugundan, (f5  S,) N fs # @ aciktir. Boylece,

fs bir EK-hemen hemen sag idealdir.

4.10. Teorem fs, U lizerinde bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal ise

bir EK-hemen hemen idealdir.

fs, bir EK-hemen hemen ideal ise bir EK-hemen hemen quasi-ideal olmak zorunda degildir.
Bunu bir 6mek ile gosterelim:

4.11. Ornek Omek 4.5°te verilen f esnek kiimesini ele alalm. f5 esnek kiimesinin bir EK-
hemen hemen quasi-ideal olmadig1, Omek 4.7°de gbsterilmistir. Fakat, f bir EK-hemen hemen
idealdir. Oncelikle her x € S icin, (S, © f5) N fs = @ oldugunu gdsterelim.

Sy 1le baslayacak olursak:

[(Sk © fs) B fs](k) = (Sk ° fs)(k) N fs(k) = [(Sk(k) N fs(k)) U (Sk(c) N fs(3)) U
(Sk(J’) N fs(C))] N fs(k) = fs(k) = {3,7,9}

[(Sk ° fs) N fs1(c) = (Sk © fs)(c) N fs(c) = [(Sk(c) N fs(k)) Y (Sk(k) N fs(C)) Y
(Sk(Y) N fS(Y))] N fs(c) = fs(c) = {7, 8}

[(Sk © f5) N fs]1) = Sk © f5)) N fs) = [(Se @) N fs(k)) U (S (k) n fs(v)) U
(Sk(e) n f5()] n fs&) = fs(») = {3,5}
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oldugundan,
(Sk ° fS) ﬁ fS = {(k! {31 71 9})! (C, {71 8})1 (J/» {3! 5})} * Q.S'

elde edilir. S, ile devam edecek olursak:

[(Sc o fs) 1 fs](k) = (Sc © fs)(k) N fs (k) = [(S.(R) N f5s(R)) U (Sc(©) N fs () U
(S N fs()] N fslk) = fs) 0 fs (k) = {3}

[(Se o f5) D f51(c) = (Sc o fs)(©) N f5(©) = [(Sc(e) N fs(k)) U (S(k) N fs(c)) U
(Sc(J/) N fs(Y))] N fs(c) = fs(k) N fs(c) = {7}

[(Se o fs) A fs]@) = (S © f)0) N fs0) = [(S:) N fs(B)) U (S.(k) N fs(»)) U
(Sc@nfs@)]Nnfs) =fs(@ N fs(y) =0

oldugundan,

Scofs) N fs = {31, (A7), (v, D)} # D5

elde edilir. S, ile devam edecek olursak:

[(Sy o f) B £5106) = (Sy © £s)(K) 0 fsk) = | (S o) 0 £s(R) ) U (S, () N £s(3)) U
(5, 0 £s(0)| 0 £s ) = fs(e) 0 fstle) = (7

[(Sy ° fs) N fS](C) = (Sy °fg)(C) N fS(C) = [(Sy(c) N fS(k)) U (Sy(k) N fS(C)) U
(5,00 N 0] N fs(©) = fs0) 0 fole) = 0

[(Sy ° f) B 1) = (Sy © £)0) 0 50 = (S0 0 £s(R)) U (8, (k) 0 fs(3)) U
(5,00 n £5(@)] N £s6) = fs) 0 f50) = (3}
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oldugundan,
(Syefs) D fs ={(k,A{7}),(c,0), v, (3D} # 05

elde edilir. Boylece, her x € S igin, (S, o f5) N fs # O saglandigindan, f; bir EK-hemen
hemen sol idealdir. Simdi, her x € S i¢in, (f5 © S,) N fs # O oldugunu gosterelim.

S} ile baslayacak olursak:

[(fs © Sk) O fs](k) = (fs o Si)(k) N fs(k) = [(fs(k) N Sk(k)) Y (fS(C) N Sk()’)) Y
(fs(Y) N Sk(C))] N fs(k) = fs(k) ={3,7,9}

[(fs ° Si) N f5](c) = (fs ° Si)c) N fs(c) = [(fs(c) N Sk(k)) Y (fs(k) N Sk(C)) V)
(fsD NnSk()] N fs(c) = fs(c) ={7,8}

[(fseS)Nf510) = (fs o S)y) N fs(y) = [(fs()/') N Sk(k)) U (fs(k) N Sk()’)) V)
(fs(c) N Se())] n fs(») = fs(v) = {3,5}

oldugundan,
(fS ° Sk) ﬁ fS = {(k, {3' 7' 9})1 (C, {71 8})1 (y; {31 5})} * QS

elde edilir. S.. ile devam edecek olursak:

[(fs 0 Sc) N fs](k) = (fs © Sc)k) N fs(k) = [(fs(k) N Sc(k)) U (fs(C) N SC(J’)) U
(fs()’) N Sc(c))] N fs(k) = fs(y) N fs(k) = {3}

[(fs © S A f51(0) = (fs 2 Se)e) N fs(e) = [(Fs(e) N Sc (k) U (Fs(k) N Sc(e)) U
(fs(Y) N Sc()’))] N fs(c) = fs(k) N fs(c) = {7}

[(fs S D f510) = (fs o S)@) 0 fs0) =[(fs() nSc(k)) U (fs(k) NS (y)) U
(fs(C) N Sc(C))] Nfs =fsonfs(y) =0
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oldugundan,

(fS ° SC) ﬁ fS = {(k, {3})! (C! {7}): (J/» Q)} * ®.S'

elde edilir. S,, ile devam edecek olursak:

[(fs © Sy) T fs] (k) = (fs 2 S,)k) 0 fis(k) = [ (s () 0 S, (k) ) U (fs(©) n S, ()) U
(f0) N Sy(@)] N fs (k) = fs(e) 0 fs(k) = (7} = @

[(fs © Sy) B £s1E) = (fs  $,)(0) 0 fs(e)= [ (fs(e) n S, (k) U (s (k) 0 Sy () U
(008, nfs(@ =N fs(e) =9

[(fs S A f10) = (s 2 S,)0) 0 £s0)= | (00 05, 00) U (fs0) 0 S, () U
(£s(0) n5,()| N fs) = fs(k) 0 fs(¥) = {3} # ©

oldugundan,
(fs o Sy) 0 fs = {Ue, {7]), (¢, ®), (v, (3D} # D5

elde edilir. Boylece, her x € S icin, (fg © S,,) N fs # @ saglanchgindan, fg bir EK-hemen
hemen sag idealdir. O halde, f bir EK-hemen hemen idealdir.

4.12. Teorem f5, U tizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. Bu durumda, f bir EK-hemen
hemen quasi-ideal ise f5 bir EK-hemen hemen alt yangruptur.

Ispat: f5, idempotent bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, fs o fs = fs ve her

x,y € Sigin, [(fs © Sx) B (Sy o f5)] A fs # @5. Buradan,

[(fs °©Sy) N (Sy ° fs)] N fs = [(fs °5x) N (Sy ° fs) N fs] N fs
= [(fs °Sy) N (Sy ° fs) N (fso fs)] N fs
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c (fsofs) ﬁfs

olup, [(fs °©S,)N (Sy o fs )] N fs # @g oldugundan, (fs o fs) N fs # @ aciktir. Boylece,

fs bir EK-hemen hemen alt yarigruptur.

4.13. Onerme f5, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. f, bir EK-hemen hemen quasi-

ideal ise f bir EK-hemen hemen zayif-i¢ idealdir.

Ispat: fs, bir idempotent EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, fs o fs = fs ve x,y €S
icin, [(fs © Sx) A (Sy © fs )] A fs # @5 oldugu bilinmektedir. Her x € S i¢in,

Ds # [(fsoS)N(Sy o fIINfs E(fsoS)Nfs=(fsofseS) NS
ve

Ds # [(fsoSy) N (Sx o fAINfs E(Sxof)Nfs =(Sxefsof) NS
oldugundan, f bir EK-hemen hemen zay1f-i¢ idealdir.

4.14. Teorem fs Ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f, bir EK-

hemen hemen quasi-ideal ise hg bir EK-hemen hemen quasi-idealdir.

Ispat: fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, her x,y € S igin, [(fs °

S,) N (Sy ° fs)] N fs # O oldugu bilinmektedir. Kabul geregi, fs € hg oldugundan,

[(fs ©Sx) A (S o f5)] A fs € [(hs © Sy) A (S, © hs)| A ks

agkktir. Burada, [(fsoS,) N (S f)] A fs # @5 oldugundan, [(hsoS,) R (Sy o
hs)] N hg # @ elde edilir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen quasi-idealdir.

4.15. Teorem f Ve hg, birer EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. Bu durumda, fs U hg bir

EK-hemen hemen quasi-idealdir.
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Ispat: fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. 5 € fs U hg oldugundan, Teorem 4.14’ten,

fs U hg, bir EK-hemen hemen quasi-idealdir.

4.16. Sonu¢ EK-hemen hemen quasi-ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen
hemen quasi-idealdir.

4.17. Sonug fs yada hg bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. Bu durumda, f5 U hg bir EK-

hemen hemen quasi-idealdir.

Burada, f Ve hg birer EK-hemen hemen quasi-ideal iken fg N hg bir EK-hemen hemen quasi-
ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rmek ile gosterelim:

4.18. Ornek Omek 4.3’teki fs Ve hg esnek kiimelerini ele alalm. fg ve hg esnek kiimelerinin
birer EK-hemen hemen quasi-ideal oldugu, Omek 4.3’te gosterilmistir. Fakat,

f:s ﬁ hS = {(m' @), (n, (D)} = QS

oldugundan, f5 N hg bir EK-hemen hemen quasi-ideal degildir.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen quasi-ideali ile EK-hemen hemen quasi-ideali arasindaki
iliski verilecektir. Fakat oncelikle Onerme 4.20’de kullamlmak {izere asagidaki lemmayi

verelim.

4.19. LemmaY, S yarigrubunun bos kiimeden farkl bir alt kiimesi ve x € S olsun. S,, x’in
esnek karakteristik fonksiyonu ve Sy, Y ’nin esnek karakteristik fonksiyonu olmak {iizere, S, o
Sy = S,y (Sezgin ve ilgin, 2024).

4.20. Teorem A, S yangrubunun bos kiimeden farkh bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak tizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-
ideal olmasi igin gerek ve yeter sart S, 'min bir EK-hemen hemen quasi-ideal olmasidir.
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Ispat: A, S yangrubunun bos kiimeden farkh bir alt kiimesi olmak iizere, S yarigrubunun bir
hemen hemen quasi-ideali olsun. O halde her x,y € S igin, (Ax N yA) N A + @ yani, k €
(Ax N yA) N A olacak sekilde en az bir k € S vardir. Buradan,

([(SA °S) N (Sy o SA)] n SA)(k) = (SAx fal SyA)(k) NS, (k)
= (SAxnyA)(k) NS, (k)

= (S(AxnyA)nA)(k)
=U+0

olup, ([(S40Sx) N (S, 0S4)] N Ss) # Ds elde edilir. Bdylece, S, bir EK-hemen hemen

quasi-idealdir.

Tersine, S, bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, her x,y € S igin, [(SA °

S) N (S, ©S4)] NSy # . Kabul geregi A + @. Ayrica,

Bs # [(Sa oS )N (Sy08)]|NSa =3k €S;([(SaeS)R(Sy0Sa)|AS)K) =0
=3k €S; (Sax N Sya)k)NS (k) # 0
= 3k € S; (Saxnya) (k) NS,y (k) # @
= 3k € S; (Staxnyayna) (k) = @

= 3k € S; (Staxnyayna) (k) = U
>keAxnyA)NA

olup, (Ax N yA) N A # @ elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-

idealidir.

4.21. Ornek Ornek 3.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. A = {p,r}, S yarigrubunun bos
kiimeden farkli bir alt kiimesi olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen
quasi-ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir. Rutin hesaplamalarla, A kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu S, = {(p, U), (r, U), (s, ) }’'nin bir EK-hemen hemen quasi-ideal

oldugu gosterilebilir.
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Tersine, K = {p,r} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-hemen hemen
quasi-idealini fs = {(p,U), (r,U), (s,®)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, K = {p,r}
kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-ideali oldugu gosterilebilir.

4.22. Lemma f, U tizerinde bir esnek kiime ise fs Ssupp(rs) (Sezgin ve Ilgin, 2024).

4.23. Teorem fs, bir EK-hemen hemen quasi-ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir hemen

hemen quasi-idealidir.
Ispat: f bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, fs # @, supp(fs) # @ ve her
x,y €S icin, [(fs 0 Sy ) N (S, o fs )] A fs #+ @ agiktir. supp(fs) nin S yarngrubunun bir

hemen hemen quasi-ideali oldugunu gostermek igin, Teorem 4.20°den Sy (r) nin bir

EK-hemen hemen quasi-ideal oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.22°den,
[(fso8:) 1 (Sy ofs)| N fs € [(Ssupp(fs) °Sx) N (Sy Y Supp(fs))] 0 Ssupp(ss)

ve  [(fseS)A(Syefs)|Afs=®s  oldugundan,  [(Ssupp(rs) © Sx) A (Sy o
Ssupp(r) )| 1 Ssupp(rs) # D elde edilir. Boylece, Sgypp(r5), bir EK-hemen hemen quasi-

ideal olup, Teorem 4.20’den, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-idealidir.
Teorem 4.23’iin karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

4.24. Ornek Ornek 4.5°teki fg esnek kiimesini ele alalm. supp(fs) = {k, c, y} olup,
[supp(fs){k} 0 {k}supp(fs)] 0 supp(fs) = [{k, c, y}k N kik,c,y}] 0 {k,c,y} = {k,c,y}
[supp(fs){k} n{c}supp(fs)] N supp(fs) = [{k, c,y}k n clk,c,y31 n{k,c,y} = {k,c,y}
[supp(fs){k} n {y}supp(fs)] 0 supp(fs) = [{k, c, y}k N y{k,c,y}] 0 {k,c,y} = {k,c,y}

[supp(f){c} N {k}supp(f)] N supp(fs) = [{k, c,y}c Nkfk,c,y}]1 0 {k, ¢, y} = {k, ¢, ¥}
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[supp(f){c} N {c}supp(fs)] N supp(fs) = [{k,c,y}c N clk,c,y}I n{k,c,y} = {k,c, ¥}

[supp(fs){c} n {y}supp(fs)] N supp(fs) = [k, c,yic nylk,c,y}I n{k,c,y} = {k,c,y}

[supp (fs){y} 0 {kK}supp(fs)] N supp(fs) = [{k, ¢, y}y Nkik,c,y31 n{k, c,y} = {k,c,y}

[supp(f){y} N {c}supp(f)] N supp(fs) = [{k,c,y}y nclk, ey} 0 {k, c,y} = {k, ¢, y}

[supp (f){y} N {y}supp(fs)] N supp(fs) = [k, ¢, y}y nytk, ¢,y 1 n{k,c,y} = {k,c,y}

oldugundan, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-idealidir. Fakat, Ornek

4.5’te gosterildigi tizere fg, bir EK-hemen hemen quasi-ideal degildir.

4.25. Tamm f; ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen quasi-ideal olsun.
supp(hs) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine S yarigrubunun bir minimal EK-hemen

hemen quasi-ideali denir.

4.26. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen quasi-ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, nin bir minimal EK-hemen hemen

quasi-ideal olmasidir.

Ispat: A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen quasi-ideali olsun. O halde, 4, S
yarigrubunun bir hemen hemen quasi-idealidir ve Teorem 4.20’den S, bir EK-hemen
hemen quasi-idealdir. f; € S, olacak sekilde fs bir EK-hemen hemen quasi-ideal olsun.
Teorem 4.23’ten, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-idealidir ve Not
2.3.13’den ve Sonug 2.3.18°den,

supp(fs) S supp(Sy) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen quasi-ideali oldugundan,
supp(f;) = supp(S4) = A olup, boylece, Tanim 4.25’ten, S, bir minimal EK-hemen

hemen quasi-idealdir.
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Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen quasi-idealdir ve Teorem 4.20’den, A, S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-
idealidir. B © A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-ideali olsun.
Teorem 4.20°den, Sy bir EK-hemen hemen quasi-ideal ve Teorem 2.3.19 (i)’den,
Sg € S,olur. S, bir minimal EK-hemen hemen quasi-ideal oldugundan ve Sonug

2.3.18’den,
B = supp(Sp) = supp(S,) = A

elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen quasi-idealidir.

4.27. Tanim fs, gs, ve hg birer EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. Bu durumda, hg o
gs € fs olmas1 hg € f; veya gs € fs olmasini gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-asal hemen

hemen quasi-ideal denir.

4.28. Tanim f5 ve hg birer EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. Bu durumda, hg o hg € f
olmasi hg € f; olmasim gerektiriyor ise, fs’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen quasi-ideal

denir.

4.29. Tanim fs, gs, Ve hg birer EK-hemen hemen quasi-ideal olsun. Bu durumda, (hg o
gs) N (gs o hg) € fs olmasi hg € fs veya gg € fs olmasini gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-

kuvvetli asal hemen hemen quasi-ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen quasi-idealin, bir EK-asal hemen hemen quasi-ideal
oldugu ve her EK-asal hemen hemen quasi-idealin, bir EK-yar1 asal hemen hemen quasi-

ideal oldugu agiktir.

4.30. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen quasi-ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun bir asal hemen hemen quasi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-asal hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen
quasi-idealdir ve Teorem 4.20’den, P, S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-idealidir.

AB <€ P olacak sekilde A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen quasi-ideali olsun. Bu
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durumda, Teorem 4.20’den, S, ve Sg, birer EK-hemen hemen quasi-idealdir ve Teorem
2.3.19 (i) ve (iii)’ten, S, 0 Sg = Sup € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen quasi-
ideal ve S, 0S5 € Sp oldugundan, S, € Spveya Sy € Sp saglanir. Boylece, Teorem
2.319 (i)’den, A € P veya B € P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir

asal hemen hemen quasi-idealidir.

4.31. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen quasi-ideal ise P kiimesi S

yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen quasi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-yar1 asal hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen
quasi-idealdir ve Teorem 4.20’den, P, S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-idealidir.
AA € P olacak sekilde A, S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-ideali olsun. Bu
durumda, Teorem 4.20’den, S, bir EK-hemen hemen quasi-idealdir ve Teorem 2.3.19 (i) ve
(iii)ten, S, ° S, = Su4 € Sp elde edilir. Sp bir EK-yan asal hemen hemen quasi-ideal ve
S,°S, € Sp oldugundan, S, € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.19 (i)’den, A € P elde

edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen quasi-idealidir.

4.32. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. S, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen quasi-ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen quasi-idealidir.

Ispat: Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen quasi-ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen
hemen quasi-idealdir ve Teorem 4.20°den, P, S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-
idealidir. AB N BA < P olmak lizere, A ve B, S yarigrubunun birer hemen hemen quasi-
ideali olsun. Bu durumda, Teorem 4.20’den, S, Ve Sy birer EK-hemen hemen quasi-idealdir
ve Teorem 2.3.19°dan, (S, °Sg) N (SgoS4) = Sag N Sgs = Sagnga S Sp elde edilir.
Sp bir EK-kuwwetli asal hemen hemen quasi-ideal ve (S,°Sg) N (SgoS,) ESp
oldugundan, S, € S, veya Sp € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.19 (i)’den, A € P veya
B < P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen

quasi-idealidir.
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5. YARIGRUPLARIN ESNEK KESISIMSEL HEMEN HEMEN
QUASI-iC IDEALLERI

Bu boliim, yarigruplarin esnek kesisimsel hemen hemen quasi-i¢ idealleri iizerine olup,
bolimde Sezgin, Kocakaya ve ilgin (2024a) calismasindan elde edilen sonuglara yer

verilmistir.

5.1. Tanim f;, U tlizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y € S igin, (Sxo fsoSyo

fs )0 fs # 0 ((fs oSyofsoS,)Nfs # (DS) ise fs esnek kiimesine, S yarigrubunun U

izerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali denir. U tizerinde bir
esnek kiime, S yarigrubunun hem esnek kesisimsel hemen hemen sol quasi-i¢ ideali hem
de esnek kesisimsel hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel hemen hemen quasi-i¢ idealidir denir.

5.2. Tanim f5, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € S igin, (Sy o fso S, o fo) N fs #
Bs ((fso Sy ofs0S) N fs + D) ise f; esnek kiimesine, S yarigrubunun U iizerinde bir
esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali denir. U iizerinde bir esnek
kiime, S yarigrubunun hem esnek kesisimsel zayif hemen hemen sol quasi-i¢ ideali hem de
esnek kesigimsel zayif hemen hemen sag quasi-i¢ ideali ise S yarigrubunun bir esnek

kesisimsel zay1f hemen hemen quasi-i¢ idealidir denir.

Bundan sonra, S yarigrubunun U iizerinde bir esnek kesisimsel hemen hemen quasi-i¢
ideali kisaca “EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal” ve S yarigrubunun U iizerinde bir esnek
kesisimsel zayif hemen hemen quasi-i¢ ideali kisaca “EK-zayif hemen hemen quasi-i¢
ideal” olarak gosterilecektir.

(e k2]

5.3. Ornek S = {z, k} kiimesi iizerinde, Tablo 5.1 yardimiyla tanimlanan “°” ikili islemi ile

(8, ©) cebirsel yapisi bir yarigruptur.
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° Z k
Z z z
k z k

Tablo 5.1. Ornek 5.3 teki “°” ikili islemi

U = Z~ evrensel kiimesi lizerinde, fs, hg Ve gs esnek kiimeleri,
fs = {(z,{=3,-2}), (k, {=5})}
hs = {(z,{=9, -8}, (k, {=1})}

9s ={(z,0), (k,{-7,-4})}
seklinde tanimlansin.

Burada, fg ve hs birer EK-hemen hemen quasi-i¢ idealdir. Oncelikle, her x € S igin,
(Sx o fs oSy o fs) N fs # g oldugunu gosterelim.

Sy ile baslayacak olursak:

[(Sk o fsoSkefo) D fsl(2) = [(Sk e fs) o (Sk° f)](@) N fs(2) = [((Sk ° f)(2) N
Sk £)(@) U ((Sk o f)(@) N (Si o f)(K)) U ((Sk © f) (k) N (Sk o fs)(2))] n fs(2) =

(50 ) U (5 0 G0 U (S0 0 ) 0 (51D 0 ) U
(5e(2) 0 £500) U (Si(0) 0 £5(2))] U [((Se(2) 0 £5(2) U (Si(2) 0 £50))
(Se0) 0 £5(2)) 0 (S G) 0 £5000)) | U [((SeCR) 0 £5(R)) ) 0 (S (@) 0 fs(2D) L
(5 0 £5G0) U (500 0 )] | 0 £52) = [(5G) 0 s2) U (55D 0 £500) 0
(fs() N fs@)] N f5(2) = f5(2) = (=3,~2} # 0
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[(Sk o fs oSk o fo) N fs](k) = [(Sk © f5) o (S o f)1(K) N fs (k) = [(Sk © fs)(k) N
Ske RN fs(k) = [(Sk(k) N fs(k)) N (Sk(k) n fs(k))] N fs(k) = fs(k) N fs(k) N
fs(k) = fs(k) ={-5}# @

oldugundan,

Sk fsoSkefo) N fs ={(z,{=3,-2}), (k, {-5D} # @

elde edilir. S, ile devam edecek olursak:

[(Szofs oS0 )N f:1(2) = [(Sz 0 fs) o (Sz 0 f)I(2) N fs(2) = [((S; ° f)(2) n
(S22 f)(@) U ((Sz 2 f)(2) N (S, 0 f) (k) U (S, © f) (k) N (S, o f)(@)] 0 fs(2) =

(5.2 0 @) U (5.2 1 £ U (5,00 0 @) (5.2 n @) v
(5.(2) N £50)) U (S,(k) 0 £5(2)))] U [((5:(2) 0 f5(2) U (S2(2) 1 f5(R)) U
(5.(0) 0 £5(2)) 0 ((S. ) 0 £5(0))] © [ ((5.(R) 0 £5))) 0 ((5.(2) 0 fs(2))

(5:0) 0 £5G0) U (5,00 0 £5@))]| 0 ) = [(5@ U W) U B U] N i) =
fs(z) ={-3,-2} % 0

[(S; 0 fs oSz fs) O fsl(k) = [(S; o fs) © (S © f)I(K) N fs(k) = [(Sz ° f)(K) N
(Sz o f)UDI N fs (k) = [(S.(k) N fs(k)) N (S.(k) N fs(R))] n fs(k) = @ n B fs(k) =
?

oldugundan,
(SZ ° fS ° SZ ° fS) ﬁ fS = {(Z, {_3; _2})' (k, Q)} * Q)S
elde edilir. Boylece, her x € S igin, (S, o fs o S, o fs) N fs # @ saglandigindan, f; bir EK-

zay1f hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir. Simdi, her x € S igin, (fso Sy o fsoS,) N fs #

@ oldugunu gosterelim.

S ile baslayacak olursak:
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[(fs Sk o fs 2 Si) A f51(2) = [(fs © Si) © (fs © SiD1(2) N f5(2) = [((fs e S) (@) N
(fse Sk)(Z)) U ((fs °S)(2) N (fso Sk)(k)) U ((fs 0 Si) (k) N (fs o Sk)(Z))] N fs(z) =

(5@ 0 5:2) U (5 15 U (00 1 5e@)) 0 () N S U
(f5(2) 0 $(0)) U (fs(k) 0 5(2))) | U [((fs(2) 0 Se(@) U (fs(2) 0 S, (k) U

(fs(0) 0 5@)) 0 ((fs00) 0 5. (00))] U [((£s) 0 5(R))) 0 (52D 0 i)
(5@ 1 5:0) U (50 n5:@))]| 0 ) = (5@ 0 @) U (G N fK) v
(st nfs@D)] 0 fs(2) = f5(2) = (=3,~2} # 0

[(fs © S o fs © Si) A fs](k) = [(fs © Si) © (fs © S (k) 0 fs(k) = [(fs e Si) (k) N
(fs © SUOI N fo(k) = [(fs(k) 0 S (k) N (fs(R) N S, (K))] N fs (k) = fs (k) 0 fs(k) N
fs(k) = fs(k) ={-5} # @

oldugundan,

(fS ° Sk 3 fS ° Sk) ﬁf:S' = {(Z,{—3, _2}), (k' {_5})} 2 QS

elde edilir. S, ile devam edecek olursak:

[(fs 0 Sz 0 fs oS N fs](@) = [(fs 0 S,) o (fs 0 S)I(2) N fs(2) = [((fs ° SH@) N
(fs 0 S (@) U ((fs © S (@) N (fs 0 S)U)) U ((fs 0 Sk 0 (fs 0 S)(@)] 0 fs(2) =

(5@ n5.2) U (5 n15,00) U (500 n5,)) 0 (2 5, ()) U
(5@ n5,G0) U (00 nS,@))| U [((5@ n5.@) U (@) nS.(D) U

(fst) 0 5,2)) 0 ((fs0) 0.5,(0))] v [((5500 0 5,.(0)) 0 (B2 08, (@) v
(s NS, () v (fs(k) n sz<z)))]] N fs(2) = [(s@ U () VB UB] N f5(2) =
fs(2) = {=3,-2} # 0

[(fs Sz 0 fs S) 0 fs](k) = [(fs 0 S2) o (fs © SOk N fs (k) = [(fs ° S (k) N
(fs o SHUDI N fs (k) = [(fs (k) 0 S, (k) n (fs (k) N S, (K))] n fs(k) =@ n B fs(k) =
?
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oldugundan,

(fS ° SZ ° fS ° SZ) N fS = {(Z, {_3' _2})' (k' ®)} s ¢S

elde edilir. Boylece, her x € S igin, (fg ° Sy o fs 0 S,) N fs # B saglandigindan, f bir EK-
zaylf hemen hemen sag quasi-i¢ idealdir. Simdi, her x,y €S igin, (Sx ofgoS, 0

fs ) B fs # @5 oldugunu gosterelim.
Sk, S, ile baglayacak olursak:

[(Sk o fs oSz fs) B fs](2) = [(Skc o fs) © (Sz © £)1(2) N f5(2) = [((Sie o f) (2) N
(S22 fs)(@) U ((Sk o £)(2) N (S 2 f5) (k) U ((Skc © f) (k) N (S, © f)(@)] N fs(2) =

(50 ) U (5 0 60 U (5200 0 @) 0 (5.2 0 @) v

(5.2 0 fs(0) U (8,60 n £5(2))| U [((Sk @ 1 @) U (S 0 f(0)) U

(800 0 £5(2)) 0 (S0 0 £5000)) | U [((Sk G0 0 £5KD)) 0 (S22 0 fs(@)
(5:) 0 (D) U (5,60 n )] 0 52 = ) U B U KW N () = () =

{=3,-2}+#0

[(Sk o fs oSz 0 fs) N fs](k) = [(Skc o f5) © (Sz o f)I(k) N fs (k) = [(Si © fs) (k) N
(Sz o [N fs(k) = [(Sk (k) 0 fs(K)) n (S,(k) n fs (k)] N fs(k) = fs(k)n@n
fs(k) =0

oldugundan,
(S fsoSzof) N fs ={(z,{-3,-2}),(k,0)} # @5

S,, S} ile devam edecek olursak:

[(Sz o fs oSk fs) B fs(2) = [(S; © f5) © (Sk © £)1(2) N f5(2) = [((S; © ) (@) N
(S © f)(@) U ((Sz© £)(@) 0 (S o fs)U)) U (S © f5) (k) 0 (Sic o f) ()] N fs(2) =

(520 ) U (5.0 0 50 U (5,00 0 £5)) 0 ((Se2) 0 fs(@) v
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(Sk(@) 0 £5(k)) U (S () 0 £5(2)))| U [((5.2) 0 £5(2)) U (5,(2) 0 fs(k)) U
(5,00 0 £5(2))) 0 (SR 0 £5()| U [((5C) 0 £5R)) 0 ((Sie@) 0 fs(2) U

(Sk@) N f53)) U (S () 0 f (z)))]] N fs@) = i@ U fs0) U Bl N fs(2) = fs(2) =
{-3,-2} #0

[(Sz o fs © Sk o fs) N fs](k) = [(Sz o fs) © (Sk © f)1(k) N fs(k) = [(S, © fs) (k) N
(S o fs) U] N fs(k) = [(S,(k) 0 fs(K)) n (S (k) 0 fs(R))] N fs(k) = B 0 fs (k) N
fs(k) =0

oldugundan,

(SZ ° fS 9 Sk ofS) N fS = {(Z, {_31 _2})1 (kr ®)} * QS

Boylece her x,y € S igin, (Sx ofgoS, o fs) N fs # O saglandigindan f; bir EK-hemen
hemen sol quasi-i¢ idealdir. Simdi, herx,y € S i¢in, (fs o Sy o fs o S,) N fs # @5 oldugunu

gosterelim.

Sk, S, ile baslayacak olursak:

[(fs o Sk o fs 0 S T fs1(2) = [(fs 2 Si) © (fs © S)I(2) N f5(2) = [((fs 2 S (@) n
(fs (@) U ((fs 0 Si)(@) 0 (fs 0 S UD) U ((fs © Si) (k) N (s 0 SH@)] N fs(2) =

(5 nse@) U (5@ n5c0) U (00 1 5e@)) n (5@ S, @) U

(fs(2) N S, () U (£sk) 0 5,(2))| U () 0 Sk (@) U (fs(2) 0 S, (k) U

(fs(k) 0 5e(2)) 0 ((Fs0) 0.5,00) | U [((£:00) 0 5 G0)) 0 (fs(2) 0 () U
(55 05,00) U (00 1 5,))]| 0 ) = [5G VO U FIIN () = fo(2) =

{=3,-2} # 0
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[(fs © Sk o fs ©S2) D fs1(K) = [(fs © Si) © (fs © SOI(k) N fs (k) = [(fs © Si) (k) N
(fs © S N fs (k) = [(fs(k) N S (k) n (fs (k) N S,(K))] N fs(k) = fs(k) n@ N
fs(k) =9

oldugundan,

(/‘:S’ ° Sk ° /‘:9 ° SZ) N /‘:S’ = {(Z,{—3, _2}), (k, Q))} * ®S

S,, Sk ile devam edecek olursak:

[(fseS,0fs2S) D f:1(2) = [(fs © S,) o (fs ° S)1(2) N fs(2) = [((fs » S (@) N
(fso Sk)(Z)) U ((fs °S)(@Z) N (fso Sk)(k)) U ((fs °oSHk) N (fso Sk)(Z))] N fs(z) =

(50 05.@) U (5@ 0 5,00) U (5K n5,)) 0 (G N5 U

(5@ 0 Sk () U (fs00) 1 Sk (2))| U (5 05, ) U () 0 5,G0) U

(500 n5,(2)) 0 (G0 0 Sk G)))| U [((f00 1 5.0)) 0 ((s(2) N Si() v
(5@ 1 5:W0) U (50 n5:@))]| 0 ) = 15 VA VBN @) = f(2) =

{(=3,-2}#0

[(fs 0 Sz 0 fs o Si) N fs](k) = [(fs © S2) © (fs © Si)I(k) N fs (k) = [(fs © S (k) N
(fs e S U] N fs (k) = [(fs(k) 0 S, (k) N (fs(k) 0 S (k)] 0 fs(k) = @ N fs(k) 0
fs(k) =0

oldugundan,
(f:S' ° SZ ° fS ° Sk) ﬁ fS = {(Z, {_31 _2})1 (k, Q))} * QS

Boylece her x,y € S i¢in, (fs oSy o fsoS,) A fs # @5 saglandigindan fs bir EK-hemen

hemen sag quasi-i¢ idealdir. O halde, fs bir EK-hemen hemen quasi-i¢ idealdir.

Benzer sekilde, hg bir EK-zayif hemen hemen quasi-i¢ ideal ve EK-hemen hemen quasi-i¢

idealdir. Gergekten,
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(Sk © hs © Sk o hs) Nhs = {(2,{—9,-8}), (k,{—1})} # @5
(Sz 0 hs oS, 0 hs) N hs ={(z,{-9,-8}), (k, ®)} # Os
oldugundan, hg bir EK-zayif hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir. Ayrica,
(hs © Sy © hs o S) A he = {(z,{-9, -8}, (k, {—1})} # 0
(hs oS, 0 hsoS,) N hs = {(z,{-9,-8}), (k, D)} # Os

oldugundan, hg bir EK-zayif hemen hemen sag quasi-i¢ idealdir. Boylece, hg bir EK-zayif

hemen hemen quasi-i¢ idealdir. Ayrica,
(Sg o hgo S,0hs) Nhs ={(z,{-9,—-8}), (k,0)} #+ O
(Sz 0 hs © Sg o hg) N hg = {(z,{—9, -8}, (k, D)} # Os
oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir. Ayrica,
(hs © S © hs 0 S,) N hs = {(z,{—9,—8}), (k, ®)} # Ds
(hs © S, 0 hg © S, ) N hs = {(2,{-9,-8}), (k, )} # @5

oldugundan, hg bir EK-hemen hemen sag quasi-i¢ idealdir. Boylece, hg bir EK-hemen
hemen quasi-i¢ idealdir. Fakat, g5 ne bir EK-zayif hemen hemen quasi-i¢ idealdir ne de bir

EK-hemen hemen quasi-i¢ idealdir. Gergekten,

[(Sz0gs°S,°95) N gsl(2) =[(Sz°gs) °(S;°95)](2) N gs(z) = [((S;° g5)(2) N
(Sz ° gs)(z)) U ((Sz ° gs)(z) N (Sz ° gs)(k)) U ((Sz ° gs)(k) n (Sz ° gs)(z))] n

95 = |[((5:) N gs@) U (5.2 0 g500) U (5, ) 0 g5() ) n (8.2 0
95() U (S,(2) 0 gs(k)) U (5, (k) 1 g5(2)))] v [((5.(2) 0 gs(@)) U (5,(2)
95(k)) U (5,00 1 g5(2))) 0 (5. 0 g5()) )| U ((S.0k) 0 g5 (kD)) 0 ((S,(2) 0
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95(2) U (8:() 1 g5(0) U (5,000 0 g52))] | n 95 = [[(95@) U g5R))

(gs(2) U gs()] U [(gs@) U gsk)) no]ulon (gsz)u gs(k))]] N gs(2) =
[(95(2) U gs()) U B U B] N gs(2) = gs(z) = @

[(S; 09525, °9s) N gsl(k) =[(S; 0 gs) o (S; 0 gs)1(k) N gs(k) = [(S; ° gs)(k) N
(Szogs)()]ngs(k) = [(Sz(k) n gs(k)) n (Sz(k) n gs(k))] Ngs(k)=0non
gs(k) =0

oldugundan, z € S i¢in, (S,0gsoS,°gs) Ngs ={(z,0),(k,0)} = @5 elde edilir. O
halde, g5 bir EK-zayif hemen hemen quasi-i¢ ideal degildir. Bu durumda, gs esnek

kiimesinin bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal olmadig1 agiktir.

5.4. Onerme f5, bir EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal ise bir EK-zayif hemen

hemen sol (sag) quasi-i¢ idealdir.

Ispat: Ispat, EK-zay1f hemen hemen sol quasi-i¢ ideal igin verilecek olup, EK-zay1f hemen
hemen sag quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir EK-hemen hemen sol quasi-
i¢ ideal olsun. O halde, her x,y €S i¢in, (Sy © fs o Sy o fs) N fs # @5 oldugu

bilinmektedir. Buradan,

(SxofsoSyofo) N fs + Bs

elde edilir. Boylece, f; esnek kiimesinin bir EK-zayif hemen hemen sol quasi-i¢ ideal

oldugu agiktir.

5.5. Teorem fs, bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal ise bir EK-zayif hemen hemen quasi-i¢
idealdir.

EK-zayif hemen hemen quasi-i¢ ideal, EK-hemen hemen quasi-i¢ idealin bir genellemesi
oldugundan, bundan sonra tiim teoremler ve ispatlar EK-zayif hemen hemen quasi-i¢ ideal

yerine EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal igin verilmistir.



93

fs, bir EK-zay1f hemen hemen quasi-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal olmak

zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:

5.6. Ornek S = {a,r} kiimesi iizerinde, Tablo 5.2 yardimiyla tanimlanan *“-” ikili islemi ile

(S,) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

a r
a r a
r a r

Tablo 5.2. Ornek 5.6°daki - ikili islemi
U = Z evrensel kiimesi {lizerinde, fs esnek kiimesi,

fS = {(a; @): (T', {_61316})}

seklinde tanimlansin.
Oncelikle, her x € S igin, (S, © fs © S, © fs ) O fs # @5 oldugunu gosterelim.

S ile baglayacak olursak:

[(Sqfs o Saefs) Afsl(@) =[(Sa fs) o (Sao )@ N fs(@) = [((Sa f)(@ N

(a2 £)@) U (Ga )00 G @)] 0 (@ = |[((Sal@ 0 09) 0

(Sa() 0 £5(@)) 0 ((Sa(@) 0 @) U (Sa@) 0 £50))] U [ ((Sal@ 0 @) U

(5207 0 £5)) 0 ((Sa(@ 1 £5) U (S0t 0 (@) )] 0 fo@) = [(50) n f(@) U
(fs@ n )]0 fs(@) = (fs(@) 0 f5(1) 0 fs(@) = fs(@) 0 f5() =

[(Sa o fs o Sa o f5) A1) = [(Sa o f5) o (Sa o )] 0 fs(r) = [((Sa o £6)(@) 0
e e @)U (Ga e )N Sao HO)] 0 £ = |[((Sal@ 0 i) 0
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(520 0 £5(@)) 0 ((Sa(@) 0 £5G)) U (S 0 £5(@)))| U [((Sa(@) 0 (@) U
(5207 0 £5)) 0 ((Sa(@ 1 @) U (500 0 £56))]| 0 ) = [(5G) 0 ) v
(fs(@ 0 f@)] 0 f50) = (60D U fs(@) 0 f5G) = f(r) = {~6,3,6)

oldugundan,
(Sa ° fS ° Sa ° fS ) N fS = {(a, ®)' (T', {_6'3'6})} s ¢S

elde edilir. Benzer sekilde,

(ST ° f:S’ ° Sr ° fS ) ﬁ f:S’ = {(a' @), (T, {—6,3,6})} = (DS

elde edilir. Boylece, her x € S igin, (Sy o fs o Sy o fs ) N fs # @5 saglandigindan, f; bir EK-

zay1f hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir. Ayrica,
(f:‘; 2 Sa o fS ° Sa) ﬁ fS = {(a, ®)1 (T, {_61316})} = QS
(f:S' ° ST‘ ° fS ° ST‘) ﬁ fS' = {(a, Q)' (T' {_6'3'6})} * QS

oldugundan, fs bir EK-zayif hemen hemen sag quasi-i¢ idealdir. Boylece, fs bir EK-zayif
hemen hemen quasi-i¢ idealdir. Fakat, fg bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal degildir.

Gergekten,

[(Safs oS fo) A fsl(@) = [(Safs) o (Sro (@) N fs(@) = [((Sa© fs)(@) N
(5,0 S U (e @ 0 620 S@)] 1 fs(@ = [[((Sal@) 0 ) v

(5200 0 fs(@)) 0 ((Sr(@) n f5(@)) U (5,0 £5)))| v [ ((Sal@) n fs(@) U

(5200 0 £56)) 0 ((5:(@) 0 ) U (5,00 0 @) | 0 @ = [(56) 0 ) U
(@ nfs@)]nfs@ = (MU fs@) N fs(@) = fs(@ = 0
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[(Sa e fs Sy o f5) A1) = [(Sa @ ) © (Sy @ 1) 0 f5(r) = [(Sa @ ) (@)
(e o @)U (Sa° ) N (e e )] 0 fs() = [[((Sal@ 0 () U

 —

(520 0 £5(@)) 0 ((S+(@ 0 £5() U (5,00 0 £5(@))] U [ ((Sal@) 0 fs(@)) U

(S0 N £5)) 0 ((Sr(@ 0 fs(@) U (8- 0 £ 0 £ = [(s) 0 fs(@)
(fs(@) 0 )] 0 50 = (fs@) 0 f5(1) 0 £50) = fs(@) 0 f5(r) = @

e

oldugundan, a,r € S igin, (Sy°o fso S, o f5) N fs ={(a, @), (r,0)} = @ elde edilir. O
halde, fs bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal degildir.

5.7. Onerme fs, U iizerinde bir esnek kilme ve Sy o fo oSy o fo # @5 (fsoSyofs oS, #

@s) olsun. fs, bir EK-sol (sag) quasi-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢

idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg, bir EK-sol quasi-i¢ ideal ve Sy o fg o S, o
fs # @golsun. O halde, S o f5 oS o f; € f5 oldugu bilinmektedir. Her x,y € S igin, S, ©
fsoSyofs ESofsoSo fo € fsolupburadan, Sy o fs o S, o fs € fs oldufundan,

(Sx°fs°5y°fs)ﬁfs:Sx°fs°5y°fs¢¢s

elde edilir. Boylece, (Sx °ofseS,o0 fs) N fs # @ olup, f5 bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢

idealdir.

Burada, So @goS o @5 € @ oldugundan, @5 kiimesinin bir EK-sol quasi-i¢ ideal oldugu
agiktir. Fakat, her x,y € S igin, (Sy o @50 Sy © @5) A @5 = @5 A @5 = 5 oldugundan, P
esnek kiimesi bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal degildir.

5.8. Teorem f;, U lizerinde bir esnek kiime, Sy o fg 0 Sy, o fo # g Ve fgo Sy 0 fg oS, # Bg

olsun. fs, bir EK-quasi-i¢ ideal ise bir EK-hemen hemen quasi-i¢ idealdir.
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fs, bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal ise bir EK-quasi-i¢ ideal olmak zorunda degildir. Bunu

bir 6mek ile gosterelim:

5.9. Ormek Omek 5.3’te verilen fg ve hg esnek kiimelerini ele alahm. fs ve hg esnek
kiimelerinin birer EK-hemen hemen quasi-ig ideal oldugu, Omek 5.3’te gosterilmistir. Fakat, f
ve hg birer EK-quasi-i¢ ideal degildir. Gergekten,

SeofsoSef)@ =[S )@ N B L)@D]V[E e )@ n (e )W) v
[ £)00 0§ £)@)] =|[(5@) n £@) v (E@ 0 £0) v (500 )] n

(80 £5@) u (8 n £50) U (560 0 )] | v [[(B) 0 ) v
(5@ n £0) u (360 n £5@)] n (8¢ n )] u|[(56) 0 0] 0

(8 n £5@) u (8 0 50) (56 0 )] | = (5@ U G U @) 0

(5@ U fs(k) U fs()] U [(f5(2) U fs(k) U f5(2)) 0 £ (k)] U [(£ () N (fs(2) U
fs() U fs(D)] = (fs(@2) U () U £ (k) U fs(k) = (fs(2) U fs(k)) = {-5,-3,-2} ¢
fs(2) = {=3,-2}

oldugundan, fs bir EK-sol quasi-i¢ ideal degildir. Ayrica,

(fsoSefs e $)(@ =[(fs > H@ N fs o H@D| U [(fs e (@) 0 (s e H(W)] U
[N (- H@] = |[(5@ n5@) u (5 n5W) U (£ n§@)] n
(5@ n8@) u (6@ n8W) U (00 nS@)]| v [[(A@ nS@) v

(5@ n8w0) u (£ n 8@ )| n (K00 nSW)]| u|[(500 N S| n

(5 n8@) u (6@ n8W) u (00 NS@)]| = (K@ U @ U LEW)n

(5@ U fs(@ U f00)] U [(fs(@ U fs(2) U fs(k)) 0 fsU] U [(fsCk) n (fs(2) U
fs(2) U fs(0))] = (fs(2) U £s()) U fs() U () = (fs(@) U fs(K)) = {=5,-3,-2} &
fs(2) ={=3,-2}
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oldugundan, fs bir EK-sag quasi-i¢ ideal degildir. Bu durumda, f5’nin bir EK-quasi-i¢ ideal
olmadig agiktir. Benzer sekilde,

(SohsoSohs)(z) = (hs(2) U hs(k)) = {=9,-8,—1} & hs(2) = {~9,-8}
oldugundan, hg bir EK-sol quasi-i¢ ideal degildir. Ayrica,
(hs oS o hs 0 $)(2) = (hs(2) U hs(k)) = {=9,-8,—1} & hs(2) = {~9,-8}

oldugundan, hg bir EK-sag quasi-i¢ ideal degildir. Bu durumda, hg’nin bir EK-quasi-i¢ ideal
olmadig agiktir.

5.10. Onerme f, U iizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. fs, bir EK-hemen hemen sol

(sag) quasi- i¢ ideal ise fs bir EK-hemen hemen alt yangruptur.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal igin de benzer sekilde yapilir. fs, idempotent bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢
ideal olsun. O halde, f;  fs = fs ve her x,y € Sigin, (S, o fs o Sy, © fs) A fs # @s. Buradan,

(5x°fs°5y°fs)ﬁfs: [(Sx°fS°Sy°fS)ﬁfS]ﬁfS
= [(Sx°fs°5y°fs)ﬁfs] A (fsefs)
c (fsefs)Dfs

olup, (Sx ofsoSy,o0 fs) N fs # Og oldugundan, (fs o f5) N fs # @5 aciktir. Boylece, f bir
EK-hemen hemen alt yangruptur.

5.11. Teorem fs, U tizerinde idempotent bir esnek kiime olsun. f5, bir EK-hemen hemen quasi-

i¢ ideal ise f bir EK-hemen hemen alt yangruptur.

5.12. Onerme f5 Ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. f, bir EK-

hemen hemen sol (sag) quasi-ig ideal ise hg bir EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealdir.
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Ispat: Ispat, EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fs, bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal olsun.
O halde, her x,y € S igin, (Sy° fs © Sy © fs) A fs # D oldugu bilinmektedir. Kabul geregi,
fs € hg oldugundan,

(Sxoﬁgosyoﬁg)ﬁfsg(Sxohsosyohs)ﬁhs

agiktir. Burada, (Syo fsoS, o fs) N fs # @5 oldufundan, (S, o hgeoS, ohg) A hg # @y
elde edilir. Boylece, hg bir EK-hemen hemen sol quasi-ig idealdir.

5.13. Teorem f5 Ve hg, fs € hg olacak sekilde, U iizerinde birer esnek kiime olsun. fs, bir EK-

hemen hemen quasi-i¢ ideal ise hg bir EK-hemen hemen quasi-i¢ idealdir.

5.14. Onerme f5 Ve hg, birer EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda,
fs U hg bir EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealdir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-ig ideal igin de benzer sekilde yapilir. f, bir EK-hemen hemen sol quasi-ig ideal olsun.
fs € fs U hg oldugundan, Onerme 5.12°den, f5 U hg, bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢
idealdir.

5.15. Teorem f5 Ve hg, birer EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, f5 U hg bir

EK-hemen hemen quasi-ig idealdir.

5.16. Sonu¢ EK-hemen hemen quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek birlesimleri de bir EK-hemen

hemen quasi-i¢ idealdir.

5.17. Sonug fg ya da hg bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda, fg U hg bir

EK-hemen hemen quasi-ig idealdir.

Burada, f5 ve hg birer EK-hemen hemen quasi-ig ideal iken fg N hg bir EK-hemen hemen

quasi-i¢ ideal olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim:
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5.18. Ornek Omek 5.3’teki fs Ve hg esnek kiimelerini ele alahm. fs Ve hg esnek kiimelerinin
birer EK-hemen hemen quasi-ig ideal oldugu Ormek 5.3’te gosterilmistir. Fakat,

f:g ﬁ h’S = {(ZI @)I (kl @)} = @S
oldugundan, fs N hg bir EK-hemen hemen quasi-ig ideal degildir.

Simdi, S yarigrubunun hemen hemen quasi-i¢ ideali ile EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal
arasindaki iliski verilecektir.

5.19. Onerme A, S yangrubunun bos kiimeden farkl bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak tizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen sol (sag)
quasi-i¢ ideal olmast i¢in gerek ve yeter sart S 4 *nin bir EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal
olmasidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. A, S kiimesinin bos kiimeden farkh bir alt kiimesi
olmak iizere, S yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ ideali olsun. O halde, her x,y € S
icin, xAyA N A # @ yani,t € xAyA N A olacak sekilde en az bir t € S vardir. Buradan,

((Sx 0540850 SA) N SA) (t) = (SxAyA N SA)(t) = (SxAyAnA)(t) =U+0

olup, (Sx © Sy 0 Sy, 0S,) NSy # B elde edilir. Bdylece, S, bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢

idealdir.

Tersine, S, bir EK-hemen hemen sol quasi-ig ideal olsun. O halde, her x,y € S igin, (S © S,

Sy ©S,) NS, # Ps. Kabul geregi A # @. Aynica,

s # (Sy0S408,08)AS, = In€S; ((SxoSAoSyoSA)ﬁSA)(n)i(b
= AN €ES; (Spaya NSa)(n) = 0
> InES; (SxAyAnA)(’n)iq)

= dn € S, (SxAyAnA)(/n) =U
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> nexAyANnA

olup, xAyA N A # @ elde edilir. Boylece, A, S yangrubunun bir hemen hemen quasi-ig
idealidir.

5.20. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S4, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak tizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-i¢

ideal olmasi igin gerek ve yeter sart S, mn bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal olmasidir.

5.21. Ornek Ornek 3.2°de verilen S yarigrubunu ele alalim. A = {p, 7}, S yarigrubunun bos
kiimeden farkl bir alt kiimesi olmak {izere, A kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen
quasi-i¢ ideali oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Rutin hesaplamalarla, A kiimesinin esnek
karakteristik fonksiyonu S, = {(p, U), (r,U), (s,®)}’nin bir EK-hemen hemen quasi-i¢

ideal oldugu gosterilebilir.

Tersine, K = {p,r} kiimesinin esnek karakteristik fonksiyonu olan f; EK-hemen hemen
quasi-i¢ idealini fs = {(p, U), (r, U), (s, @)} olarak alirsak, rutin hesaplamalarla, K = {p,r}

kiimesinin S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-i¢ ideali oldugu gosterilebilir.

5.22. Onerme f;, bir EK-hemen hemen sol (sag) quasi-ic ideal ise supp(fs), S

yarigrubunun bir hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealidir.

Ispat: 1spat, EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. fg bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal
olsun. O halde, fs # @, supp(fs) # @ ve her x,y € S igin, (Sy o fs o S, o fs) N fs # Ds
aciktir. supp(fs)’nin S yangrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ ideali oldugunu
gostermek igin, Onerme 5.19’dan, Ssupp(fs) Nin bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal

oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.22°den,

(Sx °ofsoSye fS) Afs € (Sx ° Ssupp(fs) © Sy ° supp(fs)) n Ssupp(fs)
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Ve (S o fs oSy o f) N fs # B oldugundan, (S, © supp(fs) © Sy ° supp(fs)) 0 Ssupp(rs) #
@s elde edilir. Bdylece, Ssypp(rs), bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal olup, Onerme

5.19°dan, supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir.

5.23. Teorem fs, bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal ise supp(fs), S yarigrubunun bir

hemen hemen quasi-i¢ idealidir.
Teorem 5.23’{in karsitinin genellikle dogru olmadigini bir 6rnek ile gosterelim:

5.24. Omek S = {h,i,k} kiimesi iizerinde, Tablo 5.3 yardimiyla tanimlanan “*” ikili islemi
ile (S,*) cebirsel yapisi bir yarigruptur.

* h i k
h k h h
i h k k
k h k k

Tablo 5.3. Ornek 5.24’teki “*” ikili islemi
U = Z evrensel kiimesi ilizerinde, fg esnek kiimesi,

fS = {(h, {1,9}), (l; {015}); (k; @)}
seklinde tanimlansin.

Burada, fs bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal degildir. Gergekten,

[(fs o Sio fs 0 S) D fs](h) = [(fs © S o (fs 0 SDI(W) N fs(h) = [((fs o SHW) N
(fs 2 S@W) U ((fs SR 0 (fs 0 SHU)) U ((fs 0 SH@) N (fs 2 SH(R)) U

(s 25000 0 (fs 2 O] 0 ) = [[( ) 0 5:D) U (W) n$i0) U
(£ 0 i) U (f00) 0 Si(w)) n ] u | (K NS D) U (fs(h) n 5, (K)) U
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(f5(D) 0 Si (W) U (fs00) 0 S: ()  (fs(h) 0 $:(W) U (fs(1) 0 S (D) U (fs(@)
$:(0) U (fs(k) 0 5;(0)) U (fs(k) 0 5,)) )| U [o 0 () n i @) U (fs()
$:(0) U (fs() 0 Si () U (fs(k) 0 5,(m) )| U | (fs(r) 0 $:(h)) U (D) 0 $,(0)) U
(fs) 0 S:0)) U (fs() 0 8:(D) U (fs(R) 0 5:(0))) 1 (fs(h) 0 S (D) U (fs ()
5,00) U (5D 0 5:0) U (500 0 5,)|| 0 fsw) = [0 U [0 0 ()

fs(k))] ugu [(fs(i) Ufs(k))n fs(h)]] N fs(h) = [(fs(l) Ufs(k))n fs(h)] N fs(h) =
)]

olup benzer sekilde,
[(fsoSiofsoS)Nfs]()) =0
[(fsoSiefsoS) N fsl(k) =0
oldugundan i € S igin, (fs © S; o fs 0 S) 1 fs = {(h, D), (i, ®), (k, ®)} = B elde edilir. O
halde, f; bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal degildir. Simdi, her x,y € S igin,
[{x}supp (fs){y}supp ()] N supp(fs) # @ oldugunu gosterelim. supp(fs) = {h, i} olup,
[{r}supp (fs){h}supp(fs)] N supp(fs) = [{R}{h, }{h}Hh i3] 0 {h,i} = {h} # @
[{h}supp (fs){i3supp (f)] N supp(fs) = [{R}th, HiHh 31 nth, i} = {h} # @
[{h}supp (f){k}supp(f)] N supp(fs) = [{h}th, iHkHh 3] n{h,i} = {h} # @
[{i}supp (fs){R}supp (fs)] N supp(fs) = [{iHh, }{h}h i3] n{h,i} = {h} # @
[{i}supp (fs){i}supp(fs)] 0 supp(fs) = [{iHh H{iHh 3] n{h,i} = {h} # @

[{i}supp (f){k}supp(fs)] N supp(fs) = [{i}h idkHh i3] n{hi} = {h} # @

[{k}supp (fs){h}supp(fs)] 0 supp(fs) = [{k}h, i}{h}{h, i}] 0 {h,i} = {h} # ©
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[{k}supp (f){i}supp(fs)] N supp(fs) = [{kHh, iHiHh 3] n{h,i} = {h} # @

[{k}supp (fs){k}supp(f)] 0 supp(fs) = [{k}th, ix{k}{h, i}l n {h,i} = {h} # @

elde edilir. Boylece supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir.

Benzer sekilde,
[supp(fs){h}supp (fs){h}] N supp(fs) = [{h, iH{hHh, iHR}] n{h,i} = {h} # @
[supp (fs){h}supp (f){i}] N supp(fs) = [{h, i{hHh, iH}] n{h,i} = {h} # @
[supp(fs){h}supp(fs){k}] 0 supp(fs) = [th, i{h}h kY n{hi} = {h} # @

[supp (fs){i}supp (fs){h}] 0 supp(fs) = [th,iHiM{h 3] n{h, i} = {h} # @

[supp (fs){i}supp (fs){i}] N supp(fs) = [th, iHiHh, {31 n{h, i} = {h} # @
[supp (fs){i3supp (fs){k}] N supp(fs) = [{h, iX{iXh Xk} n{h i} ={h} # O
[supp (f) {k}supp (fs){h}] N supp(fs) = [th, {k}h, iX{h}] n{h,i} = {h} # @

[supp (fs){k}supp (fs){i}] N supp(fs) = [{h,i{k}Hh 3] n{h, i} ={h} # @

[supp (fs){k}supp (fs){k}] 0 supp(fs) = [th, iXk}Hh {k}] n{h i} = {h} # @
oldugundan supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen sag quasi-i¢ idealidir. O halde
supp(fs), S yarigrubunun bir hemen hemen quasi-i¢ idealidir. Fakat, Omek 5.24’te
gosterildigi iizere f5, bir EK-hemen hemen quasi-ig ideal degildir.

5.25. Tamm f; Ve hg, hg € fs olacak sekilde, birer EK-hemen hemen sol (sag) quasi-ic ideal

olsun. supp(hs) = supp(fs) ise fs esnek kiimesine S yarigrubunun bir minimal EK-

hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali denir.
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5.26. Onerme A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen
hemen sol (sag) quasi-i¢ ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart S, ’nin bir minimal EK-

hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal olmasidir.

Ispat: Ispat EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen
sol quasi-i¢ ideali olsun. O halde, A, S yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir
ve Onerme 5.19°dan, S, bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir. f; € S, olacak sekilde,
fs bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal olsun. Onerme 5.22°den, supp(fs), S
yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir ve Not 2.3.13’den ve Sonug

2.3.18°den,

supp(fs) S supp(S,) = A

elde edilir. A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol quasi-i¢ ideali oldugundan,
supp(fs) = supp(S,) = A olup, bdylece, Tanim 5.25’ten, S, bir minimal EK-hemen

hemen sol quasi-i¢ idealdir.

Tersine, S, bir minimal EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal olsun. O halde, S, bir EK-
hemen hemen sol quasi-i¢ ideal ve Onerme 5.19°dan A, S yarigrubunun bir hemen hemen
sol quasi-i¢ idealidir. B € A olacak sekilde B, S yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-
i¢c ideali olsun. Onerme 5.19°dan, Sy bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal ve Teorem
2.3.19 (i)’den, Sz € S,olur. S, bir minimal EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal

oldugundan ve Sonug 2.3.18’den,

B = supp(Sp) = supp(Sy) = A

elde edilir. Boylece, A, S yarigrubunun bir minimal hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir.

5.27. Teorem A, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve S,, A’nin esnek

karakteristik fonksiyonu olmak iizere, A kiimesinin S yarigrubunun bir minimal hemen



105

hemen quasi-i¢ ideali olmasi igin gerek ve yeter sart S, ’nin bir minimal EK-hemen hemen

quasi-i¢ ideal olmasidir.

5.28. Tanim fs, gs, ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal olsun. Bu
durumda, hg e gs € fs olmasi hg € f; veya gs € fg olmasmi gerektiriyor ise, fs’ye bir

EK-asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal denir.

5.29. Tanim fs ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal olsun. Bu durumda,
hg o hg € fs olmasi hg € f; olmasm gerektiriyor ise, f5’ye bir EK-yar1 asal hemen hemen

sol (sag) quasi-i¢ ideal denir.

5.30. Tanim f;, gs, ve hg birer EK-hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal olsun. Bu
durumda, (hg e gs) N (gs © hs) € fs olmas1 hg € f veya gg € fs olmasim gerektiriyor

ise, fs’ye bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal denir.

Her EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealin, bir EK-asal hemen hemen
sol (sag) quasi-i¢ ideal oldugu ve her EK-asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealin, bir

EK-yar1 asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal oldugu agiktir.

5.31. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal ise, P

kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealidir.

Ispat: ispat EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-asal hemen hemen sol quasi-i¢ ideal
olsun. O halde, Sy bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir ve Onerme 5.19’dan P, S
yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir. AB € P olacak sekilde A ve B, S
yarigrubunun birer hemen hemen sol quasi-i¢ ideali olsun. Bu durumda, Onerme
5.19’dan S, ve Sg, birer EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.19 (i) ve (iii)’ten,
S,0Sg =S, € Sp elde edilir. Sp bir EK-asal hemen hemen sol quasi-i¢ ideal ve S, ©
Sp € Sp oldugundan, S, € Sp veya Sg € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.19 (i)’den, A <
P veya B < P elde edilir. Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir asal hemen hemen sol

quasi-i¢ idealidir.
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5.32. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-asal hemen hemen quasi-i¢ ideal ise, P kiimesi S

yarigrubunun asal hemen hemen quasi-i¢ idealidir.

5.33. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealidir.

Ispat: Ispat EK-hemen hemen sol quasi-i¢ ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-yart asal hemen hemen sol quasi-i¢
ideal olsun. O halde, Sp bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir ve Onerme 5.19°dan, P, S
yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir. AA € P olacak sekilde A, S
yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ ideali olsun. Bu durumda, Onerme
5.19°dan, S, bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.19 (i) ve (iii)’ten, S, o
S, = Sua € Spelde edilir. Sp bir EK-yan asal hemen hemen sol quasi-i¢ ideal ve S, o
S, € Sp oldugundan, S, € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.19 (i)’den, A S P elde edilir.

Sonug olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir.

5.34. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-yar1 asal hemen hemen quasi-ig ideal ise P kiimesi

S yarigrubunun bir yar1 asal hemen hemen quasi-i¢ idealidir.

5.35. Onerme P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ ideal

ise P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol (sag) quasi-i¢ idealidir.

Ispat: Ispat EK-hemen hemen sol quasi-ig ideal icin verilecek olup, EK-hemen hemen sag
quasi-i¢ ideal i¢in de benzer sekilde yapilir. Sp, bir EK-kuvvetli asal hemen hemen sol quasi-
i¢ ideal olsun. O halde, S, bir EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir ve Onerme 5.19°dan, P, S
yarigrubunun bir hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir. AB N BA € P olmak lizere, A ve B,
S yarigrubunun birer hemen hemen sol quasi-i¢ ideali olsun. Bu durumda, Onerme
5.19°dan, S, ve Sg birer EK-hemen hemen sol quasi-i¢ idealdir ve Teorem 2.3.19°dan, (S, °

SB) ﬁ (SB o SA) == SAB ﬁ SBA = SABﬂBA § Sp E‘|de Edlllr Sp blr EK—kUWGﬂI asal hemen
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hemen sol quasi-ic ideal ve (S,°Sg) N (SgeS,) €S, oldugundan, S, €S, veya
Sg € Sp saglanir. Boylece, Teorem 2.3.19 (i)’den, A € P veya B C P elde edilir. Sonug

olarak, P kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen sol quasi-i¢ idealidir.

5.36. Teorem P, S yarigrubunun bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve Sp, P’nin esnek
karakteristik fonksiyonu olsun. Sp bir EK-kuvvetli asal hemen hemen quasi-ig ideal ise P

kiimesi S yarigrubunun bir kuvvetli asal hemen hemen quasi-i¢ idealidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, yarigruplarda quasi-idealin ve i¢ idealin bir genellemesi olan quasi-ig
ideal yapis1 esnek kiimelere aktarilarak, “EK-Quasi-i¢ Ideal” kavrami tanitilmistir. Ayrica
“EK-Hemen Hemen Quasi-ideal” ve “EK-Hemen Hemen Quasi-i¢ Ideal” kavramlari
literatiire kazandirilmistir. Bu yapilarin tanimi ve 6rnekleri verilmis, 6zellikleri incelenmis
ve bu yapilarin diger literatiirde var olan diger esnek kesisimsel (hemen hemen) ideallerle

olan iligkilerine yer verilmistir.

Tezin ilk bolimiinde, esnek kiimeler, esnek kiime islemleri, yarigruplarin gesitli EK-
idealleri ve EK-hemen hemen idealleri ile ilgili kapsamli bir literatiir taramas1 yapilmistir.
Ikinci béliimiinde tez boyunca kullamilan esnek kiimeler ve yarigruplar ile ilgili temel
tanim, teorem ve kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde bir yarigrubun EK-quasi-i¢
ideali, dordiincii bolimde EK-hemen hemen quasi-ideal, besinci boliimde EK-hemen
hemen quasi-i¢ ideal yapis1 detayl bir sekilde verilmis, 6zellikleri incelenmis, yapilar ile

ilgili ¢esitli teoremler ortaya konulmustur.

Daha detayli ele alinacak olursa, bir yarigrubunun bir altgrubunun bir quasi-i¢ ideal olmasi
ile bu altyarigrubun esnek karakteristik fonksiyonunun bir EK-quasi-i¢ ideal olmasinin
birbirine denk oldugu ispatlanmistir. Bir yarigrubun her EK-i¢ idealin bir EK-quasi-i¢
ideal, her EK-idealin bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu gosterilmistir. Bir grubun EK-quasi-i¢
idealinin bir EK-bi-ideal, bir regiiler grubun EK-quasi-i¢ idealinin bir EK-quasi-ideal,
idempotent bir EK-quasi-i¢ idealin bir EK-bi-quasi-ideal ve bir EK-bi-i¢ ideal oldugu
gosterilmistir. Bu ifadelerin karsitlarinin her zaman gecerli olmadigini gosteren aksine
ornekler verilmistir. Karsitlarinin gegerli olmasi igin ek sartlarin gerekli oldugu ve bu
sartlarin neler oldugu verilmistir. Bir grubun EK-i¢ idealinin bir EK-quasi-i¢ ideal,
idempotent bir esnek kiimenin her EK-quasi-i¢ idealinin bir EK-ideal, bir regiiler
yarigrubun EK-idealinin bir EK-quasi-i¢ ideal, bir grubun EK-bi-idealinin bir EK-quasi-i¢
ideal, idempotent bir esnek kiimenin her EK-quasi-i¢ idealinin bir EK-bi-ideal, bir regiiler
grubun EK-quasi-idealinin bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu gosterilmistir. Ayrica, farkli
yarigruplar iizerinde tanimh iki EK-quasi-i¢ idealin esnek A-carpimlarinin ve esnek X-
carpimlarinin da bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu, EK-quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek

kesisimlerinin de bir EK-quasi-i¢ ideal oldugu, iki EK-idealin esnek kesisimlerinin bir EK-
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quasi-i¢ ideal oldugu, iki EK-quasi-i¢ idealin esnek kesisimsel ¢arpimlarinin da bir EK-
quasi-i¢ ideal oldugu gosterilmistir. EK-quasi-i¢ idealin esnek kiime islemleri, esnek
gorlntii, ters goriintii gibi karakterizasyonlarina da yer verilmistir. Ayrica, regiiler bir

yarigrup ile esnek kesisimsel quasi-i¢ ideal yapis1 arasindaki iligki ortaya konulmustur.

Bir yarigrubun EK-hemen hemen quasi-idealin tanimlandigi dordiincii boliimde, bir
yarigrubun her EK-hemen hemen quasi-idealin bir EK-zayif hemen hemen quasi-ideal
oldugu, bir EK-quasi-idealin bos esnek kiimeye esit ya da EK-hemen hemen quasi-ideal
oldugu, her EK-hemen hemen quasi-idealin bir EK-hemen hemen ideal oldugu
gosterilmistir. Bu ifadelerin karsitlarinin her zaman gecerli olmadigi aksine ornekler ile
verilmistir. Ayrica, idempotent bir EK-hemen hemen quasi-idealin bir EK-hemen hemen
alt yarigrup ve bir EK-hemen hemen zayif-i¢ ideal, EK-hemen hemen quasi-ideallerin
sonlu esnek birlesimlerinin bir EK-hemen hemen quasi-ideal oldugu fakat EK-hemen
hemen quasi-ideallerin esnek kesisimlerinin her zaman bir EK-hemen hemen quasi-ideal
olmadig1 aksine 0rnek verilerek gosterilmistir. Ayrica, bir yarigrubun bos kiimeden farkl
bir alt kiimesinin hemen hemen quasi-ideal olmasi ile bu alt kiimenin esnek karakteristik
fonksiyonunun bir EK-hemen hemen quasi-ideal olmasinin denk oldugu gosterilmistir. Her
EK-hemen hemen quasi idealin destek kiimesinin de bir hemen hemen quasi-ideal oldugu
fakat karsitinin her zaman gecerli olmadig1 aksine ornek verilerek gosterilmistir. Ayrica,
minimal EK-hemen hemen quasi-ideal tanimi1 verilmis ve bir yarigrunun bostan farkli bir A
kiimesinin minimal hemen hemen quasi-ideal olmasi ile A’nin esnek karakteristik
fonksiyonunun bir EK-minimal hemen hemen quasi-ideal olmasinin denk oldugu
gosterilmistir. Ayrica, hemen hemen quasi-idealler ile EK-hemen hemen quasi-idealler

arasinda asallik, yar1 asallik ve kuvvetli asallik ile ilgili gecisler ispatlanarak gosterilmistir.

Bir yarigrubun EK-hemen hemen quasi-i¢ idealin tanimlandigi besinci boliimde, bir
yarigrubun her EK-hemen hemen quasi-i¢ idealin bir EK-zay1f hemen hemen quasi-i¢ ideal
oldugu, bos esnek kiimeden farkli bir EK-quasi-i¢ idealin bir EK-hemen hemen quasi-i¢
ideal oldugu gosterilmistir. Bu ifadelerin karsitlarinin her zaman gecerli olmadigi, aksine
ornekler ile verilmistir. Ayrica, idempotent bir EK-hemen hemen quasi-i¢ idealin bir EK-
hemen hemen alt yarigrup, EK-hemen hemen quasi-i¢ ideallerin sonlu esnek
birlesimlerinin bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal oldugu, kesisimlerinin ise her zaman

bir EK-hemen hemen quasi-i¢ ideal olmadig1 aksine drnek verilerek gosterilmistir. Ayrica,
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yarigrubun bos kiimeden farkli bir alt kiimesinin hemen hemen quasi-i¢ ideal olmasi ile 0
kiimenin esnek karakteristik fonksiyonunun bir esnek kesisimsel hemen hemen quasi-i¢
ideal olmasinin birbirine denk oldugu gosterilmistir. Her EK-quasi-i¢ idealin destek
kiimesinin de bir hemen hemen quasi-i¢ ideal oldugu fakat karsitinin her zaman gegerli
olmadig1 aksine ornek verilerek gosterilmistir. Ayrica, hemen hemen quasi-i¢ idealler ile
EK-hemen hemen quasi-i¢ idealler arasinda asallik, yar1 asallik ve kuvvetli asallik ile ilgili

cesitli gecisler elde edilmistir.

Gelecek calismalarda, yarigruplarin farkli EK-(hemen hemen) idealleri incelenebilir olup
ayrica, bu tez ile literatiire kazandirilan EK-quasi-i¢ idealler i¢ regiiler, sifir yarigruplar ve

yar1 basit yarigruplar ile karakterize edilebilir.
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