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OZET

YASAM ANALIZI iICIN YENI DAGILIM AILELERI
VE ISTATISTIKSEL OZELLIKLERI

Ibrahim ARIK
Istatistik Anabilim Dal1
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Kasim 2018

Danisman: Prof. Dr. Yeliz MERT KANTAR

Birgok disiplinde onemli bir yere sahip olan yasam analizi, belirli bir olayin
gerceklestigi zamana kadar gegen siirenin (basarisizlik siiresi veya hayatta kalma siiresi)
analizi konularin1 kapsamaktadir. Dolayisiyla, rassal degisken olarak bu siirenin iyi
modellenmesi, yasam siiresi ve tehlike orani tahminlerinin dogru yapilmasi agisindan
onemlidir. Bu tez caligmasinda, yasam analizinin temel kavramlar1 verilerek, 7-X
metoduna dayali, yasam ve giivenilirlik alaninda kullanilabilecek yeni genellestirilmis
dagilimlar Onerilmektedir. Bu dagilimlarin yogunluk, yasam, tehlike orani, kantil ve
moment fonksiyonlar1 gibi istatistiksel 6zellikleri ve en ¢ok olabilirlik tahmincileri de
calistimistir. Yeni dagilimlarin performansini gostermek i¢in ¢esitli uygulamalar
yapilmis, onerilen dagilimlarin, mevcut temel dagilimlardan ve alternatif dagilimlardan,
uyum 1yiligi kriterlerine gore yasam verisini modellemede daha iyi performans gosterdigi

sonucuna ulagilmistir.

Anahtar Sozciikler: Yasam analizi, Odd Burr-Rayleigh dagilimi, Odd Burr-Pareto
dagilimi, Odd Burr-lojistik dagilimi, Karakterizasyon.



ABSTRACT

NEW DISTRIBUTION FAMILIES AND THEIR STATISTICAL PROPERTIES
FOR SURVIVAL ANALYSIS

[brahim ARIK
Department of Statistics
Anadolu University, Graduate School of Sciences, November 2018

Supervisor: Prof. Dr. Yeliz MERT KANTAR

Survival analysis, which has an important place in many disciplines, involves the
analysis issues of elapsed time period until a particular event occurs (failure time, or
survival time). Therefore, properly describing the distribution of a ‘survival time’ as
random variable is important to get the accurate estimates on survival and hazard rate. In
this thesis, by giving the basic concepts of survival analysis, we introduce new
generalized distributions, which can be used in survival and reliability analysis, based on
the 7-X method. We have studied the statistical properties of these distributions such as
the density, hazard rate, survival, quantile, moment functions and maximum likelihood
method for parameter estimation. Various real data applications are conducted to show
the performance of the new distributions. It is concluded that according to goodness of fit
tests, the newly introduced distributions outperform existing base distribution and

alternative distributions in modelling survival data.

Keywords: Survival analysis, Odd Burr-Rayleigh distribution, Odd Burr-Pareto

distribution, Odd Burr-logistic distribution, Characterization.
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1. GIRIS

Yasam ¢oOziimlemesi literatiirde yaygmn olarak calisgilan alanlarim  basinda
gelmektedir. Yasam ¢oziimlemesinde ilgilenilen asil olgu, ele alinan olayin igerisindeki
birimlerin ya da bireylerin sag kalim siireleridir. Bu sebeple olaylarin farkli olmasi
nedeniyle, farkli isimler altinda tip, miihendislik, ekonomi ve sosyal bilimler gibi
alanlarda yasam ¢oziimlemesi yaygmn uygulama alanma sahiptir. Ornegin sosyal
bilimlerde dogum, evlilik, is yerlerinin ¢aligma siireleri gibi bircok farkli olay tiirleri ile
ilgilenilirken bu alanda yasam analizi, olay ge¢misi analizi olarak adlandirilmaktadir. Ote
yandan miihendislikte bir makinanin ya da bir arabanin herhangi bir par¢asinin ariza
yapma siiresi olay olarak ele alinmakta, boylece yasam ¢oziimlemesi, giivenilirlik analizi
adi ile ifade edilmektedir (Balay, 2014; Kleinbaum ve Klein, 2010).

Yasam siiresinin ¢oziimlenmesine iliskin ilk ¢aligmalar yasam tablosu yontemi ile
baslamistir. Daha sonra yasam fonksiyonunun tahmini i¢in Kaplan Meier yontemi
(Kaplan ve Meier, 1958) gelistirilmistir. iki yasam fonksiyonunun karsilastirilmasi igin
log-rank testinin dnerilmesi bu alandaki diger gelismelerdendir. Bu doneme kadar yapilan
caligmalarda sadece farkli gruptaki birey ya da birimlerin yasam fonksiyonlari
karsilastirilabiliyordu, bireye ya da birime etki edebilecek diger faktorlerin yasam
stiresine olan etkileri dikkate alimamiyordu. Cox’un 1972 yilinda 6nerdigi klasik Cox
regresyon modeli ile yasam siiresi lizerine etkisi olan farkli etkenlerinde dikkate
alinabilmesi saglanmaistir.

Yasam ¢Ozlimlemesi literatiiriinde biiyiik 6neme sahip bir diger konu da yasam
stiresinin modellenmesi konusudur. Weibull, log-lojistik, gamma log-normal gibi
dagilimlar yasam siliresinin  modellenmesinde kullanilan  klasik istatistiksel
dagilimlardandir. Fakat farkli alanlarda ¢ok farkli 6zelliklere sahip yasam verilerinin
bulunmas1 klasik istatistiksel dagilimlarin yetersiz kaldigi kanaatini olusturmustur. Son
yillarda 6zellikle bilgisayarlar gibi hesaplama araglarinin ve programlarinin gelismesinin
de etkisiyle modelleme basaris1 daha yiiksek olabilecek bagka bir ifade ile daha esnek
dagilimlar elde etme yoniinde calismalar oldukga ilgi gormektedir. Bu amagla farkl
tiirdeki dagilim genisletme yontemlerinden yararlanilarak daha fazla parametreye sahip
esnek dagilimlar yasam siiresinin modellenmesinde kullanilmak iizere onerilmistir. Bu

alanda literatiirde yapilan ¢alismalarin bir kismi1 agagida 6zetlenmistir:



Lee ve ark. (2007), ¢alismalarinda sanstirlii yagam siiresini modellemek i¢in yeni
beta-Weibull dagilimini ¢alismislar, bu dagilimin modelleme basarisinit géstermek i¢in
sansiirlii gozlemler iceren otobiis motorlarinin bozulma siireleri ve ¢ene kanseri verilerini
kullanmislardir.

Senhueza ve ark. (2008), calismalarinda yasam siiresini modellemek igin
Birnbaum-Saunders dagilimini genellestirmislerdir.

Cordeiro ve ark. (2010), Kumaraswamy-Weibull dagilimini 6énermisler ve dnerilen
yeni dagilimin basarisint bozulma siirelerini modelledikleri gergek veri seti
uygulamasinda gostermislerdir.

Nadarajah ve ark. (2011), caligmalarinda genellestirilmis Lindley dagilimini
Oonermisler ve yeni Onerdikleri dagilimin yasam siiresini modellemedeki basarisini
gostermek amaciyla gergek veri seti lizerine bir uygulama yapmislar ve bu uygulamada
onerdikleri dagilimin bu literatiirde yaygin olarak kullanilan klasik istatistiksel
dagilimlardan olan Weibull, gamma ve log-normal dagilimlarindan daha basarili oldugu
sonucuna varmislardir.

De Pascoa ve ark. (2011), calismalarinda yeni Kumaraswamy-genellestirilmis
gamma dagilimini sunmuslardir.

Lemonte ve Cordeiro (2013), yasam siiresini modellemede kullanilabilecek bes
parametreli McDonald-Lomax dagilimini 6nermislerdir.

Bourguignon ve ark. (2014), dagilim genisletme yontemi olarak Weibull-G ailesini
onerdikleri ¢aligmalarinda, Weibull-iistel ve Weibull-Burr XII dagilimlarin1 6nermisler
ve bu dagilimlarin 6miir siirelerini modellemedeki basarilarini birer gercek veri seti
lizerinde gostermislerdir.

Cordeiro ve ark. (2015), calismalarinda gamma-Lomax dagilimini 6nermislerdir ve
elde edilen yeni dagilimin modelleme basarisini kanser verileri tizerinde gostermislerdir.

Saboor ve Pagony (2016), Marshall-Olkin gamma Weibull dagilimini énermisler
ve bu dagilimin modelleme basarisini yasam verileri igeren gercek veri seti
uygulamalariyla gostermislerdir.

Tahir ve ark. (2016), calismalarinda Weibull-Pareto dagilimini ele almislar ve bu
dagilimi yagam siiresini modellemek i¢in kullanmislardir.

Alizadeh ve ark. (2017), calismalarinda yasam siiresi dagilimi olarak dort
parametreli istellestirilmis power Lindley geometrik dagilimini Onermigler ve bu

dagilimin modelleme basarisin1 gercek veri seti uygulamasiyla gostermislerdir.



Altun ve ark. (2017), yasam siiresi verilerini modellemede kullanilabilecek, Odd
Burr Lindley dagilimini 6nermis ve dagilimin 6zelliklerini incelemislerdir.

Yasam siirelerinin lizerine farkli agiklayici degiskenlerin etkilerini incelemeye
olanak saglayan klasik Cox regresyon modelinin (Cox, 1972) gelistirilmesinin ardindan,
parametrik regresyon modelleri de yasam ¢dzliimlemesi alaninda son yillarda yogun
olarak calisilan konularin basinda gelmektedir. Bu amagla Weibull, log-normal, log-
lojistik gibi istatistiksel dagilimlar, regresyon modelinde basarisizlik siiresini
modellemede kullanilan yaygin modellerdir. Bu amagcla farkli yapidaki yasam siirelerini
dahi iyi modelleyebilmek i¢in yine dagilim genigletme yontemleri aracilifiyla yeni
dagilimlar 6nerilmis ve bu dagilimlar iizerinden yeni parametrik regresyon modelleri elde
edilmis olup bu modellerin klasik dagilimlardan daha basarili olduklar1 {izerine literatiirde
bir¢ok calisma yapilmistir. Bu alanda literatiirde yapilan ¢alismalarin bir kism1 asagidaki
gibi 6zetlenebilir:

Silva ve ark. (2008), sansiirlii yasam siirelerinin de bulundugu verilerin iizerinde
ilgili aciklayict degiskenlerin etkilerini inceleyebilmek icin log-Burr XII regresyon
modelini 6nermislerdir.

Ortega ve ark. (2011), beta-Weibull dagilimi i¢in log-lineer regresyon modelini
yasam verileri i¢in uygulamislardir.

Ortega ve ark. (2012), beta-Birnbaum-Saunders dagilimi i¢in log-lineer regresyon
modelini ele almiglardir.

Cordeiro ve ark. (2013), beta tistellestirilmis Weibull dagilimini 6nermis olduklari
caligmalarinda bu dagilimi temel alan regresyon modelini de baz1 parametrik regresyon
modelleri ile karsilastirmislardir.

Lemonte (2013), yasam siiresini modellemek amaciyla genisletilmis Birnbaum-
Saunders regresyon modelini 6nermistir.

Cordeiro ve ark. (2014), dagilim genellestirme yontemi olarak Lomax-G ailesini
onerdikleri calismalarinda bu aileye dayali log-Lomax-Weibull regresyon modelini
kurmuslardir.

Gomes ve ark. (2014), calismalarinda Kumaraswamy genellestirilmis Rayleigh
dagilimin1 6nererek bu dagilimin yasam siiresi i¢in regresyon modelini elde etmislerdir.

Pescim ve ark. (2017), caligmalarinda yasam stiresi verilerini modellemek i¢in odd
log-lojistik genellestirilmis yari-normal dagilimini temel alan regresyon modelini

Onermislerdir.



Bu tez c¢alismasinda yukarida da ifade edildigi gibi yasam analizinde siklikla ele
alian konulardan olan yasam siiresinin modellenmesine ve log-yasam siiresi regresyon
modeline katki saglamasi amaciyla dagilim genellestirme yontemlerinden olan T-X
dagilimlar ailesi (Alzaattreh ve ark., 2013) yontemini temel alan Odd-Burr-G (Alizadeh
ve ark., 2016) metodu kullanilarak ii¢ farkli dagilim genellestirilmistir.

Oncelikle Rayleigh dagilimin temel dagilim olarak kullanilmis olup, Odd-Burr
Rayleigh dagilimi elde edilmistir. Dagilimin bir dizi istatistiksel 6zellikleri ele alinmig ve
yasam sliresini modellemedeki basarisin1 ortaya koyabilmek amaciyla gercek veri seti
tizerindeki modelleme performansi incelenmistir. Ayrica Rayleigh dagilimi riizgar hiz1
analizi literatiiriinde de 6nemli bir yere sahiptir. Temel alinan dagilimin literatiirde Gnem
arz ettigi alandaki basarisim1 da gosterebilmek amaciyla elde edilen yeni dagilimin
performansi riizgar hiz1 verileri {izerinde de incelenmistir.

Daha sonra daha ¢ok taskin verileri gibi esktrem verileri modellemede kullanilan
Pareto dagilim1 temel dagilim olarak alinmis ve Odd Burr Pareto dagilimi elde edilmistir.
Bu dagilimin istatistiksel 6zelliklerinin incelenmesinin yani1 sira bazi dagilimlar ile olan
iligkileri de ele alinmistir. Yine yasam siiresi verisini modelleme performansini incelemek
amactyla yasam verilerini i¢eren gergek veri seti lizerinde bir uygulamanin yani sira elde
edilen yeni dagilimin, temel alinan dagilimin siklikla kullanildig1 alanlardaki basarisini
da inceleyebilmek i¢in nehir tagkin verilerini ele alarak bir uygulama yapilmistir.

Son olarak yasam analizinde de 6nem arz eden klasik istatistiksel dagilimlardan
olan log-lojistik dagilimi temel alinarak Odd Burr Log-Lojistik dagilimi 6nerilmistir.
Elde edilen bu yeni dagilimin yasam siiresini modellemedeki performansinin
incelenmesinin yani sira dagilimi temel alan log-dogrusal regresyon modeli de elde
edilmistir. Elde edilen bu yeni regresyon modelinin performansini incelemek amaciyla
sansiirlii gézlemlerin de oldugu gergek veri seti lizerinde uygulama yapilmustir.

Yukarida ifade edilen konular dikkate alinarak tezin boliimleri bes ana baslikta
verilmistir. Tkinci bdliimde, yasam ¢oziimlemesi konusuna ait temel kavramlar dzetle ele
alinmigtir. Ugiincii béliimde, literatiirde kullanilan dagilim genellestirme ydntemleri
anlatilmistir. Dordiincii boliimde, bu tez ¢alismasi kapsaminda genellestirilen yasam
dagilimlari, istatistiksel 6zellikleri ve gercek veri uygulamalar ele alinmistir. Sonug ve

onerilerin bulundugu besinci boliim ile tez caligmas1 tamamlanmustir.



2. YASAM ANALIZINDE TEMEL KAVRAMLAR

Yasam analizi, ilgilenilen belirli bir olayin, belirli bir baglangi¢c zamanindan itibaren
gerceklesmesine kadar gecen siireyi veri olarak kullanip analizini yapan teknikleri

kapsamaktadir. Bu béliimde yasam analizi ile ilgili temel kavramlar ele alinacaktir.

2.1. Yasam Verilerinin Ozellikleri

Yasam verilerinin, standart verilerin ¢6ziimlenmesinde kullanilan istatistiksel
tekniklerle analiz edilememesinin sebebi iki baslikta ele alinabilir. Bu sebeplerden ilki;
yasam verileri genellikle simetrik dagilmaz. Ayni &zellikteki bireylere ait yasam
verilerinin histogrami ¢izilip incelendiginde saga (pozitif) carpik bir yap1 goze carpar. Bu
da dagilimin sagda daha uzun kuyruklu oldugunun gdstergesidir. Bu dezavantaj veride
doniigiimler yaparak (logaritmik) verinin daha simetrik hale getirilmesi ile giderilebilir.
Fakat daha uygun olan ¢0ziim, orijinal veriyi alternatif daha uygun dagilimla
modelleyerek ¢oziimlemektir. Diger bir sebep ise yasam verilerinin sansiirlenmis veriler
icermesidir. Bir birey i¢in yasam siiresinin bitis noktasi, ilgilenilen olgu i¢in bilinmiyorsa,
bu yasam siiresi sanslirlenmis olarak adlandirilir. Bu durum ilgilenilen olgunun gézlem
siiresi boyunca gerceklesmemesi ya da Dbireyin calismadan ayrilmasindan
kaynaklanabilir. Bir birey i¢in gozlemlenen yasam siiresi, sayet bireyin Oliimi
gdzlemlenen olgu ile ilgili degilse de sansiirlenmis veri olarak degerlendirilir. Ornegin
akciger kanserinden tedavi goren hastanin Sliimiiniin kalp krizi sebebiyle olmasi, o
hastanin akciger kanseri gozlemi igin sansiirlenmis veri olarak degerlendirilmesini
gerektirir (Collett, 2003).

t, zamaninda tedavisine baslanan bir hastanin tam olarak bilinmeyen 7, +¢ aninda
oldiigii varsayilsin. Eger hastanin en son #, +¢ zamaninda yasiyor oldugu biliniyorsa, ¢

siiresi sanslirlii yagsam siiresi olarak adlandirilir. Buradaki sansiirleme bireyin ¢alismaya
dahil olmasindan sonra gergeklesir. Yani bilinen son yasam siiresinin saginda olan bir
zamanla ilgilidir. Dolayisiyla bu veri tipi sagdan sansiirlenmis olarak adlandirilir. Sagdan
sansiirlenmis yasam siiresi bilinmeyen gercek yasam siiresinden daha azdir (Collett,
2003: Kleinbaum ve Klein, 2010).

Sanstirlemenin bir diger tiirii de soldan sansiirlemedir ki gercek yasam siiresi bilinen

yasam siiresinden daha azdir. Ornegin tiimérleri alman bir hastanmn {ic ay sonraki



kontroliinde tekrar tiimdr gézlenmis ise bu hasta i¢in kanserin niiksetmesi ii¢ aydan daha
azdir. Yani soldan sansiirlenmis yasam stiresidir (Collett, 2003).

Bir diger sansiirleme tiiri olan aralikli sansiirleme, olgunun gerceklestigi yasam
araliginin bilindigi durumdur. Yani kanserden tedavi edilen bir hastanin alt1 ay sonraki
kontroliinde tiimore rastlanmamis, on iki ay sonraki kontroliinde ise tekrar tiimor
bulundugu tespit edilmistir. Yani kanserin niiksetme zaman1 6 ay — 12 ay araliinda
olmustur. Bu gozlemlenen niiksetme zamani aralikli sansiirlenmistir (Collett, 2003:
Kleinbaum ve Klein, 2010).

Sansiirlenmis verilerin analizinde yapilan 6nemli bir varsayim; bireyin gercek
yasam siiresi olan #’nin, bireyin ¢ zamaninda (¢ <t) sansiirlenmis veri olmasina neden olan
herhangi bir sansiirleme mekanizmasindan bagimsiz olmasidir (non-informative

censoring) (Collett, 2003).

2.2. Yasam Fonksiyonu ve Tehlike Fonksiyonu
T negatif degerler almayan, yasam siiresi i¢in tanimli bir rassal degisken olmak

uzere, f (t) , T’nin olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. 7°nin dagilim fonksiyonu,

F(1)=P(T<t)= | f(u)du 2.1)

seklindedir. Bu fonksiyon yasam siiresinin #’den daha az olmas1 olasiligini ifade eder.

S (t) ile gosterilen yasam fonksiyonu ise yasam siiresinin #’den daha fazla olmasi

olasiligini verir ve (2.2)’deki gibi ifade edilir:
S(1)=P(T>1)=1-F(r) (2.2)

h(t) ile gosterilen tehlike fonksiyonu 7 anindaki 6liim riskini verir ve (2.3) denklemiyle

ifade edilir:

(2.3)

&—0

g

h(t):lim{

P(IST<I+8|TZI)}

Tehlike fonksiyonu, olasilik yogunluk ve yasam fonksiyonu yardimiyla (2.4) ve
(2.5) esitlikleri ile ifade edilebilir:



h() _) (2.4)

nr)=% 8 T J ﬁ{t()t)] -~ Lios[1-F ()]} =~ Lflogs (1)} @5)

(2.5) esitliginden yararlanilarak yagam fonksiyonu,
S(t)=exp{-H (1)} (2.6)

olarak yazilabilir. Burada H (t)

H(t)=] h(u)du 2.7)

olarak ifade edilir ve kiimiilatif tehlike fonksiyonu olarak adlandirilir. (2.6) esitliginden
yararlanarak kiimiilatif tehlike fonksiyonu,

H(1)=-logS(r) (2.8)

seklinde de ifade edilebilir (Collett, 2003).

2.3. Yasam Fonksiyonunun Tahmininde Kullanilan Parametrik Olmayan

Yontemler

Empirik yasam fonksiyonu $ (),

$ (t) _ Yasam siiresi >t olan birey sayisi (2.9)

Veri setindeki tiim bireylerin sayisi

yardimiyla hesaplanabilir.

Yasam fonksiyonunun degeri heniiz 6liimiin ger¢eklesmedigi zamanda 1’e esit

olup, son 6liim zamanindan sonra ise 0’a esittir. S () iki 6liim zamam arasinda sabit olup

S (t)-r grafigi basamak fonksiyonu seklindedir (Collett, 2003; Kleinbaum ve Klein,
2010).

(2.9) esitligi ile yapilan yagsam fonksiyonu tahmini veri setinde durdurulmus gézlem
degeri oldugunda kullanilamaz. Durdurulmus verilerin bulundugu durumlarda S (t) ‘nin

hesabinda kullanilabilecek parametrik olmayan yontemler izleyen boliimlerde

agiklanmistir (Collett, 2003).



2.3.1. Yasam fonksiyonunun yasam tablosu yontemi ile tahmini

Bu yontem ile oncelikle gdzlemin yapildiglr zaman periyodu araliklara ayrilir. Bu
araliklarin uzunluklarinin esit olmasi zorunlulugunun olmamasinin yaninda genellikle
esit olacak sekilde ayarlanir. Aralik sayisi ¢alismada yer alan birey sayisina bagli olarak

belirlenir ve genellikle 5-15 olarak alinir (Collett, 2003).

Gozlem siiresi m adet araliga ayrilsin ve (t;,t}+1), J. =1,2,...,m) aralik olmak
lizere, d; ve ¢, sirastyla bu aralikta gergeklesen oliim sayisini ve durdurulmus zaman
sayisini ifade etsin. n,’de j. araligin basinda yasayan birey sayisi, yani risk grubunda olan

bireylerin sayist olsun. Durdurma isleminin j. aralik boyunca durdurulmus yasam
stirelerinin diizgiin bir sekilde dagilacagi sekilde yapildigi varsayimi altinda, bu araliktaki

riskte olan bireylerin ortalama sayisi,

ni=n;—c;/2 (2.10)
olarak hesaplanir. Bu varsaymm aktiieryal varsayim olarak ifade edilir (Collett, 2003).
J°inci araliktaki 6lim olasiligi 4, /»’; olarak tahmin edilebilir. Dolayisiyla bu araliktaki
yasam olasilig1 ise (n; —d j)/ n’ seklindedir. $imdi herhangi bir # (k=1.2,...,m)
zamanindan sonraki, bir an i¢in bireyin yasam olasilif1 ele alinsin. Burada 7, herhangi bir

zaman araliginin baglangi¢ anidir. Bu olasiligin yasam tablosu yontemi tahmini,

S*(t):ﬁ(n;_dj] t<t<t., k=12,.,m (2.11)
' > M =V =Ykq10 It R .

j=

yardimiyla hesaplanir. Yasam fonksiyonunun tahmini ilk zaman araliginin baslangi¢ ani

olan 7’ den 6nce bire esit olup 7 .’ den sonra ise sifira esittir. Bu yontemle tahmin edilen

yasam fonksiyonunun grafigi de basamak fonksiyonu seklinde olup, her bir zaman
araliginda sabit degerler alir (Collett, 2003).

Yasam tablosu yontemi tahmin asamasinda olusturulan araliklarin se¢iminden
etkilenir. Ayrica bu yontemin, 6liim zamanlarinin tam olarak bilinmedigi, sadece ardisik
zaman araliklarinda meydana gelen 6liim sayisinin ve durdurulmus zaman sayisinin

bilindigi durumlarda kullanimi daha uygundur. Ger¢ek yasam zamanlarinin bilindigi



durumlarda bu yontemin kullanilmasi, yasam siirelerinin gruplanmasi sebebiyle bilgi
kaybina neden olur. Bu durum 6zellikle birim sayisinin 30’dan kiiciik oldugu 6rneklerde

ortaya ¢ikar (Collett, 2003).

2.3.2. Yasam fonksiyonunun Kaplan-Meier tahmini

Yasam fonksiyonunun Kaplan-Meier tahminini elde etmek icin yasam-tablosu
yonteminde oldugu gibi zaman araliklari olusturulmaktadir. Yalniz burada her bir zaman
araligi bir tek Oliim zamani igcermekte olup araliklarin baslangi¢ anlart bu 6lim
zamanlardir.

t,t,,....t, yasam silrelerinden olusan n biiyiikligiindeki veri seti olsun. Bu

124250095,
verilerden bazilarinin sagdan durdurulmus olabilecegi ve ayn siireye sahip birden ¢ok
birey olabilecegi varsayilsin. Bireyler igerisinde » <n olmak tlizere, r tane 0liim sayisi

olsun ve bu 6liim siireleri fyy <ty <-<Y, seklinde siralansin. t) j’inci 6liim zamani
olmak iizere, n, bu zamandan hemen dnce yasayan bireylerin sayisi (1 zamaninda 6len

bireyler déhil) ve d, de t) zamaninda Slen bireylerin sayis1 olsun. Oliim zamanlar1 ve
durdurulmus zamanlarin ¢akistigi Orneklemlerle karsilagilabilir. Bu durumda
durdurulmus zamanin 6liim zamanindan hemen sonra ger¢eklesmis oldugu kabul edilir

ve n, hesap edilir (Collett, 2003; Kleinbaum ve Klein, 2010).

Orneklemde bulunan bireylerin 6liim zamanlarinin bagimsiz oldugu varsayimi

altinda ¢ zamani i¢in yasam fonksiyonunun Kaplan-Meier tahmini,

A k (n.—d.
S(;):H( J ’], fay STy, k=12,..r (2.12)

j=1
formiilii yardimiyla hesaplanir. Burada (1) SONSUZ olarak alir. Eger 6rneklemdeki en

bityiik deger durdurulmus yasam siiresi (¢*) ise, £ >¢* igin S (1) tanmsizdur. Ote yandan

en biiyiik gozlem degeri 5liim zaman ise bu gézlemden daha biiyiik bir zaman igin S(r)

sifira esittir. Kaplan-Meier tahmincisi de yasam-tablosu tahmincisi gibi tahmin edilmis
olasiliklarin ¢arpimlarindan olusur. Aslinda Kaplan-Meier tahmincisi yasam-tablosu
tahmincisinin, zaman araliklar1 sayisinin sonsuza gittigi ve zaman araliklar1 uzunlugunun

stfira gittigi limit durumudur (Collett, 2003; Kleinbaum ve Klein, 2010).



2.4. Klasik Cox Regresyon

Onceki béliimlerde ele alinan parametrik olmayan metotlar tek bir yasam verisi
ornekleminin analizinde ya da iki veya daha fazla grubun yasam siirelerinin
karsilastirilmasinda kullanilabilir. Fakat yasam siirelerini etkileyen farkl etkenler dikkate
alinamaz. Yasam siiresini etkileyen agiklayici degiskenlerin belirlenip modele dahil
edildigi orantili tehlikeler modeli olarak adlandirilan model Cox (1972) tarafindan
onerilmistir. Cox tarafindan onerildigi icin klasik Cox regresyon modeli olarak da
adlandirilmaktadir. Model orantili tehlikeler varsayimina dayanmasina ragmen, yasam
stireleri i¢in herhangi bir dagilimsal varsayim gerektirmemektedir. Dolayisiyla klasik Cox
regresyon modeli yar1 parametrik model olarak adlandirilmaktadir (Cox, 1972; Collett,
2003; Ata, 2010).

X,,X,,....X ,, tehlike fonksiyonunu etkileyen p tane agiklayici degisken olsun.

h, (t) , tim agiklayici degisken degerlerinin sifir oldugu bireyin temel tehlike fonksiyonu

olmak {izere i. birey i¢in klasik Cox regresyon modeli,
h (1) =exp(Bx, + By +...t B,x,, ) Iy (1) (2.13)

seklinde ifade edilir (Cox, 1972; Collet, 2003; Ata, 2010).

2.5. Parametrik Yasam Modelleri (Hizlandirilmis Basarisizhik Zamani1 Modeli)

Klasik Cox regresyon modeli kullanildiginda yasam verilerinin herhangi bir olasilik
dagilimina uygunlugu hakkinda bir varsayima ihtiya¢ bulunmamaktadir. Dolayisiyla
temel tehlike fonksiyonu herhangi bir dagilima gore hesaplanmamaktadir. Bu sebeple
klasik Cox regresyon modeli, parametrik regresyon modellerine gore daha esnek ve
yaygin kullanima sahiptir. Diger yandan, eSer yasam verileri herhangi bir dagilima
uygunluk gosteriyor ise bu dagilima dayali modelden yapilan ¢ikarimlar daha kesin
olmaktadir. Ozellikle goreli tehlikeler ve yasam siiresinin medyan: degerlerinin
tahminleri herhangi bir parametrik varsayimin olmadig1 duruma goére daha kiigiik standart
hata degerine sahip olur (Collett, 2003).

Varsayalim ki ayni hastalik sebebiyle tedavi goren hastalar rasgele iki gruba

ayrilsin. Gruplardan birine standart tedavi yontemi digerine ise yeni gelistirilen tedavi

yontemi uygulansin. Standart tedavi uygulanan grubun yasam fonksiyonu S, (t) ve yeni
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yontemin uygulandigi grubun yasam fonksiyonu S, (t) olsun. Hizlandirilmis basarisizlik

zamani modeli,
Sy(1)=55(t/9)

olarak ifade edilir. Burada ¢ bilinmeyen bir sabit olmak iizere ¢ ' hizlandirma faktorii

olarak adlandirilir. Tehlike fonksiyonu ile yasam fonksiyonu arasindaki iliskiden

yararlanarak yukarida verilen esitlik,
hy(1)=¢"'hy(t/ )
biciminde yazilabilir. X,

1, yeni tedavi (N )
0, standart tedavi (5)

degerlerini alan gosterge degiskeni olmak iizere, i. birey i¢in tehlike fonksiyonu,
h(t)=¢h, (t/¢"f) (2.14)

seklinde ifade edilebilir. ¢ >0 oldugundan ¢=¢” olarak alinabilir. Dolayisiyla (2.14)

esitligindeki hizlandirilmis basarisizlik zamani1 modeli,
h(t)=e“hy (/™) (2.15)

olarak elde edilir. Bu esitlik p tane aciklayici degiskenin bulundugu durum igin

genellestirilebilir:
h(t)=e"hy(t/e") (2.16)
Buradaki 7,
M = 0X,; + 00Xy, +.+ O X,
olup modelin lineer bilesenidir. Bu modelde i. bireyin yasam fonksiyonu,
S, (t)=S8,{t/exp(,)}

seklinde ifade edilebilir (Collett, 2003; Kleinbaum ve Klein, 2010).
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2.5.1. Hizlandirilmis basarisizlik zamam modelinin log-lineer formda yazilmasi
i. bireyin yasam siiresine iliskin 7 rassal degiskeni asagidaki gibi lineer formda

ifade edilsin:
logT, = u+ax,; + a,x,, +...+a,x, +O¢, (2.17)
Bu modeldeki «,,a,,...,a, agiklayict degiskenlerin bilinmeyen katsayilari, modelin hata

dagilmmm u ve o sirastyla konum ve Olgek parametrelerini ve ¢ hatalarn ifade

etmektedir. Bu modelde hatalarin belirli bir dagilimdan gelen rassal degisken oldugu

varsayllir. o, a,,...,ar, parametreleri agiklayict degiskenlerin yasam siiresine olan

etkilerini yansitir. Ornegin eger belirli bir agiklayici degiskene ait katsay1 pozitif ise o
aciklayict degisken degerinin artmasinin yasam siiresini arttirdigi manasina gelir.
(2.16) esitligi ile (2.17)’in iligkisini gostermek i¢in i. bireye ait t zamanindaki yagam

fonksiyonu (2.17)’ten yararlanarak,
S.(1)=P(T,>t)= P{exp(,u+a,xli +o.4a, X, +O‘6‘i)2t}
S.(t)= P{exp(,u+ o€, ) > t/exp(alxh. +ota,x, )}

seklinde ifade edilebilir. Tiim agiklayic1 degiskenlerin sifir degerini aldig1 temel yasam

fonksiyonu S, (7),
S, (t)=P{exp(p+o0%,) 2t}
seklindedir. Bu esitlikten yararlanarak i. bireye ait yasam fonksiyonu,
S, (1) =S, {1/ exp(ax, +..+a,x, )| 2.18)

olarak ifade edilebilir. Bu esitlik hizlandirilmig basarisizlik zamani1 modelindeki i. bireyin

yasam fonksiyonunun genel formudur. Burada i. birey i¢in hizlandirma faktori
exp(—a'xl.)’dir. (2.18) esitliginde her iki tarafin logaritmasi alinip, -1 ile garpilip t’ye

gore tiirevi alinirsa,
h(t)=exp(-a'x)h, {t/exp(a'x,)}
esitligi elde edilir ve bu da (2.16) ile verilen modele karsilik gelir.

i. birey i¢in yasam fonksiyonu,
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S.(t)=P(T, > 1) = P(logT, >logt)
seklinde ifade edilebilir. (2.17)’ten yararlanarak,

S, (t) =P(u+ax,; +a,x, +..+a,x, +og 2logt)

14

:P(g S logt—pu—ax,; —a,x, —...—apxpi] (2.19)
o o

olarak yazilabilir. S, () i. hata rassal degiskeninin yasam fonksiyonu olmak iizere, i.

bireyin yasam fonksiyonu,

logt—u—-ax, —o,x,, —...—a _x_.
Si(t):Sgi( g H 1741 27%2i P pzj (220)

o)

bi¢iminde ifade edilebilir. Bu sonug 7, rassal degiskenine ait yasam fonksiyonunun, ¢,

hata terimine ait yasam fonksiyonundan bulunabilecegini gosterir (Collett, 2003).

2.5.2. Hizlandirilmis basarisizlik zamani modelinin tahmini

Hizlandirilmis basarisizlik zamani modelinin parametreleri en cok olabilirlik
yontemi kullanilarak tahmin edilir. Bu amagla kullanilacak olabilirlik fonksiyonu

modelin lineer formundan elde edilir. 7,,¢,,...,¢, gozlemlerine ait olabilirlik fonksiyonu,
n 5 1-5;
L= H{fz (ti)} I {Si (ti)}
i=1
seklindedir. Burada f; (tl.) ve S, (tl.) i. bireyin ¢, anindaki olasilik ve yasam fonksiyonlari,

o, ise,

0, =

1

{1, basarisiz

0, sansiirlenmis

degerlerini alan gosterge degiskenidir. (2.20)’den yararlanarak,
Si (t) =3, (Z,-)

olarak yazilabilir. Burada z; = (log [— =X, —OLXy, — . — A X, ) / o seklindedir. Her

iki tarafin #’ye gore tiirevi alindiginda,
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biciminde elde edilir. Bu sonug¢ yardimiyla olabilirlik fonksiyonu,

1-6;

S CORIAD RN

seklinde olur. Sonu¢ olarak modelin olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi,
log L=3"{~6 log(o,)+5,log £, (2,)+(1-5)S, (2,)} (2.21)
i=1

olarak elde edilir (Collett, 2003; Lee ve Wang, 2003). Modelde bulunan (p+2) adet

bilinmeyen parametrenin tahminlerine, log L ’in maksimize edilmesiyle ulasilir. Bu

amagla Newton-Raphson veya Nelder-Mead yontemi kullanilabilir.

2.5.3. Weibull hizlandirilmis basarisizhik siiresi modeli
Yasam siirelerinin, 6lcek parametresi 4 ve sekil parametresi y olan Weibull

(W(/L 7/)) dagilimina sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda temel tehlike fonksiyonu,

hy (1) =Apt"" (2.22)

bi¢iminde olur. i. bireyin tehlike fonksiyonu,
h(t)=eay(eme) " =(e) Ay (2.23)
seklinde ifade edilir. Weibull dagilimi i¢in genel hizlandirilmis basarisizlik siiresi modeli,

h(©=e"hy(t/e")
71 % (2.24)
= e (e

olarak elde edilir. Dolayisiyla i. bireyin yasam siiresi W (xle‘y g ,7/) dagilimina sahip olur.

Sonug olarak Weibull dagilimi hizlandirilmis basarisizlik siiresi 6zelligini saglar (Collett,
2003).

Modelin log-lineer gosterimi ele alinsin. 7, Weibull dagilimina sahip oldugunda &,

Gumbel dagilimina sahip olur. Bu dagilim asimetrik bir dagilimdir ve yasam fonksiyonu

asagida ifade edildigi gibidir:
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S, (t):exp(—e’), —00 <t <® (2.25)

Gumbel dagilimimin kiimiilatif tehlike ve tehlike fonksiyonlar sirasiyla agsagidaki

gibidir:
(2.26)

T, =exp ( Ut ox,; +..+a,x, +0og, ) rassal degiskeninin Weibull dagildigin1 gostermek

icin (2.20) esitliginden yararlanarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

logt—u—oa,x,. —a,x, —...—a X .
Si(t)=exp{—exp[ L T o Lo J} (2.27)
o

Yukarida verilen esitlik,
S, (1)= exp(—il.t“" )
bi¢iminde de ifade edilebilir. Buradaki A,
A= exp{—(,u +a,x,; ...+ apxpl.)/a}

seklindedir. Dolayisiyla yukarida ifade edilen yasam fonksiyonu 6l¢ek parametresi A

sekil parametresi o' olan Weibull dagilimina ait yasam fonksiyonudur. Sonug olarak
(2.27) esitligi Weibull yasam fonksiyonunun hizlandirilmis basarisizlik siiresi formunda
gosterimidir.

Weibull hizlandirilmis basarisizlik zamani1 modelinin kiimiilatif tehlike fonksiyonu

yasam fonksiyonu ile olan iliski yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

logt—pu—ox, —o,x, —...—a_x .
H,(t)=—logS$, (1) :exp( i e B & ’"] (2.28)
o
Bu esitlik H, (7) = A¢"? bi¢iminde de ifade edilebilir. Tehlike fonksiyonu ise,
1 logt —p—ax,; —a,x,, —..—a,x,,
h,(t)=—exp (2.29)
ot o

1

bigimindedir. Bu esitlik #,(¢)= iia’lt;_l seklinde de yazilabilir (Collett, 2003).
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Hizlandirilmis basarisizlik zamani modeli Weibull dagiliminin yaninda iistel, log-

lojistik, log-normal, gamma gibi dagilimlar i¢in de elde edilebilir.

2.6. Parametrik Model i¢cin Artiklar
T, i=1,2,..,niinci bireyin yasam siiresini ifade eden rassal degisken ve i’inci

bireye ait aciklayict degisken degerleri olmak tlizere hizlandirilmig basarisizlik zamani

modeli log-lineer formda asagidaki gibi ifade edilir:

log7, = p+ax, +a,x, ++-+a,x, +0¢,.

Burada ¢, rassal degisken olup dagilimi 7 ’nin dagilimu ile iliskilidir. Bilindigi lizere
u,o ve a;, j=1,2,---, p bilinmeyen parametrelerdir. Eger i’inci bireye ait yasam siiresi

sanslirlii ise o bireyin artik degeri de sansiirliidiir. Parametrik modelin analizinde

kullanilan artik tiirleri basliklar halinde izleyen boliimlerde agiklanmaistir.

2.6.1. Standartlastirilms artiklar
Hizlandirilmis basarisizlik zamani modeli i¢in elde edilen standartlagtirilmis

artiklar,

r, ={logt, = fi—Gx, + Q%+ +a,x, |1 & (2.30)

seklinde tanimlanir. Burada ¢,, i’inci bireyin gdzlemlenmis yasam siiresi, [, O ve @ ;

tahmin edilmis parametre degerleridir. Eger model dogru kurulmus ise standartlastiriimis

artik degerlerinin, hizlandirilmis basarisizlik zamani1 modelindeki ¢, ’ler ile ayn1 dagilima
sahip olmasi beklenir. Ornegin; T,, Weibull dagilimima sahip olsun, eger kurulan model
dogru ise standartlagtirilmig artiklarin Gumbel dagilimma sahip olmalari beklenir.

Artiklarin tahmin edilen yasam fonksiyonu ile ¢, ’nin yasam fonksiyonu olan S, (5) ‘nin

benzer olmasi beklenir. Bilindigi iizere —log(Sgi (8)) A =1 ile Ustel dagilima sahiptir.

Dolayistyla eger model dogru kurulmussa —log (Sg (rsl- )) yaklagik olarak 1 parametreli

iistel dagilima sahip olmalidir. Bu husus model uygunlugunun kontrol edilmesinde

kullanilan grafiklerin temelini olusturur (Collett, 2003).
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2.6.2. Cox-Snell artiklar:

Cox-Snell artig1 olarak ifade edilen artiklar esas olarak ilgili bireyin tahmin edilmis olan
kiimtlatif tehlike fonksiyonuna esittir. Hizlandirilmig basarisizlik siiresi modelinde i inci

bireye ait yasam fonksiyonu,

A

5.(9)=s. (log L= = O, — 0y Xy — .= AL X, j
' G

esitligi yardimiyla elde edilir. Dolayisiyla parametrik model i¢in Cox-Snell artig1,
r. =H, (t)=-log$(t,) (2.31)

seklinde ifade edilir. Bilindigi iizere H, (t,), i ‘inci bireye ait 7, zamant igin tahmin edilen
kiimtilatif tehlike fonksiyonudur (Collett, 2003; Kleinbaum ve Klein, 2010).
S (T) ‘nin yapisina bagl kalmaksizin ¥ =—log S (T) rassal degiskeni 1 parametreli

istel dagilima sahip oldugu i¢in eger kurulan model dogru ise Cox-Snell artiklar1 1

parametreli iistel dagilima sahip olmalidir.

2.6.3. Martingale artiklar:
Martingale artiklari (O, tl.) araliginda gozlemlenmis olim sayis1 ile model

aracilifiyla tahmin edilmis 6lim sayis1 arasindaki farklar1 vermektedir ve asagidaki gibi

tanimlanir:
ry, =6, -1, =6,+logS$,(t,) (2.32)
Bilindigi lizere esitlikteki &, degeri eger i’inci birey gézlemlenmis ise 1 sansiirlenmis ise

0 degerini alir (Collett, 2003).

2.6.4. Deviance artiklar1

Martingale artiklar1 ¢arpik bir dagilima sahip olduklar i¢in Therneau (1990) bu

artiklar1 simetrik hale getirmek i¢in deviance artiklarini asagidaki gibi tanimlamistir:

1, = sign(n, )| =2{r, + 2 1og (6~ 1, )}Jm i=l..n (2.33)
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2.6.5. Skor artiklar

Skor artiklari, log-olabilirlik fonksiyonunun bilinmeyen parametrelere gore kismi
tiirevlerini olusturan bilesenlere karsilik gelir. N birimlik bir gézlem i¢in hizlandirilmis

basarisizlik modelinin olabilirlik fonksiyonu:

log L= Zn:{—d_ log(ot,)+6,log f, (z,)+(1-6,)S, (z,-)}

i=1
seklindedir. Burada z, = (log [— = 0X,; — 0yXy, — .= A X, ) / o olarak ifade edilir. Log

olabilirlik fonksiyonunun parametrelere gore kismi tiirevleri,

OlogL G_IZn:g(Zi )
i=1

ou N

OlogL |
?=O' lg{zig(z,-)é;},
OlogL |

st oo Sheeta)

seklinde olup burada g(z,),

(1—5,~)fgi (Zi)_é‘ifs: (Zi)
Sé.l_(Zl-) f5~i(zi)

g(Zi)=

olarak ifade edilir. En ¢ok olabilirlik tahmini i¢in hesaplanan bu kismi tiirev degerlerinin
her bir i’inci bileseni ilgili terime karsilik gelen skor artigini ifade eder. Sonug olarak

standartlastirilmis artiklarin tanimindan da yararlanarak g i¢in i’inci skor artigy;
67g(r;) (2.34)
Olcek parametresi o i¢in i’inci skor artigs;
6 {rsi g(r, )—5,.} (2.35)
son olarak j’inci agiklayici degisken olan x; i¢in i’inci skor artigy;

GA_'xﬁg (’”s, ) (2.36)

seklinde ifade edilir (Collett, 2003; Lawless, 2003).
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2.6.5. Artiklarin analizi
Modelin uygunlugu i¢in yapilan artik analizinde en sik kullanilan grafik Cox-Snell
artiklarinin grafigidir. Bu amacla —log§ (rc,_ )— r., grafigi olusturulur. Eger 1 egimli ve

0’dan gecen dogru seklinde grafik elde edilmisse kurulan modelin uygun oldugu
sonucuna varilir.

Martingale ya da deviance artiklar1 ile elde edilen grafikler aykir1 degerlerin
tespitinde kullanilir. Martingale ya da deviance artiklarinin sirali yasam siirelerine ya da
aciklayict degiskenlere karsi ¢izilen grafikler yardimiyla modele uygun olmayan yasam
stirelerinin varlig1 ya da agiklayici degiskenlerin varligi kontrol edilebilir. Ayni sekilde
aciklayict degiskenlere ait skor artiklarinin, sirali yasam stirelerine karsi elde edilen
grafikler yardimiyla veri setinde aykir1 degerlerin olup olmadiginin tespiti miimkiin

olabilir (Collett, 2003).

2.7. Model Secim Kriterleri

Yasam verisinin modellenmesinde kullanilabilecek en uygun modele karar
verebilmek icin cesitli kriterler kullanilmaktadir. Bu amagla Akaike bilgi kriteri (AIC) ve
Bayesci bilgi kriteri (BIC) siklikla kullanilan iki kriterdir.

Akaike bilgi kriteri,

AIC =—2log L+2¢ (2.37)

seklinde olup bu esitlikteki ¢ modeldeki bilinmeyen parametre sayisini ifade eder. Bu
istatistik degerinin daha diisiik oldugu model daha iyi model anlamina gelir (Collett,
2003; Ata, 2010).

Bayesci bilgi kriteri,

BIC =-2log L+qglogn (2.38)

seklinde olup bu esitlikteki n toplam gozlem sayisini ifade etmektedir (Collett, 2003; Ata,
2010). Aym sekilde BIC kriterinin degerinin diisiik olmas1 da modelin daha iyi oldugunu
ifade eder.

Literatiirde, AIC ve BIC’nin yani sira tutarli Akaike bilgi kriteri (CAIC) ve Hannan
Quinn bilgi kriteri (HQIC) kullanilmakta olup formiilleri sirasiyla ifade edilmistir (Tahir
ve ark, 2016; Hannan ve Quinn, 1979).
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CAIC = —21og L+—24" (2.39)
n—q—1

HQIC =-2log L+2¢In(In(n)) (2.40)

AIC ve BIC’de oldugu gibi CAIC ve HQIC degerlerinin diisiik olmas1 da modelin daha

1yi oldugunu ifade eder.
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3. DAGILIM GENELLESTiRME YONTEMLERI

Bu boliimde literatiirde gelistirilmis olan dagilim iiretme yontemlerine kisaca

deginilecektir.

3.1. Diferansiyel Denklem Yontemi

Pearson (1895) tarafindan Onerilen yontem ile istatistiksel dagilimlar elde etmek
icin diferansiyel denklem kullanilir. Bu sistem, simetrik olmayan verileri modellemek
amaciyla gelistirilmistir. (3.1) esitligi ile verilen denklem sistemini saglayan fonksiyonlar

Pearson sistemi tarafindan tiretilen yogunluk fonksiyonlarini ifade eder:

1 df(x) a-+x
f(x) dx  by+bx+bx’

3.1

Burada a,b,,b,,b, parametreler olup, f () fonksiyonunun sekli bu parametrelere

baglidir. Farkl: tipteki dagilimlar yukaridaki esitligin farkli formdaki ¢ézlimlerine karsilik
gelir (Pearson, 1895; Lee ve ark, 2013).

Diferansiyel denklem yontemine dayali farkli bir metot, Burr (1942) tarafindan
onerilmis olup (3.2) esitligindeki diferansiyel denklemi saglayan dagilim sistemlerinden

olusmaktadir:

dF =F(1-F)g(x)dx 3.2)

Burada O< F <1 ve g (x) , x Uzerinde tanimli negatif olmayan fonksiyonlardir. Verilen

esitligin 12 adet ¢6ziimii, dagilim fonksiyonu formunda Burr tarafindan elde edilmis olup

Burr I-XII dagilimlari olarak adlandirilmaktadir (Burr, 1942; Lee ve ark., 2013).

3.2. Doniistiirme Yontemi
Johnson (1949) tarafindan dagilim gelistirmek amaciyla 6nerilen bu yontemde (3.3)

esitligi ile verilen normallestirme doniisiimii kullanilmaktadir:

z=y+5f(—xfj (3.3)
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Burada f () dontisiim fonksiyonu, Z standartlastirilmis normal rassal degisken, 7,0,4

ve & parametrelerdir. Bu yontem, doniistirme yontemi olarak bilinir. & ve A
parametrelerinin pozitif oldugu varsayilir.
Johnson (1949) {i¢ adet doniistiirme fonksiyonu 6nermistir:

1) Log-Normal aile (S, ):

Z=y+6In(X-¢&), X>¢ (3.4)
i1) Siirli dagilimlar ailesi (S, ):
X-¢
Z=y+0In| —— |, E<X <&+ A 3.5
/4 (gm—xj 5 S (3.5)

1i1) Siirsiz dagilimlar ailesi (S, ):

1/2

Zy+ohn (X_ﬂfj{(x_-f] H} s X <o
A A
il . -1 X_é
=y +0'sinh (—/1 j

Ifade edilen bu dagilim aileleri normal, log-normal, gamma, beta, iistel dagilim gibi

(3.6)

literatiirde siklikla kullanilan dagilimlar1 kapsamaktadir.
Literatiirde siklikla kullanilan Birnbaum-Saunders dagilimi, Johnson ailesinin bir

tiyesidir. Birnbaum ve Saunders (1969) tarafindan gelistirilen bu dagilim normallestirme
déniisimii  denkleminde y=&=0, f(y)= \/; -Jl/y ve X=Y/A almarak
tiiretilmistir. Dolayisiyla Birnbaum-Saunders rassal degiskeni X ile doniistliriilen Z

arasindaki iliski Z =0 (\/X [ A=A X ) seklindedir (Lee ve ark., 2013; Johnson, 1949).

3.3. Kantil Fonksiyonu Metodu

Bu yontem ile tiretilen dagilimlar ailesi kantil fonksiyonuna dayali olarak (3.7)’deki

sekilde tanimlanir:

, 0<y<lI 3.7
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A, ve A, parametreleri sirasiyla konum ve 6l¢ek parametreleridir. A, ¢arpikligi, A,ise

basiklig1 kontrol eder. Verilen esitlige karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu
(3.8)’deki gibidir:

4
flx)= —, x=0 (3.8)
) Ay T+ A (1= y)" ©)

Bu yontem lizerine yapilan ilk ¢alismalar lamda dagilimini elde etmeye yoneliktir.
Daha sonraki yillarda bu dagilim, Ramberg ve Schmeiser (1974) ve Ramberg ve ark.
(1979) tarafindan genellestirilmis lamda dagilimlar olarak adlandirilmistir (Lee ve ark.,

2013).

3.4. Carpik Dagihim Elde Etme Yontemi

Iki simetrik dagilimm bilesiminden carpik dagilim elde etme ydntemi ilk olarak
Azzalini (1985) tarafindan Onerilmistir. Carpik normal dagilim ailesini de ilk tanitan

Azzalini’dir. Carpik normal aile su sekilde agiklanir: X rassal degiskeni 0 noktasinda

simetrik olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun. Y ise G'(-) simetrik olan, mutlak
stirekli G () dagilim fonksiyonuna sahip olsun. Sonug olarak herhangi bir 2 € R i¢in,
0,5=P(Y=AX <0)=E,[ P(Y <AX|X =x)]= [ f,(x)G(Ax)dx (3.9)

—00

saglanir. Bu nedenle,
2f0(x)G(lx), —00< X <0 (3.10)

gegerli bir olasilik yogunluk fonksiyonunu ifade eder.

Z rassal degiskeni standart normal dagilima sahip olsun ve Z, rassal degiskeninin

olasilik yogunluk fonksiyonu (3.11)’deki gibi tanimlansin:
£, (2.4)=20(2)®(4z), zeR, 1eR (3.11)

Burada (o(z) ve CD(z) standart normal dagilimin olasilik yogunluk ve dagilim
fonksiyonlaridir. Dolayisiyla Z, rassal degiskeni ¢arpik normal rassal degiskenidir ve
Z ~SN (ﬂ) ile gosterilir. Burada A c¢arpiklik parametresidir (Azzalini, 1985; Lee ve ark.,

2013).
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3.5. Beta’dan Uretme Yontemi

Eugene ve ark. (2002) tarafindan onerilen bu yontemde beta dagiliminin olasilik
yogunluk fonksiyonu iiretici fonksiyon olarak kullanilmaktadir. Beta sinifina dahil olan

X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu (3.12)’deki gibi tanimlanir:
G(x)= [ b(r)ar (3.12)

Burada b(t) beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve F (x) ise herhangi bir

rassal degiskenin dagilim fonksiyonudur. Yukarida ifade edilen bu esitlik yardimiyla
iiretilen beta sinifina dahil rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu (3.13)’teki

sekilde elde edilir:

p 1
- B(a.p)

g(x) F(x)F (x)(1-F (x)) (3.13)

Bu yontem yeni dagilim iiretmek icin kolay bir yol sunmaktadir. Literatiirde bu yontem
kullanilarak iiretilen beta-normal, beta-Gumbel, beta-iistel, beta-Weibull, beta-Pareto gibi

bircok dagilim bulunmaktadir (Eugene, 2002; Lee ve ark., 2013).

3.6. Parametre Ekleyerek Dagihm Uretme Yontemi

Hali hazirdaki bir dagilima parametre ekleyerek “genellestirilmis” dagilim elde
etmek siklikla kullanilan yontemlerdendir. Weibull, Pareto, gamma, lojistik gibi birgok
dagilimin bu yontem kullanilarak elde edilen genellestirilmis tipleri bulunmaktadir.
Parametre ekleyerek dagilim elde etmek i¢in kullanilan ¢esitli metotlar olmasina ragmen

en ¢ok bilinenleri asagida kisaca verilen iistellestirme ve Marhall-Olkin yontemidir.

3.6.1 Ustellestirme yontemi (Exponentiated method)

Mudholkar ve Srivastava (1993) bu yontemi kullanarak {istellestirilmis Weibull
dagilimini (3.14)’teki gibi ifade etmislerdir:

F(x)={1-exp[—(ax) 8]} , x>0, a.B.y >0. (3.14)
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Acikca goriilmektedir ki y =1 oldugunda Weibull dagilimi elde edilmektedir. Genel
olarak Ustellestime yontemi F' ve F, sirasiyla X rassal degiskeni ve istellestirilmis X

rassal degiskeninin dagilim fonksiyonlar1 olmak iizere,

F

E

—(FY,y>0 (3.15)

esitligi yardimiyla elde edilir (Mudholkar ve Srivastava, 1993; Lee ve ark., 2013).

3.6.2 Marshall-Olkin yontemi

Mevcut bir dagilima parametre ekleyerek yeni bir dagilim elde etmek amacyla,
Marshall-Olkin (1997) tarafindan yasam fonksiyonuna dayali olarak Onerilen yontem
(3.16)’daki gibidir:

_ as(x) as (x)
G(xa) as() F)ras()’ <x<mw, 0<a< (3.16)

Burada $ (x) herhangi bir dagilimin yasam fonksiyonu, « dagilima eklenen yeni

parametre ve & =1—« ’dir (Marshall ve Olkin, 1997; Lee ve ark., 2013).

3.7. Composite Yontemi
Cooray ve Ananda (2005) tarafindan 6nerilen bu yontem ile iki dagilimin (3.17)’de

ifade edildigi bigimde birlestirilmesiyle yeni bir dagilim elde edilir:

f(x):{Cfl (x), xe(O,@] . 347

cf, (x), X€e [49,00)

Burada ¢ normallestirme sabiti olup, f, ve f, pozitif tanimh olasilik yogunluk

fonksiyonlaridir. Bilinmeyen @ sabiti Oyle segilmelidir ki elde edilen f (x) yogunluk

fonksiyonu o noktada siirekli ve tiirevlenebilir olsun. (3.18) ile ifade edilen kisit dikkate

aliarak belirtilen noktada siireklilik ve tiirevlenebilirlik saglanir:

£1(0)=1.(0), £ (0)=1.(0) (3.18)

f, 1le ifade edilen dagilim n parametreli f, ile ifade edilen dagilim m parametreli olmak

lizere yeni elde edilen f dagliminin en fazla n+m-1 adet parametresi olabilir (Cooray ve

Ananda, 2005; Lee ve ark, 2013).
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3.8. Transformed-Transformer Yontemi (T-X Ailesi)

Beta’dan iiretme yonteminde kullanilan tiretici dagilimlarin (0,1) araliginda taniml
olmasi, diger siirekli dagilimlarin iiretici dagilim olarak kullanilabilip kullanilamayacag1
sorusunu akla getirmistir. Alzaatreh (2013) bu amagcla, betadan tiretim yontemini tanim

aralig1 sadece (0,1) olmayan siirekli dagilimlar i¢in de gelistirmistir (Lee ve ark. 2013).

T €[ab], —o<a<b<o, olmak iizere r(r), T rassal degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu olsun. W(F (x)) herhangi bir X rassal degiskeninin dagilim

fonksiyonu F (x) ’in bir fonksiyonu olmak tizere asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:

i  W(F(x))elab].
1l. W(F (x)) tiirevlenebilirdir ve monoton azalmayandir,
iii. X —> =0 W(F(x))—)a ve X > X W(F(x))—)b

Yeni elde edilen dagilim ailesinin dagilim fonksiyonu (3.19)’daki gibi tanimlanir:
G(x)= [ r(t)de=R(W(F(X))) (3.19)

Verilen bu esitlikte R(t), T rassal degiskeninin dagilim fonksiyonudur. Bu esitlige

karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu:

d

¢(x)= {EW(F(X))}r{W(F(x))} (3.20)

Bu dagilimlar ailesi “doniistiiriilen-doniistiiriicii (transformed-transformer)” aile

olarak adlandirilir. Burada 7(t) olasilik yogunluk fonksiyonu, W(F (x)) doniistiiriicii
fonksiyonu araciligiyla, G(x) dagilim fonksiyonuna doniistiriilmiistiir. X rassal

degiskeni kesikli olabilir, bu durumda G(x), kesikli dagilimlar ailesinin dagilim
fonksiyonu olur (Alzaatreh ve ark., 2013).

W(F (x)) fonksiyonunun tanimi 7 rassal degiskeninin tanim araligina baglhdir.
Dikkate alinan farkli W(F (x)) fonksiyonlari, farkli dagilim ailelerini olusturur. 7°nin

tanim araligina bagl olarak W(F (x)) icin bazi1 drnekler agagidaki gibi verilebilir:
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a. Eger T"nin tanim aralig1 sinirli ise, 6rnegin 7”nin tanim araligi [0,1] olsun. Bu tip

dagilimlar diizgiin (0,1), beta, Kumaraswamy ve diger genellestirilmis beta
dagiimlari olabilir. Bu durumda W(F(x)), F(x) ya da F“(x) olarak

tanimlanabilir. Boylelikle son doénemde iizerinde siklikla calisilan betadan

tiretilmis dagilimlar ailesi elde edilir.

b. Te [a,oo),a >0 olsun. @ =0 alindiginda W(F(x));

i. —log [1 -F (x)]

il.

(
iii. —log[1-F“(x)].a>0
iv.

olarak tanimlanabilir.

c. T e(—o0,) olsun. Bu durumda W(F(x)) :

i. log {—log [1 ~-F (x)]}

seklinde ifade edilebilir (Alzaatreh ve ark., 2013).

4. YASAM ANALIZi iCIN YENi DAGILIM AIiLELERIi
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Istatistiksel dagilimlar, istatistiksel olgulari tanimlamak, modellemek ve tahmin
etmek i¢in ¢ok yararlidir. Bu sebeple, miihendislik, ekonomi, sosyal ve yagam bilimleri
gibi ¢esitli alanlarda gerceklesmis olaylart modellemek ve tanimlamak i¢in istatistiksel
dagilimlar yaygin bir sekilde kullanilmaktadir (Johnson ve ark., 1994). Literatiirde,
bilinen istatistiksel dagilimlardan daha esnek olan ¢ok sayida yeni dagilim 6nerilmis ve
farkli veri tiirlerini modellemede kullanilmistir. Boliim 3’te bahsedildigi gibi, son
zamanlarda yeni dagilim ailelerinin tanimlanma siireci genellikle temel dagilimlarin
genisletilmesi ile yapilmaktadir. Bu amagla, literatiirde var olan temel dagilima bir veya
daha fazla parametre ekleyerek yeni ve esnek dagilimlar iiretmek icin ¢esitli yaklasimlar

ve yontemler Onerilmistir. Bunlardan siklikla kullanilanlar asagidaki gibi listelenebilir:

i.  Marshall ve Olkin (1997), bir dagilim ailesine yeni bir parametre eklemek i¢in
yeni yontem gelistirmislerdir.

ii.  Cordeiro ve de Castro (2011), dagilim fonksiyonu G olan her hangi bir siirekli
dagilimi temel dagilim olarak alan ve iki yeni sekil parametresi eklenmesine
olanak saglayan dagilim genellestirme yontemi onermislerdir (Kumaraswamy-
G).

iii.  Eugene ve ark. (2002), beta dagiliminin {iretici dagilim olarak kullanildig1 yeni
dagilim iiretme yontemi dnermislerdir.

iv.  Alexander ve ark. (2012), Eugene ve ark. (2002) tarafindan kullanilan yonteme
benzer olarak, genellestirilmis beta dagiliminin iiretici dagilim olarak kullanildig:
dagilim liretme yontemini 6nermislerdir.

v.  Alzaatreh ve ark. (2013), iiretici dagilim olarak her hangi bir dagilimin
kullanilabilecegi daha genis kapsamli dagilim iiretme yontemini gelistirmislerdir
(T-X ailesi).

Yukarida listelenen bu yontemlere ilaveten farkli dagilim iiretme yontemleri de
literatlirde mevcuttur (Bourguignon ve ark, 2014; Azzalini, 1985; Pearson, 1895, Jones,

2004; Potdar ve Shirke, 2013).

Bu boéliimde Alzaatreh ve ark. (2013) tarafindan onerilen yonteme dayali olarak,
yasam analizinde kullanilabilecek esnek dagilimlar onerilerek, dagilimlarin istatistiksel
Ozellikleri arastirilacaktir. Dagilimlarin  performansi, gercek verileri modelleme
bakimindan incelenecek ve ayrica dnerilen yeni dagilima dayali regresyon modeli olarak

kendi temel dagilimlarina ve makul alternatiflerine kars test edilecektir.
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4.1. OBu-R Dagihm ve Istatistiksel Ozellikleri

Rayleigh dagilimi yasam verilerinin analizinde siklikla kullanilmasinin
(Bhattacharya ve ark., 1990) yan1 sira, riizgar enerjisi alaninda belirli bir bolgenin riizgar
giicliniin tahmini i¢in riizgar hizi verilerinin modellenmesi (Ouahabi ve ark., 2017) ve
hidroloji alaninda dalga verilerinin modellenmesi (Shariff ve ark., 2012) gibi bir¢ok
alanda da kullanilmaktadir. Rayleigh dagilimina sahip X rassal degiskeninin dagilim ve

olasilik yogunluk fonksiyonlari sirastyla (4.1) ve (4.2) esitlikleri ile ifade edilir:

G(x)=1-exp| — |, x>0 4.1
( ) P 2C2 ( )
i —x°
x)=—exp| — |, x>0 4.2
8(x)=zexp| 7 (4.2)

Denklemlerde goriillen ¢ dagilimin 6lgek parametresini ifade eder ve dagilimin sekil
parametresi yoktur. Rayleigh dagiliminin farkli 6lgek parametre degerleri i¢in elde edilen
oyf grafigi Sekil 4.1°de verilmistir. Bununla birlikte, Rayleigh dagiliminin yaygin
kullanimina ragmen, yalnizca bir parametresi oldugundan dagilim yeterince esnek
degildir. Bu sebeple, literatiirde Rayleigh dagiliminin ¢esitli genellestirmelerine iliskin
calismalar bulunmaktadir. Ornegin genellestirilmis Gompertz-Rayleigh (Bradley ve ark.,
1984), Kumaraswamy genellestirilmis Rayleigh (Gomes ve ark., 2014), Kumaraswamy
iistellestirilmis Rayleigh (Rashwan, 2016), odd genellestirilmis iistellestirilmis Rayleigh
(Luguterah, 2014), Marshall-Olkin genellestirilmis Rayleigh (MirMostafaee ve ark.,
2017) ve Pareto-Rayleigh (Godase ve ark., 2017) dagilimlar1 yasam, giivenilirlik ve ilgili

farkli alanlarda kullanilabilecek alternatif dagilimlar olarak onerilmistir.

29



Rayleigh Oyf

1.4

_‘::0.5

— ]
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— =3
c=4

1 =

Sekil 4.1. Farkli parametre degerleri icin Rayleigh dagilimmnin oyf grafigi

Alizadeh ve ark. (2017) tarafindan 7-X ailesi yonteminden yararlanilarak elde
edilen Odd Burr-G ailesi kullanilarak, temel dagilimin Rayleigh oldugu Odd Burr-
Rayleigh (OBu-R) dagilimi elde edilecektir. Boylelikle iki sekil parametresi ilave edilerek
elde edilen ii¢ parametreli yeni dagilimin, tek bir 6lgek parametresine sahip olan Rayleigh
dagilimina gore daha esnek olmasi hedeflenmektedir.

Alizadeh ve ark. (2017) tarafindan tanimlanan dagilim ailesinin dagilim fonksiyonu

(4.3)’teki gibidir:

G(x) a—1 1_ ab
F(x)= o abt __dr=1- [ G(X)]

" (1) (G(x) +[1-6(0] |

x>0 4.3)

b 2

(4.3) dagilim fonksiyonunun tiirevinin alinmasi ile elde edilen olasilik yogunluk

fonksiyonu;

e ()6() [1-6()]"

() +[1-6(x)] ]

, x>0 (4.4)
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seklindedir. a ve b elde edilen yeni dagilimin sekil parametreleridir. Ilerleyen béliimlerde
yukarida ifade edilen yontem kullanilarak elde edilen OBu-R dagiliminin 6zellikleri

agiklanmustir.

4.1.1. OBu-R dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar:
(4.3) denkleminde G(x) temel dagilimi yerine (4.1) ile ifade edilen Rayleigh dagilim

fonksiyonu kullanilirsa OBu-R dagiliminin dagilim fonksiyonu,
_x2 ab
ex
P 2¢?
_x2 a _xz a
I-ex +| ex
(4.5) dagilim fonksiyonuna karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu ise;

2 ab 2 a-1
—X =
abx[exp[ > H {l—exp( > ﬂ

x)= - (4.6)
c*l 1—ex - “ +| ex - “
E 2¢? P 2¢?

seklinde ifade edilir. Burada c 6l¢ek parametresi, a ve b ise sekil parametreleridir. (4.6)

F x):l— =, a,b,c,x>0 4.5)

oyf’na sahip olan X rassal degiskeni X ~OBu—R (a,b, c) seklinde ifade edilir.

Farkli parametre degerleri i¢in OBu-R dagilimin oyf’nu grafikleri Sekil 4.2°de
verilmistir. Sekillerden de goriildiigii tizere elde edilen yeni dagilim, Sekil 4.1°de verilen
Rayleigh dagilimima gore oldukca esnektir ve ayrica OBu-R dagilimi ¢ift modlu da

olabilmektedir.
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Sekil 4.2. Farkli parametre degerleri icin OBu-R dagiliminin oyf grafigi
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4.1.2. OBu-R yasam ve tehlike oram fonksiyonlari

OBu-R dagiliminin yasam ve tehlike oran1 fonksiyonlar1 sirasiyla (4.7) ve (4.8) ile

ifade edilmistir:

4.7)

h(x):

. {[l_exp(zﬁ J[ +o( 32 m

Farkli parametre degerleri icin tehlike orani fonksiyonu (hrf) grafikleri Sekil 4.3°te
verilmistir. Grafiklerden de goriildiigii lizere parametre degerlerine bagh olarak OBu-R
dagilimi monoton artan ve azalan-artan (bathtub egrisi) seklinde grafiklere sahip olup
elde edilen yeni dagilimin tehlike fonksiyonu Rayleigh dagilimina nazaran daha esnek bir
yaptya sahiptir. OBu-R rasgele degiskeninin tehlike orami fonksiyonunun bu cazip

esnekligi, yasam verileri analizi i¢in kullanilabilecek bir dagilim oldugunun gostergesidir.
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Sekil 4.3. Farkli parametre degerleri i¢cin OBu-R dagiliminin tehlike orani fonksiyonu grafigi

4.1.3. OBu-R’nin asimptotik 6zellikleri

Dagilim, olasilik yogunluk ve tehlike orani fonksiyonlarinin asimptotik durumlari

asagidaki teoremlerde ifade edilmistir (Alizadeh ve ark., 2017).
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Teorem 4.1: X rassal degiskeninin negatif olmayan degerleri ve x—0 iken dagilim,
olasilik yogunluk ve tehlike orani fonksiyonlarinin asimptotik durumlart (4.9)’daki
gibidir:
F (x) ~ bG(x)
(x) abg(x)G(x) 4.9)
h(x) ~abg (x)G(x)"

X rassal degiskeninin negatif olmayan degerleri ve x — oo iken dagilim, olasilik

yogunluk ve tehlike orani fonksiyonlarinin asimptotik durumlar1 (4.10)’daki gibidir:

f(x) ~babg(x)é(x)h4 (4.10)

Kanit 4.1: Olasilik yogunluk ve tehlike orani fonksiyonlart dagilim fonksiyonunun tiirevi
oldugu i¢in kanit yalnizca dagilim fonksiyonu i¢in ifade edilecektir. x —0 iken (4.11)’de

ifade edilen oran dikkate alinsin:

4.11)

Acikca goriilmektedir ki (4.11) esitliginde x —0 iken 0/0 belirsizligi bulunmaktadir.
Dolayisiyla L hospital kurali uygulandiginda (4.12)’deki denklem elde edilir:

r -b-1
a

-2
1 —x°

b|| ———————-1]| +1 ex 4.12
ex —x° { p(zcz H ( :
P 2¢2
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(4.12) denkleminden goriilmektedir ki x—0 iken sonu¢ b olur. Sonug¢ olarak kanit

tamamlanmis olur ve x—0 iken F (x)~bG(x)" elde edilir.

4.1.4. OBu-R’nin kantil fonksiyonu

(4.5) denkleminde ifade edilen dagilim fonksiyonuna dayali OBu-R dagiliminin
kantil fonksiyonu (4.13)’deki gibi elde edilir:

=[]

X = \/2c2 log{[[l—F(x)]”b —1}1/3 +1} (4.13)

OBu-R rassal degiskeni F (x)=u~U (O,l) aliarak (4.13) kantil fonksiyonu

yardimiyla kolaylikla iiretilebilir. Burada U diizgiin dagilim rassal degiskenidir.

4.1.5. OBu-R’nin alternatif matematiksel gosterimi

Bu boliimde OBu-R dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlarinin kuvvet serilerine
dayali alternatif gdsterimleri elde edilecektir. ilk olarak, OBu-R dagilim fonksiyonu ele

alinsin (Altun ve ark., 2017):

F(x)=1- [-Go]” ,,1—{1— G(x) F
(G (x) +[1-Geo]'} G(x) +G(x)
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burada (_;(x):l—G(x) seklindedir. Denklemin ikinci terimi i¢in binom agilimi

uygulandiginda dagilim fonksiyonu (4.14)’deki formda elde edilebilir:

G(x)_ (4.14)

i][G(x) +G ()|

Daha sonra G (x)ai ifadesi i¢in binom ag¢ilim1 yardimiyla elde edilen alternatif gésterim

(4.15)’deki gibi elde edilmistir:

J

G(x)" ={1-[1-G(x)]}" = g(—uf (aij[l—G(x)]j

G(x)" =Y &G (x)" (4.15)

burada o, = (~1)""” [“Zju j seklindedir.
=k J

(4.14) denkleminin son teriminin paydasindaki ifade binom acilimi yardimiyla

asagidaki gibi ifade edilebilir:

6oy =fi-[-6()) =3 [ 6]

iG] =30 oo

k=0

—kg{w(l)k (kj}cu
=:Zosz(x)k,
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- +jla ‘ . .
burada 7, = Z(—l)k ! []j(/ij ve t, =1, +(—1)k (Zj seklindedir. (Gradshteyn ve
=k

Ryzhik, 2002)’de herhangi bir kuvvet serisinin, pozitif tam say1 olan i’inci kuvveti

(4.16)’daki gibi ifade edilmistir:

(ithkj =ici’kxk (4.16)
k=0

k=0
_1 k .
burada ¢;; = (klo) Z[m(l +1)—k}tmci,k_m ve ¢, =1, seklindedir. (4.16) esitligi
m=1
yardimuiyla,

=3¢, G(x) (4.17)

seklinde elde edilir. Sonug olarak,

6 ()" S a,G(x)
[G(x)' +G ()]

seklinde iki kuvvet serisinin orani olarak elde edilir. Bu oran alternatif olarak (4.18)’deki

gibi ifade edilebilir (Gradshteyn ve Ryzhik, 2002):

G(X)_ =3 4G(x) (4.18)
+

[G(x)'+G(x)| =

.. _ -l -1 J _ aO . .
burada k>0 i¢in A, =, | o, — S, Z B, | ve A= E seklindedir. Sonug olarak
r=1

0

OBu-R dagilim fonksiyonunun alternatif gdsterimi (4.19)’daki gibi elde edilir:

38



~1-3 mG(x) (4.19)
=3 nG(x) =Y nH, (%)

ve olasilik yogunluk fonksiyonunun alternatif gésterimi,

f (x) = inkﬂhm (x) (4.20)

k=0

seklindedir. Burada H, (x) Olcek parametresi ¢ ve sekil parametresi k olan

) : b
iistellestirilmis Rayleigh dagilimi olup, m, =) (-1) [ ]lk , ny=1-my ve n, =-m,
i=0 l
seklindedir. (4.19) esitligine gore yeni elde edilen dagilim fonksiyonu, temel alinan
dagilim fonksiyonunun agirliklandirilmis kuvvet serisi toplami olarak ifade edilmistir. Bu

sonu¢ OBu-R dagilimimin moment, kosullu moment ve sira istatistikleri gibi bazi

istatistiksel 0zelliklerinin elde edilmesinde kullanilacaktir.

4.1.6. OBu-R’nin momentleri

Bu béliimde OBu-R dagiliminin moment fonksiyonu (4.20) esitligi yardimiyla elde
edilecektir. Bu amagla {iistellestirilmis Rayleigh dagiliminin r’inci momenti (4.21)’deki

gibi ifade edilir.
00 XZ .X2 ol
Mg = Ege (X)) == [xe 2 Ll—eZCZJ dx. (4.21)
0
Burada a ve c sirasiyla sekil ve Olgek parametreleridir. Binom agilimi yardimiyla

istellestirilmis Rayleigh dagiliminin ’inci momenti (4.22) esitligi gibi de ifade edilebilir

(Mahmoud ve Ghazal, 2017):
(a—1
Qi
J

a-1
g = By (X7) = 2f’20’az—rlr(§+lj (4.22)
j=0 (j_l)i*
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Sonug olarak (4.20) esitligi ile ifade edilen iliski yardimiyla OBu-R dagiliminin r’inci
momenti (4.23)’teki gibi ifade edilebilir:

ik
Hosu—r = Eopur (Xr) = Zr/ZCrFEE"' l]znkﬂ (k + 1) ijo—r (4.23)
k=0 5

-1y

4.1.7. OBu-R’nin kosullu momentleri

Yasam siiresi modellerinde ¢ikarim i¢in kosullu momenlerin elde edilmesi
Oonemlidir. Bu amagla oncelikle iistellestirilmis Rayleigh dagiliminin r’inci kosullu

momenti (4.24)’teki gibi elde edilmistir:

E(X’

r

0 (j- 1)5“

(7
X>t)= 2”2c’aai—jr(g +1,tj (4.24)

Burada T'(a,f)= J‘ x“'e*dx ifadesi tamamlanmamis gamma fonksiyonudur. Sonug

t

olarak (4.24) yardimiyla OBu-R dagiliminin r’inci kosullu momenti,

o]
X>r)=2’/2cfr(§+1,t]ink+l(k+1) Zfo—] (4.25)

E(X’

—+1

-1y

seklinde ifade edilir.

Istatistiksel dagilimlarin esnekligi genel olarak carpiklik (S) ve basiklik (K)
katsayilarinin incelenmesiyle karakterize edilir (Caudill,, 2012). OBu-R dagiliminin ilk
dort momenti ile S ve K degerleri Tablo 4.1°de verilmistir. Tablodan da goriildiigii lizere

OBu-R dagilimi oldukca genis bir aralikta carpiklik ve basiklik degerlerine sahiptir.

2, / m(r-3
Dolayisiyla sabit carpiklik {# ~0.63 IJ ve basiklik

32~
/4
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61’ =247 +16

(4—;;)2 ~3.245 | degerlerine sahip Rayleigh dagilimima gore oldukga esnek

bir dagilimdir.

Ote yandan, dagilim ailelerinin esnekligini karsilastirmak icin, S ve K arasindaki

(4.26)’daki teorik iligki de kullanilabilir (Caudill, 2012):
K>5"+1 (4.26)
Tablo 4.1 incelendiginde, OBu-R dagiliminin olasi tiim S ve K kombinasyonlarinin

(4.26) ile verilen esitsizligi sagladigi goriilmektedir.

Table 4.1. OBu-R dagilumi icin ¢arpiklik ve basiklik degerleri

a b c S K
0,5 0,5 1 0,4910 2,7035
0,5 1 0,7509 2,9005
0,5 2 1 1,2094 4,0631
0,5 1 1,9281 7,7019
0,5 10 1 2,2332 10,4098
1,5 0,5 1 0,7347 3,6447
1,5 1 1 0,5309 3,4895
1,5 2 1 0,3006 3,0952
1,5 5 1 0,1399 2,8024
1,5 10 1 0,1057 2,7233

2 0,5 1 0,8088 4,1178

2 1 1 0,4526 3,6610

2 2 1 0,0969 3,1498

2 5 1 -0,1289 2,8946

2 10 1 -0,1795 2,8295

5 0,5 1 0,9647 5,2909

5 1 1 0,2263 4,0477

5 2 1 -0,3259 3,7070

5 5 1 -0,6485 3,8647

5 10 1 -0,7391 3,9510
10 0,5 1 0,9690 5,6440
10 1 1 0,1190 4,1560
10 2 1 -0,4638 4,0334
10 5 1 -0,8071 4,4064
10 10 1 -0,9116 4,5880

41



Kantillere dayali olarak hesaplanan robust carpiklik (S R) (Galton, 1983) ve

basiklik (K R) (Moors, 1988) olgiileri de literatiirde kullanilmakta olup asagidaki

formiiller ile ifade edilen bu 6lgiiler yardimiyla herhangi bir dagilimimn momenti olmasa

da bu dlciiler hesaplanabilir.

_0(6/8)-20(4/8)+0(2/8)
o 0(6/8)-0(2/8)

3 Q(7/8)—Q(5/8)+Q(3/8)—Q(l/8)
" 0(6/8)-Q(2/8)

4.1.8. OBu-R’nin sira istatistigi

X,X,,..,X, OBu-R dagihmmdan n birimlik orneklem olmak iizere
X <X, <.£X  £..<X |, bu orneklemin sira istatistikleri olsun. X, . sira
=70 () (n) ()

istatistiginin oyf,

fx(i) (x) - Wf I:F :Ij_ [I—F(x):ln_]

_A"./_in—j xj+i_1 ;
oG 1)( ; ][F( )7 ()

(4.27) fonksiyonu (4.19) ve (4.20) esitliklerinden yararlanarak (4.28)’deki formda da

(4.27)

yazilabilir.

n!

Lo = GG, .
S (77 S mmstoecs [Eaocr]

(4.28)

1

Kuvvet serinin kuvveti ile ilgili esitlik yardimiyla (Gradshteyn ve Ryzhik, 2002) X (j) Sra

istatistiginin oyf,

fo (¥)=7— j)n!(! j-1)! N
S -



olarak yazilabilir. Bu esitlikteki a,=b]"" ve k>1 icin
=(mb,) Z[k( j+i)-m]ba,_, seklindedir. (4.29) denklemi bir dizi cebirsel

islemin ardindan,

n—j

fx(,-) (x) = Z i n—!‘(—l)" (nl—]](l +1)b,+]akg (X)G()C)l+k

z:OkI:O( ]) (j—l)!

n

N n—' _1Y (l+l)bl+1 X I+k+1
ZZ(n N~ 1)!( 1)( i )(l+k+1) h(x) 7. (430)

i=0 k,I=0

seklinde elde edilebilir.

B n! N n—j (l+1)bl+lak
d’?"”—(n_j)!(j—l)!( 1)( i j(l+k+1)

olarak alinsin. Sonug olarak X(j) sira istatistiginin oyf,

fx(j) (x) T4 Z di,k,lh(l+k+l) (x) (4.31)

seklinde elde edilir. Bu esitlikteki /(x) sekil ve 8lgek parametreleri srastyla (I +k +1)

ve c¢ olan Ustellestirilmis Rayleigh dagiliminin oyf’dur. Sonug olarak OBu-R dagiliminin

sira istatistiginin oyf h(x) ’in lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

4.1.9. OBu-R’nin en ¢ok olabilirlik tahmincisi

Onerilen OBu-R dagilimmin parametrelerinin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik (ECO)
yontemi kullanilacaktir. Bu amagla X, X,,..., X, , parametreleri a, b ve ¢ olan OBu-R

dagilimindan 6rneklem olmak tizere, log-olabilirlik fonksiyonu,

log L(a,b,c)=nlog(ab)+ Zlog( j abziz
c

i=l1

(a-1) Zlog{ (2—:22}} (4.32)

(b+ 1)§log {[1exp[;;2 H .\ [exp(;ﬁ ]H




seklinde ifade edilir. Bilindigi iizere parametrelerin olabilirlik tahmincileri log-olabilirlik
fonksiyonunun parametrelere gore kismi tlirevlerinin sifira esitlenmesi ile elde edilir. Bu
amacla (4.32) esitliginin parametrelere gore kismi tiirevleri (4.33), (4.34) ve (4.35)
esitlikleri seklinde elde edilmistir.

al;fL Z 222x —Zlog{l exp[ j}
o o ol o]

-(b+1)z =0

ol ol

= 2 ¢
61;)gL Z > ZZx —Zlog { ’2 } +[exp(2—j§]] =0 (4.34)

OlogL _ 2n ab3 Z X

— e '
dc ¢c G i=1 |: {xzj }
c’| exp -1
e
2\ 2 2\
ax{exp[—zj;ﬂ ax%xp(—zxcz]{l—exp(—;czﬂ (4.35)

3 3

Dy T -0

Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri, yukarida verilen denklemlerin es

zamanl ¢oziimii ile elde edilebilir. Bu amacgla denklemlerin agik ¢6ziimii miimkiin
olmadigindan Newton-Raphson gibi niimerik yontemlerin kullanilmasi gerekir.
Hipotez testi ve aralik tahmini i¢in gdzlemlenmis bilgi matrisinin tersi alinarak elde

edilen asimptotik varyans-kovaryans matrisi kullanilir. Gozlemlenmis bilgi matrisinin

tersi,

__ ’logL  &’logL  8’log LT
oa’ 0aob dadc
2 2 2

1(9): _O'logL 0 loigL _ 0 logL (4.36)
obda ob 0boc
_82 log L _82 log L _62 log L
| Oadc oboc oc’ ]
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burada é = (&,l;, ¢), tahmin edilen parametre vektoriidiir. (4.36) matrisinin elemanlar1 ifade

edildigi gibidir:

8210gL:_£_(b+1) n(1—u,) u! [log(l—ui)—log(ui)]2
6(12 Cl2 i=1 |:ua+(1_u)a:|2

0°log L _n
ob* b’

dlogL 2n 3ab < w7 | 3¢tu; —(1-u;) x
azg =TT T4 xi2+(a_1) I: 6 2 :l

c ot L P cu;

i

b 2 ) 2
i=1 i i
2 2

c’ Lez‘ 1] (ui“ezc +1J

£ L o
2 2 2 2 2 2 2 2 2
ax; (axl. -3¢ )ufe‘ +(9c —X; )ui”ez‘ —6cu; |e*

=

i @
2 2 2 2 2 2.2 2
ax; (36 —X, )ui“e2C =3cu;“ e

—(b+1)

_(b+1); e L v
c® (6262 - 1] (ul.“e%2 + 1}

XZ

x5 i
2 2,2 2 20 2
ax; [30 e’ +6c’e* +3c J

b
P < V(e Y
2 2
e —1| |ulex +1

n © u log (u;)+(1-u, )" log(1-u,)

O’logL 1 2
dadh 2c2;xi Z‘ w'+(1-u,)’

?logl a , wax (1-u) —ax’ (1—u,)u
:—Zx _Z i ! 1 i i

i

Oboc c’ im1 i=1 c’ [M,a + (1 —U; )a :|
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8210gL_£i , & X
oadc s i ~ u.

1

n 2 _ _ a o 2(1_ a—1 2(1_ 21 a—1
—(b+1) xtlog(1—u, ) (1—u,) a—x’ (1—u, )u'" log(u,)a+x} (1—u;)a—x; (1—u, )u,

i=1 & [”,a +(1_”f )a:|
[log(1-u)(1-w) +u 1og<u,-ﬂ{x’2(l_“")a“‘ff <1—u,.>w““}

2
i=1 [ul” +(1—ui )aJ

Yukanidaki esitliklerde ifade edilen u,,

u, =1—ex —x—iz
! P 2¢?

+(b+1) ‘

seklindedir.

4.1.10. OBu-R’nin en ¢ok olabilirlik tahmincisi icin benzetim calismasi

Bu boliimde, OBu-R dagilimi i¢in ECO yonteminin performansini degerlendirmek
amaciyla bir benzetim calismast yapilmistir. OBu-R dagilimindan rassal degiskenler
tiretmek i¢in dagilimin kantil fonksiyonu kullanilmistir. Her bir parametre degeri i¢in
orneklem biiyiikliikleri, n=50, 100, 500 ve 1000 olarak ele alinmistir. Her bir durum i¢in
1000 tekrar yapilmistir. Elde edilen sonuglarin degerlendirilmesi i¢in, ortalama (Mean)
hata kareler ortalamasi (MSE) ve yanlilik (Bias) kriterlerinden yararlanilmistir.

MSE(é) - ﬁ (é— 49)2

bias(0) | 155 20| -0

Benzetim sonuglari Tablo 4.2°de verilmistir. Tablodaki sonuglardan gorildigi
izere orneklem biiyiikliigii n arttikca MSE ve Bias degerleri azalmakta olup yine n arttik¢a
tahmin edilen parametrelerin ortalamalar1 gergek parametre degerlerine oldukga

yaklagmaktadir.

46



£C00°0 1L8%°0 St00°0 TTI0°0- L3ST°0- 6£00°0" TTI0°T L8STT 6£00°T 0001 1 [4 i
8010°0 TT0€°1 $600°0 CLTIO0- $8LT 0" 6S10°0" CLIOT ¥8LT°T 6510°T 00< ! [ T
£1€0°0 CeERCCI 1700 re00- £8€8°0- 6££0°0- TPE0°T €8¢€8°7 6£€0°T 0€T 1 T T
9¢TI0 FTLI6ET 8990°0 TT60°0- 0899°¢- 8660°0- TT60°T 0899°C 8660°C 001 ! [4 i
08¢Z°0 CTC88CE 669Z°0 THC1°0- 908¢°L- 1€17°0- PFET'T 908¢°6 1€1T°T 0< 1 [ [
2 g 4 2 g o 2 g o u 2 q v
+000°0 1.80°0 6800°0 €T00°0- 1750°0- 9¢00°0- €T0C0 I$EC°T 9€0¢°T 0001 ¢o Lo ¢T
6000°0 6E¥T0 1910°0 CE00°0- 6660°0" 6T10°0" CE0c0 6665°T 6C1ST 00< o] ¢1 ¢T
£200°0 99660 £€8€0°0 9800°0" 709T°0- 7EE0°0- 930S0 T09L°T TCECT 08T co ¢'1 ¢T
8010°0 T660°9L T601°0 8570°0- €09L°T- €780°0" 857C0 €097°¢ £T8S°T 001 co ¢1 €T
0870°0 CLES'L6T 18¢t°0 LIP0°0- TIP0°c- L89T°0- LIFC0 TIFC0 L89L°T 0¢ co ¢r cT
2 7 4 2 ¢ » 2 7 4 u 2 q v
£000°0 €TETO €010°0 CE00°0- I811°0- 7000°0- CE0c0 1811°T 7000°€ 0001 co [ €
6000°0 £T66°0 CETO0 9900°0" 0L9T°0" 1T10°0- 990¢°0 0L9T°T 1Z10°€ 00< co [ 3
$200°0 €609°CT 8050°0 £600°0- LTLO0- 69+0°0- £60<°0 LTLOT 69t0°C 0€T co [ €
$900°0 €09€°TTT 8CHI0 C910°0" C6TET 6601°0" Co1c0 C6TET 6601°€ 001 co [ £
6910°0 FLOT'6TY T90L°0 EFE0°0- C6¢8°0- 11L2°0 £PECo €6¢8°8 T1LT°E 0¢ ¢ [ (7
2 g v 2 g o 2 g o u 2 q v
91000 6£00°0 90000 €T00°0- 8C00°0- 1000°0- €T0C0 8C0C°0 100<°0 0001 co c0 co
1€00°0 TLO00 1000 LE00°0" $L00°0" 1200°0- LEOCD FL0S0 1200 00< c0 co co
FLOOD 1810°0 LT000 6300°0- €610°0" 7€00°0" 6305°0 €61C°0 TE0S0 08T co co co
8€T0°0 9,900 9900°0 09Z0°0" 98¢0°0" $900°0" 097¢°0 98<C°D €90¢<°0 001 co c0 c0
17670 FLOTE 1€10°0 TTLO0- LL6TO" 6300°0" TTLE0 LL69D 6805°0 0¢ co co co
2 g v 2 g o 2 g v u 2 q v
CAY LY smg EWEEN)

1214555 TV 24 SOIF UpASIONUDI OSF WIS Y-ngO "Tk OIqEL

47



4.1.11. OBu-R’nin uygulamalar

Bu béliimde, OBu-R dagiliminin performansini incelemek amaciyla iki ayr1 gercek
veri seti lizerinde uygulama yapilarak literatiirde bu veri setleri i¢in kullanilan dagilimlar

ile karsilagtirmas1 yapilmistir.

Uygulama 1

Ik veri seti Ingiltere Ulusal Fizik laboratuvarin gergeklestirilen 63 gozlemden
olusan 1,5 cm’lik cam elyafin mukavemetinin Sl¢iilmesi deneyinden alinmistir (Smith ve

Naylor, 1987). Veri seti Tablo 4.3.’te verilmistir.

Tablo 4.3. Cam elyaf verisi

0,55 0,74 0,77 0,81 0,84 0,93 1,04 1,11 1,13 1,24
1,25 1,27 1,28 1,29 1,30 1,36 1,39 1,42 1,48 1,48
1,49 1,49 1,50 1,50 1,51 1,52 1,53 1,54 1,55 1,55
1,58 1,59 1,60 1,61 1,61 1,61 1,61 1,62 1,62 1,63
1,64 1,66 1,66 1,66 1,67 1,68 1,68 1,69 1,70 1,70
1,73 1,76 1,76 1,77 1,78 1,81 1,82 1,84 1,84 1,89
2,00 2,01 2,24

OBu-R dagilim, literatiirde siklikla kullanilan dagilimlardan olan Rayleigh (RD),
Gamma (GD), tstellestirilmis Rayleigh (ERD) ve iistellestirilmis Weibull (EWD)
dagilimlar1 ile model segmede yaygin olarak kullanilan Akaike bilgi kriteri (AIC),
Bayesci bilgi kriteri (BIC) ve negatif log-olabilirlik (-logL) kriteri dikkate alinarak

karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 4.4°te verilmistir.

Tablo 4.4. Cam elyaf verisi i¢cin RD, GD, ERD, EWD ve OBu-R dagilimlarinin parametre tahminleri ve
kriterler sonuclari

RD GD ERD EWD OBu-R
c 1,5407 0,08640 0,7164 0,5820 1,8414
a - 17,4395 5,4860 0,6712 2,6500
b - - - 7,2845 7,5276
-logL 49,7909 23,9515 23,9288 14,6755 14,6362
AIC 101,5818 51,9031 51,8575 35,3510 35,2723
BIC 103,7249 56,1893 56,1438 41,7804 41,7017

AIC, BIC and —logL’in kiiciik degerleri ele alinan modeller arasindan en 1iyi olani

gosterdigi bilinmektedir. Tablo 4.4.’ten de goriildiigii lizere model se¢im kriterlerine gore
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OBu-R dagilimi, ele aliman diger dagilimlara gore veri setini daha iyi modellemistir.
Ayrica Onerilen dagilimin veri setini modellemede gorsel olarak degerlendirilmesi igin
oyf’lar1 Sekil 4.4’de verilmistir. Grafikten de anlasilacag: tizere OBu-R dagilimi veriyi

modellemede basarilidir.

2.5 T
[ Jveri
| RD
GGD
2 ERD |1
EWD
OBR
15
.
e
1 E
05
0
0 0.5 1

Sekil 4.4. Olasulik yogunluk fonksiyonlar: ve histogram grafigi (Cam elyaf verisi)

Uygulama 11

Ikinci uygulamada, riizgar enerjisi tahmini agisindan yenilenebilir enerji alaninda
cok onemli olan (Kantar ve Usta, 2015; Kantar ve ark., 2018), aylik riizgar hiz1 verilerinin
modellenmesi ele alinmistir. Yenilenebilir Enerji Genel Miidiirliigli’nden alinan Deniz
seviyesinden 10 m yiikseklikte olciilen Goztepe bolgesine ait olan riizgar hiz1 verileri
kullanilmistir.

[k uygulamada ele alman dagilimlar burada da kullanilmis olup bu dagilimlara
iliskin parametre tahmin degerlerine ilaveten degerlendirme kriterleri AIC, BIC, negatif
log-olabilirlik, belirlilik katsayis1 R* ve hata ortalamalarinin karekokii (RMSE) sonuglari

Tablo 4.5.’te verilmistir.
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Tablo 4.5. Riizgar hizi verisi icin RD, GD, ERD, EWD ve OBu-R dagilimlarinin parametre tahminleri ve
kriterleri sonuglar

RD GD ERD EWD OBu-R
c 2,4611 1,1162 1,9827 0,2786 0,7719
a - 1,8905 0,6760 0,3310 0,5812
b - - - 3,4571 0,3259
-logL. 1168,783 1167,353 1128,750 1116,653 1114,044
AIC 2339,565 2339,070 2261,501 2239,305 2234,089
BIC 2344,129 2348,197 2270,629 2252997 2247780
R? 0,8921 0,8509 0,9454 0,9717 0,9901
RMSE 0,0393 0,0402 0,0234 0,0163 0,0099

Tablo 4.5.ten de anlasildig1 tizere OBu-R dagilimi, diger dagilimlardan tim
kriterlere gore daha iyi sonuglar elde edilmistir. Ote yandan &nerilen dagilimim gorsel
olarak degerlendirilmesi igin Sekil 4.5.’te dagilimlar1 oyf grafigi elde edilmistir.

Grafikten de anlasilacag lizere OBu-R dagilimi ele alinan diger dagilimlardan daha iyi

modelleme basarist géstermistir.

0.35 :
0.3 e ERD
w— D
025 [ IWind Data
> 0.2
B
c
(]
0 0.15
0.1
0.05
0

Sekil 4.5. Olasilik yogunluk fonksiyonlar: ve histogram grafigi (Riizgar hizi verisi)
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4.2. OBu-P Dagilim ve Istatistiksel Ozellikleri

Vilfredo Pareto'nun (1896) servet ve geliri modellemesi i¢in Onerdigi Pareto
dagilimi, agir kuyruk 6zellikleri nedeniyle asir1 yagis, riizgar ve asir1 kayiplar da dahil
olmak {izere sagkalim verilerini, aktiieryal verileri ve asir1 degerlere sahip verileri
modellemede yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica ekonomi, miihendislik, kuyruk
teorisi gibi farkli alanlarda genis uygulamalara sahiptir (Arnold, 2008). Pareto dagilimina
sahip X rassal degiskeninin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar1 sirastyla (4.37) ve

(4.38)’deki gibi ifade edilir.

G(x)zl—(gj ,x260>0, a>0 (4.37)
90{
g(x) =2 (4.38)

Denklemlerde goriilen € ve « parametreleri sirasiyla Olgek ve sekil
parametreleridir. Pareto dagiliminin yaygin kullanimina ragmen, iki parametreli Pareto
dagilimi biiyiik bir esneklige sahip degildir. Bu sebeple, literatiirde Pareto dagiliminin
cesitli genellestirmelerine iliskin calismalar bulunmaktadir. Ornegin, Nadarajah (2005),
uistellestirilmis Pareto dagilimini tanimlamis ve bazi istatistiksel 6zelliklerini incelemistir.
Akinsete ve ark. (2008), Pareto dagiliminin genellestirilmesi lizerine ¢alismislar ve beta-
Pareto dagilimini onermislerdir. Yine beta dagilimimin temel dagilim olarak alindigs,
beta-Pareto ve iistellestirilmis genellestirilmis Pareto gibi dagilimlar1 kapsayan beta
genellestirilmis Pareto dagilimi Mahmoudi (2011) tarafindan 6nerilmistir. Benzer sekilde
beta tistellestirilmis Pareto dagilimi1 Zea ve ark. (2012) tarafindan onerilmis olup mesane
kanseri verilerine uygulanmustir. Ote yandan gamma-Pareto dagilimi 7-X dagilim aileleri
yontemi kullanilarak Alzaatreh ve ark. (2013) tarafindan tanimlanmistir. Kumaraswamy-
Pareto dagilimi ise Bourguignon ve ark. (2013) tarafindan yasam siiresi verilerinin
analizinde kullanilmak iizere 6nerilmistir. Literatiirde 6nerilmis olan iki farklt Weibull-
Pareto dagilimi1 bulunmaktadir. Bunlardan ilki Aljarrah ve ark. (2015) tarafindan T-X
dagilimlar ailesi yoOntemine dayali olarak doniistiiriicii fonksiyonun log-lojistik
dagiliminin kantil fonksiyonu olarak se¢ilmesiyle tanimlanmis olup bir diger Weibull-
Pareto dagilimi ise Tahir ve ark. (2016) tarafindan Bourguignon ve ark. (2014)’nin

onerdigi yonteme dayali olarak tanimlanmistir. Yine 7-X dagilimlar ailesi yontemine
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dayali olarak Godase ve ark. (2017) Pareto-Rayleigh dagilimi tanimlanmiglar ve
dagilimin bazi istatistiksel 6zelliklerini incelenmistir.

Bu boliimde, T-X dagilimlar ailesi yontemine (Alizadeh ve ark., 2017) dayali olarak Odd-
Burr Pareto (OBu-P) dagilimi tanimlanmistir. Tanimlanan yeni dagilim iki yeni sekil
parametresine sahiptir. Elde edilen yeni dagilimin esnekligi, basiklik-carpiklik
degerlerinin yani sira olasilik yogunluk ve tehlike orani grafikleri yardimiyla ve gercek

veri seti lizerinde yapilan uygulamalar ile gosterilmistir.

4.2.1. OBu-P dagihim ve olasilik yogunluk fonksiyonlari

(4.3) denkleminde G(x) temel dagilim1 yerine (4.37) ile ifade edilen Pareto dagilim
fonksiyonu kullanilirsa OBu-P dagilimi (4.39)’daki sekilde elde edilir.

—aab
)
F(x)=1- 4
o) 140
0 0
(4.39) dagilim fonksiyonuna karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu ise;

—a a-1
abaeaabxf(aabﬂ) |:1 _ (xj :l
o

f(x)= — i , (4.40)
(3] ()

seklinde ifade edilir. Burada @ 6lgek parametresi, a, b ve « sekil parametreleridir. (4.40)

a,b,a >0, x>260>0 (4.39)

b

OBu-R oyf’na sahip olan X rassal degiskeni X ~ OBu — P(a,b, a, 9) seklinde ifade edilir.

Farkli parametre degerleri i¢in OBu-P dagiliminin oyf’nu grafikleri Sekil 4.6’da
verilmistir. Grafiklerden goriilebilecegi gibi, onerilen OBu-P oyf, sekil parametrelerinin
degerlerine bagli olarak, farkli kuyruk davramslart ve carpiklik ve/veya basiklik

sunmaktadir.
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OBu-P Oyf

151

—a=2 b=2 a=0.5 6=3
—a=2 b=2 a=1 6=3
a=2 b=2 a=2 §=3
— =2 b=2 =3 §=3

12

|

(a)

OBu-P Oyf
12r 2=2b=0.5 a=2 6=3
a=2b=1 a=2 #=3
a=2b=2 a=2 #=3
1f ———a=2b=3 a=2 4=3

(b)

OBu-P Oyf
1.2 2=0.5 b=2 a=2 6=3
a=1b=2 a=2 #=3
a=2 b=2 =2 #=3
1 b ———a=3b=2 =2 4=3
08| N
£
/1 \
= \
Sosf \\
) %'
\
[ \
0al | \
[ \
| N\
/
02 f
4 ! | i ! -
3 35 4 45 5 55 6 6.5 7
X

(c)
Sekil 4.6. Farkli parametre degerleri icin OBu-P dagiliminin oyf grafigi
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OBu-P rassal degiskeni i¢in ozel durumlar

a) a=b=1 oldugunda, acik¢a goriilmektedir ki OBu-P dagilimi1 Pareto dagilimina

indirgenmektedir.
b) a=1 oldugunda, OBu —P(a,b, a, 9) dagilimi sekil parametresi k =ba ve Olgek
parametresi @ olan oyf asagida ifade edilen Pareto dagilimina déniismektedir.

k
g(x)—@ k>0,x=>6>0.

T k41
X

¢) U rassal degiskeni (0, 1)’de diizgiin dagilima sahip olmak iizere,

X:@{u—u)w—qw+q

rassal degiskeni OBu— P (a,b, a, 9) dagilimina sahip olur.

e

d) Y rassal degiskeni Y ~ BurrXIl (a,b) dagilimina sahip olmak {izere,

e

X =6(Y+1)
rassal degiskeni OBu — P(a,b, a, 6?) dagilimina sahip olur.

e) Y rassal degiskeni sekil parametresi b ve Olgek parametresi 1 olan Lomax dagilimina
sahip olmak iizere,

1a

X =0(r" +1)
rassal degiskeni OBu— P (a,b, a, 49) dagilimina sahip olur.
4.2.2. OBu-P yasam ve tehlike orani fonksiyonlari

OBu-P dagiliminin yasam ve tehlike orami fonksiyonlari sirasiyla (4.41) ve

(4.42)’de ifade edilmistir.

6"
S(x)= 0 (4.41)
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T

x)= (4.42)

) )

Farkli parametre degerleri i¢in tehlike orani fonksiyonunun grafikleri Sekil 4.7 'de
verilmistir. Bu grafiklerden goriildiigii gibi, OBu-P dagilimiin tehlike orani fonksiyonu,
farkli parametre degerlerine bagli olarak monoton azalan ve artan-azalan (tek modlu) gibi
farkli sekillere sahiptir. OBu-P dagilimmin tehlike fonksiyonunun sahip oldugu bu

esneklik, onun yasam siiresi verilerini analiz etmek i¢in uygun oldugunu gostermektedir.
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OBu-P Hrf

—a=2 b=2 =05 #=3

— =2 b=2 a=1 =3
"a=2 b=2 a=2 #=3

— =2 b=2 =3 6=3

OBu-P Hrf

—a=1 b=1 a=0.5 8=3

— =1 b=1 a=1.5 §=3
*a=1b=1 a=2.5 6=3

— =1 b=1 a=5 6=3

X

(b)
Sekil 4.7. Farkli parametre degerleri icin OBu-P dagiliminin tehlike orani fonksiyonu grafigi

4.2.3. OBu-P’nin asimptotik o6zellikleri

Dagilimin, olasilik yogunluk ve tehlike oran1 fonksiyonlarinin asimptotik durumlari

asagidaki teoremlerde ifade edilmistir (Alizadeh ve ark., 2017).
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Teorem 4.2: x — oo iken OBu-P dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu 0 olup

x — @ iken asimptotik durumlar1 (4.43)’teki gibidir:

o, 0<ax<l

. aba

lim f (x) = —5 =l (4.43)
0, a>1

Kanit 4.2: (4.40) denklemi ile ifade edilen dagilimin oyf’si incelendiginde yukaridaki
limit durumlarinin elde edilebilecegi agikca goriilmektedir.

Teorem 4.3: x — oo iken OBu-P dagiliminin tehlike oran1 fonksiyonu O olup x — & iken

asimptotik durumlari (4.44)’teki gibidir:

o, O<a<l

. aba

limh(x)=1—=. a=1 (4.44)
0, a>1

Kamit 4.3: (4.42) denklemi ile ifade edilen dagilimin tehlike oranit fonksiyonu

incelendiginde yukaridaki limit durumlarinin elde edilebilecegi agikca goriilmektedir.

4.2.4. OBu-P’nin kantil fonksiyonu

(4.39) denkleminde ifade edilen dagilim fonksiyonuna dayali OBu-P dagiliminin
kantil fonksiyonu (4.45)’teki gibi elde edilir:
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[-r1"” —1}Ua +1= (gja

e

X = 9{[(1 ~F(x))" —1}1/[’ ¥ 1} (4.45)

OBu-P rassal degiskeni F(x)=u~U (0,1) alnarak (4.45) kantil fonksiyonu yardimiyla

kolaylikla iiretilebilir.

4.2.5. OBu-P’nin alternatif matematiksel gosterimi

Bu boliimde OBu-R dagiliminda oldugu gibi OBu-P dagiliminin, dagilim ve olasilik
yogunluk fonksiyonlarinin kuvvet serilerine dayal alternatif gosterimleri elde edilecektir.
Bir onceki boliimde izlenilen yontemlerin bu dagilim i¢in ayni sekilde uygulanmasi

sonucunda OBu-P dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar1 i¢in alternatif gdsterimler:

F(x)= inkG(X)k = inka (x) (4.46)
f (x) - inkﬂhkﬂ (x) 4.47)

seklinde elde edilir. Burada H, (x) Olcek parametresi 6 ve sekil parametreleri k ve «

i=0

0 ; b
olan tstellestirilmis Pareto (EP) dagilimi olup m, = Z(—l) [ jﬂk , ny=l-my ve
i
n, =—m, seklindedir. OBu-R dagilimda oldugu gibi (4.46) esitligine gore yeni elde edilen
dagilim fonksiyonu, temel alinan dagilim fonksiyonunun agirliklandirilmis kuvvet serisi
toplami olarak ifade edilmistir. Bu sonu¢ OBu-P dagilimimin moment, tamamlanmamis

moment ve sira istatistikleri gibi bazi istatistiksel Ozelliklerinin elde edilmesinde

kullanilacaktir.

4.2.6. OBu-P’nin momentleri

Bu béliimde OBu-P dagiliminin moment fonksiyonu (4.47) esitligi yardimiyla elde
edilecektir. Bu amagla iistellestirilmis Pareto dagiliminin »’inci momenti (4.48)’deki gibi

ifade edilir:
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0 —a P!
Hip =Ep, (Z")=apo” ! ! {1—(%) J dz (4.48)

burada a ve p sekil parametreleri olup € ise dlgek parametresidir. Bir dizi cebirsel

islemin ardindan tstellestirilmis Pareto dagiliminin r’inci momenti,

Hip = Ep(Z7) =/3¢9f3(1—1,/3), r<a (4.49)
(04

1

Burada B (X, Y) = J.t (=) (l—t)(y_]) dt beta fonksiyonunu ifade etmektedir. Sonug olarak

0
(4.47) esitligi ile ifade edilen iliski yardimiyla OBu-P dagiliminin r’inci momenti
(4.50) deki gibi ifade edilebilir:

o0

Hosi-r = Eopux (Xr) = an+ljxrh(k+l) (x)dx
k=06 (4.50)

:0’ink+l(k+1)B(1—L,(k+l)j, r<a

k=0 (24

r=1 olarak alindiginda OBu-P dagiliminin birinci momenti yani ortalamasi asagidaki

esitlik yardimiyla elde edilebilir:

o

=0y n,, (k+1)B(1—l,(k +1)).
k=0
X'in j’inci merkezi momenti (4.50) esitligi yardimiyla asagidaki denklemden kolaylikla
elde edilebilir:

uy = E[(X-p) | =Z@ﬂ (~m)""

k=0

Farkli parametre degerleri icin OBu-P dagiliminin ortalama ve varyansi ile basiklik
() ve carpiklik (K) degerleri sirasiyla Tablo 4.6. ve Tablo 4.7.’de verilmistir. Carpiklik
ve basiklik degerlerinin her ikisi de a, b ve « parametrelerinin azalan fonksiyonudur.
Ote yandan Tablo 4.7. incelendiginde OBu-P dagilimmin olast tim § ve K
kombinasyonlarinin bir Onceki boliimde ifade edilen (4.26) esitsizligini sagladigi

goriilmektedir.
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Tablo 4.6. OBu-P dagilimi igin ortalama ve varyans degerleri

b=0.75 b=2 b=5
a a 0 u ol u o2 P 5

0,7500 5,0000 1,0000 1,5136 0,9862 1,1178 0,0297 1,0321 0,0022
2,0000 3,0253 3,7077 2,2355 0,1189 2,0642 0,0086

3,0000 4,5338 7,8742 3,3533 0,2676 3,0962 0,0194

7,5000 1,0000 1,2876 0,1879 1,0747 0,0107 1,0211 0,0009

2,0000 2,5753 0,7508 2,1493 0,0428 2,0421 0,0036

3,0000 3,8629 1,6853 3,2240 0,0964 3,0632 0,0081

10,0000 1,0000 1,1997 0,0748 1,0547 0,0055 1,0157 0,0005

2,0000 2,3993 0,2990 2,1093 0,0218 2,0313 0,0020

3,0000 3,5990 0,6728 3,1640 0,0491 3,0470 0,0044

2,0000 5,0000 1,0000 1,2169 0,0295 1,1148 0,0042 1,0715 0,0013
2,0000 2,4339 0,1179 2,2297 0,0169 2,1431 0,0053

3,0000 3,6508 0,2652 3,3445 0,0379 3,2146 0,0120

7,5000 1,0000 1,1376 0,0104 1,0748 0,0017 1,0470 0,0006

2,0000 2,2753 0,0414 2,1495 0,0068 2,0940 0,0022

3,0000 3,4129 0,0932 3,2243 0,0153 3,1410 0,0051

10,0000 1,0000 1,1008 0,0052 1,0554 0,0009 1,0350 0,0003

2,0000 2,2016 0,0209 2,1108 0,0037 2,0700 0,0012

3,0000 3,3024 0,0469 3,1663 0,0082 3,1050 0,0028

5,0000 5,0000 1,0000 1,1666 0,0029 1,1300 0,0009 1,1087 0,0005
2,0000 2,3333 0,0116 2,2600 0,0036 2,2175 0,0020

3,0000 3,4999 0,0260 3,3899 0,0080 3,3262 0,0046

7,5000 1,0000 1,1080 0,0011 1,0848 0,0004 1,0712 0,0002

2,0000 2,2159 0,0045 2,1696 0,0015 2,1424 0,0009

3,0000 3,3239 0,0102 3,2544 0,0033 3,2136 0,0019

10,0000 1,0000 1,0798 0,0006 1,0629 0,0002 1,0529 0,0001

2,0000 2,1597 0,0024 2,1258 0,0008 2,1058 0,0005

3,0000 3,2395 0,0054 3,1887 0,0018 3,1587 0,0010
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Tablo 4.7. OBu-P dagilimi igin S ve K degerleri

b=0,75 b=2,00 b=5,00
a o S K S K S K
0,75 5,00 12,6624 477,9953 3,7463 30,3627 3,4758 23,1607
7,50 5,9603 140,1287 3,1557 19,9182  3,2933 20,4344
10,00 4,0019 44,3707 2,9285 16,8140 3,2120 19,1609

2,00 5,00 3,1139 25,6883 1,2533 6,3108  0,7112  3,6957
7,50 2,5483 16,4506 1,1567 57384  0,6751  3,5900
10,00 2,3278 13,7372 1,1109 54886  0,6574  3,5400

5,00 5,00 1,5691 9,4037 0,2030 3,6052 -0,2119  3,1115
7,50 1,4489 8,4355 0,1695 3,5644  -0,2331  3,1253
10,00 1,3924 8,0184  0,1529 3,5460 -0,2437  3,1328

4.2.7. OBu-P’nin tamamlanmamis momentleri

Momentlerin elde edilisinde oldugu gibi {stellestirilmis Pareto dagiliminin
tamamlanmamis moment fonksiyonundan yararlanilacaktir. Bu amagcla istellestirilmis

Pareto dagiliminin 7’inci tamamlanmamis momenti,

m,, =QZ’h(Z)dz=ﬂ9’Bw(1—§,ﬂj, r<a 4.51)

w

burada B, (x,y)= It(x_l) (1 —Z)(H) dr ifadesi tamamlanmamis beta fonksiyonudur.
0

Boylece, OBu-P dagiliminin r’inci tamamlanmamis momenti (4.52)’deki formda elde

edilebilir:

m, (W)= erinkﬂ (k+1)B, (l—é,(k +1)j, r<a. (4.52)

4.2.8. OBu-P’nin moment iireten fonksiyonu

EP dagiliminin moment iireten fonksiyonu agagidaki gibi elde edilir (Tahir ve ark.,
2016):

M, (t)= aﬂi(—l)i A (ﬂ__ljJ (6.(i+1)a+11)

i=0 l

Buradaki J (.) fonksiyonu asagidaki gibidir:
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J (q, p,t) = jx_”e”‘dx
q

(o) q| -Zeelen) _pPp) et pP(=p—ta)

1qT' (p) qt (—t)p+1 g"! 1q

F(a,t):jx“’le’xdx ifadesi tamamlanmamis gamma fonksiyonu olup OBu-P

t

dagiliminin moment tireten fonksiyonu (4.47) esitligi yardimiyla (4.53)’teki gibi ifade
edilir:

M(t)=a i M, (k+1)0 [lfjJ(e,(iﬂ)aH,z). (4.53)
l

k,i=0

4.2.9. OBu-P’nin ortalamadan sapmasi
Ortalamadan sapma ve medyandan sapma, bir popiilasyonda yayilma 6lg¢iisii i¢in

alternatif Olgtilerdir (Akinsete ve ark., 2008). X OBu-P dagilimina ait ,qu(X )

ortalamali bir rassal degisken olmak {lizere ortalamadan sapma (4.54)’deki gibi

hesaplanabilir:

D)= EX - #l]= = (3)ae= [ (=) () [ (3= ()

7] 7] w©

:_l;ﬂf(x)dx—l:xf(x)dx+fxf(x)dx_J'luf(x)dx

7]

:yF(x)—l:xf(x)dx+{,u—];xf(x)dx}—{l—f,uf(x)dx}

:2yF(x)—2]£xf(x)dx+,u—l
D(,u)=2,uF(x)—2mLX (,u)+,u—1,

(4.54)

Burada m, (,u ) OBu-P dagiliminin birinci tamamlanmamis moment fonksiyonu olup
(4.52) esitligi ile ifade edilmistir.
M, X rassal degiskeninin medyan1 olmak iizere, medyandan ortalama sapma

(4.55)’deki gibi hesaplanir:
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0 M

D(M)zEDX—M|]=I|x—M|f(x)dx=j(M—x)f(x)dx+}I(x—M)f(x)dx

(4 4

2

(M —x)f(x)dx+I(x—M)f(x)dx

DX X

2 Mf(x)dx—2Txf(x)dx+E(X -M)

=2MF (M )-2m,, (M )+u-M
D(M)=p-2m ,(M).

(4.55)

4.2.10. OBu-P’nin sira istatistigi

X.,X,,..X, OBu-P dagilmindan n birimlik orneklem olmak iizere
X <X, <.£X  <..<X |, bu orneklemin sira istatistikleri olsun. X, . sira
=70 () (n) ()

istatistiginin oyf,

o =i ()] 1= (]

.y

Ty Ty YEI) G O )

(n=j)(j-1)'%

Yukarida ifade edilen fonksiyon (4.46) ve (4.47) esitliklerinden yararlanarak asagidaki

formda da yazilabilir.

sl fge ot s ]

Kuvvet serinin kuvveti ile ilgili esitlik yardimiyla (Gradshteyn, ve Ryzhik, 2002) X 0)

sira istatistiginin oyf,

£y ()= j)'f(! Y
S0 ("R oe | Loty
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olarak  yazilabilir.  Bu esitlikteki a, = bl ve k>1 icin

m

=(mb,)" Y.[k(j+i)-m]ba,, seklindedir. Bir dizi cebirsel islemin ardindan oyf,

+(—1)f(n—.jj(l“)bmakg(x)G(X)Hk
i”—')( 1)’( i j%h(x)nm

i= kl:O(n J)(J !

seklinde elde edilebilir.

_ ot (n= (I )ba,
di,k,l_(n_j)!(j_])!( 1)( i j(l+k+1)

olarak alinsin. Sonug olarak X(j) sira istatistiginin oyf,

fx(j) ('x) = ¢ z di,k,lh(l+k+l) (.X) (456)

Bu esitlikteki h(x) sekil parametreleri (l+k+1) ve «a, Olgek parametresi € olan

iistellestirilmis Pareto dagiliminin oyf’dur. Sonug¢ olarak OBu-P dagiliminin sira

istatistiginin oyf h(x) ’in lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

4.2.11. OBu-P’nin en ¢ok olabilirlik tahmincisi
X,,X,,...X, OBu-P dagilimindan oOrneklem olmak tizere, a, b, a ve @

parametrelerine gore log-olabilirlik fonksiyonu,

log L(a,b,a,0) =nlog(aba )+ naba log 6 —(aba +1) ilog X,

i=1

+(a—1);::105{1_(%)_“}_(b+1)lZ::10g {1_(%?%%) |

seklinde ifade edilir. Bilindigi lizere parametrelerin olabilirlik tahmincileri log-olabilirlik

(4.57)

fonksiyonunun parametrelere gore kismi tlirevlerinin sifira esitlenmesi ile elde edilir. Bu

amagla esitliginin parametrelere gore kismi tiirevleri agsagidaki gibi elde edilmistir.
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Gl(a)gL =2 nbarlog 6 - bazl"gx +Zlog{ (Zj
a

i=l1 i=l1

dlogL _n x )
=—+naalogf—aa ) logx,— ) lo -~ =0
ob b 8 Z‘ £ Z 8 (9}

xl - xl
dlogL _ n n ( J log( )
g +nablog0 abZlogx +(a— 1 z

\ iCO)
3 T () -eel3)a)

—(b+1) 2 ~ T =0
l )30

x> 6 oldugundan @ parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmincisi 6rneklemdeki en

kiigiik degere karsilik gelir baska bir ifade ile 6rneklemin birinci sirali istatistigi olan Xq)

“dir. Dagilimin diger parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri, yukarida verilen
denklemlerin es zamanli ¢6ziimii ile elde edilebilir. Bu amagla denklemlerin agik ¢6ziimii
miimkiin olmadigindan Newton-Raphson gibi niimerik yontemlerin kullanilmas1 gerekir.

Hipotez testi ve aralik tahmini i¢in gézlemlenmis bilgi matrisinin tersi alinarak elde

edilen asimptotik varyans-kovaryans matrisi kullanilir. Gozlemlenmis bilgi matrisinin

tersi,
A2 2 2 7!
_O'logL  0O'logL  0"logL
oa’ daob dada
. 0*logL  9’logL  0°loglL
1(B)=|- - - 458
('B) oboa ob* oboa ( )
_O’logL &logL  d’logL
| Oada oboa oa’ |
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seklinde olup buradaki B:(&,l;,d), tahmin edilen parametre vektoriidiir. (4.58)

matrisinin elemanlar1 asagida ifade edildigi gibidir:

x ) X
£ log? u. +2alo lo +a’lo
Flogl [ej { e g(ej Bty rer o8 (ej}
=——-
a

" (b+1); — . :
¢ {(éj ui“+1}

(b+1),:1 {alog( j (1-u,)- alog[ j(l u)}[alog();j 1(1"”)—a[’)m10g[r)]
[(1-u) T
a;;iL—nalogH a;“logx ;” loguu;il(olg_(jg(l " :

2
aa;(;iL—nblogQ bZlogx +;10g[9j1 w)u;”
alogz(gja[gj +alog(9jloguu (l—ui)+log();jui“‘l(l—u) log(aj(l )

—(b”); Jalog();)u,-“'l(l‘“) alog Hloguu —~alog J(l u)}
[ ]

X x O\ x )
log| & |u ™ (1-u,) —alog| % || 2
6210gL u aog(ejul ( u,) aog(ej(ej

=nalogf — 1 — ,
Gady "lop0=a3 oz -3 () +u°
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Yukaridaki esitliklerde ifade edilen u,,

seklindedir.

4.2.12. OBu-P’nin en ¢ok olabilirlik tahmincisi icin benzetim ¢alismasi

Bu béliimde, OBu-P dagilimi i¢in ECO yonteminin performansini degerlendirmek
amaciyla bir benzetim caligmas1 yapilmistir. OBu-P dagilimindan rassal degiskenler
tiretmek icin dagilimin kantil fonksiyonu kullanilmistir. Her bir parametre degeri icin
orneklem biiyiikliikleri, n=50, 100 ve 500 olarak ele alinmistir. Her bir durum igin
benzetim sonuglart 1000 kez tekrarlanarak elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin
degerlendirilmesi i¢in, hata kareler ortalamasi (MSE) ve yanlilik (Bias) kriterlerinden

yararlanilmastir.

Benzetim sonuglar1 Tablo 4.8.’de verilmistir. Tablodaki sonuglardan goriildigi tizere
orneklem biiyiikligli n arttikca MSE ve Bias degerleri azalmaktadir. Bu, ECO
yonteminin, OBu-P dagilimmin parametrelerini tahmin etmek i¢in etkin bir sekilde

uygulanabilecegi anlamina gelmektedir.
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4.2.13. OBu-P’nin uygulamalari
Bu boliimde, OBu-P dagilimmin performansin iki ayr1 gergek veri seti lizerinde

incelenecektir.

Uygulama 1
[lk veri seti Zea ve ark. (2012) ve Aljarrah ve ark. (2015) tarafindan da kullanilmis
olan mesane kanseri hastalarinin hastaliksiz donem siurelerini ifade eden 128 adet

gbzlemden olusmaktadir. Veri seti Tablo 4.9’da verilmistir.

Tablo 4.9. Mesane Kanseri Verisi

0,08 0,2 0.4 0,5 0,51 0,81 0,9 1,05 1,19 1,26
1,35 1,4 1,46 1,76 2,02 2,02 2,07 2,09 2,23 2,26
2,46 2,54 2,62 2,64 2,69 2,69 2,75 2,83 2,87 3,02
3,25 3,31 3,36 3,36 3,48 3,52 3,57 3,64 3,7 3,82
3,88 4,18 4,23 4,26 4,33 4,34 4.4 4.5 4,51 4,87
4,98 5,06 5,09 5,17 5,32 5,32 5,34 541 541 5,49
5,62 5,71 5,85 6,25 6,54 6,76 6,93 6,94 6,97 7,09
7,26 7,28 7,32 7,39 7,59 7,62 7,63 7,66 7,87 7,93
8,26 8,37 8,53 8,65 8,66 9,02 9,22 9,47 9,74 10,06
10,34 10,66 10,75 11,25 11,64 11,79 11,98 12,02 12,03 12,07
12,63 13,11 13,29 13,8 14,24 14,76 14,77 14,83 15,96 16,62
17,12 17,14 17,36 18,1 19,13 20,28 21,73 22,69 23,63 25,74
25,82 26,31 32,15 34,26 36,66 43,01 46,12 79,05

OBu-P dagilimi Pareto, Weibull-Pareto (Aljarrah ve ark.., 2015), beta-Pareto
(Akinsete ve ark., 2008) ve beta-iistellestirilmis Pareto (Zea ve ark., 2012) dagilimlari ile
karsilagtirilmistir.  Bu dagilimlar sirasiyla PD, WPD, BPD ve BEPD olarak
belirtilmektedir. Ele alinan dagilimlarin performans karsilagtirmalart Tablo 4.10.’da
verilmistir. Tahmin edilen parametrelere iliskin standart hata degerleri de parantez i¢inde

verilmistir.
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Tablo 4.10. Mesane Kanseri verisi icin PD, WPD, BPD, BEPD ve OBu-P dagiliminin parametre
tahminleri ve kriterleri sonuglart

PD WPD BPD BEPD OBu-P
G =0,232 (0,021) ¢=4,136 (0,118) G =4,805(0,055) 4 =0,348 (0,097) a=4,277 (0,338)
0=0,080 7=0,436 (0,088) 5=100,502 (0,251) b =159831 (183,75)b =6,674 (7,938)
MLE k=0,077 (0,013) k=0,011(0,001) k=0,051(0,019) @&=0,107 (0,028)
6 =0,080 6 =0,080 @ =8,611(2,093) §=0,080
B=0,080
JogL 539,591 407,370 480,446 432,410 406,965
AIC  1081,182 820,740 966,893 872,819 819,930
BIC  1084,026 829,273 975,425 884,197 828,463
K-S 0425 0,043 0,217 0,142 0,039

Tablo 4.10.’dan goriilebilecegi gibi, OBu-P dagilimi en kiiciik negatif log-
olabilirlik, AIC, BIC ve K-S istatistik degerlerine sahiptir, bu da OBu-P’nin diger
alternatif Pareto dagilimlarindan daha iyi oldugunu gostermektedir. Diger taraftan, Sekil
4.8, mesane kanseri verisi i¢in PD, WPD, BPD ve BEPD'ye karsi OBu-P’nin modelleme
yetenegini gorsel olarak gosterilmesi i¢in elde edilmistir. Grafikten de anlasilacag tizere

OBu-R dagilimi ele alman diger dagilimlarin ¢ogundan daha iyi modelleme basarist

gostermistir.
0.25 I JVeri |
' PD
WPD
BPD
02 BEPD | -
OBPD
0.15f
3
o}
0.1 .
0.05 [ .
IM
0 | . | T
0 5 10 15 20 25 30

X

Sekil 4.8. Olasilik yogunluk fonksiyonlar: ve histogram grafigi (Mesane kanseri)
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Uygulama I

Ikinci uygulamada kullanilan veri seti Kanada’da bulunan Wheaton nehrine ait
1958-1984 yillar1 arasinda gerceklesen 72 adet taskin (m?/sn) gézleminden olusmaktadar.
Bu veri setini Akinsete ve ark. (2008) ve Bourguignon ve ark. (2013) ¢alismalarinda da
kullanilmiglardir. OBu-P dagilimi PD, BPD, istellestirilmis Pareto (EPD) ve
Kumaraswamy Pareto (KwPD) (Bourguignon ve ark., 2013) dagilimlan ile
karsilastirilmistir. Negatif log-olabilirlik, AIC, BIC ve K-S istatistiklerinin sonuclari ile

parantez i¢indeki standart hata degerleri Tablo 4.11.'de verilmistir.

Tablo 4.11. Tagskin verisi i¢in PD, EPD, BPD, KwPD ve OBu-P dagilimlarinin parametre tahminleri ve

kriterler sonuglar

PD EPD BPD KwPD OBu-P
G4 =0,241(0,029) a=2,880 (0,4911) a=3,147 (0,499) 4=2,855(0,337) a=3,366 (0,361)
=0, k=0,424 (0,046) bH=85751(0,0001) b =85847 (60,421) b=68,017 (191,48)
MLE B =0,100 k =0,009 (0,002) k=0,053 (0,019) & =0,054 (0,037)
6=0,100 B =0,100 6=0,100
Jogl 303,949 287,300 283,700 271,200 250,899
AIC 609,897 578,600 573,400 548,400 507,797
BIC 612,160 583,125 580,188 555,188 514,586
K-S 0,341 0,199 0,175 0,170 0,125

Tablo 4.11.'de goziiktiigli gibi OBu-P dagilimi, taskin verileri i¢in tiim kriterlere
gore en iyi performansi gdstermistir. Ote yandan onerilen dagilimmn gorsel olarak
degerlendirilmesi i¢in Sekil 4.9°te dagilimlarin oyf grafigi verilmistir. OBu-P dagiliminin

modelleme yetenegi yine grafikte gdziikmektedir.
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Sekil 4.9. Olasilik yogunluk fonksiyonlar: ve histogram grafigi (Taskin verileri)

Bu boliimde dort parametreli OBu-P dagilimi tanimlanmig olup dagilimin bir dizi
istatistiksel ozellikleri ele alinmistir. OBu-P dagiliminin en ¢ok olabilirlik tahmincileri
elde edilmis olup bu tahmincinin tutarlili§1 benzetim ¢aligmas1 yardimiyla elde edilmistir.
Ayrica kullanilan iki gercek veri seti yardimiyla, elde edilen yeni dagilimin literatiirdeki
bazi genellestirilmis Pareto dagilimlarindan daha iyi sonuglar verdigi gosterilmistir.
Sonug olarak, OBu-P dagilimi, sigorta verileri, hayatta kalma verileri ve asir1 yagis, asir1
rliizgar ve asir1 kayiplar da dahil olmak tizere asir1 olaylarla ilgili veriler i¢in esnek bir

dagilim modeli olarak sunulmaktadir.
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4.3. OBu-LL Dagihm ve Istatistiksel Ozellikleri

Log-lojistik (LL) dagilimi ilk olarak niifus artisin1 modellemek i¢in Verhulst (1838)
tarafindan gelistirilen popiiler bir lojistik dagilimdir. Ekonomi literatiiriinde daha ¢ok Fisk
(Fisk, 1961) dagilimi olarak adlandirilan LL dagilimi giivenilirlik, yasam analizi,
miithendisilik, aktiierya gibi bir¢ok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica,
sansiirlii veriler ile siklikla karsilagilan giivenilirlik ve yasam ¢oziimlemesi alanlarinda bu
tarz verileri modellemede LL dagilimimin olduk¢a uygun oldugu kabul gérmektedir
(Tahir ve ark., 2014). LL dagilimina sahip X rassal degiskeninin dagilim ve olasilik
yogunluk fonksiyonlar1 sirasiyla (4.59) ve (4.60)’daki gibi ifade edilir:

G(r):l[l{%” . 150, By >0 (4.59)

2() =§t(7‘) {H(é} } (4.60)

Denklemlerde goriilen g ve y parametreleri sirastyla LL dagiliminin 6lgek ve sekil

parametreleridir. Son yillarda modelleme basarisinin arttirilmasi amaciyla LL dagiliminin
genellestirilmesi lizerine yogun olarak calisilmaktadir. Literatiirde dagilimin birgok
genellestirilmis hali bulunmaktadir. Ornegin, Santana ve ark. (2012) Kumaraswamy-G
dagilimlar ailesi yonteminden (Cordeiro ve de Castro, 2011) yararlanarak
Kumaraswamy-log-lojistik dagilimin1 6nermislerdir. Ramos ve ark. (2013), Zografos ve
Balakrishnan (2009) tarafindan gelistirilen Zografos-Balakrishnan-G ydnteminden
yararlanarak Zografos-Balakrishnan-LL dagilimin1 onermisler ve elde ettikleri yeni
dagilimi gbgiis kanseri verilerine uygulamiglardir. Gui (2013), Marshall ve Olkin’in
(1997) onerdigi yontemi kullanarak LL dagilimina yeni bir sekil parametresi ekleyerek
Marshall-Olkin genisletilmis LL dagilimini elde etmistir. Beta-LL dagilim1 Eugene’nin
(2002) gelistirdigi dagilim genellestirme yontemi kullanilarak Lemonte (2014) tarafindan
onerilmistir. Ote yandan Tahir ve ark. (2015) tarafindan gelistirilen odd genellestirilmis
istellestirilmig-G ailesi yontemi yardimiyla odd genellestirilmis tistellestirilmis LL
dagilimi Rosaiah ve ark. (2016) tarafindan Onerilmistir. Son olarak genisletilmis-LL
dagilimi ise Lima ve Cordeiro (2017) tarafindan Onerilmis olup bu dagilimin
genellestirilmesinde Cordeiro ve ark. (2013) tarafindan gelistirilen istellestirilmis-

genellestirilmis-G ailesi yontemi kullanilmistir.
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Bu bélimde Odd-Burr Log-lojistik (OBu-LL) dagilimi 7-X dagilimlar ailesi yontemi
temel aliarak gelistirilen yontem yardimiyla (Alizadeh ve ark, 2017) tanimlanacaktir.
Ayrica, 4.1 ve 4.2 boliimlerinden farkli olarak, Omiir siirelerinin analizinde kullanilmak
tizere OBu-LL dagilimma dayali yeni bir parametrik regresyon modeli Onerilecek ve

performansi arastirilacaktir.

4.3.1. OBu-LL dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlari
(4.3) denkleminde G(x) temel dagilimi yerine (4.59) ile ifade edilen LL dagilim

fonksiyonu kullanilirsa OBu-LL dagiliminin dagilim fonksiyonu;

1+ tjy
B

F a,b,y,p>0,t>0, (4.61)

b 9

F(t)=1-

—-1 —

L6 0)]

(4.61) dagilim fonksiyonuna karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu ise;

[ (5f] pl)]

1)= (4.62)

p (b+1)
YT (Y]
P 1- 1+(J + 1+(j
B B
seklinde ifade edilir. Burada g olgek parametresi, a, b ve y sekil parametreleridir. Esitlik

(4.62) ile verilen oyf’na sahip olan 7 rassal degiskeni 7'~ OBu —LL(a,b, v, ) seklinde

ifade edilir.

-1 (“‘1)

ab+1)

Farkli parametre degerleri icin OBu-LL dagiliminin oyf’nu grafikleri Sekil 4.10°da
verilmistir. Grafiklerden goriilebilecegi gibi, 6nerilen OBu-LL oyf, sekil parametrelerinin
degerlerine bagl olarak ¢ok cesitli sekiller, farkli kuyruk davranislar1 ve ¢arpiklik ve/veya

basiklik sunmaktadir.
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Sekil 4.10. Farkli parametre degerleri i¢cin OBu-LL dagilimimin oyf grafigi
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4.3.2. OBu-LL yasam ve tehlike orani fonksiyonlar:

OBu-LL dagilimmin yasam ve tehlike orani fonksiyonlar1 sirasiyla (4.63) ve

(4.64)’te ifade edilmistir.

Hrf OBu-LL

—g=2 b=0.25 \=2 (=1
m— g=2 b=0.5 \=2 3=1
a=2 b=1.25 \=2 =1
—a=2 b=2 \=2 =1
s 3=0.1 b=5 \=2 3=1

—, a,b,y, >0, 1>0, (4.63)

(4.64)

Sekil 4.11. Farkli parametre degerleri igin OBu-LL dagiliminin tehlike orani fonksiyonu grafigi

Farkl1 parametre degerleri icin tehlike orani fonksiyonunun grafikleri Sekil 4.11'de

verilmistir. Bu grafikten goriildiigii gibi, OBu-LL dagiliminin tehlike oran1 fonksiyonu,
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monoton olarak azalan ve artan-azalan (tek modlu) gibi farkl sekillere sahiptir. OBu-LL
dagilimmin tehlike fonksiyonunun bu o6zelliginden dolayr yasam siiresi analizinde

kullanilabilir.

4.3.3. OBu-LL’nin kantil fonksiyonu

(4.61) denkleminde ifade edilen dagilim fonksiyonuna dayalt OBu-LL dagiliminin
kantil fonksiyonu (4.65)teki gibi elde edilir:

. y
{H ﬂj
F(t)=1- — =,
1—{1+(ZJ7 + IJ{t]y}
)| || \»
1/a 1

T = ﬂ{([l ~F(n)]" —1)”“ }W (4.65)

OBu-LL rassal degiskeni F (x) =u~U (O,l) alinarak (4.65) kantil fonksiyonu
yardimiyla kolaylikla tiretilebilir.

4.3.4. OBu-LL’nin alternatif matematiksel gosterimi

Bu boéliimde, OBu-R dagiliminda oldugu gibi OBu-LL’nin dagilim ve olasilik
yogunluk fonksiyonlarinin kuvvet serilerine dayali alternatif gésterimleri elde edilecektir.
Bir 6nceki boliimde izlenilen yontemlerin bu dagilim i¢in ayni sekilde uygulanmasi
sonucunda OBu-LL’nin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar1 i¢in alternatif

gosterimler:

F(x)=YnG(x) = nH, (x) (4.66)
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f(x)= ink+lhk+l (x) (4.67)

seklinde elde edilir. Burada H, (x) Olgek parametresi B ve sekil parametreleri k ve y

0 ; b
olan tistellestirilmis log-lojistik (ELL) dagilimi olup m, = Z(—l) [ Jﬂ,k , Ny =1-m;, ve
i

i=0
n, =-m, seklindedir. Onceki boliimlerde elde edilen dagilimlarda oldugu gibi (4.66)

esitligine gore OBu-LL’nin dagilim fonksiyonu, temel alinan dagilimin agirliklandirilmis
kuvvet serisi toplami olarak ifade edilmistir. Bu sonu¢ OBu-LL dagiliminin

momentlerinin elde edilmesinde kullanilacaktir.

4.3.5. OBu-LL’nin momentleri

Bu boliimde OBu-LL dagiliminin moment fonksiyonu (4.66) esitligi yardimiyla
elde edilecektir. Bu amagla dstelletirilmis log-lojistik dagiliminin »’inci momenti

(4.68)’deki gibi ifade edilir:

M =B, (27)= M’B(l—i,ﬂﬁj (4.68)

burada A1 ve y sekil parametreleri olup B ise dlgek parametresidir. Sonug olarak (4.67)

esitligi ile ifade edilen iliski yardimiyla OBu-LL dagiliminin »’inci momenti (4.69)’daki
gibi ifade edilebilir (Ramos ve ark., 2013; Lemonte, 2014):

Hopu-11. = Eopu11 (Xr) = anﬂjxrh(kﬂ) (x)dx
=0

(4.69)

=ﬂ’ink+l(k+1)B[1—1,(k+1)+1], r<y
k=0 4 /4

r=1 olarak alindiginda OBu-LL dagiliminin birinci momenti yani ortalamas1 asagidaki

esitlik yardimiyla elde edilebilir:

, > 1 1
Hopu-r1 = ﬂznkH (k+1)B(1__’(k+1)+_]'
k=0 Ve Y
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4.3.6. OBu-LL’nin en cok olabilirlik tahmincisi
Onerilen OBu-LL dagiliminin parametrelerinin tahmini igin en ¢ok olabilirlik
yontemi kullanilacaktir. Bu amagla X, X,,..., X, , parametreleri a, b, y ve f olan OBu-

LL dagilimindan 6rneklem olmak iizere, log-olabilirlik fonksiyonu,

logL(a,b,y,B)= nlog(%j+(y—l)ilog(ti)

-1

—(ab+1)3 log| 1+ %j }r(a—l)ilog 1{14{%} } (4.70)

_(b+1)glog 1”(%ﬂl a{“(%ﬂa

seklinde ifade edilir. Olabilirlik tahmincileri log-olabilirlik fonksiyonunun parametrelere

gore asagida verilen kismi tlirevlerinin sifira esitlenmesi ile elde edilir.

algjlz:g—bizn;log{l+(%] }+i}log 1—{1+[%) ]

-1
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+<al);m@[l+(%ﬂ‘ ,
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+(b+1); v ~ -
RRRIIERIR 0!
e e et )]
st ot
g ~d 7 t. T N t/ t. 2
A G

—(b+1)z

i=1

Parametrelerin en ¢ok olabilirlik

[

tahminleri, yukarida verilen denklemlerin es

t

B

zamanli ¢oziimii ile elde edilebilir. Bu amacgla denklemlerin agik ¢&ziimii miimkiin

olmadigindan Newton-Raphson gibi nlimerik yontemlerin kullanilmas1 gerekir.

4.3.7. OBu-LL regresyon modeli

Bir bireyin yasam siiresini ya da herhangi bir ekipmanin bir parcasinin kullanim

stiresini agiklayic1 degisken olarak birtakim etkenler etkileyebilmektedir. Dolayisiyla

omiir siiresi ile agiklayic1 degiskenler

arasindaki bu iliskinin belirlenmesi biiyiik bir

Oneme sahiptir. Bu amacgla bagimli degiskenin Y =10g(T) ve agiklayict degisken

vektoriiniin xz(xl,xz,...,xp )T oldugu regresyon modeli yaklagimi kullanilmaktadir.
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Dolayisiyla bagimli  degisken ile agiklayict degiskenler arasindaki iliskinin

belirlenebilmesi icin Y rassal degiskeninin dagiliminin belirlenmesine ihtiyag

duyulmaktadir. Sonug olarak T~0Bu—LL(a,b, ¥, ﬂ) oldugunda Y =10g(T) rassal
degiskeni Odd Burr lojistik dagilimina sahip olur ve Y ~OBu—L(a,b, 11,0) seklinde

ifade edilir ve buradaki #=In() ve o=y olup elde edilen yeni dagilimin konum ve

Olcek parametreleridir. Y rassal degiskeninin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlari

ol

F(y)zl— 2 4.71)

sl 22] T3]
o= (724 [ fven( 2] |

f(y)= i (4.72)
-1\4 —a
o} {1—[1+exp(wﬂ } 7{1+exp[y_'uﬂ
o o
seklindedir. Dagilimin yasam ve tehlike fonksiyonlar1 da sirasiyla (4.73) ve (4.74)’te

ol

a

At et

e (TJ{HGXP(THQI {1[1+exp(y6ﬂﬂl}“
(el el

a olmak iizere Z rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

sirastyla,

ifade edilmistir:

h(y)=

(4.74)

y_
(o}

Z:
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a-1

_ abexp(z) [1 + exp(z)]f(abﬂ) {1 - [1 +exp (Z)]il}

((-Trveswa] | +reem(=]]

olarak elde edilir. Elde edilen dagilima iliskin OBu-L dogrusal regresyon modeli

f(z) (4.75)

(4.76)’daki gibi tanimlanmustir:
v, =x f+oz,i=12,.,n (4.76)
Bu modeldeki y, i. birey i¢in gézlemlenmis log-yasam zamani ya da log-sansiirleme

zamani, (xil,xn,...,xip )T bilinen agiklayic1 degisken vektord, (,6’] By, ,Bp) tahmin
edilecek regresyon katsay1 vektorii ve z, (4.75) esitligi ile ifade edilen olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip hatalardir. z,’lerin bagimsiz ve aymi dagilima sahip olduklar

varsayllmaktadir. Elde edilen yeni model farkli veri tiplerinin modellenmesinde
kullanilabilecek yeni bir ara¢ olarak literatiire sunulmustur. Bu model lojistik dagilima
dayali hizlandirilmis basarisizlik zamani modelinin genellestirilmis halidir (Ortega ve

ark., 2016).
n birimlik bagimsiz gdzlemlerden olusan (y1 , X ), ( Vys X, ) e (yn X, ) orneklemi ele
alinsin. Burada y, = min {log (tl. ), log (cl. )} seklinde tanimlanip i. birey i¢in log-yasam

zamanint ya da log-sansiirleme zamanimi ifade eder. Burada sansiirlemenin non-
informatif oldugu varsayilmistir. Yani gozlemlenmis yasam zamanlar ile sansiirleme

zamanlar1 birbirlerinden bagimsizdir. D ve C sirasiyla gézlemlenmis ve sansiirlenmis
yasam siirelerinin kiimeleri olsun. (4.76) modelindeki ﬁz(a,b, o, p’ )T parametre

vektorii icin log-olabilirlik fonksiyonu,

H(0)=21(0)+ 2 H(0)

ieD ieC
seklinde ifade edilir. Buradaki [,(6)=log[ f(y,)] ve 119(6) = log[ S(y,)] olup

F(¥,), (4.72) esitligi ile verilen yogunluk fonksiyonu ve S(,), (4.73) esitligi ile verilen

yasam fonksiyonudur. Elde edilen model icin toplam log-olabilirlik fonksiyonu

(3.77)deki gibidir.
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1(0)= rlog(%l_?j+2zi —(ab+1)Y log[1+exp(z,) ]

ieD ieD

#(a=1)Tlog{1-[1+exp(z)] ]

ieD

_(b+1)Zlog{(1—[1+eXP(Zi)]1 )" +H1+rexp(z )]a}

—abz log [1 +exp(z )} - bZlog {(1 - [1 +exp(z )]_l )a + [1 +exp(z; ):l_a }
(3.77)
Yy _x,'Tﬂ

(o2

Burada, z, = ve r gozlemlenmis yasam siiresinin sayisidir. Bilindigi lizere

parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmincileri log-olabilirlik fonksiyonunun maksimize
edilmesi ile elde edilir. Bu amagla MATLAB programindan yararlanilarak modelin en ¢ok

olabilirlik tahmincileri elde edilmistir.

4.3.8. OBu-LL’nin uygulamalari

Bu boliimde, tezde onerilen OBu-LL dagiliminin ve bu dagilima dayali olarak elde
edilen regresyon modelinin performansini incelemek amaciyla iki ayr1 gercek veri seti
tizerinde uygulama yapilmis olup literatiirde kullanilan dagilimlar ile karsilastirmasi

yapilmistir.

Uygulama 1

[lk olarak gogiis kanseri hastalarmin yasam siirelerinin oldugu 121 adet gézlemden
olusan veri seti ele alinacaktir. Bu veri seti daha dnce Ramos ve ark. (2013) tarafindan
onermis olduklar1 Zografos-Balakrishnan LL (ZBLL) dagiliminin performansini

degerlendirmek amaciyla kullanilmistir. Kullanilan veri seti Tablo 4.12°de verilmistir.
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Tablo 4.12. Gégiis Kanseri Verisi

0,3 0,3 4 5 5,6 6,2 6,3 6,6 6,8 7.4
7.5 8,4 8.4 10,3 11 11,8 12,2 12,3 13,5 14,4
14,4 14,8 15,5 15,7 16,2 16,3 16,5 16,8 17,2 17,3
17,5 17,9 19,8 20,4 20,9 21 21 21,1 23 23,4
23,6 24 24 27,9 28,2 29,1 30 31 31 32
35 35 37 37 37 38 38 38 39 39
40 40 40 41 41 41 42 43 43 43
44 45 45 46 46 47 48 49 51 51
51 52 54 55 56 57 58 59 60 60
60 61 62 65 65 67 67 68 69 78
80 83 88 89 90 93 96 103 105 109
109 111 115 117 125 126 127 129 129 139
154

Onerilen dagilimin performansini incelemek amactyla Kumaraswamy-LL (KLL)
(Cordeiro ve ark., 2012) ve beta-LL (BLL) (Lemonte, 2014) dagilimlar1 kullanilmistir.
Dagilimlarin performanslarini karsilastirmak amaciyla AIC, diizeltilmis akaike bilgi
kriteri (CAIC) ve BIC kriterleri kullanilmis olup parametre tahmin degerleri ile

karsilastirma kriterleri sonuglar1 Tablo 4.13’te verilmistir.

Tablo 4.13. Gégiis kanseri verisi icin KLL, BLL ve OBuLL dagilimlarinin parametre tahmin ve
karsilastirma kriterleri sonuglart

Dagilim Parametre Tahmini AIC CAIC BIC
KLL (a, b, y, a) 33,698 23,048 0,336 0,044 1189,937 1190,282 1201,12
BLL (a, b, o, p) 0,364 0,732 53,251 3,368 1171,861 1172,206  1183,045

OBuLL (a, b, y, p) 0,321 53,101 4,095 1210  1166,133  1166,4249 1177,316

Tablo 4.13’ten gorildiigi lizere karsilagtirma kriteri degerleri en diisiik olan
onerilen OBu-LL dagilimi olup bu da OBu-LL dagiliminin ilgilenilen veri setini

modellemede en basarili dagilim oldugu anlamina gelmektedir.

Uygulama 11

Bu boliimde elde edilen regresyon modelinin performansini incelemek amaciyla
icerisinde agiklayici degiskeninde bulundugu veri seti ele alinmistir. Kullanilan veri seti
Lawless (2013, S:335)’tan alinmis olup tutkaldan yapilmis bir yalitkanin 3 farkli voltaj

seviyesindeki dayanabilme siirelerini icermektedir. Veri seti Tablo 4.14.’te verilmistir.
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Veri setinde sansiirlii veriler de yer almaktadir ve sanstirlii verilerin orant %10 olup

sanstirlii veriler yildiz ile isaretlenmistir.

Tablo 4.14. Voltaj Verisi

‘Eﬁl‘t,?j Bozulma Zamanlari
4690 740 1010 1190 2450 1390 350 6095 3000 246
523 1458  6200* 550 1690 745 1225 1480 245 600 1805
55 258 114 312 772 478 162 444 1464 132 1740%
1266 300 2440* 520 1240  2600* 222 144 745 396
575 510 1000* 252 408 528 690 900* 714 348 546

174 696 294 234 288 444 390 168 558 288

Onerilen yeni regresyon modelinin performansini degerlendirmek igin alt model
olan lojistik ve bozulma siirelerinin analizinde siklikla kullanilan log-Weibull regresyon
modelleri de ele alinmistir. Parametre tahmin ve degerlendirme kriterleri sonuglar1 Tablo

4.15’te verilmistir.

Tablo 4.15. Voltaj Verisi verisi i¢cin OBu-L, Lojistik ve Log-Weibull dagiliminin parametre tahminleri ve
kriter sonuglar

Model o B, B a b AIC CAIC BIC HQIC
OBu-L 0,3795 19,3520 -0.2310 1,0753 0,6110 135,834 136,945 146,305 139,930
Lojistik 0,5290 17,8853  -0,2073 - - 164,260 164,689 170,544 166,718
Log-Weib  0,8452 22,0314 -0,2746 - - 173,398 173,826 179,681 175,855

Tablo 4.15’te elde edilen sonuglar incelendiginde degerlendirme kriterlerinin
sonuglart yeni 6nerilen regresyon modeli olan OBu-L i¢in diger karsilagtirilan modellere
nazaran oldukca kii¢iiktiir. Yani yeni elde edilen regresyon modeli veri setini modelleme
konusunda diger ele alinan modellere gore oldukga basarilidir.

Ayrica elde edilen yeni modelin alt modele gore anlamli derecede iyi modelleme
basarisina sahip olup olmadigini degerlendirebilmek icin OBu-L ve lojistik modellere

olabilirlik oran testi uygulanmis olup elde edilen sonug tablo 4.16°da verilmistir.
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Tablo 4.16. Olabilirlik oran testi sonuglar: (Voltaj verisi)

Model Hipotez Istatistik p-degeri
OBu-L ve Lojistik HO: a=b=1 HI: HO yanlis 32,5456 p<0.0001

Tablo 4.16’daki olabilirlik oran testi i¢in elde edilen sonuglar incelendiginde p-
degeri sifira ¢cok yakindir. Bu da yeni modelin veriyi lojistik modelden daha iyi
modellediginin giiglii bir gostergesidir.

Kurulan regresyon modelindeki artiklarin OBu-L dagilimina uygunlugunun test

edilmesi i¢in Martingale artiklari agagida gibi elde edilmistir:

Pui :é;_rCi :é;+lOgSAi(ti)

el
[-[reen(2)] | o[rven(52)]

Martingale artiklar1 c¢arpik bir dagilim yapisina sahiptir. Bilindigi lizere artik

=0, +log

analizinde normal dagilima yakin artiklar tercih edilir. Dolayisiyla artik analizinde
martingale artiklarindan elde edilen ve simetrik bir yapiya sahip olan Deviance

artiklarindan yararlanilacak olup bu artiklar,

", :sign(rMi)[—2{rMi +5ilog(5i —rMi)}]”z, i=1,...,n.

seklinde hesap edilir. Uygulama i¢in elde edilen artiklarin standart Q-Q plot grafigi
asagida Sekil 4.20°deki gibi elde edilmistir.
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Sekil 4.12. Deviance tipi artiklarin Q-Q plot grafigi.

Grafikten de goriildiigii lizere, uygulama i¢in hatalarin OBu-L dagildigi varsayimi

saglanmaktadir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda yasam analizinde siklikla ele alinan konulardan olan yasam
stiresinin modellenmesine ve log-yasam siiresi regresyon modeline katki saglamasi
amaciyla dagilim genellestirme yontemlerinden olan 7-X dagilimlar ailesi (Alzaattreh ve
ark., 2013) yontemini temel alan Odd-Burr-G (Alizadeh ve ark., 2016) metodu

kullanilarak ti¢ farkli dagilim genellestirilmistir.

Oncelikle Rayleigh dagilimi temel dagilim olarak kullanilmis olup Odd-Burr
Rayleigh dagilimi elde edilmistir. Dagilim, olasilik yogunluk, yasam, tehlike orani ve
kantil fonksiyonlar1 elde edilmis olup momentler, kosullu momentler ve sira istatistikleri
gibi bir dizi istatistiksel 6zellikleri incelenmistir. Dagilimin olasilik yogunluk ve tehlike
orani fonksiyonunun grafikleri incelendiginde iki modlu verilerin ve azalan artan yapida
tehlike oran1 yapisina sahip veri tiplerinin modellenebilecegi esneklige sahip bir dagilim
oldugu goriilmiistiir. Ayrica dagilimin basiklik ve ¢arpiklik 6l¢iileri de hesaplanmis olup
sabit basiklik ve carpiklik degerlerine sahip olan Rayleigh dagilima gore oldukga esnek
bir dagilimm elde edildigi sonucuna varilmistir. Elde edilen yeni dagilimin
parametrelerinin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik yontemi uygulanmistir. Bu yontemin
parametre tahmininde tutarliligini gostermek amaciyla benzetim ¢alismasit yapilmis olup
benzetim c¢alismasi sonucunda tahmincinin tutarlih@ ortaya konmustur. OBu-R
dagiliminin yasam siiresini modellemedeki bagarisini ortaya koyabilmek i¢in gergek veri
seti lizerindeki modelleme performansi incelenmistir. Bu amagla literatlirde daha 6nce
genellestirilen Rayleigh dagilimlar1 ve Weibull dagilimi ile yasam siiresi verilerini igeren
gercek veri seti uygulamasi yapilmis ve sonug olarak elde edilen dagilimin modelleme
performansinin karsilagtirilan dagilimlardan daha iyi oldugu sonucuna varilmistir. Ayrica
Rayleigh dagilimi riizgar hiz1 analizi literatiirinde de onemli bir yere sahiptir. Temel
alman dagilimin literatiirde 6nem arz ettigi alandaki, basarisim da gosterebilmek
amactyla elde edilen yeni dagilimin performansi riizgar hizi verileri lizerinde de
incelenmistir. Bu amagla riizgar literatiirlinde 6nemli yere sahip dagilimlar ile belirli bir
bolgenin aylik riizgdr hizi verileri kullanilarak OBu-R dagiliminin karsilagtirmasi
yapilmistir. Elde edilen sonuglar incelendiginde OBu-R dagiliminin, riizgar hizini
modellemede, karsilagtirmada kullanilan diger dagilimlardan daha basarili oldugu
sonucuna varilmistir. Boylelikle yasam verilerini modellemenin yani sira riizgar enerjisi

literatiiriine de riizgar hizin1 modelleme basarisi yiliksek bir dagilim sunulmustur.
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Daha sonra daha ¢ok tagkin gibi ekstrem verileri modellemede kullanilan Pareto
dagilim1 temel dagilim olarak alinmis ve Odd Burr Pareto dagilimi 6nerilmistir. Dagilima
ait dagilim, olasilik yogunluk, yasam, tehlike oran1 ve kantil fonksiyonlari elde edilmistir.
Moment, tamamlanmamis moment, ortalamadan sapma ve sira istatistikleri gibi
istatistiksel ~ Ozellikleri incelenmistir. Bu dagilimin istatistiksel —6zelliklerinin
incelenmesinin yani sira Burr XII, Lomax gibi dagilimlar ile olan iliskileri de ele
alinmistir. Parametre tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilmis olup bu yontemin
tutarliligit benzetim c¢alismast yardimiyla gosterilmistir. Dagilimin yasam siiresi
verilerindeki performansini ortaya koyabilmek adina yasam verileri igeren gercek bir veri
seti uygulamasi araciliyla daha 6nceden genisletilmis Pareto dagilimlari ile performans
karsilastirilmasi yapilmis olup OBu-P dagiliminin daha iyi modelleme basarist gostermis
oldugu sonucuna varilmistir. Ayrica elde edilen yeni dagilimin, temel alinan dagilimin
siklikla kullanildigr alanlardaki basarisini da inceleyebilmek i¢in nehir tagkin verilerini
ele alarak da bir uygulama yapilmistir. Bu uygulama sonucunda da OBu-P dagiliminin
karsilastirilan dagilimlara nazaran daha basarili oldugu sonucuna varilmis ve bu alana da

modellemede kullanilabilecek yeni bir enstriiman sunulmustur.

Son olarak yasam analizinde de 6nem arz eden klasik istatistiksel dagilimlardan
olan log-lojistik dagilimi temel alinarak Odd Burr Log-Lojistik dagilimi 6nerilmistir.
Elde edilen bu yeni dagilimin yasam siiresini modellemedeki performansini1 gercek veri
seti kullanarak incelemek amaciyla literatiirdeki genellestirilmis log-lojistik dagilimlari
ile karsilastirilmasi yapilmis olup OBu-LL dagiliminin daha iyi performansa sahip oldugu
goriilmiistiir. Ayrica OBu-LL dagilimini temel alan log-dogrusal regresyon modeli de elde
edilmistir. Regresyon modelinin performansini incelemek amaciyla sansiirlii gozlemlerin
de oldugu gercek veri seti {lizerinde uygulama yapilmistir. Dagilimin alt modeli olan
lojistik model ve literatiirde yaygin kullanima sahip log-Weibull modeli kullanilarak
yapilan performans degerlendirmesinde, elde edilen yeni regresyon modelinin diger
modellere nazaran daha basarili oldugu ortaya koyulmus olup ayrica yapilan olabilirlik

oran testi ile de bu sonug¢ desteklenmistir.

Yukarida o6zetlenen sonuglardan sonra bu caligmayi daha ileriye gotiirebilecek

calisma Onerileri:

e OBu-R ve OBu-P dagilimlarinin sanstirlii veriler iizerindeki performanslariin

incelenmesi,
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e OBu-R dagilimmin farkli bolgelere ait aylik, yillik riizgar hizin1 modellemedeki
performansinin incelenmesinin yani1 sira, belirli bir bdlgenin riizgar giici
potansiyelinin tahminin de incelenmesi,

e Elde edilen dagilimlar i¢in en ¢ok olabilirlik tahmincisinin yani sira ozellikle
dayanikli tahmincileri dikkate alarak alternatif tahmincilerin incelenmesi,

e Farkli dagilim genisletme yontemlerinin incelenmesi ile alternatif farkl

dagilimlarin ortaya konulmasi,

bi¢iminde ifade edilebilir.
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