CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Ulkii ERISOGLU

YASAM SURESI ANALIZINDE
DAGILIMLARIN KULLANILMASI

ISTATISTIiK ANABILiM DALI

ADANA, 2011

DOKTORA TEZi

KARMA VE KARISTIRILMIS



CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

Ulkii ERISOGLU

YASAM SURESI ANALIZINDE KARMA VE KARISTIRILMIS
DAGILIMLARIN KULLANILMASI

ISTATISTIK ANABILiM DALI

ADANA, 2011



CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

Ulkii ERISOGLU

YASAM SURESI ANALIZINDE KARMA VE KARISTIRILMIS
DAGILIMLARIN KULLANILMASI

ISTATISTIK ANABILiM DALI

ADANA, 2011



CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YASAM SURESI ANALIZINDE KARMA VE KARISTIRILMIS
DAGILIMLARIN KULLANILMASI

Ulkii ERISOGLU
DOKTORA TEZi

ISTATISTIiK ANABILiM DALI

Bu Tez /] Tarihinde Asagidaki Jiiri Uyeleri Tarafindan
Oybirligi/Oycoklugu ile Kabul Edilmistir.

Prof Dr HamzaEROL 13r0f. Dr. Fikri AKDENIZ l?oc;. Dr. Asir GENC
DANISMAN UYE UYE

Iirof. Dr. Selahattin KACIRANLAR I.’.rof. Dr. Sadullah SAKALLIOGLU
UYE UYE

Bu Tez Enstitiimiiz Istatistik Anabilim Dalinda hazirlanmistir.
Kod No:

Prof. Dr. ilhami YEGINGIL
Enstiti Miduru

Bu Calisma C. U. Arastirma Projeleri Birimi Tarafindan Desteklenmistir.
Proje No: FEF2009D7

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, cizelge ve fotograflarin
kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere
tabidir.




0z

DOKTORA TEZi

YASAM SURESI ANALIZINDE KARMA VE KARISTIRILMIS
DAGILIMLARIN KULLANILMASI

Ulkii ERISOGLU

CUKUROVA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
ISTATISTIK ANABILiM DALI

Danisman : Prof. Dr. Hamza EROL
Yil: 2011, Sayfa: 153
Jiiri : Prof. Dr. Hamza EROL
: Prof. Dr. Fikri AKDENIZ
: Prof. Dr. Selahattin KACIRANLAR
: Prof. Dr. Sadullah SAKALLIOGLU
: Dog. Dr. Asir GENC

Bu ¢alismada yasam analizinde karma ve karistirilmig dagilim modellerinin
kullammi  incelenmistir.  Ozellikle heterojen yapidaki yasam siirelerinin
modellenmesinde yetersiz kalan standart olasilik dagilimlar1 yerine karma dagilim
modelleri 6nerilmistir. Calismada Oncelikle yasam analizi ile ilgili temel tanim ve
fonksiyonlar verilmistir. Yasam siirelerinin modellenmesi i¢in ayn1 dagilimin farkl
parametrelerle karma modelleri, farkli iki dagilimin karma modelleri ve karigtirilmis
genellestirilmis Ustel-Geometrik (EEG) dagiliminin karma modeli olusturulmustur.
Olusturulan karma dagilim modellerindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerinin elde edilmesi icin gerekli olan EM algoritmalar1 verilmistir.
Algoritmalarin parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon ¢alismasi ile ortaya
konulmustur. Ayrica gergek yasam verileri kullanilarak veri modellemede Onerilen
karma dagilim modellerinin standart olasilik dagilimlar karsisindaki tstiinliikleri
ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Karma dagilim, Karstirilmis dagilim, Yasam analizi, EM,
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In this study, examined the usage of mixture and mixed distributions in
survival analysis. Especially, proposed mixture distribution models instead of the
standard probability distributions of inadequate modeling of heterogeneous survival.
The study primarily is given the basic definitions and functions about survival
analysis. Modelling survival times formed mixture models with different parameters
of the same distribution, mixture models of two different distribution, and mixture
model of mixed extended exponential-geometric (EEG) distributions. The generated
mixture distribution models the maximum likelihood estimations of the parameters
are obtained by the EM algorithm. Effectiveness parameter estimation of algorithms
are determined with simulation study. In addition, have been revealed the advantages
opposite standard probability distributions of the proposed mixture distribution
models the data modeling using real-life data.

Key Words: Mixture Distribution, Mixed Distribution, Survival Analysis, EM,
Estimation

II



TESEKKUR

Bu tez caligmasi siirecinde degerli bilgi ve goriiglerini benimle paylasan
danismanim sayin Prof. Dr. Hamza EROL’a; tez izleme komitesi iiyeleri sayin Prof.
Dr. Selahattin KACIRANLAR’a ve saym Dog. Dr. Asir GENC’e; hi¢bir zaman
yardimlarini esirgemeyen Cukurova Universitesi Istatistik Boliimii’nde gorev yapan
caligsma arkadaglarima tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica hayatim boyunca beni destekleyen anneme, babama, kiz kardeslerim
Ulker GOKAL’a, Aliye Nur GOKAL’a, Damlanur GOKAL’a ve hayatimin her
aninda hem bilimsel hem duygusal yanimda olan biricik sevdigim esim Murat

ERISOGLU’na sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

II



ICINDEKILER SAYFA

OZ e I
ABSTRACT ...ttt ettt et ettt ettt e bt et s s e bt et e sae e beenee II
TESEKKUR ...ttt eeene e 111
TCINDEKILER ...ttt ettt ee e en e oo e I\Y
TABLOLAR DIZINI ....ooiiiiiiiiiiniieincniresie e VII
SEKILLER DIZINT ... IX
L GIRIS ottt 1
2. ONCEKI CALISMALAR .........ooootiieteieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeev e 7
3. YASAM ANALIZINDE TEMEL TANIM VE GOSTERIMLER..............c........... 19
3.1. Yasam Analizindeki Onemli Fonksiyonlar...............ccococoeveveveveverevereeenerenennn, 20
3.1.1. Yagsam FONKSIYONU ......cccceeeiuiiiiiiieeiieeciie ettt 20
3.1.2. Olasilik Yogunluk Fonksiyonu.........cccccoceeviriiiniininiiniiniiicnecceicnee 22
3.1.3. Hazard FONKSIYONU.......ccccuiiiieiiieiienieeiiecee et 24

3.1.4. Yasam Fonksiyonlar1 Arasindaki Tliskiler.............cccoooevevevruerereneicennn, 25

3.2. Yasam Analizinde Kullanilan Baz1 Onemli Dagilimlar.............cccccoevevevnne... 27
3.2.1.UStel DABIIML.......oovieceeieceeceee et 27
3.2.2.Weibull Dagilimi ......ccoeviiiiiiiiiiiiiiiiiieniccceee e 30
3.2.3.Gamma DaGilimI ........ccooviiiiiiiiieiieeieeeee e 35
3.2.4. Lognormal Dagilimi ...........cceeriieiiiiniieiieeieeieeeie et eee e 39

4. KARMA VE KARISTIRILMIS DAGILIMLAR ........cc.cocoovviiiiiieeseeesereeeeneens 45
4.1. Karma Dagilim Modelleri ........ccueeiieiiiiiiiieeiiee e 45
4.1.1. Temel Tanim ve GOStETIMICT ..........cocvevuiriinieriiiieriereeeeeeee e 47
4.1.2. Uygun Bilesen Say1Sinin SECIMI ........ccveeevieriieriienieeiieeniieereenieeeveesneenns 51
4.1.3. Karma Dagilim Modellerinde Parametre Tahmini..........c.ccccceevenveeennen.. 53
4.1.3.1. Karma Dagilim Modellerinde Tamamlanmamis Veri Yapist........ 53

4.1.3.2. EM AlOTItMAST....ecvieiiieiieiieeieeiie ettt ettt ere e site e ae e 54

4.2. Karigtirtlmis Dagilimlar ..........ccceeeviiiiiiiiiiniieiieeeeecee e 57
4.2.1. Kanigtirtlmig Dagilimlarda Temel Gosterimler..........c.coocveevcvieencneeennenn. 57
4.2.2. Kangtirilmis Dagilimlarla Ilgili Bazi OrnekIer ...........ccccovovveveruevevernnne. 59

II



5. YASAM ANALIZINDE KARMA DAGILIM MODELLERI............cccccoevenn.....
5.1. Yasam Siirelerinin Modellenmesinde Karma Dagilim Yaklagimi..................
5.1.1. Karma Gamma Dagilim Modeli..........cccoeriiiiiiiniiiiiiniicieeieeeeeeee,
5.1.2. Karma Lognormal Dagilim Modeli..........ccceeeieriienieniiiieciieieeeenen,
5.1.3. Karma Weibull Dagilim Modeli..........ccccoeviieeniiieiieeiieeieeeee e

5.2. EM Algoritmasinin Parametre Tahminindeki Etkinligi............cccoccoeeiennnee.

5.3. Heterojen Yasam Verilerinin Modellenmesinde Karma Dagilim

IMOAEIIETI ..ttt sttt st
5.3.1. Isinlanmis Farelerin Oliim Zamanlart Verisi..........cocoeeoeeveeeeveeeeennns
5.3.2. Akciger KanSeri VETIST ....ueeuieriieeiieiieeieesiie ettt

54, SOMUGIAT......viiiiiiiieiie ettt e e e e e et eeta e e eetaeeeraeeeaeeens
6. YASAM ANALIZINDE IKi FARKLI DAGILIMIN KARMASI.........ccccoovvennnn.
6.1. Iki Farkli Dagilimim Karma Modelleri ............coooovevevevevereeeeeeeeeieeeeeeeeeeeenn,
6.1.1. Ustel-Gamma Karma Dagilimi...............ccoeveververrereeeeereceeense e,
6.1.2. Ustel-Weibull Karma Dagilimi .............coooveveveeeeeieieeeeeeeeeenseen,
6.1.3. Gamma-Weibull Karma Dagilimi .........c.ccccveevieiiiiiieniieieeieeceee e,
6.2. iki Farkli Dagilimmn Karma Modelinde EM Algoritmasmin Parametre
Tahminindeki EtKinligi .........ccccoooiiiiiiiiii e 103
0.3. UYZULAMA ..ottt 105
6.3.1. Dis Sulama Aygitlarinin Yasam Streleri .........cooceevevvevienieenienieeienne, 106
6.3.2. AKCIZer KanSer VISl ....c..ccvvievierieiiieniieeiieeie et eiee e sveesieesnve e 109
0.4, SONUCGIAT.......ooiiiiiiieiiee e et e e e e et e e e ear e e e e e eaaaeeaas 112
7. KARISTIRILMIS DAGILIMLARIN KARMA MODELI ........c.cocovvviviiernnne. 113
7.1. Genellestirilmis Ustel-Geometrik Dagilim ............cocovveveveeiueveveveeeenennnn. 113
7.2. EEG Dagiliminin Karmast .........cccveeeeeviienieeiiienieeieenee e eiee e eseee e esnee e 117
7.3. EM Algoritmasi Ile Karma EEG Dagiliminin Parametrelerinin En Cok
Olabilirlik Tahminleri ........cccuviiiiiireeiieeciee e 120
74, Uygulamalar.........ccoooouieiiiiiiieieeiee ettt et 124
7.4.1. Yasam Yorgunlugu Veri Seti .......cccecverviieviieniiieiieeieeiee e 124
7.4.2. Dis Sulama Aygitlarinin Yasam SUreleri ........ccceevvveeeriieeiieeniieeenieens 127
7.5, SOMUGIAT......uiiiiiiieciie ettt et e e e e sea e e e ear e e e aaeeeaaeeeaseeas 130

vV



8. SONUCLAR VE ONERILER .........cocoiioiiiiieieeieieieeeeie et

KAYNAKLAR
OZGECMIS.....



TABLOLAR DiZiNi SAYFA

Tablo 5.1. iki bilesenli karma Gamma dagilim modelinde EM algoritmas ile
elde edilen parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminlerinin
ortalamalar1 ve standart hatalart.............coocooiiiiiii 78

Tablo 5.2. iki ve ii¢c bilesenli karma Lognormal dagilim modelinde EM
algoritmas1 ile elde edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerinin ortalamalar1 ve standart hatalart ............c.ccocceeiniennnnne. 79

Tablo 5.3. Iki ve ii¢ bilesenli karma Weibull dagilim modelinde EM algoritmasi
ile elde edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin
ortalamalar1 ve standart hatalart............ccccooceniinniiineee 79

Tablo 5.4. Isinlanmus farelerin 61im zamanlari.............c.ccoeeveeeiieiiiiieeiieeeiee e, 81

Tablo 5.5. Isinlanmis farelerin Oliim zamanlar1 verisinin modellenmesinde

kullanilan dagilimlarin parametre tahminleri, InL, D HKO ve

hesap »
E(1) DEGRIICTi..ccuiieiiiiiiieiieeie ettt 83

Tablo 5.6. Akciger kanseri tanisi alan hastalarin tan1 konduktan sonraki yasam
SULCIETT. ..ttt s 85
Tablo 5.7. Karma dagilim modellerinde bilesen sayismna gore InL ve AIC
4 [57545 4 (<) o LSRR 86
Tablo 5.8. Akciger kanseri tanist alan hastalarin yasam siirelerinin
modellenmesinde kullanilan dagilimlarin parametre tahminleri, InL,

D VE HKO DEZRrIer ...covvieniieiiieiieeieeeee et 88

hesap

Tablo 6.1. Ustel-Gamma karma dagilim modelinde EM algoritmas: ile elde
edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve
standart hatalari ..........coooeeiiiiiiii e 104

Tablo 6.2. Ustel-Weibull karma dagilim modelinde EM algoritmas: ile elde
edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve

STANAATT NATALATT c.eeeeeee e e eeeeeeeaees 104

VII



Tablo 6.3.

Tablo 6.4.
Tablo 6.5.

Tablo 6.6.
Tablo 6.7.

Tablo 7.1.

Tablo 7.2.
Tablo 7.3.

Tablo 7.4.

Gamma-Weibull karma dagilim modelinde EM algoritmasi ile elde
edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve
standart hatalar ........c..oooevieiiiiiiie e 105
Dis sulama aygitlarinin yagam SUreleri ..........cceeeveevveencieenienieeneeeneenne, 106
Dis sulama aygitlarinin yasam siireleri veri seti i¢in Ustel, Gamma
ve Weibull dagilim modelleri ve Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve
Gamma-Weibull karma dagilim modellerinin parametre tahminleri,

D ve HKO degerleri......cooiiriieiiiiieiieieeeeeeee e 107

hesap
Kanser tanist alan 42 hastanin tan1 konduktan sonraki yasam siireleri..109
Kanser tanis1 alan hastalarin tani konduktan sonraki yasam
siirelerinin modellenmesi i¢in Ustel, Gamma ve Weibull dagilim
modelleri ve Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull
karma dagilim modelleri ile modellenmesinde elde edilen parametre

tahminleri, D ve HKO degerleri ........occoeveeeiiiniiiniieiieiecee, 110

hesap
iki bilesenli EEG dagiliminin karmasindan 500 boyutlu 300
orneklemden elde edilen EM tahminlerinin ortalamalar1 ve standart
RALALATT. ..ot e 123
Iki farkl1 tipteki 25 numunenin yasam yorgunlugu...............cccceeevevnnes. 124
Yasam yorgunlugu veri seti icin ilgilenilen dagilim modellerinde

parametre tahminleri, log olabilirlik fonksiyonu (InL), AIC, D

hesap
Ve HKO degerleri.....cc.ooiiiiiiiiiiiieiieeeee e 125
Dis sulama aygitlarinin yasam siireleri i¢in ilgilenilen dagilim
modellerinde parametre tahminleri, log olabilirlik fonksiyonu (InL),

AIC, D ve HKO degerlert ......ccoveevvieeiiieiiieeieeceeeeee e 128

hesap

VIII



SEKILLER DiZiNi SAYFA

Sekil 1.1. Yillara gore igerisinde “‘survival analysis” terimi gecen caligsma
SAYTIATT ..eutieeeitetie ettt ettt ettt e et e st eebeeeabeebeessbeesaeenbeenbaeenbeeteeenaeas 3

Sekil 3.1. Birikimli dagilim fonksiyonu ile sag kalim fonksiyonu arasindaki

TIISKI .ttt 21
Sekil 3.2. Yasam egrisi i¢in 1ki Ornek .......c.ccoccveveiieriieiiienieeiieieeieeee e 21
Sekil 3.3. Yogunluk egrisi i¢in iki OTNEK ........cccvveviieiiiiiieiieiecieesee e 23
Sekil 3.4. Ornek hazard fonksiyon grafikIeri............cocoevevevevrveeeeereeeeeeeeeeeeeeeeesenenes 24

Sekil 3.5. Farkli A parametre degerlerine gore Ustel dagilim igin yogunluk
(<54 1 (< o USSRt 28

Sekil 3.6. Farkli A parametre degerlerine gore Ustel dagilima ait yasam
egrileri ve hazard fonksiyonunun grafikleri............cccoccoeviiiiiinininnns 29

Sekil 3.7. Weibull dagiliminda =1 ve farklh o parametre degerleri icin

YOZUNIUK @FITIOTT ..ottt e 32
Sekil 3.8. Weibull dagiliminda g =1 ve farkli « parametre degerleri igin

VASAMN ©TTICTT ittt ettt st esiee et 33

Sekil 3.9. Weibull dagiliminda S =1 ve farkli o parametre degerleri icin

hazard fonksiyonunun grafikleri ..........c.ccoeevevciieiiinciienieeieeiece e 34

Sekil 3.10. Gamma dagiliminda f =1 ve farkli a parametre degerleri igin

YOZUNIUK @FTTIOTT ..t 36

Sekil 3.11. Gamma dagilimimda o =3 ve farkli £ parametre degerleri icin

YOZUNIUK @FITIOTT ..cuvvieniieeiiieiie ettt e 37

Sekil 3.12. Gamma dagiliminda f =1 ve farkli o parametre degerleri igin

VASAMN ©TTICTT .ttt ettt ettt st 38

Sekil 3.13. Gamma dagiliminda S =1 ve farkli « parametre degerleri icin
hazard fonksiyonu eZrileri........c.ccvueriiierieeiiieiie et 39
Sekil 3.14. Lognormal dagiliminda =0 ve farkli o parametre degerleri igin

YOZUNIUK @FITIOTT ..cuvviinvieeiiieiiicieece ettt e 40

IX



Sekil 3.15. Lognormal dagiliminda o® =0.5 ve farkli ¢ parametre degerleri
1IN YOZUNIUK @FITICTT et
Sekil 3.16. Lognormal dagiliminda o® =0.5 ve farkli ¢ parametre degerleri

IGIN YASAM ©ETIITT...eevviiiiieiieeiiieiie et ete et et steesre e eneeseeseaaens
Sekil 3.17. Lognormal dagiliminda ¢ =0 ve farkli o parametre degerleri igin
hazard fonksiyonu €Zrileri........ccooieiiiieniiiiiiiieiieeese e
Sekil 4.1. (a) Yengeg verisi i¢in uydurulan tek bilesenli normal dagilim (nokta
nokta) ve iki bilesenli normal dagilim (diiz ¢izgi) egrileri. (b) Yengeg
verisi i¢in uydurulan iki bilesenli normal dagilim (diiz ¢izgi) ve her
bir bilesene ait normal dagilim egrileri........coceeviiriiiiiiiniiiiiiiiieeeee,
Sekil 4.2. Roeder (1990)’in Galaxy veri seti i¢in uydurulan 6 bilesenli karma
normal dagilim (diiz ¢izgi) ve tek bilesenli normal dagilimin (kesikli
¢1Zg1) YOZUNIUK €ZTTITT...uveiiiiiieiiie e
Sekil 5.1. Farkli parametrelere sahip iki bilesenli karma Gamma dagilim
modeli icin yogunluk egrileri
a)r,=03,,=05, ,=2,7,=07, a,=5 ve p,=2 (diz cizgi)
byr, =04, a, =2, =1, 7,=0.6, a, =10 ve B, =1 (kesik ¢izgi)......
Sekil 5.2. Farkli parametrelere sahip iki bilesenli karma Gamma dagilim
modeli i¢in (1) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri
a) 7,=03, «, =05 p =2, n,=07, a,=5 ve B, =2 (diz
cizgl) by, =04, a,=2, f,=1, 7,=0.6, o, =10 ve f,=1 (kesik

Sekil 5.3. Farkli parametrelere sahip iki ve li¢ bilesenli karma Lognormal
dagilim modelleri icin yogunluk egrileri
a)r, =035 14, =3,0,=05,7,=0.65 u,=4 ve o,=02(diz
cizgi) b) =, =0.15, ¢, =3.5,0,=05,7,=03, u, =4.5,0,=0.2

ve 7, =04, 1, =5, 0, =0.05 (kesik ¢IZZ1) ..coveevirviniiniiniinieiieieee,



Sekil 5.4.

Sekil 5.5.

Sekil 5.6.

Sekil 5.7.

Sekil 5.8.

Sekil 5.9.

Farkli parametrelere sahip iki ve ii¢ bilesenli karma Lognormal
dagilim modeli i¢in (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu
egrileri a) 7, =035 4 =3, 0,=05,7,=0.65 1, =4 ve
0,=02 (diz  cizgi) b) 7z, =015, u =3.5,0,=0.5,
7,=03, 4,=45,0,=02 ve 7,=04, y; =5, 0, =0.05 (kesik

Farkl1 parametrelere sahip iki ve {i¢ bilesenli karma Weibull dagilim
modelleri i¢in yogunluk egrileri
a)yr, =03, a,=2, =100, 7, =0.7, a, =10 ve f,=200 (diiz
cizgi) b) 7x,=03,¢, =5, =50, r,=02, a, =10, B, =150,

7, =0.5, a; =20 ve B; =250 (kesik C1Zg1) ..coververeeniiniinieiiricnees

Farkl1 parametrelere sahip iki ve ii¢ bilesenli karma Weibull dagilim
modeli i¢in (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri
a) 7,=03,a, =2, ,=100 7, =0.7, «a,=10 ve f, =200 (diz
cizgi) b) 7,=03,a =5, =50,r,=02, a, =10, 5, =150,

7, =0.5, a; =20 ve f; =250 (kesik GIZE1) .cooverinininiiiiicicicenee.

Isinlanmig farelerinin 6liim zamanlart i¢cin Gamma, Lognormal ve

Weibull dagilimlarina ait P-P grafikleri..........cccooeeiinininiiniiieee

Isinlanmis farelerinin 6liim zamanlarinin modellenmesinde klasik

istatistik dagilimlar1 ile karma dagilim modellerinin grafiksel

Karstlagtirtlimast ........coovveeiiiiiiiice e

Karma Gamma, karma Lognormal ve karma Weibull dagilim

modellerinde bilesen sayisina gore AIC degerlerinin degisimi ..............

Sekil 5.10. Akciger kanseri tanisi1 konan hastalarin yasam siireleri i¢in P-P

GEATTKICTT ...

Sekil 5.11. Akciger kanseri tanist konan hastalarin  yasam siirelerinin

modellenmesinde klasik istatistik dagilimlari ile karma dagilim

modellerinin grafiksel karsilastirilmasi..........cccoeevveeeeieeeiiieecieeeieeee,

XI



Sekil 6.1.

Sekil 6.2.

Sekil 6.3.

Sekil 6.4.

Sekil 6.5.

Sekil 6.6.

Sekil 6.7.
Sekil 6.8.

Sekil 7.1.

Sekil 7.2.

Ustel-Gamma karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri
icin yogunluk egrileri a) 7 =0.6, A=0.5, =10 ve f=1.5 (diz
cizgi)b) =03, =1, a=5ve f=0.9 (kesik ¢izgi) .......cc0ercureuee.. 92
Ustel-Gamma karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri
icin (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri a)
7=06,1=05 =10 ve f=1.5 (diz ¢izgi) b) =03, 1 =1,
a=5ve f=0.9 (KeSiK CIZZ1) ...ccooerriiirriiiiiiieeeee e 93
Ustel-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri
icin yogunluk egrileri a) 7=02,4=0.2,a=5 ve b=15 (diz
cizgi)b) 7=0.6, A4=0.125, a=6 ve b=4 (kesik ¢izgi)................. 96
Ustel-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri
icin (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri a)
7=02,14=02,a=5 ve b=15 (diz ¢izgi) b) x=0.6,
A=0.125, a=6 ve b=4 (kesik ¢iZgi)....c.ccoeeeevrieriiiieiecieeeereenee 97
Gamma-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri
icin yogunluk egrileri a) 7=03, =3, f=0.5,a=5 ve b=8
(diz ¢izgi) b) 7=06, a=5 =2, a=10 ve b=5 (kesik

Gamma-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri
icin (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri a)
=03, =3, =05,a=5 ve b=8 (diz g¢izgi) b) 7=0.6,
a=5 =2, a=10 ve b=5 (kesik ¢izgi)....c.cccvevrrvirrrevriresrrannnns 101
Dis sulama aygitlarinin yasam siirelerine ait yasam fonksiyonlari........ 108
Kanser tanisi alan hastalarin tan1 konduktan sonraki yasam stirelerine
ait yagsam fonksiyonlart .........ccceeovveeeiiieeiiieeie e 111
EEG dagiliminda g =1 ve farkli y parametre degerlerine gore elde
edilen yogunluk eZrileri ........ccouieiuieriiiiiieniieiiee et 115
EEG dagiliminda g =1 ve farkli y parametre degerlerine gore elde

edilen (i) yasam fonksiyonu ve (i1) hazard fonksiyonu egrileri............. 116

XII



Sekil 7.3. Farkli parametre degerleri icin iki bilesenli EEG dagiliminin
karmasinin olasilik yogunluk fonksiyonlari..........cccccoeeeiiiiiiiinnnnnnn. 118
Sekil 7.4. Karma EEG dagilimin modelinde farkli parametre degerlerine gore
elde edilen (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri .....119
Sekil 7.5. (a) Yasam yorgunlugu verisinin Weibull dagilim modelinin
yogunluk egrisi (nokta ¢izgi), EEG dagilim modelinin yogunluk
egrisi (ince kirik c¢izgi), iki bilesenli Weibull dagilimin karma
modelinin yogunluk egrisi (daireli ¢izgi) ve iki bilesenli EEG
dagilimin karma modelinin yogunluk egrisi (kalin ¢izgi) uyumunun
grafiksel karsilastirilmasi (b) Ampirik yasam fonksiyonu (¢okgen
cizgi) ile Weibull dagilim modelinin yagam fonksiyonunun (nokta
cizgi), EEG dagilim modelinin yasam fonksiyonunun (ince kirik
cizgi), iki bilesenli Weibull dagilimin karma modelinin yasam
fonksiyonunun (daireli ¢izgi) ve iki bilesenli EEG dagilimin karma
modelinin  yasam  fonksiyonunun (kalin  ¢izgi) grafiksel
Karsilastirmalari..........cccococviiiiiiiieiie e 126
Sekil 7.6. (a) Dis sulama aygitlarinin yasam siireleri Weibull dagilim
modelinin yogunluk egrisi(nokta ¢izgi), EEG dagilim modelinin
yogunluk egrisi(ince kirik ¢izgi), iki bilesenli Weibull dagilimin
karma modelinin yogunluk egrisi(daireli ¢izgi) ve iki bilesenli EEG
dagilimimn karma modelinin yogunluk egrisi(kalin ¢izgi) uyumunun
grafiksel karsilastirilmasi (b) Ampirik yasam fonksiyonu (¢okgen
cizgi) ile Weibull dagilim modelinin yasam fonksiyonunun (nokta
cizgi), EEG dagilim modelinin yasam fonksiyonunun (ince kirik
cizgi), iki bilesenli Weibull dagilimm karma modelinin yasam
fonksiyonunun (daireli ¢izgi) ve iki bilesenli EEG dagilimin karma
modelinin  yasam  fonksiyonunun (kalin ¢izgi) grafiksel

karstlagtirmalari..........ccooovieiiiiiiiiiie e 129

XIII



1. GIRIS Ulkii ERISOGLU

1. GIRIS

Teknoloji her gecen giin gelismekte, sundugu {iriin ve hizmetler sayesinde
hayatimiz1 kolaylastirmaktadir. Ozellikle saglik alaninda son yillarda yapilan ciddi
caligmalar, yeni tedavi yontemlerinin gelistirilmesi ve gelistirilen yontemlerin
insanlar iizerinde ne derece faydali olabilecegi iizerine g¢esitli test calismalar
tizerinde yogunlagmistir. Saglik alani ile ilgili ¢aligmalarda yasam analizi ¢ok sik
kullanilmaktadir (Klein ve Moeschberger 1997). Belirli bir hastalifa yakalanan
bireylerin, hastaligin teshisinden sonra uygulanan tedavi yontemiyle ne kadar siire
yasayabilecegini tahmin etmek i¢in ya da ¢esitli tedavi yontemlerinin yasam siiresine
etkisini aragtirmak i¢in gelistirilmis olan yontemler biitiinii ““Yasam Analizi” olarak
adlandirilir (Johnson ve ark 1992, 1995). Yasam analizi sadece insanlar iizerinde
degil, aymi zamanda hayvanlarin kullanildigi laboratuar deneylerinde de
uygulanabilir. Ayrica mekanik pargalarin ve elektronik esyalarin farkl sartlar altinda
ne kadar bozulmadan kalabilecegi de yasam analizi ile tahmin edilebilir. Yasam
analizinde sik¢a gecen “basarisizlik” terimi sOyle aciklanabilir: Basarisizlik,
arastirilan durumun denekte goriilmesi durumudur. Canlilar i¢in genelde 6liim veya
hastalik, mekanik aletler i¢cin ise bozulma anlamina gelir. Bazi firiinler iginse
performans yavas yavas diiser, ama yasamin bitecegi kesin degildir. Bu konuda
yapilan ¢aligmalar 6zellikle son yiizyilin ikinci ¢eyreginde kendini gostermektedir.
1958 yilinda, yasam fonksiyonlarinin tahmini i¢in ¢agrim-limit yontemi Kaplan ve
Meier (1958) tarafindan gelistirilmistir. Cox (1972) oransal hazard modelini
gelistirmistir ve Miller (1981) tarafindan yasam analizi i¢in parametrik olmayan
yontemler uygulanmaistir.

Yagsam analizi ¢aligmalarinda kullanilan parametrik yaklasimlarda en énemli
asama, veri setini en uygun dagilim ile modellemektir. Yasam analizi verilerinin
modellenmesinde Ustel, Gamma, Lognormal, Weibull dagilim gibi 6zellik gosteren
dagilimlar yaygin olarak kullanilmaktadir. Istatistikte dagilimlar alaninda yasanilan
gelismeler yasam verilerinin modellenmesinde kullanilabilecek dagilimlarin sayisini
artirmistir. Ozellikle karma (mixture) ve karistirilmis (mixed) dagilim yaklasimlari

ile elde edilen yeni dagilimlar yasam verilerinin analizinde kullanilmaktadir.
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Karma dagilim modelleri farkli uygulama alanlarinda rassal olarak ortaya
cikan olaylar1 istatistiksel olarak modellemek icin kullanilir. Karma dagilim
modelleri, esnek ve ¢ok kullamigh bir modelleme yontemidir. Ozellikle heterojen
yapidaki verilerin modellenmesinde standart olasilik dagilim modellerine gére daha
kullanigl ve daha yararli olan karma dagilimlarin kullanimi yaygin bir hale gelmistir.
Standart olasilik dagilimlari, frekans dagilimmin tek modlu oldugu durumlarda
kullanigh iken karma dagilim modelleri frekans dagiliminin iki veya daha fazla moda
sahip olmasi hatta tek modlu olmasi durumunda bile verinin modellenmesinde daha
kullanigli ve daha yararlidir. Bu nedenle karma dagilim modelleri hem teorik
alanlarda hem de uygulamali alanlarda giin gectik¢e 6nem kazanmaktadir.

Karigtirllmis dagilim, (Ambagaspitiya 1995, 1998) dagilimin parametresinin
baska bir dagilima sahip oldugu diisiincesi ile elde edilen yeni dagilima verilen
isimdir. Karigtirllmis dagilimlarin  (Antzoulakos ve Chadjiconstantinidis 2004,
Cekanavicius ve Roos 2004) elde edilmesinde genellikle iistel aileye ait olan
dagilimlarin bicim ya da Olgcek parametresinin farkli bir dagilima sahip oldugu
varsayilarak tiretilir (Adamidis ve ark. 2005).

Thomson Reuters tarafindan hazirlanan SCI, SCI-Expanded, SSCI ve AHCI
indekslerince taranan ¢alismalara ulasilabilen ISI Web of KnowledgeSM

(http://apps.isiknowledge.com) arama sayfasinda arama kutucuguna “survival

analysis” terimi yazilip arama yapilarak 1996 ile 2009 yillar1 arasinda yillara gore

igerisinde yasam analizi kavrami gegen ¢alisma sayilar1 Sekil 1.1°de verilmistir.
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Sekil 1.1. Yillara gore icerisinde “survival analysis” terimi ge¢en ¢alisma sayilari

Bu tez caligmasindaki genel amag, yasam verilerinin analizinde karma ve
karigtirtlmis  dagilimlarin  uygulanabilirliginin  ve etkinliginin incelenmesidir.
Calismada mevcut yontemlere alternatif olabilecegi diisiiniilen karma ve karigtirilmis
dagilimlarin yasam verilerinde kullanimina yonelik avantaj ve dezavantajlarin ortaya
konmasi, veri yapisinin Ozelliklerine gore hangi dagilimin hangi veri setinde
kullanilabileceginin arastirilmasi ve yasam verisi analizinde kullanilan karma ve
karistirilmis dagilimlarin 6zelliklerinin arastirilmasi amaglanmaktadir.

Calisma kapsaminda yapilan uygulamalarin 6zetlendigi ve ¢alismanin amaci
ile oneminin belirtildigi bu boliimiin ardindan, ikinci boliimde yasam analizinde
karma ve karigtirllmis dagilimlarla ilgili 6nceki ¢aligmalar verilecektir.

Calisgmanin {igilincii boliimiinde yasam analizinde 6nemli olan olasilik
yogunluk fonksiyonu, yagsam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu ile bu fonksiyonlar
arasindaki iligkiler tanimlanarak yasam analizinde yaygin bir kullanima sahip olan
Ustel, Weibull, Gamma ve Lognormal dagilimlar1 incelenecektir.

Calismanin dordiincii boliimiinde karma ve karistirilmis dagilimlarla ilgili
temel gosterimler verilerek, karma dagilim modellerinde uygun bilesen sayisinin

se¢imi, parametre tahmini, tamamlanmamis veri yapist ve EM algoritmasi
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anlatilacaktir. Bu boliimde birer karistirilmis dagilim olan Negatif Binom, Pareto ve
genellestirilmis Burr dagilimlarinin elde edilisleri gosterilecektir.

Calismanin besinci boliimiinde 6zellikle heterojen yapidaki yasam siirelerinin
modellenmesinde kullanilan karma Gamma dagilim modeli, karma Lognormal
dagilim modeli ve karma Weibull dagilim modeli ile incelenecektir. Ilgilenilen
karma dagilim modellerindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde
edilmesi i¢cin EM algoritmalar1 tanimlanarak, tanimlanan algoritmalarin parametre
tahminindeki etkinligi simiilasyon c¢alismasi ile gosterilecektir. Ayrica literatiirde
kullanilan ve 1iyi bilinen iki gergek heterojen yapidaki yasam siiresi verisinin
modellenmesinde, karma dagilim modellerinin standart olasilik dagilim modellerine
gore ustiinligl gosterilecektir.

Calismanin altinci boliimiinde heterojen yasam siirelerinin modellenmesinde
iki farkli dagilimm karmalarinm kullamimi incelenecektir. Ustel-Gamma, Ustel-
Weibull ve Gamma-Weibull karma dagilim modelleri ilgili temel gdsterimler
verilerek, modellerdeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde edilmesi
icin gerekli EM algoritmalar1 tanimlanacaktir. Tanimlanan algoritmalarinin
parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon calismasi ile gosterilecektir. Heterojen
yapidaki iki gercek verinin modellenmesinde iki farkli dagilimin karma modeli,
standart olasilik dagilimlar ile karsilagtirilacaktir.

Calismanin yedinci boliimiinde heterojen yasam verilerinin modellenmesi i¢in
Adamidis ve ark (2005) tarafindan tamimlanan genellestirilmis Ustel-Geometrik
(EEG) dagilimimin karma dagilim modeli olusturulacaktir. Calismada oOncelikle
doniistiiriilmiis u¢ deger dagiliminda « parametresinin Ustel dagilima sahip bir
rassal degisken olarak tanimlanmasi ile elde edilen EEG dagilimi incelenecektir.
EEG dagiliminin heterojen yasam siirelerinin modellenmesinde kullanilabilmesi i¢in
karma EEG dagilim modeli tanimlanarak, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahminlerini i¢in gerekli olan EM algoritmasi verilecektir. Calismada, tanimlanan
EM algoritmasinin parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon c¢aligsmasi ile
gosterilecektir. Ayrica, iki bilesenli karma EEG dagilim modeli ile heterojen yap1

gosteren iki gergek veri seti modellenecektir. Gergek veri setlerinin modellenmesinde
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karma EEG dagilim modeli, tek bilesenli Weibull, tek bilesenli EEG ve karma
Weibull dagilim modeli ile karsilastirilacaktir.

Sonu¢ boliimiinde calismadan elde edilen bulgular degerlendirilerek

Onerilerde bulunulacaktir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Farkli karakteristik 6zellikler tasiyan dagilimlarin bir arada kullanilabildigi
karma dagilim modelleri veri modellemede standart olasilik dagilimlarina goére daha
esnek ve kullanmighdir. Farkli disiplinlerde ¢ok sayida arastirmaci, karma dagilim
modelleri ile ilgili hem teorik hem de modellerin pratikteki uygulanabilirliligi
izerinde ¢aligmistir.

Karma dagilim modellerinde parametre tahmini ilizerinde en fazla calisilan
konulardan biridir. Karl Pearson (1894) iki tek degiskenli normal dagilimin
karmasindaki parametreleri tahmin ettigi ¢alisma bu alandaki ilk calisma kabul
edilmektedir. Karma dagilim modellerinin parametrelerinin tahminleri ile ilgili farkl
bir¢ok teknik gelistirilmistir. Normal dagilimin istatistikteki onemi nedeniyle en
fazla normal dagilimlarin karmasiyla ilgili c¢alisilmistir. Parametre tahminini
basitlestirmek igin 6zellikle belli parametreler {izerinde yogunlasilmistir. Ornegin
normal dagilimlarin karmalarinda varyanslarin esit veya biliniyor olmasi varsayimi
altinda karmanin parametreleri tahmin edilmeye calisilmistir. Baz1 ¢alismalarda ise
karmay1 olusturan her bilesenin karma oraninin bilindigi varsayilarak karmanin
parametrelerinin tahminiyle ilgilenilmistir.

20. yiizyihn ilk baslarinda karmanin parametrelerinin tahmininde grafik
tekniklerine dayali yontemler gelistirilmistir. Bu yontemler genellikle normal
dagilimin karmasi ile ilgilidir. Bunun nedeni olarak normal dagilimin karmasinda
parametre tahmininin diger karmalarin parametre tahminlerine gére daha basit olmasi
gosterilebilir. Buna ragmen genellikle grafik yontemi ile karmanin parametrelerinin
sadece kabaca tahminleri bulunabilmektedir. Grafik yontemlerinde ampirik
yogunluklar ile karmanin bilesen yogunluklari en az hata ile 6rtiismedik¢e modelin
uyumu 1iyi degildir. Buna ragmen grafik teknikleri veri setinde bir karma yapinin
olup olmadiginin incelenmesinde, karmadaki bilesen sayisina karar vermede
yararlidir. Grafik yontemlerinin birkaci normal olasilik grafiklerini icermektedir.

Harding (1949) ve Cassie (1954) parametre tahmininde standart normal
dagilimin ¢eyrekliklerine kars1 6rneklemin grafiginden yararlanmislardir. Boyle bir

algoritmada, tek bilesenli normal dagilimda bir dogru elde edilitken karma
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modellerde lineer olamayan bir egri ile karsilasilir. Karma dagilimin parametrelerinin
tahmininde egrinin biikiim noktalar1 temel alinir. Bu noktalar gorsel olarak kolaylikla
belirlenebilir ve bdylece karmanin yapisi ile ilgili nemli bilgiler elde edilir.

Kao (1959), elektron tiiplerinin yasam slirelerinin testinde iki bilesenli
Weibull karma dagilim modelinin parametrelerini Weibull olasilik kagidi ve grafik
yontemleri ile tahmin etmistir.

Bhattacharya (1967), gruplandirilmis veriler i¢in daha basit bir grafik yontemi
gelistirmistir. Onerdigi yontemde parametre tahminleri histogramdaki smmif
frekanslarinin logaritmik oraninin grafigi ile elde edilir. Bu teknikte karmanin farkl
bilesenlerinin her biri i¢in negatif egimli bir dizi dogru ¢izilir. Parametre
tahminlerinin  dogrulugu oOrneklemin sagilim grafiginde c¢izilen dogrularin
gecerliligine baghdir.

Fowlkes (1979), iki bilesenli durumda biikiim noktalarinin hesaplanmasinda
diizeltilmis Lojistik dagilim fonksiyonunun kullanilmasini 6nermistir. Ancak bu
yontemle elde edilen parametre tahminlerinin dogrulugu siiphelidir.

Jiang ve Kececioglu (1992), Weibull olasilik kagidi (WPP) ile iki bilesenli
Weibull dagilimimin karmasini gesitli sekillerde incelemislerdir ve birikimli dagilim
fonksiyonlarmi 6 tipte (A-F) smiflandirmiglardir. B, C ve D tipleri iki iyi kanstirilmis
alt gruptan olusan birikimli dagilim fonksiyonunu, F tipi iki ¢ok iyi ayrilmig alt
gruptan olusan birikimli dagilim fonksiyonunu ve A ve E tipleri B,C ve D tipleri ile
F tipi arasinda olusan birikimli dagilim fonksiyonuna sahiptir. Bu 6 tipteki birikimli
dagilim fonksiyonuna Kao (1959)-Cran (1976) ve Jensen-Petersen (1982) grafik
metotlarint uygulamislardir. Kao (1959)-Cran (1976) metodunun A, B, C, E ve F
tiplerindeki birikimli dagilim fonksiyonlarmma uygulanamadigi ve D tipindeki
birikimli dagilim fonksiyonuna uygulanamayacagimi onermislerdir. Teorikte iyi
ayrilmis alt gruplarin karmasi yani F tipi gibi egriler i¢in Jensen-Petersen (1982)
grafik metodunu gelistirmislerdir. A ve E tipindeki egrilere bu metodu
uygulamiglardir. Ama B, C ve D tipleri gibi egriler i¢cin bu metodun teorik temelinin
olmadigini gdéstermislerdir.

Jiang ve Murthy (1995), iki bilesenli iki parametreli Weibull dagiliminin

karmasinda parametre tahminlerinin grafiksel yontem ile elde edilisini
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gostermislerdir ve iki gergek veri seti lizerine uygulamiglardir. Jiang ve Kececioglu
(1992)’deki sonuglar ile karsilastirmislardir.

Jiang ve Murthy (1997), bir basarisizlik veri setine uygun modelin
belirlenmesi i¢in Weibull Olasilik Grafik metodunu incelemislerdir. Dis sulama
aygitlarinin yasam siireleri veri setine iki bilesenli {ic parametreli Weibull dagilim
modelini uyarlamis ve parametre tahminlerini Weibull Olasilik Grafik metodu ile
elde etmislerdir.

Momentler yontemi karma dagilim modellerinde parametrelerin analitik
tahminlerinde kullanilan ydntemlerden biridir. Bu yontem herhangi bir olasilik
yogunluk fonksiyonuna uygulanabilir. Yontemde parametre tahminleri 6rneklem
momentlerinin dagilim momentlerine esitlenmesi ile elde edilen denklemlerin
coziimiinden elde edilir. Karma dagilimin her bir bileseninin parametrelerinin ve
karma oranlarmin tahminlerinde momentler yontemi kullanilabilir. Bir¢ok
arastirmaci normal dagilimlarin karmasinda momentler yontemi {izerine ¢alismistir.
Karma dagilim modellerinde momentler yontemi ile parametre tahmini oldukca
karmagiktir. Pearson (1894) calismasinda iki tek degiskenli normal dagilimin
karmasinin parametrelerinin tahmininde momentler yontemini kullanmistir. Boyle
basit bir karma modelde dahi parametre tahmini i¢cin 9. dereceden bir polinomun
¢oziilmesi gereklidir. Bundan dolayr ¢ogu arastirmact momentler yontemi ile
parametre tahmininde, parametreler hakkinda belirli varsayimlarda bulunarak
problemi basit bir hale indirgemeye g¢aligmistir. Pollard (1934) tek degiskenli iig¢
bilesenli normal dagilimmin karmasinin parametrelerini momentler yontemi ile
tahmin etmistir.

Normal dagilimin digindaki diger siirekli ve kesikli dagilimlarin karmasinda
momentler yontemi ile parametre tahmini normal dagilimlarin karmasina gore daha
az karmasiktir. Ozellikle Ustel dagilimlarin karmasinda momentler yontemi ile
parametre tahmini basit esitliklerin ¢oziimiiyle elde edilmektedir. Genellikle
momentler yonteminde elde edilen esitlikler ayni genel yaklagimla ¢oziilebilir.
Cozliimde degisim sadece bilesen yogunluklarinin 6zel bigimlerine baglhidir. Karma
dagilim modelinde k bilesen olmasi durumunda parametrelerin tahmini igin elde

edilen esitlik sistemi K. dereceden bir polinoma indirgenir.
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Ustel aileye ait dagilimlarin karmasinda momentler ydntemi ile parametre
tahmini normal dagilimlarin karmasina gore daha basit olmasina ragmen bu
dagilimlarin karmasi ile ilgili caligmalarda da genellikle iki bilesen durumu ile
ilgilenilmistir.

Rider (1961a) iki iistel dagilimin karmasinda parametrelerin tahmini
probleminde momentler yontemi ile ilgilenmistir. Yine ayni yil igerisinde Rider
(1961b) Poisson, Binom ve Weibull dagilimlarin iki bilesenli karmalarindaki
parametrelerin tahmininde momentler yontemini kullanmustir.

Cohen (1963, 1965) iki Poisson dagiliminin karmasini ele almis ve beklenen
deger ile faktoriyel momentleri esitleyerek parametre tahmini igin basit bir
formiilasyon geligtirmistir.

Blischke (1964) k bilesenli karma Binom dagilim modelindeki
parametrelerin tahmininde momentler yontemini kullanmustir.

Cohen (1967), Pearson (1894) tarafindan ele alinan yengeg¢ veri setinin iki
normal dagilimin karmasi ile modellenmesindeki parametre tahmin probleminin tek
bir negatif kok icin ¢oziillecek kiibik denklemi igeren bir iterasyon metodu ile
coziilebilecegini gostermistir. Bu yaklagim tahminlerin sadece ilk dért momentten
olusturulan kiibik esitligin sadece negatif bir kokiine bagli olmasi durumunda,
bilesenlerin varyanslar1 esit kabul edilmesi kosulu ile ¢6ziim onermektedir.

John (1970a) iki normal kitleden gelen gozlemlerin her birinin ait oldugu
kitlenin belirlenmesinde momentler yontemini kullanmigtir. Yine John (1970b)
Gamma dagilimma sahip iki kitleden gelen gozlemlerin her birinin ait oldugu
kitlenin belirlenmesinde momentler yontemini kullanmustir.

Falls (1970), iki bilesenli Weibull dagiliminin 5 parametresini momentler
yontemi ile tahmin etmistir.

Everitt ve Hand (1981) ile Titterington ve ark (1985) sonlu karma dagilim
modellerinde parametre tahmininde momentler yontemini incelemislerdir.

Bilgisayar teknolojisindeki kazanmimlar arastirmacilar1 karma dagilim
modellerindeki parametrelerin tahmini i¢in daha basit ve etkili alternatif yontemler
gelistirmeye yoneltmistir. Tek bilesenli (standart) dagilimlarda parametre tahmini

icin en ¢ok olabilirlik yontemi ilk olarak Fisher (1912) tarafindan 6nerilmistir. En
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cok olabilirlik tahminlerinin 6zelliklerinden dolay1 ¢ogu arastirmaci bu yontemi
momentler yoOnteminden dstliin tutmustur. Dagilimin olabilirlik fonksiyonunu
maksimum yapan parametre degerleri en ¢ok olabilirlik tahminleri olarak tanimlanir.
Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan parametreleri bulmak icin olabilirlik
fonksiyonu her bir parametreye gore ayr1 ayri tiirevlenerek sifira esitlenir. Elde
edilen esitliklerin ¢oziimiinden parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminleri elde
edilir.

Baslangicta karmanin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde
edilmesindeki hesaplamalarin zorlugundan dolay1r yontem ile sadece teorik olarak
ilgilenilmistir. Bu calismalarda karmanin bazi parametreleri {izerine yogunlasilarak
tahmin problemi daha basit bir hale doniistiirilmiistiir.

Rao (1948) biyolojik siniflandirma probleminde c¢oklu dlgiimlerden
yararlanma isimli ¢aligmasinda iki tek degiskenli normal dagilimin karmasinda
varyanslar1 esit varsayarak parametre tahminlerini en ¢ok olabilirlik yontemi ile elde
etmistir. Day (1969), Rao’nun yontemini ¢ok boyutlu iki bilesenli normal karma
dagilimda uygulamistir.

Hasselblad (1966) tek degiskenli k tane normal dagilimin karmasindan
olusan daha karmasik yapidaki karma normal dagilimin parametrelerinin tahmininde
en ¢ok olabilirlik yontemi ile ilgilenmistir.

Literatiirde &ncelikle normal dagilimlarin karmasi ile ilgilenilse de Ustel
aileye ait dagilimlarin karmasinda parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri
tizerine de ¢alisilmugtr.

Hasselblad (1969) Ustel aileye ait dagilimlarin karmasmin parametrelerinin
tahmininde en ¢ok olabilirlik yontemi ile ilgilenmistir. Kaylan ve Harris (1981),
Hasselblad (1969) tarafindan onerilen yaklagimi genelleyerek Weibull dagilimlarinin
karmasinin parametre tahminlerinin nasil elde edilecegini gdstermislerdir. Bu
calismada Newton iteratif yonteminden sonra ikinci bir asama ekleyerek yerel
maksimuma daha hizli yakinsama saglamislardir.

Craigmile ve Titterington (1997), Gupta ve Miyawaki (1978)’de onerdikleri
iki bilesenli diizgiin dagilimin karmasini1 genisleterek ii¢ bilesenli diizgiin dagilim

karma modelini 6nermislerdir. Ug bilesenli diizgiin dagilmin karma modelinin
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parametre tahmininde momentler yontemini ve en ¢ok olabilirlik yOntemini
kullanmiglardir. Momentler yonteminin ve en ¢ok olabilirlik yonteminin parametre
tahminindeki etkinligini simiilasyon c¢alismalartyla gostermislerdir. Karma diizgiin
dagilimyla ilgili hipotez testinden kisaca bahsetmislerdir.

Ormoneit ve Tresp (1998), Ridolfi ve Idier (2002), karma dagilimin
parametrelerini bir cezalandirilmis olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek
tahmin etmisler ve olabilirlik fonksiyonunun dejenereliginden kagmak i¢in ceza
terimi kullanarak sayisal maksimizasyon i¢in EM algoritmasinin bir cezalandirilmig
versiyonunu elde etmislerdir.

Sultan ve ark (2007), iki ters Weibull dagiliminin karma modelini
onermislerdir. 1ki bilesenli ters Weibull dagilimin karma modelinin yasam
fonksiyonunu ve hazard fonksiyonunu gostermislerdir. Karma dagilimin
parametrelerini en ¢ok olabilirlik metodunda EM algoritmasini kullanarak tahmin
etmislerdir. Algoritmanin parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon ¢alismasiyla
gostermislerdir.

Rufo ve ark (2009), yasam dagilimlarinin karma modelleri igin
parametrelerinin duyarhiligi konusunda c¢alismiglardir. Calismalarinda iki bilesenli

Ustel dagilimin karma modelinde A, ve A, parametreleri i¢in duyarhlik analizinin

nasil yapilacagini géstermislerdir.

Razali ve Salih (2009), Weibull dagilimin karma modelini incelemislerdir.
Karma Weibull dagilimin karakteristik fonksiyonlarimi farkli karma oranlarinda
grafiksel olarak incelemislerdir.

Balakrishnan ve ark (2011), BirnBaum-Saunders (BS) dagilimina dayanan i¢
farkli karma modeli onermislerdir. Ilk model iki farkli BS dagilimin karma
modelinden, ikinci model farkli parametreli BS dagilimi ile uzun-yanl (length-
biased) BS dagilimin (LBS) karma modelinden ve ii¢lincli model ayn1 parametreli BS
dagilimi ile LBS dagilimin karma modelinden olusmaktadir. Ayrica bu ii¢ karma
modelin karakteristik 6zelliklerini incelemislerdir. U¢ karma modeli parametrelerini
en cok olabilirlik yénteminde EM algoritmasini kullanarak tahmin etmislerdir. Ug
karma modeli enzim ve depresif durum veri setlerine uyarlamiglar ve model

seciminde K-S test istatistigini kullanmiglardir. Enzim veri setine birinci karma
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model daha uygun iken depresif durum veri setine ise li¢lincii karma model daha
uygun oldugunu gostermislerdir.

En ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde edilmesinde kullanilan esitlikler genelde
kapali formdadir ve bundan dolay1 analitik olarak dogrudan c¢oziilemezler. Bu
esitliklerin ¢ozlimiinde iteratif yontemler kullanilmaktadir. Bu yontemlerde
parametrelerin baslangi¢c degerlerinin se¢imi, parametre tahminlerinin dogrulugu i¢in
son derece onemlidir.

Karmalarin parametrelerinin tahmininde momentler ve en ¢ok olabilirlik
yontemleri disinda farkli yontemlerde kullanilmistir. Kabir (1968), Ustel dagilimlarin
karmasinda parametre tahmini i¢in yeni bir yontem Onermistir. Bu yontemde 6rnek
uzagin sonlu araliginda tanimlanan bir orneklem istatistigi, momentler yontemine
benzer sekilde kurulan modelin beklenen degerine esitlenir. Tallis ve Light (1968)
momentler yonteminde diizenli tamsayr momentleri yerine kesirli momentlerin
kullanimmi incelemisler ve iki Ustel dagilmin karmasinin parametrelerini bu
yontemle tahmin etmislerdir.

Karmanin parametrelerinin tahmini i¢in gelistirilen yontemlerin bazilarinda
belli bir hata fonksiyonu minimize edilerek parametreler tahmin edilmeye
calisilmaktadir. Bu hata fonksiyonu karmanin ampirik ve teorik fonksiyonu
arasindaki farklarin kareleri toplamiyla ifade edilebilir. Bu yaklagimin moment
cikartan fonksiyonu icerdigi Quandt ve Ramsey (1978) tarafindan belirtilmistir. Bu
yaklagimda karakteristik fonksiyonlar ise Kumar ve ark (1979) tarafindan

calistlmistir. Ayrica Redner ve Walker (1984) birikimli dagilim fonksiyonunu
kullandig1 minimum y* ydntemi bu yontemler arasinda gosterilebilir.

Shawky ve Bakoban (2009), iki bilesenli iistellestirilmis Gamma dagilimin
karma modelini énermislerdir. Iki bilesenli iistellestirilmis Gamma dagilimin karma
modelinin karakteristik fonksiyonlarini incelemislerdir. Karma dagilimin parametre
tahmininde en ¢ok olabilirlik metodu ile LINEX kayip fonksiyonu ve karesel hata
kayb1 altinda Bayes metodunu kullanmiglardir. Simiilasyon ¢alismasiyla en ¢ok
olabilirlik ve Bayes metodunu karsilagtirmiglardir. Karsilastirma sonucunda iki

bilesenli Gamma dagilimm karma modelinin parametre tahmininde LINEX
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fonksiyonu gibi bir kayip fonksiyonu altinda Bayes metodunun en cok olabilirlik
metodundan daha iyi oldugunu belirtmislerdir.

Siniflama problemlerinde kuramsal olarak ilgi ¢eken bir diger yontemde
Bayes tahmini olarak bilinir. Bu yontemin temeli bir 6nsel olasilik yogunlugudur ve
p(f| X")ile gosterilir. Burada X" =[x, ,...,x, | gozlemlerin setidir. Bayes yontemi
tek bilesenli dagilimlarin parametrelerinin tahmininde kullanigh olmasina ragmen
karma dagilim modellerinde goézlemlenmemis etiket vektorii ile ilgilenildiginde
karamanin parametrelerinin tahmininde kullanisl degildir.

Kececioglu ve Wang (1998), karma Weibull dagilim modelinin
parametrelerinin tahmininde Bayes teoremi ile en kiiclik kareler yoOnteminin
kombinasyonunu kullanmiglardir. Parametrelerin baslangic degerlerinin  grafik
yontemi ile elde edildigi bu yontemin parametre tahmininde etkili bir yontem
oldugunu belirtmislerdir.

Ling ve Pan (1998), karma dagilimlarin parametre tahminleri i¢in
optimizasyon yontemini Onermislerdir. Optimizasyon yoOnteminde parametre
tahminleri, Kolmogorov-Simirnov (K-S) test istatistigini minimum yapmaya
calisarak gerceklesmektedir. Bu yontemde parametrelerin baslangi¢ degerleri grafik
metodu ile elde edilmektedir. Bu yontemi iki {i¢ parametreli Weibull dagilimlarin
toplamma ve bazi yasam dagilimlarina basartyla uygulamiglardir. Sonuglara
dayanarak uygun modelin se¢iminde ve parametre tahmininde yeni bir prosediir
sunmuslardir.

Jiang ve ark (1999), karma Weibull dagilim modeli ve karma ters Weibull
dagilim modelinde karma oranlarin negatif olma durumunu incelemislerdir.
Simiilasyonla {iretilen bilesen sayis1 bilinmeyen sistem basarisizlig1 veri setine her iki
modelin uygunlugunu géstermislerdir.

Al-Hussaini ve ark (2000), Gompertz dagilimini bir biiylime modeli olarak
kullanmislardir. Heterojen bir popiilasyonu iki bilesenli Gompertz yasam zamani
modelinin sonlu karmasiyla temsil etmislerdir. iki bilesenli Gompertz dagilimin
karmasinin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik ve Bayes tahminlerini yasam ve

hazard oran fonksiyonlarimi elde etmislerdir. Karma dagilimin parametrelerinin en
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cok olabilirlik ve Bayes tahminlerini Monte Carlo simiilasyon c¢alismasi ile
karsilagtirmislardir.

Marin ve ark (2005), bilinmeyen sayida bilesenli Weibull dagiliminin
karmasinin  parametrelerini tahmin etmede Bayes metodunun kullanimini
gostermislerdir. Ayrica yasam fonksiyonunun ve beklenen hazard fonksiyonunun
Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) algoritmasiyla nasil elde edildigini
gostermislerdir.

Farkli bircok alanda genis bir uygulamaya sahip olan karma dagilim
modelleri ile ilgili saglik alaninda da oldukga fazla ¢alisma bulunmaktadir. Clark ve
ark (1968) kan basinci, Raper ve ark (1983) iki kitlenin plazma diizeyleri i¢in normal
karmalarda en ¢ok olabilirlik yontemini ve Thomas (1966) sinir hiicrelerinin bosalma
zamanmin dagilim modeli i¢in Ustel karma dagilimini kullanmustur.

Suchindran ve Lachenbruch (1974) Ustel karmalarda gebe kalma zamanlari
ile ilgili uygulamasinda en cok olabilirlik yontemini, Masuyama (1977) arteritin
baglama yas1 i¢in Gamma karma dagilim modelinin parametrelerinin tahmininde
momentler yontemini kullanmistir.

Marks ve Rao (1979), dis basing kuvvetleri i¢in normal karmalarda
momentler yontemini uygulamistir.

Hougaard (1984), Aalen (1988) bireyler ya da gruplar arasinda yasam
uzunluklarindaki farkliliklar: test etmek i¢in Ustel karmalardan yararlanmislardir.

Farawell ve Sprott (1988), 4 ve fA ortalamali iki Poisson dagilimindan

olusan karma dagilim modeli ile prematiire ventrikiiler kompleks veri setini
modellemislerdir. Modelin parametre tahmini ve analizi olduk¢a sade olmasina
ragmen veri setini modellemede etkili olmustur.

Bogardus ve ark (1989) bir boyutlu ii¢ bilesenli normal karma dagilimi
Arizona’da Gila nehri civarinda yasayan insanlarin kanlarindaki seker oranini kontrol
eden insiilin hormonu dagiliminin modellenmesinde kullanmislardir.

Gordon (1990), kanserden ve diger nedenlerden 6len Ustel dagilima sahip iki
gruptan olusan kanser hastalar1 yiginimi analiz etmek i¢in Ustel karma modelini

kullanmustir.
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Shepherd ve ark (2000) tedaviler arasinda DNA’ya zarar veren farkliliklar
belirlemek i¢in Gamma karma dagilimini kullanarak, parametreleri en ¢ok olabilirlik
yontemiyle tahmin etmislerdir.

Pavlic ve ark (2001) tedaviye cevap vermeyen hastalarin olasiligini tahmin
etmek i¢in normal karma model kullanmislardir.

Savanur ve ark (2002) tiiberkiiloz hastaliginin bulagma riski i¢in ii¢ bilesenli
normal karma dagilim modeli kullanmiglar ve bilesenlerin parametrelerini EM
algoritmasi ile tahmin etmislerdir.

Bebbington ve ark (2007), esnek Weibull (FW) dagilimi ile katkis1 azaltilmis
Weibull (RAW) dagiliminin karmasini 6nermislerdir. Calismalarinda onerdikleri
karma dagilimin karakteristik 6zelliklerini incelemislerdir. Onerdikleri karma
dagilim modelini genellikle yaglanma ve 6liim siirelerinin modellendigi Gompertz-
Makeham dagilimiyla karsilagtirmislar ve karma dagilim modelini Gompertz-
Makeham dagilimina gore daha esnek oldugunu gdstermislerdir.

Son donemde karma dagilim modelleri ile ilgili ¢ok sayida yapilmis yiiksek
lisans ve doktora calismasi bulunmaktadir. Stephen (1993), sonlu karma dagilim
modellerinde parametre tahmin yontemlerini incelemistir. Ustel dagilima ait
dagilimlarin karma modellerinde en ¢ok olabilirlik ve momentler yonteminin
incelendigi calisma her iki tahmin yOnteminin avantaj ve dezavantajlarim
gdstermistir.

Patra (2000), yasam analizi ve giivenirlikte yeni yaklasimlar isimli doktora
calismasinda iki degiskenli Ustel dagilimlarin karmasi ve Weibull dagilimlarinin
karma modeli ile ilgilenmistir. Meeker ve LuValle (1995) tarafindan tanimlanan veri
setinin modellenmesinde iki degiskenli Ustel dagilimlarm karmasi ve Weibull
dagilimlarinin karmasini kullanmistir.

Wondmagegnehu (2002), iki artan lineer bozulma oranlarinin karma modeli
ve Weibull dagilimlarin karma modelini incelemistir. Artan Weibull bozulma orani
ile Ustel dagilm karma modelinin incelendigi ¢aligmada elde edilen hazard
fonksiyonlarin 6zelliklerini gostermistir.

Li (2003), tek degiskenli normal ve Gamma dagilimlarimin karma

modellerinin 6zelliklerini incelemistir. Karma normal dagilim modelinde bilesenlere
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ait standart sapmalarin ayni veya farkli olmasi durumu ile karma Gamma dagilim
modelinde bilesenlerin 6lgek parametrelerinin ayni olmast durumunu incelemistir.

Liu (2003), Ustel ve Weibull dagilimlarinin karma modellerinde tam ve
sansiirlii veri durumu igin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin 6zelliklerini
incelemistir. Iki bilesenli Ustel ve iki bilesenli Weibull karma dagilim modellerinde
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde edilmesinde kullanilan EM
algoritmasinin etkinligi simiilasyon ¢alismasi ile gostermistir.

Barger (2006), iki ve iic bilesenli karma Ustel dagilim modellerinde
parametre tahmini i¢cin EM algoritmalarin1 tanimlamistir. Veri modellemede karma
Ustel dagilim modelinin, standart tek bilesenli Ustel dagilim modeline gore daha
basarili oldugunu gostermistir.

Ye (2006), iki bilesenli Ustel karma dagilim modelinde parametre tahmini ve
parametrelerin anlamlilik testi lizerinde calismistir. Sansiirlii veri durumunda log
olabilirlik fonksiyonlar1 tanimlayarak parametre tahminlerinin elde edilisleri
gosterilmistir. Igerisinde iki grup barmndiran bir gergek veri setini ilgili karma dagilim
modelleri ile modellemis ve iki kitlenin farkliliginin anlamliligini test etmistir.

Zhang (2008), yasam analizinde yar1 parametrik karma dagilim modellerinin
kullanimin1 incelemistir. Kouass-Singh yar1 parametrik hazard fonksiyonu ve yari
parametrik yasam fonksiyonunu bas ve boyun kanseri verisine uygulamistir.
Parametre tahmininde EM algoritmasinin kullanildigi calismada ayrica EM
algoritmasinin etkinligi simiilasyon ¢aligmasi ile gostermistir.

Dagilimlarin birlestirilmesi yontemlerinden biri de dagilimlarin parametresini
farkli bir dagilimla karistirmaktir. Bu yontem ile basit bir forma sahip olan
dagilimlardan daha kullanishi ve daha esnek dagilimlar elde edilebilir (Douglas
1980). Karistirtlmig dagilimlarla ilgili ¢alismalar 1920 yillina kadar gitmektedir.
Greenwood ve Yule (1920), Poisson dagiliminin parametresini Gamma dagilimi
olarak ele almislar ve Pascal (Negatif Binom) dagilimimi elde etmislerdir.
Satterthwaite (1942), dagilimlar1 karistirma yontemiyle genellestirilmis Poisson
dagilimmi tanimlayarak dagilimin Ozelliklerini incelemistir. Feller (1943),
dagilimlarin birlestirilmesi ile elde edilen bazi dagilimlari karistirilmis dagilim olarak

tanimlamistir. Gurland (1957) karistirilmis dagilimlarin 6zelliklerini incelemistir.
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Adamidis ve Loukas (1998), azalan basarisizlik oranli iki parametreli Ustel-
Geometrik (EG) dagilimini onermislerdir. Bu dagilimin 6zelliklerini gostermis ve
parametrelerini en ¢ok olabilirlik metodunda EM algoritmasini kullanarak tahmin
etmislerdir. Onerdikleri EG dagilimini iki veri setinin modellenmesinde Gamma ve
Weibull dagilimlariyla karsilastirmislardir. Karsilastirma sonucunda 6nerdikleri
dagilimin daha iyi sonug verdigini belirtmislerdir.

Adamidis ve ark (2005), artan ve azalan basarisizlik oranli iki parametreli
genellestirilmis Ustel-Geometrik (EEG) dagilimini énermislerdir. EEG dagilimimin
karakteristik fonksiyonlarin1 ve giivenirlik fonksiyonunu incelemislerdir. Dagilimin
parametrelerini en ¢ok olabilirlik metodunda EM algoritmasini kullanarak tahmin
etmiglerdir. Algoritmanin parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon ¢aligmasi ile
gosterilmislerdir. Onerdikleri EEG dagilimimi iki veri setinin modellenmesinde
Gamma ve Weibull dagilimlariyla karsilastirmiglardir. Karsilastirma sonucunda
onerdikleri dagilimin daha iyi sonug¢ verdigini belirtmislerdir.

Literatiir incelendiginde dagilimlarin karistirilmasi ile ilgili son donemde de
cok sayida calismanin bulundugu goriilmektedir. Murat ve Szynal (2000) ile
Grubbstrom ve Tang (2006) karistirilmis dagilimlarin momentlerinin hesaplanmasi
ile ilgili ¢alistlmiglardir. Liu ve ark (2002), Poisson-Gumbel karistirilmis dagiliminm
ve uygulamasini incelemislerdir. Karlis ve Xekalaki (2005), karistirilmis Poisson
dagilimmi c¢alismiglardir. Liu ve ark (2006), karistirilmis Ug¢ deger dagilimimi ve
dagilimin deniz bilimlerinde uygulamalarini ¢aligmiglardir.

Tahmasbi ve Rezaei (2008), azalan basarisizlik oranli iki parametreli Ustel-
Logaritmik (EL) yasam zamani dagilimimi Onermislerdir. EL dagiliminin
karakteristik fonksiyonlarmi ve giivenirlik fonksiyonunu incelemislerdir. Dagilimin
parametrelerini en ¢ok olabilirlik metodunda EM algoritmasini kullanarak tahmin
etmislerdir. Algoritmanin parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon ¢aligmasi ile
gostermiglerdir. Onerdikleri EL dagilimmi ii¢ veri setinin modellenmesinde EG,
Ustel-Poisson (EP), Gamma ve Weibull dagilmlariyla karsilastirmislardir.
Karsilastirma sonucunda oOnerdikleri dagilimin daha iyi sonug¢ verdigini

belirtmislerdir.
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3. YASAM ANALIZINDE TEMEL TANIM VE GOSTERIMLER

Yasam analizi (survival analysis), basarisizlik zaman analizi (failure time
analysis) ya da olay zamani analizi (event time analysis) olarak da isimlendirilir ve
Omiir siireleri (lifetimes), bekleme zamanlar1 (waiting times) ya da daha genel olarak
tanimlanmis bir olayin meydana gelmesine kadar gegen zaman siiresinden olusan
verilerin analizinde kullanilir. Yasam analizi ¢calismaya dahil olan birimlerin yasam
stireleri ile ilgilidir. Yasam siiresi, tantimlanan herhangi bir olayin baglamasi ve sona
ermesi arasinda gecen siiredir. Bdyle bircok olay tanimlanabilir. Ornegin demografik
bir arastirmada calismaya konu olan bireylerin yasam siireleri incelenebildigi gibi
evli ciftlerin evli kalma siireleri de analiz konusu olabilir. Yontem sadece canli
birimler degil, cansiz birimler i¢cinde uygulanabilir. Herhangi bir aletin bozulma ya
da islevini goremez hale gelme siiresi, farkli sicaklik dereceleri altinda g¢alisan
motorlarin bozulma siireleri de incelenebilir. Yasam analizinde genellikle, canli ya
da cansiz bir nesnenin veya olayin yagsam siiresi T rassal degiskeni ile gosterilir. Her
bir birime ait yasam siiresi t, tanimi gere8i daima sifirdan biiyiik olur. Analizde
temel olan bozulma zamanlarinin veya yasam siirelerinin incelenmesi oldugundan bu
degiskenlerin duyarli bir bigcimde tanimlanmas1 gerekir (Basar 1993). ilgilenilen
olaya gore farkli sekillerde ortaya c¢ikabilen bu degiskenin duyarli olarak
Olgiilebilmesi i¢in,

o Baslangic zamani her birim ig¢in siipheye yer vermeyecek sekilde

tanimlanmalidir.

. Olgiilen zaman i¢in bir dlgek olmalidir (Dakika, saat, giin, hafta, ay, yil

veya tasit omrii i¢in kilometre gibi).

o Her birim i¢in dmriin sona ermesi ya da basarisizligin meydana geldigi

an tamamen net olmalidir (Cox ve Oakes 1984).

Yagam siiresinin dagilimi genellikle {i¢ fonksiyon ile karakterize edilir.

I Yasam fonksiyonu

i. Olasilik yogunluk fonksiyonu

iii. Hazard fonksiyonu
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Uygulamalarda genellikle bu ii¢ fonksiyon verilerin farkli yonlerini
gostermek icin kullanilir. Yasam analizinde temel sorun, yasam siiresi hakkinda
cikarsamalar yapabilmek i¢in yasam siiresi degiskeninin uygun bir dagilimla temsil
edilmesini saglamaktir. Bu bolimde yasam analizindeki temel ii¢ fonksiyon ve bu

fonksiyonlar arasindaki iligkiler tanimlanacaktir.

3.1. Yasam Analizinde Onemli Fonksiyonlar

3.1.1. Yasam Fonksiyonu

Yasam siiresi rassal degiskeni T ile ifade edildiginde yasam siiresi

fonksiyonu S(t) ile gosterilir. Bir birimin belli bir t zamanindan daha fazla yasamasi

olasiligina yasam fonksiyonu denir ve

S(t) = P(T > 1), 0<t < o (3.1)

seklinde ifade edilir. Yasam fonksiyonu monoton azalan birikimli bir fonksiyondur

Ve

S(0) =limS(t) =1 (3.2)
S() =limS(t)=0 (3.3)

zaman 0 oldugunda yasam olasilig1 1 iken siire ilerledik¢e bu olasilik diiser ve 0’a
dogru gider (Leemis 1986). T ’nin birikimli dagilim fonksiyonu ise, t’yi asamayan
yasam siiresinin ihtimalidir. Birikimli dagilim fonksiyonu

F(t)=P(T <t), 0<t < o (3.4)

seklinde gosterilir. Birikimli dagilim fonksiyonu ile yasam fonksiyonu arasindaki

iliski Sekil 3.1°de gosterilmistir.
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Dlajslllk
= Frt)
5¢)
0 : / = Faman

Medyan
Sekil 3.1. Birikimli dagilim fonksiyonu ile sag kalim fonksiyonu arasindaki iligki

Sekil 3.1’de goriildigii gibi F(t) artiyorken, S(t) azalmaktadir. Bu iki
fonksiyonun kesistigi yer medyani (ortanca) gosterir.

Yasam fonksiyonu ayni zamanda birikimli yasam orani olarak da adlandirilir
(Lee ve Wang 2003). Berkson (1942), yasam fonksiyonlarinin grafiksel
gosterimlerinde yasam egrisi ismini kullanmistir. Berkson’un (1942) tarafindan
ornek gosterilen farkli i1ki yasam siiresine ait yasam egrileri Sekil 3.2’de

gosterilmistir.

Sit)
1.0

OB

0.6

0.4

0 1y EII:I i 40 50 A0 { 0 0 20 30 40 30 6D
(a) (b)
Sekil 3.2. Yasam egrisi i¢in iki 6rnek (Berkson 1942)

Sekil 3.2.(a)’daki yasam egrisi diisiikk yasam orani ya da kisa yasam siiresini
gosterirken Sekil 3.2.(b)’deki yasam egrisi ylksek yasam orami1 ya da uzun yasam

sliresini gostermektedir.
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Gozleme dayali olarak yasam fonksiyonu S(t) genellikle uygulamalarda n
birimlik bir 6rneklemde i, kiigiikten biiytige dogru siralanmis verilerde gozlem

sirasini gostermek tizere

§(t(i)):1—iﬁ, i=12,.n (3.5)
SA(t(i)):l—ﬁ, i=12,.n (3.6)
Slte))=1- ( —no.s)’ i=12,..n (3.7)
S(ty))=1- (r'];%j) : i=12,.n (3.8)
Slte))=1- Z:;; i=12,.n (3.9)

esitliklerinden biri ile tahmin edilir.

3.1.2. Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Yasam siiresi T rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, kiiciik bir

zaman araliginda bir birimin basarisiz olma olasiliginin limitidir. Bu fonksiyon

<T<

)= hm{P(t <T _t+At} (3.10)
At—0 At

seklindedir ve T rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu t aninda

basarisizligin yogunlugu olarak yorumlanabilir (London 1988). Yasam siiresinin

olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi yogunluk egrisi olarak isimlendirilir. Sekil

3.3’de yogunluk egrilerine iki 6rnek verilmistir.
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fit) fi)
10F 1.0F

(a)
Sekil 3.3. Yogunluk egrisi i¢in iki 6rnek (Lee ve Wang 2003)

Sekil 3.3.(a)’daki yogunluk egrisi, baslangicta yiiksek basarisizlik oranina
sahip iken zaman artik¢a basarisizlik oraninin diistiigii durumu gdstermektedir. Sekil
3.3.(b)’de yogunluk egrisi ise basarisizlik oraninin zaman 1.7 degerine kadar
arttigini, bu noktada en yiiksek basarisizlik oranina ulasildigini ve bu noktadan sonra
basarisizlik oraninin zaman artik¢a diistiigli durumunu gostermektedir. Sekil 3.3°de
1<t<2 zaman aralifindaki golgeli alanlar basarisizlik oranimi yani P(1<t<2)
olasiligin1 vermektedir.

F(t) ve S(t) zaman araliklar ile ilgili olasiliklar olmasina ragmen f(t) ise
bir zaman noktasi ile ilgilidir ve bir birimin t aninda kosulsuz basarisiz olma
yogunlugunu verir. Bir fonksiyonun olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi i¢in

i.  f(t), negatif olmayan bir fonksiyondur.

f(t)=0, Vt20
f(t)=0, t<0 (3.11)

1. Yogunluk egrisi ile -t ekseni arasinda kalan alan 1’e esittir. Yasam stiresi

rassal degiskeni t siirekli ise
j f (t)dt =1 (3.12)
0

ozelliklerini tasimasi gerekir.
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3.1.3. Hazard Fonksiyonu

Hazard fonksiyonu T yasam siiresinin bir kosullu dagilimidir ve genellikle
h(t) simgesiyle gosterilir. Bir birimin t zamanina kadar yasadig1 bilindiginde belirli
bir siire iginde (At) O6lmesi olasiligina hazard (tehlike orani) fonksiyonu denir.

Yasam siiresi T rassal degiskeninin hazard fonksiyonu h(t),

h(t) = lim

{P(tsT<(t+At)|T2t}_f(t) (3.13)

At T S(b)

seklinde ifade edilir. Hazard fonksiyonu birikimli dagilim fonksiyonu cinsinden ise

_ f®
h(t) = =0 (3.14)

olarak yazilir. Bu fonksiyon bir olasilik yogunluk fonksiyonu degildir. Zamana gore
artabilir, azalabilir veya sabit kalabilir. Sekil 3.4’de c¢esitli tiirde hazard

fonksiyonlarinin grafiklerine yer verilmistir.

h{” .l'il{f}

hylr)

\ /..

’15(”

hy(1)

0 t
Sekil 3.4. Ornek hazard fonksiyon grafikleri (Lee ve Wang 2003)
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Sekil 3.4’deki h,(t) fonksiyonu artan hazard oranina sahiptir ve losemi
hastalarmin tedaviye cevap vermeme riski artan hazard oranina Ornek olarak
gosterilebilir. Sekil 3.4’deki h,(t) fonksiyonu azalan hazard oranina sahiptir ve
mermi ile yaralanan askerlerin ameliyat sonrasi yasam riski azalan hazard oranina
ornek olarak gosterilebilir. Ciinkii asil tehlike ameliyattir ve ameliyat basarili olursa
hayati tehlike riski azalir. Sekil 3.4’deki h,(t) fonksiyonu sabit hazard oranina
sahiptir ve ana oliim riski kazalar olan saglikli 1840 yas araligindaki insanlarin
yasam riski sabit hazard oranimna ornek gosterilebilir. Sekil 3.4’deki h,(t) hazard
fonksiyonu kiivet egrisi seklindedir ve insan yasami bu hazard egrisine sahiptir. Sekil

3.4°deki hy(t) hazard fonksiyonu baslangicta artan daha sonra diisen hazard oranini
gostermektedir. Sekil 3.4’deki h,(t) hazard fonksiyonuna 6rnek olarak tiiberkiiloz

hastalarinin yasam riski gosterilebilir. Tiiberkiiloz hastaliginin baslangicinda yasam
tehlikesi giderek artarken, tedavi sonrasi yasam riski giderek azalmaktadir.
Belirli bir siire igindeki 6liim olasiliklarinin birikimli fonksiyonuna birikimli

hazard fonksiyonu denir. Bu fonksiyon
t
H(t) = —log(S(t)) = Ih(u)du (3.15)
0

seklinde gosterilir.
3.1.4. Yasam Fonksiyonlar1 Arasindaki Iliskiler

Yasam fonksiyonu, olasilik yogunluk fonksiyonu ve hazard fonksiyonu
matematiksel olarak birbirleri cinsinden ifade edilebilirler. Yani, biri verildiginde
digerlerine ulagilabilir. Ug fonksiyon arasindaki matematiksel iliski asagidaki
adimlar kullanilarak kolaylikla gosterilebilir.

1. Hazard fonksiyonu (3.13) de wverildigi gibi olasilik yogunluk

fonksiyonunun yasam fonksiyonuna boliinmesi ile elde edilir.
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2. Birikimli  dagilim  fonksiyonunun tiirevi olasilik  fonksiyonunu

vereceginden
f(t)zi[l—s(t)]z—S'(t) (3.16)

esitligi elde edilir.
3. (3.16) esitligi (3.13) esitliginde yerine yazilirsa

__So__d
h(t) = so - logS(t) (3.17)
elde edilir.

4. (3.17) esitligi 0’dan t ’ye integrallenirse ve S(O) =1 olacagindan

j.h =logS(t)
H(t)=—1logS(t) (3.18)

S(t)=exp[- H(t)]= exp{— h(t)dx} (3.19)

O ey —+

esitlikleri elde edilir.
5. (3.13) ve (3.19) esitliklerinden

f(t)=h(t)exp[- H(t)] (3.20)

esitligi elde edilir.
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Boylece f(t) bilinirse yasam fonksiyonu f(t), F(t) ve S(t)=1-F()
arasindaki iligkiler yardimiyla tahmin edilir. Hazard fonksiyonu h(t) ise, (3.13)
esitligi yardim ile elde edilir. Eger S(t) biliniyorsa Oncelikle (3.16) esitliginden
f (t) elde edilir. Daha sonra hazard fonksiyonu h(t) elde edilir. Eger h(t) biliniyorsa

S(t) ve f(t) swrasiyla (3.19) ve (3.20) esitlikleri ile elde edilir. Boylelikle bu iig

fonksiyondan biri verildiginde diger ikisine kolaylikla ulasilabilecegi gosterilmis
oldu.

3.2. Yasam Analizinde Kullanilan Bazi Onemli Dagilimlar
3.2.1.Ustel Dagilim

Ustel dagilim yasam analizi ¢alismalarinda yaygin bir kullanima sahip olan
basit ve onemli bir dagilimdir. 1940’11 yillarin sonlarinda arastirmacilar elektronik
sistem parcalarinin yasam siirelerini tamimlamak icin Ustel dagilimi kullanmaya
basladilar. Davis (1952), banka hesap ve defter hatalari, bodro kontrol hatalari,
otomatik makine arizalari, radar seti bilesenlerindeki hatalar gibi Orneklerde
basarisizliklarm en iyi Ustel dagilm ile tanimlandigini belirtmislerdir. Epstein ve
Sobel (1953) calismalarinda, tek sansiirleme yapildiginda Ustel dagiliminda
parametre tahmini gdstererek, normal dagilim yerine neden Ustel dagilimin secilmesi
gerektigini gdstermislerdir. Ayni zamanda Epstein (1958) Ustel dagilim varsayimimin
yapilmast icin gerekgeleri ayrmtili olarak ele almustir. Ustel dagilim yasam analizi ve
istatistigin diger alanlarindaki 6nemini glinimiize kadar stirdiirmiistiir.

Yasam siiresi T rassal degiskeni, A parametresi ile Ustel dagilima sahip ise

olasilik yogunluk fonksiyonu

At >
f(t):{ze t>0, 1>0 321)

0 t<0
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seklindedir. Esitlik (3.21)’den de goriilebilecegi gibi Ustel dagilimi tek parametre ile

ifade edilir. Farkli 4 parametre degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu f (t) ’nin

grafikleri Sekil 3.5°de verilmistir.

— =045

.......... 3=

by 1 .
= F,
LY
\.\ ','
08 AR ]
W%
\\.
06+
04
02r
0
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Zaman

Sekil 3.5. Farkli A parametre degerlerine gore Ustel dagilim i¢in yogunluk egrileri

Ustel dagilimm birikimli dagilim fonksiyonu,

Fty=1-e™*, t>0 (3.22)

ve sag kalim fonksiyonu

S(t)y=e™", t>0 (3.23)

esitlikleri ile ifade edilir. Hazard fonksiyonu ise

ny— 1) _ 2"

S(t) e™

=1 (3.24)
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seklinde elde edilir. Farkli A parametre degerlerine gore Ustel dagilim icin elde

edilecek yasam egrileri ve hazard fonksiyonunun grafikleri Sekil 3.6’da verilmistir.

2 ..................................................... l:z
1.5
= =
3] = o e—_—_ %=1
05 A=0.5
D 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5
Zaman Zaman

Sekil 3.6. Farkli A parametre degerlerine gore Ustel dagilima ait yasam egrileri ve
hazard fonksiyonunun grafikleri

Sekil 3.6°daki Ustel dagilama ait yasam egrileri incelendiginde A parametre
degeri artikca yasam olasihiginin daha hizli diistiigii goriilmektedir. Ustel dagilimda
hazard fonksiyonu sabittir. Ustel dagilimda A parametresinin diisiik degerler almasi
yasam riskinin az oldugunu, biiyiik 4 degerleri ise yasam riskinin yiiksek oldugunu
gosterir.

Ustel dagilimi  genellikle tamamen rassal basarisizlik desenlerinin
modellenmesinde tercih edilmektedir. Ustel dagilimm yasam analizindeki yaygin
kullaniminin bir nedeni belleksizlik 6zelligidir (Lee ve Wang 2003). Belleksizlik
Ozelligine gore T rassal degiskeninin S’den fazla yasadigi bilindiginde S+ c’den
fazla yasama kosullu olasiligi, T rassal degiskeninin C’den fazla yasama olasiligina

esittir. Buna gore Ustel dagiliminda belleksizlik 6zelligi,

P(T>s+c,T >5)
P(T =5s)
P(T >s+c¢)
P(T >5s)

P(MT>s+c|T>s)=

P(T>s+c|T>9)=
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—A(s+¢€) e—ﬂse—ﬂc
PM>s+c|T2s)=———=———=¢
e e
P(T>s+c|T>2s)=P(T >¢) (3.25)

seklinde gosterilir. Ustel dagilima ait beklenen deger E(T), varyans Var(T) ve

medyan degeri sirasiyla asagida verilmistir.

1
EM =~ (3.26)
1
Var(T) = s (3.27)
Medyan = % (3.28)

3.2.2.Weibull Dagihmi

Weibull dagilimi ilk olarak 1939 yilinda, dagilima ismini veren Isvegli
fizik¢i, Walodi Weibull tarafindan, materyallerin bozulma siirelerinin gdsteriminde
kullanilmigtir. Bu c¢alisma, modelin farkli karakterli birgok veri kiimesi lizerindeki
etkinligini gosteren bir ¢aligmadir (Murthy ve ark, 2004). Walodi Weibull, 1951
yilinda Ingiltere’de yaptig1 calismalarinda, dagilimi; kalite kontroliinde, binalarin
ekonomik Omrii ve fabrika tretimi ile ilgili olarak kullanmistir. Modeli, farkli bilim
dallarina ait veri kiimelerine uygulamis ve boylelikle farkli uygulama alanlar
tizerinde modelin ¢ok yoOnliiliigiinii gostermistir. Benzer bir model, Rosen ve
Rammler tarafindan, 1933 yilinda, molekiiller ile ilgili bir calismada kullanilmstir.
Weibull dagilimindan s6z eden en eski yayin, 1928’de Fisher ve Tippett tarafindan
yaymlanmigtir. Weibull; dagilimi 6neren ilk insan olmamasma ragmen, modelin
etkinliginin ve uygulamalardaki ¢ok yonliiliigliniin vurgulanmasina en c¢ok katkisi
olan kisidir. Giinlimiizde c¢ok genis bir uygulama alanina sahip olan Weibull
dagiliminin, kalite kontrol ve giivenilirlik ¢aligmalarinda kullanilmasi1 Kao tarafindan

savunulmugtur. 1958 yilinda Kao, radyo lambalarinin bozulma siirelerinin
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gosteriminde, Weibull dagilimini kullanmistir. Ayrica Lieblein ve Zelen 1956 yilinda
bilyeli yataklarin bozulma siirelerinin gosteriminde Weibull dagilimimi kullanmistir.
Berretoni 1964 yilinda, kimyasal asinma testlerindeki (korozyon testi) g¢ogu
uygulamalari, Weibull dagilimi ile tanimlamistir. Weibull dagilimi, son donemlerde
bozulma siiresi dagilimlarinin en popiiler liyesi haline gelmistir. Plait (1962),
Thompson (1968); bozulma durumunda dagilimin ¢ok ¢esitli uygulamalarini ele
almigtir. Ayrica elektronik pargalarda, yari iletken cihazlarda, foto iletken hiicrelerde,
kondansatorlerde ve g¢esitli biyolojik organizmalarda bozulma siirelerinin
¢Oziimlenmesinde Weibull dagilimi kullanilmistir. Giinlimiizde Weibull dagilimi
yasam analizi uygulamalarinin disinda; bekleme modellerinde, salgin hastaliklarin
sirme zamaninin bulunmasinda, deprem riskinin saptanmasinda ve finansal
uygulamalarda; yani rassal degiskenin pozitif degerler aldigi durumlarda
kullanilabilirliginden dolay1 istatistiksel dagilimlar arasinda popiiler dagilimlardan
biri haline gelmistir.

Weibull dagilimi Ustel dagilimin genellestirilmis bir halidir. Bununla birlikte
Ustel dagilima benzemez. Weibull dagilimmin hazard orami sabit degildir ve bu
nedenle Weibull dagilimi daha genis bir uygulamaya sahiptir. Weibull dagilimi o ve

[ parametreleri ile karakterize edilir. Yasam siiresi T rassal degiskeni, o ve [

parametreleri ile Weibull dagilimina sahip ise olasilik yogunluk fonksiyonu

f(t,a fB) =%(é) 7 ef[fj : >0 (3.29)

ile verilir. Weibull dagiliminda « parametresi bigim parametresidir ve dagilim
egrisinin bi¢imini belirler. Weibull dagiliminin bigim parametresi « =1 alindiginda
Ustel dagilim, =2 alindiginda Rayleigh dagilimi elde edilir. Weibull dagiliminda

[ parametresi ise Olgek parametresidir. Weibull dagiliminda g =1 ve farkhh «
parametre degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu f(t) nin grafikleri Sekil

3.7’de verilmistir.
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o=0.5

.......... 0=2
—— =4

3

Zaman

Sekil 3.7. Weibull dagiliminda g =1 ve farkli a parametre degerleri i¢in yogunluk

egrileri

Weibull dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu

F(t)=1 —e_[%] , t>0 (3.30)

ve yasam fonksiyonu

S(t):e[;] , >0 (3.31)

olarak verilir. Weibull dagiliminda g =1 ve farkli & parametre degerleri i¢in yasam

fonksiyonu S(t) ’nin grafikleri Sekil 3.8’de verilmistir.
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Sekil 3.8. Weibull dagiliminda f =1 ve farkli « parametre degerleri i¢in yasam
egrileri

Sekil 3.8 incelendiginde bi¢im parametresi « ‘nin degeri artikca yasam
egrisinin sifira yaklagma hizinin arttig1 agik¢a goriilmektedir. Weibull dagiliminda

hazard fonksiyonu,

h(t =3(l]a_l, t>0 3.32
(1) 55 (3.32)

esitligi ile verilir. Weibull dagiliminda g =1 ve farkli « parametre degerleri igin

hazard fonksiyonu h(t) ’nin grafikleri Sekil 3.9’da verilmistir.
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Sekil 3.9. Weibull dagiliminda g =1 ve farkli « parametre degerleri i¢in hazard
fonksiyonunun grafikleri

Weibull dagiliminin bi¢im parametresinin almis oldugu degerlere gore hazard
fonksiyonu bazen monoton azalan, bazen monoton artan bazen de sabit olur. Sekil
3.9’da da gorildiigii gibi bi¢cim parametresinin 1’den kii¢lik oldugu durumlarda yani
a <1 iken hazard fonksiyonu monoton azalan, bi¢im parametresinin 1’den biiyiik
oldugu durumlarda yani o >1 iken hazard fonksiyonu monoton artan ve bigim
parametresinin 1’e esit oldugu durumlarda yani a =1 iken hazard fonksiyonu
sabittir.

Gamma fonksiyonu
T'(a)= _[x““e‘*dx (3.33)
0

olarak tanimlandiginda Weibull dagiliminda yasam siiresi T rassal degiskeninin r.

beklenen degeri
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o _Fea(t)" )
BTH=] ﬂ[ﬂ] )
E(r'):ﬂfr[uﬂ (3.34)

seklinde elde edilir. Yasam siiresi T rassal degiskeni Weibull dagilimina sahip ise

beklenen degeri (3.34) nolu esitlikte r =1 igin
E(T)=ﬂl“(1+lj (3.35)
a

seklinde elde edilir. Yasam siiresi T rassal degiskeni Weibull dagilimina sahip ise

varyanst

Var(T) :ﬂ{r(nzj—rz(nlD (3.36)
o (04

esitligi ile ifade edilir. Yasam analizlerinde veri setleri tanimlanirken kullanilan

medyan degeri Weibull dagiliminda

Medyan = (In 2)% (3.37)
esitligi ile tanimlanir.
3.2.3.Gamma Dagilimi

Gamma dagilimi, Ustel ve Ki-kare dagilimini igeren bir dagilimdir. Gamma
dagilimmi Brown ve Flood (1947) kafeteryada cam bardaklarin kullanim siiresini,

Birnbaum ve Saunders (1958) materyallerin yasam uzunlugunu Gamma dagilimi ile

tanimlamislardir. Gamma dagilimi 6zellikle endiistriyel glivenirlilik ve canli yasam
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siirelerinin modellenmesinde siklikla kullanilan bir dagilimdir. Yasam siiresi T

rassal degiskeni Gamma dagilimina sahip ise olasilik yogunluk fonksiyonu

e t/h

5 T(@) t>0, a, >0 (3.38)

fta,p)=t""

b

ile verilir. Gamma dagilimimda g =1 ve farkli o parametre degerleri i¢in elde

edilen yogunluk egrileri Sekil 3.10°da verilmistir.

i)

Sekil 3.10.Gamma dagiliminda S =1 ve farkli o parametre degerleri i¢in yogunluk
egrileri

Gamma dagiliminda bigim parametresi =1 alindiginda Ustel dagilima

ulagilir. Gamma dagiliminda & =3 ve farkli f parametre degerleri icin elde edilen

yogunluk egrileri Sekil 3.11°de verilmistir.
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T T T T |_ Ezn.s
p=05 — — p=
SN -
—— B:‘.l
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2 30
Zaman
Sekil 3.11.Gamma dagiliminda « =3 ve farkli f parametre degerleri i¢in yogunluk
egrileri

Gamma dagiliminda bigim parametresi & =v/2 ve 0lgek parametresi S =2

serbestlik derecesi v olan Ki-kare dagilimina ulasilir. Gamma dagiliminin birikimli
dagilim fonksiyonu

S )

, t>0, >0 (3.39)
['(a)

esitligi ile tamimlanir. Esitlikte yer alan I', (o) tamamlanmamis gamma fonksiyonu
olarak isimlendirilir ve

I(a)= it“"l exp(—t)dt

(3.40)
seklinde hesaplanir. Gamma dagiliminda yasam fonksiyonu,
r
S(t)zl—&, t>0, >0 (3.41)
['(a)
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olarak verilir. Gamma dagiliminda g =1 ve farkli & parametre degerleri i¢in elde

edilen yasam egrileri Sekil 3.12°de verilmistir.

o=0.5

—— y=4 T

Zaman
Sekil 3.12.Gamma dagiliminda f =1 ve farkli a parametre degerleri i¢in yasam

egrileri

Sekil 3.12 incelendiginde Gamma dagiliminda o« parametre degeri
kiiciildiikge yasam egrisinin 0’a yaklasma hizi artmaktadir. Gamma dagiliminda

hazard fonksiyonu h(t)

t

ta—le g

h(t) =
® p*(C(a)-T(a))

(3.42)

olarak verilir. Gamma dagiliminda f =1 ve farkli o parametre degerleri i¢in hazard

fonksiyon egrileri Sekil 3.13°de verilmistir.
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Zaman
Sekil 3.13.Gamma dagiliminda g =1 ve farkli ¢ parametre degerleri i¢in hazard

fonksiyonu egrileri

Gamma dagiliminda bi¢gim parametresi « <1 ise hazard fonksiyonu monoton
azalan, «a >1 iken hazard fonksiyonu monoton artan ve « =1 iken hazard
fonksiyonu sabittir. Gamma dagilimi i¢in T rassal degiskeninin beklenen degeri ve

varyansi 51ra51y1a,

EM)=ap (3.43)
Var(T) = af’ (3.44)
seklindedir.

3.2.4. Lognormal Dagilim

En basit sekliyle Lognormal dagilim, normal dagilima sahip rassal degiskenin
logaritmasinin alinmasiyla olusan yeni degiskenin dagilimi olarak tanimlanabilir.
Lognormal dagilimi ilk olarak McAlister (1879) tarafindan tanimlanmstir.
Lognormal dagilim bir¢ok yoniiyle ¢alisilan 6nemli bir dagilimdir. Gaddum (1945)

biyoloji uygulamalarinda, Boag (1949) kanser arastirmalarinda Lognormal dagilimi

39



3. YASAM ANALIZINDE TEMEL TANIM
VE GOSTERIMLER Ulkii ERISOGLU

kullanmistir.  Aitchison ve Brown (1957) dagilimin 6zelliklerini, parametre
tahminlerini ve ekonomi alaninda kullanimini detayl1 olarak tartigmiglardir. Sonralari
arastirmacilar dagilimi  Alzhemir hastaligimin baglama yasinin goézlenmesinde,
Alzhemir, Hodgkin ve kronik Idsemi hastalarinin yasam siirelerinin
modellenmesinde kullanmislardir (Lee ve Wang 2003).

Yasam siiresi T rassal degiskeni Lognormal dagilima sahip ise olasilik

yogunluk fonksiyonu,

N

toV2rx ’

t>0 (3.45)

seklinde verilir. Lognormal dagilimi konum parametresi p ve 6l¢ek parametresi o

ile karakterize edilir. Dagilimin esnekligini géstermek i¢cin konum parametresi x =0

ve o’ degeri sirastyla 0.1, 0.5 ve 2 alindiginda elde edilen yogunluk egrileri Sekil

3.14°de verilmistir.

14 T T T T T
— *=0.1
12} - 222:0 .
.......... .
o2=0.1
‘] - -
08k -
~ i o*=0.5
06H 4 -
RN
A N
DA | [t N 1
o2k | T, A - -
f{ -..........:;h_?,__.%ug: ...........
g i 7 3 - 5

Zaman
Sekil 3.14. Lognormal dagiliminda =0 ve farkli o’ parametre degerleri icin
yogunluk egrileri
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Lognormal dagilimda 6l¢ek parametresi o> = 0.5 ve konum parametresi

sirastyla 0, 0.5 ve 1 alindiginda elde edilen yogunluk egrileri Sekil 3.15°de

verilmistir

(IR T T T T T

ozl — — =05

06 —

0sr B

03l / AN .
02k )Ir IV‘_‘-’.'.‘ ‘\’-\:"' e, ‘ -

01k

i} -"'b' 1 1 1 1
0 1 2 3 4 8 5

Zaman
Sekil 3.15.Lognormal dagiliminda o” =0.5 ve farkli x parametre degerleri igin

yogunluk egrileri

Lognormal dagilimda yasam siiresi T rassal degiskeni i¢in birikimli dagilim

fonksiyonu ve yasam fonksiyonu sirasiyla

F(t):cp[h“‘”j (3.46)
(o2

S(t)=1—®(lnt_ﬂj (3.47)
(o2

olarak wverilir. Esitliklerde yer alan @© normal dagilimin birikimli dagilim

fonksiyonudur ve

Int—u) 1 ¢ _u?
qa( - )_ Vi jw exp( 2]du (3.48)
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seklinde hesaplanir. Lognormal dagilimda &lgek parametresi o> =0.5 ve konum
parametresi x4 sirastyla 0, 0.5 ve 1 alindiginda elde edilen yasam egrileri Sekil

3.16°da verilmistir.

1

09

0.8

0.7

0B

05

St

04

0.3

0z

0.1

0

o 1 2 3 4 5 G
Zaman

Sekil 3.16.Lognormal dagiliminda o” =0.5 ve farkli u parametre degerleri igin
yasam egrileri

Sekil 3.16 incelendiginde Lognormal dagilimda konum parametresi x 'niin

degeri arttikca yasam olasilig1 artmaktadir. Lognormal dagilimda hazard fonksiyonu
(1/'[0'\/272' )exp{— 5 ! 5 (Int - ,u)z}
o

1_q)[lnt —,uj
o

seklinde elde edilir. Lognormal dagiliminda konum parametresi # =0 ve farkli o

h(t) = (3.49)

parametre degerleri i¢in elde edilen hazard fonksiyonlarin grafikleri Sekil 3.17°de

verilmigtir.
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— =05

Zaman
Sekil 3.17. Lognormal dagiliminda ¢ =0 ve farkli o parametre degerleri icin

hazard fonksiyonu egrileri

Sekil 3.17 incelendiginde Lognormal dagiliminda farkli parametre degerleri
icin hazard fonksiyonun oldukc¢a esnek oldugu goriilmektedir. Lognormal dagilimi

icin T rassal degiskeninin beklenen degeri, varyansi ve medyan degeri sirasiyla,

2

EM)=¢" 2 (3.50)

Var(T) = (e —1)e (3.51)

Medyan = e* (3.52)
seklindedir.
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4. KARMA VE KARISTIRILMIS DAGILIMLAR

Yasam analizinde degiskenligin fazla oldugu yasam siirelerinin analizinde
yani heterojen yasam siiresi verilerin analizinde standart olasilik dagilimlar yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle son donemlerde, klasik istatistik dagilimlarina gore daha
esnek ve daha kullanisli olan karma dagilim modellerinin heterojen yasam
stirelerinin analizinde kullanimi daha yaygin hale gelmistir. Ayrica dagilinm
karakterize eden parametrelerden birinin rassal degisken olarak diisiiniilmesi ve bu
parametre i¢in dagilim varsayimi yapilmasiyla elde edilen ¢ok sayida yeni
karistirllmis dagilim yasam siirelerinin modellenmesi ic¢in Onerilmektedir. Bu
boliimde son donemde yasam siirelerinin modellenmesinde kullanimi daha yaygin
hale gelen karma ve karistirilmis dagilimlar incelenecektir. Yasam analizinde tek
degisken iceren veri setlerinin modellenmesi ile ilgilenildiginden burada karma

dagilim modelleri sadece tek degisken durumu i¢in ele alinacaktir.

4.1. Karma Dagilim Modelleri

Iki ya da daha fazla bilesenden olusan dagilimlar, karma dagilimlar olarak
adlandirilir. Karma dagilim modelleri bir¢ok alanda rasgelelik iceren dogal olaylarin
farkli ozellikleri hakkinda toplanan Ol¢iim degerlerine istatistiksel olarak model
olusturmada matematiksel bir yaklagim saglar. Bu nedenlerden dolay1 karma dagilim
modellerinin hem teorik hem de uygulamali birgok ¢alisma alaninda énemi giinden
giine artmaktadir (Calis 2005).

Karma dagilim modelleri ile ilgili ilk ¢alisma yaklagik 120 yi1l kadar 6nce
inlii biyometrici Karl Pearson tarafindan yapilmistir. Pearson (1894) yengec verisi
icin birbirinden farkli iki tek degiskenli normal dagilimin karma modelini
incelemistir. Bu veriler Weldon (1892, 1893) tarafindan 6l¢iilmiistiir. Weldon (1893)
verilerin histogrami asimetrik oldugundan ya da simetrik olmadigindan dolayi,
yengeg kitlesinin iki farkli tiirden olustugunu iddia etmistir. Fakat matematiksel yonii
zayif oldugu i¢in Karl Pearson’dan yardim istemistir. Bu veri 6nce histogramda simif

sayisi 29 almarak bir tek normal dagilimla modellenmistir. Daha sonra simetrik
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olmayan yap1 nedeniyle Sekil 4.1’de goriildiigli gibi normal dagilimlarin karmasi

kullanilarak modellenmistir.

100 , : , , , 100 , ,
Y
o0k 90 x
sof i Z B0 Z \
70 70 ]
i A
B0 *7 B0 —7 i
5ok T 5ok 11
L=
40+ 40k k
W
Eils 10
|
00 20
q
1o} 10-
0 . i
05 0B 052 084 0F6 068 07 055 06 062 064 085 068 07
(a) (b}

Sekil 4.1.(a) Yengec verisi i¢in uydurulan tek bilesenli normal dagilim (nokta nokta)
ve iki bilesenli normal dagilim (diiz ¢izgi) egrileri. (b) Yenge¢ verisi i¢in
uydurulan iki bilesenli normal dagilim (diiz ¢izgi) ve her bir bilesene ait
normal dagilim egrileri

Yengeg verisi iki bilesenli normal dagilimlarin karmasi ile modellenirken
kitle icerisinde farkli iki alt grup oldugu varsayilmig ve X yengec viicut genisligi

rassal degiskeni olmak iizere karma dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu

fX)=xf,(X) +0-7) f,(X) 4.1)

seklinde tanimlanmustir. Esitlik (4.1)’de yer alan 7, 7 €(0,1) olmak {izere birinci
bilesene ait karma oranidir. Modelde yer alan f,(X) ve f,(X) her bir alt grubun

modellenmesinde  kullanilan normal dagilimlara ait olasilik  yogunluk
fonksiyonlaridir.

Tahmin edilmesi gereken parametre sayisinin fazla olmasi dezavantaji nedeni
ile baslangicta fazla ilgilenilmeyen karma dagilim modelleri, EM algoritmasinin
karma dagilim modellerindeki parametrelerinin tahminindeki etkinligi goriildiikten
sonra ¢ok genis bir uygulama alanina sahip olmustur. Ciinkii klasik olasilik
dagilimlari, frekans dagiliminin tek modlu oldugu durumlarda kullanish iken karma

dagilimlar frekans dagiliminin iki veya daha fazla moda sahip olan hatta tek modlu
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olmast durumunda bile verinin modellenmesinde daha kullanigsh ve daha yararlidir
(Everitt ve Hand 1981). Karma dagilim modellerinin, klasik istatistik modellerine
gore ¢ok modlu verilerin modellenmesindeki bagarisi Roeder (1990) tarafindan
tanimlanan Galaxy veri setinin modellenmesinde acik¢a goriilmektedir. Galaxy veri
seti i¢in uydurulan 6 bilesenli karma normal dagilim ve tek bilesenli normal

dagilimin yogunluk egrileri Sekil 4.2°de verilmistir.

20 = B Bilegenli Karma Marmal Dadilim -
- -- Tek Bilegenli Mormal Dagiim

.

1o 1I5 20 25 3ID 35

Sekil 4.2. Roeder (1990)’in Galaxy veri seti i¢in uydurulan 6 bilesenli karma normal
dagilim (diiz ¢izgi) ve tek bilesenli normal dagilimin (kesikli ¢izgi)
yogunluk egrileri

Sekil 4.2 incelendiginde Galaxy verisinin tek bilesenli normal dagilimla
modellenmesi durumunda yapilacak hatanin, 6 bilesenli karma normal dagilimla
modellenmesi durumunda yapilacak olan hatadan cok daha fazla oldugu agikca

goriilmektedir.

4.1.1. Temel Tanim ve Gosterimler

Sonlu karma dagilim modellerinde kitle icerisinde g (=>2) tamsay1 olmak
tizere, g tane farkli alt grup veya sinifin oldugu varsayimi yapilir. Sonlu karma

dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu
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FEly)=m f@10)+7x, T,(t16,)+-+ 7, f,(t]6,)

g
f(t|y/)=27zk f t16) (4.2)

seklinde tanimlanir. Burada k =1,...,9 olmak iizere f,(t|6,), k. alt grupta T rassal

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, 6, bilinmeyen parametre vektori, 7z,

g

7, €(0,1) ve Zﬂ'k =1 kosuluyla k. alt grubun kitle igerisindeki orani ve
k=1

y=(n,0), m=(n,.,7y) ve 0=(0,..,60,) bilinmeyen vektorlerini igeren

karmanin bilinmeyen parametre vektorii olarak tanimlanir. Bu tanimlamalar altinda

ornegin Weibull dagilimlarin iki bilesenli karma dagilim modeli

ftly)=r f,t]6)+7x, f,(t]6,)

ftly)=n f(ta,p)+x, f,ta,,B,) (4.3)

veya daha agik bir gosterimle

f(t | V)= T, %(LJ%_IE_[’;] 1 N a, [ t Jaz—le_(ﬂz] 2 »

Ty ——| —
V2 B> \ b,

g
olarak yazilir. Sonlu karma dagilim modellerinde, 7, €(0,1) ve Zﬂ'k =1
k=1

kosulundan dolay: esitlik (4.4)’de verilen modelde 7, yerine dogrudan (1-7,) de
yazilabilir.

Sonlu karma dagilim modeli i¢in esitlik (4.2)’de verilen fonksiyonun olasilik
yogunluk fonksiyonu olabilmesi i¢in

i. Vit icin f(tjy)=0

ii. jf(tw)dt:l
A
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ozelliklerini tasimasi gerekir. Esitlik (4.2)’de verilen fonksiyonu olusturan 7, € (0,1)
ve f (t]6,)=0 oldugundan dolay1 f(t|y)=0 olacag: asikardir. Fonksiyon tanimli

oldugu aralikta integrallenirse

29

[fty)ydt=] > 7 f (1] 6,)dt

0 k=l

o0 g o0
[flyydt=>"m, [ f,(t16,)dt
0 k=l ¢

elde edilir. Sonlu karma dagilim modelinde alt bilesenlerdeki fonksiyonlar olasilik

yogunluk fonksiyonu olarak tanimlandigindan J. f, (t| 6,)dt =1 olacaktir. Dolayisiyla
0

Tf(tw/)dtzzg:;zk -1
0 k=1

olarak elde edilir. Boylece esitlik (4.2)’de verilen fonksiyonun olasilik yogunluk
fonksiyonu oldugu gosterilmis olur.

Karma dagilim modelleri i¢in birikimli dagilim fonksiyonu,

F(t):PUSt):jf(t|w)dt

FO=] 3m f,116,)dt =37, [ £,(t]6,)dt

k=1
=F (160

F) =Y 7,F (6, 4.5)
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olarak tanimlanir. Esitlikte yer alan F, (t|6,) gosterimi ile, K. alt gruba ait birikimli

dagilim fonksiyonu ifade edilmektedir. Karma dagilim modelleri i¢in yasam

fonksiyonu ise

S(t) =1-F(t)
S(t):l—iﬂk f (t]|6,) (4.6)

olarak veya

S(t):P(TZt):Tf(tW)dt

*© 9 9 ®
SO =] D At 0)dt =7, [ fi(t]6)dt
t k=1 k=1 t
=S, (1l6)
9
S =D 7,8, (t]6,) 4.7)
k=1

seklinde gosterilir. Esitlikte yer alan S, (t|6,) gosterimi ile, k. alt gruba ait yagam

fonksiyonu ifade edilmektedir. Yasam analizinde 6nemli bir fonksiyonu olan hazard

fonksiyonu karma dagilim modellerinde

fi (t16)

; (4.8)
Z”ksk(t 16)

h) =3 7,

seklinde tanimlanir. Yasam siliresi T rassal degiskeninin karma dagilim

modellerindeki beklenen degeri
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E(T) = [t (t] yt

E(T) = [t) 7, f (] 6)dt = D 7, [t f (2] 6,)dt
0 k=l k=l 0
=E (t16)

g
E(T) =Y mE(TI6,) (4.9)

esitligi ile hesaplanir. Egsitlikte yer alan E, (T |6, ) gosterimi ile, k. alt grupta T

rassal degiskeninin beklenen degeri ifade edilmektedir.
4.1.2. Uygun Bilesen Sayisinin Se¢imi

Sonlu karma dagilim modellerinde K. alt grubun modellenmesinde kullanilan

dagilimin parametre sayist I, olmak iizere tahmin edilmesi gereken serbest

parametre sayist I

r:(g—1)+Zg:rk (4.10)

esitligi ile elde edilir. Esitlik (4.10)’nun saginda yer alan ilk parca tahmin edilmesi

gereken alt gruplara ait karma oranlarin sayisidir. Kitle icerisinde K alt grup
g

olmasima karsin Zﬂ'k =1 kisidindan dolay1 birbirinden bagimsiz olarak deger
k=t

alabilecek (k —1) tane karma oran vardir. Sonlu karma dagilim modelinde her alt

bilesenin iki parametreli bir dagilim ile modellendigi diisiiniildiigiinde iki bilesen

kullanildigt durumda 5, ¢ bilesen kullanildigt durumda &, dort bilesen

kullanildiginda 11 parametrenin tahmin edilmesi gerekmektedir. Modeldeki bilesen

sayisinin artmast tahmin edilecek parametre sayisini da arttiracagindan dolay1

modeldeki bilesen sayisinin ne olacagina karar vermek onemli bir problemdir
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(McLachlan ve Krishnan 1997). Karma dagilim modellerinde, bilesen sayisinin ne
olacagina karar vermek ig¢in literatiirde bir¢ok yaklasim bulunmaktadir. Bu
yaklasimlar icerisinde en fazla bilenenlerden biri Akaike bilgi kriteridir. Akaike bilgi
kriteri (AIC),

AIC = —2InL +2r 4.11)

seklinde tanimlanir (Akaike 1974). Esitlikte yer alan InL log olabilirlik degeri ve r
serbest parametre sayisidir. Akaike bilgi kriterine gore en uygun bilesen sayis1 K

olmak tlizere

AIC(K) < AIC(K +1), k=1,2,.. (4.12)

esitsizligini saglayan ilk k degeridir. Literatiirde yaygin bir kullanima sahip olan bir
diger bilgi kriteri ise Bayes Bilgi Kriteri (BIC)’dir (McLachlan ve Pell 2001). Bayes
bilgi kriteri,

BIC =—2InL +rln(n) (4.13)

seklinde tanimlanir. Esitlikte yer alan In(n), 6rneklem hacmi n degerinin dogal

logaritmik degerini gostermektedir. Bayes bilgi kriterine gore en uygun bilesen

sayisl,

BIC(k) < BIC(k +1), k=1,2,.. (4.14)

esitsizligini saglayan ilk k degeridir. Orneklem hacminin 8’den biiyiik oldugu
durumlarda yani n>8 icin 2 <In(n) olacagindan dolay1 ceza terimi olarak eklenen
parcanin Bayes bilgi kriterinde, Akaike bilgi kriterine goére daha biliyiik olacagi
aciktir. Bu nedenle 6rneklem hacminin fazla oldugu durumlarda Akaike bilgi kriteri

bilesen sayisini fazla gosterme egilimindedir. Soromenho (1993) ve Celeux ve
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Soromenho (1996) calismalarinda Akaike bilgi kriterinin  karma dagilim
modellerindeki bilesen sayisim1 oldugundan daha fazla tahmin etmeye meyilli
oldugunu gostermislerdir. Buna karsin Akaike bilgi kriteri, pratikte halen yaygin
olarak kullanilmaktadir (Fraley ve Raftery 1998).

4.1.3. Karma Dagilim Modellerinde Parametre Tahmini

Karma dagilimin modellerinde parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin
elde edilmesinde kullanilan EM (Expectation Maximization) algoritmasi etkin bir
yontemdir (McLachlan ve Peel 2001, Dempster ve ark 1977). EM algoritmasi verinin
tamamlanmamig veri olmasi durumunda en c¢ok olabilirlik tahminlerinin elde
edilmesi i¢in genel bir istatistiksel yontemdir (Servi 2009). EM algoritmas1 dongiisel
(iteratif) bir algoritmadir. EM algoritmasi E beklenti (Expectation) ve M maksimum
yapma (Maximization) adimlarindan olusur. Bu adimlar belirli bir yakinsama kriteri

saglanana kadar ardisik olarak gerceklestirilir.
4.1.3.1. Karma Dagilim Modellerinde Tamamlanmamis Veri Yapisi

Bagimsiz ve ayni dagilimli n tane rassal degisken T,,T,,..,T, ve rassal

degiskenlerin gézlem degerleri sirasiyla t,,t,,...,t, ile gosterilsin. T,,T,,...,T, rassal

n

degiskenlerin f(t;) olasilik yogunluk fonksiyonu (4.2)’deki esitlik ile verilen karma

dagilim olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. Bu durumda

bad

T1.1,,..T, ~F(t|y) (4.15)

burada F(t|y), f(t,) olasiik yogunluk fonksiyonuna karsilik gelen dagilim

fonksiyonudur.

1

EM yapisinda  gozlem vektori t=(t, t, .. t ), gozlemlerle

iliskilendirilen z,,z,,...,z, bilesen etiket vektorleri bulunmadigindan dolay1

n
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1

t=( t, .. t,) verisi tamamlanmamus veri olarak diisiiniilir. Karma olabilirlik
yaklasiminda her bir t; gdzleminin karmanin hangi bilesenine ait oldugu énemlidir.
I=12,...,n ve k=12,...,9 olmak {izere t, gdzlemi karma dagilim modelinin K.
bileseninde gozlemlenmisse i. gézlemin K. bilesende gozlemlenme olasiligr z, =1
degerini alirken i. gdzlemin diger bilesenlerde olma olasihigr k' #k ve k' =1,2....,g
olmak tizere z . =0 olacaktir. Bu durumda z, bilesen etiket vektorleri ile
iligkilendirilen t,,t,,..

t, gbzlem verisi ile tamamlanmis veri olarak adlandirilir.

o ln

Tamamlanmis veri,

t=lt z, - z, - 2] (4.16)

tl Zy Zy Zlg
t, 7, Zyy Z,4
¢ R 417
c ti Z, vt Ly e zig ( )
_tn an an an_
seklinde yazilir.

4.1.3.2. EM Algoritmasi

EM algoritmasinda z; =(z;,,...,Z;;) vektorii kayip gozlem vektori olarak

diistiniiliir ve dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonu

9
fz)=[]z&, i=12...n (4.18)
k=1

54



4. KARMA VE KARISTIRILMIS DAGILIMLAR Ulkii ERISOGLU

g
seklindedir. Burada 7, , 7, €(0,1) ve Zﬂ'k =1 kosuluyla k. smifin karma oranidir.
k=1

Bu tanimlamalar altinda, z; bilindiginde, T, ’nin dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

f(t; |zi)=1£[(fk(ti |6 )™, i=12,...,n (4.19)

ve T ve Z rassal degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

n__9

f (st Zymenzy) = [T (fi (6 160)% 76 (4.20)

i=l k=l

olmalidir. Bdylece, tamamlanmis veri igin olabilirlik fonksiyonunun dogal

logaritmasi,

InL(7,0t,,....t,.2,..z, ) =

Y 2, Inx, £, 4, 16,)) (421)

i=1 k=1

olarak elde edilir.

EM algoritmasmnin  E  adminda E(z,|t;)), z,’nin tahmini olarak

hesaplanmasi beklenir. E(z,; |t;) elde etmek i¢in,

f(zki |ti): g(f(ti;ek))zki 7z'kzki ’ I

Z( fj (ti;ej ))Zji ﬂ_jzji
j=1

1,2,...,n (4.22)

hesaplanmasi gerekir. Boylece
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E(zq It) = g”k T 16) : i=1,2,...,n (4.23)

Zﬂ-s 1:s(ti |05)
s=l1

esitligi sonlu karma dagilim modeli i¢in tahmin edilir. Tamamlanmig veri igin

olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasinin beklenen degeri,

n_ g
E(lnL) = zz E(z [t)In(z f, (t;56,)) (4.24)

i=1 k=l

seklindedir.

g
EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL), Z”k =1

k=1

kosulu altinda maksimize edilir. Bunun i¢in Langrance yontemi ile olusturulan In L

maksimize edilmeye caligilir.

Il = 3" E(z, [ Inr, f, 4:6,0) A 7, —1) (4.25)

i=1

Esitlik (4.25)’1 maksimize eden parametreleri tahmin etmek i¢in, sirasiyla

tiim parametrelere gore ayr1 ayri In L ’nin ilk tiirevleri almarak sifira esitlenir. k. alt

grubun karma oraninin tahmini,
Ty =n_le(Zki 1), k=1...,9 (4.26)
i=1

seklinde yapilir.

EM algoritmasinda E ve M adimlar1 bir yakinsama kriteri saglanincaya kadar
tekrarlanir. Yakinsama ic¢in durdurma kurali olarak |||| uygun bir norm ve & >0

(k+1)

olmak tizere Hl// y/(k)H < & olma kosulunu saglayan bir & degeri alinabilir veya
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InL*Y —1nL% farki olduk¢a kiicikse ya da duraganlasiyorsa algoritma

sonlandirilir.
4.2. Kanstirilmis Dagilimlar

Dagilimlarin birlestirilmesi yontemlerinden biri de dagilimlarin parametresini
farkli bir dagilimla karistirmaktir. Bu yontem ile basit bir forma sahip olan
dagilimlardan daha kullanigli ve daha esnek dagilimlar elde edilebilir (Douglas
1980). Karistirllmig dagilimlarla ilgili ¢alismalar 1920 yillina kadar gitmektedir.
Greenwood ve Yule (1920), Poisson dagiliminin parametresini Gamma dagilimi
olarak ele almislar ve Pascal (Negatif Binom) dagilimini elde etmislerdir.
Satterthwaite (1942), dagilimlar1 karistirma yontemiyle genellestirilmis Poisson
dagilimmi tanimlayarak dagilimmn Ozelliklerini incelemistir. Feller (1943),
dagilimlarin birlestirilmesi ile elde edilen bazi dagilimlar karistirtlmis dagilim olarak
tanimlamistir. Gurland (1957) kanistirilmis dagilimlarin 6zelliklerini incelemistir.

Literatiir incelendiginde dagilimlarin karistirilmasi ile ilgili son dénemde de
cok sayida caligmanin bulundugu goriilmektedir. Murat ve Szynal (2000) ile
Grubbstrom ve Tang (2006) karistirilmis dagilimlarin momentlerinin hesaplanmasi
ile ilgili calismiglardir. Liu ve ark (2002), Poisson-Gumbel karistirilmis dagilimini ve
uygulamasini incelemislerdir. Adamidis ve ark (2005), u¢ deger dagilimini, Ustel
dagilimla karistirarak genellestirilmis Ustel-Geometrik dagilimini tanimlamislardir.
Karlis ve Xekalaki (2005), karistiritlmis Poisson dagilimini ¢alismislardir. Liu ve ark
(2006), kanstirllmis u¢ deger dagilimimmi ve dagilimin deniz bilimlerinde

uygulamalarini ¢alismislardir.
4.2.1. Kanistirllmis Dagilimlarda Temel Gosterimler

X rassal degiskeni y parametresi ile F(x|Yy) dagilimina sahip olsun. Farz

edelim ki y parametresi bir rassal degisken ve Y ’nin dagilim fonksiyonu
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G(y)olsun. Bu tanimlamalar sonrast esitlik (4.27) ile elde edilen X rassal

degiskeninin dagilim fonksiyonu
K(0)=[F(x|y)dG(y) (4.27)

karistirilmis dagilim olarak adlandirilir (Gurland 1957). Yukarida tanimlanan esitlik

olasilik yogunluk fonksiyonu olarak
k()= x| y)g(y)dy (4.28)

seklinde yazilir. Burada g(y), karistiran yogunluk olarak isimlendirilir (Karlis ve
Xekalaki 2005). f(x|y) olasilik yogunluk fonksiyonunda y parametresinin g(Yy)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olmasiyla karistirilmasi f(X|y)Ag(y)
y

gosterimi ile ifade edilir.

Karistirma isleminin birlesme 6zelligi,
EKID200 10| 2u) esdegerdir £(xI)n| 9y laz(w)| (429

seklinde ifade edilir. Burada dagilim parametreleri birbirinden bagimsizdir. Buna

gore f(x|y) fonksiyonunda y parametresinin g(y | ) ile karistirilmasiyla olusan
dagilimin g parametresinin z(x) fonksiyonu ile karistirilmasiyla elde edilen yeni
dagilm, f(x|y) fonksiyonun Yy parametresinin, g(y|u) fonksiyonunun u
parametresinin  Z(x) fonksiyonu ile karistirilmasiyla olusan fonksiyon ile

kanistirilmasiyla elde edilecek yeni dagilima esdegerdir (Karlis ve Xekalaki 2005).
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4.2.2. Kanistirlmis Dagihmlarla Ilgili Baza Ornekler

Bu kisimda, Poisson, Ustel ve Weibull dagilimlariin herhangi bir
parametresinin Gamma dagilimina sahip bir rassal degisken olarak tanimlanmasi ile
sirastyla Negatif Binom, Pareto ve genellestirilmis Burr dagilimlarinin elde edilisleri
gosterilecektir.

T rassal degiskeni A parametresi ile Poisson dagilimina sahip ve olasilik

yogunluk fonksiyonu f(t|A)

tfﬂ.
f(t] =25

t=0,...,ve 1>0 (4.30)

seklinde tanimlansin. Poisson dagiliminin A parametresi Gamma dagilimina sahip

bir rassal degisken ve olasilik yogunluk fonksiyonu g(A|r,p~'(1- p))

; _(-p)2
g<z|r,p-‘(1—p))=%ﬁe L A0, npld-p)>0 (@431)

seklinde tanimlansin. Bu durumda

f(tir,p)=[ft|Hg(lr, p™ (1-p)d2

© at—2 _(1-p)A
jle A=P) e v 4z
0 P F(r)

_ (l_p)r J’ Atr-la pd/i
tIp'T(r)s

integralinde A p~' =a doniisiimii yapilirsa
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t+l’ 1 —a

f(t|ra p)_ pda

rr( )J.

_ pt(l_ p)r Tanrleada
CtIN(r)

elde edilir. Gamma fonksiyonu I'(a) = j x“"'e™*dx seklinde tanimlandigindan

r't+r)

‘a-p), t=0,,.. 4.32
t!m)p( P) (4.32)

ftir.p)=

elde edilir. Gamma fonksiyonunda o tamsayi olarak ele alindiginda I'(e) = (o —1)!

ozelligi geregi esitlik (4.32)’deki r parametresi de tamsay1 olarak tanimlanirsa

far, p)—(:,t r_l)), pL(1-p)'
t+r-1) , ;
f(t|r,p):( i ]p(l—p) (4.33)

seklinde Negatif Binom dagilimi elde edilir. Negatif Binom dagilimi Poisson ve
Gamma dagilimlarindan hareketle elde edildiginden dolay1 ayn1 zamanda Gamma-
Poisson bilesigi dagilimi olarak da isimlendirilir.

T rassal degiskeni € parametresi ile Ustel dagilima sahip ve olasilik

yogunluk fonksiyonu f (t|8)
ft|9)=0e"", t>0, >0 (4.34)
seklinde tammlansin. Ustel dagilimmn € parametresi Gamma dagilimina sahip bir

rassal degisken ve olasilik yogunluk fonksiyonu g(@|a, f)
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g(l9|a,,8)=’6—49“‘1e‘ﬂ9, 6>0, a,f>0
()

seklinde tanimlansin. Bu durumda

f(tla,ﬂ)=ff(tlﬁ)g(ﬁla,ﬂ)dﬁ

=]9 -6t ﬂ ea -1 ﬁﬂde
5 [(a)

,B J‘ea —H(t+ﬁ)d9
F(a

integralinde 4(t + ) = a doniisiimii yapilirsa

f(tlap)= Lo
s

(4.35)

elde edilir. Gamma fonksiyonu I'(«) = J‘ x“"'edx seklinde tanimlandigindan
0

B°T(a+1)

e = e p

elde edilir. Gamma fonksiyonunda I'(a +1) = ¢ I'(«r) oldugundan ilgili esitlik

pal (@)

D e
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seklinde yazilir ve gerekli sadelestirmeler sonrasi

__pla
f(t|a,ﬂ)—(t+ﬂ)a+l, t>0, a,f>0 (4.36)

elde edilir. Elde edilen esitlik Pareto dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Ustel dagilim iki parametreli
f(t|0,0)=0e""", t>4, ,1>0 (4.37)

olarak tanimlanarak benzer islemler yapilirsa ii¢ parametreli Pareto dagilimi

__ Pla
f(t|a,,6’,/1)—(t+ﬂ_/1)a+l, t> A, a,fA>0 (4.38)

elde edilir.

Genellestirilmis Burr dagilimi, olasilik yogunluk fonksiyonu
f(t|p,0)=pot" e t>0, ¢,0>0 (4.40)

seklinde verilen Weibull dagiliminda 6lgek parametresi € ’nin olasilik yogunluk
fonksiyonu esitlik (4.35)’de verilen Gamma dagilimina sahip bir rassal degisken

olarak tanimlanmasiyla elde edilir. Buna gore,

iy %mﬂ)ﬂ f(tle.0)9(0|a,p)do

= Tgoet‘f”e‘”“’ B geiggg
o I'(a)

_ (”ﬂat(p_l weaefgt“’—ﬂede
[(a) 3 ;

—0(t?
e ot +p)
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integralinde A(t” + ) =a doniisiimii yapilirsa

Cppv' a ), da
ftlg.af)="F 5 ![t‘uﬁ] v p

aye-1 ©
_9Bt : 1 _[a“e“"‘da
(@) ®"+p)"" 5

esitligi elde edilir. Gamma fonksiyonu I'(e) = J. x“"'e*dx seklinde tanimlandigindan
0

_ppt 1
ft|o,a,p)= Ma) @5 INa+1)

elde edilir. Gamma fonksiyonunda I'(a +1) = ¢ I'(r) oldugundan ilgili esitlik

ppt”! 1 @)

e =y e p

seklinde yazilabilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra

ay -1
Pt t>0, p,a,3>0 (4.40)

f(t|o,a,p)= )
Cloaf)=

elde edilir. Bu esitlikte =1 alindiginda Burr dagilimi elde edilir.
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5. YASAM ANALIZINDE KARMA DAGILIM MODELLERIi

Yasam analizi, ilgilenilen degiskenin ortaya ¢ikincaya kadar gecen siirelerden
olusan verilerin analizindeki istatistiksel tekniklerin biitiiniidiir. Yasam analizi veri
setleri genellikle Gamma, Lognormal ve Weibull dagilimlar1 gibi klasik istatistik
dagilimlar ile temsil edilmistir (Nelson 1982, Lawless 2003, Kleinbanm ve Klein
2005, Lee ve Wang 2003, Machin ve ark 2006). Bu klasik istatistik dagilim
modellerine ilaveten, son zamanlarda yasam siiresi verilerinin modellenmesi igin
yeni modeller gelistirilmistir. Ozellikle heterojen yapidaki verilerin modellenmesinde
klasik istatistik dagilim modellerine gére daha kullanigh ve daha yararl olan karma
dagilim modellerinin kullanim1 yaygin bir hale gelmistir. Chen ve ark (1985), kanser
yasam verilerinin analizinde iki bilesenli karma dagilim modelini kullanmislardir.
Qian (1994), akciger kanseri ¢calismalarinda Weibull bilesenlerinin karmasina benzer
bir karma dagilim modeli kullanmistir. Angelis ve ark (1999), 1953 — 1992 yillar
arasinda Finlandiya’ya ait kanser kayitlarindan kolon kanseri ile ilgili derledikleri
veri setinin analizinde karma dagilim modellerini kullanmiglardir. Marin ve ark
(2005), bilesen sayis1 bilinmeyen heterojen bir yasam verisine karma Weibull
modelinin uyumunu Bayes metoduyla nasil yapilabilecegini gostermislerdir.

Bu boliimde 6zellikle heterojen yapidaki yasam siirelerinin modellenmesinde
kullanilan karma Gamma dagilim modeli, karma Lognormal dagilim modeli ve
karma Weibull dagilim modeli incelenecektir. ilgilenilen karma dagilim
modellerindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde edilmesi i¢cin EM
algoritmalar1 tamimlanarak, tanimlanan algoritmalarin parametre tahminindeki
etkinligi simiilasyon calismasi ile gosterilecektir. Ayrica literatiirde kullanilan ve iyi
bilinen iki gercek heterojen yapidaki yasam siiresi verisinin modellenmesinde, karma
dagilim modellerinin standart olasilik dagilim modellerine gore istiinligi

gosterilecektir.
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5.1. Yasam Siirelerinin Modellenmesinde Karma Dagilim Yaklagimi
5.1.1. Karma Gamma Dagilim Modeli

T rassal degiskeni g > 2 olmak iizere g bilesenli karma Gamma dagilimina

sahip ise olasilik yogunluk fonksiyonu

e—t/ﬂk

—_—, t>0, o,5 >0 (5.1)
B T(ey)

9
ftlw) =Y mt™”
k=1

9
seklinde tanimlanir. Burada k =1,...,g olmak iizere 7,, 7z, €(0,1) ve 2”k =1
k=1

kosuluyla k. Gamma bileseninin karma agirhgi ve w = (7,a, ), = = (x,...,7y) ve
(o, B) = (), By)»-s (g, By)) bilinmeyen vektorlerini igeren karma Gamma dagilim

modelinde bilinmeyen parametre vektorii olarak tammmlanir. Iki bilesenli karma
Gamma dagilim modelinde farkli parametre degerlerine gore elde edilen yogunluk

egrileri Sekil 5.1°de verilmistir.

025

0.2

Z 015t .,

0 \ . . \ . s . At
v 2 4 & 8 W 12 14 1B 18 @

Zaman

Sekil 5.1. Farkli parametrelere sahip iki bilesenli karma Gamma dagilim modeli i¢in
yogunluk egrileria)z, =0.3, o, =0.5, B, =2, 7, =0.7, a, =5 ve f,=2
(diiz ¢izgi) byr, =04, a, =2, p, =1, 7, =0.6, ¢, =10 ve S, =1 (kesik
¢izgi)
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Karma Gamma dagilim modelinde yasam fonksiyonu, hazard fonksiyonu ve

beklenen yasam siiresi sirastyla

R ()
S(tw/)—;fzk(l —F(ak)j (5:2)
h(t) i ! e - (5.3)
=) mt — .
= B T(a)Sty)
9
E(T):Zﬂ'kakﬂk (5.4)
k=1

seklinde tanimlanir. Esitlikte yer alan I', () tamamlanmamis gamma fonksiyonu
olarak isimlendirilir ve T () :J‘t“‘1 exp(—t)dt esitligi ile gosterilir. Iki bilesenli
0

karma Gamma dagilim modelinde farkli parametre degerlerine gore elde edilen

yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 5.2°de verilmistir.

1 07 :
09 =] L
' 06 T b e
08}
#
07} 05¢ e
06}
£ 051 =

04t
03
02

01r

Zaman
(1)
Sekil 5.2. Farkli parametrelere sahip iki bilesenli karma Gamma dagilim modeli igin
(1) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri a) 7, =0.3,

a, =05 B =2,

25

7w, =0.7,
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a,

=5

10

Zaman

(ii)

ﬂz =2
by, =04, a,=2, f,=1,7,=0.6, a, =10 ve B, =1 (kesik gizgi)

1%

20 25

(diiz

¢izgi)
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Karma Gamma dagilim modelindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerini elde etmek i¢in algoritmanin E adiminda kayip gozlem vektoriiniin

elemanlar

3 = gﬂkf(ti |, B (5.5)
2775 fs(ti |as=ﬂs)

seklinde tahmin edilir. Esitlikte yer alan f(t; | «,,f,), k. Gamma bilesenine ait

olasilik yogunluk fonksiyonunu gostermektedir. Boylelikle karma Gamma dagilim

modelinde tamamlanmis veri i¢in log olabilirlik fonksiyonunun beklenen degeri

E(lnL)= 2, In| 7,t, — (5.6)
i= B T(ey)

seklinde elde edilir. EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL),
g

Z”k =1 kosulu altinda maksimize edilir. Langrance metodu ile esitlik (5.6)
k=1

diizenlenerek acik bir notasyonla

E= ii n7rk+22(ak 1)Z,; Int; zz zzkiaklnﬂk
k=1 k=1

i=l |1k1 i=1 k=1

n g g
—ZZ Z, lnF(ak)—y(Zﬁk —IJ (5.7)
i k=1

seklinde elde edilir. Esitlikte yer alan y Langrance carpani olarak isimlendirilir.

InL fonksiyonunu maksimize eden parametreleri tahmin etmek icin, sirasiyla tim

parametrelere gore ayri ayri In L ’nin ilk tiirevleri alinarak sifira esitlenir. Karma

Gamma dagilim modelinde k. Gamma bileseninin karma agirliginin tahmini,
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Bo=Nn") 2, k=1,....9 (5.8)

i=1

seklinde yapilir. In C fonksiyonu p, ’ya gore tiirevlenip sifira esitlenirse

8lnL ZZ": %Zn“zkizo, k=1...,9
k

aﬂk i=1 k i=1

ﬂk=— = , k=L...,9 (5.9)

i

seklinde elde edilir. Elde edilen esitlik, (5.7) nolu esitlikte yerine yazilip o, ’ya gore

tiirevlenip 0 esitlenirse

Ing, —y(a,)=In = — - : k=1,...,9 (5.10)

elde edilir. Esitlikte yer alan y/(.) digamma fonksiyonu olarak isimlendirilir ve

w(.) =11:T(')) esitligi ile tanimlanir. Esitlik (5.10) kapali formda oldugundan dolay1

dogrudan analitik olarak ¢oziilemez. Esitligin ¢oziimiinde iteratif yontemlerden

Newton-Raphson yontemi kullanilabilir. Newton-Raphson yonteminde (r+1).
iterasyonda k. Gamma bileseninin ¢, ve f, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik

tahminleri k =1,...,0 olmak tizere
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i=l

ln(&k,r)_y/(&k,r)_ln[ " 2t (izki\} J"'izki ln(ti{ " 2kij
_ ' ' ' ‘ (5.11)

n -1y
By :(dkzzkij Z,t; (5.12)
i=1 i

ile elde edilir. Esitlikte yer alan l//'(.) digamma fonksiyonunun tiirevidir ve trigamma

fonksiyonu olarak isimlendirilir. Digamma ve trigamma fonksiyonlar1 yaklasik

olarak sirasiyla

w(a):{m(a)—(l+(1—(1/10—1/(21a2))/a2)/(6a))/(2a) a>8 (5.13)
via+)-1/a a<8

l//,(a):{(1+(1+(1—(1/5—'1/(7052))/azz)/(3a))/(2a))/a a>8 (5.14)
viiaoe+)+1l/a a<8

seklinde hesaplanir (Choi ve Wette 1969).
5.1.2. Karma Lognormal Dagilim Modeli

T rassal degiskeni g>2 olmak tiizere g bilesenli karma Lognormal

dagilimina sahip ise olasilik yogunluk fonksiyonu

_l[lnt—yk T

g e 2 oy

ftly) =2 m =
= k

t>0, y,,0, >0 (5.15)

g
seklinde tanimlanir. Burada k =1,...,9 olmak iizere z,, 7, €(0,1) ve Zﬂ'k =1
k=1

kosuluyla k. Lognormal bileseninin karma agirhgi ve y = (7, u,0), 7 =(7,,..., 7,)

ve (u,0)=((44,0,),...,(4y,0,)) bilinmeyen vektorlerini igeren karma Lognormal
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dagilim modelinde bilinmeyen parametre vektorii olarak tanimlanir. Farklh
parametrelere sahip iki ve li¢ bilesenli karma Lognormal dagilim modelleri igin

yogunluk egrileri Sekil 5.3’de verilmistir.

a
----- b
0ot “ .
i ]\
i
005 i .
1 I\
oA
1 II
oot Py .
o
= o
oomsf oo q
1 L
1 1
1 1
i1
0.01 i i .
: 1
i i
— .

0.005 - e Y . i \ .
SN S / i
e Tl A

0 d | | | L L L L el
] 0 40 el 80 100 120 140 160 180
Zaman

Sekil 5.3. Farkli parametrelere sahip iki ve ii¢ bilesenli karma Lognormal dagilim
modelleri i¢in yogunluk egrileri a)xr, =0.35, g =3, M, =4
0,=05, 7, =0.65 ve o,=0.2 (diz ¢izgi) b) 7, =0.15, u =3.5,
0,=05, 7,=03, 4,=45,0,=02 ve x,=04, u, =5 0,=0.05
(kesik cizgi)

Karma Lognormal dagilim modelinde yasam fonksiyonu, hazard fonksiyonu

ve beklenen yasam siiresi sirasiyla

Oy

C1f Int—gy :
e 2\ oy

S(t|w)=iﬁk[1—q>(hlt;”kn (5.16)

[¢]
h(t) = 5.17
® ;”k to V27 S(t|w) 17
E(T)zzg:nke”“%k (5.18)
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seklinde tanimlanir. Farkli parametrelere sahip iki ve ii¢ bilesenli karma Lognormal
dagilim modelleri i¢in yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 5.4’de

verilmigtir.

1 0.35 :
09 a a
AN I .
o 03| b £
081 i
Iy
07t 025¢ [
' It
06} i
- 0.2} P
ey = H 1
& 05 ¥ i
ol 0.15 o
!
0.3} 0.1} .
1]
02t RN
005} : b
0.1 ! =
-———— ‘,
0 L 0 --------- Ml 1LY 1 !
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Zaman Zaman

i i

Sekil 5.4. Farkli para{rr}letrelere sahip iki ve ii¢ bilesenli karma(L}ognormal dagilim
modeli i¢in (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri
a) r; =035, u, =3,0,=0.5,7,=0.65u,=4 ve o, =0.2 (diiz ¢izgi)
b) 7, =0.15,4, =3.5,0,=0.5,7r, =03, u, =4.5,0,=0.2 ve 7, =04,
My =5, 0,=0.05 (kesik ¢izgi)

Karma Lognormal dagilim modelindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerini elde etmek i¢in algoritmanin E adiminda kayip goézlem vektoriiniin

elemanlari

2, =2 U Aeo) k=1....0 (5.19)

9
Zﬂ.s fs(ti ’/us’o-s)
s=1

seklinde tahmin edilir. Esitlikte yer alan f(t; | .0, ), k. Lognormal bilesenine ait

olasilik yogunluk fonksiyonunu gostermektedir. Boylelikle karma Lognormal
dagilim modelinde tamamlanmis veri i¢in log olabilirlik fonksiyonunun beklenen

degeri
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(5.20)

seklinde elde edilir. EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL),

«Q

Z”k =1 kosulu altinda maksimize edilir. Langrance metodu ile esitlik (5.20)
k=1

diizenlenerek acik bir notasyonla

2
lnf=zzg:2ki lnﬂk—% Zglfk{lnti—_'ukj —Zzglfki Int,
i i1 i

izki ln@—y(zg:ﬂ'k —1] (5.21)

seklinde elde edilir. In L fonksiyonunu maksimize eden parametreleri elde etmek

icin, sirasiyla tim parametrelere gore ayri ayri In L ’nin ilk tiirevleri aliarak sifira
esitlenir. Karma Lognormal dagilim modelinde k. Lognormal bileseninin karma

agirhiginin tahmini,
Ao=n"Y1, k=1,...,9 (5.22)
i=l

seklinde yapilir. Karma Lognormal dagilim modelinde k. Lognormal bilesenine ait

1, ve o, parametrelerinin en gok olabilirlik tahminleri

n -1 n
f, = [Zikij 2, Int, k=1...,9 (5.23)
i=1 i=1
n -1 n
c}fz( zkij > a(lnt, -2 ), k=1...9 (5.24)
i=1 i=1
seklinde elde edilir.
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5.1.3. Karma Weibull Dagilim Modeli

T rassal degiskeni g > 2 olmak iizere g bilesenli karma Weibull dagilimina

sahip ise olasilik yogunluk fonksiyonu

f(ty)=Y ﬂ(ﬂi]aﬂe_[’;k] ,

t>0, o,p >0

(5.25)

9
seklinde tanimlanir. Burada k =1,...,9 olmak iizere 7z,, 7, €(0,1) ve ZHK =1

k=1

kosuluyla k. Weibull bileseninin karma agirhigi ve w = (7,a, B), # = (7,,..., 7,) ve

(a,8) =}, B),....(ay, B;)) bilinmeyen vektorlerini igeren karma Weibull

dagilim modelinde

bilinmeyen parametre vektorii olarak tanimlanir.

Farkli

parametrelere sahip iki ve ii¢ bilesenli karma Weibull dagilim modelleri i¢in

yogunluk egrileri Sekil 5.5°de verilmistir.

0016+
0.014
0012+

1
001 - Hn

i

0.008 -
0.005 - P

1
0.004 -

0.002 -

.....

. ), -
o 'd L e hi I
0 a0 100 150

Zaman

280

300

Sekil 5.5. Farkli parametrelere sahip iki ve li¢ bilesenli karma Weibull dagilim
yogunluk
a)r, =03, a,=2, §, =100, 7, =0.7, &, =10 ve B, =200 (diiz ¢izgi)

7w, =02,

modelleri i¢cin
b) 7,=03, a =5 p =50,
7y =05, a,=20, B, =250 (kesik ¢izgi)
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Karma Weibull dagilim modelinde yasam fonksiyonu, hazard fonksiyonu ve

beklenen yasam siiresi sirastyla

S(t|y) = Zg‘/zke_[ﬁkj (5.26)
k=1
hty=> T ﬂ[ijarle_[ﬁtjk (5.27)
o Stly) B\ B
E(T):Zg:nkﬂkr[uaiJ (5.28)
k=1 k

seklinde tanimlanir. Farkli parametrelere sahip iki ve ii¢ bilesenli karma Weibull
dagilim modelleri i¢in yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 5.6’da

verilmistir.

1 025 .
a
[ e T b
08r 02
07r
06 015
=057 =

04r 01
03r
02r 005
01r

0 y 0 RN e, -

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Zaman Zaman

i i
Sekil 5.6. Farkli par(a;r}netrelere sahip iki ve tli¢ bilesenli karr(ne}l Weibull dagilim
modeli i¢in (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri
ayr, =03, a,=2, §,=100,7,=0.7, a, =10 ve S, =200 (diiz ¢izgi)
byr, =03, a, =5, f,=50,7,=02, a, =10, 3, =150, 7, =0.5,
a, =20 ve B, =250 (kesik ¢izgi)
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Karma Weibull dagilim modelindeki parametrelerin en c¢ok olabilirlik
tahminlerini elde etmek i¢in algoritmanin E adiminda kayip gézlem vektoriiniin

elemanlar

5 — @ las B k=1,

ki~ g

Zﬂ-s fs(ti |asaﬂs)

s=1

s (5.29)

seklinde tahmin edilir. Esitlikte yer alan f(t; |, ,5,), k. Weibull bilesenine ait

olasilik yogunluk fonksiyonunu goéstermektedir. Boylelikle karma Weibull dagilim

modelinde tamamlanmus veri i¢in log olabilirlik fonksiyonunun beklenen degeri
ay -1 t; ak
n g t. I
E(lnL)=Y>2,1n 7 ﬁ[—'] e g (5.30)
i=1

seklinde elde edilir. EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL),

K=}

Z”k =1 kosulu altinda maksimize edilir. Langrance metodu ile esitlik (5.30)
k=1

diizenlenerek acik bir notasyonla

- n g n 9 n 9
InL=>>2,Inz, +>. > 2 Iney +Y. > 2,( 1) Int
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=l
N9 9 (t, o g
- sziak In S, _Zzzki | 7 zﬂk -1 (5.31)
i=1 k=1 E=E k=1

seklinde elde edilir. In L fonksiyonunu maksimize eden parametreleri tahmin etmek

icin, sirastyla tiim parametrelere gore ayri ayri In L fonksiyonunun ilk tiirevleri
alinarak sifira esitlenir. Karma Weibull dagilim modelinde k. Weibull bileseninin

karma agirliginin tahmini,
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Ae=n"Y 2, k=1,...,9 (5.32)
i1
seklinde yapilir. Karma Weibull dagilim modelinde k. Weibull bilesenine ait ¢, ve

B, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri i¢in ise sirasiyla In C fonksiyonu

a, ve p, ’ya gore tiirevlenip sifira esitlenir.

0 n 1 t V" [t
=>» 2ys——-Inpg, +Int, —| —| In|]— ;=0 k=1..,0 (5.33)
o ‘ {ak ‘ (ﬂk ] [ﬂk J}

0 _ n 2ki0!k t_l ak_l =0 k =1.... 5.34
op. T Py {(IBKJ } o e

A ={Z 2] [ 2,4 j} (5.35)

elde edilir. Esitlik (5.33) kapali formda oldugundan dolay1 dogrudan analitik olarak
¢ozillemez. Karma Weibull dagilim modelinde k. Weibull bileseninin bigim
parametresi ¢, ‘nin en ¢ok olabilirlik tahminini elde etmek i¢in 6ncelikle (5.33) nolu
esitlikte yer alan S, ifadesi esitlik (5.35)’deki gibi ¢, cinsinden yazilir. Elde edilen

denklem Newton-Raphson iteratif yontemi ile ¢oziildiigiinde karma Weibull dagilim

modelinde k. Weibull bileseninin bigim parametresi ¢, 'nin (r +1). iterasyondaki en

cok olabilirlik tahminini

) i +(/a,.)-(c../B,.
G =G 47 A 41/, )~ (Cor /Br) K=1,....9 (5.36)

l/dlir )+ (Bk,r Dk,r _Ckz,l’ )/ Bkzar ’
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n -1y .
esitligi ile elde edilir. Burada A, :[ 2“} Ziki Int;, By, =) 2™,
— _

n R n N
Cpr =2 2:t™ Int; ve D, = 2" (Int;)" seklinde tanimlanir.
=

i=1
5.2. EM Algoritmasinin Parametre Tahminindeki Etkinligi

Karma dagilim modellerindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin
elde edilmesi i¢in tanimlanan EM algoritmalarinin parametre tahminindeki etkinligi
gostermek i¢cin Orneklem genisligi 100 birim, tekrar sayist 1000 olmak iizere
simiilasyonlar gerceklestirilmistir. Simiilasyon c¢alismasinda yogunluk egrileri
sirastyla Sekil 5.1, Sekil 5.3 ve Sekil 5.5°de verilen karma Gamma, karma
Lognormal ve Karma Weibull dagilimina sahip kitleler i¢in parametre tahminleri
gerceklestirilmistir. Tahminler arasindaki fark 107*’den daha az oldugu zaman
yakinsamanin oldugu varsayilmistir.

Iki bilesenli karma Gamma dagilm modeline sahip Kkitleler igin
gerceklestirilen simiilasyon sonrast EM algoritmasi ile elde edilen parametrelerin en

cok olabilirlik tahminlerinin ortalamalari ve standart hatalar1 Tablo 5.1°de verilmistir.

Tablo 5.1. Iki bilesenli karma Gamma dagilim modelinde EM algoritmast ile elde
edilen parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve
standart hatalari

Parametreler Kitle Parametre Tahmini Kitle Parametre Tahmini
Ortalama | Std. Hata Ortalama Std. Hata

7T 0.30 0.3047 0.0019 0.40 0.4018 0.0018

a, 0.50 0.5021 0.0019 2.00 2.1384 0.0151

B 2.00 21134 0.0393 1.00 1.0126 0.0125

7T, 0.70 0.6953 0.0019 0.60 0.5982 0.0018

a, 5.00 5.1274 0.0307 10.00 10.3456 0.0532

B> 2.00 2.0223 0.0124 1.00 0.9928 0.0049

Iki ve ii¢ bilesenli karma Lognormal dagilim modeline sahip kitleler igin
gerceklestirilen simiilasyon sonrast EM algoritmasi ile elde edilen parametrelerin en

cok olabilirlik tahminlerinin ortalamalari ve standart hatalar1 Tablo 5.2°de verilmistir.
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Tablo 5.2. iki ve ii¢ bilesenli karma Lognormal dagilim modelinde EM algoritmasi
ile elde edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalari
ve standart hatalari

Parametreler Kitle Parametre Tahmini Kitle Parametre Tahmini

Ortalama | Std. Hata Ortalama Std. Hata
T 0.35 0.3493 0.0019 0.15 0.1524 0.0010
My 3.00 2.9899 0.0041 3.50 3.4954 0.0057
o 0.50 0.4843 0.0023 0.50 0.4910 0.0026
Ty 0.65 0.6507 0.0019 0.30 0.2977 0.0016
y22) 4.00 4.0003 0.0009 4.50 45043 0.0021
o, 0.20 0.1960 0.0008 0.20 0.1887 0.0013
7Ty 0.55 0.5499 0.0015
Hs 5.00 4.9951 0.0015
o 0.05 0.0513 0.0006

Iki ve ii¢ bilesenli karma Weibull dagilim modeline sahip kitleler igin
gerceklestirilen simiilasyon sonrast EM algoritmasi ile elde edilen parametrelerin en

¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve standart hatalar1 Tablo 5.3’de verilmistir.

Tablo 5.3. iki ve ii¢ bilesenli karma Weibull dagilim modelinde EM algoritmasi ile
elde edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve
standart hatalar1

Parametreler Kitle Parametre Tahmini Kitle Parametre Tahmini

Ortalama | Std. Hata Ortalama Std. Hata
T 0.30 0.2961 0.0016 0.30 0.2994 0.0015
a, 2.00 2.1064 0.0064 5.00 5.1873 0.0262
B 100.00 99.0050 0.0986 50.00 50.0388 0.0643
Ty 0.70 0.7039 0.0016 0.20 0.2010 0.0013
a, 10.00 10.2530 0.0473 10.00 10.8048 0.0750
B> 200.00 | 199.8378 0.0925 150.00 | 150.2172 0.1588
7Ty 0.50 0.4996 0.0016
a; 20.00 20.6329 0.0787
B 250.00 | 250.0025 0.0637

Simiilasyon sonucunda elde edilen ortalama parametre tahminleri
incelendiginde EM algoritmasinin karma dagilim modellerindeki farkli parametre
degerlerinin tahmininde oldukg¢a basarili oldugu goriilmektedir. Standart hatalarin

olduke¢a kiiclik olmast EM algoritmasinin sayisal olarak tutarli oldugunu vurgular.
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Simiilasyon sonuglarma goére EM yaklasiminin farkli karma oranlarinda da iyi

calistig1 goriilmektedir.
5.3. Heterojen Yasam Verilerinin Modellenmesinde Karma Dagilim Modelleri

Heterojen yasam verilerinin modellenmesinde karma dagilim modellerinin
kullantminm1 gostermek i¢in literatiirde kullanilan ve iyi bilinen iki gercek yasam
verisi kullanilacaktir. Jiang ve Murthy (1995) tarafindan tanimlanan i1sinlanmis
farelerinin 6lim zamanlarindan olusan veri setinde bilesen sayisinin 2 oldugu
bilinmekte iken Dirican (2004) tarafindan tanimlanan akciger kanseri hastalarinin
yasam siirelerinden olusan veri setinde bilesen sayist bilinmemektedir. Akciger
kanser verisinin karma dagilim modelleri ile modellenmesi i¢in 6ncelikle bilesen say1
Akaike Bilgi Kriterine gore belirlenmistir.

Karma dagilim modellerinin klasik istatistik modelleri ile karsilagtirilmasinda
log olabilirlik degeri (InL), Kolmogorov-Smirnov test istatistigi ve hata kareler
ortalamas1 degerleri kullanilacaktir. Karma dagilim modellerinin klasik istatistik
modelleri ile karsilastirilmasinda log olabilirlik degeri biiyiik olan model daha
basarili model olarak tanimlanirken diger iki kritere gore ise karsilagtirma degeri
diisiik olan model daha basarili modeldir.

F(t) verilerin modellenmesinde kullanilan teorik dagilimin birikimli dagilim

fonksiyonu ve G(t) gozleme dayali birikimli dagilim fonksiyonu olmak {izere

D, = sup|F(t) - G(t) (5.37)

istatistige Kolmogorov-Smirnov test istatistigi denir (Guenther 1975). Gozleme

dayali birikimli dagilim fonksiyonu G(t) ’nin olusturulmasi i¢in pratikte bir¢cok

formiil bulunmaktadir. Bu ¢aligmada daha yaygin bir kullanima sahip olmasi nedeni

ile G(t), kiigiikten biiylige dogru siralanmig verilerde i gozlem sirasii gostermek

uzere
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1-0.3

Gt)= ,
) n+0.4

i=1,..n (5.38)

esitligi ile hesaplanmistir. Kolmogorov-Smirnov test istatistiginin hesaplanan degeri

icin anlamlilik degeri yaklasik olarak
p=P(D, > Dy,,) =2 (-1 e " (5.39)
i=1

seklinde hesaplanir (Borovkov 1984). Elde edilen anlamlilik degeri p, I. Tip hata
olasilig1 « ’dan biiyiik ise yani p >« ise verinin modellenmesi i¢in Onerilen teorik

dagilimin verinin modellenmesi i¢in uygun olduguna karar verilir.

Karsilagtirmada kullanilacak diger kriter Hata Kareler Ortalamasi,

HKO =ﬁ§":(5(ti)—§(ti))2 (5.40)

i=1

esitligi ile hesaplanir. Esitlikte yer alan S (t;) gozleme dayali yasam fonksiyonu ve

d serbest parametre sayisi olarak isimlendirilir.
5.3.1. Isinlanmus Farelerin Oliim Zamanlar1 Verisi

Jiang ve Murthy (1995), 1sinlanmig farelerinin 6liim zamanlarimi Slim
nedenleri bakimindan iki alt gruba ayrilmistir. Isinlanmig farelerin  6lim
zamanlariin karma dagilimlarla modellenmesinde, karma modeldeki bilesen sayisi
bu nedenle iki kabul edilecektir. Isinlanmis farelerin 6liim zamanlar1 Tablo 5.4°de

verilmistir.

Tablo 5.4. Isinlanmig farelerin 6liim zamanlar1 (Jiang ve Murthy 1995)
159 189 191 198 200 207 220 235 245 250 256 261 265 266 280
317 318 343 356 383 399 403 414 428 432 495 525 536 549 554
557 558 571 586 594 596 605 612 621 628 631 636 643 647 648
649 661 663 666 670 695 697 700 705 712 713 738 748
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Isinlanmig farelerin 6liim zamanlarinin heterojen yapida oldugunu géstermek

icin, klasik istatistik dagilimlari ile olusturulan P-P grafikleri Sekil 5.7°de verilmistir.

Gamma Dadilirmi P-P

100 1000

Lognormal Dagdiimi P-P

100 1000
a4 - Weibull Dagihmi P-P

ldD IDbD
Sekil 5.7.Isinlanmig farelerinin 6liim zamanlart icin Gamma, Lognormal ve Weibull
dagilimlarina ait P-P grafikleri

Sekil 5.7 incelendiginde, 1sinlanmis farelerin 6liim zamanlariin heterojen

yapida oldugu goriilmektedir.
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Isinlanmis  farelerin  O6lim zamanlarinin  modellenmesinde kullanilan

dagilimlara ait parametre tahminleri, log olabilirlik degerleri (InL), Kolmogorov-

Smirnov test istatistikleri ( D, ., ), hata kareler ortalamasi (HKO ) ve ortalama yasam

hesap
stireleri (E(T)) Tablo 5.5’de verilmistir. Hesaplamalar Matlab programi yardimiyla

yapilmistir.

Tablo 5.5. Isinlanmus farelerin 6liim zamanlar1 verisinin modellenmesinde kullanilan
dagilimlarin parametre tahminleri, InL, D HKO ve E(T) Degerleri

hesap »
Dhesap
Model Tahminler InL ( p degeri HKO E()
)
R . 0.189
Gamma | G=5.6898 | f=85911 | -4008227 | 000 0.0083 | 483.8164
&, =92.975 | a, =10.421 0,054
Karma - - -381.7712 : 0.0005 | 488.8226
7,=0567 | 7,=0433
Lognorma | - _ .~ —403.6400 | 0.200 | 0.0093
| 4=6.1015 | 6=0.4562 0.0165) 495.496
1, =5.650 [y = 6.447
Karma = = -381.5347 | 0.047 1 0.0005 | 488.7503
Lognorma | o, =0.313 o, =0.104 (0.9994)
I 7 =0434 | 7,=0566
R 5 il 0.157
Weibull 5-30507 | B=549.1703 | -397.0355 01058) 0.0070 | 490.7649
&, =3.7614 | @, =9.7307
Karma B, =313.520 | B, =657.200 | —381.5347 | 0.061 1 00004 | 488.9768
Weibull (0.9789)
7, =0397 | 7, =0.603

Tablo 5.5 incelendiginde, tim karsilastirma kriterlerine gore i1sinlanmis
farelerin 6lim zamanlarinin modellenmesinde karma dagilim modellerinin klasik
istatistik dagilimlarindan daha iyi oldugu goriilmektedir. Ortalama yasam siireleri
incelendiginde; dagilimlarin karmalarinin ortalama yasam siirelerinin birbirlerine
yaklasik olarak benzer oldugu, klasik istatistik dagilimlarin ortalama yasam
stirelerinin  birbirinde farkli oldugu goriilmektedir. Isinlanmig farelerin 6lim
zamanlari

icin klasik istatistik dagilimlarin ve karma modellerin grafiksel

karsilastirilmasi Sekil 5.8’de verilmistir.
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(e) Weibull ve karma Weibull dagilim
modellerinin yodunluk egrileri

(b) Ampirik yasam egrisinin Gamma ve karma
Gamma dagihm modellerinin yasam egrileri ile
karsilastiriimasi

-0
il - G
&
aaE 1
—_— _Ampirik
07 1 T
Y
a 1
- !
20 L5
b 1
Lagnarmal 1
03
i
L L
L=
L}
o1 L

(d) Ampirik yasam egrisinin Lognormal ve karma
Lognormal dagihm modellerin yasam egrileri ile
kargilastiriimasi
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(f) Ampirik yasam egrisinin Weibull ve karma
Weibull dagilim modellerinin yagsam egrileri ile
karsilastiriimasi

Sekil 5.8.Isinlanmis farelerinin 6liim zamanlarinin modellenmesinde klasik istatistik
dagilimlari ile karma dagilim modellerinin grafiksel karsilastiriimasi

Sekil 5.8’de yer alan yogunluk egrileri incelendiginde heterojen yapidaki

isinlanmig  farelerin ~ 6liim

zamanlarinin

klasik  istatistik  dagilimlariyla
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modellenmesinde yapilacak hatanin, karma dagilim modelleri ile modellenmesinde
yapilacak hatadan daha biiyiik oldugu goriilmektedir. Buna gore heterojen yapidaki
bu verinin modellenmesinde karma dagilim modelleri klasik istatistik dagilim
modellerine gore daha basarilidir. Klasik istatistik dagilimlart ve karma dagilim
modellerinin yasam egrilerinin ampirik yasam egrisi ile karsilastirilmasinda da karma

dagilim modellerinin veriyi modellemede daha basarili oldugu agikca goriilmektedir.

5.3.2. Akciger Kanseri Verisi

Dirican (2004) tarafindan tanimlanan akciger kanser verisi, akciger kanseri
tanis1 alan 183 hastanin tant konduktan sonraki yasam siirelerinden (giin)
olugmaktadir. Akciger kanseri tanisi alan hastalarin tan1 konulduktan sonraki yasam

siireleri Tablo 5.6’da verilmistir.

Tablo 5.6. Akciger kanseri tanisi alan hastalarin tani konduktan sonraki yasam
siireleri (Dirican 2004)

3 3 6 9 12 12 15 18 20 20
21 21 21 21 21 21 21 24 24 24
24 27 30 30 30 30 30 30 30 38
39 42 45 45 48 51 51 54 54 57
60 60 60 60 66 69 69 75 75 78
84 84 87 87 87 90 90 90 96 99
102 105 105 105 105 108 111 114 120 120
120 120 120 123 123 123 126 130 135 138
144 153 156 162 162 165 168 168 180 183
183 189 189 192 192 192 192 195 201 201
201 204 210 210 210 216 216 219 219 222
225 225 225 225 240 240 245 246 249 249
252 255 258 261 267 270 273 276 282 285
285 288 291 297 297 297 306 315 315 324
327 327 327 333 333 339 342 342 345 345
348 351 360 366 366 375 375 381 381 384
393 402 414 414 420 420 426 441 450 471
498 501 516 522 561 561 561 564 570 570
603 681 858

Akciger kanseri tanist konan hastalarin yasam siirelerinin modellenmesinde
karma dagilim modellerinin kullanilmas1 i¢in oncelikle uygun bilesen sayisi

belirlenir. Bu ¢alismada uygun bilesen sayisi Akaike Bilgi Kriteri (AIC) ile
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belirlenmistir. incelenen karma dagilim modellerinde farkli bilesen sayisina gore

elde edilen InL ve AIC degerleri Tablo 5.7°de verilmistir.

Tablo 5.7. Karma dagilim modellerinde bilesen sayisina gore In L ve AIC degerleri

Bilesen Sayisi Karma Gamma Karma Lognormal Karma Weibull
InL AIC InL AIC InL AIC
1 -11548 23100 -11724 23452 -11536 23076
2 -11480 22970 -11500 23010 -11457 22924
3 -11434 22884 -11497 23010 -11440 22896
4 -11467 22956 -11462 22946 -11467 22956

Karma Gamma, karma Lognormal ve karma Weibull dagilim modellerinde
bilesen sayisina gore Akaike bilgi kriterindeki degisimi gosteren ¢izgi grafigi Sekil

5.9’da verilmistir.

23500

& —o— Karma Gamma
23400 ~ ---£¢-- Karma Lognormal
X —a— Karma Weibull
23300 -
0 23200 -
< 23100 4
22000 -
22900 -
22800 . T . .
1 2 3 4
Bilegen Sayisl

Sekil 5.9.Karma Gamma, karma Lognormal ve karma Weibull dagilim modellerinde
bilesen sayisina gore AIC degerlerinin degisimi

Sekil 5.9 ve Tablo 5.7°deki AIC degerlerine gore karma Gamma ve karma
Weibull dagilim modellerinde uygun bilesen sayist 3 iken, Karma Lognormal
dagilim modelinde uygun bilesen sayis1 2’dir. Akciger kanser veri seti icin Gamma,

Lognormal ve Weibull dagilimlarina ait P-P grafikleri Sekil 5.10” da verilmistir.

86



5. YASAM ANALIZINDE KARMA DAGILIM MODELLERI  Ulkii ERISOGLU
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Sekil 5.10. Akciger kanseri tanis1 konan hastalarin yasam siireleri i¢in P-P grafikleri

Sekil 5.10°da yer alan P-P grafikleri incelendiginde akciger kanseri tanisi alan
hastalarin yasam siirelerinin modellenmesinde klasik istatistik dagilimlarinin uygun
modeller olmadig1 goriilmektedir.

Akciger kanseri tanis1 alan hastalarin yasam siirelerinin modellenmesinde

kullanilan modellere ait parametre tahminleri, InL log olabilirlik degerleri, D,
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Kolmogorov-Smirnov test istatistigi, HKO hata kareler ortalamasi ve E(T)

ortalama yasam siireleri Tablo 5.8’de verilmistir.

Tablo 5.8. Akciger kanseri tanisi alan hastalarin yasam siirelerinin modellenmesinde

kullanilan dagilimlarin parametre tahminleri, InL, Dy, , HKO ve E(T)
Degerleri
D
Model Parametre Tahminleri InL heiap . | HKO E()
(p degeri)
N P 0.078
Gamma a=127 p=162.17 -11548 (0.2155) 0.0007 | 205.80
G, =3874 | a,=699 | é;=128
Karma - ~ 0.027
Gamma B =0.61 B, =4739 | p;=12991 | -11434 (0.9993) 0.00005 | 205.80
#,=007 | #,=030 | 75 =0.63
A R 0.126
Lognormal | 4=4.88 o=01.11 -11724 (0.0059) 0.0022 | 245.36
0, =569 | fi, =431 0037
Karma ~ ~ .
Lognormal | 91 0.38 61 = 1.10 -11500 | (0.9636) | 0-00011 | 211.85
7, =042 7y =0.58
. N - 0.068
Weibull a =120 B=218.20 -11536 1 9 3659) | 0-0006 | 205.29
a =116 | a,=235 | &;=571
K - - - 0.032
Woiball | A1=18791 | 3, =33725 | B =2547 | -11440 | (59950 | 0.00007 | 205.80
#,=059 | 7,=033 | 7,=008

Tablo 5.8 incelendiginde, tiim karsilagtirma kriterlerine gore akciger kanseri
tanis1 alan kanser hastalarinin yasam siirelerinin modellenmesinde karma dagilim
modellerinin klasik istatistik dagilimlarindan daha uygun oldugu goriilmektedir.
Akciger kanseri tanist alan kanser hastalarinin yasam siirelerinin modellenmesinde,
klasik istatistik dagilimlari ile karma dagilim modellerinin grafiksel karsilastirilmasi

Sekil 5.11°de verilmistir.
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(d) Ampirik yasam egrisinin Lognormal ve karma
Lognormal dagilim modellerin yasam egrileri ile
karsilastirilmasi
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Sekil 5.11 incelendiginde, akciger kanseri tanisi alan kanser hastalarinin
yasam siirelerinin modellenmesinde karma dagilim modellerinin, klasik istatistik

dagilimlarina gére daha basarili oldugu goriilmektedir.

5.4. Sonuglar

Bu boliimde heterojen yasam siiresi verilerin modellenmesinde karma
dagilim modelleri incelenmistir. Heterojen yasam siirelerinin modellenmesinde
karma Gamma, karma Lognormal ve karma Weibull dagilim modellerinde
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin elde edilmesi i¢in gerekli EM
algoritmalar1 verilmistir. Tanimlanan EM algoritmalarin parametre tahminindeki
etkinligi simiilasyon c¢alismasi ile ortaya konmustur. Gergek iki yasam verisinde ele
alinan karma dagilim modelleri klasik istatistik dagilimlarindan Gamma, Lognormal
ve Weibull dagilimlart ile karsilagtirilmistir. Karsilastirmada log olabilirlik degeri,
Kolmogorov-Smirnov test istatistiZi ve hata kareler ortalamasi kullanilmistir.
Isinlanmig farelerin 6liim zamanlarinin ve akciger kanseri tanist konan hastalarin
yasam siirelerinin modellenmesinde karma dagilim modelleri tiim karsilastirma

kriterlerine gore klasik istatistik dagilimlarindan daha basarili bulunmustur.
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6. YASAM ANALIZINDE iKi FARKLI DAGILIMIN KARMASI

Heterojen yasam siirelerinin  modellenmesinde iki farkli dagilimin
karmasindan olusan karma modeller de kullanilabilir (Erisoglu ve ark 2011). Bu
boliimde Ustel-Gamma karma dagilim modeli, Ustel-Weibull karma dagilim modeli
ve Gamma-Weibull karma dagilim modeli olusturulacaktir. Incelenen karma dagilim
modellerinin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminlerinde EM algoritmasi
kullanilacaktir. EM algoritmasinin parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon
calismasi ile incelenecektir. Ayrica iki gergek heterojen yasam siiresi verisinin
modellenmesinde iki farkli dagilimin karmasindan elde edilen modeller standart

olasilik dagilimlart ile karsilastirilacaktir.
6.1. iki Farkli Dagihmin Karma Modelleri
6.1.1. Ustel-Gamma Karma Dagilimi

Ustel ve Gamma dagiliminin karmasindan olusan Ustel-Gamma karma

dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu

e t/s

fty=mle* +(1-x)t*"
O =mde ™ + (-2t e

(6.1)

esitligi ile ifade edilir. Esitlik (6.1)’de yer alan 7, 7 €(0,1) olmak iizere Ustel
dagilima ait karma oranidir. Ustel-Gamma karma dagilim modelinde farkli parametre

degerleri i¢in ¢izilen yogunluk egrileri Sekil 6.1°de verilmistir.
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Sekil 6.1. Ustel-Gamma karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri igin
yogunluk egrileri a) 7 =0.6, 1 =0.5,a =10 ve F=1.5 (diz ¢izgi) b)
=03, A=1 a=5ve f=0.9 (kesik ¢cizgi)

Ustel-Gamma karma dagilm modelinde yasam fonksiyonu, hazard

fonksiyonu ve beklenen yasam siiresi sirasiyla

S(t|y)=me ™ +(1- ﬂ)(l —%} (6.2)

LT (a)mie ™ +(1-m)t* e
B T(@)re™ +(1-x)(T(a) T, ()]

h(t) = (6.3)

E(T) =%+ (1-7)ep (6.4)

seklinde tanimlanir. Esitlik (6.2) ve (6.3)’de yer alan I'(«r), gamma fonksiyonudur

ve F(a):jxa‘le‘xdx esitligi ile tanimlanir. Esitliklerde yer alan I’ (a) ise
0

X
tamamlanmamis gamma fonksiyonu olarak isimlendirilir ve I', (&) = I t* exp(~t)dt
0

esitligi ile gosterilir. Ustel-Gamma karma dagilim modelinde farkli parametre
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degerleri icin ¢izilen yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 6.2°de

verilmistir.

a a R
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Zaman Ze;ma}ﬂn
(i) i
Sekil 6.2. Ustel-Gamma karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri icin (i)
yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri a) 7 =0.6, 4=0.5,
a=10 ve =15 (diz ¢izgi) b) 7=03,1=1, a=5 ve =09
(kesik ¢izgi)

Ustel-Gamma karma dagilim modelindeki parametrelerin en gok olabilirlik

tahminlerini elde etmek i¢in EM algoritmasimin E adiminda gozlemlerin Ustel

bilesenine aitlik olasiliklar1 z;,

, T e

D (65)

olarak tahmin edilir. Esitlikte yer alan f (t), Ustel-Gamma karma dagilim modelinin

olasilik yogunluk fonksiyonudur. Gozlemlerin Gamma bilesenine aitlik olasiliklar

ZZi >

N>

2 T 1- 2li (6.6)
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esitligi ile tahmin edilir. Boylece Ustel-Gamma karma dagilim modelinde

tamamlanmis veri i¢in log olabilirlik fonksiyonunun beklenen degeri

SIS S PR e )

n

E(lnL) = (In(x) +1n(2))> 2, Zn:z“ti +(1n(1—7r)—aln(ﬂ)—ln(l“(a)))zn: 2,

i=1 i=1

=1
N>

2|t
i=1 ﬂ

+Zz2, (a—1)In(t,) - ' (6.7)

seklinde elde edilir. EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL),
7 €(0,]) kosulu altinda maksimize edilir. Ustel-Gamma karma dagilim modelinde

Ustel bilesenin karma orani

n
24
i=1

n

(6.8)

T =

seklinde tahmin edilir. Ustel-Gamma karma modelinde Ustel bilesenin A

parametresi

A= ZZI(Z j (6.9)

i1
esitligi ile tahmin edilir.
Ustel-Gamma karma dagilimi  modelinde Gamma bilesenine  ait

parametrelerinin tahmininde EM algoritmasi icerisinde iteratif yontemlere ihtiyag

duyulmaktadir. w(.) digamma fonksiyonu, '(.) trigamma fonksiyonu olmak iizere

Newton-Raphson yonteminin (r +1). iterasyonunda o parametresi
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ln(dr)_l//(&r)—ln i=l 4 =L

Q.. =a, - =l =l (6.10)

r+1 r

seklinde elde edilir. EM algoritmasinda « parametresi tahmin edildikten sonra /3

parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

n -1 n
B = [a 2”) it (6.11)
i=l1 i=l

esitligi ile elde edilir.
6.1.2. Ustel-Weibull Karma Dagilim

Ustel ve Weibull dagilimmin karmasindan olusan Ustel-Weibull karma

dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(ty=mie ™ +(1 —ﬁ)t;iata‘le_(b] (6.12)

esitligi ile ifade edilir. Esitlik (6.12)’de yer alan 7, 7 €(0,1) olmak iizere Ustel
dagilima ait karma oramidir. Ustel-Weibull karma dagilim modelinde farkl

parametre degerleri i¢in ¢izilen yogunluk egrileri Sekil 6.3’de verilmistir.
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Sekil 6.3. Ustel-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri icin
yogunluk egrileri a) 7=02,41=02,a=5 ve b=15 (diz c¢izgi)
b) 7=0.6, 1=0.125, a=6 ve b=4 (kesik ¢izgi)

Ustel-Weibull karma dagilim modelinde yasam fonksiyonu, hazard

fonksiyonu ve beklenen yasam siiresi sirasiyla

S(t|y)=rme ™ +(1- 7z)e_[bj (6.13)

t a
a 2t _ a-1 7[5)
h(t) = b°zle™™ +(1-r)at* e

(6.14)

t t

bire™ + bf"e_[Bj —b?x e_[bj

E(T):%+(1—7r)bl”(1+é) (6.15)

seklinde tanimlanir. Ustel-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre
degerleri icin c¢izilen yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 6.4’de

verilmigtir.
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Sekil 6.4.
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(i)
Ustel-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri igin (i)
yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri a) 7 =0.2, 1=0.2,
a=5 ve b=15 (diz ¢izgi) b) 7=0.6, 1=0.125, a=6 ve b=4
(kesik ¢izgi)

Ustel-Weibull karma dagilim modelindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminlerini elde etmek igin EM algoritmasinin E adimminda gozlemlerin Ustel
bilesenine aitlik olasiliklar1 z

li°

, A e

i — f(t)

(6.16)

olarak tahmin edilir. Esitlikte yer alan f (t), Ustel-Weibull karma dagilim modelinin

olasilik yogunluk fonksiyonudur. Gozlemlerin Weibull bilesenine aitlik olasiliklar
YA

2i

(6.17)

esitligi ile tahmin edilir. Boylece Ustel-Weibull karma dagilim modelinde
tamamlanmis veri i¢in log olabilirlik fonksiyonunun beklenen degeri
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E(lnL) = Z 2,In{rAe™) +2, Inf(1- ;z)ba ta-‘em}

n

E(lnL) = (In(r) +1n(2))> 2, Zn“i“ti+(ln(1—7z)+ln(a)—aln(b))zn:22i

i=1 i=1

+@-DY 2 @-Din) - Zzz. . (6.18)

seklinde elde edilir. EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL),
7 €(0,]) kosulu altinda maksimize edilir. Ustel-Weibull karma dagilim modelinde

Ustel bilesenin karma orani

n
24
i=1

n

(6.19)

T =

seklinde tahmin edilir. Ustel-Weibull karma modelinde Ustel bilesenin A

parametresi

A= Zzl(z j (6.20)

i=1

esitligi ile tahmin edilir.
Ustel-Weibull  karma dagilimi  modelinde Weibull bilesenine  ait
parametrelerinin tahmininde EM algoritmasi icerisinde iteratif yontemlere ihtiyag

duyulmaktadir.  Newton-Raphson  yonteminde  (r+1). iterasyonunda a

parametresinin tahmini

(6.21)
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n I n n
selinde elde edilir. Burada A = [Z 22ij > 2, Int, B, =) 2,t*, C =) 2,t* Int,
i=1

i=1 i=1 i=1

n
ve D, :Zizitia' (lnti )2 seklinde tanimlanir. EM algoritmasinda a parametresi
i=1

tahmin edildikten sonra b parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

b= {[ZZJ [ n zt]} (6.22)

esitligi ile elde edilir.
6.1.3. Gamma-Weibull Karma Dagilim

Gamma ve Weibull dagiliminin karmasindan olusan Gamma-Weibull karma

dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu

 La-l e’ N2 e 7(33
f(t)=rt ﬂar(a)+(1 ﬂ)bat e (6.23)

esitligi ile ifade edilir. Esitlik (6.23)’de yer alan 7, 7 €(0,1) olmak iizere Gamma
dagilima sahip bilesene ait karma oramidir. Gamma-Weibull karma dagilim
modelinde farkli parametre degerleri i¢in ¢izilen yogunluk egrileri Sekil 6.5°de

verilmigtir.
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Sekil 6.5. Gamma-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri i¢in
yogunluk egrileri a) 7=0.3, =3, #=0.5,a=5 ve b=28 (diiz ¢izgi) b)
7=0.6, a=5, =2, a=10 ve b=5 (kesik ¢izgi)

Gamma-Weibull karma dagilim modelinde yasam fonksiyonu, hazard

fonksiyonu ve beklenen yasam siiresi sirasiyla

(@), )
S(t|1//)—7r(1 —F(a)jm 7)e (6.24)

b (a>{bat“eﬁ BT mate
"= e (6.25)
b*p “F(a){fr(r(a) ~T(a))+T(a)1- ”)e‘(bj }

E(T):ﬂaﬂ+(l—7r)br(l+é) (6.26)

seklinde tanimlanir. Gamma-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre
degerleri icin c¢izilen yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 6.6°de

verilmigtir.
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oy 0.57

20 25
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Sekil 6.6. Gamma-Weibull karma dagilim modelinde farkli parametre degerleri i¢in
(i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri a) 7 =0.3,
a=3, =05, a=5 ve b=8 (diz g¢izgi) b) x=0.6,
a=5, =2, a=10 ve b=5 (kesik ¢izgi)

Gamma-Weibull karma dagilim modelindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerini elde etmek i¢cin EM algoritmasinin E adiminda gézlemlerin Gamma

bilesenine aitlik olasiliklar1 z;,

e t”s
2, =gt — (6.27)
BT () f(t)

olarak tahmin edilir. Esitlikte yer alan f(t), Gamma-Weibull karma dagilim
modelinin olasilik yogunluk fonksiyonudur. Go6zlemlerin Weibull bilesenine aitlik

olasiliklart z,;,

N>

-1, (6.28)

2i T

esitligi ile tahmin edilir. Bdylece Gamma-Weibull karma dagilim modelinde

tamamlanmis veri i¢in log olabilirlik fonksiyonunun beklenen degeri
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R O I e |
E(lnL)—iZ:l: 2, In{rt ﬂar(a)}”” In{(1 n)bati e "
E(InL) = (In(7) - rIn(8) ~ In(C (@)Y 2, + Y 2 (e~ Dt )~ z%

+(In(1-7) +In(a) - aln(b))i 7, +(a —1)i 2,.(@a-1)In(t,) —biz 2,t8 (6.29)

seklinde elde edilir. EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL),
7 €(0,1) kosulu altinda maksimize edilir. Gamma-Weibull karma dagilim modelinde

Gamma bilesenin karma orani

n
2
o

(6.30)
n

seklinde tahmin edilir. Gamma-Weibull karma modelinde Gamma bilesenine ait
parametrelerinin tahmininde EM algoritmasi igerisinde iteratif yontemlere ihtiyag

duyulmaktadir. w(.) digamma fonksiyonu, '(.) trigamma fonksiyonu olmak iizere

Newton-Raphson yonteminin (r +1). iterasyonunda & parametresi

M-

2t Zn: Z; ln(ti)
n + = n

Z 2li ¢ 2\li

= = (6.31)

' 1 .
~ W’(ar)
al’

i=1

In(@,)~(&,)~In

Q>
I
Q>
|

r+l

seklinde elde edilir. EM algoritmasinda o parametresi tahmin edildikten sonra S

parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
n -1
IB:(&Z 2lij Ziliti (6'32)
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esitligi ile elde edilir.
Gamma-Weibull karma dagilimi modelinde Weibull bilesenine ait
parametrelerinin tahmininde de EM algoritmasi igerisinde iteratif yontemlere ihtiyag¢

duyulmaktadir. Newton-Raphson  yonteminde  (r+1). iterasyonunda a

parametresinin tahmini

(6.33)

n -1y A
seklinde elde edilir. ~ Burada A:(Zzzij D 2;Int, B =) 2,th,

n n
C,=> 2,t¥ Int, ve D, =) 2,t¥(Int;)" seklinde tanimlanir. EM algoritmasinda a
i=1 i=1

parametresi tahmin edildikten sonra b parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicisi

{(z)(zj} 634

esitligi ile elde edilir.

6.2. iki Farkh Dagihmin Karma Modelinde EM Algoritmasinin Parametre
Tahminindeki Etkinligi

iki farkli dagilimin karma modellerindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerinin elde edilmesi i¢in tanimlanan EM algoritmalarinin parametre
tahminindeki etkinligi gostermek icin orneklem genisligi 100 birim, tekrar sayisi
1000 olmak {izere simiilasyonlar gergeklestirilmistir. Simiilasyon caligmasinda
yogunluk egrileri sirastyla Sekil 6.1, Sekil 6.3 ve Sekil 6.5°de verilen Ustel-Gamma,

Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull karma dagilimma sahip kitleler i¢in parametre
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tahminleri gerceklestirilmistir. Tahminler arasindaki fark 107 ’den daha az oldugu

zaman yakinsamanin oldugu varsayilmistir.

Ustel-Gamma dagilm modeline sahip kitleler

icin  gergeklestirilen

simiilasyon sonrast EM algoritmasi ile elde edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminlerinin ortalamalar1 ve standart hatalar1 Tablo 6.1°de verilmistir.

Tablo 6.1.Ustel-Gamma karma dagilim modelinde EM algoritmasi ile elde edilen
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve standart

hatalar1
Ustel-Gamma 7 1 a B
7=0.6,1=05 Ortalama 0.5933 0.5178 10.1686 1.5039
a=10, f=1.5 S.Hata 0.0017 0.0029 0.0492 0.0071
=03, 1=1 Ortalama 0.3004 1.0242 4.9991 0.9050
a=5, =09 S.Hata 0.0027 0.0155 0.0221 0.0036

Ustel-Weibull dagilim modeline sahip kitleler

icin  gergeklestirilen

simiilasyon sonrast EM algoritmasi ile elde edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminlerinin ortalamalar1 ve standart hatalar1 Tablo 6.2’de verilmistir.

Tablo 6.2.Ustel-Weibull karma dagilim modelinde EM algoritmasi ile elde edilen
parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve standart

hatalar1
Ustel-Weibull 7 Y a b
7=02. 1=02 Ortalama 0.1999 0.2054 5.0447 14.9697
a=5b=15 S.Hata 0.0016 0.0014 0.0154 0.0121
7=06. 1=0.125 Ortalama 0.5944 0.1277 6.0599 4.1560
a=6,b=4 S.Hata 0.0021 0.0005 0.0173 0.0306

Gamma-Weibull dagilim modeline sahip Kkitleler icin gerceklestirilen

simiilasyon sonrast EM algoritmasi ile elde edilen parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminlerinin ortalamalar1 ve standart hatalar1 Tablo 6.3’de verilmistir.
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Tablo 6.3. Gamma-Weibull karma dagilim modelinde EM algoritmasi ile elde edilen
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerinin ortalamalar1 ve standart

hatalar1
Gamma-Weibull Vs a B a b
7=03,a=3,=05 Ortalama 0.3074 3.1260 0.5027 5.1347 8.0102
a=5,b=8 S.Hata 0.0016  0.0203 0.0044 0.0167 0.0070
7=06,a=5, =2 Ortalama 0.5958 5.1335 2.0139 10.1805 5.0044
a=10,b=5 S.Hata 0.0019 0.0261 0.0107 0.0451 0.0035

Yakinsama tiim durumlarda basarilidir. Bu EM algoritmasinin sayisal olarak
tutarli oldugunu vurgular. Ortalama tahmin ve bunlarin standart hata degerleri de EM
tahminlerinin tutarli oldugunu gosterir. Simiilasyon sonuglarina goére EM

yaklagiminin farkli karma oranlarinda da iyi ¢alistig1 goriilmektedir.

6.3. Uygulama

Heterojen yapi gosteren iki gercek yasam siiresi verisi, standart olasilik
dagilimlar1 Ustel, Gamma ve Weibull dagilim modelleri ile iki farkli dagilimin
karmasindan olusan Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull karma dagilim
modelleri kullanilarak modellenecektir. Standart olasilik dagilimlar1 Ustel, Gamma

ve Weibull dagilimlarinin olasilik yogunluk fonksiyonlari

fose (85 2) = A&7 (6.35)
—t/p

fGamma (t; a, ﬂ) =t m (636)
1 a

fuveipun (15 @, D) = t;iata_le [bj (6.37)

seklinde tanimlanmistir. Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull karma
dagilim modellerinin standart olasilik dagilimlarindan Ustel, Gamma ve Weibull
dagilim modelleri ile karsilastirilmasinda Kolmogorov-Smirnov test istatistigi
(D

hesap ) V€ hata kareler ortalamasi ( HKO ) degerleri kullanilacaktir.
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6.3.1. Dis Sulama Aygitlarinin Yasam Siireleri
Caligmada kullanilacak ilk veri seti Jiang ve Murthy (1997) makalelerinde
calistigr dis sulama aygitlarinin yasam siireleridir (Colvert ve Boardman 1976). Dis

sulama aygitlarinin yasam siireleri Tablo 6.4’de verilmistir.

Tablo 6.4. Dig sulama aygitlarinin yasam siireleri (Colvert ve Boardman 1976)

1.175 7.02 7.58 9.76 15.02 15.57
17.39 19.55 22.47 23.24 23.96 25.05
32.44 36.87 42.76 43.14 43.81 46.95
56.33 58.99 59.08 60.37 61.01 77.86
122.61 129.31 130.42 137.57 142.27 142.98
148.29 150.79 151.21 155.62 157.93 160.27
160.72 169.79 186.26 197.6 224.83 233.64
242.07 256.86 260.77 261.68 277.99 283.95
288.94 295.48 314.76 317.06 332.07 339.46
362.61 369.47 370.74 401.06 403.39 414.78
426.71 450.62 455.84 457.94 466.61 468.64
469.09 476.42 481.41 481.82 488.15 490.06
493.67 494 .38 503.72 508.93 509.01 518.32
532.29 534.62 545.23 547.41 558.41 5711
585.52 589.11 592.93 607.15 623.1 647.91

Dis sulama aygitlariin yasam siireleri standart olasilik dagilimlarindan Ustel,
Gamma ve Weibull dagilimlari ile Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull
karma dagilim modelleri ile temsil edilecektir.

Ustel, Gamma ve Weibull dagilimlar ile Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve
Gamma-Weibull karma dagilim modellerinin dig sulama aygitlarinin yasam siireleri
verisine uyumunu incelemek i¢in parametre tahminleri, Kolmogorov-Smirnov test

istatistigi (Dy,,,) ve hata Kareler ortalamasi (HKO) degerleri Tablo 6.5°de

verilmigtir.

106



6. YASAM ANALIZINDE IKi FARKLI
DAGILIMIN KARMASI Ulkii ERISOGLU

Tablo 6.5. Dis sulama aygitlarinin yasam siireleri veri seti i¢in Ustel, Gamma ve
Weibull dagilim modelleri ve Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-
Weibull karma dagilim modellerinin parametre tahminleri, D ve
HKO degerleri
Parametre Tahminleri ~ D,.,, (pdeger) HKO

hesap

Ustel 1 =0.0038 0.1127 (0.2031)  0.0034
Gamma 4 =1.1219, f=235.8211 0.1151 (0.1841)  0.0032
Weibull d=11464, b=276.3050 0.1182(0.1617) 0.0033
#=0.7109
Ustel-Gamma A =0.006 0.0591 (0.9112) 0.00047
& =65.5052, 3 =7.7484
7 =0.6561
Ustel-Weibull 1 =0.0068 0.0575 (0.9273)  0.00041
4=6.8394, b =520.9826
7 =0.6507
Gamma-Weibull ¢, =1.1412, 3, =127.1518 0.0500 (0.9780) 0.00034

4=6.8419, b =521.5024

Tablo 6.5 incelendiginde, hem Kolmogorov-Smirnov test istatistigi hem de
HKO degerlerine gore dis sulama aygitlarinin yasam siirelerinin modellenmesinde
Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull karma dagilim modellerinin Ustel,
Gamma ve Weibull dagilim modellerine gére daha basarili oldugu gériilmektedir. Tki
farkl1 karma dagilim modelleri igerisinde ise iki kritere gore de en basarili model

Gamma-Weibull karma dagilim modelidir.
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Sekil 6.7. Dis sulama aygitlarinin yasam stirelerine ait yasam fonksiyonlari

Dis sulama aygitlarinin yasam siirelerinin modellenmesinde; goézlemsel

yasam fonksiyonu ile Ustel, Gamma ve Weibull dagilim modelleri ve Ustel-Gamma,
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Ustel-Weibull  ve Gamma-Weibull karma dagilim modellerinin  yasam
fonksiyonlariin grafiksel karsilastirmalart Sekil 6.7°de verilmistir. Sekil 6.7’e gore
Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull karma modellerinin, Ustel,
Gamma ve Weibull dagilimlarina gore dis sulama aygitlarinin yagsam siirelerinin

modellenmesinde daha basarili oldugu agik olarak goriilmektedir.

6.3.2. Kanser Verisi

Calismada kullanilacak diger veri seti ise Gusmao ve ark (2008)
makalelerinde ¢alistig1 kanser tanisi alan ve radyoterapi sonrasi 6len 42 hastanin tani
konduktan sonraki yasam siireleridir. Kanser tanisi alan 42 hastanin tanit konduktan

sonraki yasam siireleri Tablo 6.6’da verilmistir.

Tablo 6.6. Kanser tanis1 alan 42 hastanin tan1 konduktan sonraki yasam siireleri

(Gusmao ve ark 2008)
7 34 42 63 64 83
84 91 108 112 129 133
133 139 140 140 146 149
154 157 160 160 165 173
176 218 225 241 248 273
277 297 405 417 420 440
523 583 594 1101 1146 1417

Kanser tanisi alan hastalarin tan1 konduktan sonraki yasam siireleri Ustel,
Gamma ve Weibull dagilimlari ve Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull

karma dagilimlan ile temsil edilecektir. Veri setinin modellenmesinde kullanilan

dagilimlara ait parametre tahminleri, D, ve HKO degerleri Tablo 6.7°de

verilmigtir.
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Tablo 6.7.Kanser tanisi alan hastalarin tan1 konduktan sonraki yasam siirelerinin
modellenmesi i¢in Ustel, Gamma ve Weibull dagilim modelleri ve Ustel-
Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull karma dagilim modelleri ile

modellenmesinde elde edilen parametre tahminleri, D, ve HKO
degerleri
Parametre Tahminleri Dhpessp (P degeri) HKO
Ustel 1 =0.0036 0.1220 (0.5594) 0.0055
a, =1.3026,
Gamma A 0.1571 (0.2511) 0.0054
f, =215.0764
Weibull ¢, =290.9438, 3, =1.0916  0.1437 (0.3510) 0.0055
7 =0.7262
Ustel-Gamma A=0.0030 0.0471 (0.9999)  0.00049
&, =116.7280, f3, =1.2765
7 =0.6996
Ustel-Weibull 1 =0.00296 0.0380 (0.9999) 0.00038
4=98770, b =153.7472
7 =0.2719
Gamma-Weibull & =118.2485, 3 =1.2602 0.0558 (0.9995)  0.000622
4=1.0337, b =333.8992

Tablo 6.7 incelendiginde, hem Kolmogorov-Smirnov test istatistigi hem de
HKO degerlerine gore kanser tanisi alan hastalarin tan1 konduktan sonraki yasam
siirelerinin modellenmesinde Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull
karma dagilim modellerinin Ustel, Gamma ve Weibull dagilim modellerine gore
daha basarili oldugu goriilmektedir. Iki farkli karma dagilim modelleri igerisinde ise
iki kritere gore de en basarili model Ustel-Weibull karma dagilim modelidir.

Kanser hastalarinin yasam siirelerinin modellenmesinde; gozlemsel yasam
fonksiyonu ile Ustel, Gamma ve Weibull dagilim modelleri ve Ustel-Gamma, Ustel-
Weibull ve Gamma-Weibull karma dagilim modellerinin yasam fonksiyonlarinin
grafiksel karsilastirmalar1 Sekil 6.8’de verilmistir. Sekil 6.8 incelendiginde, kanser
hastalarmin yasam siirelerinin modellenmesinde Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve
Gamma-Weibull karma modellerinin, Ustel, Gamma ve Weibull dagilimlarina gore

daha basarili oldugu acik olarak goriilmektedir.
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Sekil 6.8. Kanser tanisi1 alan hastalarin tan1 konduktan sonraki yasam siirelerine ait
yasam fonksiyonlari
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6.4. Sonuclar

Bu calismada heterojen yasam verilerin modellenmesinde Ustel-Gamma,
Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull gibi iki farkli dagilimin karmasi onerilmistir.
Onerilen karma modellerin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri EM
algoritmasi ile elde edilmistir. Uste]l-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull
karma dagilimlar1 i¢in Onerilen algoritmalarin parametreleri tahmin etmedeki
etkinligi simiilasyon c¢alismasi ile ortaya konmustur. Simiilasyon c¢alismasina gore,
EM algoritmasi karma modellerin parametre tahminlerinde basarili oldugu
gOriilmiistiir.

Heterojen yasam verilerinin modellenmesinde 6nerilen iki farkli dagilimin
karmasindan olugsan modellerin standart olasilik dagilimlara gore etkinligi iki gercek
veri seti lizerinde gosterilmistir. Yasam siirelerinin modellenmesinde yaygin olarak
kullanilan Ustel, Gamma ve Weibull dagilimlar1 6nerilen iki farkli dagilimin karmasi
ile iki gergek veri setinin modellenmesinde karsilastirilmistir. Karsilagtirmada
Kolmogorov-Smirnov test istatistigi ve Hata Kareler Ortalamasi degerleri olmak
tizere iki farkli kriter kullanilmistir. Kullanilan iki kritere gore de heterojen yasam
siirelerinin modellenmesinde Onerilen iki farkli dagilimin karmasindan olusan
modeller standart olasilik dagilimlarina gére daha basarili bulunmustur.

Dis sulama aygitlarinin yasam siirelerinin modellenmesinde Gamma ve
Weibull dagilimlarinin karmasindan olusan Gamma-Weibull karma dagilimi en
basarili model olarak belirlenmistir. Kanser tanisi alan hastalarin tan1 konduktan
sonraki yasam siirelerinin modellenmesinde ise Ustel ile Weibull dagilimlarmin
karmasindan olusan Ustel-Weibull karma dagilimi en basarii model olarak

belirlenmistir.
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7. KARISTIRILMIS DAGILIMLARIN KARMA MODELI

Yasam siiresi verilerinin modellenmesinde son dénemde, bir¢ok yeni dagilim
onerilmistir (Adamidis ve Loukas 1998, Adamidis ve ark 2005, Kus 2007, Tahmasbi
ve Rezaei 2008). Bunun yaninda oOzellikle heterojen yasam siirelerinin
modellenmesinde karma dagilim modelleri yaygin olarak kullanilmaktadir (Aalen
1992, Jiang ve Murthy 1997, Ling ve Pan 1998, Angelis ve ark 1999, Al-Hussaini ve
ark 2000, Marin ve ark 2005).

Bu boliimde heterojen yasam verilerinin modellenmesi i¢cin Adamidis ve ark
(2005) tarafindan onerilen genellestirilmis Ustel-Geometrik (EEG) dagilimimin
karma dagilim modeli olusturulacaktir. Calismada oncelikle doniistiiriilmiis u¢ deger
dagillmmda « parametresinin Ustel dagilima sahip bir rassal degisken olarak
tanimlanmasi ile elde edilen EEG dagilimi incelenecektir. EEG dagiliminin heterojen
yasam slirelerinin modellenmesinde kullanilabilmesi i¢in karma EEG dagilim modeli
tanimlanarak, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri i¢in gerekli olan EM
algoritmasi1 verilecektir. Tanimlanan EM algoritmasinin parametre tahminindeki
etkinligi simiilasyon c¢alismasi ile gosterilecektir. Ayrica, iki bilesenli karma EEG
dagilim modeli ile heterojen yapi1 gosteren iki gercek veri seti modellenecektir.
Gergek veri setlerinin modellenmesinde karma EEG dagilim modeli, tek bilesenli

Weibull, tek bilesenli EEG ve karma Weibull dagilim modeli ile karsilastirilacaktir.

7.1. Genellestirilmis Ustel-Geometrik Dagilim

Yasam verileri karmasik bir yapiya sahip oldugundan dolay: standart olasilik
dagilim modelleri heterojen yasam verilerinin modellenmesinde direk olarak
kullanilmaz. Bundan dolay1 karistirilmis dagilim heterojen yasam verisi gibi
karmasik durumlarda kullanilabilir. Adamidis ve ark (2005), kitle birimlerinin farkl
Olcekteki artan basarisizlik oranlart ile fiziksel olarak ayirt edilemez oldugu i¢in kitle
heterojenliginin modellenmesinde EEG dagilimini1 6nermislerdir.

T rassal degiskeni « ve [ parametreleri ile doniistiiriilmiis u¢ deger

dagilimina sahip olsun. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu
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f(t|a;ﬂ):aﬂeﬁ”““_eﬂ[), a,peR, (7.1)

seklinde tanimlanmistir. Doniistliriilmiis u¢  deger dagiliminin  yogunluk
fonksiyonundaki ¢« parametresinin asagidaki gibi Ustel dagilima sahip oldugu

varsayilsin.
g(asy)=ye™™, a,y€R, (7.2)

Bu durumda T ’in kosulsuz yasam dagilimi f (t|e; ) 'nin g(a;y) tarafindan

karistirilmasiyla elde edilebilir. Boylece karigtirllmis dagilimin olasilik yogunluk

fonksiyonu

0

(A7) = | fltla: B)g(as ) (7.3)

0

K [24 —eft =ya
:Iaﬂeﬁ” ey e da
0

zj/ﬂeﬂt.[ae““e da
0

I'(z)=k’ j t*'e*'dt doniisiimi ile
0

_ 1Be'TQ)
(eﬁt +y- 1)2

elde edilir. Elde edilen esitlikte I'(2) =1 yerine yazilir ve diizenleme yapilirsa EEG

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

ft8.7)=Bre" I-(-ye "} (7.4)
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elde edilmis olur. Esitlik (7.4) deki olasilik yogunluk fonksiyonu Adamidis ve ark
(2005) tarafindan T ’in kosulsuz yasam zamani dagilimi i¢in istatistiki bir dagilim
modeli olarak kullanilmig ve EEG dagilimi olarak adlandirilmistir. EEG dagiliminda

=1 ve farkli y parametre degerlerine gore elde edilen yogunluk egrileri Sekil

7.1°de verilmistir.

Zaman

Sekil 7.1. EEG dagiliminda g =1 ve farkli y parametre degerlerine gore elde

edilen yogunluk egrileri

EEG dagiliminin olasilik fonksiyonu 0 <y <2 araligi i¢in t =0 durumunda
modu By ~'’dir ve monoton azalan bir fonksiyondur. EEG dagilimmin olasilik

fonksiyonu By ~'’den t=p"In(y—1)’deki modu ,B;/{4(}/ —1)}_1 ’e kadar artar,
buradan y >2 i¢in 0 degerine asimptotik olarak azalarak yaklagir.

EEG dagiliminda birikimli dagilim fonksiyonu F(t),

Ft)=(-e”)ji-(1-yl "}’ (15)

yasam fonksiyonu S(t),
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sy=ye” fi-(1-ye "} (7.6)

beklenen deger E(T),

-y, Iny
E(T)= Yk k 7.7
™ B(d-7) 7D

ve hazard fonksiyonu h(t),

ht)=pli-(1-7e ™| (7.8)

seklindedir. EEG dagiliminda g =1 ve farkli y parametre degerlerine gore elde

edilen yagam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 7.2’de verilmistir.

St
hit)

o T

1 1]

Sekil 7.2. EEG dagiliminda g =1 ve farkli y parametre degerlerine gore elde
edilen (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri
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7.2. EEG Dagilimimnin Karmasi

Bazi durumlarda karistirilmis dagilim modelleri heterojen yasam verilerinin
modellenmesi igin yeterli olmayabilir. Ciinkii yasam verisi olduk¢a karmasik bir
yapiya sahip olabilir. Bu ylizden heterojen yasam verisinin modellenmesi ig¢in
karistirilmis dagilimin sonlu karmasina ihtiya¢ duyariz. Karistirilmig dagilimlarin
sonlu karmalar1 karmasik yapidaki heterojen yasam verisi i¢in en iyi istatistik
modelleridir (Erisoglu ve Erol 2010).

g bilesenli EEG dagiliminin karmasinin olasilik yogunluk fonksiyonu
3 —Bit —pt 12
)= m Bre ™ (- ) (7.9)
k=1

seklindedir.
Farkli parametreler degerleri i¢in iki bilesenli EEG dagilimimnin (g =2)

karmasinin grafikleri Sekil 7.3’de gosterilmistir.
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0,5: D,S:
0,45 0.4
\ED.SE @D,a
EI,2E 0,2:
u,1£ 0.1
DD 10 20 an 40 DD ' 10 20 a0 40
(a) (b)
7, =07, B =02, 7, =100 7,=06,  fB=08, 7, =100
7,=03, p,=05, 7, =25 7, =04, Br=2, 7, =15
D,S: 0.5:
D,riz 0,45
03 @n,a
DIQE 0,25
UI1E D,1E
i — o
0 10 20 30 a0 0 10 20 30 a0
(©) (d)
7, =06, B, =08, ¥, =100 7, =095, B, =08, ¥, =500
7, =04, br=2, 7, =15 7, =0.05, Br=2, Y2 =5

Sekil 7.3. Farkli parametre degerleri icin iki bilesenli EEG dagiliminin karmasinin
olasilik yogunluk fonksiyonlar

Karma EEG dagilim modelinin birikimli dagilim fonksiyonu

Ft)=3 7 19— (- 6] (7.10)

seklindedir. EEG dagilimlarinin karmasinda T rassal degiskeninin beklenen degeri
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_ J 7 Iny,
=) ‘Z [ﬂk(l mJ 71D

seklindedir. Karma EEG dagilim modelinin yasam fonksiyonu S(t;y) ve hazard
fonksiyonu h(t;y) sirasiyla

Sty =3z e s - (- e ) (7.12)

h(t;y) =§g:”k Bere Pi-(1-y, e }-z)
S o))

(7.13)

M

=~
Il

1

seklinde elde edilir. Karma EEG dagilimin modelinde farkli parametre degerlerine

gore elde edilen yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu egrileri Sekil 7.4’de

verilmistir.
1
I 0a e
GER] | /
: 07 ’
03 :\' ] !
| ool
0.7 "ll i § ||'
06 \‘\ 1 05} /
=osl = [
Zos \ _ P }.
0.4 \ J 0s Jr
03 \ ] N
\ ozfph | |
02 Y | RV
0 Y | oAy i
0 5 015 20 2% 3 3B 40 0 5 o152 2B 3 3B 4
Zaman Zarjjan
(i) (i)
=07 F=02 y =100 m =03 B,=05 p,=25 —— ?r] 06 £=08%8 »=100 m =04 £=20 p=15
---------- =06 B=08 p=100 m=04 B, =20 y, =15 =095 /=08 » =500 m,=005 §=05 p,=50

Sekll 7.4. Karma EEG dagilimin modelinde farkh parametre degerlerine gore elde
edilen (i) yasam fonksiyonu ve (ii) hazard fonksiyonu egrileri
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7.3. EM Algoritmasi ile Karma EEG Dagihminin Parametrelerinin En Cok
Olabilirlik Tahminleri

Karma EEG dagilim modelindeki parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminlerini elde etmek icin algoritmanin E adiminda kayip goézlem vektoriiniin
elemanlari

5 — RIUHN)

§ == (7.14)
Z”s fs(ti;es)
s=1

seklinde tahmin edilir. Esitlikte yer alan f(t;;6,), k. EEG bilesenine ait olasilik
yogunluk fonksiyonunu gostermektedir. Tamamlanmis veri ig¢in olabilirlik

fonksiyonunun dogal logaritmasinin beklenen degeri,

n

E(nl)= Zg_: 2 ln(”k (ﬂk e {1 - (1 — 7 )e_ﬂkti }_2 )) (7.15)

i=1

seklindedir. EM algoritmasinin M adiminda, E adiminda elde edilen E(InL),

M

7, =1 kosulu altinda maksimize edilir. Bunun i¢in In L Langrance yontemi ile
k=1

E(InL) maksimize edilmeye ¢aligilir.

InL =

i=l k

g 2 In(z, )+ 2,4 {1nwk7k)_ﬂkti _21n(1_(1_7k)eiﬂkti)}_;t(i”k -1 (7.16)

Esitlik (7.16)’da verilen ifadeyi maksimize eden x,, B, ve 7,

parametrelerini tahmin etmek ig¢in, sirasiyla tiim parametrelere gore ayri ayri

InL ’nin ilk tiirevleri alinarak sifira esitlenir. Boylece In L yi maksimize etmek i¢in

gerekli kosullar asagidaki esitliklerden ¢ikarilabilir.
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7 =%kai , k=1...,9 (7.17)

i=l
olnL szi n n 7t

== 33t -2 =0, k=1...,g (7.18)
op, By i=1 i (1-(=ye ™)

~ (1+7k)22ki n
Olnl _ il —222“{ ! — }:o, k=1,..9 (7.19)
0y Yk i=1 (I=(=y)e ™)

Goriildiigi gibi, 7, i¢in tahmin Z,; etiket degerlerine bagh olarak (7.17)’deki

gibi elde edilebilir. Bu gozlemlerimizin karma yapidaki heterojen yasam verilerinin
hangi smifindan ya da grubundan geldigini 6grenmek demektir. Boylece karma
yapidaki heterojen yasam verilerinin gézlemleri etiketlenmis olur. (7.18) ve (7.19)

denklemlerinde verilen S, ve y, i¢in lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii niimerik

bir metotla elde edilmelidir. Burada EM algoritmasi tekrar uygulanir.
Kisaca, EM algoritmas1 T gozlem degerlerine A gdzlenemeyen degiskenin
ilave edilmesiyle uygulanir. Ciinkii T karistirilmis degisken yapidadir. T ’nin

olasilik yogunluk fonksiyonu f, (t|e,;/f,) olarak tanimlanir. f,(t|e,;f,) nn o,
parametresi ¢, (¢, ;7, ) olasilik yogunluk fonksiyonu ile rasgele bir degisken olarak
rol almaktadir. Boylece A,, ¢, ile iliskilidir. Dolayisiyla A, karistirilmis yapidaki

iki dagilimin karistirict degiskenidir. Boylece tam verinin yogunluk fonksiyonu

+ay (1-y —eA
f(t’ak;gk)zakﬂkykeﬁkt = )a a By €R, (7.20)

seklinde hesaplanir. 1,, =1(6,;Y,.) tam veri igin log olabilirlik fonksiyonu olsun.
Y. =T, A;; 1=1,..,n) sonraki yogunluga karsilik gelir. Y, =(T,,A;;i=1..,Nn)
kanistirilmis degisken gozlemleri ile tanimlanir ve karistirllmis dagilimin karistiran
degiskeninin degeri ile ilgilidir. EM dongiisiinin E adiminda verilen

6" =(B", ") degerleri igin
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Edl) < ln(ﬂk}/k)izki +/Bkizkiti +(1=7, )izkiE(Aki)_izkieﬂktl E(A) (7.21)

hesaplanir. Burada beklenenler y,,. ve 6" baghdir. A |T ’nin kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu f(e, [t;6, )=, {1—(1—;/ )e*ﬁ“t} gl ome t,a,B7 €R,
ile tanimlanir. Bdylece (7.21) nolu esitlikte yer alan beklenen deger
E(A |T;6,)=2e"* {1 —(1—y, e }_1 seklinde hesaplanir. M adiminda, E
adiminda verilen 6" =(B",7") degerleri igin olusturulan (7.21) nolu esitlik

maksimum edilmeye calisilir. Bunun i¢in parametrelere gore kismi tiirevler alinip

sifira esitlenmesi ile,

S DB - D 2 VE(A) =0, k=1.....g (722)

szi n
y“*” sz.Emk) 0, k=1,....9 (7.23)

esitlikleri elde edilir. (7.22) nolu esitligin ¢6ziimiinde Newton-Raphson metodu
kullamlabilir. A" ’1n Newton-Raphson metodu ile elde edilen en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisi,

%:ﬂw[ sz [Zz“t'eﬂt Aj(ﬁf%@““% (sz't'eﬂt jﬂ“)) (7.24)

(r+l) »

seklindedir. y, "’’mn en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ise, (7.23) nolu esitlik

kullanilarak
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P = = (7.25)

dogrudan elde edilir. Iki bilesenli EEG dagilimmin karma modelindeki 7, , A,f”l) ve

7" parametrelerinin tahmini igin iterasyonda sirasiyla (7.17), (7.24) ve (7.25)

" 2
esitlikleri kullanilir. EM algoritmasinda baslangic degerleri igin S ~° =Z‘;‘—1Ak
Zi:lzkiti
seklinde hesaplanirken y, =" rasgele olarak belirlenmektedir.

Simiilasyonlarda EM algoritmasinin yakinsamasi incelenmistir. y 'nin 4

farkli degeri icin her biri rasgele olarak iki bilesenli EEG dagiliminin karmasindan

500 boyutlu 300 drneklem iiretilmistir. Tahminler arasindaki fark 107 *den daha az
oldugu zaman yakinsamanin oldugu varsayilmistir. Simiilasyondan bulunan 1200

veri setinden elde edilen sonuglar Tablo 7.1°de goriildiigii gibidir. Tabloda 300 en

cok olabilirlik tahminlerinde elde edilen ortalama tahmin av(z, é) ve bunlarin

standart hatas1 se(7, é) verilmektedir.

Tablo 7.1. iki bilesenli EEG dagiliminin karmasindan 500 boyutlu 300 érneklemden
elde edilen EM tahminlerinin ortalamalar1 ve standart hatalari

Kitle 7 B, 2 B, 7,
T=07, B, =25, 7,=20 av(#0) 06963 25205 16.7508 10.3671 6.1557
B, =10, 7, =5 se(7,0) 0.0028 0.0120 04015 0.1374  0.2490
7=065, B, =15, =6 av(#0) 06513 15041 6.2688 20.4742 23.5769
B, =20, 7, =20 se(#,0) 0.0019 0.0070 0.0951 0.1384 0.6181
7=085, B =1, 7,=30 av(#,0) 0.8498 1.0031 30.9838 20.1648 11.3017
p. =20, 7, =10 se(7,0) 0.0010 0.0031 0.3907 0.1863  0.3087
7=08, £, =05, 7,=50 av#6@) 07997 05015 52.0956 50646 11.4430
B.=5,7,=10 se(7,0) 0.0011 0.0015 0.7540 0.0434  0.3129
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Simiilasyon sonucunda elde edilen ortalama parametre tahminleri

incelendiginde EM algoritmasinin karma dagilim modellerindeki farkli parametre
degerlerinin tahmininde oldukga basarili oldugu goriilmektedir. av(z, é) ve Se(fz,é)

degerleri de EM tahminlerinin tutarli oldugunu gosterir. Simiilasyon sonuglarina goére

EM yaklasiminin farkli karma oranlarinda da iyi ¢alistigi goriilmektedir.
7.4. Uygulamalar

Heterojen yasam siirelerinin modellenmesi i¢in Onerilen karistirilmis EEG
dagilimimin karma modeli tek bilesenli EEG ve Weibull dagilimi ile iki bilesenli
Weibull karma modeliyle karsilastirilacaktir. Literatiirde iki farkl alt siniftan olusan
iki gergek heterojen yasam verisi modellenmeye caligilacaktir. Karma EEG dagilim
modelinin diger dagilim modelleri ile karsilagtirilmasinda Akaike bilgi kriteri ( AIC ),

Kolmogorov-Smirnov test istatistigi (D,.,,) ve hata kereler ortalamasi (HKO)

hesap

degerleri kullanilacaktir.

7.4.1. Yasam Yorgunlugu Veri Seti

Yasam yorgunlugu veri seti iki farkli tipte 25 numuneyi igerir ve artan olarak
listelenmistir (Ling ve Pan 1998). iki farkli tiirde 25 birimin yasam yorgunlugu verisi

Tablo 7.2’de verilmistir.

Tablo 7.2. ki farkl: tipteki 25 numunenin yasam yorgunlugu (Ling ve Pan 1998)
5.2426 6.3014 7.4485 8.1348 8.4369 9.0949 9.9299
10.2580 10.9970 11.3670 11.6950 12.6310 13.7140 15.5040
19.8910 23.7850 26.4670 28.3450 31.0980 34.8500 35.6890
37.2250 41.0590 44.8920 49.8390

Tablo 7.2°de verilen yasam yorgunlugu verisine Weibull dagilim modelinin
olasilik yogunluk fonksiyonu, EEG dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu,
iki bilesenli Weibull dagilimin karma modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu ve iki
bilesenli EEG dagilimin karma modelinin olasihik yogunluk fonksiyonu

uygulanmaigstir.
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Tablo 7.3. Yasam yorgunlugu veri seti i¢in ilgilenilen dagilim modellerinde
parametre tahminleri, log olabilirlik fonksiyonu (InL), AIC, D, ve

HKO degerleri

. Parametre Dhesap
Dagihmlar tahminleri InL AIC (p degeri) HKO
, y 3 =1.6360 0.1537
Weibull Dagil B -96.5679 | 197.1358 0.006269374
c1ou agiiimi d _ 231352 (0.5961)
EEG Dagimi | &= 0:0968 97.8598 | 199.8196 | 0133381 0.005283
7 =4.7884 (0.7653)
7 =0.56
. B, =4.0386
iki bilesenli Weibull | "+ 0.0265
Dagilnon Karmast | £ = 43134 90.2449 | 1904880 | (9000) 0.0002295
4, =11.0932
@, =37.2930
7 =04619
_ B, =0.1736
iki bilesenli EEG | 4 0.0322206
Dagihmin Karmasi | 4> = 06185 90.6066 | 1912132 | " Go00) 0.00020634
7, =301.5254
7, = 466.8431

Tablo 7.3 incelendiginde log olabilirlik degerleri, AIC degerleri, K-S test
istatistigi ve HKO degerlerine gore yasam yorgunlugu veri setinin modellenmesinde
iki bilesenli EEG dagiliminin karmasi Weibull dagilimina ve EEG dagilimina gore
daha uygun oldugu goriilmektedir. Veri modellemesinde sik sik kullanilan iki
bilesenli Weibull dagiliminin karmasi ile iki bilesenli EEG dagiliminin karmasi
karsilastirildiginda benzer sonuclar vermektedir. HKO degerlerine gore iki bilesenli
EEG dagiliminin karmasi iki bilesenli Weibull dagiliminin karmasindan ayrica daha
iyi oldugu goriilmektedir.

Yasam yorgunlugu verisinin Weibull dagilim modelinin olasilik yogunluk
fonksiyonuna, EEG dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonuna, iki bilesenli
Weibull dagilimin karma modelinin olasilik yogunluk fonksiyonuna ve iki bilesenli
EEG dagilimmm karma modelinin olasilik yogunluk fonksiyonuna uyumunun
grafiksel karsilastirilmasi Sekil 7.5.(a)’da verilmistir. Ampirik yagam fonksiyonu ile
Weibull dagilim modelinin yasam fonksiyonunun, EEG dagilim modelinin yasam
fonksiyonunun, iki bilesenli Weibull dagilimin karma modelinin yasam
fonksiyonunun ve iki bilesenli EEG dagilimin karma modelinin yasam

fonksiyonunun grafiksel karsilastirmalart Sekil 7.5.(b)’de verilmistir.
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Zaman

Zaman
(b)

Sekil 7.5. (a) Yasam yorgunlugu verisinin Weibull dagilim modelinin yogunluk
egrisi (nokta ¢izgi), EEG dagilim modelinin yogunluk egrisi (ince kirik
cizgi), iki bilesenli Weibull dagilimin karma modelinin yogunluk egrisi
(daireli ¢izgi) ve iki bilesenli EEG dagilimin karma modelinin yogunluk
egrisi (kalin ¢izgi) uyumunun grafiksel karsilagtirilmasi (b) Ampirik
yasam fonksiyonu (¢okgen ¢izgi) ile Weibull dagilim modelinin yasam
fonksiyonunun (nokta c¢izgi), EEG dagilim modelinin yasam
fonksiyonunun (ince kirik ¢izgi), iki bilesenli Weibull dagilimin karma
modelinin yagam fonksiyonunun (daireli ¢izgi) ve iki bilesenli EEG
dagilimin karma modelinin yasam fonksiyonunun (kalin ¢izgi) grafiksel
karsilastirmalari
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Yasam yorgunlugu verisi i¢in iki bilesenli EEG dagilimin karmasinin Weibull
dagilimindan, EEG dagilimindan ve iki bilesenli Weibull dagiliminin karmasindan
daha uygun oldugu Sekil 7.5.(a)’da gortilmektedir. Sekil 7.5.(a)’ da iki bilesenli EEG
dagilimmin karmasinda ilk ve ikinci bilesenlerin yogunluk fonksiyonlar: i¢in y > 2
oldugu goriilmektedir. Boylece yasam yorgunlugu veri seti igin bilesen yogunluklari
once asimptotik olarak sifir degerinde mod degerine artar ve sonra asimptotik olarak
sifir degerine yaklagir. Weibull dagilimimin yasam fonksiyonu, EEG dagiliminin
yasam fonksiyonu, iki bilesenli Weibull dagiliminin karmasinin yasam fonksiyonu
ve iki bilesenli EEG dagiliminin karmasinin yasam fonksiyonu ile uygun ampirik
yasam fonksiyonu Sekil 7.5.(b)’ de goriildiigii gibi grafiksel olarak
karsilagtirildiginda yasam yorgunlugu veri seti igin iki bilesenli EEG dagiliminin

karmasinin yasam fonksiyonunun daha uygun oldugu goriilmektedir.

7.4.2. Dis Sulama Aygitlarinin Yasam Siireleri

Calismada kullanilacak diger veri seti ise Jiang and Murthy (1997)
makalelerinde calistigi dis sulama aygitlarinin yasam siireleridir (Colvert and
Boardman 1976). Bu veri setinde yer alan 98 bozulma siiresi Weibull, EEG, karma
Weibull ve karma EEG dagilim modelleri ile temsil edilecektir. Dis sulama
aygitlarinin yasam stireleri veri seti icin ilgilenilen dagilim modellerinde parametre
tahminleri, log olabilirlik fonksiyonu degerleri, AIC degerleri, K-S test istatistigi ve
HKO degerleri Tablo 7.4’de verilmistir.

127



7. KARISTIRILMIS DAGILIMLARIN KARMA MODELI Ulkii ERISOGLU

Tablo 7.4. Dis sulama aygitlarinin yasam siireleri icin ilgilenilen dagilim
modellerinde parametre tahminleri, log olabilirlik fonksiyonu (InL),
AIC, D ve HKO degerleri

hesap
D
Dagilimlar Parametre InL AIC hesap HKO
tahminleri (p degeri)
Weibull Dagilim /3 =1.1464 6434262 | 1200852 | 011821 6 315031077
& =276.3046 (0,1293)
3 £ =0.0053 0.111017
EEG Dagilimt -642.306 | 1288.612 0.002990401
& 7 =2.1816 (0.17849)
#=0.5918
iki bilegenti | A =12428 0.0582
Weibull Dagihmin | 3, = 6.4971 6263399 | 126268 | 1 'eoq5 0.0005325
Karmas: 4, =123.7294
&, =515.3055
#=0.6825
- . B, =0.0082
Iki bllev§enl1 R 0.038889
EEG Dagiimmn | 3, =0.0249 625,548 | 1261.096 | gggqyy | 0000285392
Karmasi A :
7 =1.6609
7, = 261380

Tablo 7.4 incelendiginde log olabilirlik degerleri, AIC degerleri, K-S test
istatistigi ve HKO degerlerine gore dis sulama aygitlarinin yasam siireleri veri setinin
modellenmesine iki bilesenli EEG dagilimin karmasinin Weibull dagilimina ve EEG
dagilimina goére daha uygun oldugu goriilmektedir. Tablo 7.4’deki sonuglara gore,
dis sulama aygitlarinin yasam siireleri veri setinin modellenmesinde tiim
karsilagtirma kriterlerine gore iki bilegsenli EEG dagiliminin karmasinin iki bilesenli
Weibull dagiliminin karmasindan daha iyi oldugu goriilmektedir.

Dis sulama aygitlarinin yasam siirelerinin modellenmesinde kullanilan
dagilim modellerinin olasilik yogunluk fonksiyonu egrileri Sekil.7.6.(a)’da
verilmigtir. Ampirik yasam fonksiyonu ile Weibull dagilim modelinin yasam
fonksiyonunun, EEG dagilim modelinin yagam fonksiyonunun, iki bilesenli Weibull
dagilimin karma modelinin yasam fonksiyonunun ve iki bilesenli EEG dagilimin
karma modelinin yasam fonksiyonunun grafiksel karsilastirmalar1 Sekil 7.6.(b)’de

verilmigtir.
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Sekil 7.6. (a) Dis sulama aygitlarinin yasam siireleri Weibull dagilim modelinin
yogunluk egrisi(nokta c¢izgi), EEG dagilim modelinin yogunluk
egrisi(ince kirik ¢izgi), iki bilesenli Weibull dagilimin karma modelinin
yogunluk egrisi(daireli ¢izgi) ve iki bilesenli EEG dagilimin karma
modelinin  yogunluk  egrisi(kalin  ¢izgi) uyumunun  grafiksel
karsilastirilmasi (b) Ampirik yasam fonksiyonu (¢okgen ¢izgi) ile Weibull
dagilim modelinin yagam fonksiyonunun (nokta ¢izgi), EEG dagilim
modelinin yagam fonksiyonunun (ince kirik ¢izgi), iki bilesenli Weibull
dagilimin karma modelinin yasam fonksiyonunun (daireli ¢izgi) ve iki
bilesenli EEG dagilimin karma modelinin yasam fonksiyonunun (kalin
cizgi) grafiksel karsilagtirmalari
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Dis sulama aygitlarinin yasam siireleri i¢in iki bilesenli EEG dagilimin
karmasinin Weibull dagilimindan, EEG dagilimindan ve iki bilesenli Weibull
dagilimiin karmasindan daha uygun oldugu Sekil 7.6.(a)’da goriilmektedir. Sekil
7.6.(a)’da iki bilesenli EEG dagiliminin karmasinin yogunluk fonksiyonunda ilk
bilesen i¢cin 0<y <2 araliginda ve ikinci bilesen icin y >2 araliginda oldugu
goriilmektedir. Boylece, ilk bilesenin yogunluk fonksiyonu t =0’da mod degeri ile
monoton artan ve ikinci bilesenin yogunluk fonksiyonu 6nce mod degerinde artan
iken sonra asimptotik olarak sifir degerine azalir. Weibull dagiliminin yasam
fonksiyonu, EEG dagiliminin yasam fonksiyonu, iki bilesenli Weibull dagiliminin
karmasinin yasam fonksiyonu ve iki bilesenli EEG dagiliminin karmasinin yasam
fonksiyonu ile uygun ampirik yasam fonksiyonu Sekil 7.6.(b)’de goriildiigii gibi
grafiksel olarak karsilagtirlldiginda dis sulama aygitlarinin yasam siireleri veri seti
icin iki bilesenli EEG dagiliminin karmasmin yasam fonksiyonunun daha uygun
oldugu goriilmektedir. Bunun sebebi iki bilesenli EEG dagiliminin karmasinin uzun

kuyruklu veri setlerine uygun olmasidir.

7.5. Sonuclar

Bu c¢alismada heterojen yasam veri setlerine EEG dagilimmin karmasi
onerildi. Karma EEG dagiliminin parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri EM
algoritmast ile elde edildi. iki bilesenli EEG dagiliminin karmas: iki gercek heterojen
yasam veri setlerinin modellenmesinde basariyla uygulandi.

Grafikler incelendiginde Weibull dagilimi ve EEG dagilimi gibi tek bilesenli
dagilim modellerinin yasam yorgunlugu ve dis sulama aygitlarinin yasam siireleri
veri setlerinin modellenmesi i¢in uygun degildir. Fakat Tablo 7.3 ve Tablo 7.4’deki
K-S test istatistigine gore Weibull dagilimi ve EEG dagilimi gibi tek yogunluk
modellerini ret edilmemektedir. Bu sonuglara gore, uygun model se¢iminde sadece
Kolmogorov-Smirnov ~ test istatistiginin  kullanilmasinin  yetersiz ~ oldugu
goriilmektedir.

Yasam yorgunlugu veri seti ve dis sulama aygitlarinin yasam siireleri veri

setine uyumu i¢in Onerilen iki bilesenli EEG dagiliminin karma modeli iki bilesenli
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Weibull dagiliminin karma modeline bir alternatiftir ve belli u¢ durumlarda iki
bilesenli EEG dagilimmin karma modeli iki bilesenli Weibull dagiliminin karma
modelinden daha elverisli olabilir.

Iki dagilmmin karmasmin avantaji farkli karakteristik ozelliklere sahip
dagilimlarin beraber kullanimidir. Bu calismada Onerilen dagilim yaklasimi iki

karistirilmis dagilimin karmasi olarak da adlandirilabilir.
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8.SONUCLAR VE ONERILER

Yasam analizi, tanimlanan bir olayin meydana gelmesi i¢in gecen siirelerin
analizinde kullanilan en eski analizlerden biridir. Yagsam analizine konu olan yasam
stiresi rassal degiskeni tanimi geregi pozitif ve siirekli bir rassal degiskendir. Yasama
siirelerinin analizinde kullanilan teknikler genellikle parametrik ve parametrik
olmayan yaklasimlar olmak {iizere iki gruba ayrilmaktadir. Parametrik olmayan
yaklagimlarda gozlemlere ait ampirik dagilim fonksiyonlar1 kullanilmaktadir. Bu
konuda yapilan ¢alismalar oOzellikle son yiizyilin ikinci ¢eyreginde kendini
gostermektedir. 1958 yilinda, yasam fonksiyonlarinin tahmini i¢in c¢agrim-limit
yontemi Kaplan ve Meier (1958) tarafindan gelistirilmistir. Cox (1972) Oransal
Hazard Modelini gelistirmistir ve Miller (1981) tarafindan yasam analizi i¢in
parametrik olmayan yontemler uygulanmistir. Yasam analizi ¢alismalarinda
kullanilan parametrik yaklasimlarda en 6nemli agsama, yagsam siiresi verisini en uygun
dagilim ile modellemektir. Yasam siiresi verilerinin modellenmesinde Ustel, Gamma,
Lognormal, Weibull dagilimi gibi 06zellik gosteren standart olasilik dagilimlar
yaygin olarak kullanilmaktadir.

Yasam analizinde ele alinan yasam siiresi verisinin heterojen veya ¢ok modlu
olmast durumunda standart olasilik dagilimlar1 veriyi modellemede yetersiz
kalmaktadir. Son donemlerde bu tiir verilerin modellenmesinde karma dagilim
modelleri yaygin olarak kullanilmaya baglanmistir. Karma dagilim modelleri farkl
karakteristik Ozellikler tasiyan dagilimlarin bir arada kullanilmasindan dolay1 veri
modellemede standart olasilik dagilimlarina gore daha esnek ve daha kullanighidir.

Son donemde yasam siirelerinin analizi i¢in tanimlanan ¢ok sayida yeni
karigtirtlmis dagilim bulunmaktadir. Dagilimlarin birlestirilmesi yontemlerinden biri
olan karistirma isleminde, genelde basit bir forma sahip olan bir dagilimin
parametrelerinden bir veya birkaci rassal degisken olarak diisiiniilerek farkli bir
dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir. Bu yontem ile basit bir forma sahip olan
dagilimlardan daha kullanigli ve daha esnek dagilimlar elde edilebilir.

Heterojen Ozellik tasiyan yasam siiresi verilerinin modellenmesi i¢in karma

dagilim modellerinin incelendigi bu ¢aligmada aynm1 dagilimin farkli parametrelere
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sahip bilesenleri ile olusturulan karma dagilim modelleri yaninda farkli iki dagilimin
karmasindan olusan karma dagilim modelleri ve karistirilmis dagilimlarin sonlu
karma modelleri tanimlanmustir.

Bolim 3’de yasam analizi ile ilgili temel tanim ve gosterimlere yer
verilmistir. Yasam analizinde Onemli olan {i¢ fonksiyon olasilik yogunluk
fonksiyonu, yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu tanitilarak bu fonksiyonlar
arasindaki matematiksel iligkiler gosterilmistir. Ayrica yasam siirelerinin
modellenmesinde yaygm bir kullanima sahip olan Ustel, Weibull, Gamma ve
Lognormal dagilimlarina ait karakteristik 6zellikler incelenmistir.

Bolim 4’de karma dagilim modellerinin olusturulmasi, karma dagilim
modellerinin karakteristik Ozellikleri, karma dagilim modellerinde uygun bilesen
sayisinin se¢imi, karma dagilim modelinde tamamlanmamis veri yapisi ve parametre
tahmini incelenmistir. B6lim 4’de ayrica karistirilmis dagilimlarla ilgili temel tanim
ve gosterimler verildikten sonra bazi 6nemli karistirilmis dagilimlarin elde edilmesi
gosterilmistir.

Boliim 5°de heterojen yasam siirelerinin modellenmesi i¢in karma Gamma
dagilim modeli, karma Lognormal dagilim modeli ve karma Weibull dagilim
modelleri incelenmistir. Ilgilenilen karma dagilim modellerinde parametrelerin en
cok olabilirlik tahmin edicilerinin elde edilmesi i¢in gerekli EM algoritmalar
verilmigstir. Algoritmalarin parametre tahminindeki etkinligi simiilasyon c¢aligmasi ile
ortaya konmustur. Simiilasyon c¢alismasinda farkli karma oranlarinda ve farkli
karakteristik 0Ozellikteki karma dagilim modellerindeki parametrelerin en ¢ok
olabilirlik tahminlerinin elde edilmesinde EM algoritmasinin oldukca basarili oldugu
goriilmiistiir. Parametre tahminlerinin standart hatalarinin oldukga kiigiik olmas1 EM
algoritmasinin sayisal olarak tutarli oldugu gostermistir.

Boliim 5°de onerilen karma dagilim modelleri ile Jiang ve Murthy (1995)
tarafindan tanimlanan 1sinlanmis farelerinin 6liim zamanlari verisi ve Dirican (2004)
tarafindan tanimlanan akciger kanseri tanis1 alan hastalarmin tan1 konduktan sonraki
yasam siirelerinden olusan akciger kanser verisi basarili bir sekilde modellenmistir.
Bu iki veri setinden 1simnlanmis farelerin 6liim zamanlar1 verisindeki bilesen sayisinin

2 oldugu bilinmekte iken akciger kanseri verisinde uygun bilesen sayis1 Akaike bilgi
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kriteri (AIC) ile belirlenmistir. AIC degerlerine gore karma Gamma ve karma
Weibull dagilim modellerinde uygun bilesen sayis1 3 iken, karma Lognormal dagilim
modelinde uygun bilesen sayis1 2 olarak belirlenmistir. Iki gercek heterojen yasam
stiresinin modellenmesinde kullanilan karma dagilim modelleri log olabilirlik,
Kolmogorov-Smirnov test istatistigi ve hata kareler ortalamasi (HKO) bakimindan
standart olasilik dagilimlari Gamma, Weibull ve Lognormal dagilimlart ile
karsilagtirtlmigtir. Tiim karsilastirma kriterlerine gore iki yasam siiresi verisinin
modellenmesinde karma dagilim modelleri standart olasilik dagilim modellerinden
daha basarili bulunmustur.

Bolim 6’da heterojen yasam siirelerinin modellenmesi i¢in farkhi iki
dagilimm karmasindan olusan Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve Gamma-Weibull
karma dagilim modelleri &nerilmistir. Tanimlanan Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve
Gamma-Weibull karma dagilim modellerinin karakteristik 6zellikleri incelenerek,
model parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri i¢in gerekli EM algoritmalari
verilmistir. Bu boliimde de simiilasyon ¢aligmasi ile farkl iki dagilimin karmasindan
olusan karma dagilim modellerinde EM algoritmasinin parametre tahminindeki
etkinligi gosterilmistir. Ayrica Colvert ve Boardman (1976) tarafindan tanimlanan
dis sulama aygitlariin yasam stireleri ve Gusmao ve ark (2008) tarafindan
tanimlanan kanser verisinin modellenmesinde Ustel-Gamma, Ustel-Weibull ve
Gamma-Weibull karma dagilim modelleri, standart olasilik dagilimlari Ustel,
Gamma ve Weibull dagilimlan ile karsilagtirnlmigtir. Karsilastirmada Kolmogorov-
Smirnov test istatistigi ve HKO degerleri olmak tizere iki farkl kriter kullanilmistir.
Kullanilan iki kritere gore de heterojen yasam siirelerinin modellenmesinde 6nerilen
iki farkli dagilimin karmasindan olusan modeller standart olasilik dagilimlarina gore
daha basarili  bulunmustur. Dis sulama aygitlarinin  yasam = siirelerinin
modellenmesinde Gamma ve Weibull dagilimlarinin karmasindan olusan Gamma-
Weibull karma dagilimi en basarili model olarak belirlenmistir. Kanser tanis1 alan
hastalarin tan1 konduktan sonraki yasam siirelerinin modellenmesinde ise Ustel ile
Weibull dagilimlarinin karmasindan olusan Ustel-Weibull karma dagilimi en basarili

model olarak belirlenmistir
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Bolim 7°de Adamidis ve ark (2005) tarafindan Onerilen genellestirilmis
Ustel-Geometrik (EEG) dagilmmin karma dagilim modeli olusturulmustur.
Doniistiiriilmiis u¢ deger dagiliminin, iistel dagilimla karistirilmasi ile elde edilen
genellestirilmis Ustel-Geometrik dagilimmnin karakteristik dzellikleri incelendikten
sonra genellestirilmis Ustel-Geometrik (EEG) dagiliminin karma dagilim modeli
olusturulmustur. Bu yeni karma dagilim modeli karistirllmis dagilimlarin karma
modeli olarak tanimlanmaktadir. Karma EEG dagiliminin parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik tahminleri i¢in EM algoritmasinin verildigi c¢alismada, algoritmanin
etkinligi simiilasyon ¢alismasi ile gosterilmistir. Gergek heterojen yasam siiresi
verilerinin modellenmesinde karma EEG dagilim modelinin, tek bilesenli EEG ve
Weibull dagilimlari ile karma Weibull dagilim modeli karsisindaki performansi Ling
ve Pan (1998) tarafindan tanimlanan yasam yorgunlugu verisi ve Colvert ve
Boardman (1976) tarafindan tanimlanan dis sulama aygitlarinin yasam siirelerinin
modellenmesinde gosterilmistir. Karsilastirmada Akaike bilgi kriteri, Kolmogorov-
Smirnov test istatistigi ve hata kereler ortalamasi degerleri kullanilmstir.
Karsilagtirma sonras1 karma EEG dagilim modelinin, tek bilesenli EEG ve Weibull
dagilimlarina gore veri modellemede daha basarili oldugu goriilmiistiir. Dis sulama
aygitlarinin yasam siirelerinin modellenmesinde tiim karsilastirma kriterlerine gore
karma EEG dagilim modelinin, karma Weibull dagilim modelinden daha iyi oldugu
goriilmiistiir. Yagsam yorgunlugu verisinin modellenmesinde karma EEG dagilim
modeli ile karma Weibull dagilim modeli benzer sonuglar vermistir. Hatta HKO
kriterine gore karma EEG dagilim modelinin karma Weibull dagilim modelinden
daha 1yi oldugu goriilmiistiir. Sonug olarak onerilen karma EEG dagilim modelinin,
heterojen yasam verilerinin modellenmesinde yaygin bir kullanima sahip olan karma
Weibull dagilimina giiglii bir alternatif oldugu goriilmiistiir.

Standart olasilik dagilimlarina goére veri modellemede daha esnek ve daha
kullanish olan karma dagilim modellerinin yasam siirelerinin modellenmesindeki
kullaniminin detayli olarak gosterildigi ¢alisma sonucunda heterojen yasam siiresi
verilerinin modellenmesinde karma dagilim modellerinin iistiinliikleri gdsterilmistir.

Karistirllmis dagilimlarin karma modellerinin de heterojen yasam siiresi verilerinin
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modellenmesinde kullanilabileceginin gosterildigi calismada tam veri durumu ile

ilgilenilmisgtir.
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