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1. GĠRĠġ 

Geometri, fiziksel olayları daha iyi anlamak için insanın görsel algısını zenginleĢtiren 

matematiğin bir alanıdır. Tüm fiziksel olaylar, belirli dönüĢümlerle tanımlanan ama tek 

baĢına bir anlam içermeyen koordinatlar tarafından belirlenen özelliklere sahip uzayda 

yer alır. Diferensiyel geometri ise eğrilerin, yüzeylerin ve yüzeylerin yüksek boyutlara 

genellemesi olan manifoldların (Ġngilizce: many-fold (çok katlı)) özelliklerini analiz ve 

lineer cebir araçları ile araĢtıran geometrinin bir alt dalıdır.  

Riemann geometrisi, manifoldların özelliklerini, üzerlerinde tanımlı olan Riemann 

metriklerine göre araĢtırmayı amaçlayan diferensiyel geometrinin bir konusudur. 

Riemann geometrisinin geliĢimindeki en önemli nokta, 1824 yılında Öklid 

geometrisindeki paralellik aksiyomunun diğer aksiyomlardan bağımsız olduğunu ve 

Öklid dıĢı tutarlı bir geometrinin olabileceğini ilk fark eden Gauss’un 1827’deki 

yüzeylere dair yaptığı çalıĢmadır. Ancak, o dönemdeki matematiksel araçların kısıtlı 

olması Gauss’un fikirlerinin yavaĢ bir biçimde geliĢmesine yol açmıĢtır. 1854 yılında 

Gauss’un fikirleri Riemann tarafından yeniden ele alınmıĢ ve Gauss eğriliğinin 

genelleĢtirilmesi sağlanmıĢtır. Riemann’ın bu konuda Öklid dıĢı geometrilerin temel 

problemini, yani fizik ve geometri arasındaki iliĢkiyi belirlemeyi amaçlamıĢtır. 

Riemann’ın formüle ettiği bu fikirler, Weyl’in 1913’teki çalıĢmasında yer almıĢtır ve bu 

fikirlerin görecelilik kuramına uygulanması 1916’da Einstein tarafından yapılmıĢtır. 

Ancak bu çalıĢmaların hiçbirinde paralellik konu edilmemiĢtir. 1917’de bir Riemann 

manifoldundaki paralellik fikri Levi-Civita tarafından ortaya konmuĢtur. Buna karĢın, 

“(lineer) konneksiyon” terimine ilk kez Weyl’in 1918’deki çalıĢmasında rastlanır (De 

and Shaikh 2009; Freeman 2011). 

Bir (düzgün) Riemann manifoldundan yeni bir (düzgün) Riemann manifoldu elde 

etmenin yöntemlerinden biri, Sasaki (1958)’nin yaptığı gibi, onun her noktasındaki 

ayrık tanjant uzaylarının birleĢimiyle tanjant demeti meydana getirmektir. Tanjant 

demetlerin tarihçesine bakıldığında,  çalıĢmaların genelde; yatay, dikey ve tam lift adı 

verilen fonksiyonlar yardımıyla (baz) manifolddaki geometrik nesneleri demete 
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taĢıyarak demet ile (baz) manifoldun geometrisini karĢılaĢtırmak üzerine yoğunlaĢtığı 

görülür (Abbassi 2008). 

M düzgün manifoldu üzerinde ivme vektör alanları aynı olan eğrilerin denklik sınıfı 

olan ikinci mertebeden tanjant demetlerin geometrisi 1960’lı yıllarda Yano, Ishihara, 

Tani ve Morimoto tarafından çalıĢılmaya baĢlanmıĢtır. Tensör alanları ve 

konneksiyonların ikinci mertebeden tanjant demetlere liftleri Yano ve Ishihara 

tarafından geliĢtirilmiĢtir. Ishikawa, 1980 yılında Riemann manifoldlarının ikinci 

mertebeden tanjant demetlerinde bir lift metrik tanımlamıĢ ve onun bazı özelliklerini 

incelemiĢtir. Djaa ve Gancarzewicz (1985) bir lineer konneksiyonun ikinci mertebeden 

tanjant demetine yatay liftini tanımlamıĢtır. 

Yarı simetrik uzay ilk Cartan tarafından 1923 yılında incelenmiĢtir. Daha sonra Szabo 

1982 yılında yarı simetrik uzayın yerel ve genel sınıflandırmasını vermiĢtir. 

Sunulan bu tezde    yatay lift konneksiyona göre     ikinci mertebeden tanjant 

demetlerin bazı eğrilik özellikleri araĢtırıldı. Bu sebeple konunun anlaĢılabilmesi için 

ikinci bölümde ilgili özellikler ve tanımlar, kuramsal temeller baĢlığı altında verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde ise tanjant demet, fonksiyon ve vektör alanlarının yatay, dikey ve tam 

liftleri, lineer konneksiyonun tam ve yatay liftleri, ikinci mertebeden tanjant demet 

hakkında bilgi verilmiĢtir. Adapte olmuĢ çatı tanımlanmıĢtır. 

Dördüncü bölümde yatay lift konneksiyonuna göre ikinci mertebeden tanjant demetin 

yarı-simetrik olma durumu incelenmiĢtir. Projektif Ricci tensörü tanımlanarak 

bileĢenleri elde edilmiĢtir ve son olarak projektif Ricci tensörünün yarı-simetrik olması 

için gerek ve yeter Ģart verilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde tez çalıĢması boyunca ihtiyaç duyulan temel kavramlar konu bütünlüğüne 

uygun olarak sunulmuĢtur. 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1:    boyutlu Öklid uzayında bir açık alt küme   olmak üzere  

      

Ģeklinde tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer   fonksiyonunun  . mertebeden bütün kısmi 

türevleri var ve sürekli iseler   fonksiyonu  . mertebeden diferensiyellenebilirdir denir 

ve           Ģeklinde gösterilir (Hacısalihoğlu 1993). 

Tanım 2.1.2:   boĢ olmayan bir küme olsun ve      kuvvet kümesinin yani   nin 

tüm alt kümeleri ile boĢ kümenin oluĢturduğu kümenin aĢağıdaki özellikleri sağlayan 

bir   alt kümeler sınıfı verilmiĢ olsun: 

1)       dir, 

2)   sınıfının üyelerinin herhangi sayıda birleĢimi   nin elemanıdır, 

3)   sınıfının üyelerinin sonlu sayıda arakesiti   nin elemanıdır. 

Bu koĢulları sağlayan bir   ya   kümesi üzerinde bir topoloji denir.       ikilisine ise 

topolojik uzay adı verilir (ġuhubi 2008). 

Tanım 2.1.3:       topolojik uzayında her      ,     nokta çifti için    , 

    ve       olacak Ģekilde   ve   kümeleri bulunabiliyorsa       topolojik 

uzayına bir Hausdorff uzayı denir (ġuhubi 2008). 
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Tanım 2.1.4: Topolojik uzayların sürekli        dönüĢümü verilmiĢ olsun. Eğer   

birebir-örten ve     ters dönüĢümü de sürekli ise   dönüĢümüne homeomorfizm denir. 

  dönüĢümü homeomorfizm olduğu takdirde   ve   topolojik uzaylarına da 

homeomorf topolojik uzaylar denir (Salimov and Mağden 2008). 

Tanım 2.1.5:   bir Hausdorff uzay olmak üzere her     için,    deki bir açık 

kümeye homeomorf olan bir   açık komĢuluğu bulunabiliyorsa   Hausdorff uzayına 

bir topolojik manifold ya da kısaca manifold denir.           olduğu için 

manifoldun boyutu da   dir ve bu manifold     ile gösterilir (ġahin 2013). 

Tanım 2.1.5 de verilen homeomorfizm             ise,       ikilisine bir 

harita denir.    manifoldunun bütün noktalarının en az bir haritada yer alması için bu 

açık kümelerinin arakesitlerinin boĢtan farklı olması gerekir.   bir homeomorfizm 

olduğundan,     noktasının koordinatları           noktasının koordinatları 

olarak tanımlanabilir. Böylece   homeomorfizmi    manifoldunun bir   noktasına 

                  lisini karĢılık getirir.                 sayılarına   noktasının   

altındaki yerel koordinatları denir. Bu nedenle manifold, herhangi bir noktasının 

komĢuluğunda   tane bağımsız koordinatla verilen bir küme olarak da düĢünülebilir 

(ġahin 2013). 

      olmak üzere       ve       iki harita ve     kümesinde bir noktanın   

altındaki koordinatları           olsun.   dönüĢümünün     tersi olduğundan,     

de bir tek   noktası vardır.   noktasının   altındaki koordinatları           olsun. Bu 

durumda bu koordinatlar arasında, 

                (              )
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eĢitlikleri yazılır, burada                 ,                  ,         

Ģeklindedir.       ve       homeomorfizmleri birbirinin tersi olduğundan,    ve 

   fonksiyonları süreklidir.       durumunda             ve           ) 

fonksiyonları    mertebeden diferensiyellenebiliyorsa       ve       haritaları  

   mertebeden uyumludur denir. Eğer        ise uyumlu kabul edilir (ġahin 2013). 

Tanım 2.1.6:     -boyutlu manifold olmak üzere    üzerindeki haritaların bir ailesi 

olan   {                   } kümesi için aĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa   

kümesine    üzerinde    mertebeden diferensiyellenebilir yapı veya atlas denir (ġahin 

2013). 

1) {       } açık kümeleri   manifoldunun bir açık örtüsüdür. 

2)   daki herhangi iki harita    mertebeden uyumludur. 

3)   maksimaldir, yani eğer bir   ̅  ̅  haritası   daki bütün koordinat haritaları ile 

uyumlu ise bu durumda   ̅  ̅    dır. 

 

ġekil 2.1. Diferensiyellenebilir yapı 
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Tanım 2.1.7:     -boyutlu manifold olsun. Eğer    manifoldu üzerinde    mertebeden 

diferensiyellenebilir bir atlas varsa    manifolduna    mertebeden diferensiyellenebilir 

manifold denir. Diferensiyellenebilir yapının her bir haritasına    manifoldunun 

uyumlu haritası adı verilir.  

Eğer atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa    manifolduna    sınıfından 

diferensiyellenebilir manifold veya kısaca düzgün manifold denir. 

2.2. Tanjant Vektörler ve Vektör Alanları 

Tanım 2.2.1:     -boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve      noktasındaki 

diferensiyellenebilir fonksiyonların kümesi          ve            olsun. 

     ,   noktasındaki bir harita ise                   den                

olur ve         olmak üzere, 

        (            )             

elde edilir.  

  

   
 
 

 
  

   
 

    
 

ifadesi alındığında   tane       sayıları için, 

      ∑  
  

   
 
 

 

   

 

biçiminde tanımlanan               lineer fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon, 
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   ∑  
 

   
 
 

 

   

 

Ģeklinde ve bu Ģekildeki tüm fonksiyonların kümesi        ile gösterilsin.        

kümesi üzerinde     için, 

(   
    

)        
       

    

(   )           

Ģeklinde toplama ve skalerle çarpma iĢlemleri sırasıyla tanımlanırsa        kümesi bu 

iĢlemlere göre   cismi üzerinde bir vektör uzayı olur. Bu vektör uzayına    nin   

noktasındaki tanjant uzayı denir. Bu uzayın elemanlarına ise    manifoldunun   

noktasındaki tanjant vektörleri adı verilir (Salimov and Mağden 2008).  

Tanım 2.2.2:     -boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve        de manifoldun   

noktasındaki tanjant uzayı olsun. Bu durumda her      noktasına        uzayında 

yalnız bir tanjant vektörünü karĢılık getiren   diferensiyellenebilir dönüĢümüne    

üzerinde vektör alanı denir. Böylece    üzerindeki bir vektör alanı, 

       
    

       

biçiminde diferensiyellenebilir bir dönüĢüm olur. Burada vektör alanının 

diferensiyellenebilir olması demek her            için, 
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ile tanımlı fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasıdır. 

Yerel koordinat sisteminde bir   vektör alanı, 

    
 

   
 

biçimindedir (ġahin 2013).  

Teorem 2.2.3:  ,  -boyutlu bir manifold,     onun p  noktasındaki tanjant uzayı ve   

nin       haritasında koordinatları           olsun. Bu durumda     vektör 

uzayının bir bazı {(
 

   )
 
   (

 

   )
 
}  dir.  

Tanım 2.2.4: {(
 

   )
 
   (

 

   )
 
} doğal bazına   nin   noktasındaki doğal çatısı denir. 

Bu çatı genellikle nokta vurgusu yapılmaksızın, 
 

   
    yazılımı ile {       }

 

Ģeklinde gösterilir. 

2.3. Tensörler 

 Tanım 2.3.1:   ,  -boyutlu bir vektör uzayı ve   
  de    vektör uzayının dual uzayı 

olsun. Bu durumda, 

           
⏞          

      

   
    

     
 

⏞            
      

   

ile tanımlanan ve        ,              ve   
    

      
    

  olmak 

üzere, 
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Ģartını sağlayan   fonksiyonuna    dereceden kontravaryant ve    dereceden kovaryant 

tensör denir. Burada      
     (veya   

 ) dir. 

Bu tensörlerin kümesi   
      ile gösterilir ve         ve         

      olmak 

üzere, 

                                                 

dir. Burada             
      olduğundan   

      bir vektör uzayı yapısına 

sahiptir. Ayrıca       ifadesi tensörün tipini ifade eder (ġahin 2013). 

Tanım 2.3.2:   ,  -boyutlu bir vektör uzayı ve   
  de    vektör uzayının dual uzayı 

olsun.   
     ,       tipli tensörlerin kümesi olmak üzere, 

  
    

          
        

     
              

          {                
        } 

ve  

  
   ∑               

           

 

 

ile tanımlanan operatöre kontraksiyon operatörü denir. Burada             ler    de 

baz ve             ler ise   
  de kobaz vektörleridir. Dolayısıyla bir kontraksiyon 

operatörü       tipli bir tensörü           tipli bir tensöre dönüĢtürür (ġahin 

2013).  

Tanım 2.3.3:       tipli          tensörü ele alınsın.       için, 



10 

 

 

 

                              

biçiminde bir           tensörü tanımlansın. Böylece   ve   reel değerleri için sonsuz 

sayıda tensör elde edilir. Bunlardan herhangi biri     
 

  
 biçiminde seçilirse buna 

karĢılık gelen yeni tensöre          tensörünün simetrikleĢmesi denir ve        ile 

gösterilir. Yani, 

   (        )  
 

  
(                 ) 

dir. Eğer değiĢken sayısı 3 tane olursa             tensörünün simetrikleĢmesi, 

   (           )  
 

  
                                     

                                      

biçiminde yazılır. Benzer olarak                               tensörlerinden bir 

diğeri ise      
 

  
 seçilerek elde edilebilir. O halde yeni elde edilen tensöre 

         tensörünün antisimetrikleĢmesi denir ve        ile gösterilir. Yani, 

   (        )  
 

  
(                 ) 

olur. Eğer değiĢken sayısı 3 tane olursa             tensörünün antisimetrikleĢmesi, 

   (           )  
 

  
                                    

                                      

biçiminde olur (Salimov and Mağden 2008). 
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Tanım 2.3.4: Eğer                    olursa,   tensörüne simetrik (antisimetrik) 

tensör adı verilir (Salimov and Mağden 2008). 

2.4. Tensör Diferensiyellemesi 

Tanım 2.4.1:   ,    sınıfından bir manifold ve   
      de keyfi      

noktasındaki       tipli tensör uzayı olmak üzere    manifoldunun her      

noktasına   
      tensör uzayından yalnız bir   

     tensörü karĢılık getiren, 

        
      

    
       

      

Ģeklinde ifade edilen   dönüĢümüne       tipli tensör alanı adı verilir (Bishop and 

Goldberg 1968). 

Eğer         alınırsa       tipli tensör alanı yani bir vektör alanı elde edilir. 

Vektör alanlarının kümesi   
      ile gösterilir. 

Eğer         alınırsa       tipli tensör alanı yani kovektör alanı ( -form) elde 

edilir. Kovektör alanlarının kümesi   
      ile gösterilir. 

Eğer         alınırsa her      noktasına skaler bir değer karĢılık gelir. Yani 

      tipli tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur. Reel değerli fonksiyonlar kümesi 

ise   
      ile gösterilir. 

Tanım 2.4.2: Yerel koordinatlarla       tipli   tensör alanı, 
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Ģeklinde ifade edilir. Burada  
     

     
 lere   tensör alanının   koordinat komĢuluğunda 

yerel koordinat sistemindeki koordinatları adı verilir. Eğer  
     

       
     

         

fonksiyonları    sınıfından iseler   tensör alanına    sınıfındandır denir (Salimov and 

Mağden 2008). 

Tanım 2.4.3: AĢağıdaki Ģartları sağlayan               dönüĢümüne       

cebirinin tensör diferensiyellemesi denir (Salimov and Mağden 2008). 

Her       ve           için  

1)   dönüĢümü sabit katsayılara göre lineerdir, yani                      dir.  

2) Tensörün tipi koronur, yani  (  
     )    

      dir. 

3) Leibniz kuralını sağlar, yani                      dir. 

4)   dönüĢümü tensörlerin kontraksiyon iĢlemi ile yer değiĢtirebilir. Yani   

kontraksiyon operatörü olmak üzere               dir. 

2.5. Lie Operatörü ve Lie Türevi 

Tanım 2.5.1:   ,    sınıfından bir manifold,      açık kümesi üzerinde tanımlı 

      
      vektör alanları ile           fonksiyonu verilsin. 

                     

Ģeklinde  tanımlanan dönüĢüme   ve   vektör alanlarının Lie operatörü (parantezi) adı 

verilir. Burada     ,   fonksiyonunun   vektör alanı yönündeki türevidir. 

      vektör alanının    doğal çatısı cinsinden ifadesi 
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            (     
       

 )   (2.1) 

biçimindedir. Burada özel olarak     ,      alınırsa 

[     ]    

olur. 

Lie parantezi aĢağıdaki özelliklere sahiptir (Salimov and Mağden 2008) 

1)                                                     (Lineerlik)         

2)                                                      (Leibniz Ģartı)            

3)                                                                (Antisimetriklik)         

4) [       ]  [       ]  [       ]                (Jacobi özdeĢliği)    

Tanım 2.5.2:       
      ve     

      alınsın.      diferensiyelleme iĢlemi  

1)         , 

2)          , 

Ģartlarını sağlarsa    e   vektör alanı yönündeki Lie diferensiyellemesi denir (Salimov 

and Mağden 2008). 

(2.1) eĢitliğine göre     nin yerel koordinatlardaki ifadesi 

          
       

  

Ģeklindedir. Lie diferensiyellenmesi iĢlemi sonucunda bulunan değere Lie türevi denir 

(Salimov and Mağden 2008). 
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Keyfi       tipli   tensörü için Lie türevi formülü, 

     
     

                

      ∑(   
  ) 

       

     

 

   

 ∑(   
  ) 

     

       

 

   

 

Ģeklindedir (Salimov and Mağden 2008). 

2.6. Lineer Konneksiyon ve Kovaryant Türev 

Tanım 2.6.1:   ,    sınıfından bir manifold,         
      ve           

fonksiyonu için, 

    
        

      

ile tanımlanan   dönüĢümü, 

1)              , 

2)                , 

3)          , 

4)                  , 

Ģartlarını sağlarsa bu dönüĢüme lineer ya da afin konneksiyon denir (ġahin 2013). 

       çiftine lineer konneksiyonlu uzay denir. 

Tanım 2.6.2:  ,    sınıfından bir    manifoldu üzerinde tanımlı lineer konneksiyon 

olsun. Her       
     , her       

      ve her     
      için, 
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diferensiyelleme iĢlemi, 

1)                  , 

2)        

Ģartlarını sağlıyorsa    vektör alanına   vektör alanı yönündeki kovaryant türevi adı 

verilir (Salimov and Mağden 2008). 

   manifoldun üzerindeki   koordinat komĢuluğundaki    yerel koordinatları ve bu 

komĢulukta 
 

       doğal vektör alanı ele alınsın.    
    olmak üzere    nin    

vektör alanına uygulanmasıyla elde edilen vektör alanı, 

        
    

Ģeklindedir. Burada    
     

    ,   komĢuluğunda tanımlanan    sınıfından 

fonksiyonlardır (Salimov and Mağden 2008). Ayrıca bu    
  katsayılarına   lineer 

konneksiyonun katsayıları veya 2. tür Christoffel sembolleri adı verilir. 

Keyfi       tipli   tensörü için kovaryant türev           
      ve  

 
    

 
 

  
      için    özelliklerine göre, 

     (         
 
    

 
)   ( (         

 
    

 
)) 

 ∑ (                
 
   

 
)

 

   

 

 ∑  (         
 
      

 
    

 
)
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biçiminde ve yerel koordinatlarla bu ifade     ,       
         ve  

 
     , 

        için, 

     
     

              

      ∑     

  
       

     

 

   

 ∑    
   

     

       

 

   

 

Ģeklinde olur. 

2.7. Eğrilik ve Burulma Tensörleri 

          fonksiyonunun tam diferensiyeli           Ģeklindedir. 

Buradaki         ifadesi   fonksiyonunun tam diferensiyeli yardımıyla elde edilen 1-

formdur. Elde edilen 1-formun kovaryant türevi, 

             
    

          
       (2.2) 

Ģeklindedir. Schwarz teoremine göre sürekli bir fonksiyonda kısmi türevler yer 

değiĢtirebilir. Yani,             yazılır. O halde, 

              
    (2.3) 

Ģeklinde olur. 

Tanım 2.7.1:       ve       eĢitliklerinden, 
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          (   
     

 )      
      

bulunur. Burada 

   
  

 

 
    

     
   

biçimindedir ve    
    ifadesine   konneksiyonunun burulma tensörü adı verilir (Salimov 

and Mağden 2008).     
        

    olduğu açıktır. Burulma tensörünün invaryant (genel) 

formdaki yazılıĢı ise her       
      için, 

                     (2.4) 

Ģeklindedir. Burada      , Lie parantezidir. 

Tanım 2.7.2: Burulma tensörü sıfır olan uzaylara burulmasız uzaylar denir. Bu tür 

uzaylarda konneksiyon katsayıları simetrik olur. Yani, 

   
     

       
      

biçimindedir (Salimov and Mağden 2008). Bu da   konneksiyonunun simetrik olması 

anlamına gelir. Burulma tensörünün (2.4) biçimindeki genel formu kullanılırsa 

burulmasız uzaylarda 

              

eĢitliği elde edilir. 

Tanım 2.7.3:  ,    sınıfından bir    manifoldu üzerinde tanımlı lineer konneksiyon 

olmak üzere her         
      için, 
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(2.5) 

Ģeklinde tanımlanan tensöre   konneksiyonunun eğrilik tensörü denir (Salimov and 

Mağden 2008). 

(2.5) eĢitliğinden 

                   (2.6) 

olduğu açıktır. 

               doğal çatısı için eğrilik tensörünün ifadesi, 

    
             

       
     

    
     

    
  (2.7) 

Ģeklinde olur.  

(2.6) eĢitliği ise koordinatlarla 

    
             

        

ya da 

      
             

Ģeklinde yazılır. Yani eğrilik tensörü ilk iki alt indise göre antisimetriktir. 
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      vektör alanı için       tipli    

  kovaryant türevinin tekrar 

kovaryant türevi alınırsa, 

     
       

     
    

     
      

   (   
     

   )     
     

     
        

      

    
    (     

 )      
     

      
    

     
    

       
      

    
    (     

     
    

 )      
     

      
    

     
      (2.8) 

ve benzer olarak 

     
     

          
     

    
        

     
      

    
     

      (2.9) 

eĢitliği bulunur. (2.9) eĢitliğinin (2.8) eĢitliğinden çıkarılmasıyla 

     
       

        
       

     
    

     
    

         
         

       

olur. Buradan, 

       
      

             
      

     (2.10) 

elde edilir. Bu eĢitliğe    vektör alanı için Ricci özdeĢliği denir. Ayrıca bu özdeĢlik 

içinde bulunan     
        bileĢenlerine ise   konneksiyonunun eğrilik tensörünün bileĢenleri 

denir (Salimov and Mağden 2008; AltunbaĢ 2014).  

Yardımcı Teorem 2.7.4:   ,   sınıfından bir manifold ve   ise bu manifold üzerinde 

burulmasız lineer konneksiyon olsun.  , burulmasız lineer konneksiyonun eğrilik 

tensörü aĢağıdaki eĢitlikleri sağlar. 



20 

 

 

 

1)     
            

            
         , 

2)       
              

              
         . 

Ayrıca yukarıdaki ifadelere sırasıyla 1. Bianchi ve 2. Bianchi (Bianchi-Padov) 

özdeĢlikleri denir. 

2.8. Riemann Manifoldu 

Tanım 2.8.1:   ,   sınıfından bir manifold ve   
     ,     üzerinde vektör alanları 

olmak üzere, 

    
        

               

Ģeklinde tanımlanan   bilineer formu her       
      için, 

1)                                                                             (simetriklik) 

2)          ve her   için                          (pozitif tanımlılık) 

Ģartlarını sağlayan   bilineer formuna Riemann metriği veya metrik tensör denir. 

       çiftine ise Riemann manifoldu adı verilir. 

Yukarıda pozitif tanımlılık Ģartı yerine daha zayıf olan, “Her     
      için 

         olması     olmasını gerektirir.” biçiminde verilen   bilineer formunun 

regülerlik Ģartı konulursa        ikilisine yarı-Riemann (pseudo-Riemann) manifoldu 

denir (Kühnel 2005). 

Regülerlik Ģartının koordinatlarla ifadesi        ve        için, 

        (     ) 
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Ģeklinde olur. Son eĢitlik her    için sağlandığından     
    olur. Bu denklem 

sisteminin      çözümüne sahip olması için, 

           

olması gerekir. Burada      ,     tensörüne karĢılık gelen matristir. 

Tanım 2.8.2:        Riemann manifoldu olmak üzere bu manifold üzerinde tanımlı   

lineer konneksiyon için eğer 

     

ise bu konneksiyona   ye göre metrik konneksiyon denir (Yano and Kon 1984). 

Teorem 2.8.3:        Riemann manifoldu olmak üzere bu manifold üzerinde tanımlı 

burulmasız bir tek metrik konneksiyon vardır.  

Tanım 2.8.4: Teorem 2.8.3’te verilen metrik konneksiyona Riemann veya Levi-Civita 

konneksiyonu adı verilir. 

Teorem 2.8.5:        Riemann manifoldu ve   bu manifoldun Riemann konneksiyonu 

olmak üzere her         
      için Kozsul formülü ile bilinen aĢağıdaki eĢitlik 

geçerlidir. 

                                  

                                  (2.11) 

    ,      ve      doğal koordinatları için, 
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   (                 ) 

(2.12) 

eĢitliği elde edilir. Buradaki    
  fonksiyonlarına,   Levi-Civita konneksiyonunun 

katsayıları denir. 

Tanım 2.8.6:        Riemann manifoldu ve    bu manifold üzerinde tanımlı Levi-

Civita konneksiyonu olsun. Her         
      için, 

                             

Ģeklinde tanımlanan   tensörüne Riemann eğrilik tensörü denir. 

  Levi-Civita konneksiyonu burulmasız olduğundan Yardımcı Teorem 2.7.4 direkt 

sağlanır. Ayrıca       tipli Riemann eğrilik tensörünün kontravaryant indisi 

indirilerek       tipli kovaryant tensör elde edilir. Yani, 

    
                 

olur.  

Teorem 2.8.7:        Riemann manifoldu ve  , bu manifoldun Riemann 

konneksiyonu olmak üzere, bu manifoldun Riemann eğriliği  , aĢağıdaki Ģartları sağlar: 

1)              

2)             

Yukarıdaki Teorem 2.8.7 de 
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eĢitliği 

    
               

             

Ģeklinde yazılabilir. Bu son eĢitliğin     ile kontraksiyonu sonucunda, 

    
         

       
         

     

yazılır ve buradan 

    
          

olur. 

Tanım 2.8.8:     
        eğrilik tensörü yardımıyla tanımlanan, 

  
 (    

       )      
            

tensörüne Ricci eğrilik tensörü denir. Burada   
 , kontraksiyon iĢlemi olup       tipli 

tensörü       tipli tensöre taĢır. Ayrıca Ricci eğrilik tensörü simetriktir. Yani 

        

dir (Kühnel 2005; Karaman 2016). 

Tanım 2.8.9: Ricci eğrilik tensörünün tam kontraksiyonuna skaler eğrilik denir.   ile 

gösterilen skaler eğrilik 

         

biçimindedir (Karaman 2016).  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Tanjant Demet 

Tanım 3.1.1:   ,    sınıfından  -boyutlu bir manifold ve    manifoldunun   

noktasındaki tanjant uzayı        olmak üzere, 

      ⋃       

    

 
(3.1)         

ile tanımlanan       kümesine    manifoldu üzerindeki tanjant demet denir (Yano 

and Ishihara 1973). 

      nin keyfi bir  ̃         noktası için   ̃     yazılımı,    manifoldu 

üzerindeki       nin doğal demet yapısını tanımlayan 

           

 ̃     ̃    

demet izdüĢümünü belirler.         ̃         kümesine ise    baz manifoldunun 

  noktası üzerindeki fibresi denir (Yano and Ishihara 1973). 

3.2. Fonksiyon ve Vektör Alanının Dikey Lifti 

Tanım 3.2.1:        bir fonksiyon ve            izdüĢümü olmak üzere 

                  

 fonksiyonuna   fonksiyonunun dikey lifti denir. 
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 ̃         üzerinde indirgenmiĢ koordinatlar        olmak üzere  

    ̃                 ̃            

dir. Böylece    ̃   değeri her fibre için sabittir ve      ̃     deki      değerine 

eĢittir (Yano and Ishihara 1973). 

Eğer  ,    de   form ise   operatörü vasıtasıyla    tanjant demette bir fonksiyon 

olarak tanımlanabilir.    nin bir   koordinat komĢuluğunda     formunun yerel 

ifadesi         ise      
          fonksiyonunun              üzerindeki 

indirgenmiĢ koordinatlara göre yerel ifadesi 

      
  

Ģeklindedir. Benzer Ģekilde  ,    de    sınıfından bir fonksiyon ve      
      

olduğundan    de        fonksiyonu        deki indirgenmiĢ koordinatlara göre, 

              

biçiminde ifade edilir (Yano and Ishihara 1973). 

Tanım 3.2.2:  ̃    
 (     ) vektör alanı ve      

      için  ̃      ise buradaki 

 ̃ e dikey vektör alanı denir. 

 ̃ nın yerel koordinatlardaki bileĢenleri (
 ̃ 

 ̃ ̅
) gösterilirse bileĢenler, 

 ̃       ̃        

  ̃       ̃ ̅   ̅      

  ̃      ̃ ̅   ̅    
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ve buradan da 

 ̃                   ̃ ̅    

bulunur.  ̃ dikey liftinin indirgenmiĢ koordinatlara göre bileĢenleri (
 ̃ 

 ̃ ̅
)  (

 
 ̃ ) dir. 

Tanım 3.2.3:  ,    de bir vektör alanı olsun.       de          olmak üzere 

               (3.2) 

 ile tanımlanan    bir vektör alanıdır. Bu vektör alanına   vektör alanının dikey lifti 

denir. 

   dikey liftinin indirgenmiĢ koordinatlara göre bileĢenleri, 

               

              
    

        
     ̅  ̅    

        
  

         
         

       ̅     ̅
     

       ̅ 
       

  

         ̅      

olur ve böylece  

   (
   

  ̅ )  (
 
  ) 

 

(3.3) 

Ģeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 
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3.3.   Operatörü 

      
      tensörü alınsın. Bu tensörün koordinatlarla yazılımı 

            

                            

Ģeklinde olur.   vektör alanı      Ģeklinde yazılarak   operatörü, 

                 

          ̅      ̅              (3.4) 

                

          ̅      ̅              (3.5) 

Ģeklindedir. 

Burada     ve   ,       tanjant demette birer tensör alanıdır. (3.4) ve (3.5) den 

    
      ve     

      olmak üzere yerel koordinatlarda 

    (
 

    
 )                 (

 
    

 ) 
(3.6) 

Ģeklinde olur. Eğer     
      ise          olarak kabul edilir (Yano and 

Ishihara 1973). 

3.4. Fonksiyon ve Vektör Alanının Tam Lifti 

Tanım 3.4.1:      
      fonksiyonu için       tanjant demette, 
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Ģeklinde tanımlanan    fonksiyonu   fonksiyonunun tam lifti olarak adlandırılır.     

fonksiyonu indirgenmiĢ koordinatlara göre  

                  (3.7) 

biçimindedir (Yano and Ishihara 1973). 

Tanım 3.4.2:     
      için            ile tanımlanan     

          

vektör alanına,   vektör alanının tam lifti denir.    vektör alanının        

komĢuluğunda indirgenmiĢ koordinatlara göre bileĢenleri, 

          ̅  ̅
         

       

       
        ̅   ̅  

        (   
 )              

       

  ̅       
  

ve buradan da 

   (
   

  ̅ )  (
  

     
 ) 

Ģeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

3.5. Fonksiyon ve Vektör Alanının Yatay Lifti 

Tanım 3.5.1:  ,    de bir lineer konneksiyon olmak üzere,     
      fonksiyonunun 

gradienti    Ģeklinde yazılabilir. Ayrıca   operatörü yardımıyla 

                (3.8)                 
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eĢitliği elde edilir. 

    
      fonksiyonu için       de, 

            

biçiminde  tanımlanan    fonksiyonuna,   fonsiyonunun yatay lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

         ve (3.8) eĢitliklerinden  

            

             
  

     
  (3.9) 

olur. 

Tanım 3.5.2:  ,    de bir lineer konneksiyon olmak üzere     
      için, 

            (3.10) 

Ģeklinde tanımlanan    vektör alanına   vektör alanının yatay lifti adı verilir. Ayrıca 

          eĢitliği vardır.   in ve   nın    deki yerel koordinatları sırasıyla    ve 

   
  dir.    ve     in koordinatları       de indirgenmiĢ koordinatlarda  

      (
 

     
 )       ve          (

  

     
 ) 

(3.11) 
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Ģeklindedir. Buradaki    
 ,    in kovaryant türevidir ve  

   
     

     
    

Ģeklindedir.    in bileĢenleri (3.10) ve (3.11) eĢitliklerinden 

   (
  

     
 )  (

 
     

 ) 

  (
  

      
   )  

(3.12) 

bulunur (Yano and Ishihara 1973). 

3.6. Lineer (Afin) Konneksiyonun Tam ve Yatay Liftleri 

Tanım 3.6.1:  ,    manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon olsun. Bu lineer 

konneksiyonun tam lifti  

                         

formülüyle tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 

Buradaki               tipli tensördür ve koordinatlarla     
      biçiminde ifade 

edilir. Ayrıca    nin katsayıları 

   
      

 ,    ̅
    ,    ̅

    ,    ̅
    ,    

 ̅      
 ,    ̅

 ̅     
 ,    ̅

 ̅     
 ,    ̅

 ̅    

formundadır. 
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Tanım 3.6.2: AĢağıdaki Ģartları sağlayan    lineer konneksiyonuna   lineer 

konneksiyonun yatay lifti denir (Yano and Ishihara 1973). 

1)   
       

2)   
       

3)   
                                                                                                 

4)   
            

3.7.  Ġkinci Mertebeden Tanjant Demet 

 ,  -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve   reel sayılar kümesi olsun. AĢağıda 

verilen       diferensiyellenebilir dönüĢümlerin kümesinde   denklik bağıntısı 

tanımlansın.  ,  ’den büyük bir tamsayı olmak üzere bir sabit tamsayı olsun.        

ve       dönüĢümleri  

            
      

  
 

      

  
    

       

   
 

       

   
  

koĢullarını sağlarsa   dönüĢümü   ye denktir ve     Ģeklide ifade edilir. Burada   ve 

  dönüĢümleri,              noktasını içeren {    } koordinat komĢuluğunda 

     yerel koordinatlarına göre sırasıyla          ve                 ile gösterilir. 

  denklik bağıntısı tarafından belirlenen her bir denklik sınıfı,   nin bir   jeti olarak 

adlandırılır ve   
     ile gösterilir. Bu sınıf        olacak Ģekilde bir       

dönüĢümüdür.   noktasına   jet   
     in hedefi denir.   nin tüm   jetlerinin 

kümesine r. dereceden tanjant demet denir ve     Ģeklinde gösterilir. 

{    }    nin bir koordinat komĢuluğu olsun, bir   jet   
           ,  

(       
        

 ) kümesi tarafından tek bir Ģekilde ifade edilir.     ,   da   nin 

koordinatlarıdır ve     
      

         
  sırasıyla 
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Ģeklinde tanımlanır.  Burada   nin yerel ifadesi              ve        için  

    de bir topoloji tanımlanabilir ve     bir diferensiyellenebilir manifold yapısına 

sahip olur. 

ġimdi     ya da     sınırlandırmalarını kabul edildiğinde     için    ,   

üzerindeki    tanjant demettir.         demet izdüĢümü  

  (  
    )    

ile tanımlanır.   nin her   jeti   nin bir tanjant vektörüdür. Ġkinci mertebeden tanjant 

demet    ,   üzerinde doğal demet yapısına sahiptir, bunun     
     demet 

izdüĢümü, 

  (  
    )    

 ile gösterilir. Eğer    (  
    )    

     ile      
       dönüĢümü tanımlanırsa, 

   ,     izdüĢümü ile    üzerinde bir demet yapısına sahip olur. Burada       

bir keyfi dönüĢümdür, öyle ki        dır. Buradan 

           

olduğu aĢikârdır. 

      bir   boyutlu Riemann manifold ve  ,   nin Levi-Civita konneksiyonu olsun. 

  nin ikinci mertebeden tanjant demeti    ,       diferensiyellenebilir eğrisinin 

    de       jetlerinin,    boyutlu manifoldudur. 



33 

 

 

 

    
     standart izdüĢümü   üzerinde     in doğal demet yapısını tanımlar. 

Eğer standart izdüĢüm       
      olarak alınırsa    ,     izdüĢümüyle birlikte 

   tanjant demetin bir demet yapısına sahip olur. 

Tanım 3.7.1:       ,   baz manifoldda bir koordinat sistemi ve  ,   da          

yerel gösterimine sahip bir eğri olsun. Eğer   
      ya ait bir   jetler alınırsa ve 

        ,    
   

  
(0),    

    

   
    tanımlanırsa   jetler    ,            kümesi 

tarafından tek olarak ifade edilmiĢ olur. Böylece           ,   
      da        den 

indirgenmiĢ koordinat sistemidir.   
      da            koordinatlarına indirgenmiĢ 

koordinatlar denir.            koordinatları 

                                                        ,   ̅    ,    ̿     

olacak Ģekilde {  } gibi yazılır.         indisleri {                        

           } aralığında değer alır. 

Tanım 3.7.2:   konneksiyonu kullanılarak bir vektör demet izomorfizmi 

            

                                                              ( ̇    (  ̇    ̇)   ) 

Ģeklindedir. Burada      ,    tanjant demetinin kendisiyle Whitney toplamıdır. 

     da   nin  ̇    tanjant vektörü,      da f nin hız vektör alanıdır ve   
 ̇   ̇

  ̇    

kovaryant türev,      da   nin kovaryant ivmesidir. 

Demet izomorfizm vasıtasıyla koordinatlar  
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  (        )             

Ģeklinde dönüĢür. Burada              
  dir. 

Tanım 3.7.3:   baz manifoldda bir   vektör alanı alınsın. Bu   vektör alanının tanjant 

demete yatay ve dikey liftleri sırasıyla    ve    Ģeklinde gösterilsin. Demet 

izomorfizm vasıtasıyla     de tanımlanan     ve    liftlere kısaca    liftler denir. 

  de bir   vektör alanının   da yerel ifadesi      

    olsun.     de           

vektör alanları {  } indirgenmiĢ koordinatlara göre verilmiĢtir.     de  {  }  

{     ̅   ̿} doğal çatıya göre 

            
 
    ̅    

 
    ̿

                   (3.13)  

       ̅        
 
    ̿                  (3.14) 

      ̿
                    (3.15)  

dir (de Leon and Vazquez 1985). Burada   
 
      

 
           

 
    

 
   

  

    
 

   
  ,    

    baz manifoldda   konneksiyonunun katsayılarıdır ve doğal çatı 

   
 

   
,    ̅  

 

   
,    ̿  

 

   
 dir. 

Tanım 3.7.4:   baz manifoldda   ve   vektör alanlarının   liftlerinin terimlerinde 

    de lie parantezleri aĢağıda verilmiĢtir: 

[      ]                                

[      ]         [       ]          

[  
 

   ]             

                                                       

(3.16) 
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Burada  ,   baz manifolddaki   Levi-Civita konneksiyonunun eğrilik tensör alanıdır 

ve                       Ģeklindedir (Djaa and Gancarzewicz 1985). 

3.8. Adapte OlmuĢ Çatı 

Tanım 3.8.1: Her koordinat komĢuluğunda (    ) vektör alanları yerine,    
 

    

bazları alınırsa (3.13)-(3.15) den      de {  } doğal çatıya göre 

       
   

 

   
           

   ̅    
   ̿  

  ̅      
  (

 

   
)

 

   ̅        
   ̿  

  ̿      
    

 

   
      ̿ 

olmak üzere {     ̅   ̿} çatısına   
      adapte olmuĢ çatı denir (de Leon and Vazquez 

1985). Adapte olmuĢ çatı {  }  {     ̅   ̿} Ģeklinde gösterilir. Burada        

indisleri {                                    } aralığında değer alır. 

Doğal çatı ile adapte olmuĢ çatı arasındaki bağıntı      
    Ģeklindedir. Burada  

  
  (

  
   

      
   

  

   
        

   
 

) 

dir. Ters matrisi de aĢağıda verilmiĢtir: 

 ̃ 
 

 (

  
   

     
   

  

  
          

    
       

   
 

) 
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         için      ̃ 
 

    kullanılarak (3.13)-(3.15) den {  } adapte olmuĢ 

çatıya göre 

               ̅         ̿   (3.17) 

elde edilir. 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA 

Bu bölüm (Gezer et al. 2016) makalesinde yayımlanan bulgulardan oluĢmaktadır. 

4.1.    Yatay Lift Konneksiyonuna Sahip Ġkinci Mertebeden Tanjant Demetlerin 

Eğrilik Özellikleri 

Önerme 4.1.1:   manifoldu üzerindeki   burulmasız bir lineer konneksiyonun     

deki    yatay lifti aĢağıdaki eĢitlikleri sağlar: 

  
               

 
      

Burada   ve  ,   üzerinde vektör alanlarıdır ve                 dir (Djaa and 

Gancarzewicz 1985). 

   yatay liftin koordinatlarla ifadesi {  } adapte olmuĢ çatıya göre, 

  
  

      
     

  
  

  ̅     
   ̅  

  
  

  ̿     
   ̿  

 

(4.1) 

Ģeklindedir.  Bu konneksiyonun eğrilik tensörü, 

                
          

           ̅      
        ̅  

           ̿      
        ̿ 

 

(4.2) 

Ģeklindedir (Gezer and Mağden 2017). 
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  eğrilik tensörü ile birlikte   lineer konneksiyona sahip bir              

manifoldu verildiğinde,     olmak üzere       tipli herhangi bir tensör alanı için 

         aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

                                            

                            

Burada              ve  ,   manifoldu üzerinde vektör alanları ve       ,   

üzerinde bir türevleme gibidir. 

Tanım 4.1.2:      ,   eğrilik tensörüne sahip bir Riemann (yarı-Riemann) manifoldu 

olsun. Eğer  , 

           

Ģartını sağlarsa bu uzaya yarı-simetrik uzay denir. 

Adapte olmuĢ çatıda     deki tüm  ̃ ve  ̃ vektör alanları için   (  ̃   ̃)    

tensörünün yerel olarak ifadesi aĢağıdaki gibidir: 

(   ( ̃  ̃)   )
     

            
     

          
   
         

   
        

   
       

   
   
        

   
        

   
        

   
       

(4.3) 

Benzer Ģekilde yerel koordinatlarla ifadesi, 

              
                  

           
             

           
            

           
            

           
        

Ģeklindedir. 
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Teorem 4.1.3:  ,   üzerinde burulmasız lineer konneksiyon ve    , ikinci 

mertebeden tanjant demet olsun.    ,     yatay lift konneksiyona göre yarı-simetriktir 

ancak ve ancak   baz manifoldu   ya göre yarı-simetriktir. 

Ġspat: (4.3) denkleminde        ̅   ̿        ̅   ̿   (   ̅  ̿)   (    ̅  )̿   

    ̅  ̿  ve   (   ̅  ̿) ifadeleri yazıldığında (4.2) denkleminde   (  ̃   ̃)    

tensörünün bileĢenleri, 

1) (    ̃   ̃)    
     
  

     
     

   
  

     ̅
  

    
  ̅

     ̿
  

    
  ̿

 

     
  

    
  

     
  ̅

  ̅  
  

     
  ̿

  ̿  
  

 

     
  

    
  

     
  ̅

   ̅ 
  

     
  ̿

   ̿ 
  

 

     
  

    
  

     
  ̅

    ̅
  

     
  ̿

    ̿
  

 

     
     

      
     

      
     

      
     

  

ve buradan 

   (  ̃   ̃)         
                             

              

dir. Benzer Ģekilde diğer bileĢenler 

2)    (  ̃   ̃)         ̅
             ̅                 

              

3)    (  ̃   ̃)         ̿
             ̿                 

              

bulunur. 

Bu denklemlerden görülür ki (   (  ̃   ̃)   )    ancak ve ancak              

dır. 
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   yatay lift konneksiyonun    burulma tensörünün sıfırdan farklı bileĢenleri, {  } 

adapte olmuĢ çatıya göre  

  
  
 ̅        

         
  
 ̅̅        

       (4.4) 

Ģeklindedir (Djaa and Gancarzewicz 1985). 

   yatay lift konneksiyonun    burulma tensörüne   (  ̃   ̃) türev operatörü 

uygulanırsa aĢağıdaki teorem elde edilir: 

Teorem 4.1.4:  ,   de bir burulmasız lineer konneksiyon ve    , ikinci mertebeden 

tanjant demet olsun.     de tüm  ̃  ̃ vektör alanları olmak üzere   (  ̃   ̃)      

olması için gerek ve yeter Ģart    nin    yatay lift konneksiyonun burulma tensörü 

olduğu yerlerde   baz manifoldunun   ya göre yarı-simetrik olmasıdır. 

Ġspat:    yatay lift konneksiyonun    burulma tensörüne uygulanan   (  ̃   ̃) türev 

operatörü, {  } adapte olmuĢ çatıya göre aĢağıdaki formdadır: 

   (  ̃  ̃)    
    
                 

           
           

           
          

           
      

(4.2) ve (4.3) denklemlerinden aĢağıdaki eĢitlikler elde edilebilir: 

(  ( ̃  ̃)    )
    

        ̅
                   

            

(  ( ̃  ̃)    )
    

        ̅̅
                   

            

Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 
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Teorem 4.1.5:  ,   baz manifold üzerinde bir burulmasız lineer konneksiyon ve    , 

ikinci mertebeden tanjant demet olsun.     de tüm  ̃ ve  ̃ vektör alanları için 

 
 ̃  ̃  ̃

     ̃  ̃  ̃      

dır. Burada  ,  ̃  ̃  ̃ vektör alanlarına göre dairesel toplamı ve   ,    yatay lift 

konneksiyonun burulma tensörüdür. 

Ġspat: {  } adapte olmuĢ çatıda (4.4) denkleminden direkt hesaplamalarla 

 
 ̃  ̃  ̃

  (   ( ̃  ̃) ̃)    
  
   

  
    

  
   

  
    

  
   

  
  

yazılır. 

  baz manifold üzerinde bir   Riemann metriği verilsin.     üzerinde tanımlanan bir 

 ̃ Riemann metriği, {  } adapte olmuĢ çatıya göre aĢağıdaki gibi tanımlanır (Ishikawa 

1980): 

 ̃   (

     

     

     

) 

   yatay lift konneksiyonun Ricci eğrilik tensörü     
    

   
          Ģeklinde ifade 

edilir.    
  nin sıfırdan farklı bileĢenleri        

  Ģeklindedir. Burada    ,   

üzerindeki   burulmasız lineer konneksiyonun Ricci tensörüdür.  ̃ metriğine göre    

yatay lift konneksiyonun    skaler eğriliği aĢağıdaki gibidir (Gezer and Magden 2016): 

   ̃
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       -boyutlu Riemann manifoldu üzerindeki projektif Ricci tensörü,  projektif 

eğrilik tensörünün kontraksiyonu ile elde edilir ve aĢağıdaki gibidir: 

       
 

   
          

 

 
        

Burada   ve  ,   üzerinde vektör alanlarıdır. Bu tanıma benzer olarak,    yatay lift 

konneksiyona göre       ̃  da yerel olarak projektif Ricci tensörü 

 ̃   
  

    
   

   
  

  
 ̃    

Ģeklindedir. Yukarıdaki eĢitlikte    
  ve   ̃   değerleri yazılırsa, projektif Ricci 

tensörünün sıfırdan farklı olan bileĢenleri aĢağıdaki gibi elde edilir: 

 ̃   
  

    
(    

 

  
   )  

 ̃  ̅   ̃  ̿   
 

  
     

 

(4.5) 

Teorem 4.1.6:  ,   baz manifold üzerinde bir burulmasız lineer konneksiyon ve     

ikinci mertebeden tanjant demet olsun.    yatay lift konneksiyonun projektif Ricci 

tensörünün simetrik olması için gerek ve yeter Ģart   nın Ricci tensörünün simetrik 

olmasıdır. 

Ġspat: Projektif Ricci tensörünün (4.5) ile verilen bileĢenleri ele alınırsa     Riemann 

metriği ve     Ricci tensörünün simetrik olmasından dolayı projektif Ricci tensörü de 

simetriktir. 

Teorem 4.1.7:          Riemann manifoldda Levi-Civita konneksiyon ve     ikinci 

mertebeden tanjant demet olsun.     nin   
  yatay lift konneksiyona göre projektif 
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Ricci yarı-simetrik olması için gerek ve yeter Ģart   Riemann manifoldunun   e göre 

Ricci yarı-simetrik olmasıdır. 

Ġspat:   ( ̃  ̃)  ̃ tensörü, {  } adapte olmuĢ çatıya göre 

                        (    ̃   ̃)  ̃        
   
         ̃     

   
         ̃   

bileĢenlerine sahiptir. 

(4.6) eĢitliğinde        ̅   ̿        ̅   ̿   (   ̅  ̿) ve        ̅   ̿ yazılarak (4.2) ve 

(4.5) in yardımıyla sıfırdan farklı bileĢenleri aĢağıdaki gibi bulunur: 

(   ( ̃  ̃)  ̃)
    

 
  

    
                

Son eĢitlikten sonuç açıktır. 
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5. SONUÇ 

Sunulan bu tezde ilk olarak    yatay lift konneksiyonuna sahip     ikinci mertebeden 

tanjant demetin yarı simetrik olması için gerek ve yeter Ģartın   baz manifoldunun   

burulmasız lineer konneksiyona göre yarı-simetrik olduğu elde edilmiĢtir. 

Ġkinci olarak    yatay lift konneksiyonun    burulma tensörüne     ̃  ̃  türev 

operatörü uygulanmıĢ ve 

  ( ̃  ̃)      

olması için gerek ve yeter Ģartın   baz manifoldunun   burulmasız lineer konneksiyona 

göre yarı-simetrik olduğu gösterilmiĢtir. Ayrıca  ̃  ̃ ve  ̃ vektör alanlarına göre  

 
 ̃  ̃  ̃

     ̃  ̃  ̃      

olduğu sonucu elde edilmiĢtir. 

Üçüncü olarak yatay lift konneksiyonuna göre projektif Ricci tensörünün sıfırdan farklı 

bileĢenlerinin 

 ̃   
  

    
(    

 

  
   )  

 ̃  ̅   ̃  ̿   
 

  
    

olduğu bulunmuĢ ve projektif Ricci tensörünün simetrik olması için gerek ve yeter Ģart 

elde edilmiĢtir. 
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Son olarak     nin   
  yatay lift konneksiyona göre projektif Ricci yarı-simetrik 

olması için gerek ve yeter Ģart bulunmuĢtur.  
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