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1. GIRIS

Geometri, fiziksel olaylar1 daha iyi anlamak i¢in insanin gorsel algisini zenginlestiren
matematigin bir alanidir. Tim fiziksel olaylar, belirli doniisiimlerle tanimlanan ama tek
basina bir anlam i¢cermeyen koordinatlar tarafindan belirlenen 6zelliklere sahip uzayda
yer alir. Diferensiyel geometri ise egrilerin, ylizeylerin ve yiizeylerin yiiksek boyutlara
genellemesi olan manifoldlarin (Ingilizce: many-fold (¢ok katli)) dzelliklerini analiz ve

lineer cebir araglar ile aragtiran geometrinin bir alt dalidir.

Riemann geometrisi, manifoldlarin 6zelliklerini, tizerlerinde tanimli olan Riemann
metriklerine gore arastirmayir amagclayan diferensiyel geometrinin bir konusudur.
Riemann geometrisinin gelisimindeki en ©nemli nokta, 1824 yilinda Oklid
geometrisindeki paralellik aksiyomunun diger aksiyomlardan bagimsiz oldugunu ve
Oklid dis1 tutarli bir geometrinin olabilecegini ilk fark eden Gauss’un 1827 deki
yiizeylere dair yaptig1r calismadir. Ancak, o donemdeki matematiksel araglarin kisith
olmasi Gauss’un fikirlerinin yavag bir bigimde gelismesine yol agmistir. 1854 yilinda
Gauss’un fikirleri Riemann tarafindan yeniden ele alinmis ve Gauss egriliginin
genellestirilmesi saglanmistir. Riemann’m bu konuda Oklid disi geometrilerin temel
problemini, yani fizik ve geometri arasindaki iliskiyr belirlemeyi amaglamistir.
Riemann’in formiile ettigi bu fikirler, Weyl’in 1913°teki calismasinda yer almistir ve bu
fikirlerin gorecelilik kuramima uygulanmasi 1916°da Einstein tarafindan yapilmigtir.
Ancak bu calismalarin higbirinde paralellik konu edilmemistir. 1917°de bir Riemann
manifoldundaki paralellik fikri Levi-Civita tarafindan ortaya konmustur. Buna karsin,
“(lineer) konneksiyon” terimine ilk kez Weyl’in 1918’deki ¢alismasinda rastlanir (De

and Shaikh 2009; Freeman 2011).

Bir (diizglin) Riemann manifoldundan yeni bir (diizgiin) Riemann manifoldu elde
etmenin yontemlerinden biri, Sasaki (1958)’nin yaptig1 gibi, onun her noktasindaki
ayrik tanjant uzaylarinin birlesimiyle tanjant demeti meydana getirmektir. Tanjant
demetlerin tarihgesine bakildiginda, c¢alismalarin genelde; yatay, dikey ve tam lift adi

verilen fonksiyonlar yardimiyla (baz) manifolddaki geometrik nesneleri demete



tagiyarak demet ile (baz) manifoldun geometrisini karsilagtirmak {izerine yogunlastigi

goriiliir (Abbassi 2008).

M diizglin manifoldu iizerinde ivme vektor alanlari ayni olan egrilerin denklik sinifi
olan ikinci mertebeden tanjant demetlerin geometrisi 1960’1 yillarda Yano, Ishihara,
Tani ve Morimoto tarafindan c¢alisilmaya baslanmistir. Tensor alanlari  ve
konneksiyonlarin ikinci mertebeden tanjant demetlere liftleri Yano ve Ishihara
tarafindan gelistirilmistir. Ishikawa, 1980 yilinda Riemann manifoldlarinin ikinci
mertebeden tanjant demetlerinde bir lift metrik tanimlamis ve onun bazi 6zelliklerini
incelemistir. Djaa ve Gancarzewicz (1985) bir lineer konneksiyonun ikinci mertebeden

tanjant demetine yatay liftini tanimlamistir.

Yari simetrik uzay ilk Cartan tarafindan 1923 yilinda incelenmistir. Daha sonra Szabo

1982 yilinda yar1 simetrik uzayin yerel ve genel siniflandirmasini vermistir.

Sunulan bu tezde "V yatay lift konneksiyona gére T2M ikinci mertebeden tanjant
demetlerin baz1 egrilik 6zellikleri arastirildi. Bu sebeple konunun anlasilabilmesi i¢in

ikinci boliimde ilgili 6zellikler ve tanimlar, kuramsal temeller baslig1 altinda verilmistir.

Ugiincii boliimde ise tanjant demet, fonksiyon ve vektor alanlarinin yatay, dikey ve tam
liftleri, lineer konneksiyonun tam ve yatay liftleri, ikinci mertebeden tanjant demet

hakkinda bilgi verilmistir. Adapte olmus c¢at1 tanimlanmustir.

Ddérdiincii boliimde yatay lift konneksiyonuna gore ikinci mertebeden tanjant demetin
yari-simetrik olma durumu incelenmistir. Projektif Ricci tensorii tanimlanarak
bilesenleri elde edilmistir ve son olarak projektif Ricci tensoriiniin yari-simetrik olmasi

icin gerek ve yeter sart verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez ¢aligsmast boyunca ihtiya¢ duyulan temel kavramlar konu biitiinliigline

uygun olarak sunulmustur.

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmim 2.1.1: n — boyutlu Oklid uzayinda bir agik alt kiime U olmak iizere

f:U—R

seklinde tanimli bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden biitiin kismi
tirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonu k. mertebeden diferensiyellenebilirdir denir

ve f € C*(U, R) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1993).

Tamim 2.1.2: M bos olmayan bir kiime olsun ve (M) kuvvet kiimesinin yani M nin
tiim alt kiimeleri ile bos kiimenin olusturdugu kiimenin asagidaki 6zellikleri saglayan

bir 7 alt kiimeler sinifi verilmis olsun:

1) M, € tdir,
2) t sinifinin tiyelerinin herhangi sayida birlesimi T nin elemanidir,

3) 7 sinifinin iiyelerinin sonlu sayida arakesiti T nin elemanidr.

Bu kosullart saglayan bir 7 ya M kiimesi {izerinde bir topoloji denir. (M, 7) ikilisine ise

topolojik uzay adi verilir (Suhubi 2008).

Tamm 2.1.3: (M, 1) topolojik uzayinda her p,q € M, p # q nokta ¢ifti i¢in p € U,
q €V velUnNnV =0 olacak sekilde U ve V kiimeleri bulunabiliyorsa (M, t) topolojik
uzayina bir Hausdorff uzay1 denir (Suhubi 2008).



Tamim 2.1.4: Topolojik uzaylarin siirekli f: M — N doniisiimii verilmis olsun. Eger f

birebir-6rten ve £~ ters doniisiimii de siirekli ise f doniisiimiine homeomorfizm denir.

f donlisimic homeomorfizm oldugu takdirde M ve N topolojik uzaylarina da

homeomorf topolojik uzaylar denir (Salimov and Magden 2008).

Tammm 2.1.5: M bir Hausdorff uzay olmak iizere her p € M icin, R" deki bir agik
kiimeye homeomorf olan bir U agik komsulugu bulunabiliyorsa M Hausdorff uzaymna
bir topolojik manifold ya da kisaca manifold denir. boy(R™) =n oldugu igin

manifoldun boyutu da n dir ve bu manifold M,, ile gésterilir (Sahin 2013).

Tanim 2.1.5 de verilen homeomorfizm ¢: U — @(U) c R" ise, (U, ¢) ikilisine bir
harita denir. M,, manifoldunun biitiin noktalarinin en az bir haritada yer almasi i¢in bu
acik kiimelerinin arakesitlerinin bostan farkli olmasi gerekir. ¢ bir homeomorfizm
oldugundan, p € U noktasinin koordinatlart x = @(p) € R"™ noktasinin koordinatlari
olarak tanmimlanabilir. Boylece ¢ homeomorfizmi M,, manifoldunun bir p noktasina
(x1(p), ..., x™(p)) n —lisini karsilik getirir. (x(p), ..., x™(p)) sayilarina p noktasmin ¢
altindaki yerel koordinatlari denir. Bu nedenle manifold, herhangi bir noktasinin
komsulugunda n tane bagimsiz koordinatla verilen bir kiime olarak da diisiiniilebilir

(Sahin 2013).

U NV # ¢ olmak tizere (U, @) ve (V,) iki harita ve U N V kiimesinde bir noktanin ¢
altindaki koordinatlar1 (x1, ..., x™) olsun. ¢ doniisiimiiniin ¢ ~* tersi oldugundan, U NV
de bir tek p noktasi vardir. p noktasinin i altindaki koordinatlar1 (y?, ..., y™) olsun. Bu

durumda bu koordinatlar arasinda,

(1/) ° (p‘l(xl, "'rxn))i

yi=fi(xt, ..., x™)

xt=g' ot e y™) = (@t L y™)!



esitlikleri yazilir, burada (x1, ...,x™) € (U NV), (¥L, ...,y €YU NV),i=1,..,n
seklindedir. 1 o ¢~ ve ¢ o1p~! homeomorfizmleri birbirinin tersi oldugundan, f* ve
gt fonksiyonlar1 siireklidir. U NV # ¢ durumunda f*(x?%,..,x™) ve g‘(y%, ..,y™)
fonksiyonlar1 k. mertebeden diferensiyellenebiliyorsa (¢, U) ve (¥, V) haritalari

k. mertebeden uyumludur denir. Eger U NV = ¢ ise uyumlu kabul edilir (Sahin 2013).

Tamm 2.1.6: M,, n-boyutlu manifold olmak {izere M,, lizerindeki haritalarin bir ailesi
olan A = {(U, ), (V,y),(W,§),...} kimesi igin asagidaki sartlar saglaniyorsa A
kiimesine M, iizerinde k. mertebeden diferensiyellenebilir yap1 veya atlas denir (Sahin

2013).

1) {U,V,W, ...} agik kiimeleri M, manifoldunun bir agik ortiistidiir.
2) A daki herhangi iki harita k. mertebeden uyumludur.

3) A maksimaldir, yani eger bir (U, @) haritas1 A daki biitiin koordinat haritalari ile
uyumlu ise bu durumda (U, @) € A dur.

‘e .
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Sekil 2.1. Diferensiyellenebilir yap:



Tamm 2.1.7: M,, n-boyutlu manifold olsun. Eger M,, manifoldu tizerinde k. mertebeden
diferensiyellenebilir bir atlas varsa M,, manifolduna k. mertebeden diferensiyellenebilir
manifold denir. Diferensiyellenebilir yapinin her bir haritasina M, manifoldunun

uyumlu haritas1 ad1 verilir.

Eger atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa M,, manifolduna C* sinifindan

diferensiyellenebilir manifold veya kisaca diizgiin manifold denir.
2.2. Tanjant Vektorler ve Vektor Alanlari

Tamm 2.2.1: M, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve p € M,, noktasindaki
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C*(M,, R) ve f € C*(M,, R) olsun.
(U, ), p noktasindaki bir harita ise ¢(p) = (x,...,x™) € R® denp = ¢~ 1(x1, ..., x™)

olurve g = f o ¢~ ! olmak iizere,

y=f® =f(e7 (" x™) = g, .., x™)

elde edilir.

ifadesi alindiginda n tane ¢* € R sayilari igin,

X,(f) = ZCa—f

bi¢iminde tanimlanan X,,: C* (M, R) — R lineer fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon,



n
2.6
oxt

i=1

seklinde ve bu sekildeki tiim fonksiyonlarin kiimesi T,(M,) ile gosterilsin. T, (M)

kiimesi lizerinde a € R i¢in,
(Xu, +X,) (F) = X3, () + X5, ()

(aX,)(F) = aXp(f)

seklinde toplama ve skalerle garpma islemleri sirastyla tanimlanirsa T, (M) kiimesi bu
islemlere gore R cismi iizerinde bir vektor uzayr olur. Bu vektoér uzaymma M, nin p
noktasindaki tanjant uzayr denir. Bu uzayin elemanlarina ise M, manifoldunun p

noktasindaki tanjant vektorleri ad1 verilir (Salimov and Magden 2008).

Tamim 2.2.2: M,, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve T,,(M,,) de manifoldun p
noktasindaki tanjant uzay1 olsun. Bu durumda her p € M,, noktasina T,,(M,) uzaymnda
yalniz bir tanjant vektoriinii karsilik getiren X diferensiyellenebilir doniisiimiine M,,

tizerinde vektor alani denir. Boylece M,, iizerindeki bir vektor alani,

Xp:My = U T, (My)

biciminde diferensiyellenebilir bir doniisim olur. Burada vektér alaninin

diferensiyellenebilir olmasi1 demek her f € C*(M,, R) i¢in,
Xf:M, > R

p — Xf(p) = Xp(f)



ile taniml1 fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasidir.

Yerel koordinat sisteminde bir X vektor alani,

bi¢imindedir (Sahin 2013).

Teorem 2.2.3: M, n-boyutlu bir manifold, T, M onun p noktasindaki tanjant uzay: ve p

nin (U,¢) haritasinda koordinatlart (x?,...,x™) olsun. Bu durumda T,M vektor

uzayinin bir bazi {(%)p o) (az—n)p} dir.

Tanim 2.2.4: {(%)p ) e (637)17} dogal bazina M nin p noktasindaki dogal ¢atis1 denir.

9 _ 0; yazilimi ile {04, ...,0,}

Bu cati genellikle nokta vurgusu yapilmaksizin, Py

seklinde gosterilir.
2.3. Tensorler

Tamm 2.3.1: B,,, n-boyutlu bir vektor uzay1 ve °B,, de B, vektdr uzaymin dual uzay

olsun. Bu durumda,

q tane p tane

t:B, X B, ..xB,x PB, x PB, ... x PB, — R

ile tanimlanan ve A;,4; € R, vy,v,,...v; € B, Ve Dvl, sz, e, Dvp € DBn olmak

lizere,

t(vl, ...,Alvk + sz,,(, ) = Alt(vl, . Uk, ) + Azt(vl, 'U],(, )



sartin1 saglayan t fonksiyonuna p. dereceden kontravaryant ve q. dereceden kovaryant

tensor denir. Burada v, vj, € B, (veya °B,) dir.

Bu tensorlerin kiimesi SZ(Bn) ile gosterilir ve 44,4, € R ve t;,t, € SZ(Bn) olmak

lizere,
(A1t1 + A2t2) (0, V3, ..) = A1t (1, V3, ) + Aptp (g, V3, -00)

dir. Burada A,t; + 4,t; € SZ(Bn) oldugundan SZ(Bn) bir vektér uzayr yapisina

sahiptir. Ayrica (p, q) ifadesi tensoriin tipini ifade eder (Sahin 2013).

Tamim 2.3.2: B, n-boyutlu bir vektor uzay1 ve °B, de B, vektor uzaymin dual uzay:

olsun. SZ (Bn), (p, q) tipli tensorlerin kiimesi olmak iizere,
C: 34 (By) — 21(By)
A— (C}A)(el, g, Wh L wPTh) = C{A(.,el, g1, W, ...Wp_l)}
ve

ig _ 1 -1
CGA= ZA(em, ey, ..qg_, W,w, ..wP™)
m

ile tammlanan operatdre kontraksiyon operatorii denir. Burada e,,, e, ...e4_1 ler B, de

baz ve w™, w?,..wP~ ! lerise P B,, de kobaz vektorleridir. Dolayisiyla bir kontraksiyon
operatorii (p,q) tipli bir tensorii (p —1,q — 1) tipli bir tensére dondstiriir (Sahin
2013).

Tamm 2.3.3: (0,2) tipli t(v,, v,) tensorii ele alinsin. A, 4 € R igin,



10

t' (v, v2) = At(vy, ;) + ut(vy, vy)

bi¢iminde bir t'(v,, v,) tensorii tanimlansin. Boylece A ve u reel degerleri i¢in sonsuz
sayida tensor elde edilir. Bunlardan herhangi biri A = u = % biciminde secilirse buna

karsilik gelen yeni tensore t(vq,v,) tensoriiniin simetriklesmesi denir ve Sim(t) ile

gosterilir. Yani,

1
Sim(t(vl, 172)) =2 (t(U1. vp) + t(vy, Ul))

dir. Eger degisken sayisi 3 tane olursa t(v,, v, v3) tensoriiniin simetriklesmesi,

1
Sim(t(v1» Uy, V3)) =3 [t(v1, V2, v3) + t(Vy, V3, V1) + t(V3, V1, V;)

+t(vy,v3, V) + t(v3,V,, V1) + t(vy, v, v3)]

bigiminde yazilir. Benzer olarak t'(vq, v,) = At(vy, vy) + ut(v,, v1) tensorlerinden bir
digeri ise A =—u= % secilerek elde edilebilir. O halde yeni elde edilen tensore

t(vy, v,) tensoriiniin antisimetriklesmesi denir ve Alt(t) ile gosterilir. Yani,

Alt(t(vy,v,)) = %(t(vl, v2) = t(v,11))

olur. Eger degisken sayisi 3 tane olursa t(v4, v, v3) tensoriiniin antisimetriklesmesi,

1
Alt(t(vl: Uy, Us)) =3 [t(vy, V5, v3) + t(Vy, V3, V1) + t(V3, V1, 13)

- t(vlf V3, 172) - t(v?n V2, vl) - t(UZ' V1, 173)]

bi¢iminde olur (Salimov and Magden 2008).
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Tamim 2.3.4: Eger Sim(t) = t(Alt(t) = t) olursa, t tensoriine simetrik (antisimetrik)

tensor ad1 verilir (Salimov and Magden 2008).
2.4. Tensor Diferensiyellemesi
Tamm 2.4.1: M,, C*® smifindan bir manifold ve Sg(Mn) de keyfi me M,

noktasindaki (p,q) tipli tensor uzayr olmak tizere M, manifoldunun her m € M,,

noktasina SZ (M,,) tensor uzayindan yalniz bir tg (m) tensorii karsilik getiren,

ty: My, — IH(M,)

m — th (m) € 30 (M,)

seklinde ifade edilen t doniisiimiine (p,q) tipli tensor alan1 adi verilir (Bishop and
Goldberg 1968).

Eger p =1,q = 0 alinirsa (1,0) tipli tensor alani yani bir vektor alani elde edilir.

Vektor alanlarinin kiimesi 35 (M,,) ile gosterilir.

Eger p =0,q = 1 alinirsa (0,1) tipli tensor alan1 yani kovektor alani (1-form) elde

edilir. Kovektdr alanlarmin kiimesi 39 (M,,) ile gosterilir.

Eger p = 0,q = 0 alinirsa her m € M,, noktasina skaler bir deger karsilik gelir. Yani
(0,0) tipli tensor alani reel degerli bir fonksiyondur. Reel degerli fonksiyonlar kiimesi

ise I9(M,,) ile gosterilir.

Tamim 2.4.2: Yerel koordinatlarla (p, q) tipli t tensér alani,

t=t Tdxeh® .. Qdri8d,® ..,
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seklinde ifade edilir. Burada tjl;.'_'.']l.s lere t tensor alaninin U koordinat komsulugunda

yerel koordinat sistemindeki koordinatlart adi verilir. Eger t;ll"']l.p = t}ll"';p (x)
g g
fonksiyonlar1 C* smifindan iseler t tensor alanina C* sinifindandir denir (Salimov and

Magden 2008).

Tanmmm 2.4.3: Asagidaki sartlar1 saglayan D:J(M,) — J(M,,) doniisimiine I(M,,)

cebirinin tensor diferensiyellemesi denir (Salimov and Magden 2008).
Her a,b € Rve t,s € I(M,,) i¢gin

1) D dontisiimii sabit katsayilara gore lineerdir, yani D (at + bs) = aD(t) + bD(s) dir.
2) Tensoriin tipi koronur, yani D (SZ (Mn)) c 30 (M) dir.

3) Leibniz kuralin1 saglar, yani D(t®s) = D(t)®s + t®D(s) dir.
4) D dontisimil tensorlerin  kontraksiyon iglemi ile yer degistirebilir. Yani C

kontraksiyon operatorii olmak tizere D(Ct) = C(D(t)) dir.
2.5. Lie Operatorii ve Lie Tiirevi

Tamm 2.5.1: M, C* smifindan bir manifold, U € M,, acik kiimesi iizerinde taniml

X,Y € 35(M,) vektor alanlart ile f € C*°(U, R) fonksiyonu verilsin.

(X, Y1(f) = XY(f) = YX(f)

seklinde tanimlanan doniistime X ve Y vektor alanlarinin Lie operatdrii (parantezi) adi

verilir. Burada X (f), f fonksiyonunun X vektor alan1 yoniindeki tiirevidir.

[X, Y] vektdr alaninin d; dogal ¢atisi cinsinden ifadesi
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[X,Y] = XY —YX = (X'0,;Y/ — Y'9,X7)0; (2.1)

bi¢imindedir. Burada 6zel olarak X = 0;, Y = 6]- alinirsa

[al’, 0]] =0

olur.

Lie parantezi asagidaki 6zelliklere sahiptir (Salimov and Magden 2008)

1) X, Y+Z]=[XY]+[X Z] (Lineerlik)

2) [X,fY]=X(/)Y + f]X, Y] (Leibniz sart1)

3) [X,Y]=-[Y,X] (Antisimetriklik)
4 [x[v.zZl|+|v. 12 X]]+[Z X, Y]]=0 (Jacobi dzdesligi)

Tamim 2.5.2: X,Y € I3(M,,) ve f € I3(M,,) alinsin. D = Ly diferensiyelleme islemi

1) Lxf = X(f),
2) LyY =[X,Y],

sartlarin1 saglarsa Ly e X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi denir (Salimov
and Magden 2008).

(2.1) esitligine gore LyY nin yerel koordinatlardaki ifadesi

LyY' = X*9, Yt — Y*9, X!

seklindedir. Lie diferensiyellenmesi islemi sonucunda bulunan degere Lie tlirevi denir

(Salimov and Magden 2008).
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Keyfi (p, q) tipli t tensorii i¢in Lie tiirevi formiild,
q p
i1wdp kA L1-dp K\, iy PNk
(LXt)jl...jq =X aktjl...jq + Z(OMX )tjl...k...jq Z(akX ”)tjl...jq
A=1 ”:1
seklindedir (Salimov and Magden 2008).

2.6. Lineer Konneksiyon ve Kovaryant Tiirev

Tamm 2.6.1: M,, C* smifindan bir manifold, X,Y,Z € 33(M,,) ve f € C*(U,R)

fonksiyonu i¢in,
V: 35 (M) — 35(My)
ile tanimlanan V doniistimii,
1) Vx+yz = VXZ + Vyz,
2) Vx(Y'l'Z) = VXY-l-VXZ,
3) vaY = fVXY,
4) Vx(fY) = X(f)Y + fVyY,
sartlarini saglarsa bu doniisiime lineer ya da afin konneksiyon denir (Sahin 2013).

(M,,, V) ciftine lineer konneksiyonlu uzay denir.

Tamim 2.6.2: V, C* smifindan bir M,, manifoldu {izerinde tanimli lineer konneksiyon

olsun. Her X,Y € J3(My,), her £, g € I3(My,) ve her t € 35 (M,) igin,

D= VX: T(Mn) - T(Mn)
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diferensiyelleme islemi,

1) VfX+th = vat + gVyt,
2) Vxf =Xf

sartlarini sagliyorsa Vy vektor alanina X vektor alani yoniindeki kovaryant tiirevi adi

verilir (Salimov and Magden 2008).

M,, manifoldun iizerindeki U koordinat komsulugundaki x’ yerel koordinatlar1 ve bu
komsulukta 2 = 0; dogal vektor alani ele alinsin. V45 = V; olmak iizere V; nin 0;
oxt i ]

vektor alanina uygulanmasiyla elde edilen vektor alani,
Vla] = Fllj 0 k

seklindedir. Burada Fl-lj = Filj(x), U komsulugunda tanimlanan C® sinifindan
fonksiyonlardir (Salimov and Magden 2008). Ayrica bu T, i’; katsayilarma V lineer

konneksiyonun katsayilari veya 2. tiir Christoffel sembolleri ad1 verilir.

. . . 1 P
Keyfi (p,q) tipli t tensorii i¢in kovaryant tirev Xi,..,X, € Ig(M,) ve w,..,w €

39(M,,) igin Vy ozelliklerine gore,

Wyt) (Xy, o, Xqw, 5;) —y <t (X1, Xqow, ﬁz))
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. . u .
bi¢ciminde ve yerel koordinatlarla bu ifade Y = 0y, X; = 0;,.,,A=1,...,q ve w = dx'#,

Ja’

uw=1,.., pigcin,

q P
il---ip _ lllp _ m lllp _ il llmlp
(VYt)jl...jq - aktjl...jq Z Fk]'/ltjl...m...jq Z katjl...jq
A=1 #:1
seklinde olur.
2.7. Egrilik ve Burulma Tensorleri
f€C®(U,R) fonksiyonunun tam diferensiyeli df = 9d;fdx' seklindedir.

Buradaki 9;f = f; ifadesi f fonksiyonunun tam diferensiyeli yardimiyla elde edilen 1-

formdur. Elde edilen 1-formun kovaryant tiirevi,
Vifj = 0if; — Tsf

= 0;0;f — T5(9f) (2.2)

seklindedir. Schwarz teoremine gore siirekli bir fonksiyonda kismi tlirevler yer

degistirebilir. Yani, d; 9;f = 0; 0;f yazilir. O halde,

Vifi =0;0:;f — T fi (2.3)
seklinde olur.

Tamm 2.7.1: (2.2) ve (2.3) esitliklerinden,
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ifi=Vifi =8 -T)fi =T,
bulunur. Burada

1
TLI; = E (Filj - 1—}11()

bigimindedir ve T; ¥ ifadesine V konneksiyonunun burulma tensérii adi verilir (Salimov
and Magden 2008). T; jk = —Tjik oldugu aciktir. Burulma tensoriiniin invaryant (genel)
formdaki yazilisi ise her X, Y € J3(M,,) icin,

T(X,Y) =V, Y — VX — [X,Y] (2.4)

seklindedir. Burada [X, Y], Lie parantezidir.

Tammm 2.7.2: Burulma tensorii sifir olan uzaylara burulmasiz uzaylar denir. Bu tiir

uzaylarda konneksiyon katsayilar1 simetrik olur. Yani,
f-Tf=0eT/=0
bigimindedir (Salimov and Magden 2008). Bu da V konneksiyonunun simetrik olmasi

anlamma gelir. Burulma tensoriiniin (2.4) big¢imindeki genel formu kullanilirsa

burulmasiz uzaylarda

[X, Y] = VXy - Vyx

esitligi elde edilir.

Tamm 2.7.3: V, C® smifindan bir M,, manifoldu {izerinde tanimli lineer konneksiyon

olmak iizere her X,Y,Z € 33(M,,) igin,
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R(X,Y,Z) = VyVyZ — VyVyZ — Vix y|Z (2.5)

seklinde tanimlanan tensore V konneksiyonunun egrilik tensorii denir (Salimov and

Magden 2008).
(2.5) esitliginden

R(X,Y,Z) = —R(Y,X,Z) (2.6)

oldugu aciktir.
X =20, Y =0;, Z= 0, dogal catist i¢in egrilik tensoriiniin ifadesi,

Riji = 0:Tj — 0;T + Tip IR — Tin ik (2.7)

seklinde olur.

(2.6) esitligi ise koordinatlarla

ya da

seklinde yazilir. Yani egrilik tensorii ilk iki alt indise gore antisimetriktir.
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v = v'0; € I5(M,,) vektor alani icin (1,1) —tipli V,v' kovaryant tiirevinin tekrar

kovaryant tiirevi alinirsa,
ViVsvt = 0, Vsv' + L Vsv™ — L Vvt

= 0,(0sv" + I v*) + Li(05v™ + TRvY) — L2V, v

= 05" + (0, T Jv* + I (0,0%) + Ll dsv™ + Ll L v — LV vt

= 0fv' + (0, I + LI V¥ + [ (0,v%) + Lidsv™ — Vvt (28)

ve benzer olarak

V.V vt = 020" + (0,5 + IL, [ v* + TY (0,0%) + T,0,v™ — T, vt (2.9)
esitligi bulunur. (2.9) esitliginin (2.8) esitliginden ¢ikarilmasiyla
V Vvl — ViV, vl = (8,T — 05Ty + Tip I — Lo Iivk — (TRV,, 08 — TRV, vY)
olur. Buradan,
Vi Vsv' = Rygiv® — 5,57, v (2.10)

elde edilir. Bu esitlige v* vektor alami igin Ricci 6zdesligi denir. Ayrica bu dzdeslik

icinde bulunan R, bilesenlerine ise V konneksiyonunun egrilik tensoriiniin bilesenleri

denir (Salimov and Magden 2008; Altunbas 2014).

Yardimci Teorem 2.7.4: M,,, C*smifindan bir manifold ve V ise bu manifold {izerinde
burulmasiz lineer konneksiyon olsun. R, burulmasiz lineer konneksiyonun egrilik

tensorll asagidaki esitlikleri saglar.
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1) Rij' + Ry + Ry =0,

2) VtRijkl + Vthikl + ViRjtkl = 0.

Ayrica yukaridaki ifadelere sirasiyla 1. Bianchi ve 2. Bianchi (Bianchi-Padov)

Ozdeslikleri denir.
2.8. Riemann Manifoldu

Tamim 2.8.1: M, C*smifindan bir manifold ve 33(M,,), M,, iizerinde vektdr alanlart

olmak tizere,
9: 35 (Mp) X 35(My) — C*(Mp, R)
seklinde tammlanan g bilineer formu her X, Y € 33 (M,,) icin,

1) g&X,Y)=9{,X) (simetriklik)
2) gX,X)=0veherXigcing(X,X) =0 X=0 (pozitif tanimlilik)

sartlarin1 saglayan g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor denir.

(M,,, g) ciftine ise Riemann manifoldu ad1 verilir.

Yukarida pozitif tanimlilk sarti yerine daha zayif olan, “Her Y € I§(M,) igin
g(X,Y) = 0 olmas1 X = 0 olmasint gerektirir.” bi¢giminde verilen g bilineer formunun
regiilerlik sart1 konulursa (M, g) ikilisine yari-Riemann (pseudo-Riemann) manifoldu
denir (Kiihnel 2005).

Regiilerlik sartinin koordinatlarla ifadesi X = X'9; ve Y = Y79 igin,

gX,Y) = g(0;,0,)X'Y) = g;; X'V =0
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seklinde olur. Son esitlik her Y/ icin saglandigindan gl—in = 0 olur. Bu denklem

sisteminin X* = 0 ¢ziimiine sahip olmasi igin,

Det(gij) *0

olmasi gerekir. Burada (g;;), g;; tensoriine karsilik gelen matristir.

Tanim 2.8.2: (M, g) Riemann manifoldu olmak iizere bu manifold {izerinde tanimli V

lineer konneksiyon i¢in eger

Vg=20

ise bu konneksiyona g ye gore metrik konneksiyon denir (Yano and Kon 1984).

Teorem 2.8.3: (M, g) Riemann manifoldu olmak iizere bu manifold iizerinde tanimli

burulmasiz bir tek metrik konneksiyon vardir.

Tamm 2.8.4: Teorem 2.8.3’te verilen metrik konneksiyona Riemann veya Levi-Civita

konneksiyonu adi verilir.
Teorem 2.8.5: (M, g) Riemann manifoldu ve V bu manifoldun Riemann konneksiyonu
olmak iizere her X,Y,Z € I3(M,,) icin Kozsul formiilii ile bilinen asagidaki esitlik

gecerlidir.

29(VxY,Z) =Xg(Y,Z)+Yg(Z, X) —Zg(X,Y)

X =0;,Y = 0; ve Z = 9) dogal koordinatlar1 i¢in,
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1 2.12)
Fif} = Eghk(aigjk + 09k — akgij)

esitligi elde edilir. Buradaki l“l-’} fonksiyonlarina, V Levi-Civita konneksiyonunun

katsayilar1 denir.

Tamm 2.8.6: (M,,, g) Riemann manifoldu ve V bu manifold iizerinde tanimli Levi-

Civita konneksiyonu olsun. Her X, Y, Z € 3%(M,,) igin,
R(X, Y, Z) = VXVYZ - Vyvxz = V[X,Y]Z
seklinde tanimlanan R tensoriine Riemann egrilik tensorii denir.

V Levi-Civita konneksiyonu burulmasiz oldugundan Yardimecir Teorem 2.7.4 direkt
saglanir. Ayrica (1,3) —tipli Riemann egrilik tensoriiniin kontravaryant indisi

indirilerek (0,4) —tipli kovaryant tensor elde edilir. Yani,

m —
Riji"9mi = Rij

olur.

Teorem 28.7: (M,,g) Riemann manifoldu ve V, bu manifoldun Riemann

konneksiyonu olmak iizere, bu manifoldun Riemann egriligi R, asagidaki sartlar1 saglar:

1) Rijm = —Riju

2)  Rijii = Riuj
Yukaridaki Teorem 2.8.7 de

Rijki = —Rijuk
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esitligi
Rijik" Gmi + Riji" Gmk = 0
seklinde yazilabilir. Bu son esitligin g** ile kontraksiyonu sonucunda,
Rijkmé“n’i + Rl]lm67£l =0
yazilir ve buradan

Rijkk =0

olur.

Tanim 2.8.8: R; jkl egrilik tensorii yardimiyla tanimlanan,

CL(Riji') = Ryt = Rjx

tensoriine Ricci egrilik tensorii denir. Burada €7, kontraksiyon islemi olup (1,3) tipli

tensorii (0,2) tipli tensore tasir. Ayrica Ricci egrilik tensorii simetriktir. Yani
Rjic = Ry;

dir (Kiihnel 2005; Karaman 2016).

Tamim 2.8.9: Ricci egrilik tensoriiniin tam kontraksiyonuna skaler egrilik denir. 7 ile

gosterilen skaler egrilik

T = g'*Ry,

bigimindedir (Karaman 2016).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet

Tammm 3.1.1: M,, C* smifindan n-boyutlu bir manifold ve M, manifoldunun p

noktasindaki tanjant uzayi T,,(My,) olmak tizere,

JUSESGRACS G

PEMp

ile tanimlanan T'(M,,) kiimesine M,, manifoldu lizerindeki tanjant demet denir (Yano
and Ishihara 1973).

T(My) nin keyfi bir p € T,,(M,) noktas: i¢in (p — p) yazihmi, M, manifoldu

tizerindeki T'(M,,) nin dogal demet yapisini tanimlayan

m:T(M,) — M,
p—n@)=p

demet izdiisiimiinii belirler. 7~ (p) = p € T,(M,,) kiimesine ise M,, baz manifoldunun

p noktas tizerindeki fibresi denir (Yano and Ishihara 1973).

3.2. Fonksiyon ve Vektor Alaninin Dikey Lifti

Tamm 3.2.1: f: M,, — R bir fonksiyon ve r: T(M,,) — M,, izdiisiimii olmak {izere
Vf = fom, Vf:T(M,) — R

fonksiyonuna f fonksiyonunun dikey lifti denir.
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p € m~1(U) iizerinde indirgenmis koordinatlar(x", y") olmak iizere

"F@) = "f(xy) = (fom)(®) = f(p) = f(x)

dir. Boylece " f () degeri her fibre icin sabittir ve p = m(p) € M,, deki f(p) degerine
esittir (Yano and Ishihara 1973).

Eger w, M,, de 1 —form ise ¢ operatorii vasitasiyla ww tanjant demette bir fonksiyon
olarak tamimlanabilir. M,, nin bir U koordinat komsulugunda w 1 —formunun yerel
ifadesi w = w;dx’ ise 1w € IY(T(M,)) fonksiyonunun ==1(U) c T(M,,) iizerindeki

indirgenmis koordinatlara gore yerel ifadesi
w = w;y*

seklindedir. Benzer sekilde f, M, de C* smifindan bir fonksiyon ve df € I9(M,,)
oldugundan TM de ((df) fonksiyonu w=1(U) deki indirgenmis koordinatlara gore,

t(df) = (0:1)y"

bi¢iminde ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

Tamm 3.2.2: X € S%(T(Mn)) vektor alani ve Vf € I3(M,,) i¢in X f = 0 ise buradaki
X e dikey vektor alani denir.

vh

X nin yerel koordinatlardaki bilesenleri ( > gosterilirse bilesenler,

XE
XVfF=0=>X"0,"f=0
> X0,V F+X"0;VF=0

= X", f + Xhopf =0
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ve buradan da

3 X" 0\ ..
bulunur. X dikey liftinin indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri <)?E> = ( Xh) dir.

Tamim 3.2.3: X, M,, de bir vektdr alani olsun. T (M,,) de 1w = w;dx" olmak iizere

"X (w) = V(X)) 3.2)

ile tamimlanan VX bir vektor alamdir. Bu vektor alanma X vektor alanmmin dikey lifti

denir.

X dikey liftinin indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri,

"X(w) = ")

"X19;(w) = V(w;X))

"X10;(wsy®) + VX7 0:(wsy®) = w;X!

X1 (005 (%) + ws(3y°)) + "XT((Grw5)y* + w*(3y°)) = w; X/

=YX/ =0,VX] =X/

olur ve boylece

Vyi
= <VXf> - ()?j) (3.3)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).



27

3.3. Y Operatorii

S e3P, . (M.) tensorii alinsin. Bu tensoriin koordinatlarla yazilimi
q+1Mn y

S=5"" 9, ®..Q 0;, ® dx' ® ...® dx*

1,51,.-48q
seklinde olur. X vektor alan1 X'9; seklinde yazilarak y operatorii,
yxS = (X277 0, ® . @ 0, ® dx™ © .. ® dx (3.4)

yS = IS5 )0, ® .. ® 0, @ dx™t ® .. ® dx’ (3.5)

seklindedir.

Burada yxS ve yS, T(M,) tanjant demette birer tensor alanidir. (3.4) ve (3.5) den

X € 35(M,,) ve F € 31(M,,) olmak iizere yerel koordinatlarda

/0 /0 (3.6)
YxF = (XiFih> YF = (yiFih>

seklinde olur. Eger S € I3(M,) ise yxS =yS =0 olarak kabul edilir (Yano and
Ishihara 1973).

3.4. Fonksiyon ve Vektor Alammnin Tam Lifti

Tamm 3.4.1: f € I3 (M,,) fonksiyonu igin T (M,,) tanjant demette,

°f = udf)
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seklinde tammlanan ©f fonksiyonu f fonksiyonunun tam lifti olarak adlandimlir. ¢f

fonksiyonu indirgenmis koordinatlara gore

°f =udf) = y*osf = of

bi¢imindedir (Yano and Ishihara 1973).

(3.7)

Tamm 3.4.2: X € I5(M,) icin °X ¢f = “(Xf) ile tammlanan °X € I}(T(M,))

vektor alanmna, X vektér alammn tam lifti denir. ©X vektdr alanmin 7~ 1(U)

komsulugunda indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri,

X'0; °f + °X'0; °f = y*0,(X'0:f)

X'0,(y°0f) + “X'0:(y°0sf) = y°(9:X")0if +y°X'050:f

CXi — Xi
fo — ysasxi

ve buradan da

Cy — Xt _( Xt >
- CXI - ysaSXi

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

3.5. Fonksiyon ve Vektor Alaninin Yatay Lifti

Tamim 3.5.1: V, M,, de bir lineer konneksiyon olmak iizere, f € I3(M,,) fonksiyonunun

gradienti Vf seklinde yazilabilir. Ayrica y operatorii yardimiyla

Vyf =y(Vf) = y°0,f

(3.8)
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esitligi elde edilir.
f € 39(M,,) fonksiyonu icin T (M,,) de,
U = fF —y(Vh)

bigiminde tanimlanan ?f fonksiyonuna, f fonsiyonunun yatay lifti denir (Yano and
Ishihara 1973).

Cf = y5d,f ve (3.8) esitliklerinden

Hf = °f —y(@f)
Hf=ysasf_ysasf

HE =0 (3.9)
olur.

Tamm 3.5.2: V, M,, de bir lineer konneksiyon olmak iizere X € 33 (M,,) igin,

Hx = CX —y(VX) (3.10)

seklinde tanimlanan #X vektor alanina X vektor alaminin yatay lifti adi verilir. Ayrica
y(VX) = V, X esitligi vardir. X in ve V nin M,, deki yerel koordinatlar: sirastyla X" ve

Fi}]-‘ dir. €X ve V, X in koordinatlar1 T(M,,) de indirgenmis koordinatlarda

A co [ XM (3.11)
Y(VX) - (ySVSXh) ve X = (ysasxh>
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seklindedir. Buradaki V,X", X" in kovaryant tiirevidir ve
b= 0 X" + TX

seklindedir. X in bilesenleri (3.10) ve (3.11) esitliklerinden

Hy (_y X" ) (3.12)

bulunur (Yano and Ishihara 1973).
3.6. Lineer (Afin) Konneksiyonun Tam ve Yatay Liftleri

Tammm 3.6.1: V, M, manifoldu iizerinde bir lineer konneksiyon olsun. Bu lineer

konneksiyonun tam lifti
“Vu, 1Y = H(7xY) + y(R(,X)Y)
formiilityle tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

Buradaki R(,X)Y (1,1) tipli tensordiir ve koordinatlarla RS]ij Y™ biciminde ifade

edilir. Ayrica “V nin katsayilari

CFh Fh CFh 0 CFh—O, Cr‘]—lil:() Cl-\h al"h CFh Fh Cl-\h Fh CF_H 0

11’ o e I

formundadir.
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Tamm 3.6.2: Asagidaki sartlari saglayan 'V lineer konneksiyonuna V lineer

konneksiyonun yatay lifti denir (Yano and Ishihara 1973).

1) vy Vvy=0
2) Hvyiy=0
3) e VY = V(WY)

4) Hvn VY = B(vgY)

3.7. ikinci Mertebeden Tanjant Demet

M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve R reel sayilar kiimesi olsun. Asagida
verilen F:IR — M diferensiyellenebilir dontisiimlerin kiimesinde ~ denklik bagintisi
tanimlansin. r, 1’den biiyiik bir tamsay1 olmak iizere bir sabit tamsay1 olsun. F: R — M

ve G: R — M doniistimleri

dF'(0) _ dG'(0) d"F'(0) _d"G'(0)
a.  dt 77 der 0 dtr

F'(0) = G'(0),

kosullarini saglarsa F dontisiimii G ye denktir ve F~G seklide ifade edilir. Burada F ve
G déniisimleri, P = F(0) = G(0) noktasim igeren {U,x'} koordinat komsulugunda
(x%) yerel koordinatlarina gore sirasiyla x' = Fi(t) ve x' = G'(t) (t € R) ile gbsterilir.
~ denklik bagintis1 tarafindan belirlenen her bir denklik sinifi, M nin bir r —jeti olarak
adlandirtlir ve j5(F) ile gosterilir. Bu smif F(0) = P olacak sekilde bir F: R — M
doniistimiidiir. P noktasina r —jet ji(F) in hedefi denir. M nin tim r —jetlerinin

kiimesine r. dereceden tanjant demet denir ve T"M seklinde gosterilir.

{U,xi} M nin bir koordinat komsulugu olsun, bir r —jet jp(F) (P € U),
(xi,y(il), ...,y(ir)) kiimesi tarafindan tek bir sekilde ifade edilir. (xi), U da P nin

koordinatlaridir ve y(il), y(iz), - y(ir) sirastyla
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; _dFY(0) _leFi(O) ; _ldTFi(O)
YO =g Y@ T gz YO T arr

seklinde tamimlanir. Burada F nin yerel ifadesi x" = F*(t), t € R ve P = F(0) igin
T"M de bir topoloji tanimlanabilir ve T"M bir diferensiyellenebilir manifold yapisina

sahip olur.

Simdi » =1 ya da r = 2 siurlandirmalarii kabul edildiginde r = 1 i¢in T*M, M

tizerindeki TM tanjant demettir. m,: TM — M demet izdiisiimii

m(jE(F)) =P

ile tanimlanir. M nin her 1 —jeti M nin bir tanjant vektoriidiir. Ikinci mertebeden tanjant
demet T2M, M iizerinde dogal demet yapisina sahiptir, bunun m,: T?M — M demet

1zdiisiimii,
m(j3(F)) = P

ile gosterilir. Eger m1,(j3(F)) = j3(F) ile my,: T?M — T'M déniisiimii tanimlanirsa,
T2?M, 1, izdiisiimii ile TM {izerinde bir demet yapisina sahip olur. Burada F: R — M

bir keyfi doniistimdiir, 6yle ki P = F(0) dir. Buradan
T[z = 7T10 77:12
oldugu asikardir.

(M, g) bir n —boyutlu Riemann manifold ve V, g nin Levi-Civita konneksiyonu olsun.
M nin ikinci mertebeden tanjant demeti T?M, f: R — M diferensiyellenebilir egrisinin

0 € R de j2f 2 —jetlerinin, 3n —boyutlu manifoldudur.
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m,: T2M — M standart izdiisiimii M iizerinde T2M in dogal demet yapisim tanimlar.
Eger standart izdiisiim m,,: T?M — TM olarak alinirsa T?M, m,, izdiisiimiiyle birlikte

TM tanjant demetin bir demet yapisina sahip olur.

Tamm 3.7.1: (U,x"), M baz manifoldda bir koordinat sistemi ve f, U da x* = fi(¢t)

yerel gosterimine sahip bir egri olsun. Eger m; 1(U) ya ait bir 2 —jetler alinirsa ve

. . . i . gz L
xt=fY0), y' = %(O), zt = (Zt’; (0) tanimlamirsa 2 —jetler j2f, (x',y! z') kiimesi

tarafindan tek olarak ifade edilmis olur. Boylece (x!,y', z"), m;1(U) da (U,x%) den
indirgenmis koordinat sistemidir. 7;1(U) da (x!,y%, z") koordinatlarina indirgenmis

koordinatlar denir. (x!, y, z') koordinatlart

olacak sekilde {¢4} gibi yazilir. A, B, C, ... indisleri {1,2,..,m;;n+ 1,n+ 2,...,.2n; 2n +
1,2n + 2, ...,3n} araliginda deger alir.

Tanim 3.7.2: V konneksiyonu kullanilarak bir vektdr demet izomorfizmi

S:T?M — TM@®TM
2f = (£(0), (ViyH) (0)
J »\Vi(o)
seklindedir. Burada TM@®TM, TM tanjant demetinin kendisiyle Whitney toplamidir.
£(0) da f nin £(0) tanjant vektorii, £(0) da f nin hiz vektor alanidir ve (Vf(o) £)(0)

kovaryant tiirev, f(0) da f nin kovaryant ivmesidir.

Demet izomorfizm vasitasiyla koordinatlar
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S (xhyl 2) — (vl )
seklinde déniisiir. Burada w® = z* + ySy"T¢,. dir.

Tamm 3.7.3: M baz manifoldda bir X vektor alani alinsin. Bu X vektor alaninin tanjant
demete yatay ve dikey liftleri swrasiyla X ve VX seklinde gosterilsin. Demet

izomorfizm vasitastyla T2M de tanimlanan 0, I ve I1 liftlere kisaca A — liftler denir.

M de bir X vektor alanmin U da yerel ifadesi X = X"% olsun. T2M de °%, 'x, "x

vektor alanlar1 {£4} indirgenmis koordinatlara gore verilmistic. T2M de {04} =

{0;, 07, 07} dogal catiya gore

°X = X/9; — y°T), X"09; — ] x"0; (3.13)
X = X/9; — 2y°T), X" 9 (3.14)
My — X7 0; (3.15)

dir (de Leon and Vazquez 1985). Burada C] = z™I} + ySy"(9,T) + T} I —

2st M), Tt M baz manifoldda V konneksiyonunun katsayilaridir ve dogal cati

m

0
oxt’

9; = ai=% 0 = - dir.

i’

Tamm 3.7.4: M baz manifoldda X ve Y vektor alanlarinin A —liftlerinin terimlerinde

T?M de lie parantezleri asagida verilmistir:

[°%, °Y] = °[X, Y] = "(R(X, V)y) = "(R(X, V) w)
[°%, 'Y] = '(VyY),  [°% "] ="(V4Y) (3.16)

[“X, *Y] =0,u A= 1L1I
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Burada R, M baz manifolddaki V Levi-Civita konneksiyonunun egrilik tensor alanidir
ve R(X,Y) = [Vy, Vy] — Vixy] seklindedir (Djaa and Gancarzewicz 1985).

3.8. Adapte Olmus Cati

Tamm 3.8.1: Her koordinat komsulugunda (U,x!) vektor alanlari yerine, X' = %

bazlar1 almirsa (3.13)-(3.15) den T2M de {dx} dogal catiya gore

0
E = °(X) = O(E) = 0; — y°T{{0z — C{0g,
4
I

d
=)= (5-) =0k - 2v°Tioy
l

0
E; = "(X;) = ”(E) = 0
l

olmak iizere {E;, E;, Er} catisia m, 1 (U) adapte olmus ¢at1 denir (de Leon and Vazquez
1985). Adapte olmus cat1 {EB} = {E;, E;, E;} seklinde gosterilir. Burada «,f,y ...
indisleri {1,2, ..., m;n+1,n+2,...,2n;2n+ 1,2n + 2, ..., 3n } araliginda deger alir.

Dogal cati ile adapte olmus ¢ati arasindaki baginti Eg = AﬁB dp seklindedir. Burada

dir. Ters matrisi de asagida verilmistir:

5k 0

A% = y X 5F
ck +2ysy Tkt 2ySTE  SF
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A=0,11I igin *X* = A% X" kullamlarak (3.13)-(3.15) den {Ej} adapte olmus

catiya gore
O = X'E;, 'X = X'E;, "X = X'E: (3.17)

elde edilir.



37

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliim (Gezer et al. 2016) makalesinde yayimlanan bulgulardan olugmaktadir.

4.1. MV Yatay Lift Konneksiyonuna Sahip ikinci Mertebeden Tanjant Demetlerin
Egrilik Ozellikleri

Onerme 4.1.1: M manifoldu iizerindeki V burulmasiz bir lineer konneksiyonun T?M

deki 7V yatay lifti asagidaki esitlikleri saglar:
0V 0, 1Y = A(VxY), HVu, Y =0

Burada X ve Y, M iizerinde vektor alanlaridir ve u = 1,11,A = 0,1,11 dir (Djaa and

Gancarzewicz 1985).
Hy yatay liftin koordinatlarla ifadesi {Ep} adapte olmus ¢atiya gore,

HinE]' = FiI;Ek’
Y, E; = TEER, (4.1)
"V E; = TKET,

seklindedir. Bu konneksiyonun egrilik tensorti,

"R(En, E)E; = Ry [Ex,
HR(Ey, EE; = Ry FEr, (4.2)

"R(En, E))E; = Ry [Ey,

seklindedir (Gezer and Magden 2017).
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R egrilik tensorii ile birlikte V lineer konneksiyona sahip bir M (boy(M) = 3)
manifoldu verildiginde, k > 1 olmak flizere (0, k) tipli herhangi bir tensor alani igin

R(X,Y).S asagidaki gibi tanimlanir:

(R(X,Y).S)(Xy, Xy, e, Xi) = —S(R(X, Y)X1, Xy, . Xi0)
— e = S(X1, X9y s Xeeer, RX, VX

Burada X;,X,,..., Xy, X ve Y, M manifoldu tizerinde vektoér alanlari ve R(X,Y), S

tizerinde bir tiirevleme gibidir.

Tamim 4.1.2: (M, g), R egrilik tensoriine sahip bir Riemann (yari-Riemann) manifoldu

olsun. Eger R,

R(X,Y).R =0
sartin1 saglarsa bu uzaya yari-simetrik uzay denir.

Adapte olmus catida T2M deki tim X ve ¥ vektor alanlari icin “R(X, V). "R

tensoriiniin yerel olarak ifadesi asagidaki gibidir:

~ ~ €
("R(X.7)-"R) 56, = "Rage "Ryss — "Ragy "Regs (43)

H T H £ H T H £
- RaBG RV‘M_ Raﬁa RyQ‘L’

Benzer sekilde yerel koordinatlarla ifadesi,

R(X,Y).-R)ijkim"™ = Rijp Rigm —Riji” Rpwm —Riji” Ricpm = Rijm Ricip'

seklindedir.
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Teorem 4.1.3: V, M iizerinde burulmasiz lineer konneksiyon ve T2?M, ikinci

mertebeden tanjant demet olsun. T2M, PV yatay lift konneksiyona gére yari-simetriktir

ancak ve ancak M baz manifoldu V ya gore yari-simetriktir.

ispat: (4.3) denkleminde a=(i,5D,8= G ;D v = (kkk).0=(L1]),0=
(m,m,m) ve &= (hhh) ifadeleri yazildiginda (4.2) denkleminde "R(X, 7). R

tensoriiniin bilesenleri,

Hp o o\ H h g hH h g hy P, H h p
1) ( R(X;Y)- R)ijklm = Rijp Rium + "Rijp "Rim + "Rijp HRklm
D h P h P h
—"Rijk. "Rytm — "Riji. "Rpim — "Rijk. "Riim

Hp PH h g, Py h gy H h
—"Rijit "Rypm — "Riji "Rikpm — "Riji "Ripm
h
H
Ry

S

H Py h g Py h g
—"Rijm "Rrp — "Rijm "Ry — "Rijm

il h 14 P h 14 h 14 m
=Rijp” Rkim™ — Rijk” Rpim — Riji” Rkpm — Rijm™ Riap

ve buradan

("R(X, V). "R)jjim" = (RO Y). R) et

dir. Benzer sekilde diger bilesenler

2) (HR(Y» ?)- HR)ijkerLE = (R(X, Y)-R)ijklmh

3) ("R(X, 7). HR)ijklr?ﬁ = (R(X, Y)-R)ijklmh

bulunur.
Bu denklemlerden goriiliir ki (HR(Y, 17). HR) = 0 ancak ve ancak (R(X,Y).R) =0

dir.
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Hy yatay lift konneksiyonun T burulma tensériiniin sifirdan farkli bilesenleri, {Ep }

adapte olmus catiya gore

TR = SRyt (4.4)

ijs

HTh prUp )

seklindedir (Djaa and Gancarzewicz 1985).

Hy vatay lift konneksiyonun T burulma tensériine HR()?, 7) tirev operatorii

uygulanirsa asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.1.4: V, M de bir burulmasiz lineer konneksiyon ve T2M, ikinci mertebeden
tanjant demet olsun. T?M de tiim X, Y vektor alanlar olmak iizere HR()?, 7). Hr =

olmast icin gerek ve yeter sart T nin MV yatay lift konneksiyonun burulma tensérii

oldugu yerlerde M baz manifoldunun V ya gore yari-simetrik olmasidir.

ispat: "'V yatay lift konneksiyonun #T burulma tensériine uygulanan ”R(X, ¥) tiirev

operatdri, {E; } adapte olmus ¢atiya gore asagidaki formdadir:

("R(X, V). ") opys’ = "Rapt"T,e" — "R

V aﬁy T

70

Raﬁe T &
(4.2) ve (4.3) denklemlerinden asagidaki esitlikler elde edilebilir:
("R(X, 7). HT)ijklE = yP(RX,Y). R) yjiy'
("R(X,7). HT)l.jk::l = 0 ((RX, V). R) ijpass”

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.5: V, M baz manifold iizerinde bir burulmasiz lineer konneksiyon ve T?M,

ikinci mertebeden tanjant demet olsun. T2M de tiim X ve ¥ vektor alanlari igin
H H v U\ 7
T("TX,Y)Z2)=0
232 ("TX,Y)Z)

dir. Burada o, X,Y,Z vektor alanlarma gore dairesel toplami ve AT, BV yatay lift

konneksiyonun burulma tensoriidiir.
Ispat: {Ep } adapte olmus catida (4.4) denkleminden direkt hesaplamalarla
% T(MT(X,V)Z) = "T5p "TS + "T5 "TS + T, TS,
yazilir.
M baz manifold iizerinde bir g Riemann metrigi verilsin. T2M {izerinde tanimlanan bir

g Riemann metrigi, {E; } adapte olmus catiya gore asagidaki gibi tanimlanir (Ishikawa

1980):

gij 0 0
Jpy = 0 g5 0

Hy yatay lift konneksiyonun Ricci egrilik tensorii HRaB = HRWB" seklinde ifade
edilir. HRa[; nin sifirdan farkli bilesenleri HRU = R;; seklindedir. Burada R;;, M
iizerindeki V burulmasiz lineer konneksiyonun Ricci tensériidiir. § metrigine gore 'V
yatay lift konneksiyonun “r skaler egriligi asagidaki gibidir (Gezer and Magden 2016):
YB H —

Ryp =

r=g 9" Rij=r
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(M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu iizerindeki projektif Ricci tensorii, projektif

egrilik tensoriiniin kontraksiyonu ile elde edilir ve asagidaki gibidir:
P(X,Y) = —— (Ric(X,Y) — = g(X, V)
’ _n—1(w ’ n I )
Burada X ve Y, M iizerinde vektdr alanlaridir. Bu tanima benzer olarak, 1V yatay lift

konneksiyona gore (T2M, §) da yerel olarak projektif Ricci tensorii

_ 3n H

_ H ~
Pug _3n—1( Raﬁ_ﬁgaﬁ)

seklindedir. Yukaridaki esitlikte HRaB Ve Jqp degerleri yazilirsa, projektif Ricci

tensorliniin sifirdan farkli olan bilesenleri agagidaki gibi elde edilir:

5 3n (R S )
ij = 5. \bMij =529 )
- N S
Py =Py =-3-9y

Teorem 4.1.6: V, M baz manifold iizerinde bir burulmasiz lineer konneksiyon ve T’M
ikinci mertebeden tanjant demet olsun. BV yatay lift konneksiyonun projektif Ricci
tensorliniin simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart V nin Ricci tensorliniin simetrik

olmasidir.

Ispat: Projektif Ricci tensoriiniin (4.5) ile verilen bilesenleri ele almirsa g; ; Riemann
metrigi ve R;; Ricci tensoriiniin simetrik olmasindan dolay: projektif Ricci tensorii de

simetriktir.

Teorem 4.1.7: V, (M, g) Riemann manifoldda Levi-Civita konneksiyon ve T2M ikinci

mertebeden tanjant demet olsun. T2M nin va yatay lift konneksiyona gore projektif
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Ricci yari-simetrik olmast igin gerek ve yeter sart M Riemann manifoldunun V, e gore

Ricci yari-simetrik olmasidir.

ispat: "R(X,¥). P tensorii, {Ep} adapte olmus atiya gre

(HR(X' 7) ﬁ)aﬁye = HRa/?yg ~€9 + HRaﬁOE ~y£

bilesenlerine sahiptir.

(4.6) esitliginde @ = (i, ,0), 8 = G, 1, ),¥ = (k. k, k) ve 8 = (,1,]) yazilarak (4.2) ve
(4.5) in yardimiyla sifirdan farkli bilesenleri asagidaki gibi bulunur:

3n

("R(E7).P) = 5

(R(X,Y)Ric)j

Son esitlikten sonug agiktir.
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5. SONUC

Sunulan bu tezde ilk olarak BV yatay lift konneksiyonuna sahip T2M ikinci mertebeden
tanjant demetin yar1 simetrik olmasi igin gerek ve yeter sartin M baz manifoldunun V

burulmasiz lineer konneksiyona gore yari-simetrik oldugu elde edilmistir.

ikinci olarak ™V yatay lift konneksiyonun T burulma tensérine YR(X,¥) tiirev

operatorii uygulanmig ve
HR(X,Y). 7T =0

olmasi igin gerek ve yeter sartin M baz manifoldunun V burulmasiz lineer konneksiyona

gore yari-simetrik oldugu gosterilmistir. Ayrica X, ¥ ve Z vektor alanlarina gore

H H v U\ 7\ —
2, " NZ) =0

oldugu sonucu elde edilmistir.

Ugiincii olarak yatay lift konneksiyonuna gore projektif Ricci tensdriiniin sifirdan farkli

bilesenlerinin

Py =Pg= 3,90

oldugu bulunmus ve projektif Ricci tensoriiniin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

elde edilmistir.
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Son olarak T2M nin HVg yatay lift konneksiyona goére projektif Ricci yari-Ssimetrik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart bulunmustur.
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