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Yiiksek Lisans Tezi
Damigman: Dog. Dr. Merve ILKHAN KARA
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Bu tez calismasinin amaci yeni tipte dizi uzaylar1 tanimlayip bu uzaylarin bazi topolojik
ozelliklerini verdikten sonra ¢esitli kapsama bagintilar incelemektir. Bu yeni uzaylar ile
klasik uzaylar arasinda tanimli baz1 matris siniflar1 karakterize edildikten sonra 6zel bazi
matrisler i¢in operator normlar1 hesaplanacaktir.
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The aim of this thesis is to define new types of sequence spaces and to examine various
inclusion relations after giving some topological properties of these spaces. Operator
norms will be calculated for some special matrices after characterizing some matrix classes
defined between these new spaces and classical spaces.
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1. GIRIS

Reel veya karmagik terimli tiim dizilerden olusan uzayin bir alt vektor uzayina dizi uzay1
denir. Dizi uzaylar1 toplanabilme teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Toplanabilme teorisi
fonksiyonel analizde ¢ok fazla uygulamasi bulunan genis bir teoridir. Toplanabilme
teorisini olusturan metodlar1 gelistirmek adina matris doniisiimii teorisi kullanilmustir.
Klasik toplanabilme teorisinde amag¢ yakinsak olmayan dizilere ya da serilere 6zel bir
doniisiim uygulayarak yakinsak dizilere ya da serilere doniistiirmektir. Bu amacla dizi
uzaylari arasinda en genel lineer operator bir sonsuz matris yardimi ile verilebildiginden

genel bir lineer operator kullanmak yerine sonsuz matrisler kullanilmasgtir.

Tiirev operatorii, diferansiyel operatorii gibi operatorler birer 6zel lineer operator olup
matematigin giinliikk hayatta en ¢cok uygulamaya sahip kavramlaridir. Bu yiizden lineer
operatdrler matematik ve uygulamali bilimlerde sik¢a ¢alisilan ve karsilasilan operatorlerdir.
Dizi uzaylar1 arasindaki matris doniisiimlerinin tasimasi gereken sartlar1 belirlemek aslinda
bu uzaylar arasindaki lineer doniisiimleri siniflandirmak anlamina gelmektedir. Bu
tezin en Onemli amaci, yeni tanimlanmis olan dizi uzaylar: iizerinde tanimlanan matris

doniistimlerini siniflandirmak olacaktir.

Literatiirde matris etki alan1 tanimu kullanilarak klasik dizi uzaylarindan bir¢ok yeni dizi
uzaylar elde edilmistir (bkz. [1]-[11]). Bu uzaylarin bircogu yeni birer normlu uzay
oldugundan bu uzaylar Fonksiyonel Analizde biiyiik bir 6neme sahiptir. Ciinkii normlu
uzaylar birer 6zel topolojik uzay olup giinliik hayatta ve fizikte bircok uygulama alanina

sahiptir.

Son zamanlarda [12] ve [13] nolu ¢alismalarda Euler totient matrisini kullanarak cesitli
dizi uzaylar1 tanimlanmigtir. Daha sonrasinda [14]’de bu matris yardimiyla paranormlu
dizi uzaylar1 tanimlanip bu uzaylarin bazi 6zellikleri incelenmistir. Kisa bir siire 6nce

[15]-[21]’de bu matris kullanilarak bir¢ok yeni dizi ve seri uzay1 tanimlanmustir.



Yakin zamanda Ilkhan ve ark. [22], Jordan totient matrisini kullanarak yeni dizi uzaylari
tanimladilar. Jordan totient matrisi, Jordan totient fonksiyonu yardimiyla tanimlanan
regiiler bir matris oldugundan bu calisma, sayilar teorisindeki bazi kuramlarin Fonksiyonel

Analiz Anabilim Dalinda uygulanmasi agisindan 6nem arz etmektedir.

Bu calismada, Jordan totient matrisinin daha genel bir hali olan Reisz-Jordan totient
sonsuz iiggensel matrisi tanimlanip bu matrisin £, £,, £ dizi uzaylarindaki matris etki alan
olusturularak yeni dizi uzaylar1 tanimlanacaktir. Daha sonra bu uzaylarin birer normlu uzay
oldugu gosterilecek ve bu uzaylarin klasik dizi uzaylari ile olan iligkileri incelenecektir.
Aralarinda lineer izomorfizm ve kapsama bagintilar1 olup olmadig1 arastirilacaktir. Son
olarak bu uzaylarin dualleri bulunup bu uzaylardan klasik dizi uzaylarina tanimh ¢esitli

matris doniistimlerinin siniflar1 karakterize edilecektir.

Bu matris 6zel durumlarda Euler totient, Reisz-Euler totient ve Jordan totient matrisine
doniismektedir. Dolayisiyla tanimlanacak yeni dizi uzaylar literatiirde var olan cesitli dizi
uzaylarindan daha genel ve daha kapsamli olacaktir. Ozel hallerde literatiirde mevcut dizi

uzaylar elde edilecektir.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde ¢alisma boyunca ihtiya¢ duyulan tiim temel bilgilere yer verilmistir.
2.1. BAZI TEMEL KAVRAMLAR
Tamim 2.1. U # 0 olmak iizere F reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: UxU—=U

2.1
(u,v) = u+v
FxU—U 22)
(a,u) — ow '

islemleri asagidaki ozellikleri saglasin.

Yu,v,t € U i¢in,

Al)u+veU,

A u+ (v+t) = (u+v)+t,

A3) u+ 6 = 0 +u = u olacak sekilde 6 € X vardur,

A4d) u+ (—u) = (—u) +u = 0 olacak sekilde (—x) € X vardir,
AS)u+v=v+u.

Va,B € F igin

Bl) au c U,

B2) a(u+v) = au+ av,



B3) (a+B)u = au+ Bv,
B4) o (Bu)=(a Bu ,
BS)Ilu=u,1€F.

Bu durumda U kiimesine F cismi iizerinde bir vektor uzay1 denir [23].

Tammm 2.2. U bir vektor uzay1 ve N de U’nun bir alt kiimesi olsun. Her u,v € N ve her

o, B € Nigin au+ Bv € N oluyorsa N kiimesine U’ nun alt vektor uzayi denir [23].

Tamm 2.3. U , F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. ||.|| : U — R fonksiyonu agagidaki
ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona U iizerinde bir norm denir. (U, ||.||) ikilisine normlu

uzay denir.

Yu,v € U ve Vo € Figin,
ND) |ul|=0<u=26
N3) [loul| = [orf[uf

N4) fluvi[ < flull + []v] 123].

Ornek 2.4. 1 < p < o olmak iizere u = (u,) € £, igin [|ul| = (X, [ua|?)/? olsun.
(¢p,]|-]) bir normlu uzaydir [23].

Tamm 2.5. (U, ||.||) bir normlu uzay olmak tizere U uzayinda bir (u,) dizisi verilsin ve

up € U olsun. Eger verilen € > 0 sayisina karsilik her n > ny i¢in ||u, — up|| < € olacak

sekilde bir ny € N sayis1 bulunabiliyorsa (u,,) dizisi uy noktasina yakinsaktir denir.

lim u,, = ug 2.3)

n—oo

seklinde yazilir [23].

Tamm 2.6. (U, ||.||) bir normlu uzay olmak iizere (u,) U uzayinda bir dizi olsun. Her
€ > 0 i¢in n,m > ng oldugunda ||u, — u,|| < € olacak sekilde bir ny sayis1 bulunuyorsa

(u,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [23].

Tanm 2.7. (U, ||.||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Banach

uzayi denir [23].



Tammm 2.8. U ,F cismi iizerinde tanimli bir vektor uzayi olsun. (.,.) : U xU — F
fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim, (U, (.,.)) ikilisine de i¢

carpim uzay1 denir.

DVu,v,t € U igin (u+v,t) = (u,t) + (v,t) dir.
2)Va € F, Yu,v € U igin (au,v) = o{u,v) dir.
3)WVu,v € U igin (u,v) = (v,u) dir.

4)Vu € U igin (u,u) > 0 dir.

5)Vu € U igin (u,u) =0 < u = 0 dir [23].

Tamm 2.9. (U, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve u € U olsun.
al} = /{ut, ) (2.4)
seklinde tanimli ||.|| fonksiyonu bir normdur ve i¢ carpimun iirettii norm olarak adlandirilir

[23].

Tamm 2.10. U bir i¢ carpim uzay1 olmak iizere U iizerindeki i¢ ¢carpimin iirettigi norm
Yu,v € U i¢in
e[| ]2 = vI[* = 2l + [[v]|*) (2.5)

esitligini saglar. Buna Paralelkenar Kurali denir [23].

Teorem 2.11. (U, ||.||) normlu uzaymin bir i¢ carpim uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Yu,v € U icin Paralelkenar kuralinin saglanmasidir [23].

Tamim 2.12. (U,{.,.)) i¢ ¢arpim uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Hilbert

uzay1 veya tam i¢ ¢arpim uzayi denir [23].

Tamm 2.13. U ve U’ aymi F cismi iizerinde iki vektdr uzay1 olsun. L:U — U’ operatorii

her u,v € U ve her @ € F icin
L(u+v)=L(u)+L(v) (2.6)

L(au) = aL(u) (2.7)

aksiyomlarim sagliyorsa L operatdriine U uzayindan U’ uzayina bir lineer operator denir

[23].



Tamm 2.14. L : U — U’ bir lineer operator olsun.

CekL={ucU:Lu=20'} (2.8)
kiimesine L operatoriiniin ¢ekirdegi veya sifir uzay: denir. Burada 6’, U’ uzayinn sifir
vektoriidiir [23].

Teorem 2.15. L lineer operatdriiniin bire-bir olmast i¢in gerek ve yeter sart CekL = {0}

olmasidir [23].

Tamm 2.16. U ve V normlu uzaylar olmak iizere L : U — V lineer bir operator olsun. Her
u € U i¢in
L)l < ellull (2.9)

olacak sekilde ¢ > 0 reel sayis1 varsa L operatoriine sinirli lineer operator denir [23].

Tamm 2.17. U ve V normlu uzaylar olmak iizere, L : U — V lineer operator olsun.

L
I =sup{% weUu 0}y =sup{IL@)l|:ucU,lul <1} (210

olmak iizere ||L|| degerine L operatdriiniin normu denir [23].

Tamm 2.18. U normlu uzayindan V normlu uzayina lineer bir izometrik izomorfizm,

normu koruyan yani her u € U igin,

IL()]lv = llully (2.11)

olan bire-bir ve orten L : U — V lineer operatoriidiir. Bu durumda U ve V uzaylarina lineer

izomorfiktirler denir ve U =V ile gosterilir [23].

2.2. DiZi UZAYLARI, MATRIiS DONUSUMLERI

Tanim 2.19. Reel ve kompleks terimli tiim dizilerinin kiimesi

o={u=(up):u:N—Fn—un)=u,} (2.12)

seklinde tanimlanir.



u= (up),v=(vy) € @ ve a € F olsun.

((un)a(vn)) — (un+vn) (2.13)

(a, (un)) — (Quy) (2.14)
seklinde taniml islemlere gére @ bir vektor uzayidir [24].

Tamm 2.20. ® uzayinin herhangi bir alt vektor uzayina dizi uzayi denir [24].
Asagida calisma boyunca kullanilacak klasik dizi uzaylarina yer verilmistir.
ly={u= () cw: Xy ||ukl? <o}, p>1

(p. dereceden mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1)
t={u=(m) € a: YL |ux| <o}

(Mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1)

loo = {u = (u) € @ : supy|ug| < oo}

(Simurh dizilerin uzayi)

co={u= () € @ : limy_,oo ey =0}

(Sifira yakinsak dizilerin uzay1)

c={u= () € 0: lim_,couy =1, €F}

(Yakinsak dizilerin uzay1)

bs={u=(u)cw: (T ux) € l}

(Smurh seri tegkil eden dizilerin uzayi)

cs={u=(u) e w: (L ux) €c}

(Yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzay1)



cso={u= (ux) € ®: (L}_,ux) € co}
(Sifira yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1)

Tammm 2.21. U bir lineer topolojik dizi uzay1 olmak iizere her n € N i¢in p, : U — F,
u — pp(u) = u, biciminde tanimh koordinat doniigiimleri siirekli ise U dizi uzayina

K-uzay:1 denir.
U bir K—uzay1 olsun. U tam lineer metrik uzay ise U dizi uzayina F K-uzay1 denir.

U bir FK-uzayi olsun. U uzayiminn metrigi normlanabiliyorsa bu uzaya BK-uzay1 denir

[24].

Teorem 2.22. (Silverman Toeplitz Teoremi) Bir A = (4,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlar:

1) sup,en 220:1 |)Lnk| < oo
2) Her bir k i¢in lim, e Ay = 0 dir.

3) Limy o0 Y5 A = 1 dir [24].

Ornek 2.23. (g;) pozitif sayilarin bir dizisi ve her n € N icin Q,, = Y %i—1 9k olsun. Riesz

matrisi £ = (e,)

% , 1<k<nise
e =4 O (2.15)

0 , k>nise
seklinde tanimlanmigtir. Q,, — oo icin bu matris regiilerdir. [24].
Tanim 2.24. A = (A,;) sonsuz bir matris ve U,V herhangi dizi uzaylar1 olsun. U bir vektor

uzay1 oldugundan herhangi u = (u,) € U dizisi siitun vektor olarak ifade edilebilir. Klasik

matris ¢arpimi kullanilarak

A A2 o A e U Y Mik
A Ap o A ... 7)) Y Aokuk
A Ay o A - Uy, Y1 Ankcik




elde edilir. Her bir n € N i¢in Y77 | A,xuy serisinin yakinsak oldugu kabul edilir. Eger
v=(vu) = (X5 Amkttx) € V oluyorsa A matrisine U dizi uzayindan V dizi uzayina bir
matris doniisiimii denir. Bu matris doniisiimii lineer bir doniisiimdiir. Au = v dizisine u

dizisinin A-doniistimii denir [24].

A, ile A matrisinin n. satirindaki dizi gosterilmektedir.

Tamim 2.25. A = (A,) sonsuz bir matris ve U bir dizi uzay1 olsun. A = (A,;) matrisinin

U dizi uzayi lizerindeki etki alan1 Uy ile gosterilir ve

Up={u=u,) cw:AucU} (2.17)

seklinde tanimlanir [24].

(U,V) ile U uzayindan V uzayina taniml tiim matrislerin siifi gosterilecektir. B(U,V)

ile U uzaymdan V uzaymna tanimli tiim sirh (siirekli) lineer operatorlerin sinifi

gosterilecektir.
Tamm 2.26.
U“:{t:(tk)ea):vu:(uk)eU,Z|tkuk]<oo}, (2.18)
k=1
Ub = {t =) € @:Yu=(u) €U, Z fruy yakinsaktir } , (2.19)
k=1

n
Z LUt

k=1

U'= {t: (tx) € @ : Yu = (uy) € U,sup

< oo} , (2.20)

uzaylari sirastyla U dizi uzaymnin -, -, y-dualleri olarak adlandirilir [24].

2.3. EULER TOTIENT FONKSIYONU VE JORDAN TOTIENT FONKSIYONU

Bu tez calismasi boyunca ¢, J, ve U sirasiyla Euler totient fonksiyonunu, Jordan totient
fonksiyonunu ve Mobius fonksiyonunu gosterecektir. Bu fonksiyonlar ve 6zellikleri i¢in

bakiniz [25].



Euler totient fonksiyonu ¢ : N — N

n

o)=Y 1

k=1,(k,n)=1

seklinde tanimlanir. Burada (k,n) ifadesi k ve n sayilarinin en biiyiik ortak bolenini
gostermektedir. Yani ¢(n) degeri n ile aralarinda asal olan n sayisinindan kiiciik pozitif

tam sayilarin sayisin1 vermektedir.

e(1)=1,0(2)=1,9003)=2,9(4) =2,9(5) =4, (2.21)
?(6)=2,0(7)=6,0(8) =4,0(9) =6,9(10) =4,....

Asagida Euler totient fonksiyonunun sagladig1 bazi 6zellikler goriilmektedir.

1. Hern € Nigin n = Y, ¢(k) dur.

2. n>1 ve p asal bolen olmak iizere @(n) = n[],,(1 - 1%) dir.

3. (m,n) =1i¢in @(mn) = @(m)e(n) dir.

Jordan totient fonksiyonu J, : N — N Euler totient fonksiyonunu genelleyen aritmetik bir
fonksiyodur. Burada r pozitif bir tam sayidir. Bu fonksiyonun ilging 6zellikleri ve bir¢cok
uygulamasi bulunmaktadir (bkz. [26]). r = 1 i¢in bu fonksiyon Euler totient fonksiyonunu

vermektedir.
Jordan fonksiyonu J, carpimsaldir, yani ny,n; € N sayilarinin en biiyiik ortak boleni 1
olmak tizere J,(nyny) = Jy(ny)Jy(ny) dir.

P} p5*...pi" ifadesi n € N sayisinin tek asal ayrigimi ise

- Ha- Yoot
Jr(n)=n"(1 p{)“ pg)(l P,r)

olur.

Ayrica agagidaki esitlikler saglanir.

ZJr(k) =n'.

k|n

10



Mobius fonksiyonu gt : N — {—1,0,1}

u(l)=1

— 0%, Q- s
ven=py py ..p; 1¢in

=0 =..=0y=1lise u(n)=(—1)

enazbirk € {1,2,...,1} icin oy # 1 ise u(n) =0

seklinde tanimlanir. Burada py, py, ..., p; farkli asal sayilar ve p‘lx1 p‘zxz... p;x’ degerin > 1
sayisinin asal carpanlara ayrilmig halidir. Yani p(n) = 0 ancak ve ancak n sayisinin 1 den

biiyiik kare ¢arpani vardir.

pu(l)=1u(2)=-1,u3)=-1,u(4)=0,u(5)=-1, (2.22)
,LL(6) = 17:“(7) = _17“(8> = 07“(9) = 0,“(10) =1,...

Bir dogal sayinin birden biiyiik pozitif bolenlerinin Mobius fonksiyon degerleri toplami

sifirdir. Yani

Y u(k)=0(n#1) (2.23)

k|n

dir.

®-toplanabilme olarak adlandirilan 6zel tipte toplanabilme methodu Schoenberg [27]
tarafindan [0, 1] araliginda genellestirilmis Dirichlet fonksiyonunun Riemann integralini
calismak amaciyla tanitilmistir. Bu metoda alisilmis yakinsama kavramindan daha zayif

bir 6zellik olarak ¢-yakinsama adi verilmistir. Her i € N i¢in

1
vi==2 0()u; (2.24)

e

11



olmak {iizere lim; ,.v; = L oluyorsa (u;) dizisi L sayisina @-yakinsaktir denir. & —

lim;_,0 u; = L ile gosterilir.

® = (¢;;) sonsuz matrisi (2.24) doniisiimii yardimryla

(p(l.j) , J|iise
0ij = (2.25)
0 , jtiise

seklinde tanimlanabilir. Bu matris [12] nolu calismada Euler Totient matris operatorii

olarak adlandirilmastir.

[27] nolu caligmada bu doniisiimiin regiiler oldugu gosterilmistir. Bu & matrisi agagidaki

tic kosulu saglar:

L supjen (X7 [935]) < oo,
2. Her bir sabit j € N i¢in lim; . ¢;; = 0,

3. limi*)oo 23‘0:1 (Pij =1.

Gergekten her 7, j € N igin ¢;; > 0, her bir sabit i € N i¢in }.7”; ¢;; = 1 ve her bir sabit
J € Nigin i — oo iken ¢;; — O dir. Bir regiiler matris ¢ uzayindan c uzayi igine limiti

koruyan bir doniisiimdiir.

Eger lim; o u; = L 1se @ — lim;_you; = L dir. @-yakinsak olup yakinsak olmayan dizi

Erdos [28] tarafindan bulunmustur.

Ornek 2.27. p; ardisik asal say1 olmak iizere (u;) dizisi

1 , i=2-3-...-pise
u; =
0 , diger durumlar

seklinde tanimlansin. Bu dizinin alisilmis anlamda yakinsak olmadig1 aciktir. Fakat

1
limv; = lim ~ Y @(j)u; =0
Jli

[—o0 i—yoo | 4

dir.

12



i=(2-3-...-p;)d;i ve (p;+11d;) olsun.

yazilir. lim;_,o(d; + p;) = oo oldugundan,

1
lim ——— Z (p(j)uj:()
[52-3-...-py 123y

oldugunu gormek yeterlidir. Ayrica her bir k > 1 i¢in

Y, euj=02)+e2:3)+ ..+ 023 p1) T (23 pyr)
123y

< Y e()+e2-3-...-p)
I3 pe

=23 ... pe1+0(2:3... )
2-3 L —{—ﬁ (1 - ) (2.26)
=2-3-...-p | — - — .
Pk 1 Pi
esitsizligi saglanir. P asal sayilar kiimesi olmak iizere
1
I1 (1 — —) =0 (2.27)
peP p
dir. (2.27) ve (2.26) den
lim > Y ¢(j)u; < lim : +H(1 1) 0
k—eo2-3 ... pr 23 ! = koo Pk 1 DI
elde edilir [28].
(2.24) doniistimiiniin tersi
Ly uc; (2.28)
U= ——= Z)JVj .
l (P(l) j|l J g

13



olarak verilir. Bu durumda ®~! = ( q)l.;l) ters matrisi (2.28) yardimiyla

us) . s
) ewl J|iise

N 0 , jtiise

seklinde formiile edilebilir. [27] nolu calismada bu ters matrisin regiiler olmadigi

gosterilmigtir.

Ilkhan ve Kara [12] @ matrisinin klasik uzaylarda etki alani olarak £,(®) ve lo(®P)

uzaylarini tanimlamiglardir.
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3. lu(Ry), £y(Ryr), £(Ryr) UZAYLARI

Bu bolimde Ryr matrisi kullanilarak /le(Ryr), £,(Ryr) (p > 1), ¢(Ryr) uzaylan

tanimlanacaktir.

On=q1+q>+ ...+ gn olmak iizere Ryr = (V,;) matrisi

I, (k :
il (k) , k|nise

n

0 , kinise,

Vik =

seklinde tanimlanmigtir. Bu matris Riesz Jordan totient matrisi olarak adlandirilacaktir.

r =1 ve her k i¢in g = 1 ise bu matris (2.25) ile tanimlt @ = (¢, ) Euler totient matrisine

doniismektedir.

r = 11se [29] nolu ¢alismada

k .
i qui Lk | nise
nk .
0 , kfnise

seklinde tanimlanan Re = (r,,) Riesz Euler totient matrisine doniismektedir.

Her & icin g; = 1 ise [22] nolu ¢alismada her bir r € N i¢in

J,(k)

r n"

an -

, k|nise

, kinise
seklinde tanimlanan Y" = (v], ) Jordan totient matrisine doniismektedir.

Ry matrisinin Ry,! = (v,,!) ters matrisi n,k € N igin

=
N
IR

, k|nise

0 , kinise

I
_
~
BN
S
S

(3.1)

(3.2)



seklinde hesaplanmistir.

lo(Ryr), £p(Ryr), ¢(Ryr) dizi uzaylar

(R - {u=< sup| - Y }
k\n
1 p
Cp(Ryr) = {M =(up) €@ Y | =Y qiJr(k)u| < 00} (1< p<oo),
n | %n kn
E(RYr) = {Lt = (un Z p qu.] Mk < 00}
n kln

olarak tanimlanir.

r=1veherkicin gy = 1 ise lo(Ry"), {,(Ryr), {(Ryr) uzaylari sirastyla [12] nolu ¢alismada

tanimlanan
loo(P) = {u=( : sup ;fp }
n kn
| P
{p(P) {u = (up) € @ Z ZZ(p(k)uk < oo} (1 < p<oo),
n k|n

uzaylarina doniismektedir.

r=1ise lu(Ryr), £,(Ryr), {(Ryr) uzaylar sirastyla [29] nolu ¢alismada tanimlanan
< m} ,

p
<oo} (1 < p<oo),

ZCMP Uk

k|n

RN SRR

ZCMD Ui

k\n

?)(Ro) = {u:(un Z

16



Z(]k(P

k\n

l(Ryp) = {u = (up) € Z

n

uzaylarina doniismektedir.

Her k i¢in g = 1 ise {o(Ryr), £,(Ryr), £(Ryr) uzaylar sirastyla [22] nolu ¢alismada
p
<w} (1 <p<eo),

g

Aksi belirtilmedigi siirece v = (v,,) dizisi bir u = (u,) dizisinin Ry--doniigiimii, yani her

tanimlanan

ZJ

k\n

leo(YT) = {u—( sup

LY st

k|n

(") = {u:(un Z

n

5 L

n kln

E(T’):{u:(un)ew Z

uzaylarina doniigmektedir.

n € Ni¢in
Vp = (Ryrut), ZQk r (3.3)

n k|n

olacaktir.

Teorem 3.1. (o(Ryr), £,(Ry), £(Ryr) uzaylart agagida verilen normlara gore birer Banach

uzayidir.

- ZC]kJ )i

n kln
p\ U/p
) (1< p<oo),

HMH&X,(RV SUP

ulle,rer) = (

el orery = Y

n

Y

Y audilk)

n kln

1
r ZQkJrU‘)”k

n kin

Ispat. Bu ispa literatiirde var olan ispatlara benzer teknikler uygulanarak yapildigindan

burada yer verilmemistir. [
Sonuc 3.2. {eo(Ryr), £,(Ryr), £(Ryr) uzaylar birer BK-uzayidir.

17



Teorem 3.3. U € {{«,{,,/} olmak iizere U(Ry) uzayr U uzayma lineer olarak

izomorfiktir.

Ispat. f doniisiimii U (Ryr) uzayindan U uzayma her u € U (Ry) igin f(u)

= Ryru seklinde

tanimlansin. f doniisiimiiniin lineer oldugu agiktir. Ayrica bu f doniisiimiiniin cekirdegi

sadece sifir vektoriinden olustugu icin bire-bir bir doniisiimdiir. f doniisiimiiniin 6rten

oldugunu ispat etmek i¢in v = (v;) dizisi U uzayinda herhang bir dizi olmak tizere

v AR
=15 ) g

kln

Vk

ile tanimli u = (u,) dizisi ele alinsin. (3.3) esitliginden

1
Ryru qu r = —rZCIkJr(k)
” k|n n kln Jlk
s EEutio =5 (2w
n kln jlk n kln \ jlk

ve boylece u = (u,) € U(Ryr) olur. |lul|zr,,)

korur.

Not 3.4. ¢/(Ryr) uzayi bir i¢ carpim uzayidir. (.,

tireten i¢ carpim olmak tizere (u, i), (g,,) =

n(h) o

Liwa

r
n Vn

Teorem 3.5. p # 2 i¢in £, (Ryr) uzay1 i¢ carpim uzay1 degildir.

Ispat. Her n € N igin

Uy =

veE

~ J, )

un —
Q_’l”

qn ’

seklinde tanimhi u = (u,) ve i = (é,) dizileri

(1,1,0,...,0,...) € £, ve Ryrii = (1,—1,0,...,0, ...

n ¢ift ise

n tek ise

n cift ise

n tek ise

alinsin.

1
— (1) Opvn = vn

= ||f(u)||o oldugundan f doniistimii normu

]

)¢, ¢2 uzay1 iizerinde ||.||,, normunu

(Ryru, Ryrit), seklinde tammlanir.

Bu durumda Ryru =

) € £, olur. Boylece

il o, Rpr) + 11—l g, (Ryr) 7 2 (HMHEP(RW) + ||ﬁ||zp(Rrr)>

18



elde edilir.

]

Teorem 3.6. 1 < p < g < oo igin £, (Ryr) C £4(Ryr) kapsama bagintisi kesin olarak saglanir.

Ispat. 1 < p < g <ooigin £, C £, oldugundan £,(Ryr) C £4(Ryr) saglanir. Ayrica, ¢, C 4,

kesin olarak saglandigindan bir ¢ = (1,,) € £,\¢, dizisi vardir. Her n € N i¢in

=Y

kin Jr(l’l)

u(z) O

ile tamiml u = (u,) dizisi £4(Ryr)\£p(Ryr) uzayina ait olur. Bu ise istenen kapsamin kesin

oldugunu gosterir.

]

Teorem 3.7. 1 < p < o icin £,(Ryr) C {os(Ryr) kapsama bagintis1 kesin olarak saglanir.

Ispat. 1 < p < oo igin £, C le

- " or
(up) dizisi u, = Zk|n(—1)k%q—f

u(s) 05

(QLZ Lk il (k) Eje(=1)! 7755
Coo(Ryr)\Ep(Ryr) dir.

9k

oldugundan ¢,(Ryr) C lw(Ryr) saglanir.

seklinde tanimlansin.

u =

Bu durumda Ryru =

) = ((=1)") € €\, elde edilir. Dolayistyla u €

Asagida calismanin diger boliimlerinde elde edilen esas sonuglari ispat etmek icin

kullanilacak temel bir teoreme yer verilmistir.

Yardimci Teorem 3.8. U,V € {{w,c,co,{,, ¢} ve p > 1icin A = (A;) € (U,V) olmasi

icin gerek ve yeter kogullar Tablo 3.1 den goriiliir. Burada ve bundan sonra N ile N

kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin ailesi gosterilecektir.

Cizelge 3.1. U,V € {lw,c,co,Lp, L} igin (U,V) sinifinin karakterizasyonu

Vilo|c|co| €ty | ¢
U
o 1. [4.] 9. | 14. ] 16.
c 1. | 5.] 10. | 14. | 16.
co 1. | 6. | 11. | 14. | 16.
‘y 2. (7. 12. [ - |17
I 3. /8. [13. 715 | 18.
I
sup Y [Aij| < oo
i

19
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sng‘?Lij|q<oo (3.5)
J
3.
slujp |Aij| < oo (3.6)
4.
her bir j € N i¢in lilm?Li ; mevcuttur (3.7)

lim 2;;
1

li}’nz M’ij’ = Z
J J
5. 3.4),(3.7) ve

lim Z A;j mevcuttur.
b
6. (3.4)ve (3.7)
. (3.5) ve (3.7)
. (3.6) ve (3.7)
9.

o N

1ilm;|xijy =0
10. (3.4) ve

her bir j € N igin lim4;; =0, (3.8)
lign;kij =0

20



11. (3.4) ve (3.8)
12. (3.5) ve (3.8)
13. (3.6) ve (3.8)

14.
sup Z Z l,] < o0
KeN ™ jEK
15.
squ’/lij‘p < oo
J i
16.
Aii| <o & Aiil < oo & Aii
Wb |G B | <o up )Y d| <o sup ) ) ) <
17.
Aiil <o
by Z i
18.
sup ) | Aij| < oo
J i
[30].
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4. UZAYLARIN «-, - VE y—DUALLERi
Bu boliimde bir 6nceki boliimde tanimlanmis olan £ (Ryr), £,(Ryr), £(Ryr) uzaylarinin
o-, B- ve y-dualleri hesaplanacaktir.

Ik olarak uzaylarin a-dualleri belirlenmistir.

Teorem 4.1. (..(Ry), £,(Ryr), £(Ryr) uzaylarmin o-dualleri:

1(z) O
neF.kln Jr(k) n

<m},

(boo(Ryr))* = {t = () €@:sup )

Fek

o __ r - su (%) Qk oo
(Lp(Ryr))* = {t =) Ew: 262 Ek L ) dn =t < },
. [ uE O |
(U(Ryr))* = {t— (th) Ew: kpneNE,k|n 700 _qn | < }

seklindedir.

Ispat. Herhangi bir t = (t,,) € o dizisi igin A = (8,;) matrisi

n(f) o
5nk = Jr(k) qn In ) k ‘ n
0 , kin

seklinde tanimlansin. U € {{«,£,,¢} olsun. u = (u,) € U(Ryr) olmak lizere her n € N i¢in
thtty = (Av), olur. Buradan u € U(Ryr) iken tu € ¢ olmast i¢in gerek ve yeter sartin v € U
iken Av € ¢ olmasi gerektigi sonucuna varilir. Dolayisiyla r € (U(Ryr))* ancak ve ancak

A € (U,?) olur. Yardimci Teorem 3.8 kullanilarak uzaylarin a-dualleri elde edilmis olur.

]
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Yardimci Teorem 4.2. [31, Teorem 3.1] Bir t = (#;) € o dizisi ve bir iiggensel IT = ()

matrisinin tersi (IT) ™! = ((7) ') yardimiyla E = (&) matrisi her n,k € N igin

n
gnk = Z tj(ﬂ’.);kl
j=k
olarak tanimlansin. Bu durumda U herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere
UVP={t=(t)cw:ZcU,0)},

Ve

olur.

Sonug olarak tanimlanan uzaylarin 8 ve y-dualleri asagidaki teoremde hesaplanmustir.

Teorem 4.3. Asagidaki kiimeler tanimlansin.

o) o
A;=<t=(tx) € ®: herbir k € Nigin lim Z — k2 =kt meveut
e S ) 4

3 p(p) o

Ay = {t: (k) Ew:sup)

ok

o) 0
<l
j—%dj']r(J) (]j /

i u(d) op

<o},

=L

k

J

" u(}) o
N L

Ay =t=(fy) € ®:sup
n.k

lo(Ryr), £p(Ryr), ¢(Ryr) uzaylarinin f3 ve y-dualleri
(Em(Ryr))B =A1NA3, (fp(Ryr))ﬁ =A1NA,, (g(RYr))ﬁ =A1NAy,

(loo(Ryr))Y =A2 (g=1), ({p(Ryr))" = Az, ({(Ryr))" = A4 olarak hesaplanr.
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Ispat. t = (ty) € ©, U € {lw, ), 0} ve E = (&) matrisi

uh o
e ) Dimwuiingye o 1Sk<n
o

0 , k>n

olsun. Boylece bir u = (u,) € U(Ryr) dizisi i¢in

n n ( ) QV n n (J) Q!

Ztk Z Z Vj) :Z ( Z t] k/ =k vk:(EV)n
k=1 k=1 (]|k (k) qk k=1 \j=k.k|j Jr (]) qj

elde edilir. Bu esitlikten u € U(Ryr) iken tu € cs olmast icin gerek ve yeter kosulun

v € U iken Xiv € ¢ olmasi gerektigi sonucuna varihr. Yani ¢ € (U(Ryr))P ancak ve

ancak E € (U,c). Boylece, Yardimer Teorem 3.8 kullamlarak ({w(Ryr))P = A; N A3,

(Lp(Ryr))P = A1 NAy, (U(Ryr))P = A NAy elde edilir.

Benzer sekilde bu son esitlikten u € U (Ryr) iken fu € bs olmast i¢in gerek ve yeter kosulun
v € U iken Ev € /s olmasi gerektigi sonucuna varilir. Yani 7 € (U(Ryr))? ancak ve ancak
E € (U,l). Boylece, Yardimcr Teorem 3.8 kullanilarak ({o(Ryr))Y = Ay with g = 1,
(£p(Ryr))Y = Az, ({(Ryr))" = A4 elde edilir.
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5. BELLI MATRIS DONUSUMLERI

Bu boliimde belli matris doniisiimleri sinifi karakterize edilecektir. Agasidaki teorem
lo(Ryr), £p(Ryr), £(Ryr) uzaylarindan /,cg,c,l. uzaylarina matris doniisiimlerini

karakterize etmek i¢in kullanilacaktir.

Teorem 5.1. p > 1, U € {{w,{,,{} ve V C @ olsun. Bu durumda A = (4;;) € (Ug,V)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

u(s) 0 .
01({) _ Zk ]]‘kﬂ‘lk‘]r(k) , 1<)<1
/ 0 L >l
ve 4
=)o

6= Y A

k=j,jlk Jr (k) qk

olmak iizere her bir sabit i € N i¢in @) = <91(J)) € (U,c) ve ®=(6;;) € (U,V) olmasidur.

Ispat. A € (Ugy,,V) ve u € Ug,, olsun. Bu durumda

1 [ J r
Y i = Y A (Zf((lji%wc) 5.1)
= r

j=1 k|j qj
k
= i( i 'ku(j)_;) J_iel(l)v]
— l —
= kg k) g =

esitligi saglanir. Au mevcut oldugundan her bir sabit i € N i¢in 0l e (U,c) bulunur.
Buradan (5.1) de [ — o iken Au = ®v elde edilir. Boylece Au € V olmas1 Ov € V
olmasini; yani ® € (U, V) olmasim gerektirir.

Karsit olarak her bir sabit i € N icin @) = (9;}) (U,c) ve ® = (6;;) € (U,V) olsun.
u € Ug,, segilsin. Bu durumda her bir sabit i € N i¢in (6;;) € U B olmasi her bir sabit i € N
icin (A;) € U;?Tr olmasini gerektirir. Boylece Au mevcut olur. (5.1) esitliginden [ — o

iken Au = Qv elde edilir. Buise A € (Ug,,,V) oldugunu gosterir. ]
Teorem 5.2. A = (A;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir:
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l. A€ (lo(Ryr),le) <
Loou()o;

Her bir sabit i, j € N i¢in }S?ok %:]'k/l Jr(k) qr

(’f) Q;
li A J
m Z k f]k

k=j,jlk

) n(5) Q;
“ I (k) i

=L

J

y 2

k=j,jlk

hm Z

J

n(h)
“I.(k) a1

L 2
k=j,jlk

sup ).

Lo

2. A€ (lu(Ryr) ) == (5.2), (5.3),
u)or

her bir j € N i¢in lim Aik
i k_Z|k l Jr(k) qi

(%) 0"
(k)

Z/l

l
k=j,jlk

- ¥ i

J

k
> u(5) 0]

A= Zi
Z g r(k) qk

k=j.jlk

lim}_

J

3. A€ (Lu(Ry),c0) <= (5.2), (5.3),

u(h oyl
*T.(k) a1

L 2
k=j,jlk

lim}’

J

4. A € (lo(Ryr), £) = (5.2), (5.3) ve

= u e
ZZ Z Aik],(k)a <

iEN jeK k=j,jlk

sup
N,KeN

Ispat. Bu teoremin ispati Yardimei Teorem 3.8 ve Teorem 5.1 kullanilarak elde edilir.

Teorem 5.3. A =

saglanir:

26

(5.2)

(5.3)

5.4)

(5.5

(5.6)

O]

(Aij) sonsuz bir matris ve p > 1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler



1. A€ (ly(Ryr),le) <= (5.2),

q

LY (5.7)

Z AlkJr(k) 9k

k=j.jlk

l
her bir sabit i € N i¢in sup Z
IeN j=]

5 n® o
ik 77N

(5.8)

sup)

L

2. A€ (£y(Ry),c) <= (5.2), (5.7), (5.5), (5.8).
3. A (Ly(Ryr),co) <= (5.2), (5.7), (5.8),

k\ Ar

N ,LL = .

her bir j € N igin lim ) AikQ% =0. (5.9)
Sy TR A O

4. A€ (Ly(Ryr),l) < (5.2), (5.7),

K\ A |9
= u(;) o’
sup Aig—~—
NEN; ieNk%Uc AR
[

Ispat. Bu teoremin ispat1 Yardime1 Teorem 3.8 ve Teorem 5.1 kullamlarak elde edilir.

Teorem 5.4. A = (4;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler saglanr:

1. A€ (U(Ryr),le) < (5.2),

Loou®)o;
her bir sabit i € N'igin sup| Y Ag——7 (5.10)
L,j k=j,jlk Jr<k) dk
k
= u(5)0
sup| ), Aixgy— (5.11)
i,j k=j.jlk f‘( )Qk

2. A€ ({(Ryr),c) < (5.2), (5.10), (5.5), (5.11).
3. A€ (L(Ryr),co) <= (5.2), (5.10), (5.9), (5.11).
4. A€ (U(Ry), ) <> (5.2), (5.10),

= ko
sup Aig———=
O]

Ispat. Bu teoremin ispati Yardimci Teorem 3.8 ve Teorem 5.1 kullanilarak elde edilir.
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Sonug 5.5. A = (4;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler saglanr:

1. A € (0o(Ryr), bs) i=> (5.2), (5.3),

<§>Qr
supZ Z Z < (5.12)
T |i=1 k= ”|k Jr(k) i
2. A€ (lo(Ryr),c5) <= (5.2), (5.3),
i u) o
her bir j € N igin li e tt 5.13
er bir j i¢cin 1lml;k_§’j|k lk]r © o mevcuttur ( )
hmZZ Y 2 (§>Qr Y limY Y (5>Q5‘.
J |I=1k= j]|k Jr(k) i 7| I=1k=j,jlk Jr(k) g
3. A€ (lo(Ryr),c50) <= (5.2), (5.3)
11mZZ ¥y 2 ()f‘:o.
k

=lk= ]j|k

J
Sonug 5.6. A = (4;;) sonsuz bir matris ve p > 1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

saglanir:

1. A€ (£y(Ry),bs) < (5.2), (5.7,

( )Q’ !
sup) Z Y 2 (5.14)
Jol=1k= Jj\k ) a
2. A€ (Lp(Ryr),cs) <= (5.2),(5.7), (5.13), (5.14).
3. A€ (Lp(Ryr),cs0) <= (5.2), (5.7), (5.14),
i b or
her bir j € N'igin lim ) )" lki((ljc;%: : (5.15)

l=lk=j jlk

Sonuc 5.7. A = (A;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir:
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1. A€ (6(Ry),bs) <> (5.2), (5.10),

sup
ij

(5.16)

ZZ ()Qr

I=1k= j]\k qk

2. A€ (U(Ryr),cs) <= (5.2), (5.10), (5.13), (5.16).
3. A€ ({(Ryr),cs0) < (5.2), (5.10), (5.15), (5.16).

Teorem 5.8. A = (4;;) sonsuz bir matris ve p > 1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

saglanir:

(@) A € (bo,p(Ryr)) = (¢, £p(Ryr)) = (c0,£p(Ryr)) <=

p

y r s,

jeK 1i i

sup Z

KeN

b) A e (£,4y(Ryr)) <

p

Z (Zl‘]r(l> Alj

sup -
D) g,

J i

Ispat. Verilen herhangi A = (A;}) € (e, ?,(Ryr)) matrisi i¢in yeni bir A = (A ;) matrisi
her i, j € N i¢in

5 q1Jr(1)
Aii = . —— A
J ; Q J

seklinde tanimlansin. Bu durumda herhangi u = (u;) € (. icin

3 QIJ
IR el O
7 TR
esitligi her i € N igin (Au); = (Ry-(Au)); olmasini gerektirir. Buradan u = (u;) € .
iken Au € £,(Ryr) olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun u = (u;) € /. iken Au € £,, olmasi
gerektigi sonucuna varilir. Boylece Yardimci Teorem 3.8 kullanilarak

p
< oo

Z Z qiJr(1) klj

-
Jjek 1ji Q;

s Y

elde edilir. n
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Teorem 5.9. A = (4;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanr:

(@) A € (oo, loo(RYr)) = (€, loo(Ryr)) = (0, loo(Ryr)) <=

(b) A € (U, l(Ryr)) <=

qlJ [
sup Z rr( )llj <
L |1 0

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 5.8 in ispatina benzer yontemle yapilir. 0

Teorem 5.10. Let A = (4;;) be an infinite matrix. Then, the following statements hold:

(@) A € (b, £(Ryr)) = (¢, £(Ryr)) = (co,£(Ryr)) <=

A
sup ). ZZC” 1 <

KeN i | jeK 1)i

(b) A€ (L,{(Ryr)) —

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 5.8 in ispatina benzer yontemle yapulir. [

Simdi feo(Ryr), £, (Ryr), £(Ryr) uzaylarindan o (Ryr) ve ¢(Ryr) uzaylarma taniml sinirlt
lineer matris operatorlerinin normlar1 hesaplanacaktir. Ilk olarak bu arastirmamiz icin

gerekli olan esas bir sonug verilecektir.

Yardimc1 Teorem 5.11. Herhangi bir A = (4;;) sonsuz matrisi igin sinirli lineer

operatorlerin normu

1Al oty = ANl 1,0y = SUP Y |41
i
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[All(e,..) = sup |4l
ij

1Al 6ty = Al e,0) = sup Z
N

)} |

ieK

1Al e, 00) = sup ) |
Joi
seklinde hesaplanir [24].

Teorem 5.12. A = (A;;) sonsuz bir matris olsun.

(a) Eger A € B({es(Ryr),loo(Ryr)) yada A € B({,,(Ryr),le(Ryr)) ise

u(h)
SUPZ ZJ (J) qu]
Jo1il

qi k|i

Ve

l

D
iyl

j|l C]l ki i

AN (e Ryr) o (Rer)) = (A (0 (Ryr) e (REr) SUPZ

olur.

(b) Eger A € B({(Ryr),l(Ryr)) ise

l

Jr(k
Z](j Z% kl‘ ®

S
ij |57 Ir(0) a4
ve l
j CIkJ
Al (e(Ryr) b (Ryr)) = SUP !
el = JZ,,Ja) AT
olur.
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(c) Eger A € B({os(Ryr),¢(Ryr)) yada A € B({,(Ryr),L(Ryr)) ise

wy Y yrhue

; Z QkJ
k|i

veE

l

q
3 Jr(
Yy iy ekl

ik |1 ) a <

||A|| o (Ryr),0(Ryr)) ||A|| p(Ryr) £(Ryr)) = Sup Z
KeF j

olur.

(d) Eger A € B({(Ryr),¢(Ryr)) ise

l

J JZC]kJ )Akl

r

)QZ k| i

sup Z

ve

T (| e(ryr),e(Ryr)) SUPZ

i

u(s) QkJ
J
N

olur.

Ispat. A = RTrAR{,l olsun. Teorem 3.3 den U (Ryr) ve U uzaylarinin lineer olarak izomorf
oldugu bilinmektedir. Boylece asagida verilen diyagramdan U € {{e, /), (} ve V € {{o,l}

olmak iizere [|All(y (ry) v (Ryr)) HA|| u,v) elde edilir.

U(Ryr) —2=V(Ryr)

Ry} T LRW

U Vv

A=Ryr AR}

Yardimci Teorem 5.11 kullanilarak istenilen ispat edilmis olur. [
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Tez ¢alismasinda kullanilacak olan matris sonsuz alt ticgensel bir matris oldugundan bu
matrisin tersinin oldugu bilinmektedir. Bu sebeple uzaylar tanimlandiktan sonra uzaylarin

duallerinin elde edilece8i ongoriilmiistiir.

Calismada tanimlanacak uzaylarin 6zel durumda Ilkhan ve Kara tarafindan [12] nolu
calismada tanimlanan uzaylara doniistiigii goriilmektedir. Dolayisiyla bu ¢alismada elde
edilecek Banach uzaylari [12] nolu ¢calismadaki uzaylarin da genel halidir. Diger taraftan
Jordan totient fonksiyonu kavrami, genel olarak matematigin sayilar teorisi alaninda
kullanilan bir kavram oldugundan bu ¢alismada, Jordan totient fonksiyonu yardimiyla
Banach uzaylar1 tanimlanmasi sayilar teorisindeki bazi kavramlarin fonksiyonel analiz

alaninda kullanilmasi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
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