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YUKSEK LiSANS TEZIi

YENI BiR JUNGCK-TIiPi SABIT NOKTA iTERASYON YONTEMININ
INCELENMESI

Esra ERBAS
Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Do¢. Dr. Yunus ATALAN
OZET

Sabit nokta teoride iyi bilinen teoremlerden biri olan Banach Daralma ilkesi bir¢ok
arastirmaci tarafindan genellestirilmis ve normlu uzaylardan metrik uzaylara kadar
farkli tiirden yapilar iizerinde sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Bu ¢alismada
Banach Biiziilme Ilkesinin dikkate deger genellemelerinden biri olan Jungck Daralma
Ilkesinden yararlanilmistir. Bu tez dort boliimden olusmustur.

Birinci bdliimde sabit nokta teorisinin tarihsel gelisimine yer verilmistir.

Ikinci boliimde daha sonra kullanilacak olan temel kavramlara yer verilmistir.
Ucgiincii boliimde yeni iterasyon ydntemi tamitilmis ve bu ydntem igin belirli bir
doniistim sinifi kullanilarak yakinsama, kararlilik, yakinsama hiz1 ve veri baglhilig: gibi

sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Dordiincii boliimde bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve ileride
yapilabilecek olasi ¢alismalara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Banach Daralma Ilkesi, Jungck Daralma ilkesi,
Iterasyon Yontemi, Yakinsaklik, Yakinsaklik Hizi, Kararlilik, Veri Baglhilig
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ABSTRACT

Banach Contraction Principle, one of the well-known theorems in fixed point theory,
has been generalized by many researchers and fixed point theorems have been obtained
on different types of structures from normed spaces to metric spaces. In this study,
Jungck Contraction Principle, which is one of the remarkable generalizations of
Banach Contraction Principle, was used. This thesis consists of four parts.

In the first chapter, the historical development of the fixed point theory is given.

In the second part, the basic concepts that will be used later are given.

In the third chapter, the new iteration method is introduced and fixed point theorems
such as convergence, stability, rate of convergence and data dependency are obtained

by using a certain mapping class for this method.

In the fourth chapter, the results obtained in this thesis study are summarized and
possible future studies are given.
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1. GIRIS

Matematikte bazi problemlerin ¢6ziimleri, uygun sartlar1 saglayan bir f fonksiyonu
icin  f(x) —x = 0 seklinde yazilabilen bir denklemin ¢oOziimiini bulmaya
indirgenebilir. Bu tipteki denklemlerin ¢6zliimii olan x noktalarma f fonksiyonunun
sabit noktalar1 denir. Sabit nokta teorisi diferansiyel ve integral denklemler [1-3],
yaklagim teorisi ve oyun teorisi [4] gibi ¢esitli alanlarda sahip oldugu genis uygulama
yelpazesiyle lineer olmayan analizin ilgi ¢ekici ve temel bir konusu olmustur. Bu teori
ayrica optimizasyon [5], fizik [6], ekonomi [7-8] ve tip [9-11] gibi alanlarin neredeyse
tamaminda ¢ok verimli uygulamalara sahiptir. Bu nedenle sabit nokta teorisi 6zellikle
son elli y1l icerisinde analiz ve topoloji temelinde yiikselen aktif aragtirma alanlarindan
biri olmus ve giiniimiizde de dinamik bir literatiire sahip ¢alisma sahasi olarak

arastirmacilarin ilgisini gekmeye devam etmektedir.

Geometrik olarak sabit nokta tanimi y = x dogrusu iizerindeki nokta anlamina
gelmektedir. Bir sabit noktanin varligi ve tekligi igin insa edilen teoremlere sabit nokta
teoremleri adi verilir. En tinlii varlik ve teklik teoremlerinden birisi 1922 yilinda
Banach [12] tarafindan ispatlanan ve Banach Daralma ilkesi (Banach Contraction
Principle) olarak adlandirilan teoremdir. Bu teorem tam metrik uzaylarda kendi
lizerine tanimli bir daraltan (contraction) doniisiimiin tek bir sabit noktaya sahip
olacagini belirtmesinin yaninda teklikle belirlenen bu sabit noktaya ulagabilmek i¢in

adina iterasyon denilen bir yontem sunar.

Yukarida sozii edilen iterasyon yontemlerine dair yapilan caligmalardaki temel
diisincenin genel olarak belirli doniisiim smiflar1 kullanilarak olusturulan bu
algoritmalardan elde edilen dizilerin hangi sartlar altinda sabit noktaya yakinsak
oldugunun belirlenmesi, yakinsama davranisinin baska yontemlerle olan denkligi,
yakinsama hizinin test edilmesi, iterasyon yonteminin veri baghiliginin analizi ve

kararl1 olup olmadiginin tespiti olarak siniflandirilmasi miimkiindiir.

Banach Daralma Ilkesinde kullamlan Picard iterasyonunun genislemeyen
(nonexpansive) doniisiimlerin sabit noktasina yakinsayamamasi nedeniyle yeni
iterasyon yontemleri tanimlanarak bu problem asilmaya g¢alisilmistir. Bu yaklasim

sonucunda bir¢ok iterasyon yontemi literatiire kazandirilmis ve yeni iterasyonlarin



tanimlanmasina dair calismalar giiniimiizde de popiilaritesini korumaya devam

etmistir.

Bir iterasyon yonteminden elde edilen dizi belirli bir doniisiim sinifinin sabit noktasina
yakinsarken bagka bir doniislim sinifinin sabit noktasina yakinsamayabilir. Bu
problem iterasyon yontemleri i¢in yakinsamanin denkligi kavramini ortaya ¢ikarmisg
ve literatiirde bulunan iterasyon yontemleri ile yeni tanimlanan iterasyon
yontemlerinin yakinsama anlaminda denk olup olmadiklar c¢esitli uzaylarda

incelenmistir [13-19].

Yakinsama anlaminda denk olduklari gosterilen iki iterasyon yonteminden hangisinin
daha hizli bir sekilde ilgili donligiimiin sabit noktasina yakinsadiginin tespitinin

yapilmasi ile genis bir literatiir olusturulmustur [20-26].

Bir iterasyon yonteminden elde edilen dizinin kullanilan doniisiimiin sabit noktasina
yakinsak oldugu gosterildikten sonra, bu iterasyon yoOntemi icin adina yaklasim
operatorlii denilen bagka bir doniisiim kullanilarak elde edilecek yeni dizinin de
yaklagim operatoriiniin sabit noktasina yakinsak oldugu gosterilebilir. Boyle bir
durumda her iki doniisiimiin sabit noktalarinin birbirlerine ne kadar yakin oldugu ve
bu mesafenin nasil hesaplanacagi sorular1 karsimiza veri baghligi kavramim
¢ikarmaktadir. Sabit nokta iterasyon yontemlerinin veri bagli olup olmadigina dair

farkli tiirden yapilar tizerinde bir¢ok ¢alisma mevcuttur [27-37].

Matematiksel olarak kararlilik kavramu, iizerinde calisilan yapiya uygulanacak kiiciik
degisimlerin isleyisi bozamamasi olarak diisiiniilebilir. Bu baglamda sabit nokta
iterasyon yontemlerinin kararliligi {izerine bir¢ok calisma yapilmistir. Buradaki
yaklasim; kullanilan iterasyon yonteminden elde edilecek dizi yerine, hesaplama
hatalar1, yuvarlama hatalar1 vb. nedenlerden dolay1 bagka bir dizi elde edilmesine

ragmen yeni dizinin de donilisiimiin sabit noktasina yakinsamasi olarak karakterize

edilebilir [38-44].

Banach Daralma Ilkesinde kullanilan doniisiimiin daraltan olmasi1 nedeniyle
arastirmacilar daha farkli doniistim tipleri i¢in bu teoremin ¢esitli genellemelerini elde
etme yoluna gitmistir [45-47]. Bu teoremin dikkate deger genellemelerinden biri 1976
yilinda Jungck [48] tarafindan degismeli dontisiimler kullanilarak yapilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tez ¢alismamizin bu boliimiinde daha sonra kullanacagimiz bazi temel kavramlara yer

verilmigtir.

Tamm 2.1. X bos olmayan bir kiime ve d: X X X - R™ bir fonksiyon olsun. Her

x,y,z € X igin;

. d(x,y)=0
. dx,y)=0ex=y
. d(x,y) =d(y,x)
iv. d(x,y)<d(x2z)+d(zy)

sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,
(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [49].

Tanmm 2.2 (X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 iginn >
ny oldugunda, d(x,,x) < € olacak sekilde bir ny = ny(¢) € N varsa, {x,} dizisine

x € X noktasina yakinsaktir denir [49].

Tanmm 2.3 (X, d) herhangi bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her ¢ >
0 i¢in m,n > ny oldugunda d(x,,, x,) < € olacak sekilde bir n, = n, (&) sayisi varsa

{x,} dizisine Cauchy dizisi denir [49].

Tanim 2.4 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her {x,} Cauchy dizisi yakinsak

ise, X uzayina tam metrik uzay denir [50].

Tanmm 2.5 (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f: X — Y bir doniisim ve x, € X olsun.
Her € > 0 sayisi igin, d(x, xy) < 6 oldugunda p(f ), f (xo)) < ¢ olacak sekilde bir
6 = 6(xp,€) > 0 sayisi varsa, f doniisiimiine x, noktasinda siireklidir denir. Eger f

doniistimii X in her noktasinda siirekli ise f ye X te siireklidir denir.

f siirekli bir doniisiim olmak iizere yukarida sozii edilen § > 0 sayis1 her x, € X
sayisindan bagimsiz olarak bulunabiliyorsa, yani § sayist sadece €’a bagl ise, f’ye

diizgiin stirekli doniisiim ad1 verilir [51].



Teorem 2.6 (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay olmak tizere f : X — Y doniisiimii ve x,, €

X noktasi verilsin. Asagidakiler denktir:

a) f: X - Y donlisimii x, € X noktasinda siireklidir.

b) ‘rllljgxn = x, kosulunu saglayan her yakinsak (x,) dizisi i¢in rlzl—t?o flxy) =
f( Tlli_r)zloxn) esitligi vardir.

Bu teoremin bir sonucu olarak stirekli fonksiyonlar i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.7 (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay olmak iizere f : X — Y doniistimii verilsin.

f doniisiimiiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul X uzayinda yakinsak her (x,,)

dizisi i¢in f (limxn) = limf (x,) esitliginin saglanmasidir.
n—oo n—oo

Yani bir fonksiyonun siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul yakinsak dizileri

yakinsak dizilere dontistiirmesidir [51].

Tamim 2.8 V bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:V XV -V ve:F XV —
V islemleri tanmimlansin. Eger her x,y,z €V ve «a,f € F igin asagidaki sartlar

saglantyorsa, V ye F cismi tlizerinde vektor uzayi denir:
Vix+yeV.

V2.x+(y+z)=((x+y)+z

V3. x + 6 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € V vardir.

V4. x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € V vardur.
V5. x+y=y+x.

V6.a-x€V.

Viia-(x+y)=ax+a-y.

V8. (a+B) x=a-x+p-x.



VO. (a-B)-x=a-(B"x).

V10.1-x = x.

F = Rise V ye reel vektor uzayi, F = Cise V ye kompleks vektor uzay adi verilir [52].

Tamim 2.9 X bir vektor uzay ve A € X olsun. Her x,y € A igin
B={zeX:z=ax+ (1—a)y, 0<a<l1l}cA

ise A kiimesine konvekstir denir [51].

Tanim 2.10 X bir vektor uzay olsun ve F =R olmak iizere, ||.|:X = F

fonksiyonunun x noktasindaki degeri ||x|| ile verilsin. Bu fonksiyon
Nl ||[x]| =0 x=286

N2.Her a € Fve her x € X i¢in ||a - x|| = |a] - ||x]|

N3. Her x,y € X i¢in [[x + y|| < |lx|| + Iyl

sartlarin1 sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna X {izerinde bir norm, (X, ||-]|) ikilisine de

normlu uzay denir [53].

Tamim 2.11 X normlu uzay ve x, y € X olsun. Eger X uzayi, d(x,y) = ||x — y|| norm

metrigine gore tam ise X e Banach uzayi denir.

X’in reel veya kompleks vektor uzay olusuna gore Banach uzayi da reel veya kompleks

Banach uzay1 olarak adlandirilir [54].

Tanmm 2.12 F = R veya F = C olmak iizere V, F iizerinde bir vektor uzayi olsun.
f:V — [ operatoriine fonksiyonel denir. Eger f lineer ise f ye lineer fonksiyonel denir
[49].

Tamm 2.13 X bir normlu uzay ve {x,}, X te bir dizi olsun. Eger

lim ||x, — x| =0
n—>0o



olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma goére

yakinsaktir) denir ve bu durum lim x,, = x seklinde ya da kisaca x,, = x ile gosterilir.
n—->oo

Buradaki x noktasina {x,} dizisinin kuvvetli limiti ad: verilir [49].

Tanim 2.14 X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Eger
Tx =x (2.1)

olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T ’nin sabit noktasi denir ve T nin tiim

sabit noktalarinin kiimesi F (T') ile gosterilir [55].

Ornek 2.15

i. EgerX=RveT:X > X, Tx = Vx2 — 8x + 40 ise F; = {5}.
ii. EgerX=RveT:X->X,Tx=x—5ise Fp =0.
iii. EgerX =[0,1]veT:X = X, Tx = cos(cosx) ise Fr = {0.739}.

iv.  EgerX =[0,1]veTx = x — 1+ ise Fr = {0}.
Tamim 2.16 X bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x, y € X igin
d(Tx,Ty) < A-d(x,y)
olacak sekilde bir A > 0 sayist mevcut ise T ye bir Lipschitzian doniisiim denir [55].

Tanimdan da goriildiigii lizere, her T Lipschitzian doniisiimii diizgiin siireklidir.

Ornek 217 X=R, d(x,y)=|x—y| ve T:X—>X, Tx=2x—4 secklinde

tanimlansin. Bu durumda,
d(Tx,Ty) = |2x —4— Ry —4)| =2|x —y| = 2d(x,y)
elde edilir. Boylece 4 > 2 i¢in Tdoniisiimii Lipschitzian doniisiim sartini saglar.

Tamim 2.18 X bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitzian doniisiim olsun. Eger her

x,y € X i¢in,



d(Tx,Ty) < A-d(x,y) (2.2)

olacak sekilde en az bir A € (0,1) sayis1 bulunabiliyorsa T’ye daraltan doniistim denir
[55].

Bir doniisiimiin hangi sartlar altinda sabit noktasinin var oldugu ve bu sabit noktanin
tek olup olmadiginin belirlenmesi 6nem arz etmektedir. Sabit nokta icin varlik ve
teklik teoremleri bir doniisiimiin sabit noktasinin varligini veya tekligini gostermek
i¢cin ihtiya¢ duyulan uygun sartlar1 belirler. Sabit nokta teorisinde ¢ok iyi bilinen

Banach Daralma Ilkesi s6z konusu sabit noktanin varligini ve tekligini garanti eder:

Teorem 2.19 X bir tam metrik uzay ve T:X — X bir daraltan doniisiim olsun. Bu

durumda

i. T, X’te bir tek x sabit noktasina sahiptir;

ii. Herhangi bir x, € X baslangi¢ noktasi igin
Xpns1 = Txp,,nm=0,12, .. (2.3)

ile tanimli Picard iterasyonu tarafindan tretilen {x,};-, dizisi x noktasina yakinsar

[12].

Ispat. Herhangi bir x, € X icin {x,,}%, dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu, dolayisiyla
x € X noktasina yakinsadigi ve bu x’in Tx = x denkleminin bir tek ¢6ziimii oldugu

gosterilmelidir. O halde n > 1 ve p > 1 igin (2.3) sartindan

d(xn+p: xn) = d(Tn+p_1x0; Tn_lxo)
< Ad(xnﬂo—l» xn—l)
= Ad(Tn-Fp_le, Tn_le)

< Azd(xn+p—2f xn—z)

< And(xnﬂo—n» xn—n)
= A"d(xp,xo)

< A"(d(xp,xp_l) + d(xp_l,xo))



< AM(Ad(xp-1, Xp-2) + d(Xp—1, Xp—2) + d(Xp—2,%0))
= A"(d(xp—2, %0) + d(Xp-1, Xp—2) + Ad (Xp_1,%p_3))
< Md(xp—z,%0) + Ad(Xp_3, Xp_3) + A2d(Xp—2, Xp_3)]

< AMd(xq, %) + Ad (x4, x0) + A2d (x4, %0)+... ]
=A"d(x, x0) (1 + A+ 22+ 23+..))

= 1"d(x1, x,) (%)

bulunur. Yani

n

A
d(xn+p'xn) = (1 . /1> d(x1.x0)

oldugu elde edilir. 0 < A < 1 oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa d(xn+p,xn) -0
olur. Bu da {x;,}n-, dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X, d) uzayi tam
oldugundan x, — x dolaysiyla da x,,; = x yazilabilir. T donistimii stirekli
oldugundan yakinsak dizileri yakinsak dizilere dontistiiriir, yani Tx, — Tx olup

Xn4+1 = Tx, denkleminde n — oo igin limit alinirsa x = Tx elde edilir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugu gosterilmelidir. A € (0,1) olmak iizere T

doniisiimiiniin y gibi baska bir sabit noktas1 olsun. O halde
d(x,y) =d(Tx,Ty) <A-d(x,y) = (1 —-2Ad(x,y) <0

elde edilir. x # y oldugundan celiski elde edilir. Dolayisiyla T bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Tamim 2.20 (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y) (2.4)
ise, T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [49].

Ornek 2.21 X Banach uzayi olsun. T:X — X doniisiimii, T(x) = 1x—4 + 2—14 seklinde

tanimlansin. O zaman T genislemeyen bir doniisiimdiir.



Coziim: Gergekten de her x,y € X ve y # 0 i¢in

70 - TON = [+ &~ (e )] = - 2] = 5= e

Ornek 2.22 R reel sayilar kiimesi mutlak deger normu ile géz oniine alinsin.

T:10,5] — R olmak iizere

1, x#5
T(x)={2 x=05

seklinde tanimlansin. Agik olarak T doniisiimii x = 1 noktasinda bir sabit noktaya

sahip siirekli olmayan bir doniisimdiir. Eger x = 4,5, y = 5 alinirsa
IT(x) =TI =1%05=|x—y|
yazilabilir. Dolayisiyla T genislemeyen doniistim degildir.
Ornek 2.23 X =R, d(x,y) = |x —y|ve T:R > R, Tx = x + 15 olsun. O halde
d(Tx,Ty) =|x+ 15—y + 15)| =[x —y| =d(x,y)

oldugundan her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) sarti saglanir. Dolayisiyla T

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat bu doniislimiin bir sabit noktas1 yoktur.



3. JUNGCK-TIPINDEKI ITERASYON YONTEMLERI iCiN BAZI SABIT
NOKTA TEOREMLERI

Bu boliimde Banach Daralma Ilkesinin genellemelerinden biri olan Jungck-Daralma
Ilkesi yardimiyla yeni dért adimli bir iterasyon yontemi tamitilmistir. Ayrica bu
iterasyon yontemi kullanilarak belirli bir doéniisiim i¢in herhangi bir Banach uzayinda
kuvvetli yakinsama, kararlilik, yakinsaklik hizi ve veri bagliligi sonuglari

irdelenmisgtir.

Jungck [48] degismeli doniisiimler kullanarak Banach Daralma Ilkesi’nin 6nemli

genellestirmelerinden birini asagidaki sekilde ifade etmistir:

Teorem 3.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve her x,y € X igin f, g: X = X asagidaki

sartlar1 saglayan doniisiimler olsun.

. (f, g) degismeli doniisiim ¢ifti,
ii. g stirekli,
ii. f&X) e g(X),
iv. k € [0,1] olmak tizere d(fx, fy) < kd(gx, gy).

Bu durumda f ve g teklikle belirli olan p € X gibi bir ortak sabit noktaya sahiptir.

Bu teoremde iv ile verilen sart Jungck Daraltan Doniistimii olarak adlandirilir ve
g(x) = x alinmas1 durumunda klasik Banach Daralma ilkesi elde edilir. Bu teoremin

bir sonucu olarak Jungck tarafindan asagidaki iterasyon yontemi tanimlanmigtir:

X bir Banach uzayi, Y herhangi bir kiime ve S,T:Y — X dontstimleri T(Y) € S(Y)

sartin1 saglasin. n = 0,1,2, ... olmak tizere

Sxpe1=Txyp (3.1)

Bu esitlik Jungck iterasyon yontemi olarak adlandirilir.

(3.1) ile verilen esitlikte S = [ birim doniisiim ve Y = X alinmasi halinde klasik Picard
iterasyon yontemi [56] elde edilmektedir. Bir¢ok arastirmaci Jungck tarafindan ortaya

konulan bu yontem tizerinde ¢aligmis ve klasik iterasyon yontemlerini Jungck tipinde
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yeniden yazarak ¢ok sayida sabit nokta teoremleri elde etmislerdir. Bu yaklagimla

yapilan ¢alismalarin bazilar1 sunlardir:
Tamm 3.2 (Jungck-Mann iterasyon Yéntemi)

an, € [0,1] olmak tizere, Jungck-Mann (JM) iterasyon yontemi asagidaki sekilde

tanimlanmustir [57]:

Sxps1 = (1 — ap)Sx, + a,Tx,,. (3.2)

Tamm 3.3 (Jungck-lshikawa ve Jungck-Noor Iterasyon Yontemleri)

Qn, Bry Vn € [0,1] olmak iizere, sirasiyla Jungck-Ishikawa (JI) ve Jungck-Noor (IN)

iterasyon yontemleri asagidaki sekilde tanimlanmistir [58]:

Sxp1 = (1 — ap)Sxn + anTyn
Syn = (1 = Bu)Sxp + BuT Xy, 3.3)
ve
Sxpe1 = (1 — an)Sxn + anTyn
Syn = (1 = Bn)Sxy + BnT 2y 3.4)
Sz, = (1 = v)Sxn + v Tx,.
Tanmim 3.4 (Jungck-SP iterasyon Yéntemi)

A, B ¥n € [0,1] olmak tizere Jungck-SP (JSP) iterasyon yontemi asagidaki sekilde

tanimlanmustir [59]:

SXpy1 = (1 - an)Syn + a, Ty,
Syn = (1 - .Bn)SZn + .BnTZn (3-5)

Sz, = (1 —v)Sxp + ynTx,.
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Tamm 3.5 (Jungck-CR Iterasyon Yéntemi)

n, Bro Vn € [0,1] olmak tizere Jungck-CR (JCR) iterasyon yontemi asagidaki sekilde

tanmimlanmustir [60]:

Supyr = (1 — a)Sv, + a, T,
Sv, = (1 —B)Tu, + B,Twy, (3.6)

Swy, = (1 —y)Suy, + vaTu,.

Ayrica (3.6) ile verilen esitlikte sirasiyla a,, = 0 ve a,, = 0, S, = 1 segilirse asagida
verilen Jungck-tipindeki Agarwal (JA) iterasyon yontemi [61] ile bu yontemin 6zel

hali olan Jungck-tipindeki Sahu (JS) iterasyon yontemi elde edilir:

Tamm 3.6 (Jungck-Agarwal ve Jungck-Sahu Iterasyon Yontemleri)

B ¥n € [0,1] olmak lizere

Sxpt1 = (1 = Bp)Txy + BnTyn

Syn = (1 = ¥n)Sxn + ¥uTxy, (3.7)
ve
SXny1 =Tyn
Syn = (1 = ¥)Sxn + ¥uTxp. (3.8)

Tamim 3.7 (Jungck-Khan iterasyon Yéntemi)

A, Bro Voo @y by, € € [0,1] olmak tizere Jungck-Khan (JK) iterasyon yontemi

asagidaki sekilde tanimlanmustir [62]:

Supiq = (1 —0p — ﬁn)Sun + anTv, + B,Tu,

Sv, = (1 = b, —cp)Su, + b,Twy, + c,Tu, (3.9
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Sw, = (1 —a,)Su, + a,Tu,.

Yukarida verdigimiz iterasyon yontemlerine dair literatiirden esinlenerek tanimlamis

oldugumuz yeni dort adimli iterasyon yontemi ise su sekildedir:
Tamim 3.8 (Yeni Dért Adimh fterasyon Yontemi)

A, Bro Yoo Un € [0,1] olmak tizere;

Xn+1 = (1 - an)yn + a,Ty,
Yn = (1 - ﬁn)Txn + BnTzy (3-10)
Zn = (1 =y )wy + ¥ Twy,

Wy = (1 — up)xn + pnTxp.

(3.10) ile verilen iterasyon yonteminin Jungck-tipinde yeniden yazilmasiyla agsagidaki

iterasyon yontemi elde edilir:
Tamim 3.9 (Yeni Dért Adimh Jungck-Tipi Iterasyon Yontemi)

n, Br> Voo Un € [0,1] olmak tizere;

SXpy1 = (1 - an)syn + a, Ty,
Syn = (1 - .Bn)Txn + .BnTZn (3-11)
Sz, = (1 - Vn)SWn + ynTwy

Swp = (1 = pp)Sxpn + unTxy.
X bir Banach uzayi, Y herhangi bir kiime ve S,T:Y — X doniistimleri T(Y) € S(Y)
sartlarin1 sagladiginda n = 0,1,2 ... olmak iizere yukarida verilen Jungck tipindeki

iterasyon yontemleri i¢in S =1 (birim donisiim) ve Y = X alinmasi durumunda

asagidaki ifadeler gegerlidir:
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Sonuc 3.10

I.  (3.2) ile verilen iterasyon yonteminden klasik Mann iterasyon yontemi [63];
ii.  (3.3) ve (3.4) ile verilen iterasyon yontemlerinden sirasiyla klasik Ishikawa
[64] ve Kklasik Noor [65] iterasyon yontemleri;
ii.  (3.5) ile verilen iterasyon yonteminden klasik SP iterasyon yontemi [66];
iv.  (3.6) ile verilen iterasyon yonteminden klasik CR iterasyon yontemi [67];
V.  (3.7) ve (3.8) ile verilen iterasyon yontemlerinden sirasiyla klasik Agarwal-S
[68] ve Kklasik Sahu [69] iterasyon yontemleri elde edilir.
vi. Eger (3.9) ile verilen iterasyon yonteminde S, = ¢, = 0 segilirse (3.4) ile
verilen Jungck-Noor iterasyon yonteminin elde edilecegi agiktir.
vii.  Eger (3.10) ile verilen iterasyon yonteminde u, = 0 segilirse klasik CR
iterasyonu [67] elde edilir.
viii.  Eger (3.11) ile verilen iterasyon yonteminde u, = 0 segilirse (3.6) ile verilen
Jungck-CR iterasyonu elde edilir.
Simdi temel sonug¢larimizi elde etmek i¢in kullanacagimiz bazi yardimci teorem ve

tanimlar1 verelim:
Tanmm 3.11 X bostan farkli bir kiime ve S, T: X — X dontstumleri verilsin.

I. Eger x = Tx = Sx ise x € X noktasma T ve S doniigiimlerinin ortak sabit noktasi
denir.
ii. Eger bazi x € X noktalar1 i¢in z=Tx = Sx ise x € X noktasina T ve §
dontistimlerinin ¢akisik noktasi, z noktasina ise T ve S’ nin ¢akisma noktasi denir.
iii. Eger baz1 x € X noktalar1 i¢in Tx = Sx oldugunda STx = TSx saglanirsa T ve S

doniigiimlerine zayif uyumludur denir [60].

Tanmm 3.12 {u,},—; Ve {v,}y=, sirasiyla u ve v limitlerine sahip reel say1 dizileri

olsun.

lim —Iun —ul_

n—oo |vn - Ul B

olmak tizere;
i. Eger z=0 ise {u,}n=, dizisinin u noktasina yakinsamasi, {v,, };=, dizisinin v

noktasina yakinsamasi daha hizlidir.

14



ii. Eger 0<z< o ise {u,}pmq Ve {v o=, dizilerinin yakinsama hizlar1 esittir

[21].

Tammm 3.13 Y herhangi bir kiime ve p =Tx = Sx olmak iizere S, T:Y —» X
dontigiimleri T(Y) € S(Y) sartin1 saglasin. x, € X baslangi¢c noktasina sahip asagida
verilen iterasyon yonteminden elde edilen {Sx,},—, € X dizisi p noktasina

yakinsasin.

Sxni1 = f(T, xn) 3.12)

{Sx, =0 » X uzayinda keyfi bir dizi ve n=0,1,2,... i¢in &, = d(Syy, f (T, y,,)) olmak
tizere lim g, = 0 © lim Sy, = p saglanirsa (3.12) verilen iterasyon yontemi (S, T)
n—-oo

n—-oo

kararlidir denir [57].

Tamim 3.14 (X, d) bir metrik uzay olmak tizere S,T: X — X doniisimleri asagidaki

sartlar1 saglasin:

i. T(X)CSX),

ii. negatif olmayan A ve u sabitleri i¢in 1 + u < 1 olmak tizere

d(Sx,Tx).d(Sy,Ty)
d(Tx,Ty) < 2d(Sx, Sy) + p (F=2 T ) (3.13)

iii. S(X) kiimesi X’in tam alt uzayidir.

Bu durumda S ve T doniisiimleri ¢akisma noktasina sahiptir. Ek olarak, S ve T

dontisiimleri zayif uyumlu ise, bu doniisiimlerin tek bir ortak sabit noktalar1 vardir
[70].

Lemma 3.15 6 € [0,1) ve lim v, = 0 esitsizligini saglayan ve negatif olmayan
n—>oo

{v}m=q say1 dizisini goz 6niine alalim. n € N olmak tizere
Upyy < Oup + vy

sartin1 saglayan herhangi bir {u,, };-, pozitif say1 dizisi igin lim u,, = 0 dir [55].
n—->oo
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Lemma 3.16 Her n € N igin {s, },—, negatif olmayan bir dizi, 6,, € (0,1), ). 8,, = o

n=1

ve ¢, = 0 olsun. Her n > n, i¢in

Sp+1 = (1 - Hn)sn + 0n¢n
esitsizliginin saglanacagi sekilde bir ny sayist mevcut olsun. Bu durumda

0 < lim sup s,, < lim sup ¢,

n—->oo n—-oo
esitsizligi saglanir [71].

Tamm 3.17 A,,A,:C — C iki operator olsun. Her x € C ve sabit bir € > 0 igin

|[A;x — A, x|| < € ise A,’ye A;’in yaklagim operatorii adi verilir [71].

Teorem 3.18 X bir Banach uzayi, Y herhangi bir kiime ve S.T:Y — X donistimleri
(3.13) sartin1 saglasi. Kabul edelim ki S(Y), X’in bir tam alt uzay1, T(Y) € S(Y) ve
p = Tx, = Sx, olsun. a, € [0,1] i¢in Y77, a;, = oo olmak iizere (3.11) ile verilen
yeni dort adimli iterasyon yonteminden elde edilen {Sx,},-, dizisi p noktasina
kuvvetli yakinsaktir. AyricaY = X ve T ile S dontisiimleri zayif uyumlu ise p, T ve S

doniistimlerinin tek ortak sabit noktasidir.
Ispat. (3.11), (3.13) esitsizlikleri ve @y, B, Yn, Hn € [0,1] oldugu goz éniine almirsa,
1Sxn+1 = pll = [I(1 = an)Syn + @ Ty, = pll
< (1= ap)|[Syn = Ty || +an||Tyn — Ty ||

< (1—ap)||Syn — Sx, ||

ISy = Tynll. ”Sxp - Txp”)}

+a, {2||Sy, — Sx, || + 3.14

an{ ” n xp” ,u< 1+ ||Syn — Sxp” ( )
<1 -ay)|Sy - Sxp” + Aay||Syn — Sxp”

= [1 = au(1 = D]||Syn — S, ||
ve
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”SYn - p” = ”(1 - ,Bn)Txn + .BnTZn - p”

< (1= BI||Txn — Txp|| + Brl|Tzn — Ty |

[|1Sx, — Tx,||- ||Sxp — Txp”)}
S(l—B){/’l Sx, — Sx +,u< (3.15)
" ” " p” 1+ ||an — Sxp”

ISz, — Tz,||. ||Sxp — Txp”)}

+/;n{a||52n—5xp||+ M( o
n p

= A1 = Bo)||Sxn — Sxp ||+ 2B |Szn — S, ||
elde edilir. Benzer sekilde;

1Sz, — pll = I(1 = ) Swy + v Twy, — D
<@1- )/n)”SWn — Txp” + ]/n”TWn — Txp”

< (1= )|Swn — S, | (3.16)

ISw,, — Tw,,]. ||Sxp — Txp”)}
14 ||Swy — Sx, ||

7 {ansWn s+ u(
=[1-y,(1- /1)]||Swn — Sxp“

ve
”SWn - p” = ”(1 - .un)an + .unTxn - p”

< (1 = p)||Sxn = Txp|| + || Txn — Ty |

< (1= p)||Sxn — Sx, || (3.17)

1Sx,, — Tx,]l. ||Sxp — Txp”)}

s
n p

= [1 = pp (1 = D[S, = S, |
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esitsizlikleri elde edilir. Sirastyla (3.17) esitsizligi (3.16)’da (3.16) esitsizligi (3.15)’te
ve (3.15) esitsizligi de (3.14)’te yerine yazihp [1—pu,(1 -] <1 ve [1-—

¥n(1 — )] < 1 oldugu goz 6niine alinarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa;
1Sxn+1 =PIl < A[1 — @n (1 = D]lISx,, — pli (3.18)

elde edilir.

(3.18)’ de verilen esitsizlikten;

ISxy, —pll < A[1 — ay—1 (1 = D]|[Sxp—1 — pll
ISxp—1 —pll < A[1— ay_2(1 = D]l[Sxp—2 —pll

ISxp—2 —pll < A[1— ay—3(1 — D]l[Sxp—5 — pll

151 = pll < A[1 = (1 = D]IISxo — pli

olup yukarida elde edilen esitsizlikler yardimiyla

n

8% 11 = pll < 27| 11 = (1 = DISx, = p (3.19)

i=0
yazilabilir. 1 — x < e™ esitsizliginden yararlanarak

n+1

ISxn+1 —pll < RSy ISxo — pli (3.20)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte n— oo igin limit aliirsa lim ||Sx,,; — p|[=0
n—-oo

bulunur. Simdi de p noktasinin T ve S doniistimlerinin tek ortak sabit noktas1 oldugunu

gosterelim.

Kabul edelim ki T ve S’nin p’den farkli gibi bir ¢akisma noktasi g olsun. O halde
Sxq =Txq = q igin
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0 < Ilp—qll = ||Tx, — T,

”Sxp - Txp”- ”qu - qu”) (3.21)

< A5, — Sx, || + u( 1 o

= /1||Sxp - qu”

yazilabilir. Bu esitsizlikten p = g oldugu goriiliir. Dolayisi ile T ve S dontisiimlerinin
yalnizca bir gakisma noktasi vardir. T ve S doniistimleri zayif uyumlu ve p = Tx,, =
Sxp, oldugundan TTp = TTx, = TSx, = STx, esitsizliginden Tp = Sp elde edilir.
Cakigma noktasi tek oldugundan Tp = p olur. Bunedenle p = Tp = Sp olup bu esitlik
p’nin T ve S donilistimlerinin tek ortak sabit noktas1 oldugunu gosterir ve bu ise ispati

tamamlar.

Yukaridaki teoremde verilen };_, @, = oo sarti olmadan da yakinsama sonucunun

elde edilebildigi asagidaki teoremde gosterilmistir:

Teorem 3.19 X ve Y ile S ve T déniisiimleri p = Tx, = Sx,, olmak iizere Teorem
3.18’de oldugu gibi tanimlansin. Bu durumda (3.11) ile verilen yeni dort adimh
iterasyon yonteminden elde edilen {Sx,};—, dizisi S ve T’nin ¢akisma noktast olan
p’ye kuvvetli yakinsaktir. Ayrica Y = X ve T ile S doniigiimleri zayif uyumlu ise p, T

ve S doniistimlerinin tek ortak sabit noktasidir.

Ispat. 1 < 1 ve a,, € [0,1] oldugundan [1 — a,,(1 — 2)] < 1 elde edilir. Bu durumda
(3.18) esitsizligi kullanilarak

1Sxn+1 = pll < AlSx, — pl 3.22)
yazilabilir. Bu esitsizlikten

1S%041 =PIl < A% HISxo — pl (3.23)
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elde edilir. A < 1 oldugu g6z oniine alinir ve yukaridaki esitsizlikte n— oo i¢in limit

alinirsa lim ||Sx,,41 — p||=0 bulunur. p’nin T ve S doniisiimlerinin tek ortak sabit
n—->o0o

noktast oldugu Teorem 3.18’den goriilebilir.

Teorem 3.20 X ve Y ile S ve T déniisiimleri p = Tx, = Sx,, olmak iizere Teorem
3.18’de oldugu gibi tanimlansin. (3.11) ile verilen yeni doért adimli iterasyon
yonteminden elde edilen {Sx,},—, dizisinin Y>>, a, = o sart1 ile p noktasina
yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda iterasyon yontemi (3.11) (S,T)-

kararlidir.

Ispat. ,=||Sa,+1 — f(T,a,)|| olmak iizere, kabul edelim ki lim &, = 0 olsun.

n—oo

Ayrica {Sa,}y—o, X uzayinda asagida verilen yontemle elde edilen herhangi bir dizi

olsun.

Sany, = (A —a,)Sh, + a,,Th,
Sb, =1 -pB,)Ta, + B,Tc, (3.24)
Scp = (1 — Vn)Sdn + yann

Sdp = (1 — pp)Sa, + unTay,
lim Sa, = p oldugu gosterilecektir. (3.13) ve (3.24) kullanilarak
n—oo
ISd, —pll = I(1 — up)Sa, + upTa, —pll

< (1 - ﬂn)”san - p” + .un”Tun - Txp”

<A -p)lSa, —npll

ISa, — Tayll. ||Sx, — Txp”)} (3.25)

i, {A”s% s+ M( e
n P

= [1 - .un(l - A)]Ilsan - p”

ve
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IScn —pll = (1 = y)Sdn + vaTd, — pll
< (1 - Vn)”Sdn - p||+yn||Tdn - Txp”

< (1 - Vn)”Sdn - p”

ISd,, — Tdll.||Sx, — Txp”)} (3.26)
+ v, 1 AlSd,, — pll +

=< [1 - Vn(l - A)]”Sdn - p”
elde edilir. Benzer sekilde

”Sbn - p” = ”(1 - ﬁn)Tan + BnTCn - p”

<1 -p)lTa, —pll + ,Bn”TCn - Txp”

ISa, — Tayll.|[Sx, — Txp||>}

n P

(3.27)
+ B {AIIScn —pll+u <“SCn1_+TﬁTSL|C|;I||f?x;||Txp”)}
= (1 - B)AISan —pll + BallScy, — pll
ve
ISan+1 — pll £ lISans — F(T, a)ll + I f (T, an) — pli
< &+ ISans: —pll
< &+ (1 — ap)lISb, — pll + anllThy, — pll
<&+ (11— ap)llSh, —pll (3.28)

1Sh,, — Thy|l. ||Sxp - Txp”)}

n p

=&yt [1 - an(l - A)]”Sbn - p”
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elde edilir. Sirasiyla (3.25) esitsizligi (3.26)’da (3.26) esitsizligi (3.27)’de ve (3.27)
esitsizligi de (3.28)’de yerine yazilip a,,, Br, Vn, Un € [0,1] oldugu goz oniine alinarak

gerekli sadelestirmeler yapilirsa
”San+1 - p” Sépt /1[1 - an(l - /1)]”561” - p”
elde edilir. Lemma 3.15’ten lim Sa,, = p oldugu goriiliir.
n—->0oo

Tersine lim Sa,,; = polsun. lim &, = 0 oldugu gosterilecektir.
n—oo n—oo

&n = ”San+1 _f(T: an)”
< [[San+s —pll + If (T, an) — pll (3.29)

< ISap+1 —pll + (1 = a)lISby, = pll + axlIThy, — pl|

(3.25)-(3.28)’de yapilan igslemler kullanilarak (3.29) esitsizliginden
én < ISanss —pll + A[1 = a, (1 = D]lISa, —pll

elde edilir. Yukarida verilen esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa lim &, = 0 oldugu

n—oco
goruliir.

Ornek 3.21 X = (R,|-|) Banach uzay1 ve Y =[0,1] olmak iizere S,T:Y — X
dontistimleri sirasiyla Sx = %sin 2x ve Tx =1—10sin2x seklinde tanimlansin. Bu
durumda S ve T’nin (3.13) sartin1 saglayan ve p = 0 tek ortak sabit noktasina sahip
doniistim ¢ifti oldugu gortilebilir. Vn €N i¢cin a, =L, =yn = U, = ﬁ olmak

tizere (3.11) ile verilen yeni dort adimli Jungck tipindeki iterasyon yontemi S ve T i¢in

yeniden yazilirsa
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1. n 1 .,
Xn+1 Esm (n+1) sin 2y, + msm yn]
_1._1(n).2+ 1 iz,
Yn = sin 2t D) sin“x, 2t D) sin“ z,
1 n 1
— Zcin-1 2
Zy = 2sm (n+ 1) sin 2w, + 2t D sin Wn]
1 n 1 _
Wy = sin L (n+ 1) sin 2x, + msm2 xn]

elde edilir. Yukarida verilen esitlikten elde edilecek {Sx,}n—, dizisinin p =0

noktasina yakinsak oldugu Teorem 3.18’den goriilebilir. V n € N igin {Sa, }y=, dizisi

Sa, = (ﬁ) seklinde segilirse lim |Sx, — Sa,| = 0 olur. Dolayisiyla {Sa,}neo
n—-oo

dizisi {Sx,}n=o’in bir yaklasim dizisi olur. Ayrica S ve T doniisiimleri kullanilarak

(3.24) ile verilen iterasyon yontemi yeniden yazilirsa:

1

Ap4q = =sin™? ( n ) sin 2b,, + ;sinz bn]
2 n+1 2(n+1)
1. [ n : 1 :
b, = > sin 1 (2(n m 1)) sina,, + 2T D sin? cn]
1 noy o :
tn = 5 sin 1 (n - 1) sin 2d,, + msm2 dn]
1 n i 1 )
d, = > sin 1 (n - 1) sin 2a, + msm2 an]
elde edilir. Yukaridaki esitlikten
1, n \2
[ E(n " 1) sin’a,, |
1 ) n 1 1 n 1 1
Apyq = ESln msm { sin (n n 1) 2(71 n 1) sin < sin™ u1>}

1 1 . n 1 1
l+2(n+1) sin {—sm {2(7’1-}- 1) sin“a,, + 2(n+1) sin ( sin™ uz)}}J

elde edilir. Burada

sin? a,,

L1
2(n+1)

ve
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n 1 (1
U, = (—n n 1) Uy +—2(n D sin (E sin ul)
esitlikleriyle tanimlidir. &, = |Sa,,+; — f(T, a,,)| seklinde segilirse

=0

Him, |(n Jlr 6) —f (T an)

elde edilir. Sonug olarak lim &, = 0 oldugu goriiliir.
n—-oo

Teorem 3.22 X ve Y ile S ve T déniisiimleri p = Tx, = Sx,, olmak iizere Teorem
3.18’de oldugu gibi tanimlansin. x, = u, € Y olmak iizere a; < a,, < 1 sart1 altinda
(3.11) ile verilen yeni dort adimli iterasyon yonteminden elde edilen {Sx,},—, dizisi
ile (3.6) ile verilen Jungck-CR iterasyon yonteminden elde edilen {Su,} dizisi goz

ontine alinsin. {Sx,}o—, dizisi p noktasina {Su, };- dizisine gore daha hizli yakinsar.
Ispat. (3.19) ile verilen esitsizlikten
n
1% 11 = pll < 27| 11— a1 = D]lsxo =l (3:30)
i=0

yazilabilir. Ayrica Jungck-CR iterasyon yontemi igin

ISwy, —pll = (1 = ) Sup + ¥ Tu, — pll
< (1= y)lISun = pll + | Tun — Ty |

< (1 =y)lISuy —pll (3.31)

|Su,, — Tu,]|. ||Sxp — Txp”)}

+y, {A”Sun — Sx, || + “( 1+ ||Sup, — Sx, ||
n p

= (1 =y = )IISu, —pll
ve
”Svn - p” = ”(1 - ﬁn)Tun + ﬁnTWn - p”
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<A-B)Tu, —pll + ﬁn”TWn - Txp”

<A =BIlTu, —pll (3.32)

ISw,, — Twy,]||. ||Sxp — Txp”)}
1+ ||Swy, — Sx,|

‘B, {ansWn s + u(
= (1= B Sty — pIHBaAISW, — Pl
ve
1Sttnss = pll = I = 0)Svs + @aTvy —
< (1 — alISv, — pll + @y ||Tv, — Ty |

< (1 = a)llSv, —pll (3.33)

ISv, — T l. ||Sx, — Txp||>}
A|sv, — S
+“"{ [S2n =Sl + “( 1+ [Svn — 5%,
= [1 - an(1 = D]lISv, — pll

elde edilir. Sirasiyla (3.31) esitsizligi (3.32)’de ve (3.32) esitsizligi de (3.33)’te yerine

yazilip @y, Bn, ¥n € [0,1] oldugu goz 6niine alinir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

ISuns1 —pll < [1 = an(1 = D]lISuy —pll

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte timevarim uygulanirsa

n

ISttnss = pll < | [11 -t = 1 lsuo - p (334

i=0
elde edilir. a; < a,, < 1 kabulii (3.30) ve (3.34) esitsizliklerine uygulanirsa
1Sx41 =PIl < A" HISxo — plI. [1 — ay (1 = D]

ISup+1 — pll < ISuo — pll[1 — @y (1 — D]
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esitsizlikleri elde edilir.

an = AnH”Sxo -pllll1—a;(1- /1)]7”1

bn = lISuo — pll[1 — ay (1 — D™
seklinde tanimlayalim.

An _ A UISxo — pll. [1 — ay (1 — D)™

po=-=
"oy ISuo = pll[1 = a; (1 = D]+

=/1n+1 < 1

olur. Dolayisiyla lim ¥, = 0 elde edilir. Tanim 3.12’den {Sx,} dizisi p noktasina
n—->oo

{Su,} dizisine gore daha hizli yakinsar.

Asagida verilen ornekler yeni tanimlamis oldugumuz iterasyon yonteminin bu tez
caligmasinda verilen diger Jungck tipindeki yontemlere gore uygun kosullar altinda

daha yiiksek bir yakinsama hizina sahip oldugunu gostermektedir:

Ornek 3.23 Y = [0,1] olmak iizere T,S:[0,1] = [0, %] , Tx = 1x—2 ve Sx = g seklinde

tanimlansi. T0 = SO = 0 olup T([0,1]) € S([0,1]) oldugu agiktir. (S,T) doniisim
cifid=05veu= é i¢in (3.13) ile verilen sart1 saglar. a, = B, = Vn = Un = Ay =
b, =c, = 110 olmak tizere (3.2)-(3.9) esitlikleriyle verilen Jungck tipindeki iterasyon

yontemleri ve (3.11) ile verilen yeni dort adimli Jungck tipindeki iterasyon yonteminin
Xy = 0.48 baslangi¢ kosulu i¢cin p = T0 = SO0 = 0 noktasina yakinsamalar1 Cizelge
3.1 ve Cizelge 3.2°de gosterilmistir.

26



Cizelge 3. 1. x, = 0.48 baslangi¢ noktasi i¢in yeni iterasyon yontemi ve JCR, JS ile JA iterasyon yontemlerinin yakinsama davraniglari.

X, Yeni Iterasyon (3.13) JCR JS JA

% 0.48 0.48 0.48 0.48

X, 0.18620019675926 0.18723472222222 0.18833333333333 0.19883333333333
X4 0.00000000016682 0.00000000018949 0.00000000021678 0.00000000075500
Xy5 0.00000000006471 0.00000000007391 0.00000000008506 0.00000000031275
X34 0.00000000000001 0.00000000000002 0.00000000000002 0.00000000000011
X35 0.00000000000000 0.00000000000001 0.00000000000001 0.00000000000005
X3g : 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000002
X37 : : 0.00000000000001

0.00000000000000
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Cizelge 3. 2. xo= 0.48 baslangic noktas1 i¢in JSP, JK, JN, JI ve JM iterasyon yontemlerinin yakinsama davraniglari.

Xp JSP JK IN JI JM

X, 0.48 0.48 0.48 0.48 0.48

X, 0.40080472222222 | 0.42161805555556 | 0.45078472222222 | 0.45083333333333 | 0.45200000000000
X176 0.00000000000001 | 0.00000000004528 | 0.00000671145338 | 0.00000684151647 | 0.00001083783116
X150 0.00000000000000 | 0.00000000003977 | 0.00000630295968 | 0.00000642579933 | 0.00001020562434
X240 0.00000000000001 | 0.00000008275099 | 0.00000008499377 | 0.00000016134154
X250 0.00000000000000 | 0.00000007771433 | 0.00000007982922 | 0.00000015192995
X513 0.00000000000001 | 0.00000000000001 | 0.00000000000002
X514 0.00000000000000 | 0.00000000000001 | 0.00000000000002
X515 : 0.00000000000000 | 0.00000000000002
X537 0.00000000000000
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Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2’den asagidaki sonuglara ulasilabilir:

e (3.11) ile verilen yeni tanimlamis oldugumuz dort adimli iterasyon yontemi 35.
adimda sabit noktaya ulasirken

e (3.2) ile verilen Jungck-Mann iterasyon yontemi 537. adimda,

e (3.3) ile verilen Jungck-Ishikawa iterasyon yontemi 515. adimda,

e (3.4) ile verilen Jungck-Noor iterasyon yontemi 514. adimda,

e (3.5) ile verilen Jungck-SP iterasyon algoritmasi 180. adimda,

e (3.6) ile verilen Jungck-CR iterasyon algoritmasi 36. adimda,

e (3.7) ile verilen Jungck-Agarwal iterasyon algoritmasi 38. adimda,

e (3.8) ile verilen Jungck-Sahu iterasyon algoritmasi 36. adimda ve

e (3.9) ile verilen Jungck-Khan iterasyon yontemi 250. adimda sabit noktaya

ulagmaktadir.

Ornek 3.24 Y = [0.5,1.5] olmak iizere T,S:[0.5,1.5] - [1,81] , Tx = x® + 24x3 —
44x? + 35 ve Sx = 16x* seklinde tammlansin. T1 = S1 = 16 olup T([0.5,1.5]) €
5([0.5,1.5]) oldugu agiktir. (S,T) doniisim ¢ifti A = 0.4 ve u = 0.2 igin (3.13) ile

30 olmak tizere (3.2)-(3.9)

verilen sarti saglar. a,, = f, = ¥n = Up = ap = by, = ¢, = 5
esitlikleriyle verilen Jungck tipindeki iterasyon yontemleri ve (3.11) ile verilen yeni
dort adimli Jungck tipindeki iterasyon yonteminin x, = 0.75 baslangi¢c kosulu i¢in
p=T1=3S51=16 noktasmma yakinsamalar1 Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4’te

gosterilmistir.

29



Cizelge 3. 3. xo= 0.75 baslangic noktasi i¢in yeni iterasyon ile JCR, JS, JA ve JSP iterasyon yontemlerinin yakinsama davranislari.

Yeni Iterasyon

X, (3.13) JCR JS JA JSP

X 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75

X, 1.05295512496838 | 1.05414377123399 | 1.04466023384367 | 1.06137648831351 | 0.87897378710221
X1 0.99999999994918 | 0.99999999994220 | 0.99999999993357 | 0.99999999978115 | 0.99820409366943
X1 1.00000000000533 | 1.00000000000615 | 1.00000000000718 | 1.00000000002691 | 0.99883957379660
X5 0.99999999999999 | 1.00000000000007 | 1.00000000000008 | 1.00000000000041 | 0.99968608635441
X16 1.00000000000000 | 0.99999999999999 | 0.99999999999999 | 0.99999999999995 | 0.99979688882405
X = 1.00000000000000 | 1.00000000000000 | 1.00000000000001 | 0.99986856789305
X5 : : 1.00000000000000 | 0.99991494544177
Xog 1.00000000000000
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Cizelge 3. 4. x,= 0.75 baslangi¢ noktasi i¢in JK, JN, JI ve JM iterasyon yontemlerinin yakinsama davranislart.

X, JK IN JI IM

X, 0.75 0.75 0.75 0.75

x, | 0.85315042838595 0.80608101051239 0.80567837352895 0.81072049020377
X100 | 0.99999999999999 0.99999989267722 0.99999989187984 0.99999991939256
X101 | 1.00000000000000 0.99999990695173 0.99999990625712 0.99999993027457
Xy13 0.99999999999999 0.99999999999999 0.99999999999999
Xy14 0.99999999999999 0.99999999999999 1.00000000000000
X317 0.99999999999999 0.99999999999999

X218

1.00000000000000

1.00000000000000
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Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4’ten asagidaki sonuclara ulasilabilir:

e (3.11)ile verilen yeni tanimlamis oldugumuz dort adimli iterasyon yontemi 16.
adimda sabit noktaya ulasirken

e (3.2) ile verilen Jungck-Mann iterasyon yontemi 214. adimda,

e (3.3) ile verilen Jungck-Ishikawa iterasyon yontemi 218. adimda,

e (3.4) ile verilen Jungck-Noor iterasyon yontemi 218. adimda,

e (3.5) ile verilen Jungck-SP iterasyon algoritmasi 72. adimda,

e (3.6) ile verilen Jungck-CR iterasyon algoritmasi 17. adimda,

e (3.7) ile verilen Jungck-Agarwal iterasyon algoritmasi 18. adimda,

e (3.8) ile verilen Jungck-Sahu iterasyon algoritmasi 17. adimda ve

e (3.9) ile verilen Jungck-Khan iterasyon yontemi 101. adimda sabit noktaya

ulagmaktadir.

Teorem 3.25 X ve Y ile S ve T doniisiimleri p = Tx, = Sx,, olmak {izere Teorem
3.18’de oldugu gibi tanimlansin. Kabul edelim ki Sy, T;: Y — X doniisiimleri T;x, =
S1x, = qveherx € Yigin||Tx — T, x|| < & ve ||Sx — S;x|| < &, kosullarin saglayan
&, Ve & icin sirasiyla S ve T’nin yaklagim operatorleri olsun. (3.11) ile verilen yeni
iterasyon yonteminden elde edilen {Sx,, }5—, dizisini % < a, sartryla géz oniine alalim.

Ayrica {Se, }o-o asagidaki yontemle elde edilen bir dizi olsun:
Siens1 = (1 — ap)Sifu + anTifn
Sifa = (1 = B)Tien + BrTign (3.35)
S19n = (1 = yn)S1hn + ¥aTihy
Sihn = (1 — pup)S1en + pnTrey

Eger n — oo i¢in . {Se, }n-o — q ise, bu durumda

7¢1 + 9¢,

— <
lp —aqll < ——

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. (3.11), (3.13) ve (3.35) kullanilarak
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ISy, = S1hnll = 1(1 = up)Sxn + pnTxn — (1 — ) Si€n — nTrenll
< (1 — ulISxn — Syenll + unllTxn — Treyll
< (1= p)llSxn — Senll + (1 — pp)lISen — Sieqll
+inllTxn — Tenll + unllTen, — Trenll

< (1 - .un)”'sxn - Sen” + (1 - lln)fz

+.un”Txn - Ten” + HUné&q

elde edilir. Ayrica

Sx, — Tx,||.|Se,, — Te
IITxn—Tennsz||5xn—5en||+u<” n = Txall ISe nn)

1+ ||Sx, — Se,ll

olup

A = ”an iy Txn”- ”Sen - Ten”
g 1+ ||Sx, — Se,ll

denirse
”Txn - Ten” < 2-”an - Sen” + HA1
yazilabilir. (3.37) esitsizligi (3.36)’da yerine yazilirsa

”SWn - Slhn” < [1 - .un(]- - 2')]”SXn - Sen” + .unl"-Al

+(1_,un)€2 + HUné&q
olur. Benzer sekilde ;
”SZn - Slgn” = ”(1 - Vn)SWn + VnTWn - (1 - yn)Slhn - VnTlhn”
< (1 - Vn)”SWn - Shn” + (1 - Vn)”Shn - Slhn”
+Vn”TWn - Thn” + Vn”Thn - Tlhn”

< (1 - Vn)”SWn - Shn” + (1 - Vn)gz

+Vn”TWn - Thn” + Yné1
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ve

”SWn - TWn” ”Shn - Thn”

”TWn - Thn” < A”SWn - Shn” + |J—<

1+ ||Sw,, — Sh,||
yazilabilir.
A, = ”SWn - TWn” ”SLn - TLn”
z 14 |ISwy, — SL,||
denirse

”TWn - Thn” < A”SWn - Shn” + UAZ

olur. (3.41) esitsizligi (3.39)’da yerine yazilirsa

”Szn - Slgn” < [1 - Vn(l i A)]IlSWn - Shn”
+ Yn p-AZ + (1 - Vn)gz + Yné1

elde edilir. Ayrica

”SWn - Shn” < ”SWn - Slhn” + Ilslhn - Shn”

< ”SWn - Slhn” + &

olup (3.43) esitsizligi (3.42)’de yerine yazilirsa

1Sz, = S1gnll < [1 =y (1 = D]lISwy, — S1hall
+[1 - Vn(l - /1)]52 + Vn HAZ + (1 - Yn)gz + Yné1

elde edilir. (3.38) esitsizligi (3.44) esitsizliginde yerine yazilirsa

1520 = S1gnll < [1 = pn(1 = D1 = ¥ (1 = A[ISxy, — Sen||
+[1 =y (1 = Dlpapds + [1 = yu(1 = D](A—pn)e;
1=y (1 = Dlpger + [1 = ya(1 = Dlez + vy A4,
+(1 = ya)ez + en

elde edilir. Benzer bir yaklagimla
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”Syn - Slfn” = ”(1 - Bn)Txn + BnTZn - (1 - ﬁn)Tlen - ﬁnTlgn”

< (1 - Bn)”Txn - Ten” + (1 - Bn)”Ten - Tlen”
+.Bn”TZn - Tgn” + .Bn”Tgn - Tlgn”
< (1 - .Bn)”Txn - Ten” + (1 - .Bn)gl +

+.Bn”TZn - Tgn” + ,Bngl

olup
ISz — Tzp|l. [[Sgn — T gnll
Tz, — Tg,ll < AlSz, — Sg,|| + <
n gn n gn I‘1 1 + ”SZn _ Sgn”
yazilabilir.
A, = ”an - Txn”- ”Sun F— Tun”
3 1+ [|Sx, — Suy,l|
denirse;

Tz, — Tgnll < AISz; — Sgnll + nas
olur. Ayrica
152, = Sgnll < 1Sz = S1gnll + 11S19n — Sgall
< 1Sz, — S1gnll + &

olup (3.49) esitsizligi (3.48)’de yerine yazilirsa

Tz — Tgull < AlSzy — S1gnll + A&z + pd;
elde edilir. (3.45) esitsizligi (3.50)’de yerine yazilirsa

Tz, — Tgull < Sz, — S1gnll + A&z + pd;
< AL = (1 = DI = yu (1 = AllSxy, — Senll
A [1 = v (1 = D]pnpds + A1 -y (1 - D]A—pn)e;

+/1[1 - Vn(l - A)].ungl + A[l - yn(l - /1)]82
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+ VA BAy + A1 — V) e; + Vulder + Ag; + p4s

elde edilir. Ayrica

T2, = Tenll < AllSxy, — Senll + 1 <"Sx"l_fl’f;‘,'!;”fes”ehn"”) (3.52)
olup
4, = (IIan — Txull. ISe, — Ten||>
1+ |[Sx, — Seqll
denirse
ITxn — Tenll < AlISxn — Senll + pA, (3.53)
olur. (3.51) ve (3.53) esitsizlikleri (3.46)’da yerine yazilirsa
ISy = Sifull = (1 = Br)AlISxy — Seqll + (1 — Br)nds + &
+BnAl1 = pn (1 = D1 = v (1 = AlISx, = Senll
+PnA [1 = ¥u(1 = DlpnkAs + Bn¥nd pA; + Bppd; (3.54)
+PpAll = v (1 = D](A—)e;
+Pp Al = V(1 = Dlpner + Bnldl[l = ya(1 = De;
+BnA(1 — Vn)ey + Bn¥ndér + Bnle,
elde edilir. Benzer diisiinceyle
ISxp4+1 = S1ensall = 11— @n)Syn + anTyn — (1 — an)S1fn — anTifull
< A =a)llSyn = Shill + A = a)lISf = Safall
+anlTyn = Thll + anllTfo — Tifall (3.55)

< (1= ap)llSyn = Shill + (1 = an)e;

+an“Tyn - Tfn” + ané&

olup
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ISyn = Tynll- ISfo = Thall
ITyn = Tfull < AlSyn = Sfull + u< — ——

1+ ”Szn - Sgn”
yazilabilir.
A - (IISyn =Tyl lISfn — Tfn”)
> 1+ ”SZn - Sgn”
denirse

”Tyn - Tfn” < A”Syn - an” + UAS
olur. (3.57) esitsizligi (3.55)’te yerine yazilirsa

1Sxn+1 = S1€nsall < [1 = an (1 = DIISyn — Shll

+(1 - a,)e; + ape; + a, UAs

elde edilir. Ayrica

ISyn = Sfull < ISyn = Sifall + 1S1fn — SSall
< ”Syn i Slfn” + &

oldugundan

”an+1 - Slen+1” < [1 - an(l - A)]Ilsyn - Slfn”

+H1—-a,(1 —D]e; + (1 —ay)e; + ape; + ay, pas

olur. (3.54) esitsizligi (3.60)’ta yerine yazilirsa
”an+1 - Slen+1” = [1 - an(l - 2')](1 - ﬁn)’lllsxn - Sen”

+[1 —a, (1= DA = Brudy +[1 — an(1 - Dley

+[1 = an (1 = DIBnAll — s (1 = D][L = v (1 = A|ISx, — Sey |l

+[1 - an(l - A)]ﬁn/l [1 - Vn(l - A)].unlJ‘AI

+ [1 - an(l - A)]ﬁnynﬂ IJAZ + [1 - an(l - A)]ﬁnlJ-AS

+[1 - an(l - A)]ﬁnl[l - Vn(l - A)](l_#n)gz
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+[1 — an(1 = D]BnAl — ¥u(1 — Dlune
+[1 - an(1 = D] Al — ¥a(1 — Dle,
+[1 - an(1 = D]BaA( — e,
+[1 - an(1 = D]Bnvnder + [1 — an(1 — D]Pnle;
+H[1 — an(1 — D]e, + (1 — ap)ey + ans + ay pds
elde edilir. Ayrica
I1Sx, — Senll < [|Sxy — S1enll + [IS1en — Sey || (3.62)

< ”an - Slen” + &

olup (3.62) esitsizligi (3.61)’de yerine yazilip % < a, ile a,, Bn, Yn Un € [0,1] ve 1 <

1 oldugu g6z Oniine alinarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa

”an+1 - Slen+1” < [1 r- an(l - /1)]”596,1 - Slen”

761 +9¢;, +2(A; + A, + A3+ Ay + As)
+an(1—;1){ TN

elde edilir. lim (4; + A, + A5 + A, + As) = 0 oldugu agiktir. Bu gergekten hareketle
n—oo

Sp = ”an - Slen”

0, = a,(1—2) € (0,1)

{751 +9¢, +2(A; + A, + A5+ Ay + AS)}
1-1

n

seklinde secilirse Lemma 3.16 nin sartlar1 saglanir. Dolayisiyla

0 <limsup ||Sx, — S;e,ll

n—-oo

761 +9&, +2(A; + A, + A3+ A, +A
{ 1 2 (A 2 3 4 5)} (3.63)

1-4

yazilabilir. Bu ise ispati tamamlar.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinin ilk boliimiinde sabit nokta teorisinin tarihsel gelisimi hakkinda
bilgi verilmis olup ikinci bdlimde ise tez boyunca kullanilan temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ugilincii bolimde Banach Daralma ilkesinin
genellemelerinden biri olan Jungck- Daralma Ilkesinde ortaya konulan yaklasim
altinda klasik sabit nokta iterasyon yontemlerinin Jungck tipinde yeniden
tanimlanmasiyla olusan literatiir verilmis ve yeni dort adimli Jungck-tipindeki
iterasyon yontemi (3.11) esitligiyle tanimlanmistir. Tanim 3.14°teki sartlar1 saglayan
doniistim ¢ifti i¢in (3.11) ile verilen yeni iterasyon yonteminden elde edilen dizinin
herhangi bir Banach uzayinda kuvvetli yakinsakliginin analizi Teorem 3.18-Teorem
3.19 ile, kararlilik sonucu Teorem 3.20 ile verilmistir. Ornek 3.21 ile elde edilen bu
kararlilik sonucu niimerik olarak gosterilmistir. Ayrica yeni iterasyon ydnteminin
literatiirde mevcut olan diger Jungck-tipindeki yontemlerle karsilagtirildiginda daha
iyi bir yakinsama hizina sahip oldugu Teorem 3.22°de ispatlanmis ve bu sonucu
desteklemek amaciyla lineer ve lineer olmayan doniistimler kullanilarak sirasiyla
Omek 3.23 ve Ornek 3.24’te elde edilen sonuglar Cizelge 3.1-Cizelge 3.4’te
verilmistir. Son olarak Tanim 3. 14’teki sartlar1 saglayan zayif uyumlu doniisiimlerin
tek olan ortak sabit noktasinin veri baglilifi sonucu yeni iterasyon yontemi

kullanilarak Teorem 3.25°te elde edilmistir.

Konu ile ilgilenen arastirmacilar bu tez caligmasinda (3.10) ve (3.11) ile verilen yeni
iterasyon yontemlerini veya bu yontemlerden elde edilecek olan iterasyon
yontemlerini kullanarak b-metrik uzaylar, konveks metrik uzaylar, hiperbolik uzaylar,
eliptik metrik uzaylar ve genellestirilmis konveks metrik uzaylar gibi farkli geometrik
yapilar iizerinde yakinsaklik, yakinsaklik denkligi, kararlilik ve veri bagliligi gibi bazi
sabit nokta teoremlerini analiz edebilir.
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