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ÖZET 

Sabit nokta teoride iyi bilinen teoremlerden biri olan Banach Daralma İlkesi birçok 

araştırmacı tarafından genelleştirilmiş ve normlu uzaylardan metrik uzaylara kadar 

farklı türden yapılar üzerinde sabit nokta teoremleri elde edilmiştir. Bu çalışmada 

Banach Büzülme İlkesinin dikkate değer genellemelerinden biri olan Jungck Daralma 

İlkesinden yararlanılmıştır. Bu tez dört bölümden oluşmuştur. 

Birinci bölümde sabit nokta teorisinin tarihsel gelişimine yer verilmiştir. 

İkinci bölümde daha sonra kullanılacak olan temel kavramlara yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde yeni iterasyon yöntemi tanıtılmış ve bu yöntem için belirli bir 

dönüşüm sınıfı kullanılarak yakınsama, kararlılık, yakınsama hızı ve veri bağlılığı gibi 

sabit nokta teoremleri elde edilmiştir. 

Dördüncü bölümde bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlar özetlenmiş ve ileride 

yapılabilecek olası çalışmalara yer verilmiştir. 
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ABSTRACT 

Banach Contraction Principle, one of the well-known theorems in fixed point theory, 

has been generalized by many researchers and fixed point theorems have been obtained 

on different types of structures from normed spaces to metric spaces. In this study, 

Jungck Contraction Principle, which is one of the remarkable generalizations of 

Banach Contraction Principle, was used. This thesis consists of four parts. 

In the first chapter, the historical development of the fixed point theory is given. 

In the second part, the basic concepts that will be used later are given. 

In the third chapter, the new iteration method is introduced and fixed point theorems 

such as convergence, stability, rate of convergence and data dependency are obtained 

by using a certain mapping class for this method. 

In the fourth chapter, the results obtained in this thesis study are summarized and 

possible future studies are given. 
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1. GİRİŞ 

Matematikte bazı problemlerin çözümleri, uygun şartları sağlayan bir 𝑓 fonksiyonu 

için 𝑓(𝑥) − 𝑥 = 0  şeklinde yazılabilen bir denklemin çözümünü bulmaya 

indirgenebilir. Bu tipteki denklemlerin çözümü olan 𝑥 noktalarına 𝑓 fonksiyonunun 

sabit noktaları denir. Sabit nokta teorisi diferansiyel ve integral denklemler [1-3], 

yaklaşım teorisi ve oyun teorisi [4] gibi çeşitli alanlarda sahip olduğu geniş uygulama 

yelpazesiyle lineer olmayan analizin ilgi çekici ve temel bir konusu olmuştur. Bu teori 

ayrıca optimizasyon [5], fizik [6], ekonomi [7-8] ve tıp [9-11] gibi alanların neredeyse 

tamamında çok verimli uygulamalara sahiptir. Bu nedenle sabit nokta teorisi özellikle 

son elli yıl içerisinde analiz ve topoloji temelinde yükselen aktif araştırma alanlarından 

biri olmuş ve günümüzde de dinamik bir literatüre sahip çalışma sahası olarak 

araştırmacıların ilgisini çekmeye devam etmektedir. 

Geometrik olarak sabit nokta tanımı 𝑦 = 𝑥 doğrusu üzerindeki nokta anlamına 

gelmektedir. Bir sabit noktanın varlığı ve tekliği için inşa edilen teoremlere sabit nokta 

teoremleri adı verilir. En ünlü varlık ve teklik teoremlerinden birisi 1922 yılında 

Banach [12] tarafından ispatlanan ve Banach Daralma İlkesi (Banach Contraction 

Principle) olarak adlandırılan teoremdir. Bu teorem tam metrik uzaylarda kendi 

üzerine tanımlı bir daraltan (contraction) dönüşümün tek bir sabit noktaya sahip 

olacağını belirtmesinin yanında teklikle belirlenen bu sabit noktaya ulaşabilmek için 

adına iterasyon denilen bir yöntem sunar.  

Yukarıda sözü edilen iterasyon yöntemlerine dair yapılan çalışmalardaki temel 

düşüncenin genel olarak belirli dönüşüm sınıfları kullanılarak oluşturulan bu 

algoritmalardan elde edilen dizilerin hangi şartlar altında sabit noktaya yakınsak 

olduğunun belirlenmesi, yakınsama davranışının başka yöntemlerle olan denkliği, 

yakınsama hızının test edilmesi, iterasyon yönteminin veri bağlılığının analizi ve 

kararlı olup olmadığının tespiti olarak sınıflandırılması mümkündür. 

Banach Daralma İlkesinde kullanılan Picard iterasyonunun genişlemeyen 

(nonexpansive) dönüşümlerin sabit noktasına yakınsayamaması nedeniyle yeni 

iterasyon yöntemleri tanımlanarak bu problem aşılmaya çalışılmıştır. Bu yaklaşım 

sonucunda birçok iterasyon yöntemi literatüre kazandırılmış ve yeni iterasyonların 
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tanımlanmasına dair çalışmalar günümüzde de popülaritesini korumaya devam 

etmiştir.  

Bir iterasyon yönteminden elde edilen dizi belirli bir dönüşüm sınıfının sabit noktasına 

yakınsarken başka bir dönüşüm sınıfının sabit noktasına yakınsamayabilir. Bu 

problem iterasyon yöntemleri için yakınsamanın denkliği kavramını ortaya çıkarmış 

ve literatürde bulunan iterasyon yöntemleri ile yeni tanımlanan iterasyon 

yöntemlerinin yakınsama anlamında denk olup olmadıkları çeşitli uzaylarda 

incelenmiştir [13-19]. 

Yakınsama anlamında denk oldukları gösterilen iki iterasyon yönteminden hangisinin 

daha hızlı bir şekilde ilgili dönüşümün sabit noktasına yakınsadığının tespitinin 

yapılması ile geniş bir literatür oluşturulmuştur [20-26]. 

Bir iterasyon yönteminden elde edilen dizinin kullanılan dönüşümün sabit noktasına 

yakınsak olduğu gösterildikten sonra, bu iterasyon yöntemi için adına yaklaşım 

operatörü denilen başka bir dönüşüm kullanılarak elde edilecek yeni dizinin de 

yaklaşım operatörünün sabit noktasına yakınsak olduğu gösterilebilir. Böyle bir 

durumda her iki dönüşümün sabit noktalarının birbirlerine ne kadar yakın olduğu ve 

bu mesafenin nasıl hesaplanacağı soruları karşımıza veri bağlılığı kavramını 

çıkarmaktadır. Sabit nokta iterasyon yöntemlerinin veri bağlı olup olmadığına dair 

farklı türden yapılar üzerinde birçok çalışma mevcuttur [27-37]. 

Matematiksel olarak kararlılık kavramı, üzerinde çalışılan yapıya uygulanacak küçük 

değişimlerin işleyişi bozamaması olarak düşünülebilir. Bu bağlamda sabit nokta 

iterasyon yöntemlerinin kararlılığı üzerine birçok çalışma yapılmıştır. Buradaki 

yaklaşım; kullanılan iterasyon yönteminden elde edilecek dizi yerine, hesaplama 

hataları, yuvarlama hataları vb. nedenlerden dolayı başka bir dizi elde edilmesine 

rağmen yeni dizinin de dönüşümün sabit noktasına yakınsaması olarak karakterize 

edilebilir [38-44]. 

Banach Daralma İlkesinde kullanılan dönüşümün daraltan olması nedeniyle 

araştırmacılar daha farklı dönüşüm tipleri için bu teoremin çeşitli genellemelerini elde 

etme yoluna gitmiştir [45-47]. Bu teoremin dikkate değer genellemelerinden biri 1976 

yılında Jungck [48] tarafından değişmeli dönüşümler kullanılarak yapılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Tez çalışmamızın bu bölümünde daha sonra kullanacağımız bazı temel kavramlara yer 

verilmiştir.  

Tanım 2.1. 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ bir fonksiyon olsun. Her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için; 

i. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

ii. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

iii. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

iv. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

şartlarını sağlayan 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir metrik veya uzaklık fonksiyonu, 

(𝑋, 𝑑) ikilisine de bir metrik uzay denir [49]. 

Tanım 2.2 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve {𝑥𝑛} bu uzayda bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 için 𝑛 ≥

𝑛0 olduğunda, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ varsa, {𝑥𝑛} dizisine 

𝑥 ∈ 𝑋 noktasına yakınsaktır denir [49]. 

Tanım 2.3 (𝑋, 𝑑) herhangi bir metrik uzay ve {𝑥𝑛} bu uzayda bir dizi olsun. Her 𝜀 >

0 için 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 olduğunda 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) sayısı varsa 

{𝑥𝑛} dizisine Cauchy dizisi denir [49]. 

Tanım 2.4 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her {𝑥𝑛} Cauchy dizisi yakınsak 

ise, 𝑋 uzayına tam metrik uzay denir [50]. 

Tanım 2.5 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝜌) iki metrik uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝑋 olsun. 

Her 𝜀 > 0 sayısı için, 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 olduğunda 𝜌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀 olacak şekilde bir 

𝛿 = 𝛿(𝑥0, 𝜀) > 0 sayısı varsa, 𝑓 dönüşümüne 𝑥0 noktasında süreklidir denir. Eğer 𝑓 

dönüşümü 𝑋 in her noktasında sürekli ise 𝑓 ye 𝑋 te süreklidir denir. 

𝑓 sürekli bir dönüşüm olmak üzere yukarıda sözü edilen 𝛿 > 0 sayısı her 𝑥0 ∈ 𝑋  

sayısından bağımsız olarak bulunabiliyorsa, yani 𝛿 sayısı sadece 𝜀’a bağlı ise, 𝑓’ye 

düzgün sürekli dönüşüm adı verilir [51]. 
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Teorem 2.6 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝜌) iki metrik uzay olmak üzere 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 dönüşümü ve 𝑥0 ∈

𝑋 noktası verilsin. Aşağıdakiler denktir: 

a) 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 dönüşümü 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında süreklidir. 

b) 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0 koşulunu sağlayan her yakınsak (𝑥𝑛) dizisi için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) =

𝑓(𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛) eşitliği vardır. 

Bu teoremin bir sonucu olarak sürekli fonksiyonlar için aşağıdaki teorem verilebilir: 

Teorem 2.7 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝜌) iki metrik uzay olmak üzere 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 dönüşümü verilsin. 

𝑓 dönüşümünün sürekli olması için gerek ve yeter koşul 𝑋 uzayında yakınsak her (𝑥𝑛) 

dizisi için 𝑓 (𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) eşitliğinin sağlanmasıdır.  

Yani bir fonksiyonun sürekli olması için gerek ve yeter koşul yakınsak dizileri 

yakınsak dizilere dönüştürmesidir [51]. 

Tanım 2.8 𝑉 boş olmayan bir küme ve 𝔽 bir cisim olsun. +:𝑉 × 𝑉 → 𝑉 ve∙: 𝔽 × 𝑉 →

𝑉 işlemleri tanımlansın. Eğer her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽 için aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa, 𝑉 ye 𝔽 cismi üzerinde vektör uzayı denir: 

V1. 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑉 . 

V2. 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧. 

V3. 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝑉 vardır. 

V4. 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde −𝑥 ∈ 𝑉 vardır. 

V5. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥. 

V6. 𝛼 ∙ 𝑥 ∈ 𝑉. 

V7. 𝛼 ∙ (𝑥 + 𝑦) = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛼 ∙ 𝑦. 

V8. (𝛼 + 𝛽) ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛽 ∙ 𝑥. 
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V9. (𝛼 ∙ 𝛽) ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙ (𝛽 ∙ 𝑥). 

V10. 1 ∙ 𝑥 = 𝑥. 

𝔽 = ℝ ise 𝑉 ye reel vektör uzayı, 𝔽 = ℂ ise 𝑉 ye kompleks vektör uzay adı verilir [52]. 

Tanım 2.9  𝑋 bir vektör uzay ve 𝐴 ⊂ 𝑋 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝑋:  𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊂ 𝐴 

ise 𝐴 kümesine konvekstir denir [51]. 

Tanım 2.10 𝑋 bir vektör uzay olsun ve 𝔽 = ℝ olmak üzere, ‖. ‖: 𝑋 → 𝔽 

fonksiyonunun 𝑥 noktasındaki değeri ‖𝑥‖ ile verilsin. Bu fonksiyon  

N1. ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃 

N2. Her 𝛼 ∈ 𝔽 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için ‖𝛼 ⋅ 𝑥‖ = |𝛼| ⋅ ‖𝑥‖ 

N3. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

şartlarını sağlıyorsa ‖. ‖ fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir norm, (𝑋, ‖⋅‖) ikilisine de 

normlu uzay denir [53]. 

Tanım 2.11 𝑋 normlu uzay ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. Eğer 𝑋 uzayı, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖  norm 

metriğine göre tam ise 𝑋’e Banach uzayı denir. 

𝑋’in reel veya kompleks vektör uzay oluşuna göre Banach uzayı da reel veya kompleks 

Banach uzayı olarak adlandırılır [54]. 

Tanım 2.12 𝔽 = ℝ veya 𝔽 = ℂ olmak üzere 𝑉, 𝔽 üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

𝑓: 𝑉 → 𝔽 operatörüne fonksiyonel denir. Eğer 𝑓 lineer ise 𝑓 ye lineer fonksiyonel denir 

[49]. 

Tanım 2.13 𝑋 bir normlu uzay ve {𝑥𝑛}, 𝑋 te bir dizi olsun. Eğer 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 
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olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 e kuvvetli yakınsaktır (veya norma göre 

yakınsaktır) denir ve bu durum lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 şeklinde ya da kısaca 𝑥𝑛 → 𝑥 ile gösterilir. 

Buradaki 𝑥 noktasına {𝑥𝑛} dizisinin kuvvetli limiti adı verilir [49]. 

Tanım 2.14 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Eğer  

𝑇𝑥 = 𝑥 (2.1) 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇’nin sabit noktası denir ve 𝑇’nin tüm 

sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) ile gösterilir [55]. 

Örnek 2.15 

i. Eğer 𝑋 = ℝ ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = √𝑥2 − 8𝑥 + 40 ise 𝐹𝑇 = {5}. 

ii. Eğer 𝑋 = ℝ ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥 − 5 ise 𝐹𝑇 = ∅. 

iii. Eğer 𝑋 = [0,1] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = cos (𝑐𝑜𝑠𝑥) ise 𝐹𝑇 = {0.739}. 

iv. Eğer 𝑋 = [0,1] ve 𝑇𝑥 = 𝑥 − 1 +
1

𝑒𝑥 ise 𝐹𝑇 = {0}. 

Tanım 2.16 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆 ⋅ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde bir 𝜆 > 0 sayısı mevcut ise 𝑇’ye bir Lipschitzian dönüşüm denir [55]. 

Tanımdan da görüldüğü üzere, her 𝑇 Lipschitzian dönüşümü düzgün süreklidir. 

Örnek 2.17 𝑋 = ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 2𝑥 − 4 şeklinde 

tanımlansın. Bu durumda, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = |2𝑥 − 4 − (2𝑦 − 4)| = 2|𝑥 − 𝑦| = 2𝑑(𝑥, 𝑦) 

elde edilir. Böylece 𝜆 ≥ 2 için 𝑇dönüşümü Lipschitzian dönüşüm şartını sağlar. 

Tanım 2.18 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir Lipschitzian dönüşüm olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 
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𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆 ⋅ 𝑑(𝑥, 𝑦) (2.2) 

 olacak şekilde en az bir 𝜆 ∈ (0,1) sayısı bulunabiliyorsa 𝑇’ye daraltan dönüşüm denir 

[55]. 

Bir dönüşümün hangi şartlar altında sabit noktasının var olduğu ve bu sabit noktanın 

tek olup olmadığının belirlenmesi önem arz etmektedir. Sabit nokta için varlık ve 

teklik teoremleri bir dönüşümün sabit noktasının varlığını veya tekliğini göstermek 

için ihtiyaç duyulan uygun şartları belirler. Sabit nokta teorisinde çok iyi bilinen 

Banach Daralma İlkesi söz konusu sabit noktanın varlığını ve tekliğini garanti eder: 

Teorem 2.19 𝑋 bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir daraltan dönüşüm olsun. Bu 

durumda  

i. 𝑇, 𝑋’te bir tek 𝑥 sabit noktasına sahiptir; 

ii.  Herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝑋 başlangıç noktası için 

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛, 𝑛 = 0,1,2, … (2.3) 

ile tanımlı Picard iterasyonu tarafından üretilen {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisi 𝑥 noktasına yakınsar 

[12]. 

İspat. Herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝑋 için {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu, dolayısıyla 

𝑥 ∈ 𝑋 noktasına yakınsadığı ve bu 𝑥’in 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminin bir tek çözümü olduğu 

gösterilmelidir. O halde 𝑛 ≥ 1 ve 𝑝 ≥ 1 için (2.3) şartından 

𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) = 𝑑(𝑇𝑛+𝑝−1𝑥0, 𝑇
𝑛−1𝑥0) 

                        ≤ 𝜆𝑑(𝑥𝑛+𝑝−1, 𝑥𝑛−1) 

                        = 𝜆𝑑(𝑇𝑛+𝑝−1𝑥0, 𝑇
𝑛−1𝑥0) 

                        ≤ 𝜆2𝑑(𝑥𝑛+𝑝−2, 𝑥𝑛−2) 

                         ⋮ 

                        ≤ 𝜆𝑛𝑑(𝑥𝑛+𝑝−𝑛, 𝑥𝑛−𝑛) 

                        = 𝜆𝑛𝑑(𝑥𝑝, 𝑥0) 

                        ≤ 𝜆𝑛(𝑑(𝑥𝑝, 𝑥𝑝−1) + 𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥0)) 
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                        ≤ 𝜆𝑛(𝜆𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2) + 𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2) + 𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥0)) 

                        = 𝜆𝑛(𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥0) + 𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2) + 𝜆𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2)) 

≤ 𝜆𝑛[𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥0) + 𝜆𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥𝑝−3) + 𝜆2𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥𝑝−3)] 

                         ⋮ 

                        ≤ 𝜆𝑛[𝑑(𝑥1, 𝑥0) + 𝜆𝑑(𝑥1, 𝑥0) + 𝜆2𝑑(𝑥1, 𝑥0)+. . . ] 

                        = 𝜆𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0)(1 + 𝜆 + 𝜆2 + 𝜆3+. . . ) 

                        = 𝜆𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0) (
1

1 − 𝜆
) 

bulunur. Yani 

𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) ≤ (
𝜆𝑛

1 − 𝜆
)𝑑(𝑥1, 𝑥0) 

olduğu elde edilir. 0 < 𝜆 < 1 olduğundan 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) → 0 

olur. Bu da {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. (𝑋, 𝑑) uzayı tam 

olduğundan 𝑥𝑛 → 𝑥 dolaysıyla da 𝑥𝑛+1 → 𝑥 yazılabilir. 𝑇 dönüşümü sürekli 

olduğundan yakınsak dizileri yakınsak dizilere dönüştürür, yani 𝑇𝑥𝑛 → 𝑇𝑥 olup 

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 denkleminde 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝑥 = 𝑇𝑥 elde edilir. 

Şimdi bu sabit noktanın tek olduğu gösterilmelidir. 𝜆 ∈ (0,1) olmak üzere 𝑇 

dönüşümünün 𝑦 gibi başka bir sabit noktası olsun. O halde  

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆 ⋅ 𝑑(𝑥, 𝑦) ⇒ (1 − 𝜆)𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 0 

elde edilir. 𝑥 ≠ 𝑦 olduğundan çelişki elde edilir. Dolayısıyla 𝑇 bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

Tanım 2.20 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) (2.4) 

ise, 𝑇 ye genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir [49]. 

Örnek 2.21 𝑋 Banach uzayı olsun. 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü, 𝑇(𝑥) =
𝑥

14
+

1

24
 şeklinde 

tanımlansın. O zaman 𝑇 genişlemeyen bir dönüşümdür. 



9 
 

Çözüm: Gerçekten de her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑦 ≠ 0 için 

‖𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)‖ = ‖
𝑥

14
+

1

24
− (

𝑦

14
+

1

24
)‖ = ‖

𝑥

14
−

𝑦

14
‖ =

‖𝑥−𝑦‖

14
≤ ‖𝑥 − 𝑦‖. 

Örnek 2.22 ℝ reel sayılar kümesi mutlak değer normu ile göz önüne alınsın. 

𝑇: [0,5] → ℝ olmak üzere 

𝑇(𝑥) = {
1, 𝑥 ≠ 5 
2, 𝑥 = 5

 

şeklinde tanımlansın. Açık olarak 𝑇 dönüşümü 𝑥 = 1 noktasında bir sabit noktaya 

sahip sürekli olmayan bir dönüşümdür. Eğer 𝑥 = 4,5, 𝑦 = 5 alınırsa  

|𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)| = 1 ≰ 0.5 = |𝑥 − 𝑦| 

yazılabilir. Dolayısıyla 𝑇 genişlemeyen dönüşüm değildir. 

Örnek 2.23 𝑋 = ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇:ℝ → ℝ, 𝑇𝑥 = 𝑥 + 15 olsun. O halde 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = |𝑥 + 15 − (𝑦 + 15)| = |𝑥 − 𝑦| = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

olduğundan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) şartı sağlanır. Dolayısıyla 𝑇 

genişlemeyen bir dönüşümdür. Fakat bu dönüşümün bir sabit noktası yoktur. 
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3. JUNGCK-TİPİNDEKİ İTERASYON YÖNTEMLERİ İÇİN BAZI SABİT 

NOKTA TEOREMLERİ 

Bu bölümde Banach Daralma İlkesinin genellemelerinden biri olan Jungck-Daralma 

İlkesi yardımıyla yeni dört adımlı bir iterasyon yöntemi tanıtılmıştır. Ayrıca bu 

iterasyon yöntemi kullanılarak belirli bir dönüşüm için herhangi bir Banach uzayında 

kuvvetli yakınsama, kararlılık, yakınsaklık hızı ve veri bağlılığı sonuçları 

irdelenmiştir. 

Jungck [48] değişmeli dönüşümler kullanarak Banach Daralma İlkesi’nin önemli 

genelleştirmelerinden birini aşağıdaki şekilde ifade etmiştir:  

Teorem 3.1 (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve her 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 için 𝑓, 𝑔: 𝑋 → 𝑋 aşağıdaki 

şartları sağlayan dönüşümler olsun. 

i. (𝑓, 𝑔) değişmeli dönüşüm çifti, 

ii. 𝑔 sürekli, 

iii. 𝑓(𝑋) ⊂ 𝑔(𝑋), 

iv. 𝑘 ∈  [0,1] olmak üzere 𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦). 

Bu durumda 𝑓 ve 𝑔 teklikle belirli olan 𝑝 ∈ 𝑋 gibi bir ortak sabit noktaya sahiptir. 

Bu teoremde iv ile verilen şart Jungck Daraltan Dönüşümü olarak adlandırılır ve 

𝑔(𝑥) = 𝑥 alınması durumunda klasik Banach Daralma İlkesi elde edilir. Bu teoremin 

bir sonucu olarak Jungck tarafından aşağıdaki iterasyon yöntemi tanımlanmıştır: 

𝑋 bir Banach uzayı, 𝑌 herhangi bir küme ve 𝑆, 𝑇: 𝑌 → 𝑋 dönüşümleri 𝑇(𝑌) ⊆ 𝑆(𝑌)  

şartını sağlasın. 𝑛 = 0,1,2, … olmak üzere 

𝑆𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 (3.1) 

Bu eşitlik Jungck iterasyon yöntemi olarak adlandırılır. 

(3.1) ile verilen eşitlikte 𝑆 = 𝐼 birim dönüşüm ve 𝑌 = 𝑋 alınması halinde klasik Picard 

iterasyon yöntemi [56] elde edilmektedir. Birçok araştırmacı Jungck tarafından ortaya 

konulan bu yöntem üzerinde çalışmış ve klasik iterasyon yöntemlerini Jungck tipinde 
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yeniden yazarak çok sayıda sabit nokta teoremleri elde etmişlerdir. Bu yaklaşımla 

yapılan çalışmaların bazıları şunlardır: 

Tanım 3.2 (Jungck-Mann İterasyon Yöntemi) 

𝛼𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere, Jungck-Mann (JM) iterasyon yöntemi aşağıdaki şekilde 

tanımlanmıştır [57]: 

𝑆𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛. (3.2) 

Tanım 3.3 (Jungck-Ishikawa ve Jungck-Noor İterasyon Yöntemleri) 

𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere, sırasıyla Jungck-Ishikawa (JI) ve Jungck-Noor (JN) 

iterasyon yöntemleri aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır [58]: 

𝑆𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛  

𝑆𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛, (3.3) 

ve 

𝑆𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛  

𝑆𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 (3.4) 

𝑆𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛.  

Tanım 3.4 (Jungck-SP İterasyon Yöntemi) 

𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere Jungck-SP (JSP) iterasyon yöntemi aşağıdaki şekilde 

tanımlanmıştır [59]: 

  𝑆𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛  

𝑆𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑆𝑧𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 (3.5) 

𝑆𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛.  



12 
 

Tanım 3.5 (Jungck-CR İterasyon Yöntemi) 

𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere Jungck-CR (JCR) iterasyon yöntemi aşağıdaki şekilde 

tanımlanmıştır [60]: 

𝑆𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑣𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑣𝑛  

𝑆𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑤𝑛 (3.6) 

𝑆𝑤𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑢𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑢𝑛.  

Ayrıca (3.6) ile verilen eşitlikte sırasıyla 𝛼𝑛 = 0 ve 𝛼𝑛 = 0,  𝛽𝑛 = 1 seçilirse aşağıda 

verilen Jungck-tipindeki Agarwal (JA) iterasyon yöntemi [61] ile bu yöntemin özel 

hali olan Jungck-tipindeki Sahu (JS) iterasyon yöntemi elde edilir: 

Tanım 3.6 (Jungck-Agarwal ve Jungck-Sahu İterasyon Yöntemleri) 

𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere 

𝑆𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑦𝑛  

𝑆𝑦𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛, (3.7) 

ve  

𝑆𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛  

𝑆𝑦𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛. (3.8) 

Tanım 3.7 (Jungck-Khan İterasyon Yöntemi) 

𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛  ∈ [0,1] olmak üzere Jungck-Khan (JK) iterasyon yöntemi 

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır [62]: 

𝑆𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝑆𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑣𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑢𝑛  

𝑆𝑣𝑛 = (1 − 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑆𝑢𝑛 + 𝑏𝑛𝑇𝑤𝑛 + 𝑐𝑛𝑇𝑢𝑛 (3.9) 
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𝑆𝑤𝑛 = (1 − 𝑎𝑛)𝑆𝑢𝑛 + 𝑎𝑛𝑇𝑢𝑛.  

Yukarıda verdiğimiz iterasyon yöntemlerine dair literatürden esinlenerek tanımlamış 

olduğumuz yeni dört adımlı iterasyon yöntemi ise şu şekildedir: 

Tanım 3.8 (Yeni Dört Adımlı İterasyon Yöntemi) 

𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere;  

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛  

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 (3.10) 

𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛  

𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛.  

(3.10) ile verilen iterasyon yönteminin Jungck-tipinde yeniden yazılmasıyla aşağıdaki 

iterasyon yöntemi elde edilir: 

Tanım 3.9 (Yeni Dört Adımlı Jungck-Tipi İterasyon Yöntemi) 

𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere; 

𝑆𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛  

𝑆𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 (3.11) 

𝑆𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛  

𝑆𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛.  

𝑋 bir Banach uzayı, 𝑌 herhangi bir küme ve 𝑆, 𝑇: 𝑌 → 𝑋 dönüşümleri 𝑇(𝑌) ⊆ 𝑆(𝑌)  

şartlarını sağladığında 𝑛 = 0,1,2… olmak üzere yukarıda verilen Jungck tipindeki 

iterasyon yöntemleri için 𝑆 = 𝐼 (birim dönüşüm) ve 𝑌 = 𝑋 alınması durumunda 

aşağıdaki ifadeler geçerlidir: 
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Sonuç 3.10 

i. (3.2) ile verilen iterasyon yönteminden klasik Mann iterasyon yöntemi [63]; 

ii. (3.3) ve (3.4) ile verilen iterasyon yöntemlerinden sırasıyla klasik Ishikawa 

[64] ve klasik Noor [65] iterasyon yöntemleri; 

iii. (3.5) ile verilen iterasyon yönteminden klasik SP iterasyon yöntemi [66]; 

iv. (3.6) ile verilen iterasyon yönteminden klasik CR iterasyon yöntemi [67]; 

v. (3.7) ve (3.8) ile verilen iterasyon yöntemlerinden sırasıyla klasik Agarwal-S 

[68] ve klasik Sahu [69] iterasyon yöntemleri elde edilir. 

vi. Eğer (3.9) ile verilen iterasyon yönteminde 𝛽𝑛 = 𝑐𝑛 = 0 seçilirse (3.4) ile 

verilen Jungck-Noor iterasyon yönteminin elde edileceği açıktır. 

vii. Eğer (3.10) ile verilen iterasyon yönteminde 𝜇𝑛 = 0 seçilirse klasik CR 

iterasyonu [67] elde edilir. 

viii. Eğer (3.11) ile verilen iterasyon yönteminde 𝜇𝑛 = 0 seçilirse (3.6) ile verilen 

Jungck-CR iterasyonu elde edilir. 

Şimdi temel sonuçlarımızı elde etmek için kullanacağımız bazı yardımcı teorem ve 

tanımları verelim: 

Tanım 3.11 X boştan farklı bir küme ve 𝑆, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümleri verilsin. 

i. Eğer 𝑥 = 𝑇𝑥 = 𝑆𝑥 ise 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerinin ortak sabit noktası 

denir. 

ii. Eğer bazı 𝑥 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑧 = 𝑇𝑥 = 𝑆𝑥 ise 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına 𝑇 ve 𝑆 

dönüşümlerinin çakışık noktası, 𝑧 noktasına ise 𝑇 ve 𝑆’nin çakışma noktası denir. 

iii.  Eğer bazı 𝑥 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑇𝑥 = 𝑆𝑥 olduğunda 𝑆𝑇𝑥 = 𝑇𝑆𝑥 sağlanırsa 𝑇 ve 𝑆 

dönüşümlerine zayıf uyumludur denir [60]. 

Tanım 3.12 {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  ve {𝑣𝑛}𝑛=1

∞  sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 limitlerine sahip reel sayı dizileri 

olsun. 

                 lim
𝑛→∞

|𝑢𝑛 − 𝑢|

|𝑣𝑛 − 𝑣|
= 𝑧 

olmak üzere; 

i. Eğer z=0 ise {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  dizisinin 𝑢 noktasına yakınsaması, {𝑣𝑛}𝑛=1

∞  dizisinin 𝑣 

noktasına yakınsaması daha hızlıdır. 
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ii. Eğer 0 < 𝑧 < ∞ ise {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  ve {𝑣𝑛}𝑛=1

∞  dizilerinin yakınsama hızları eşittir 

[21]. 

Tanım 3.13 Y herhangi bir küme ve 𝑝 = 𝑇𝑥 = 𝑆𝑥 olmak üzere 𝑆, 𝑇: 𝑌 → 𝑋 

dönüşümleri 𝑇(𝑌) ⊆ 𝑆(𝑌) şartını sağlasın. 𝑥0 ∈ 𝑋 başlangıç noktasına sahip aşağıda 

verilen iterasyon yönteminden elde edilen  {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞ ⊂ 𝑋 dizisi p noktasına 

yakınsasın. 

𝑆𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) (3.12) 

{𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞  , 𝑋 uzayında keyfi bir dizi ve n=0,1,2,… için 𝜀𝑛 = 𝑑(𝑆𝑦𝑛, 𝑓(𝑇, 𝑦𝑛)) olmak 

üzere lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0 ⇔ lim
𝑛→∞

𝑆𝑦𝑛 = 𝑝 sağlanırsa (3.12) verilen iterasyon yöntemi (𝑆, 𝑇) 

kararlıdır denir [57]. 

Tanım 3.14 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olmak üzere 𝑆, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümleri aşağıdaki 

şartları sağlasın: 

i. 𝑇(𝑋) ⊆ 𝑆(𝑋), 

ii.  negatif olmayan 𝜆 ve 𝜇 sabitleri için 𝜆 + 𝜇 < 1 olmak üzere 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆𝑑(𝑆𝑥, 𝑆𝑦) + 𝜇 (
𝑑(𝑆𝑥,𝑇𝑥).𝑑(𝑆𝑦,𝑇𝑦)

1+𝑑(𝑆𝑥,𝑆𝑦)
), (3.13) 

iii. 𝑆(𝑋) kümesi X’in tam alt uzayıdır. 

Bu durumda 𝑆 ve 𝑇 dönüşümleri çakışma noktasına sahiptir. Ek olarak, 𝑆 ve 𝑇 

dönüşümleri zayıf uyumlu ise, bu dönüşümlerin tek bir ortak sabit noktaları vardır 

[70]. 

Lemma 3.15 𝜃 ∈ [0,1) ve lim
𝑛→∞

𝑣𝑛 = 0 eşitsizliğini sağlayan ve negatif olmayan  

{𝑣𝑛}𝑛=1
∞  sayı dizisini göz önüne alalım. 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 

𝑢𝑛+1 ≤ 𝜃𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 

şartını sağlayan herhangi bir {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  pozitif sayı dizisi için 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑢𝑛 = 0 dır [55]. 
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Lemma 3.16 Her 𝑛 ∈ ℕ için {𝑠𝑛}𝑛=0
∞  negatif olmayan bir dizi, 𝜃𝑛 ∈ (0,1), ∑

∞

𝑛=1
𝜃𝑛 = ∞ 

ve 𝜙𝑛 ≥ 0 olsun. Her 𝑛 ≥ 𝑛0 için  

𝑠𝑛+1 ≤ (1 − 𝜃𝑛)𝑠𝑛 + 𝜃𝑛𝜙𝑛 

eşitsizliğinin sağlanacağı şekilde bir 𝑛0 sayısı mevcut olsun. Bu durumda  

0 ≤ lim sup 
𝑛→∞

𝑠𝑛 ≤ lim sup 
𝑛→∞

𝜙𝑛 

eşitsizliği sağlanır [71]. 

Tanım 3.17 𝐴1, 𝐴2: 𝐶 → 𝐶 iki operatör olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐶 ve sabit bir 𝜀 > 0 için 

‖𝐴1𝑥 − 𝐴2𝑥‖ ≤ 𝜀 ise 𝐴2’ye 𝐴1’in yaklaşım operatörü adı verilir [71]. 

Teorem 3.18 𝑋 bir Banach uzayı, 𝑌 herhangi bir küme ve 𝑆. 𝑇: 𝑌 →  𝑋 dönüşümleri 

(3.13) şartını sağlasın. Kabul edelim ki 𝑆(𝑌), 𝑋’in bir tam alt uzayı, 𝑇(𝑌) ⊆ 𝑆(𝑌) ve 

𝑝 = 𝑇𝑥𝑝 = 𝑆𝑥𝑝 olsun. 𝛼𝑛 ∈ [0,1] için  ∑ 𝛼𝑛 = ∞ ∞
𝑛=0 olmak üzere (3.11) ile verilen 

yeni dört adımlı iterasyon yönteminden elde edilen {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 𝑝 noktasına 

kuvvetli yakınsaktır. Ayrıca 𝑌 = 𝑋 ve 𝑇 ile 𝑆 dönüşümleri zayıf uyumlu ise 𝑝, 𝑇 ve 𝑆 

dönüşümlerinin tek ortak sabit noktasıdır. 

İspat. (3.11), (3.13) eşitsizlikleri ve 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olduğu göz önüne alınırsa, 

    ‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 − 𝑝‖  

≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖+𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                              ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖  

                                 +𝛼𝑛 {𝜆‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑇𝑦𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)} (3.14) 

   ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + 𝜆𝛼𝑛‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖  

                          = [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖  

ve 
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‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 − 𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛽𝑛) {𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)} (3.15) 

                         +𝛽𝑛 {𝜆‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑇𝑧𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}  

                     = 𝜆(1 − 𝛽𝑛)‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖+𝜆𝛽𝑛‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖  

elde edilir. Benzer şekilde; 

‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛 − 𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ (3.16) 

                         +𝛾𝑛 {𝜆‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ +  𝜇 (
‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑇𝑤𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}  

                     = [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖  

ve  

‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝜇𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛 − 𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ (3.17) 

                         +𝜇𝑛 {𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ +  𝜇 (
‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}  

                     = [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖  
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eşitsizlikleri elde edilir. Sırasıyla (3.17) eşitsizliği (3.16)’da (3.16) eşitsizliği (3.15)’te 

ve (3.15) eşitsizliği de (3.14)’te yerine yazılıp [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)] ≤ 1 ve [1 −

𝛾𝑛(1 − 𝜆)] ≤ 1 olduğu göz önüne alınarak gerekli sadeleştirmeler yapılırsa; 

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑝‖ (3.18) 

elde edilir. 

(3.18)’ de verilen eşitsizlikten; 

‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑝‖ ≤ 𝜆[1 − 𝛼𝑛−1(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥𝑛−1 − 𝑝‖ 

‖𝑆𝑥𝑛−1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆[1 − 𝛼𝑛−2(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥𝑛−2 − 𝑝‖ 

‖𝑆𝑥𝑛−2 − 𝑝‖ ≤ 𝜆[1 − 𝛼𝑛−3(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥𝑛−3 − 𝑝‖ 

⋮ 

‖𝑆𝑥1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆[1 − 𝛼0(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖ 

olup yukarıda elde edilen eşitsizlikler yardımıyla 

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆𝑛+1 ∏[1 − 𝛼𝑖(1 − 𝜆

𝑛

𝑖=0

)]‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖ (3.19) 

yazılabilir. 1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥 eşitsizliğinden yararlanarak  

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤
𝜆𝑛+1

𝑒(1−𝜆)∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=0

‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖ (3.20) 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikte n→ ∞ için limit alınırsa lim
𝑛→∞

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖=0 

bulunur. Şimdi de 𝑝 noktasının 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerinin tek ortak sabit noktası olduğunu 

gösterelim. 

Kabul edelim ki 𝑇 ve 𝑆’nin 𝑝’den farklı gibi bir çakışma noktası 𝑞 olsun. O halde 

𝑆𝑥𝑞 = 𝑇𝑥𝑞 = 𝑞 için 
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                     0 ≤ ‖𝑝 − 𝑞‖ = ‖𝑇𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑞‖  

                         ≤ 𝜆‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑆𝑥𝑞‖ +  𝜇 (
‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖. ‖𝑆𝑥𝑞 − 𝑇𝑥𝑞‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑆𝑥𝑞‖
) (3.21) 

                         ≤  𝜆‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑆𝑥𝑞‖  

yazılabilir. Bu eşitsizlikten 𝑝 = 𝑞 olduğu görülür. Dolayısı ile 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerinin 

yalnızca bir çakışma noktası vardır. 𝑇 ve 𝑆 dönüşümleri zayıf uyumlu ve 𝑝 = 𝑇𝑥𝑝 =

𝑆𝑥𝑝 olduğundan 𝑇𝑇𝑝 = 𝑇𝑇𝑥𝑝 = 𝑇𝑆𝑥𝑝 = 𝑆𝑇𝑥𝑝 eşitsizliğinden 𝑇𝑝 = 𝑆𝑝 elde edilir. 

Çakışma noktası tek olduğundan 𝑇𝑝 = 𝑝 olur. Bu nedenle 𝑝 = 𝑇𝑝 = 𝑆𝑝 olup bu eşitlik 

𝑝’nin 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerinin tek ortak sabit noktası olduğunu gösterir ve bu ise ispatı 

tamamlar. 

Yukarıdaki teoremde verilen ∑ 𝛼𝑛 = ∞ ∞
𝑛=0 şartı olmadan da yakınsama sonucunun 

elde edilebildiği aşağıdaki teoremde gösterilmiştir: 

Teorem 3.19 𝑋 ve 𝑌 ile 𝑆 ve 𝑇 dönüşümleri 𝑝 = 𝑇𝑥𝑝 = 𝑆𝑥𝑝 olmak üzere Teorem 

3.18’de olduğu gibi tanımlansın. Bu durumda (3.11) ile verilen yeni dört adımlı 

iterasyon yönteminden elde edilen {𝑆𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisi 𝑆 ve 𝑇’nin çakışma noktası olan 

𝑝’ye kuvvetli yakınsaktır. Ayrıca 𝑌 = 𝑋 ve 𝑇 ile 𝑆 dönüşümleri zayıf uyumlu ise 𝑝, 𝑇 

ve 𝑆 dönüşümlerinin tek ortak sabit noktasıdır. 

İspat. 𝜆 < 1 ve 𝛼𝑛 ∈ [0,1] olduğundan [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)] ≤ 1 elde edilir. Bu durumda 

(3.18) eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑝‖ (3.22) 

yazılabilir. Bu eşitsizlikten  

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆𝑛+1‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖ (3.23) 



20 
 

elde edilir. 𝜆 < 1 olduğu göz önüne alınır ve yukarıdaki eşitsizlikte n→ ∞ için limit 

alınırsa lim
𝑛→∞

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖=0 bulunur. 𝑝’nin 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerinin tek ortak sabit 

noktası olduğu Teorem 3.18’den görülebilir. 

Teorem 3.20 𝑋 ve 𝑌 ile 𝑆 ve 𝑇 dönüşümleri 𝑝 = 𝑇𝑥𝑝 = 𝑆𝑥𝑝 olmak üzere Teorem 

3.18’de olduğu gibi tanımlansın. (3.11) ile verilen yeni dört adımlı iterasyon 

yönteminden elde edilen {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisinin ∑ 𝛼𝑛 = ∞ ∞

𝑛=0  şartı ile 𝑝 noktasına 

yakınsak olduğunu kabul edelim. Bu durumda iterasyon yöntemi (3.11) (𝑆, 𝑇)-

kararlıdır. 

İspat. 𝜀𝑛=‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑎𝑛)‖ olmak üzere, kabul edelim ki lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0 olsun. 

Ayrıca {𝑆𝑎𝑛}𝑛=0
∞ , 𝑋 uzayında aşağıda verilen yöntemle elde edilen herhangi bir dizi 

olsun. 

𝑆𝑎𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑏𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑏𝑛  

𝑆𝑏𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑎𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑐𝑛 (3.24) 

𝑆𝑐𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑑𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑑𝑛  

𝑆𝑑𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑆𝑎𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑎𝑛  

lim
𝑛→∞

𝑆𝑎𝑛 = 𝑝 olduğu gösterilecektir. (3.13) ve (3.24) kullanılarak 

‖𝑆𝑑𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝜇𝑛)𝑆𝑎𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑎𝑛 − 𝑝‖  

                      ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑢𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                   ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑝‖

+ 𝜇𝑛 {𝜆‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑇𝑎𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)} 

(3.25) 

                   = [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑝‖  

ve 
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‖𝑆𝑐𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑑𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑑𝑛 − 𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆𝑑𝑛 − 𝑝‖+𝛾𝑛‖𝑇𝑑𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆𝑑𝑛 − 𝑝‖

+ 𝛾𝑛 {𝜆‖𝑆𝑑𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑑𝑛 − 𝑇𝑑𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑑𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)} 

(3.26) 

                  ≤ [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑑𝑛 − 𝑝‖  

elde edilir. Benzer şekilde 

‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑎𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑐𝑛 − 𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑎𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑐𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛽𝑛) {𝜆‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑇𝑎𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}

+ 𝛽𝑛 {𝜆‖𝑆𝑐𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑐𝑛 − 𝑇𝑐𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑐𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)} 

(3.27) 

                     = (1 − 𝛽𝑛)𝜆‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛𝜆‖𝑆𝑐𝑛 − 𝑝‖  

ve 

‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑎𝑛)‖ + ‖𝑓(𝑇, 𝑎𝑛) − 𝑝‖  

                         ≤ 𝜀𝑛 + ‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑝‖  

                         ≤ 𝜀𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑏𝑛 − 𝑝‖  

                         ≤ 𝜀𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑝‖ (3.28) 

                            +𝛼𝑛 {𝜆‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇 (
‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑇𝑏𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}  

                        = 𝜀𝑛 + [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑝‖  
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elde edilir. Sırasıyla (3.25) eşitsizliği (3.26)’da (3.26) eşitsizliği (3.27)’de ve (3.27) 

eşitsizliği de (3.28)’de yerine yazılıp 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olduğu göz önüne alınarak 

gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜀𝑛 + 𝜆[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑝‖   

elde edilir. Lemma 3.15’ten lim
𝑛→∞

𝑆𝑎𝑛 = 𝑝 olduğu görülür. 

Tersine lim
𝑛→∞

𝑆𝑎𝑛+1 = 𝑝 olsun. lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0 olduğu gösterilecektir. 

                            𝜀𝑛 = ‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑎𝑛)‖  

                                  ≤ ‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑝‖ + ‖𝑓(𝑇, 𝑎𝑛) − 𝑝‖ (3.29) 

                              ≤ ‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑝‖ + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑏𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑏𝑛 − 𝑝‖  

(3.25)-(3.28)’de yapılan işlemler kullanılarak (3.29) eşitsizliğinden 

    𝜀𝑛 ≤ ‖𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑝‖ + 𝜆[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑎𝑛 − 𝑝‖ 

elde edilir. Yukarıda verilen eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0 olduğu 

görülür. 

Örnek 3.21 𝑋 = (ℝ, |⋅|) Banach uzayı ve 𝑌 = [0,1] olmak üzere 𝑆, 𝑇: 𝑌 → 𝑋 

dönüşümleri sırasıyla 𝑆𝑥 =
1

5
sin 2𝑥 ve 𝑇𝑥 =

1

10
sin2 𝑥 şeklinde tanımlansın. Bu 

durumda 𝑆 ve 𝑇’nin (3.13) şartını sağlayan ve 𝑝 = 0 tek ortak sabit noktasına sahip 

dönüşüm çifti olduğu görülebilir. ∀ 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 = 𝜇𝑛 =
1

𝑛+1
 olmak 

üzere (3.11) ile verilen yeni dört adımlı Jungck tipindeki iterasyon yöntemi 𝑆 ve 𝑇 için 

yeniden yazılırsa 
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𝑥𝑛+1 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

𝑛 + 1
) sin 2𝑦𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑦𝑛] 

𝑦𝑛 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

2(𝑛 + 1)
) sin2𝑥𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑧𝑛] 

𝑧𝑛 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

𝑛 + 1
) sin 2𝑤𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑤𝑛] 

𝑤𝑛 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

𝑛 + 1
) sin 2𝑥𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑥𝑛] 

 

elde edilir. Yukarıda verilen eşitlikten elde edilecek {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisinin 𝑝 = 0 

noktasına yakınsak olduğu Teorem 3.18’den görülebilir. ∀ 𝑛 ∈ ℕ için {𝑆𝑎𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 

𝑆𝑎𝑛 = (
1

𝑛+5
) şeklinde seçilirse lim

𝑛→∞
|𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑎𝑛| = 0 olur. Dolayısıyla {𝑆𝑎𝑛}𝑛=0

∞  

dizisi {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞ ’in bir yaklaşım dizisi olur. Ayrıca 𝑆 ve 𝑇 dönüşümleri kullanılarak 

(3.24) ile verilen iterasyon yöntemi yeniden yazılırsa:  

𝑎𝑛+1 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

𝑛 + 1
) sin 2𝑏𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑏𝑛] 

𝑏𝑛 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

2(𝑛 + 1)
) sin2𝑎𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑐𝑛] 

𝑐𝑛 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

𝑛 + 1
) sin 2𝑑𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑑𝑛] 

𝑑𝑛 =
1

2
sin−1 [(

𝑛

𝑛 + 1
) sin 2𝑎𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑎𝑛] 

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikten 

𝑎𝑛+1 =
1

2
sin−1

[
 
 
 
 
 
 

1

2
(

𝑛

𝑛 + 1
)

2

sin2𝑎𝑛

+
𝑛

2(𝑛 + 1)2
sin2 {

1

2
sin−1 (

𝑛

𝑛 + 1
)𝑢1 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 (

1

2
sin−1𝑢1)}

+
1

2(𝑛 + 1)
sin2 {

1

2
sin−1 {

𝑛

2(𝑛 + 1)
sin2𝑎𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 (

1

2
sin−1𝑢2)}}

]
 
 
 
 
 
 

 

elde edilir. Burada 

𝑢1 = (
𝑛

𝑛 + 1
) sin 2𝑎𝑛 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 𝑎𝑛 

ve  
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𝑢2 = (
𝑛

𝑛 + 1
)u1 +

1

2(𝑛 + 1)
sin2 (

1

2
sin−1u1) 

eşitlikleriyle tanımlıdır. 𝜀𝑛 = |𝑆𝑎𝑛+1 − 𝑓(𝑇, 𝑎𝑛)| şeklinde seçilirse 

lim
𝑛→∞

|(
1

𝑛 + 6
) − 𝑓(𝑇, 𝑎𝑛)| = 0 

elde edilir. Sonuç olarak lim
𝑛→∞

𝜀𝑛 = 0 olduğu görülür. 

Teorem 3.22 𝑋 ve 𝑌 ile 𝑆 ve 𝑇 dönüşümleri 𝑝 = 𝑇𝑥𝑝 = 𝑆𝑥𝑝 olmak üzere Teorem 

3.18’de olduğu gibi tanımlansın. 𝑥0 = 𝑢𝑜 ∈ 𝑌 olmak üzere 𝛼1 < 𝛼𝑛 ≤ 1 şartı altında 

(3.11) ile verilen yeni dört adımlı iterasyon yönteminden elde edilen {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 

ile (3.6) ile verilen Jungck-CR iterasyon yönteminden elde edilen {𝑆𝑢𝑛} dizisi göz 

önüne alınsın. {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 𝑝 noktasına {𝑆𝑢𝑛}𝑛=0

∞  dizisine göre daha hızlı yakınsar.  

İspat. (3.19) ile verilen eşitsizlikten  

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆𝑛+1 ∏[1 − 𝛼𝑖(1 − 𝜆

𝑛

𝑖=0

)]‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖ (3.30) 

yazılabilir. Ayrıca Jungck-CR iterasyon yöntemi için  

‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑢𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑢𝑛 − 𝑝‖  

                      ≤ (1 − 𝛾𝑛 )‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑇𝑢𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                      ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑝‖ (3.31) 

                         + 𝛾𝑛 {𝜆‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + µ(
‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}  

                     = (1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆))‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑝‖  

ve 

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑤𝑛 − 𝑝‖  
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                     ≤ (1 − 𝛽𝑛 )‖𝑇𝑢𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                     ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑢𝑛 − 𝑝‖ (3.32) 

                           + 𝛽𝑛 {𝜆‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + µ(
‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑇𝑤𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}  

                     = (1 − 𝛽𝑛)𝜆‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑝‖+𝛽𝑛𝜆‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑝‖  

ve 

‖𝑆𝑢𝑛+1 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑣𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑣𝑛 − 𝑝‖  

                          ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑣𝑛 − 𝑇𝑥𝑝‖  

                          ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑝‖ (3.33) 

                             +𝛼𝑛 {𝜆‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖ + µ(
‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑇𝑣𝑛‖. ‖𝑆𝑥𝑝 − 𝑇𝑥𝑝‖

1 + ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑆𝑥𝑝‖
)}  

                         = [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑝‖  

elde edilir. Sırasıyla (3.31) eşitsizliği (3.32)’de ve (3.32) eşitsizliği de (3.33)’te yerine 

yazılıp 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] olduğu göz önüne alınır ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

‖𝑆𝑢𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑝‖  

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte tümevarım uygulanırsa 

‖𝑆𝑢𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ ∏[1 − 𝛼𝑖(1 − 𝜆)]

𝑛

𝑖=0

‖𝑆𝑢0 − 𝑝‖ (3.34) 

elde edilir. 𝛼1 < 𝛼𝑛 ≤ 1 kabulü (3.30) ve (3.34) eşitsizliklerine uygulanırsa 

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜆𝑛+1‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖. [1 − 𝛼1(1 − 𝜆)]𝑛+1 

‖𝑆𝑢𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑆𝑢0 − 𝑝‖[1 − 𝛼1(1 − 𝜆)]𝑛+1 
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eşitsizlikleri elde edilir. 

𝑎𝑛 = 𝜆𝑛+1‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖[1 − 𝛼1(1 − 𝜆)]𝑛+1 

𝑏𝑛 = ‖𝑆𝑢0 − 𝑝‖[1 − 𝛼1(1 − 𝜆)]𝑛+1 

şeklinde tanımlayalım. 

𝛹𝑛 =
𝑎𝑛

𝑏𝑛
=

𝜆𝑛+1‖𝑆𝑥0 − 𝑝‖. [1 − 𝛼1(1 − 𝜆)]𝑛+1

‖𝑆𝑢0 − 𝑝‖[1 − 𝛼1(1 − 𝜆)]𝑛+1
  

                                           = 𝜆𝑛+1 < 1  

olur. Dolayısıyla lim
𝑛→∞

𝛹𝑛 = 0 elde edilir. Tanım 3.12’den {𝑆𝑥𝑛} dizisi 𝑝 noktasına 

{𝑆𝑢𝑛} dizisine göre daha hızlı yakınsar. 

Aşağıda verilen örnekler yeni tanımlamış olduğumuz iterasyon yönteminin bu tez 

çalışmasında verilen diğer Jungck tipindeki yöntemlere göre uygun koşullar altında 

daha yüksek bir yakınsama hızına sahip olduğunu göstermektedir: 

Örnek 3.23 𝑌 = [0,1] olmak üzere 𝑇, 𝑆: [0,1] → [0,
1

5
] , 𝑇𝑥 =

𝑥

12
 ve 𝑆𝑥 =

𝑥

5
 şeklinde 

tanımlansın. 𝑇0 = 𝑆0 = 0 olup 𝑇([0,1]) ⊆ 𝑆([0,1]) olduğu açıktır. (𝑆, 𝑇) dönüşüm 

çifti 𝜆 = 0.5 ve 𝜇 =
7

64
 için (3.13) ile verilen şartı sağlar. 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 = 𝜇𝑛 = 𝑎𝑛 =

𝑏𝑛 = 𝑐𝑛 =
1

10
 olmak üzere (3.2)-(3.9) eşitlikleriyle verilen Jungck tipindeki iterasyon 

yöntemleri ve (3.11) ile verilen yeni dört adımlı Jungck tipindeki iterasyon yönteminin 

𝑥0 = 0.48 başlangıç koşulu için 𝑝 = 𝑇0 = 𝑆0 = 0 noktasına yakınsamaları Çizelge 

3.1 ve Çizelge 3.2’de gösterilmiştir.  
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 Çizelge 3. 1.  𝑥0 = 0.48 başlangıç noktası için yeni iterasyon yöntemi ve JCR, JS ile JA iterasyon yöntemlerinin yakınsama davranışları. 

 

 

 

𝑥𝑛 Yeni İterasyon (3.13) JCR JS JA 

𝑥1 0.48 0.48 0.48 0.48 

𝑥2 0.18620019675926 0.18723472222222 0.18833333333333 0.19883333333333 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥24 0.00000000016682 0.00000000018949 0.00000000021678 0.00000000075500 

𝑥25 0.00000000006471 0.00000000007391 0.00000000008506 0.00000000031275 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥34 0.00000000000001 0.00000000000002 0.00000000000002 0.00000000000011 

𝑥35 0.00000000000000 0.00000000000001 0.00000000000001 0.00000000000005 

𝑥36 ⋮ 0.00000000000000 0.00000000000000 0.00000000000002 

𝑥37 ⋮ ⋮ ⋮ 0.00000000000001 

𝑥38 ⋮ ⋮ ⋮ 0.00000000000000 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 



28 
 

Çizelge 3. 2. 𝑥0= 0.48 başlangıç noktası için JSP, JK, JN, JI ve JM iterasyon yöntemlerinin yakınsama davranışları. 

 

 

𝑥𝑛 JSP JK JN JI JM 

𝑥1 0.48 0.48 0.48 0.48 0.48 

𝑥2 0.40080472222222 0.42161805555556 0.45078472222222 0.45083333333333 0.45200000000000 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥179 0.00000000000001 0.00000000004528 0.00000671145338 0.00000684151647 0.00001083783116 
𝑥180 0.00000000000000 0.00000000003977 0.00000630295968 0.00000642579933 0.00001020562434 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥249 ⋮ 0.00000000000001 0.00000008275099 0.00000008499377 0.00000016134154 
𝑥250 ⋮ 0.00000000000000 0.00000007771433 0.00000007982922 0.00000015192995 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥513 ⋮ ⋮ 0.00000000000001 0.00000000000001 0.00000000000002 

𝑥514 ⋮ ⋮ 0.00000000000000 0.00000000000001 0.00000000000002 

𝑥515 ⋮ ⋮ ⋮ 0.00000000000000 0.00000000000002 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥537 ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 0.00000000000000 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
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Çizelge 3.1 ve Çizelge 3.2’den aşağıdaki sonuçlara ulaşılabilir: 

 (3.11) ile verilen yeni tanımlamış olduğumuz dört adımlı iterasyon yöntemi 35. 

adımda sabit noktaya ulaşırken  

 (3.2) ile verilen Jungck-Mann iterasyon yöntemi 537. adımda,  

 (3.3) ile verilen Jungck-Ishikawa iterasyon yöntemi 515. adımda,  

 (3.4) ile verilen Jungck-Noor iterasyon yöntemi 514. adımda,   

 (3.5) ile verilen Jungck-SP iterasyon algoritması 180. adımda,  

 (3.6) ile verilen Jungck-CR iterasyon algoritması 36. adımda, 

 (3.7) ile verilen Jungck-Agarwal iterasyon algoritması 38. adımda,  

 (3.8) ile verilen Jungck-Sahu iterasyon algoritması 36. adımda ve  

 (3.9) ile verilen Jungck-Khan iterasyon yöntemi 250. adımda sabit noktaya 

ulaşmaktadır. 

Örnek 3.24 𝑌 = [0.5,1.5] olmak üzere 𝑇, 𝑆: [0.5,1.5] → [1,81] , 𝑇𝑥 = 𝑥8 + 24𝑥3 −

44𝑥2 + 35 ve 𝑆𝑥 = 16𝑥4 şeklinde tanımlansın. 𝑇1 = 𝑆1 = 16 olup 𝑇([0.5,1.5]) ⊆

𝑆([0.5,1.5]) olduğu açıktır. (𝑆, 𝑇) dönüşüm çifti 𝜆 = 0.4 ve 𝜇 = 0.2 için (3.13) ile 

verilen şartı sağlar. 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 = 𝜇𝑛 = 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 𝑐𝑛 =
3

20
 olmak üzere (3.2)-(3.9) 

eşitlikleriyle verilen Jungck tipindeki iterasyon yöntemleri ve (3.11) ile verilen yeni 

dört adımlı Jungck tipindeki iterasyon yönteminin 𝑥0 = 0.75 başlangıç koşulu için 

𝑝 = 𝑇1 = 𝑆1 = 16 noktasına yakınsamaları Çizelge 3.3 ve Çizelge 3.4’te 

gösterilmiştir. 
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 Çizelge 3. 3. 𝑥0= 0.75 başlangıç noktası için yeni iterasyon ile JCR, JS, JA ve JSP iterasyon yöntemlerinin yakınsama davranışları. 

 

 

𝑥𝑛 
Yeni İterasyon 

(3.13) 
JCR JS JA JSP 

𝑥1 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 

𝑥2 1.05295512496838 1.05414377123399 1.04466023384367 1.06137648831351 0.87897378710221 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥11 0.99999999994918 0.99999999994220 0.99999999993357 0.99999999978115 0.99820409366943 
𝑥12 1.00000000000533 1.00000000000615 1.00000000000718 1.00000000002691 0.99883957379660 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑥15 0.99999999999999 1.00000000000007 1.00000000000008 1.00000000000041 0.99968608635441 
𝑥16 1.00000000000000 0.99999999999999 0.99999999999999 0.99999999999995 0.99979688882405 
𝑥17 ⋮ 1.00000000000000 1.00000000000000 1.00000000000001 0.99986856789305 
𝑥18 ⋮ ⋮ ⋮ 1.00000000000000 0.99991494544177 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥72 ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 1.00000000000000 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
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 Çizelge 3. 4. 𝑥0= 0.75 başlangıç noktası için JK, JN, JI ve JM iterasyon yöntemlerinin yakınsama davranışları. 

 

 

𝑥𝑛 JK JN JI JM 

𝑥1 0.75 0.75 0.75 0.75 

𝑥2 0.85315042838595 0.80608101051239 0.80567837352895 0.81072049020377 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑥100 0.99999999999999 0.99999989267722 0.99999989187984 0.99999991939256 
𝑥101 1.00000000000000 0.99999990695173 0.99999990625712 0.99999993027457 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥213 ⋮ 0.99999999999999 0.99999999999999 0.99999999999999 

𝑥214 ⋮ 0.99999999999999 0.99999999999999 1.00000000000000 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑥217 ⋮ 0.99999999999999 0.99999999999999 ⋮ 
𝑥218 ⋮ 1.00000000000000 1.00000000000000 ⋮ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
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Çizelge 3.3 ve Çizelge 3.4’ten aşağıdaki sonuçlara ulaşılabilir: 

 (3.11) ile verilen yeni tanımlamış olduğumuz dört adımlı iterasyon yöntemi 16. 

adımda sabit noktaya ulaşırken  

 (3.2) ile verilen Jungck-Mann iterasyon yöntemi 214. adımda,  

 (3.3) ile verilen Jungck-Ishikawa iterasyon yöntemi 218. adımda,  

 (3.4) ile verilen Jungck-Noor iterasyon yöntemi 218. adımda,   

 (3.5) ile verilen Jungck-SP iterasyon algoritması 72. adımda,  

 (3.6) ile verilen Jungck-CR iterasyon algoritması 17. adımda, 

 (3.7) ile verilen Jungck-Agarwal iterasyon algoritması 18. adımda,  

 (3.8) ile verilen Jungck-Sahu iterasyon algoritması 17. adımda ve  

 (3.9) ile verilen Jungck-Khan iterasyon yöntemi 101. adımda sabit noktaya 

ulaşmaktadır. 

Teorem 3.25 𝑋 ve 𝑌 ile 𝑆 ve 𝑇 dönüşümleri 𝑝 = 𝑇𝑥𝑝 = 𝑆𝑥𝑝 olmak üzere Teorem 

3.18’de olduğu gibi tanımlansın. Kabul edelim ki 𝑆1, 𝑇1: 𝑌 → 𝑋 dönüşümleri 𝑇1𝑥𝑝 =

𝑆1𝑥𝑝 = 𝑞 ve her 𝑥 ∈ 𝑌 için‖𝑇𝑥 − 𝑇1𝑥‖ ≤ 𝜀1 ve ‖𝑆𝑥 − 𝑆1𝑥‖ ≤ 𝜀2 koşullarını sağlayan 

𝜀1 ve 𝜀2 için sırasıyla 𝑆 ve 𝑇’nin yaklaşım operatörleri olsun. (3.11) ile verilen yeni 

iterasyon yönteminden elde edilen {𝑆𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisini 

1

2
≤ 𝛼𝑛 şartıyla göz önüne alalım. 

Ayrıca {𝑆𝑒𝑛}𝑛=0
∞  aşağıdaki yöntemle elde edilen bir dizi olsun: 

𝑆1𝑒𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆1𝑓𝑛 + 𝛼𝑛𝑇1𝑓𝑛  

𝑆1𝑓𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇1𝑒𝑛 + 𝛽𝑛𝑇1𝑔𝑛 (3.35) 

𝑆1𝑔𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑆1ℎ𝑛 + 𝛾𝑛𝑇1ℎ𝑛  

𝑆1ℎ𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑆1𝑒𝑛 + 𝜇𝑛𝑇1𝑒𝑛  

Eğer 𝑛 → ∞ için . {𝑆𝑒𝑛}𝑛=0
∞ → 𝑞 ise, bu durumda  

‖𝑝 − 𝑞‖ ≤
7𝜀1 + 9𝜀2

1 − 𝜆
 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. (3.11), (3.13) ve (3.35) kullanılarak 
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‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆1ℎ𝑛‖ = ‖(1 − 𝜇𝑛)𝑆𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛 − (1 − 𝜇𝑛)𝑆1𝑒𝑛 − 𝜇𝑛𝑇1𝑒𝑛‖  

           ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆1𝑒𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇1𝑒𝑛‖  

                     ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ + (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑒𝑛 − 𝑆1𝑒𝑛‖ (3.36) 

                       +𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑒𝑛 − 𝑇1𝑒𝑛‖  

≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ + (1 − 𝜇𝑛)𝜀2 

+𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ + 𝜇𝑛𝜀1 

  

 

elde edilir. Ayrıca 

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ + µ(
‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖. ‖𝑆𝑒𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖
)  

olup  

𝐴1 = (
‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖. ‖𝑆𝑒𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖
) 

denirse 

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ + µ𝐴1 (3.37) 

yazılabilir. (3.37) eşitsizliği (3.36)’da yerine yazılırsa 

‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆1ℎ𝑛‖ ≤ [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ + 𝜇𝑛µ𝐴1 

+(1−𝜇𝑛)𝜀2  + 𝜇𝑛𝜀1 

(3.38) 

olur. Benzer şekilde ; 

‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ = ‖(1 − 𝛾𝑛)𝑆𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛 − (1 − 𝛾𝑛)𝑆1ℎ𝑛 − 𝛾𝑛𝑇1ℎ𝑛‖ 
 

                    ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ + (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆ℎ𝑛 − 𝑆1ℎ𝑛‖  

                                   +𝛾𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖ + 𝛾𝑛‖𝑇ℎ𝑛 − 𝑇1ℎ𝑛‖ (3.39) 

 ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ + (1 − 𝛾𝑛)𝜀2 

+𝛾𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖ + 𝛾𝑛𝜀1 
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ve  

‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ + µ(
‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑇𝑤𝑛‖. ‖𝑆ℎ𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖
) (3.40) 

yazılabilir. 

𝐴2 = (
‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑇𝑤𝑛‖. ‖𝑆𝐿𝑛 − 𝑇𝐿𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆𝐿𝑛‖
) 

denirse 

‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ + µ𝐴2 (3.41) 

olur. (3.41) eşitsizliği (3.39)’da yerine yazılırsa 

‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ ≤ [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ (3.42) 

                      + 𝛾𝑛 µ𝐴2 + (1 − 𝛾𝑛)𝜀2 + 𝛾𝑛𝜀1  

elde edilir. Ayrıca  

‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆1ℎ𝑛‖ + ‖𝑆1ℎ𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ (3.43) 

    ≤ ‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆1ℎ𝑛‖ + 𝜀2  

olup (3.43) eşitsizliği (3.42)’de yerine yazılırsa 

‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ ≤ [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑤𝑛 − 𝑆1ℎ𝑛‖ (3.44) 

                      +[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜀2 + 𝛾𝑛 µ𝐴2 + (1 − 𝛾𝑛)𝜀2 + 𝛾𝑛𝜀1  

elde edilir. (3.38) eşitsizliği (3.44) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ ≤ [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)][1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖  

                  + [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛µ𝐴1 + [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)](1−𝜇𝑛)𝜀2  (3.45) 

                    +[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛𝜀1 + [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜀2 + 𝛾𝑛 µ𝐴2  

                             +(1 − 𝛾𝑛)𝜀2 + 𝛾𝑛𝜀1  

elde edilir. Benzer bir yaklaşımla 
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‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆1𝑓𝑛‖ = ‖(1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 − (1 − 𝛽𝑛)𝑇1𝑒𝑛 − 𝛽𝑛𝑇1𝑔𝑛‖ 
 

                  ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ + (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑒𝑛 − 𝑇1𝑒𝑛‖  

                                   +𝛽𝑛‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑔𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑔𝑛 − 𝑇1𝑔𝑛‖ (3.46) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ + (1 − 𝛽𝑛)𝜀1 +  

                                  +𝛽𝑛‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑔𝑛‖ + 𝛽𝑛𝜀1  

olup 

‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑔𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑔𝑛‖ +  µ (
‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑇𝑧𝑛‖. ‖𝑆𝑔𝑛 − 𝑇𝑔𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑔𝑛‖
) (3.47) 

yazılabilir. 

𝐴3 = (
‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖. ‖𝑆𝑢𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑢𝑛‖
) 

denirse; 

‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑔𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑔𝑛‖ +  µ𝐴3 (3.48) 

olur. Ayrıca  

‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑔𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ + ‖𝑆1𝑔𝑛 − 𝑆𝑔𝑛‖ (3.49) 

                                                  ≤ ‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ + 𝜀2  

olup (3.49) eşitsizliği (3.48)’de yerine yazılırsa 

‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑔𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ + 𝜆𝜀2 +  µ𝐴3 (3.50) 

elde edilir. (3.45) eşitsizliği (3.50)’de yerine yazılırsa 

‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑔𝑛‖ ≤  𝜆‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆1𝑔𝑛‖ + 𝜆𝜀2 + µ𝐴3  

      ≤ 𝜆[1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)][1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖  

                           +𝜆 [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛µ𝐴1 + 𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)](1−𝜇𝑛)𝜀2 (3.51) 

         +𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛𝜀1 +  𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜀2  
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                             + 𝛾𝑛𝜆 µ𝐴2 + 𝜆(1 − 𝛾𝑛)𝜀2 + 𝛾𝑛𝜆𝜀1 + 𝜆𝜀2 + µ𝐴3  

elde edilir. Ayrıca  

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ +  µ (
‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖. ‖𝑆𝑒𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖
) (3.52) 

olup 

𝐴4 = (
‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖. ‖𝑆𝑒𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖
) 

denirse 

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑒𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ +  µ𝐴4 (3.53) 

olur. (3.51) ve (3.53) eşitsizlikleri (3.46)’da yerine yazılırsa 

‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆1𝑓𝑛‖ ≤ (1 − 𝛽𝑛)𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ + (1 − 𝛽𝑛)µ𝐴4 + 𝜀1  

                              +𝛽𝑛𝜆[1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)][1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖  

                              +𝛽𝑛𝜆 [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛µ𝐴1 + 𝛽𝑛𝛾𝑛𝜆 µ𝐴2 + 𝛽𝑛µ𝐴3 (3.54) 

                             +𝛽𝑛𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)](1−𝜇𝑛)𝜀2  

                             +𝛽𝑛𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛𝜀1 + 𝛽𝑛𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜀2  

                             +𝛽𝑛𝜆(1 − 𝛾𝑛)𝜀2 + 𝛽𝑛𝛾𝑛𝜆𝜀1 + 𝛽𝑛𝜆𝜀2  

elde edilir. Benzer düşünceyle 

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑆1𝑒𝑛+1‖ = ‖(1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 − (1 − 𝛼𝑛)𝑆1𝑓𝑛 − 𝛼𝑛𝑇1𝑓𝑛‖ 
 

                          ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑓𝑛‖ + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑓𝑛 − 𝑆1𝑓𝑛‖  

                                          +𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑓𝑛‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑓𝑛 − 𝑇1𝑓𝑛‖ (3.55) 

                                    ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑓𝑛‖ + (1 − 𝛼𝑛)𝜀2  

                                         +𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑓𝑛‖ + 𝛼𝑛𝜀1  

olup  
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‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑓𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑓𝑛‖ +  µ (
‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑇𝑦𝑛‖. ‖𝑆𝑓𝑛 − 𝑇𝑓𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑔𝑛‖
) (3.56) 

yazılabilir. 

𝐴5 = (
‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑇𝑦𝑛‖. ‖𝑆𝑓𝑛 − 𝑇𝑓𝑛‖

1 + ‖𝑆𝑧𝑛 − 𝑆𝑔𝑛‖
) 

denirse 

‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑓𝑛‖ ≤ 𝜆‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑓𝑛‖ +  µ𝐴5 (3.57) 

olur. (3.57) eşitsizliği (3.55)’te yerine yazılırsa 

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑆1𝑒𝑛+1‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑓𝑛‖ 
(3.58) 

                                                             +(1 − 𝛼𝑛)𝜀2 + 𝛼𝑛𝜀1 + 𝛼𝑛 µ𝐴5  

elde edilir. Ayrıca  

‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆𝑓𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆1𝑓𝑛‖ + ‖𝑆1𝑓𝑛 − 𝑆𝑓𝑛‖ (3.59) 

                                                   ≤ ‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆1𝑓𝑛‖ + 𝜀2  

olduğundan  

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑆1𝑒𝑛+1‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑦𝑛 − 𝑆1𝑓𝑛‖ (3.60) 

                                      +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝜀2 + (1 − 𝛼𝑛)𝜀2 + 𝛼𝑛𝜀1 + 𝛼𝑛 µ𝐴5  

olur. (3.54) eşitsizliği (3.60)’ta yerine yazılırsa 

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑆1𝑒𝑛+1‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)](1 − 𝛽𝑛)𝜆‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖  

                            +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)](1 − 𝛽𝑛)µ𝐴4 + [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝜀1  

         +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝜆[1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜆)][1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖  

                              +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝜆 [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛µ𝐴1 (3.61) 

                              + [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝛾𝑛𝜆 µ𝐴2 + [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛µ𝐴3  

                              +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)](1−𝜇𝑛)𝜀2  
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                              +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜇𝑛𝜀1  

                              +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)] 𝛽𝑛𝜆[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝜆)]𝜀2  

                             +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝜆(1 − 𝛾𝑛)𝜀2  

                             +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝛾𝑛𝜆𝜀1 + [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝛽𝑛𝜆𝜀2  

                             +[1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]𝜀2 + (1 − 𝛼𝑛)𝜀2 + 𝛼𝑛𝜀1 + 𝛼𝑛 µ𝐴5  

elde edilir. Ayrıca 

‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆1𝑒𝑛‖ + ‖𝑆1𝑒𝑛 − 𝑆𝑒𝑛‖ (3.62) 

                                                   ≤ ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆1𝑒𝑛‖ + 𝜀2  

olup (3.62) eşitsizliği (3.61)’de yerine yazılıp 
1

2
≤ 𝛼𝑛 ile 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] ve 𝜆 <

1 olduğu göz önüne alınarak gerekli sadeleştirmeler yapılırsa  

‖𝑆𝑥𝑛+1 − 𝑆1𝑒𝑛+1‖ ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜆)]‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆1𝑒𝑛‖  

                                     +𝛼𝑛(1 − 𝜆) {
7𝜀1 + 9𝜀2 + 2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)

1 − 𝜆
}  

elde edilir. lim
𝑛→∞

(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5) = 0 olduğu açıktır. Bu gerçekten hareketle 

𝑠𝑛 = ‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆1𝑒𝑛‖ 

𝜃𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝜆) ∈ (0,1) 

𝜙𝑛 = {
7𝜀1 + 9𝜀2 + 2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)

1 − 𝜆
} 

şeklinde seçilirse Lemma 3.16’nın şartları sağlanır. Dolayısıyla 

                     0 ≤ lim sup 
𝑛→∞

‖𝑆𝑥𝑛 − 𝑆1𝑒𝑛‖  

           ≤ lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝 {
7𝜀1 + 9𝜀2 + 2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 + 𝐴5)

1 − 𝜆
} (3.63) 

                         =
7𝜀1 + 9𝜀2

1 − 𝜆
  

yazılabilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasının ilk bölümünde sabit nokta teorisinin tarihsel gelişimi hakkında 

bilgi verilmiş olup ikinci bölümde ise tez boyunca kullanılan temel tanım ve 

teoremlere yer verilmiştir. Üçüncü bölümde Banach Daralma İlkesinin 

genellemelerinden biri olan Jungck- Daralma İlkesinde ortaya konulan yaklaşım 

altında klasik sabit nokta iterasyon yöntemlerinin Jungck tipinde yeniden 

tanımlanmasıyla oluşan literatür verilmiş ve yeni dört adımlı Jungck-tipindeki 

iterasyon yöntemi (3.11) eşitliğiyle tanımlanmıştır. Tanım 3.14’teki şartları sağlayan 

dönüşüm çifti için (3.11) ile verilen yeni iterasyon yönteminden elde edilen dizinin 

herhangi bir Banach uzayında kuvvetli yakınsaklığının analizi Teorem 3.18-Teorem 

3.19 ile, kararlılık sonucu Teorem 3.20 ile verilmiştir. Örnek 3.21 ile elde edilen bu 

kararlılık sonucu nümerik olarak gösterilmiştir. Ayrıca yeni iterasyon yönteminin 

literatürde mevcut olan diğer Jungck-tipindeki yöntemlerle karşılaştırıldığında daha 

iyi bir yakınsama hızına sahip olduğu Teorem 3.22’de ispatlanmış ve bu sonucu 

desteklemek amacıyla lineer ve lineer olmayan dönüşümler kullanılarak sırasıyla 

Örnek 3.23 ve Örnek 3.24’te elde edilen sonuçlar Çizelge 3.1-Çizelge 3.4’te 

verilmiştir. Son olarak Tanım 3. 14’teki şartları sağlayan zayıf uyumlu dönüşümlerin 

tek olan ortak sabit noktasının veri bağlılığı sonucu yeni iterasyon yöntemi 

kullanılarak Teorem 3.25’te elde edilmiştir. 

Konu ile ilgilenen araştırmacılar bu tez çalışmasında (3.10) ve (3.11) ile verilen yeni 

iterasyon yöntemlerini veya bu yöntemlerden elde edilecek olan iterasyon 

yöntemlerini kullanarak b-metrik uzaylar, konveks metrik uzaylar, hiperbolik uzaylar, 

eliptik metrik uzaylar ve genelleştirilmiş konveks metrik uzaylar gibi farklı geometrik 

yapılar üzerinde yakınsaklık, yakınsaklık denkliği, kararlılık ve veri bağlılığı gibi bazı 

sabit nokta teoremlerini analiz edebilir. 
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