T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YENI BIR OPERATORUN BAZI UZAYLARDAKI SPEKTRAL
ANALIZI

EZGi ERDOGAN

YUKSEK LiSANS TEZIi
MATEMATIK MUHENDISLIiGI ANABILIiM DALI

DANISMAN
PROF. DR. VATAN KARAKAYA

ISTANBUL, 2013



T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YENI BIR OPERATORUN BAZI UZAYLARDAKI SPEKTRAL
ANALIZI

Ezgi ERDOGAN tarafindan hazirlanan tez ¢alismasi 14.01.2013 tarihinde asagidaki jiiri
tarafindan Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Miihendisligi
Anabilim Dali’'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Danismani
Prof. Dr. Vatan Karakaya
Yildiz Teknik Universitesi

Jiiri Uyeleri
Prof. Dr. Vatan Karakaya
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Omer Gok
Yildiz Teknik Universitesi

Dog. Dr. Necip Simsek

Istanbul Ticaret Universitesi




ONSOZ

Bu tezin hazirlanma siirecinde karsilastigim giicliiklerde beni cesaretlendiren,
yonlendiren, maddi ve manevi destegini her zaman hissettigim saygideger hocam Prof.
Dr. Vatan KARAKAYA’ ya minnet ve siikranla tesekkiirlerimi sunarim. Bilimin ve
bilim insaninin destekg¢isi olan ve yiiksek lisans egitimim siliresince maddi destek
gordiigiim Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastrma Kurumu (TUBITAK) na
tesekkiirii bir borg bilirim.

Hayatim boyunca verdigim kararlarda beni her zaman destekleyen, benden ilgi ve
alakasini1 higbir zaman esirgemeyen aileme, Ozellikle annem ve babama sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim. Sevgi ve dostluklarindan her zaman emin oldugum, bu

calismada yasadigim sikintilarda beni dinleyen ve motive eden tiim arkadaslarima
sonsuz tesekkiir ederim.

Ocak, 2013
Ezgi Erdogan



ICINDEKILER

Sayfa

SIMGE LIS TE STt e e e e e e e e e e e e e e e e e eeeeeseesseeeeeeene e A

CIZELGE LISTESL. ..ot vi

O Z T e e e e e e e e e e e e e e et et e e e e et e e eee e e vii

AB ST R A CT .. e viii

BOLUM 1

IR S . 1
Lol LA@IAUT OZEtiu e eeeeeeee oo e e e e oo e e e e e e e e ae e e e e eeaeeseseeeaeeeaeans 4
1.2 TEZIN AINACT. .. eeteeeeeeeee e e e et e e e e e e e e e eaeeeeaaes 6
L3 HIPOLEZ oottt e e e e e e e e e aaeeeeeas 6

BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER ... 7
2.1 Temel Tanimlar. ... .cooounniie et e, 7
2.2 Lineer DOnlstimler..................cco 9
2.3 DIzl UzZaYIarT..ccoooiiiiiiiiiiee ettt e e e e e 13
2.4 Matris DOnUSUMICIT ... 14
2.5 Bir Déniisiimiin Spektrumu ve Ince Spektrumu.............ccccocveveervveeennne.n. 16

BOLUM 3

W OPERATORUNUN ¢y, ve U UZAYLARINDAKI SPEKTRUMU.................. 20
3.1 W Operatoriiniin ¢, Uzay1 Uzerindeki Ince Spektrumlari...................... 21
3.2 ¢ ve ¢ Dizi Uzaylarinda W Operatoriiniin Ince Spektrumu............ 31

BOLUM 4

W OPERATORUNUN ¢, ve ¢, DIZI UZAYLARINDAKI INCE SPEKTRUMU....44

4.1 W Operatériiniin £, Uzay1 Uzerindeki Spektrumu................cccccevevrennne. 44
4.2 ¢, Dizi Uzaymda W Operatdriiniin Ince Spektrumu ..........ccocoeveevneee. 55
KAYNAKLAR .ottt e e e e e et e e e e eiasaeeeesnsaeeeesnaaeeeensnseeaas 65
OZGECMIS ..ottt ettt ettt eseee s neanas 68



SIMGE LIiSTESI

R Reel sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi
N {0, 1, 2,...} sayilar kiimesi
N {l, 2,...} sayilar kiimesi
K R veya C cismi
w Tiim reel veya kompleks terimli diziler uzay1
l.. Sinirh diziler uzayi
c Yakinsak diziler uzay1
C Sifira yakinsak diziler uzay1
¢, Mutlak yakinsak serilerin uzay1
¢, p. kuvvetten mutlak yakinsak serilerin uzay1
bv Stmirl saliniml dizilerin uzay1
bv, Hem smirli salinimli hem de sifira yakinsak dizilerin uzay1
bv, p.kuvvetten siirh salimiml dizilerin uzay1
X' X uzaymin duali
R(T) T operatdriiniin goriintii kiimesi
o(T) T operatdriiniin tanim kiimesi
N(T ) T operatoriiniin sifir kiimesi

(T) T operatdriiniin goriintiisiiniin kapanisi
T T operatdriiniin tersi
T T operatoriiniin adjoint operatorii
p(T) T operatdriiniin regiiler degerlerinin kiimesi
o(T,X) T operatdriiniin spektrum kiimesi
g, (T , X ) T operatoriiniin noktasal spektrumu

T

operatoriiniin siirekli spektrumu
o,(T,X) T operatoriiniin residiiel (artik) spektrumu
(4,(x))  x dizisinin 4 matrisi altindaki doniisiim dizisi

B(X ,Y ) X > den Y uzaymna sinirlhi doniisiimlerin uzay1

~

(X Y ) X ’den Y uzayma lineer doniisiimlerin uzay1
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OZET

YENI BIR OPERATORUN BAZI UZAYLARDAKI SPEKTRAL
ANALIZI

Ezgi ERDOGAN

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Bazi dizi uzaylarinda tanimli bir doniisiimiin spektrumu ile ilgili olan bu ¢alisma dort
boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde spektrum alaninin tarihsel gelisimi ve spektrum ile ilgili caligmalarin
bir literatiir 6zeti verilmis ve bu calismani amaci belirtilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki bdliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.
Ucgiincii boliimde, fark matrisi ile factorable matrisin carpimindan elde edilen matrisin

¢,,¢, ¢ dizi uzaylarindaki spektrumu ve ince spektrumu incelenmistir.

Son bélim olan doérdiincii bolimde ise ayni matrisin £,¢ =~ dizi uzaylarindaki ince

spektrumuna yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzayi, bir operatdriin spektrumu, ince spektrum, matris
doniisiimii, fark matrisi, factorable matris.
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ABSTRACT

THE SPECTRAL ANALYSIS OF A NEW OPERATOR OVER
SOME SPACES

Ezgi ERDOGAN
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This study, which deal with spectrum of an operator defined on some sequence spaces,
consist of four chapter.

In the first chapter, the historical development of the field of spectrum and a literature
rewiev of studies concerned with the spectrum were given and the aim of this study
were indicated.

In the second chapter, the principal definitions and theorems were given that used in
other chapters.

In the third chapter, the spectrum and fine spectrum of the matrix that are obtained with
multiplication of difference matrix and factorable matrix, were studied on sequence

spaces of ¢,,c,? .

In the last chapter, the spectrum of the same operator were obtained over sequence
spaces of £,,¢ .

Key Words: Sequence spaces, the spectrum of an operator, fine spectrum, matrix
transformation, difference matrix, factorable matrix.
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BOLUM 1

GIiRiS
Fonksiyonel analiz ve uygulamalarinin temel konularindan biri olan spektral teorinin
amaci belirli sartlara sahip ters operatdrlerin ve bu ters operatdrlerin 6zellikleri ve esas
operatorle olan iligkilerinin incelenmesidir. Ters operatorlerle ilgili 6zellikler denklem
c¢ozme problemlerinde (lineer cebirsel denklem sistemleri, diferansiyel denklemler,

integral denklemler gibi) ters operatoriin karsimiza ¢ikmasindan dolay1 6nemlidir [1].

Temeli 17. ylizyila dayanan spektrum kavrami 20. yiizyilda matematik literatiiriine

girmistir, yani spektrumun matematiksel teorisi 20. ylizy1l olgusudur.

Spektral teoremin temeli olarak Temel Eksen Teoremi kabul edilmektedir. 17. yiizyil
matematikc¢ileri ve analitik geometrinin kurucular1 Pierre de Fermat (1601-1665) ve
René Descartes (1596-1650) ‘in eserleri arasindan ¢ikan Temel Eksen Teoreminin, cebir

ve analizin konularindan biri olan spektrumun temeli olmas1 biraz sasirtici olabilir [2],

[3]. Temel eksen teoremi, R* Oklid diizlemindeki ax” +2bxy+cy® seklindeki

kuadratik formdaki bir ifadenin uygun bir rotasyonla ax’+ by’ normal forma

doniistiirtilebilecegini ifade etmektedir. Burada normal formun temel eksenleri ile yeni

koordinat eksenleri uyusmaktadir.

Temel eksen teoreminin genel formu, R iizerindeki herhangi simetrik
(Ax,x)=> a,xx, seklindeki kuadratik formun 7':R" — R" seklindeki bir ortogonal
doniisiim vasitasiyla Z)»xf normal formunda yeniden yazilabilecegini ifade eder. Bu

genel forma 19. yiizyilin ikinci yarisinda James Joseph Sylvester (1814-1897) ve Arthur
Cayley (1821-1895) tarafindan n-boyutlu uzaylarin cebirsel yapisini vermek i¢in matris

notasyonunu kullanmalariyla ulasilmistir. Sylvester, (Ax,x) ’in normal formundaki A,
katsayilarmin det(A\ —A4)=0 karakteristik denklemin kokleri oldugunu gdstermistir
[4]. Cayley, Temel Eksen teoreminin cebir dilindeki karsilimni vermis ve her bir

1



simetrik reel A4 matrisinin ortogonal olarak bir D kosegen matris ile temsil

edilebildigini ifade etmistir [5]. Kisacasi, bir 7 ortogonal matrisi (T ‘=T ’1) icin

D=T"'AT diyagonal yapidadir ve D matrisinin diyagonali 4 matrisinin

dzdegerleridir. Denk bir ifadeyle det(A — 4)= 0 olan polinomunun kdkleridir.

Spektral teorinin ortaya ¢ikmasindaki ikinci adim, sonlu boyutlu teorinin sonsuz boyutlu
teoriye gelistirilmesi, yani sonsuz boyutlu uzaylardaki belirli operatorlerin de diyagonal
formda sunulabileceginin anlasilmasidir. Bu durum ilk olarak cebirde (lineer denklem
sistemlerinin ¢oziimlerinde) ve ardindan geometride ortaya c¢ikmistir. 18. ve 19.
yilizyilda Euler ve Etienne Bezout’un ¢alismalarinda oldugu gibi sonlu lineer denklem
sistemleri ¢ogunlukla yok etme metoduyla ¢6ziilmiis, sonsuz lineer denklem sistemleri

ise belirsiz katsayilar metoduyla elde edilmeye calisilmistir.

Joseph Fourier’ in keyfi fonksiyonlarin trigonometrik seri (ortogonal fonksiyonlarin bir
lineer kombinasyonu) olarak yazilabilecegini ifade etmesiyle sonsuz denklem sistemi
problemine dair 6nemli ilk c¢aligmalar baslamis ve bu lineer kombinasyonlardaki
bilinmeyen katsayilarin belirlenmesi problemi Fourier’ e sonsuz lineer denklem
sistemlerinin ¢éziimiine yonelik yolu agmustir [6]. Fourier, sonsuz lineer denklemlerin
¢Oziimii i¢cin sonlu lineer denklemlere uygulanan determinant yonteminde n — o

durumu goz Oniine alarak ¢6ziim aramistir.

Spektral teori ile ilgili ilk c¢alisma sonsuz determinantlarin integral denklemlere
uygulanmasindan hemen sonra sonsuz determinant teorisinin sayilabilir sonsuzdan

sayllamaz sonsuza genellestirilmesi ile elde edilmistir.

Spektral teori ile integral denklemler arasindaki baglanti von Koch tarafindan
gelistirilmis olan sonsuz matris ve determinant ydnteminin 1900’lerde Isvegli
matematik¢i Ivan Fredholm tarafindan integral denklemlere uygulamasiyla kurulmustur.
Etkileyici matematik yetenegine sahip olan David Hilbert 1904-1910 yillar1 arasinda
integral denklemlerle ilgili yaptig1 calismalarda spektral teori olarak adlandirdig:

teorinin temel tanim ve teoremlerinin ana hatlarini vermistir [7]. Hilbert dncelikle

0(x) =\ [ K (x.9) (x)dy = ¢ x)

integral denklemi ile birlikte sonlu ya da sonsuz boyutlu matris denklemlere benzeyen



¢(xl.)—)\ZK(xi,yj)¢(xj)dy:go(xl.)

denklemi ile ¢aligmistir. Bu denklemleri ¢ozmek i¢in gerekli olan yapilar1 verirken,
Hilbert, K kuadratik form icin noktasal spektrum ve siirekli spektrum tanimlarini

vermistir.

Hilbert’ in doktora 6grencileri, Ernst Hellinger kuadratik form teorisini tekrar formule
etmis ve Hermann Weyl, sinirli formlar ve spektrumlar1 ile ilgili genis bir ¢alisma
sunmustur [8], [9]. Yani Hilbert ve doktora 6grencileri, Hilbert uzay1 {izerindeki smirl
lineer doniistimler i¢in spektral teorinin biiyiik kismini olusturmustur. Hilbert spektrum
calismalarini siirekli spektrumlari bos kiime olan doniisiimlerin genis bir smnifini
tanimlayarak bu doniistimlerin tam siirekli doniisiimler oldugunu goéstermistir. Tam
stirekli doniisiimlerin spektrumlari sadece 6zdegerlerden olusur ve bu doniistimler sonlu

boyutlu doniisiimlere en ¢ok benzeyen sonsuz boyutlu doniigiimlerdir.

Hilbert’ in ¢, dizi uzaymda spektral teoriyi olusturdugu siralarda Henri Lebesgue,

bugiin kendi adiyla anilan yeni bir integral gelistirmistir [10]. Daha sonra Friedrich

Riesz ve Ernst Fischer, ¢, Hilbert uzaymm L, (kareleri Lebesgue integrallenebilen
fonksiyonlar) uzayma izomorfik oldugunu gosterdiler ve ardindan Riesz, ¢, uzayi i¢in

verilen spektral teoriye benzer bir teoriyl L, uzayi i¢in gelistirmistir [11].

Spektral teorinin gelisiminde 6nemli rolii olan bir diger adim ise 1925-26 yillarinda
Werner Heisenberg ve Erwin Schrodinger tarafindan gelistirilen kuantum mekanigidir.
Heisenberg teorisi bazi atomik gozlemlerin matematiksel yorumlarmm ayni zamanda
yapilamayacagini yani bu gozlemlerin temsillerinin degigsmeli olmadigini ifade eder. Bu
sorunu ¢6zmek i¢cin Heisenberg her fiziksel niceligi doniisiim olarak adlandirdigi uygun
bir sonlu ya da sonsuz matris kullanarak temsil etmis ve fiziksel niceligin miimkiin
degerlerinin kiimesini doniisiimiim spektrumu olarak adlandirmistir. Boylece bir atomun

enerji temsili olan doniisiimiin spektrumu, atomun spektrumu olarak adlandirilmastir.

Heisenberg’ in aksine Schrodinger kismi tiirevli dalga denklemi tabanli teoriyi
gelistirmistir. Biri dalga mekanigi, digeri ise matris mekanigi kullanarak ayni sonucu

elde etmislerdir.

Daha sonra Hilbert’in spektral teorisinin yeni mekanikler i¢in uygun matematiksel baz

oldugu acik¢a anlasilmistir. Sonlu ve sonsuz matrisler, Hilbert uzay1 tizerindeki



dontistimler olarak yorumlanmis ve fiziksel nicelikler, bu doniisiimlerle temsil edilmistir

[12].

Spektrum kavraminin ortaya ¢ikmasindan sonraki en biiyiik adim 1927-29 yillarinda
meshur matematik¢i John von Neumann’ in Hilbert uzaymdaki bir lineer operatdriin
soyut kavramimi gelistirmesi olmustur. Neumann, Hilbert uzay: tizerindeki operator
yoniinden kuantum mekaniginin doniisiim teorisini agiklamis ve Hermityan operatorleri

spektral teorisini smirli durumdan sinirsiz duruma genisletmistir [13], [14].

Hilbert, spektral teoriyi sinirli, kendine es ve her yerde tanimli olan operatorlere
uygularken, von Neumann teoriyi yine kendine es fakat smirsiz, yogun kiimede tanimli

olan operatdrlere uygulamstur.

1.1 Literatiir Ozeti

Dizi uzaylar tizerindeki dontigiimlerin spektrumu ile ilgili ilk ¢alismalar 20. yiizyilin
ikinci yarisinda literatiirde yer almaya baslamistir. 1965 yilinda A. Brown, P.R. Halmos
ve A. L. Shields [15] tarafindan birinci mertebeden Cesaro doniisiimiiniin, ¢, Hilbert
uzay1 iizerindeki karakteristik degerlerini ve spektrum ciimlesini belirleyen makaleleri

ile baglamis olan c¢alismalar, 1972 yilinda G. Leibowitz [16]" in ¢ uzayndaki
calismasiyla devam etmistir. Cesaro operatorii ile ilgili bir diger ¢alisma, J. I. Okutoyi’
nin birinci mertebeden Cesaro operatoriiniin  bv, ve bv wuzaylar1 iizerindeki

spektrumlarmin yer aldigi ¢calismalarinda goriileblir [17], [18].

Agilikli ortalama operatoriiniin spektrumu ile ilgili ilk ¢aligma 1977 yilinda F. P. Cass
ve B.E. Rhoades [19]" in bu operatoriin spektrumunu ve Mercerian teoremlerini
incelemis olduklar1 calismadir, daha sonra J. M. Cartlidge [20], doktora ¢aligmasinda bu

operatériin ¢ dizi uzaymdaki spektrumunu incelemistir.

Literatiirde genis yer tutan diger operatorler ise A fark operatorii ve B(r,s)

genellestirilmis fark operatoriidiir. B. de Malafosse [21], fark matrisini,
k
X
I, —slel. (>0
" keN T

normlu dizilerin s, uzaymda ele almistir. B. Altay ve F. Basar [22], fark matrisinin

¢y, ¢ dizi uzaylarindaki spektrumu, A. M. Akhmedov ve F. Basar [23], ise {, uzay1



iizerindeki spektrumu ile ilgilenmislerdir. H. Furkan vd. swasiyla B(r,s)
genellestirilmis fark matrisin ¢, ve bv dizi uzaylarinda spektral incelemesini
yapmislardir [24]. Ayrica B(r,s) genellestirilmis fark matrisinin ¢, ve c¢ dizi

uzaylarindaki spektrumu B. Altay ve F. Basar [25], tarafindan incelenmistir. Fark

operatori ile ilgili bir diger calisma A. Farés ve B. de Malafosse [26] tarafindan
yapilmis olup fark operatoriiniin spektrumunu a = (an) pozitif reel say1 dizisi olmak
uzere

Vp

,p>1

P

a,)

> >

n=I

<=

xn

normuna sahip tiim dizilerin Banach uzayr olan ¢ p(a) dizi uzay1 Tlzerinde

incelemislerdir. P. D. Srivastava ve S. Kumar [27], belli sartlara sahip v = (vn) dizisi ile

A x=(v,x,—v, x, ) olarak tammlanan genellestirilmis fark operatoriiniin ¢, dizi
uzaymdaki spektrumunu elde ettikleri ¢alismalar1 da bu operatorle yapilmis diger bir
calismadir. Fark matrisi ile ilgili son caligmalardan biri de V. Karakaya vd. [28], ikinci

mertebeden fark operatoriiniin £, ve bv, (1 < p <oo) dizi uzaylar tizerindeki spektrum
incelemeleridir.

Rhaly ve lacunary matrisleri ile de ¢aligmalar yapilmistir. V. Karakaya ve M. Altun
[29], lacunary matrisinin spektrumunu elde etmislerdir. M. Yildirim, Rhaly
operatdriiniin ~ swrastyla  ¢,,c  ve £, uzaylarindaki spektrum incelemesini
gerceklestirmistir [30], [31].

Bant matrislerin spektrum calismalar1 da literatiirde genis yer tutmaktadir. B. Altay ve
M. Karakus [32], bir bant matris olan Zweier matrisinin ¢, ve bv uzaylar1 lizerindeki

spektrumlarmi elde etmislerdir. V. Karakaya ve M. Altun [33] kiinyeli caligmasinda tist

uggensel ikili-bant matrisinin ¢, ve c¢ wuzaylar1 iizerindeki spektrum analizini

gerceklestirmislerdir. M. Altun [34], {ist liggensel ve alt {icgensel n-bant sonsuz matris

olarak gosterilen Toeplitz operatdriiniin ¢, ve ¢ dizi uzaylar iizerindeki spektrumlarini
incelemistir. Bant matrisler ile ilgili diger bir ¢alisma ise A. M. Akhmedov ve S. R. El-

Shabrawy [35]" nin, baz1 6zelliklere sahip @=(a,) ve b=(b,) yakimsak dizileri ile



ikili-bant matris tamimlayarak ¢ yakimsak diziler uzaymda A, genellestirilmis fark

matrisinin spektrumunu elde ettikleri ¢caligmalardir.

1.2 Tezin Amaci

Spektral analiz konusunda daha 6nceden yapilan ¢alismalar incelenerek fark matrisi ile
factorable matrisin ¢arpimindan elde edilen W = (w,, ) matrisinin ¢,, ¢, £, ¢, ve { )

dizi uzaylarinda smirh lineer operatore karsilik gelmesi i¢in gerekli sartlar belirlenerek

matrisin spektrum kiimesi ile ince spektrumunun elde edilmesi amac¢lanmustir.

1.3 Hipotez

Asagidaki sekilde tanimlanan

matris operatoriiniin swrastyla ¢;, ¢, ¢, ¢, ve £, Banach uzaylarinda smirl lineer

operatore karsilik gelmesi icin (un) ve (vk) dizilerinin sahip olmasi gereken sartlar

incelenmistir. Ardindan smirli lineer operatore karsilik geldigi durumlar W — A/
matrisinin terslenmesine engel teskil eden A\ kompleks degerlerinin var oldugu kabul
edilerek ¢alisma hedeflenmistir. Bu hipotez kullanilacak olan temel bilgilerin kisa bir

ozeti verildikten sonra 3. ve 4.boliimde uygulanmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ileriki boliimler i¢in temel olusturacak tanim ve teoremler verilmistir.

2.1 Temel Tanimlar

Tamm 2.1 (Vektor Uzay1) X bostan farkl bir kiime ve K, reel veya kompleks sayilar

cismi olsun.
+: XXX —>X ve :KxX — X

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki sartlar saglamiyorsa X kiimesine K iizerinde bir vektor

uzay! (lineer uzay) denir.

A) X,+ islemine gore degismeli gruptur.

G)) Vx,ye X i¢in x+ y € X’ dir. (kapalilik 6zelligi)

Gy) Vx,y,z€ X 1¢in x+ (y + z) = (x—i— y) + z > dir. (birlesme 6zelligi)

G3) Vxe X icin x+6 =60+ x = x olacak sekilde § € X vardir. (birim eleman)

Gs) VX € X igin x+(—x)=(—x)+x =40 olacak sekilde —x € X vardur. (ters eleman)
Gs) Vx,ye X i¢in x+ y= y+x’ dir. (degisme 6zelligi)

B) Vx,y € X ve «,( € K olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.

L)) axe X’ dir. (skalarla ¢garpmaya gore kapalilik)

L) a(x+y) =ax+ay’ dir.

Ls) (oH—ﬁ)x:ax—l—ﬁx’ dir.



Ls) (aﬁ)x = a(ﬁx) > dir.
Ls) 1.x=x (1, K cisminin birim elemanidir.) [36]

Tanmm 2.2 (Alt vektor uzayl)) X, K cismi lizerinde bir vektor uzayr ve M, X
kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Vx,yeM ve a€K i¢gin x+yeM ve axeM

oluyorsa M kiimesine X uzayinim alt uzay denir.

Tanim 2.3 (Lineer bagmmsizlik) X, K cismi iizerinde bir vektor uzayr ve

S :{xl,xz,..,xn} kiimesi de X wuzaymn sonlu bir alt kiimesi olsun. «; € K olmak

uzere
n
Y ax,=0=i=12,.,n igin o, =0
i=l

oluyorsa S kiimesine K cismi iizerinde lineer bagimsizdir denir.

Tanim 2.4 (Metrik uzay) X bostan farkli bir kiime ve d: X xX — R bir fonksiyon
olsun. Eger d fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa d fonksiyonuna X uzayinda bir

metrik, (X,d) ikilisine de bir metrik uzay denir. Her x,y,z € X igin
M) d(x,y)>0

M) d(x,y)=0&x=y

Ms) d(x,y)=d(y,x)(simetri dzelligi)

Ms) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (liggen esitsizligi)’ dir. [1]

Tanmm 2.5 (Yogun kiime) (X ,d ) bir metrik uzay ve M, X metrik uzaymin bir alt

kiimesi olsun. M kiimesinin kapanisi X uzayma esitse M kiimesi X uzayinda

yogundur denir. Bu durumda her x € X elemani ve her € >0 sayisi igcin M kiimesinin

bir a. iiyesi |b—a_| < olacak sekilde bulunabilecektir. [37]

Tamm 2.6 (Cauchy dizisi) (X,d) bir metrik uzay ve (x,), X uzaymda bir dizi olsun.
Her £>0 i¢in m,n>n, oldugunda d(x,,x,)<e olacak sekilde n,=n,(c) saysi

varsa (x, ) dizisine Cauchy dizisi denir. [37]



Tanim 2.7 (Tamlik) (X ,d ) bir metrik uzay olsun. X uzaymdaki her Cauchy dizisi

yakinsaksa yani x, — x € X ise (X ,d ) metrik uzayma tam uzay denir. [1]

Tanmm 2.8 (Izometri ve izometrik uzay) (X ,d ) ve (Y ,p) metrik uzaylar1 arasindaki
f: X — Y seklindeki 6rten bir fonksiyon her x,,x, € X icin
d(xl’xz):p(f<xl)’f<xz))

bagintisin1 sagliyorsa bir izometri admi alir. Aralarinda bir izometrinin varligi

belirlenmis metrik uzaylar da izometrik uzaylar olarak isimlendirilir. [37]

Tanim 2.9 (Normlu uzay) X bir lineer uzay olsun. |||| : X — R fonksiyonu

Nj) Vx € X, x =60 igin ||x||>0,

x|| =0&x=0
Ny) VA €K, Vx e X igin ||)\x|| = |)\|||x||
N3) Vx,y€ X icin ||x+ y|| < ||x|| + ||y|| (liggen esitsizligi)

sartlarin1 sagliyorsa |||| fonksiyonuna, X uzay1 ilizerinde bir norm, X uzayma da

normlu uzay denir. [1]

Tanim 2.10 (Banach uzay1) Tam normlu uzaya Banach uzay1 denir. [38]

2.2 Lineer Doniisiimler
Tanmm 2.11 X ve Y ayni skalar cismi iizerinde tanimli iki vektdr uzayi olsun.
T:X —Y doniisimii her x,,x, € X ve o, 3 skalari i¢in

T (ax, + Bx,) = aTx, + (Tx,

esitligi saglaniyorsa 7 doniisiimii lineer doniisiim olarak adlandirilir. Deger kiimesi C

kompleks veya R reel sayilar kiimesi olan operatorlere fonksiyonel denir.

T lineer operatdriiniin tanim kiimesi p(7'), goriintii kiimesi R(7) ve ¢ekirdegi R(7)

ile gosterilen uzaylar,



p(T)={xeX: Tx=Y}
R(T)={yeY: y=Tx, xe X}
N(T)z{xép(T): szﬁ}

seklinde tanimlanir. Tanim kiimesindeki farkli elemanlari, goriintii kiimesinde farkl

elemanlara tagiyan doniistimlere birebir doniisiim denir. 760 = 6 6zelligine sahip bir 7

lineer doniisiimiin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart N(7)={0} olarak

bulunmasidir.
Ayrica T:X — Y lineer doniisimii her x€ X i¢in ||Tx||§M ||x|| olacak bigimde bir
M >0 sayisina sahipse bu doniisiime sinirli lineer doniisiim denir. [1]

Teorem 2.1 X ve Y iki normlu uzay ve 7:X — Y bir lineer doniisiim olsun. Bu

dontisiim i¢in asagidaki onermeler denktir;
a) T, bir noktada siireklidir.
b) T, X uzayiiizerinde diizgiin stireklidir.
c) T smirhdir.

Bir 7 doniistimiiniin normu,

|7 = sup||Tx| = supM 2.1)
=1 w0 ]

esitligi ile tanimlanur.

X ve Y iki normlu uzay olmak tizere, X uzaymmdan Y uzayma tanimh lineer

doniisiimler uzay1 L(X Y ) ve smirlh lineer doniisiimler uzayr B (X Y ) ile
gosterilecektir. X =Y ise B(X.Y) yerine kisaca B(X) yazilacaktr. B(X,Y) uzay
(2.1) normu ile normlu uzaydir. ¥ uzayi tam yani Banach uzayi ise B(X Y ) de Banach

uzayidir. Y uzayi olarak X normlu uzayn skalar cismi almirsa, B (X,K)= X' ile

gosterilen smirh lineer fonksiyoneller uzayi (veya siirekli duali) elde edilir. [1]
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Tanmm 2.12 X ve Y iki normlu uzay p(T ) ve %(T ) sirastyla X ve Y uzaylarinin alt
uzaylari ve T:p(T)— Y birebir lineer doniisiim olsun. #(7') uzayindan o(7T') uzayma
tanimli ve %(T ) uzaymndan alman 7x = y olacak sekildeki her y elemanini p(T )
uzayinda bir x elemanina tastyan 7' :R(T) — po(7T) doniisiimiine, 7 doniisiimiiniin
tersi denir. Lineer olan 7 déniisiimiiniin 7' ters doniisiimii de lineerdir. [1]

Teorem 2.2 X veY iki normlu uzay, 7€ L(X,Y) olsun. T~' ters ddniisiimiiniin

mevcut olmast i¢in gerek ve yeter sart 7 doniisiimiiniin ¢ekirdeginin yalnizca sifir

vektoriinii igermesidir. [1]

Teorem 2.3 X veY iki normlu uzay, 7€ B(X,Y) olsun. T ' ters operatdriiniin

mevcut ve siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart 7 operatoriiniin alttan sinirli yani her

x€ X igin ||T x” > m||x|| olacak bicimde pozitif bir m sayisinin bulunmasidir.

Simdi bir doniisiimiin tersi ve deger uzayi ile ilgili 6nemli bilgiler veren adjoint operator

tanimi1 ve teoremleri verilecektir.

Tanmim 2.13 X ve Y K cismi iizerinde iki normlu uzay, 7 € B (X ,Y ) olsun. Y’ ve X',

sirastyla X ve Y uzaylarmin siirekli dualleri olsun. Her x€ X veher f €Y’ igin
Y - X', (T°f)x=f(Tx)

bi¢iminde tanimlanan T~ operatoriine 7 operatoriiniin adjoint operatorii denir. [1]

Teorem 2.4 X bir normlu uzay, 7€ B(X) olsun. Bu durumda T € B(X') ve

-

|7)= 77| dr. [39]

Teorem 2.5 X bir normlu uzay, T € B(.X) olsun. Bu durumda 7T operatdriiniin smirls
tersi olmast igin gerek ve yeter sart 7~ adjoint operatdriiniin 6rten olmasidir. [40]
Teorem 2.6 X bir normlu uzay, T € B(X) olsun. Bu durumda 7 operatdriiniin X

uzaymda yogun bir goriintii kiimesine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart T~ adjoint

operatoriiniin birebir olmasidir. [40]
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Lineer doniisiimler iizerine 6nemli arastirmalar yapan Goldberg, lineer doniisiimlerin su

sekilde siniflandirilmasini yapmaistir;
T:X — Y lineer bir doniisiim olsun. Goldberg [40],

L R(T)=Y

IL R(T)=R(T)=Y

L R(T) =Y

1. T7" mevcut ve siirekli
2. T™' mevcut ancak siireksiz (smirli degil)
3. T7' mevcut degil

durumlarini g6z 6niine almistir. Bu durumlar birlikte diistiniildigiinde 1, I, I3, II;, I,
115, 111, I1I,, 1113 olmak tizere dokuz farkli durum ortaya ¢ikar. Eger 7 hem II hem de 1
durumunu saghiyorsa T €ll; seklinde yazilir. Lineer doniisiimlerin durumlarini ifade

eden bu smiflandirma Goldberg smniflandirmasi olarak adlandirilir.

Mesela T €lll, ise 7' meveut fakat smirh degil ve R(7)#Y dir. Diger bir drnek
olarak T €13 ise R(T)=Y fakat 7~' mevcut degildir. T operatdrii i¢in gegerli olan 9
durum adjoint operatér igin de gegerlidir. Ornegin 7" i¢in I; durumu §R(T *) =X ve
(T *)_] in var ve siirekli oldugu anlamma gelir. (T , I *) ¢iftinin durumu 7 ile 7~

operatorlerinin durumlarinin siralt ¢ifti olarak tanimlanacaktir. Her operatoriin 9

durumu s6z konusu oldugundan (T I *) cifti 81 farkli durumda olabilir. Ancak

operatoriin ve X uzaymim Ozelligi bu durumlardan bazilarin1 olanaksiz kilar. X
Banach uzay1 oldugunda izin verilen durumlarin sayist dokuza iner. Olas1 durumlar

Cizelge 2.1 deki durum diyagrami iizerinde gosterilmistir. [37]
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Cizelge 2.1 X Banach uzaymnda (X, X’) durum diyagram

7\l L | L| LI | I | I | IO | 00, | 100,
I X I X [ X [ X | X | X | X |X
L [ X | X | X [ X | X |X|X
L [ X | X | X [ X | X | X X | X
I | X [ X [ X | X | X | X | X [X [X
I | X | X | X | X X | X | X | X
I | X | X | X | X X | X X

;| X | X X X | X X
I, | X | X X X X
s | X | X X | X | X | X

2.3 Dizi Uzaylan

Bu c¢alisma boyunca, w ile kompleks ve reel terimli tiim dizilerin kiimesi
gosterilecektir. w, kiimesi toplama ve skalarla ¢arpma islemleri ile bir vektér uzayi
belirtir. w uzaymin her alt uzayma dizi uzayi denir. Bu ¢alismada kullanilan dizi

uzaylary; yakinsak dizilerin uzayi c, sifira yakinsak dizilerin uzay1 ¢,, mutlak yakinsak
seri olusturan dizilerin uzayr ¢,, 1< p<oo olmak iizere p-mutlak toplanabilen

dizilerin uzay1 ¢ ,, smurh dizilerin uzay1 £ uzaylardwr. £, ¢, ¢, uzaylari
x| =sup|x,
I = supl|

normu ile, ¢ uzayi (1 <p< oo)

i, =[S

normu ile Banach uzaylaridir. [41]
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2.4 Matris Doniisiimleri

Tanim 2.14 X ve Y, w uzaymin iki alt uzay1 ve 4 = (ank) reel veya kompleks terimli

bir sonsuz matris olsun. Bu durumda x=(x,) € X ve her n€N i¢in

v, =4, (x) = Zankxk (2.1)
k=0

mevcut ise yani (2.1) deki seri her 7 i¢in yakinsak oluyorsa Ax = 4, (x) doniisiim dizisi
mevcuttur denir. Eger her x€ X i¢in y, = 4, (x) doniisiim dizisi meveuttur ve y €Y
ise A:(ank) matrisi X uzaymdan Y uzayma bir matris donlisiimii tanimlar. X dizi
uzaymi Y uzayima doniistiiren biitiin matrislerin smifi (X Y ) ile gosterilir ve 4 matrisi
X uzayndan Y uzaymna bir matris doniisiimii ise 4 € (X,Y) seklinde ifade edilir.

Toplami ya da limiti koruyan matrislerin smaifi ise (X ,Y; p) ile gosterilir. [41]

k>n i¢in a, =0 ve a,, =0 terimlerinden olusan A4 =/(a,, ) matrisine iiggen matris

denir. Uggen matris doniisiimleri birebirdir.

Tanim 2.15 4= (ank) matrisi

ank

ab,, 1<k<n
0, k>n

seklinde ise 4 =(a,, ) matrisine factorable matris denir.

Dizi uzaylar1 arasindaki bir lineer doniisiime daima bir matris karsilik gelmeyebilir.
Mesela; lim:c— R lineer doniisiimiiniin bir matris temsili tanimli degildir. Fakat,

koordinat fonksiyonellerini siirekli kilan norma sahip ve e’ ile temsil edilen

0
e

(1,0,0,0....)
(0,1,0,0,...)

1
e

¢’ =(0,0,...,0,1,0...)
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seklindeki standart birim dizilerinin {eo,el sy ,} ciimlesinin baz kabul eden uzayda

taniml1 lineer doniislimler, bir matris gosterimine sahiptirler. Dizi uzaylar1 teorisi

genelde matris temsili olan lineer doniistimlerle ilgilidir. [42]

Bu ¢aligmada gerekli olacak matris dontistim sartlar1 asagida verilmistir.

Teorem 2.7 A= (ank) matrisinin ¢, uzaymdan yine bu uzaya tanimli smirl lineer bir

T € B(c,) operatdriine karsilik gelmesi i¢in gerek ve yeter sartlar;

i) 4 matrisinin biitiin satirlar1 ¢, uzayinda ve ¢, normlar1 smirhdir.
ii) 4 matrisinin biitiin stitunlar1 ¢, uzayndadir.

T operatoriiniin normu, satirlarm ¢, normlarmin supremumudur.[43]

Teorem 2.8 4= (ank) matrisinin ¢ uzaymdan yine bu uzaya tanimli smirli lineer bir
T e B(c) operatoriine karsilik gelmesi igin gerek ve yeter sartlar;

i) 4 matrisinin biitlin satirlar1 ¢, uzayinda ve ¢, normlar1 smirldir.

ii) 4 matrisinin biitiin slitunlar1 ¢ uzayindadir

iii) 4 matrisinin e = (1,1,1...) dizisini yine ¢ uzayma tasimasidir.

Bu tiir operatorlere yakinsakligi koruyan operatér denir. 7 operatoriiniin normu,

satirlarin ¢, normlarinin supremumudur. [43]

Teorem 2.9 4= (ank) matrisinin ¢__ uzaymdan yine bu uzaya tanimli sinirl lineer bir

Te B(ﬁ w) operatoriine karsilik gelmesi i¢in gerek ve yeter sart 4 matrisinin biitiin

satirlart ¢, uzaymda ve ¢, normlar1 sinirlt olmasidir.

T operatoriiniin normu, satirlari ¢, normlarmimn supremumudur. [43]

Teorem 2.10 4= (ank) matrisinin ¢, uzayindan yine bu uzaya tanimli sinirli lineer bir
T eB(ﬁl) operatore karsilik gelmesi icin gerek ve yeter sart A4 matrisinin biitlin

stitunlar1 ¢, uzaymda ve ¢, normlari smirl olmasidir.

T operatdriiniin normu, siitunlarin ¢, normlarmm supremumudur. [43]
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1 1 .
Teorem 2.11 1< p <oco —+—=1 olsun. Her n ve k i¢in b, >0 olmak tizere
r q

sup Z
nok

1

(bnk ); <0

ank

\(

(bnk )_?] < o0

ank

supz
k n
sartlarmm saglanmasi durumunda A4 = (ank) matrisi ¢ uzaymndan yine bu uzaya

tanumli sinirh lineer bir 7 € B(E p) operatoriine karsilik gelir. [44]
Teorem 2.12 Eger A€ B((,)nB(,) ise AeB((,), (1< p <)’ dir. [41]

Teorem 2.13 (Riesz-Thorin) 4 € B(éw) olsun. Eger 4 e B(fp), (1 <p< oo) ve g>p

ise 4 B(/,)’ dur. [20]

2.5 Bir Déniisiimiin Spektrumu ve Ince Spektrumu

X , sonlu boyutlu bir normlu uzay ve 7: X — X lineer bir operator olsun. 7 operatorii
X i¢in segilen bir baza bagli olan bir matris ile gosterilebilir. Bu durumda operatoriin
spektral analizi aslinda operatore karsilik gelen matrisin karakteristik koklerinin
incelenmesidir. Sonsuz boyutlu uzaylardaki ¢alismalar, sonlu boyutlu uzaylardakinden
cok daha karmasiktir ve matrisin karakteristik koklerinin incelenmesi sonsuz boyutlu

normlu uzaylardaki spektrum kavramlarinin bir kismini belirtir. [1]

Tammm 2.16 (Resolvent kiimesi) X 1{9} bir normlu uzay, 7:X — X bir lineer
doniisim ve /, X wuzayindaki 6zdeslik doniisiimii olsun. A bir skalar olmak iizere,
T~ operatoriniin R, (T)=(T —AI) ' olarak gosterilen ters operatrii mevcut,

siirli ve yogun kiimede tanimli ise bu A skalarma 7 doniisiimiiniin regiiler degeri

denir. 7' operatdriiniin tiim regiiler degerlerinin kiimesine 7 operatoriiniin resolvent

kiimesi denir ve p(7,X) ile gosterilir. Bu durumda;

p(T,X)= {)\ cC:R(M —T)=X ve (M —T) ' mevecut ve sﬁrekli}
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seklindedir. Yani, A skalarmin 7 lineer doniisiimiiniin bir regiiler degeri olmasi icin

gerek ve yeter sart, T — A\ € [, UIl, olmasidur.

Tamim 2.17 (Spektrum kiimesi) 7' operatoriiniin regiiler degeri olmayan A\ skalarmna

operatoriin spektral degeri, tiim spektral degerlerin olusturdugu kiimeye de spektrum

kiimesi denir, o (7, X) ile gosterilir. Buna gore;
o(T,X)=C\p(T,X)

“ dir.[45]

Bu durumda A € o (T, X) ise

(R)) R, (T)=(T—XI) " mevecut

(R2) R, (T) (T—)\I)fl sinirl

(R3) R, (T ) = (T — A )71 X uzaymda yogun bir kiime lizerinde taniml

ozelliklerinden en az biri gerceklesmez.

Spektrum kiimesi nokta (ayrik) spektrum, siirekli spektrum ve artik spektrum kiimesi
olmak tlizere ayrik ii¢ alt kiimeye ayrilir. Simdi spektrum kiimesinin alt kiimelerinin

tanimlar1 verilecektir.

Tanim 2.18 (Nokta Spektrum) R, (T)=(T —AI) ' operatoriiniin mevcut olmadigi yani
(T -\ ), 3 sartim1 saglayan A skalarlarmin kiimesine, 7 doniislimiiniin nokta

spektrumu denir ve A€ o, (T, X) ile gosterilir.[1]

Tanim 2.19 (Siirekli spektrum) R, (T)=(T —AI) ' ters operatoriiniin mevcut ve yogun

kiimede tanimli oldugu, fakat smirli olmadigi A skalarlarmin kiimesine, T

doéniisiimiiniin stirekli spektrum kiimesi denir ve A € o, (T , X ) ile gosterilir.[1]

Tanim 2.20 (Artik spektrum) R, (T)=(T —XI) ' ters operatoriiniin mevcut oldugu,

fakat yogun kiimede tanimli olmadig1 A skalarlarinin kiimesine, 7 doniigiimiiniin artik

spektrum kiimesi denir ve A €0, (T, X) ile gosterilir.[1]
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Bu tanimda ifade edilen sartlar asagidaki ¢izelgede verilebilir;

Cizelge 2.2 resolvent ve spektrum kiimelerinin sartlar

A elemanidir saglanir saglanmaz
p(T,X) Ry, Ra, R3
, (T X ) R,
o.(T,X) R, Rs R,
o, (T,X) R; R3

Dikkat edilirse Cizelge 2.2 deki dort kiime ayriktir ve tiim kompleks diizlemi olusturur.

C=p(T,X)Uo (T, X)
=p(T,X)Uo, (T, X)Uo, (T, X)Uo,(T,X)

dir. Yukarida tanimlanan kiimelerden bazilariin bos olup olmadig: tartisilmas1 gereken

bir varlik problemidir. Sonlu boyutlu uzaylarda; o, (T,X)=o0, (T,X)=@ ve spektrum

o(T,X) sadece o, (T, X ) kiimesinden olusur. [1]

Teorem 2.14 T € B(X) operatoriinin spektrumu ile bu operatoriin eslenigi

T" € B(X') operatdriiniin spektrumu arasinda asagidaki baglantilar vardir:
a) o7, X')=0(T,X)
b) o,(T.X)Co, (T".X")Uo,(T",X')
) o,(I".X')Co,(T,X)Uo,(T,X)
d) o, (T.X)Co, (", X')Uo, (T, X)
e) o, (T".X')Co,(T,X)
) o (r.X)co, (X

9 o, (I".X')Co,(T.X)Uq,(T,X)
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Asagidaki

cizelgede

bir lineer

operatorin

siniflandirmasindaki durumlar1 verilmistir [46].

spektrum  kiimelerinin

Cizelge 2.3 Bir lineer operatoriin spektrum alt kiimeleri

1 2 3
T, var ve T, var fakat 7, mevcut
siirl sIn1rsiz degil
LIR(T-N)=X | Xep(T,X) Aeo,(T,X)
I R(r-A)=x | Xep(T,X) Aeo, (T,X) | Aeo,(T.X)
IV R(T-M)=x | A€o, (T,X) | Xeo,(T,X) | Aeo,(T.X)
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BOLUM 3

W OPERATORUNUN c¢,,c ve {_  UZAYLARINDAKI
SPEKTRUMU

Bu béliimde,

ugy, 0 0

uyv, uv, 0
A=(a,)=| : : 0
u,v

n

u,v, wuy, o Uy

factorable matris ile bir x =(x, ) dizisi i¢in

Ax = (xk —-X, )OO

k=0
seklinde tanimlanan fark matrisinin ¢arpimu ile elde edilen ¢,, ¢ ve ¢_ uzaylarindan
yine bu uzaya tanimli sinirli lineer operatore karsilik gelen
u, (vk—vk+l), 0<k<n
W:(wnk): uyv,, n==k 3.1
0, n<k

matrisinin bu dizi uzaylarindaki spektrumu incelenecektir.

o0

Burada, u = (u, ):O:(,, v=(v, )k:O

dizileri pozitif terimli, sinirhidir ve kesin azalan, kesin

artan ya da sabit olan reel say1 dizilerdir.
Monoton bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli olmasi oldugundan

bu diziler yakinsaktir. Yani;
i limu, =L

i. limv, =M
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olmalidir.

Kesin artan, kesin azalan ya da sabit olan (u,) ve (v,) dizilerinden dolay1 matris her

zaman sinirlt lineer operatdre karsilik gelmeyebilir. Yani (un) ve (vk) dizilerinden elde

edilen 9 farkli durum g6z Oniinde bulundurulmalidir. Bunun i¢in Béliim 2 de verilen
teoremlerdeki sartlar1 saglayacak diziler segilecektir, uygun dizilerin segilemedigi

durumlarda ise ince spektrum arastirilmayacaktir.

3.1 W Operatoriiniin ¢, Uzayl Uzerinde Ince Spektrumlar

Teorem 2.7’ de verilen sartlar g6z oniinde bulundurularak W matrisinin bu uzaydan
yine bu uzaya tanimli smirli lineer operatdre karsilik gelmesi i¢in bu dizilerin sahip

olmasi1 gereken 6zellikler asagida tablo halinde verilmistir.

Cizelge 3.1 W operatériiniin B(c,) olma sartlar1 ve durumlari

(vk ) (un ) Sartlar WeB (co)
Kesin azalan Kesin azalan (“n) €c, v
Kesin azalan Sabit x
Kesin azalan Kesin artan x
Sabit Kesin azalan - v
Sabit Sabit - 4
Sabit Kesin artan - v
Kesin artan Kesin azalan (u,) €, v
Kesin artan Sabit x
Kesin artan Kesin artan x

v :WE€B(c), 5 durum

O halde verilen sartlarla beraber elde edilen 5 durum i¢in matris smirli lineer operatore
karsilik gelir ve bu durumlar i¢in bu uzaydaki spektrumu incelenebilir. Diger durumlar

Teorem 2.7’ de verilen sartlar1 saglamamaktadir.

Teorem 3.1

+\u,v,

[

} =supu, {ih’k — Vel v, } (3.2)

k=0

n—l
() SUP {Z

un ( Vk _Vk+] )

Teoremin ispat1 Teorem 2.7 den kolaylikla goriiliir.
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Dizilerin durumuna gore norm da farkli degerler alacaktir;

Cizelge 3.2 W operatériiniin ¢, uzaymdaki normu

(v.) (1,) 171
Kesin azalan Kesin azalan UV,
Sabit Kesin azalan U,V
Sabit Sabit uv
Sabit Kesin artan supu,v
Kesin artan Kesin azalan supu, (2Vn — Vo)
elde edilir.
Teorem 3.2
O'(W,CO) =
A—
xeC: | 11+]|>116NU u,v ,meNU{0¢t, (v, )kesin azalan dizi
| —l/l | m’m k
A=u v, meNU{0¢, v, )sabit dizi, (u )€ ¢
|[{r=u, yu{o} (ve) (w)eey | _
A=u v, meN;, v, )sabit dizi, (u, )& c
m k n 0
A—
{)\EC || “ l+|] >11€N}U{umvm,m€N}, (vk)kesinartandizi
—uy

¢ dir.

Ispat (v,) dizisinin kesin azalan, sabit ve kesin artan oldugu durumlar igin ii¢ farkls

spektrum incelemesi yapilacaktir. Her bir durumda A¢S igin (W—)\I )71 ters

operatdriiniin meveut ve (c,,¢,)da oldugu ve A€S igin (W —\I) operatdriiniin

terslenemedigi ya da sinirli olmadigi gosterilmelidir.

Durum 1 (vk) dizisi kesin azalan dizi olsun. Tablo 3.1 den (un) dizisinin ¢, dizi

uzaymin elemani olmasi gerektigi, yani kesin azalan sifira yakinsak bir dizi oldugu
goriiliir.

A S i¢in (W —\I) alt tiggensel oldugundan tersi vardir.

(W =)W —AI) ' =
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esitliginden (W —\I) ',

1

Uuv —A

n-n

o (_1)n+k u (V Vk+l) ()\ ulVl_H)
(W )\1) ( nk) ( )‘)(“k"k )l 11 (“iVi )\) ,

0<k<n (3.3)

0 , n<k
olarak bulunur. Buradan,
| 1 | n—I1

u,\v, —)\‘—i_ =

= sup

(coico) n

w1y

1/! (Vk _vk‘H) )\ ulvl'H
(u,v, —)\)(ukvk—)\) il R TAVEN

~——
P —
[—

n—1 |)\ uv

n—1
| 1 |+| u, } : |Vk_vk+1 H i 1-H|
u,\v, —)\‘ uyv, —)\‘

=sup
k=0 ‘ukvk_)\‘i:k-H‘ uy, —A ‘

n

S |Vk_Vk+1| |)‘ uy +1|
_ | | a 3.2
P v K py [‘ Uy, — ‘1 k+]‘ uyv ‘ .2)
elde edilir. (3.2) normunun sonlu oldugu gosterilmelidir. |ql.| = ‘—)\ — MV olsun. A€ S

oldugundan |ql_| — ‘%

<1 olur. (un) ve (vk) dizileri sinrrli oldugundan

i

sup -
ko{uv, —

= A olacak sekilde 4> 0 sayis1 vardir. |q|<1 oldugundan sup|ql| —|q|

olacak sekilde bir g degeri bulunabilir. Buradan,

ol - (vl 17 A= uull
H(W )\1) (coieo ) —sgp u,v, — —o ‘ukvk 111,‘ uy, — \ ‘
1 = n—k—1
gsgp unVn—)\[1+ un;(Aq )l

= sup ! [l—ku
n UV — A

n-n

‘dur ve (W —XI) "' €(c,,c,)” dir. O halde Ao (W,c,) olur ki bu da o(W,c,)CS

oldugunu gostertir.
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Simdi A €S8 alalim. A=0 olsun. (un) dizisinin sifir dizisi oldugunu biliyoruz 6zel
olarak y =(y,)=(u,) olarak segelim ve Wx = y esitligini ¢5zelim. Buradan,

UgVoXy = Uy

u, (vo -V )xo +uvx, =u,

u, (vo—v])xo—l—un (V]—vz)xl +...tuyvx =u,

n-n""n

n

U, § :(Vk Vi )Xk TU VX = U,y
k=0

1 1
bulunur. Yukaridaki lineer denklem sistemi ¢oziiliirse x = (xn) = [—,—,...] bulunur ve
Vo Vo

bu dizi ¢, dizi uzaymda degildir. Dolayis1 ile operator A =0 icin orten degildir tersi

yoktur.
A =1y, ise
0 0 0 0
U (Vo _Vl) Uy, — Uy 0 0

olup W —\I :¢c, — ¢, 6rten degildir. O halde tersi yoktur.

A=u,v, ve m=0 olsun. Bu durumda matris iiggensel olmadig1 i¢in tersi mevcut

degildir. Diger A€ S degerleri icin H(W—M)“

=00 oldugu agiktir. Bu ise

(coco)

S Co(W,c,) oldugunu gosterir.

Durum 2 (Vk) sabit dizi yani her k£ €N i¢in (Vk> =V olsun. Bu durumda W operatorii;

uyy 0 0
0 wuv O
W —

24



seklinde bir kdsegen matristir. Oncelikle (un) dizisinin sifir dizisi olmas1 durumunda
A =0 degerinin spektrum kiimesinde yer almast ile ilgili ispat verilecektir. (u, ) € ¢, ise
Durum 1’deki gibi y =u segilerek operatdriin drten olmadigi goriiliir. (u, )& ¢, ise 0
degeri regiiler degerdir. Simdide A =u,v i¢in ispat verilecektir.

A=u,v igin (W —XI) " ters operatoriiniin meveut ve (c,,¢,) da oldugunu gostermek
yeterlidir. A=u,v igin (W —A\I) birebir oldugundan tersi vardir. (W —X)x=y

denklemi goziilerek (W —\I) ' ters operatorii bulunur,

(g —A)xy =y, = x, = Ojo_)\
(u]v—)\)x] =), =X :u]vy—]—)\
Y
“A)x = — n
(unv )xn y, =X, Y
1
, n=k
(W_)‘I)_] :(Wnk)_] =qu,y—A "
, n=k
olarak elde edilir.
H(W—)\I)_l = sup <00
(Coico> n I/an—

ve bu (W —\) "' €B(c,) oldugunu gosterir. O halde A& o (W,c,) olur ki buradan da
o(W,c,)C S elde edilir.

Simdi A=u,v olsun. Bu durumda m . siitun sadece sifirlardan olusur. Bu durumda
operatdr birebir degildir, tersi yoktur. Buise S C o (W,c,) oldugunu gdsterir. Bdylece

ispat tamamlanir.

Durum 3 (v, ) kesin artan dizi olsun. Ispat Durum 1 ile aynidir.
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Teorem 3.3

, (vk) kesin azalan dizi
o,(W,cy)=1{u,v; meN}, (v,) sabit dizi
umvm'|umv’” — UiV | <l,meN,ie N{, (v,) kesin artan dizi

9
|uv—uv

m’m m+i " m+i
Ispat

Durum 1 (Vk) kesin azalan dizi olsun. Bu durumda (u,) dizisi kesin azalandur. ¢, dizi

uzayinda sifirdan farkl bir x dizisi i¢in Wx = Ax olsun. Bu durumda

UyVy 0 0 0 %o Xy

u (V —v) uyv X X
1\ Yo 1 \z 0 0 . )
u,(v, —v u,(v,—v u.v 0 2 2
2(0 1) '2<1 2) ‘22 N :)\x3
un<Vo—V1) un(vl_vz) un(vz—v3) un(v3—v4) x x
. ; ; . ; g

matris ¢carpimindan
UgVyX, = AX,

u, (vo -V )xo +uvx; = Ax,

u, (vo—v,)x, +u, (v, —v, )%, +...4u,v,x, =Ax,
n

U, § :(Vk Vi )Xk +un+lvn+lxn+l = )\xn+l

k=0

linecer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimiinde eger x, ,

xX= (xn) dizisinin sifirdan farkli ilk terimi ise 0 zaman \ =, v, dir. Vp €N i¢in

— p—1 —
um+p (Vm Vm+1 ) um+i (Vm+i Vn1+i+1 )
= me 14

m+p
ume _um+pvm+p i=l Z/lme _um+ivm+i

X

— r-l —
— um""P (Vm Vm"rl) X U,V um+ivm+i+l
m
uv —u \% -\ uv, —u v

m’ m m+p - m+p m-m m+i " m+i

elde edilir.
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umvm — um+ivm+i+l

>1

(v;) kesin azalan dizi oldugundan (u,)€c, sarti ile beraber [
w,v, —Uu, ..V

m m+i " m+i
olur. p— oo iken x,,, =0 olur ve bu durum x =(x,) dizisinin ¢, uzaymda olmas ile

celisir.

Durum 2 () sabit dizi yani her k €N igin (V,) =V olsun.

uy 0 0 0 X, X,
0O uv 0 O X, X,
0 0 wuy O X, |=Alx,
0 0 0 uy X, X,
matris ¢arpimi yapilirsa
(ugy—A)x, =0
(uy—A)x, =0
(uzv—)\)x2 =0

lineer denklem sistemi elde edilir. A=u,v i¢in dizinin x, terimi sifirdan farklidir.

Yani dizi x = (O,...,O,x 0,...) seklindedir. O halde Vm €N i¢in A=u,v 6zdegerdir.

m?
umvm — um+ivm+i+l

UV = UiVt

<1 olur.

Durum 3 (v, ) kesin artan dizi olsun. (u,) € ¢, oldugundan [

p — 00 I¢gin

X

_ p-l _
_ uM+p (Vm Vm+1) X H UV —UpiiVingin
m+p

- m
UV — Ui pVimrp =t UV = Uy iV
ume — um+ivm+i+l

UV Uy iVingi

dizisi —-1< <1 araligmdaki A=u,v, degerleri igin sifira

yakinsaktir. Bu durumda x = (xn) dizisi ¢, dizi uzaymdadir. Boylece ispat tamamlanir.
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T':c, — ¢, operatdrii matris temsili 4 olan bir operatdr ise 7' nin eslenik operatorii

olan T":¢, — ¢,/ operatdriinin 4 matrisinin transpozu olan A4’ matrisi oldugu

bilinmektedir. Burada ¢, dizi uzaymmn ¢, dual uzay, |x|=>|x,| normlu mutlak
k

toplanabilir dizilerin ¢, Banach uzayi ile izometrik izomorftur.

Teorem 3.4

{u,v,;meN}, (v,) kesin azalan dizi
o, (W*,c;) ={u,v;meN}, (v,) sabit dizi

{u,v,;meN}, (v,) kesin artan dizi
Ispat

Durum 1 (Vk) kesin azalan dizi olsun. Bu durumda (u,) dizisi kesin azalan sifir

W x = \x olsun. Bu durumda W~ =W' oldugundan,

UpVy 4 (Vo - Vl) U, (vo _Vl) Uy (Vo - Vl)

0 uy, u, (v] — vz) Uy (v1 — vz)

W =| 0 0 U,v, u, (v2 —v3)
0 0 0 U,

dir. W'x = \x esitliginden elde edilen
(gvy =) Xy + (v, =)D _u,x, =0
i=l

(u]vl —)\)xl + (v, —vz)Zul.xl. =0
i=2

(v, = A)x, +(v, = v,,) i ux, =0

i=n+1

lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle A =u,,v, i¢in x dizi sifirdan farkli ve m+1

terimli dizi olarak x = (x,,x,,...,x,,,0,0,...) seklinde bulunur. ¥/ <m i¢in

m?
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= —
m 1( mfi Vmﬂ#l)

uv —u_ .v

m—I i=l1 m’m m—i = m—i

. um (vmfl m l+1)
'xmfl - xm
u.v um IV

m- - m

m_m m—im—i+l

— -1
_ u, (vm—l Vm—l-H ) X u,v,—u,;v

uyv —u_ .,V u,v,—u,.v

m’m m—1" m—I i=l1 m m—i "’ m—i

dir. (x,) € ¢, olmas1 i¢in i|xn| < oo olmalidir.
n=0

m—1 =

|u (V ) u V A
m m—l m [+1 m i m—i+l
+> Xy

—u_ v

m—1 " m—I i=l1 m m m—i~ m—i

xmfl| = Xm
0 1=t | UpVy — U

n
0 n

n

Il
o
~
Il

n

-1
|x |+|u ¥ |Z| Vet = Vi |H|” — Uy Vi 1+1|
m - m

—U, vV, [ia UV

m—i~ m—i

Bu toplam sonlu terim toplami oldugundan smirhdir yani dizi ¢, dizi uzaymnin bir

elemanidir. Yani her u,,v, degeri eslenik operatdr i¢in bir 6zdegerdir.

Durum 2 (Vk) sabit dizi olsun. Durum 1 deki gibi dual uzayin sifirdan farkli bir eleman1 igin

W' x = Ax esitliginin ¢oziilmesiyle asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

(ugy—A)x, =0
(uy—A)x, =0
(u,y—A)x, =0

x,, x dizisinin sifirdan farkli ilk terimi ise A=uw,v dir. A=u,v i¢in dizi

x=(0,...,0,x,,,0,...) olarak bulunur. O halde her m € N i¢in A =u, v 6zdegerdir.

m?2

Durum 3 (vk) kesin artan dizi olsun. Ispat Durum 1 ile aynidr.
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Teorem 3.5

{u,v,;meN}, (v, ) kesin azalan dizi
0, (W,c,) =142, (v,) sabit dizi
umvm,|u i ’”+I+‘| >1,meN,ie N, (v,) kesin artan dizi

u, v, —u

m+i m+1 ‘
Ispat

Durum 1 (v,) kesin azalan dizi olsun. {u,v,;m € N} igin operatr birebirdir. O halde

m m >

tersi vardir. W~ — A operatorii Teorem 3.4 ten dolay1 birebir degildir. Teorem 2.6 dan

R(W — Al )= c, dir. Bdylece ispat tamamlanir.

Durum 2 (Vk) sabit dizi olsun. Teorem 3.4 ten o, (W*,ﬁl) =@ . Bu durumda W~ —\I

operatorii tim A degerleri i¢in birebirdir. Teorem 2.6 dan sonug elde edilir.

Durum 3 (v,) kesin artan dizi olsun. Teorem 3.4 ten o ( ) {u,v,;meN}
oldugu gériiliir. Bu durumda Teorem 2.6 dan W~ — A\l matrisinin bu degerler i¢in yogun
kiimede tanimh olmadig1 goriliir. Fakat Teorem 33 ten

|1/lV —-u, ..v

m’m m+i~m+it]

u.wyv .

m- m?>

|< LmeN,ie N } degerleri i¢in operatoriin tersinin olmadigi

l/lme - um+ivm+i

|u Vo—u v . | . 5 o
mom miimiitl) <], meN,ie Nt degerleri igin
uv —u v

m°m m+i - m+i

m- m?>

bilinmektedir. Dolayisiyla {u v

operatoriin terslenebilir fakat yogun kiimede tanimli olmadig1 goriiliir, boylece ispat

biter.
Teorem 3.6
A
{O}U{)\ ceC: H >lie N}\{um V.5, ME N},(vk) kesin azalan dizi
- ulvl
B {0}, (v, ) sabit dizi (u,)€ ¢,
Uc (W’CO) - . ..
2, (v, ) sabit dizi (u,) ¢ c,
{)\ eC: |T i l+|'| >Li€ N}\{um v,;, meN}, (v, ) kesin artan dizi
—uy
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Ispat

Durum 1 (v, ) kesin azalan dizi olsun. Bu durumda (u, ) kesin azalan dizidir.

A—
{o}uirecC: | i 1+1|>116N \{u,,v

(W—)\I ) operatoriiniin tersi mevcut ve yogun kiimede tanimhdir. Fakat (3.4)

m e N} kiimesindeki A degerleri igin

m m”

ifadesindeki norm bu degerler i¢in smirsizdir.
Durum 2 (v, ) sabit dizi olsun. Bu durumda (u, ) kesin azalan, artan veya sabit dizidir.

(u, ) € ¢, ise ters operatdriin normu smirsiz olur. Diger durumlarda norm sonludur.

Durum 3 (v, ) kesin artan dizi olsun. Bu durumda (u, ) kesin azalan sifir dizisidir.

NeC: |/|\ a l+i| >1,i€ N {\{u,v,;meN} kimesindeki A degerleri igin (W —\I)
A—uy

operatOriiniin tersi mevcut ve yogun kiimede tanimhidir. Fakat (3.4) normunun sinirsiz

olmasindan dolay1 W — Al operatorii sinirli terse sahip degildir.

3.2 C ve goo Dizi Uzaylarinda # Operatoriiniin Ince Spektrumu

Bu kisimda W =(w,, ) matrisinin ¢ ve £ uzayndaki spektrumu incelenecektir. Bunun

icin onceki kistmda oldugu gibi operatdriin bu uzaylarda smnirl lineer operatore karsilik

geldigi durumlar ve karsilik gelmesini saglayacak olan dizi sartlar1 verilecektir.

Cizelge 3.3 W operatoriiniin B(c) olma sartlar1 ve durumlari

() (v, Sartlr W e B(o)
Kesin azalan Kesin azalan (“n ) cc v
Kesin azalan Sabit - 4
Kesin azalan Kesin artan (“n ) cc v
Sabit Kesin azalan - v
Sabit Sabit - v
Sabit Kesin artan - v
Kesin artan Kesin azalan (u,)€c v
Kesin artan Sabit _ v
Kesin artan Kesin artan (u ) ce v
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O halde operatdr dizilerin sahip oldugu bazi 6zelliklerle her durumda ¢ uzaymdan yine

bu uzaya smirl lineer operatdr belirtir.

Teorem 3.7

n—1
—sup[z\u }p[m
n k=0

Teoremin ispat1 Teorem 2.7’ den kolayca goriiliir.

Dizilerin durumuna gore norm da farkli degerler alacaktir;

+ n

Cizelge 3.4 W operatoriiniin ¢ uzayindaki normu

(v.) (1,) 7]
Kesin azalan Kesin azalan UV,
Kesin azalan Sabit uv,
Kesin azalan Kesin artan Lv,
Sabit Kesin azalan U,V
Sabit Sabit uv
Sabit Kesin artan Lv

Kesin artan

Kesin artan

Kesin artan

Kesin azalan

Sabit

Kesin artan

supu, (2v, —v,)
supu (2v, —v,)

supu, (2v, —v,)

Teorem 3.8

U(W,c) = {umv, me N}U{O},

prect
AeC:

A=y

(v, )sabit dizi

¢ dir.

{O}U{)\EC |T a 1+|]| >1 ZEN}U{um v,., me N}, (v, )kesin azalan dizi

uv,,| >1,i GN}U{um v,,meN}, (v, )kesin artan dizi

(3.5)

Ispat (vk) dizisinin sabit ve kesin azalan veya kesin artan oldugu durumlar i¢in {i¢ ayr1

spektrum incelemesi yapilacaktir.
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Durum 1 (vk) kesin azalan dizi olsun. A ¢ S oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(W —I) operatdriiniin tersinin meveut ve (W —\/ )_l € B(c) oldugu gdsterilirse ispat
biter. A ¢S i¢in (W —\I) alt iiggensel oldugundan tersi vardir.

(W =)W —AI) " =

esitligi goziilerek (W —\I) ' ters operatorii, yine (3.2) deki gibi bulunur,

Buradan,

v =xr)”

8 ) [ [AL
kzo‘(unvn—)\)(ukvk—)\) il IR TAVEEDY

P ——
[—

N

uy, —A ‘u v, =\ ‘ukvk—)\ I:k-H‘ uy, — A

i 1+]|

N —uy,

! H (3.6)

uv, — A ‘i:,m uy, —A\

n—l _
= sup ! 14|u [ Vi~ Vi
no UV — A pary

n-n

< oo olmaldir.

(cxc)

elde edilir. Ters operatdriin sl olmasi igin H(W—)\I )_]

A—uy, A—uy,
L olsun. A ¢S oldugundan |qi|:‘—”+‘
Uy, —

11

<1 olur. Yine dizilerin
uy, —

|ﬂ=‘

v, —
UV —

smirliligindan sup

=B yazilabilir. |q|<l oldugundan sup|ql|—|q| olacak
k

sekilde bir ¢ degeri bulunabilir. Buradan,

H Vk+1% H |)‘ Ui ”

) =
H(W )\ ) CZC) Sl;}p nvn i= k-H‘ MV -
1 — k
< 1 (B )
<ﬂp%w_k[+tholﬂl

< 00

1 n—1 k
— 1 B
wpuv_k[+WAkmwl

n-n

dir ve bu (W =)' € B(c) oldugunu gésterir. O halde A & o (W,¢) yani o (W,c)C S

dir.
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Simdi A€S alalm. A=0 ise %(W—)\I):{y:(yi)ZOano:uovoxo} olur.

Buradan (W—)\I ) operatoriiniin yogun kiimede tanimli olmadigi dolayisiyla A =0

degerinin spektruma ait oldugu goriiliir.

A =1y, ise
0 0 0 0
u, (Vo - Vl) Uy, — Uy 0 0
u, (Vo Vl) U, (Vl _Vz) UV, —UyVy 0

olur. Bu durum da W —MAl:c—c operatoriiniin Ortenligini bozar ¢iinkii

%(W—AI):{(yn)Ec:y():O}.

A=uy, olsun. S kimesindeki {u,v,, m € N} degerleri igin matris normu tamml

m Vm >

=00 oldugu agiktir. Bu ise SCo(W,c)

()

degildir diger degerler i¢in H(W—)\I )_]

oldugunu gosterir. Sonug olarak. S =0 (W,c) elde edilir

Durum 2 (vk> sabit dizi olsun her k£ € N igin (Vk) =V diyelim. Bu durumda W operatori;

uyy 0 0
0 wuv O
W —

seklinde olur.
A¢S igin (W—A) ' ters operatoriiniin mevcut ve cdizi uzaymdan yine bu uzaya
smirlt lineer operatdr oldugunu ispatlamak yeterlidir. A ¢S igin (W —AI) birebir

oldugundan tersi vardir. (W —Xl)x=y denklemi goziilerek (W —XI) ' ters operatorii

bulunur.
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Ugy — A
(u]v—)\)x] =Y =X= u]vyl—)\
Yy
“A)x = — n
(unv )xn y, =X, Y
1
, n=k
(W_)‘I)_] :(Wnk)_] =qu,y—A "
0 , diger

olarak elde edilir. A € S oldugundan u,v—\ =0 dir. Teorem 2.8 den

v =1y

elde edilir ve bu (W —X\I)' €B(c) oldugunu gosterir. Bu durumda A\ ¢ o (W,c)
bulunur, yani o(W,c)C S dir.

Simdi A € § alalim.

A=0 ise %(W—)\I):{y:(yl.)zoEc:yl.:u.v.x. ieN} olur. Buradan (W —\I)

1707710

operatoriiniin yogun kiimede tanimli olmadig1 dolayisiyla A =0 degerinin spektruma

ait oldugu goriiliir.
A=u,v, olsun. Bu durumda m . siitun sadece sifirlardan olusur. Bu durumda operator
birebir degildir, tersi yoktur. Bu ise SCo(W,c) olduunu gdsterir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Durum 3 (v, ) kesin artan dizi olsun. Ispat Durum 1 ile aymidur.
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Teorem 3.9

a, (vk )kesin azalan, (un) kesin azalan dizi
@, (v, )kesin azalan, (u,) sabit dizi
|u Vo—u v | . . . ..
U,V 5|t < i € Nym € N, (v, ) kesin azalan, (u,) kesin artan dizi
Z’lmvm - um+ivm+i

g, (W,c) = {umv; meN }, (vk) sabit, (un) kesin artan, azalan veya sabit dizi

umvm;|umvm — UiV | <1,i€ N,me N, (v, kesin artan, (u,) kesin azalan dizi
UV, — Uy Vo
m-m m—+i " m-+i
a, (v,) kesin artan, (u,) sabit dizi
a, (v, )kesin artan, (u, ) kesin artan dizi

Ispat
Durum 1 (v, ) kesin azalan dizi olsun. ¢ dizi uzaymda sifirdan farkli bir x dizisi i¢in
Wx = Ax olsun. Bu esitlikten asagidaki lineer sistem elde edilir

UyVyXy = AX,

u, (vo -V )xo +uvx; = Ax,

u, (vo -V )xo +u, (vl —\/2)x1 +u,v,x, = Ax,

u, (vo—v,)x, +u, (v, —v, )%, +...4u,v,x, =Ax,
n

un-‘r] Z (Vk - Vk-H )Xk + un+]vn+lxn+l = )\xn+l
k=0
Bu denklem sisteminin ¢dziimiinde eger x,,, x=(x,) dizisinin sifirdan farkl ilk terimi
ise 0 zaman A =u,v, dir. Vp €N igin

_ p—1 _
. um+p (Vm Vm+1) um+i (Vm+i Vm+i+1)

ume - um+pvm+p i=l1 l/lme - Z’leriVeri

u (vm—va) rlu, v, —u,, v

m+p m-m m4-i " m4-i+1
= X,
UpVin ™ Ui pVintp =t UV = U iV

elde edilir.
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umvm — um+ivm+i+l

ume - um+ivm+i

>1 olur. p— oo iken

(u,) kesin azalan veya sabit dizi ise [

(xn) — o0 olur ve bu durum x = (xn) dizisinin ¢ dizi uzaymda olmasi ile ¢elisir.

(un) kesin artan dizi ise (vk) pozitif terimli kesin azalan dizi oldugundan

uyv —u V..
1 -
mom mil w1 <1 gartinn saglayan A =u v

m- - m

<1 olabilir. —1<

[umvm — um+ivm+i+l

ume - um+ivm+i

I/Ime - um-‘rivm-'ri

degerleri icin p — oo iken (xn ) , ¢ dizi uzayinda, yani yakinsak dizi olarak elde edilir.

Durum 2 (vk ) , k €N i¢in v, = v olacak sekilde bir sabit dizi olsun.

uyy 0 0 0 X, X,
0O uv 0 O X, X,
0 0 wuv O X, |=Alx,
0 0 0 uy X, X,
matris ¢carpimindan
(ugy—A)x, =0
(uy—A)x, =0
(uzv—)\)x2 =0

lineer denklem sistemi elde edilir. A=u,v i¢in dizinin x, terimi sifirdan farklidir.

Yani dizi x=(0,...,0,x,,0,...) seklindedir. O halde her m € N i¢in A=u,v 5zdegerdir.
Durum 3 (Vk) kesin artan dizi olsun.

umvm — um+ivm+i+l

ume - um+ivm+i

<1 olabilir. Bu durumda p — oo

(u,) kesin azalan dizi oldugunda [

umvm — um+ivm+i+l

I/Ime - um-‘rivm-'ri

<1 olacak sekildeki A=u,v, degerleri igin

icin (xn) dizisi —1<

yakinsaktir. Bu durumda x = (xn) dizisi yakinsak diziler uzaymin bir elemanidir.

37



umvm — um+ivm+i+l

ume - um+ivm+i

>1 olur. Bu durumda

(u,) kesin artan veya sabit dizi oldugunda [

p — oo 1¢in X, dizisi yakinsak degildir.

Boylece ispat tamamlanir.

T :c—c operatorii matris temsili 4 olan smirh bir operatér ise 7 nin eslenik

operatorii olan T :¢’ — ¢’ operatdrii, ¢ dizi uzaymnm ¢’ dual uzay: ile izometrik olan

b 4

matrisidir. Burada y, 4 matrisinin satir toplamlar1 dizisinin limiti ile 4 matrisinin

Ca@ ¢, dizi uzay1 iizerinde taniml,

situnlarinin limitleri toplammin farkidir. b ise k .terimi, 4 matrisinin £ .stitununun

. 0
w=| X

x =lim, E w, — E lim w, =uyv,—u,v, =
k

k

limiti olan stutun vektordir.

b = ksatirt W nin k. stitun limiti olan siitun vektor

Bu durumda eslenik operator, (lim, u, = L olmak {izere)

0 0 0 0
Lvy—v) uy, u(v,—v) u,(vy—v)
W= Lv,—=v,) O uv, u, (v, =)
Lv,—v;) 0 0 UV,
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Teorem 3.10
g, (W*,c*) =

({umvm; meN }, (v, ) kesin azalan, (un) kesin artan, azalan veya sabit dizi

{0} U {umv; meN }, (vk) sabit, (un) kesin artan, azalan veya sabit dizi

‘{umvm; meN }, (vk) kesin artan, (un) kesin artan, azalan veya sabit dizi
Ispat
Durum 1 (Vk) kesin azalan dizi olsun. (W* — A )x =0 esitligini ¢ dizi uzaymin duali

C@®{, uzaymndaki sifirdan farkli bir x=(x,) dizisi i¢in miimkiin kilan \ degerlerinin

bulmamiz gerekmektedir.

0 0 0 0 [ X X, 0
Lvy—=w) uyvy w(vy—v) u(vo—v) || % X 0
Lvy—=v,) O uv (v, =vy) || X% | Ax, =10
Lv,—v;y) 0 0 u,v, el X X, 0

Buradan bir lineer denklem sistemi elde edilir.

—Ax, =0
L(vy =v)x, +<uovo _)\)xl + (”1 (Vg _Vl)) X +<u2(V0 _Vl))x3 +..=0
L(v, —v,)x, +<ulvl _)‘)xz +(”2(Vl _Vz))x3 + (uz v _Vz))x4 +..=0

00
L(vm - Vm-H )xO + (ume _)\)xm-H + Zum-H' (vm _Vm-H )xm+]+i = 0
i=l

A=u,v oldugunda ise

Lv,—v,. )X, + (umvm — /\)xm+1 + Zum“(vm —V, )%, =0 oldugundan her meN
i=1

igin x,,, =0 olur ve x dizisi (0,x,,x,,...,X,,X,,,,0,...) seklinde elde edilir.

m>m415 Vo0

VI <m igin
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-1

_ um+1 (Vm—l m I+1)

m+1-l — xm+1
uv, —u, V.. ie uv —u .V

m-m m—i = m—i

1

m 1( n i_vmi+1)]

- m+1
Uy, — U, V,_ i uy, — U, V.

-1
- um+l (vm—l Vin- I-H) U Vg = Uy iV —i+l
=1

dir. (x,) € ¢, olmas1 i¢in

00 m m
::xnzz :xnzz: m+11|

n=0 n=l1 =0 V _um IV

—1
| m+1 m l+1) ume m i m i+1
m+1 + ‘ xm+1

—l ie1 mVm — U,V

m—i = m—i

/-1

|+|1/l X |§ :| m—t Vi1 | |ume UpiVin— 1+1|
nm+l m+1"m+1
I/I V _um lv 1‘121‘ I/l V _uml m—i

Seri toplami sonlu olmalidir. Bu toplamda m—+1 terim oldugu igin sonlu yani ¢,

uzaymimn elemamidir. O halde (v,) kesin azalan dizi oldugunda {0}U{u,v,; meN}

m m >

kiimesi 6zdegerler kiimesidir.

Durum 2 (vk) sabit dizi olsun. ¢ uzaymin dual uzayinda sifirdan farkl bir x dizisi i¢cin

W’ x = Ax olsun. Bu durumda,

—A 0 0 0 0
0 uy—A»X 0 0 0
. 0 0 uy—>A 0 0
W ==
0 0 0 TREDN 0
0 0 0 0 Uy — A

matrisi ve (W* — A ) x =0 esitliginden asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir;

—Ax, =0
(ugy—A)x, =0
(uy—A)x, =0
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Bu lineer denklem sistemi ¢oziildiginde A =0 i¢in x=(x,,0,0,...), A=u,v i¢in

x=(0,..,0,x,,0,...) seklinde ¢, uzaymnda sifirdan farkli diziler elde edilir ve ispat

tamamlanir.

Durum 3 (v, ) kesin artan dizi olsun. Ispat durum 1 ile aymdur.

Teorem 3.11
o, (W, c) =
{u,v,; meN}, (v, )kesin azalan, (u,) kesin azalan veya sabit dizi
{umvm;l < |u’”v’” ~ UiVt | <LiEN,me N},(vk )kesin azalan, (u,) kesin artan dizi
‘ ume _um+ivm+i ‘
{o}, (v, ) sabit, (u,) kesin artan, azalan veya sabit dizi
{umvm;l < |u’”v’” ~ iV |,i eEN,me N}(vk )kesin artan, (u,) kesin azalan dizi
‘ l/lme _ui11+ivm+i
{uv,; meN}, (v, ) kesin artan, (u,) sabit dizi

{u,v,; meN}, (v, )kesin artan, (u,) kesin artan dizi

Ispat Gosterilmesi gereken W — Al operatériiniin tersinin mevcut oldugu fakat bu ters

operatoriin yogun kiimede tanimli olmadig1r A degerleri kiimesidir.

Durum 1 (v, ) kesin azalan dizi olsun.

(u,) kesin azalan veya sabit dizi olsun. Bu durumda {u,v,; me N} i¢in operator
birebirdir. O halde tersi vardir. Fakat W~ — X Teorem 3.10° dan dolay1 birebir degildir.

Teorem 2.6° dan §R(W— A ) = ¢ dir. Boylece ispat tamamlanr.

|u v —u v . | )
m_m m+i_ m+itl <1,l€N,m€N
‘u v.—u. v

m-m m—+i" m+i

(u,) kesin artan dizi olsun. Bu durumda {u, v, ;1<

olacak sekildeki A degerleri i¢in icin operator birebirdir, yani tersi vardir. Ayrica,

W" — M operatorii Teorem 3.10° dan dolay1 bu degerler icin birebirligi saglar. O halde

Teorem 2.6° dan R (W — Al )=c dir. Bdylece ispat tamamlanir.
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Durum 2 (v,) sabit dizi olsun. Teorem 2.6’ dan W — Al operatdriiniin birebir
olmadig1 noktalarda W — AI operatdrii yogun goriintli kiimesine sahip degildir. O halde

{o}u{u,: meN} igin R(W—X)=c’ dir. Fakat {u,v: meN} kiimesindeki
operatdriin tersi olmadig1 igin yalnizca {0} noktast i¢in p((W -\ )_] ) = ¢ olur.
Durum 3 (v, ) kesin artan dizi olsun.

: . |u v,o—U, LV |
(u,) kesin azalan dizi olsun. Bu durumda {umvm;lg‘ R e
w,v, —u,. v

m-m m+i" m+i

,iGN,mGN}

olacak sekildeki A\ degerleri i¢in icin operator birebirdir, yani tersi vardir. Ayrica,

W" — M operatorii Teorem 3.10° dan dolay1 bu degerler icin birebirligi saglar. O halde

Teorem 2.6” dan R (W — Al )=c dir. Bdylece ispat tamamlanir.

(u,) sabit dizi olsun. Teorem 3.9 ‘dan {0}U{uv,; m € N} degerleri i¢in operatoriin

m?2

tersinin  mevcut oldugu goriiliir. Teorem 2.6° dan bu degerler i¢in

R(W - )=p(W —Al)=c elde edilir.
(u,) ¢ uzaymda kesin artan dizi olsun. Bu durumda {u,v,; m € N} kiimesindeki

A=u v degerleri igin i¢in operatdr birebirdir, yani tersi vardir. Fakat W —\I,

m- - m

Teorem 3.10° dan dolay1 birebir degildir. Teorem 2.6° dan §R(W— A ) = c dir.

Teorem 3.12

\{u,v,; meN},(v,) kesin azalan dizi

{O}U{)\GC:W\)\_LHJEIJGN}

— l/ll.Vi|

o, (W,c)=1 @, (v, ) sabit dizi

{)\GC |T i l+|l|>lz€N} ({u,v,; m € N}U{0}),(v,) kesin artan dizi
A—uy,

Ispat Bu ispatta gosterilmesi gereken W — A\l operatorii tersinin yogun kiimede tanimli

fakat siireksiz oldugu A\ degerlerini bulmaktir.

Durum 1 (v,) kesin azalan dizi olsun. Bu durumda (u, ) dizi uzayinda kesin azalan bir

dizidir. {/\G(C A —uvi| >lic N} ({u,v,; me N}U{0}) kiimesindeki \ degerleri

A~
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icin (W—)\I ) operatdriiniin tersi mevcut ve yogun kiimede tanimlidir. Bu degerlerde

(3.6) normuna sahip ters operator sinirsiz oldugundan stirekli degildir.

Durum 2 (v, ) pozitif terimli sabit dizi olsun. Bu durumda (u, ) kesin azalan, artan veya
sabit dizidir.

U(W,c) =0, (W,c) Uo, (W,c) Uo, (W,c)
olarak ayrik {i¢ kiime birlesimi olarak yazilabildiginden

o, (W,c) = O'(W,C)\(O‘p (W,c)Uar (W,c))
olur ve buradan o, (W,c) =@ elde edilir.

Durum 3 (v,) pozitif terimli kesin artan dizi olsun. Bu durumda (u,) kesin azalan
dizidir.
A—
{/\G(C || a l+i| >1 zeN} ({u,v,; meN}uU{0}) kiimesindeki A degerleri igin
A—uUy
(W—)\I ) operatoriiniin tersi mevcut ve yogun kiimede tanimhdir. Fakat (3.6)

normundan dolayt (W —\I) ' operatorii siirekli degildir. Bu nedenle W —\I smirh
terse sahip degildir.

Teorem 3.13

[ A—
{O}U{)\ eC: | ulvl+]| >1l,ie N} U {umvm, me N},(Vk)kesin azalan dizi

U(W,EOC): {umv,mEN}U{O}, (vk)sabitdizi
|)\ “1V1+1| . -
NeC: D uy| >1,ie Ntu{u,v,, me N}, (v, ) kesin artan dizi
—uy

Ispat Cartlidge, 4, ¢ yakmsak diziler uzayindan yine bu uzaya sinirl lineer operator
ise 0(A4,0)=0(A4,c) oldufunu gdstermistir [5]. Bu ¢alismadan ve Teorem 3.7> den

sonug goriiliir.
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BOLUM 4

W OPERATORUNUN /, ve £, UZAYLARINDAKI INCE

SPEKTRUMU

Bu bdlimde, ¢, ve ¢, dizi uzaylarinda sinirli lineer bir operatdre karsilik gelen

un(vk—vkﬂ), 0<k<n
W:(wnk): uyv n==k

n'n’

0, n<k

matrisinin spektrumu incelenecektir.
W matrisi, bir dnceki bdliimde oldugu gibi (,) ve (v,) dizilerinin durumuna baglh

olarak 9 farkli sekilde olusturulabilir. Fakat bunlardan biri ya da birkact smirl lineer
operatore karsilik gelmeyebilir. O nedenle bu bolimde de once dizilere bazi sartlar
yiiklenecek ardindan Boliim 2 de verilen smirh lineer operatore karsilik gelmesi igin

gerekli kosullar1 saglayan durumlar i¢in spektral analiz yapilacaktir.

4.1 W Operatoriiniin ¢, Uzay1 Uzerindeki Spektrumu

Bir matrisin ¢, dizi uzayindan yine bu uzaya sinirli lineer bir operatore karsilik gelmesi
icin Teorem 2.10° da bazi sartlar verilmistir. (un), (vk) dizileri ile olusturulan w

matrisinin B(fl) sinirlt lineer doniisiimler uzayindaki bir operatoriine karsilik gelmesi

icin bu dizilerin sahip olmas1 gereken 6zellikler asagida tablo halinde verilmistir.
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Cizelge 4.1 W operatdriiniin B(¢,) uzaymnda olma sartlari ve durumlar

(Vk> (”n> Sartlar W e B (g] )
Kesin azalan Kesin azalan (u ) c gl v
n
Kesin azalan Sabit x
Kesin azalan Kesin artan x
Sabit Kesin azalan - v
Sabit Sabit - 4
Sabit Kesin artan - v
Kesin artan Kesin azalan (u ) el v
n
Kesin artan Sabit x
Kesin artan Kesin artan x

v :WeB((,),5 durum

Yani spektrum incelemesi 5 ayr1 durum i¢in yapilacaktir. Diger durumlar Teorem 2.10°

da verilen sartlara engel olusturmaktadir.

Teorem 4.1 7], - sgp{|ukvk|+|vk S }
n=k

Ispat Teorem 2.10°dan goriiliir.

Dizilerin durumuna gore farkl degerler alan norm i¢in de asagidaki tablo verilebilir;

Cizelge 4.2 W operatoriiniin ¢, uzayindaki normu

(vi) (u,) 7]

Kesin azalan Kesin azalan sup |:ukvk + (Vk - Vk+l) Z ”n}
k n=k+1

Sabit Kesin azalan U,V

Sabit Sabit uy

Sabit Kesin artan Lv

Kesin artan Kesin azalan S‘zp {ukvk + (Vk+1 —Vi ) Z ”n}

n=k+1
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Teorem 4.2

M>116N tUfu,v
v =

U(W,ﬁl):«{)\:umv,mGN}U{O}, (vk)sabitdizi t =S

m € N}U{0},(v, )kesin azalan dizi

m m’

me N}, (v, )kesin artan dizi

mm’

{)\EC'M>IZGN U{u,v
I/lV—

Ispat (vk) dizisinin kesin azalan veya kesin artan durumu ve sabit dizi durumu i¢in iki

farkli spektrum incelemesi yapilacaktir.

Durum 1 (v,) kesin azalan veya kesin artan dizi olsun. Bu durumda (u,) dizisi
azalarak sifira yakinsayan bir dizi olur (Teorem 2.10 geregince). A € S igin (W —\/ )71

ters operatoriiniin meveut ve (W —\) '€ B(¢,) oldugu, A€S icin ise operatdriin

sinirl tersi olmadig gosterilmelidir.
A ¢ S igin (W —AI) alt liggensel oldugundan tersi vardir.
(W =)W —\I) ' =

esitliginden (W — \I )71 ters operatorii,

1

, n==~k
uy, —A\
n+k
1) ' = () = C) b ) g o)
(v, =) (v, = A) = (wy, =)
0, n<k

olarak bulunur. Buradan,

_ -1 . 1 - | u, (Vk _Vk+l) A— UVin
H(W )\1) (i) _Sl,fp u,v, —)\‘—i_n;]‘(u v, —)\)(ukvk —)\) [i_kul[ uy, —; ]]‘
= | 1 | Vk+]| | 1 |)\ ulvl+]|
sgp ‘ukvk —A ‘ukvk ‘n;, )\‘i_knl‘ uy, —\
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e . 1 A—uy,
olur. Bu esitligin sonlu oldugu gosterilmelidir. |‘]i|: UVl olsun. AZS
uy, —
5 A—uy,,, 5 )
oldugundan |g,|=—"2 <1 olur. sup =P oldugunu kabul edelim.
uy, — no\u,v, —

|4, <1 oldugundan suplg,| = || olacak sekilde bir ¢ degeri bulunabilir. Buradan,

i 1+l|

W—)"' = 1
H( ) (flifl) k uka +|Vk Vk+] n=k+1 ‘1 k-H‘ uv —
1 A—Uv.
1 P i 1+l
< sgp v\ +|vk Vk+l|n;] 111 v —
1 = n
= 1 — P
Sl’ip UV — A +|Vk Vk+]| n;+1|q| =0

elde edilir ve (W—\)'€(¢,,0,)" dir. O halde Ago(W,(,) olur ve bu da

o(W,£,)C S oldugunu gdsterir.
Simdi A € § alalim.

A=0 ise operatér oOrten degildir. Ciinkii Cizelge 4.1 den (un)eﬁl Cc, oldugu

Lo 1 1 ..
goriilmektedir. Ozel olarak y =wu alinirsa x = —,—,....] olarak bulunur fakat bu dizi
Yo Vo
¢, dizi uzayinda yer almamaktadir.
A=1uyv, ise
0 0 0 0
U (Vo _Vl) v, — Uy, 0 0
u, (vy—v) (v —vy)  upv, —uy, 0

olup W —AI:{, — £, orten degildir. O halde tersi yoktur.
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A=uyv, olsun. {u,v,, meN} degerleri i¢in matris normu taniml degildir. S

( ):oo oldugu agiktir. Bu ise
[T

kiimesindeki diger degerler icin H(W—)\I )_]

SCo(W,t,) oldugunu gdsterir.

uyy 0 0
0 uyv O
W —

seklinde olur.
AgS i¢in (W—M\ )71 ters operatdriiniin mevcut ve bu uzayda smirh oldugu
gosterilmelidir. A\ ¢ S igin (W —AI) birebir oldugundan tersi vardir. (W —M)x=y

esitligi ¢oziilerek (W — AI )71 ters operatdrii bulunur.

(uov_)‘)xo =V =X =

Vi

(u]v—)\)x] =y, =X = v

Yn
uy—A>A

(unv—)\)xn =V, =X, =

olarak elde edilir.

= sup < oo

(0r:6y) n

(w =1y

uy—A\
ve bu (W —XI) '€ B(¢,) oldugunu gosterir. O halde A ¢ o(W,¢,) olur ki buradan da

o(W,L,)CS elde edilir.
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Simdi A € § alalim.

A=0 ise operator orten degildir. Durum 1 deki gibi ilerlendiginde x =

olarak bulunur fakat bu dizi ¢, uzaymm bir elemani degildir.

A=u,v olsun. Bu durumda m. siitun sadece sifirlardan olusur. Bu durumda operator

birebir degildir, tersi yoktur. Bu ise § QU(W,K ]) oldugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanir.
Teorem 4.3
a, (vk) kesin azalan dizi
o, (w,t,)=1 {u,v: meN}, (v,) sabit dizi
uv; ¥ ~ sV | <1,i€ N,m e N{,(v,) kesin artan dizi
o ume _uerivari ‘
Ispat

Durum 1 (vk) kesin azalan veya kesin artan dizi ve ¢, dizi uzaymdaki sifirdan farkl

bir x dizisi i¢in Wx = Ax oldugunu kabul edelim. Bu durumda

UV, 0 0 0 “(x,
U, (VO - Vl) uy, 0 0 el x
u, (Vo - Vl) U, (Vl - Vz) u,v, 0 el x,
Uy (Vo _Vl) Uy (Vl - Vz) Uy (Vz _Vs) UV, e X
”n(vo_vl) ”n(vl_vz) un(vz_v3) un(v3_v4) | X

esitliginden

UgVX, = AX,

u, (vo -, )xo +uyx, = Ax,

u, (vo—v, )X, +u, (v —v, )X, +... U, x, = AX,
n

U, E :(vk “Vin )Xk + U VX = >\xn+l

k=0
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lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢dziimiinde eger x,,, x =(x,)

dizisinin sifirdan farkl ilk terimi ise o zaman A =u, v, dir. Vp €N igin

p—1
um+p (vm m+1 )
Xm+ = X
P m
uv, — um+pvm+p i=l UV = U iVinyi

—V

m+z ( m+1 m+1’+1)

p—1

_ u”"ﬂ’ (Vm m+l) UV — UntiVirin

= xm
U,V — um+pvm+p i=l Voo ™ UpiVingi

elde edilir. x=(x,)=(0,0,...,0,x,,x,,,,...) olarak elde edilir. x dizisinin ¢, dizi

uzayinda olmasma olanak saglayan A\ degerleri 6zdegerlerdir. Simdi bu degerler

arastirilacaktir.
00
PBAED AR LA |+Z\x,,,+,,\
n=0 n=m
Z| iy (Vo = Voir) 358UV =1y Vi1
|x | 1+ 17 m’-m m+i " m+i+
‘ um+pvm+p =1 UV _um+ivm+i
) _ p—1 _
_| | 1+§ : Unip (vm vm+l)| UV um+ivm+i+l|
= xm
p=1 UV um+pvm+p i=1 | UV = UiV
e |
— m+p m_m mimitl
=l [ 1P = v 22 I1
p=1 UV _um+pvm+p i=1 | UV _um+ivm+i

. . . uv —u Vv .
(v, ) kesin azalan dizi ise (u, ) € ¢, sart1 ile beraber | mom et i | >1olur. p— o0
u,v, —u,, v

m’m m—+i " m+i

i¢in x,,, , =0 olur ve bu durum x = (x,) dizisinin ¢, dizi uzayinda olmast ile gelisir.

(vk) kesin artan dizi oldugunda (un)EKICCO oldugundan |umv’”—um+ivm+i+l|<1

umvm - um+ivm+i

—u

N AP v
olabilir. sup iaxd =K olsun. |-z —mH omiill o] gartim  saglayan

p ‘umvm um+p m+p‘ UV = U Vi

—u

m+ivm+i+1|:|t| olacak sekilde |l‘|<1 degeri
‘umvm—u A

m

|u v
. - o Vo
A=u, v degerleri i¢in sup

1

m+i " m+i

bulunabilir. Bu durumda dizinin terimleri toplami;

x t
% | = | 1 = K (= e[ 1 v K M
n=0 p=l |t|
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seklinde olur. Yani p — oo i¢in x,,,, £, dizi uzayinda olur ve bu A=u,v, degerleri
nokta spektrumu olusturur.

Durum 2 (v, ) sabit dizi ve her X €N i¢in (v,)=v olsun. Bu durumda matris

uyy 0 0
0O uyv O
W —
0 0 wuy
seklinde olur.
uyy 0 X, X,
0 uv 0 ..|x X,
=A
0 0 wuy ..|x, X,
matris ¢carpimindan
(ugy—X)x, =0
(uy—X)x, =0
(uzv — )\)xz =0

lineer denklem sistemi elde edilir. A=wu v i¢in dizinin x, terimi sifirdan farklidir.

Yani dizi x=(0,...,0,x,,0,...) seklinde olur ve bu dizi ¢ uzaymm bir elemanmdir. O

halde Vm € N i¢in A =u, v 6zdegerdir.

T:{, — ¢, operatorii matris temsili 4 olan bir operatdr ise 7 nin eslenik operatorii

olan T":¢,' — ¢, operatdriiniin 4 matrisinin transpozu olan A' matrisi oldugu

bilinmektedir. Burada ¢, dizi uzaymm ¢, dual uzayi, |x||:sup|xk| normlu sinirl
k

dizilerin ¢_ Banach uzayi ile izometrik izomorftur.

51



Teorem 4.4

{umvm: me N}, (vk) kesin azalan dizi
ap(W*,ﬁoo): {u,v: meN}, (v,) sabitdizi
{u,v,:meN}, (v,) kesin artan dizi

Ispat

Durum 1 (vk) kesin azalan veya kesin artan dizi ve ¢, uzaymmn dual uzay1 olan ¢__

dizi uzayinda sifirdan farkli bir x dizisi icin W x = Ax olsun. Bu durumda W~ =W’

oldugundan,
UpVy U (Vo _V]) u, (Vo _Vl) U, (Vo _Vl)
0 uy, u, (v, —vz) u, (vl —vz)
W =| 0 0 u,v, u, (v, —v;)
0 0 0 U,
ugvy, w,(vo—v) uy(vo—v) us(vo—vy) --)[% X,
0 uy, U, (v, —v2) u, (v, —vz) X X,
0 0 u,v, u; (v, —vy) || X% [ = A
0 0 0 UV, X x,
esitliginden

(tgvy — A) x, + (v, —vl)i ux, =0
i=1

(u]vl —)\)xl + (v, —vz)iuixl. =0
i=2

(u,v, = A)x, + (v, _Vn+1)i ux, =0

i=n+l1

olarak elde edilen lineer denklem sistemi ¢oziilirse A =u,v, i¢in x dizisinin m+1

terimi sifirdan farkl yani dizi x = (xo,x],...,x 0,0,...) seklinde bulunur. V/ <m igin

m?2
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u \v \% ) u ( \% )
m\ " m—I m—[+1 m—i \ "~ m—i m—i+1
xm—l me 1+

u,v,—u, v i uy, —u, V.
u (V ) -1 u,v, —

_"m m —I+1 H m i m —i+1

= xm
l/lme um lv i=l1 I/l V - le lvm—l

(un) ve (vk) dizileri  sonlu oldugundansup§ iVt | ve
uyv,—u,. v ‘

m—i m—i

|um (Vm—l _vm—l-H )| . . . .
sup‘ = B olacak sekilde 4 ve B sayist bulmak miimkiindiir. O halde

m-m

u,v, —u, v, ‘

VI <m i¢in |x, | < Blx,| 4" <oo olur, buradan (x,)€(_, elde edilir.

Durum 2 (vk) sabit dizi olsun. ¢ dizi uzaymdaki sifirdan farkli bir dizi i¢in

W'x =W'x = Ax oldugu kabul edilsin. Bu durumda
(v —A)x, =0

(uy—X)x, =0

olarak elde edilen lineer denklem sistemi ¢dziiliirse A =u,v i¢in sifirdan farkli x =(x,)

dizisi (0,0,..,0,x,,0,...) seklinde elde edilir ve bu dizi ¢_ dizi uzaymnmn bir elemanidur.

m?2

O halde her me N i¢in A =u,v bir 6zdegerdir.

Teorem 4.5
{u,v,: meN}, (v, ) kesin azalan dizi
o, (W,0,)= , (v, ) sabit dizi
uv,: |u’” Y~ iVt | >1,i € N,meNt,(v,) kesin artan dizi
1/! V m+1 m+1 ‘
Ispat

Durum 1 ( ) kesin azalan dizi olsun. Bu durumda ( ) ¢, dizi uzayinda bir dizi olur.

Teorem 4.3’ten {u mEN} icin operatdr birebirdir. O halde tersi vardir. Fakat

m ﬂ’l
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W™ —X operatérii Teorem 4.4° ten dolayr birebir degildir. Teorem 2.6’ dan

R(W —Xl)=(, dir. Boylece ispat tamamlanr.

Durum 2 (vk) sabit dizi olsun. Teorem 2.6’ dan {umv: m EN} iginmz ¢
dir. Fakat Teorem 4.3’ten {umv: meN } degerleri operatoriin terslenmesine engel teskil
etmektedir. O halde (v, ) sabit dizi oldugunda o, (W,{,) =@ dir.

Durum 3 (vk) pozitif terimli kesin artan dizi olsun. (un) ¢, dizi vzaymin bir

umvm — um+ivm+i+l

uyv —u ..V

m-m m+i m+i

| esitsizligini saglayan

elemanidir. Bu durumda Teorem 4.3’ten 1<

A=u,v, ~degerleri i¢cin operatdriin birebir yani terslenebilir oldugu goriiliir. Fakat
Teorem 4.4 ten bu degerler icin W~ — A\ operatdriiniin birebirligi saglamadig1 goriiliir.

u

m- m*

O halde Teorem 2.6’ dan {u y, o ook i m+l+'| >1 mEN} igin R(W —\ )=,

‘UV m+1 m+1 ‘

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.6
| AEC'M Lie N ({u mEN}U{O}) (v )kesin azalan dizi
' |”1-Vi_)‘| - mVm> Ak
. (W,El ) = {0}, (vk )sabit dizi
{)\ € C:M Lie N}\{um v,, m € N}, (v, )kesin artan dizi
uy, —
Ispat

Durum 1 ( ) pozitif terimli kesin azalan dizi olsun. Bu durumda (un) kesin azalan

sifir  dizisidir. {)\ eC: M >Lie N} ({um v,, meN}U {O}) kiimesindeki A
uy, —

degerleri igin (W —AI) operatdriiniin tersi meveut ve yogun kiimede tanimlidir. Fakat

(4.1) normu bu degerler i¢cin simirsizdir.
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Durum 2 (v, ) pozitif terimli sabit dizi olsun.
o(T,X)=0,(T,X)Uo, (T,X)Uo,(T,X) oldugundan
o (T, X)=0(T,X)\ (ap (T,X)Uo, (T,X)) esitliginden istenen elde edilir.

Durum 3 (vk) pozitif terimli kesin artan dizi olsun. Ispat Durum 1 ile aynidur.

4.2 ¢, Dizi Uzayinda W Operatoriiniin ince Spektrumu

Teorem 2.11 ve 2.12° de verilen sartlar g6z 6niinde bulundurularak kesin artan, kesin
azalan veya sabit dizi olabilen (u,), (v,) dizileri ile olusturulan W matrisinin B(f p)

fonksiyonlar uzayinda bir operator olabilecegi durumlar tabloda verilmistir.

Cizelge 4.3 W operatoriiniin B(f p) olma durumlari

(v) (u,) Sartlar weB(t,) WeB(t,) WweB(t,)
Kesin azalan Kesin azalan (”n) e, v 4 v
Kesin azalan Sabit x v x
Kesin azalan Kesin artan x v x
Sabit Kesin azalan - v v v
Sabit Sabit - v v v
Sabit Kesin artan - v v v
Kesin artan ~ Kesin azalan (“n) el, v v v
Kesin artan ~ Sabit x v x
Kesin artan  Kesin artan x v x

v WEB(KP), 5 durum
O halde bu operatdriin, ¢, dizi uzaymnda 5 ayr1 spektral incelemesi yapilacaktir. Diger 4
durum bu uzayda sinirli lineer operator teskil etmez.

Teorem 4.70(W,€p) =

m € N}U{0},(v, )kesin azalan dizi

m m >

{)\EC |)\ a 1+]|>11€N U{u

v =
Hr=u,v, me N}u{o}, (v, )sabit dizi r=3S
{)\EC |T\ i l+|]| >1,ie N iU{u,v,, meN},(v,)kesin artan dizi

wy
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ispat: Diger kisimlardaki gibi (v, ) dizisinin durumuna gére ayr1 durumlarda ispat
verilecektir.

Durum 1 ( ) dizisi kesin azalan ya da kesin artan dizi olsun. Cizelge 4.3 ten ( )
dizisinin ¢, uzaymin bir elemani olmas1 gerektigi goriiliir.

A ¢ S olsun. Bu durumda (W —\I) alt iiggenseldir, tersi bulunabilir. (W —Al)x=y
esitligi ¢oziilerek daha dnce de hesaplanmis olan ters operator (3.1) deki gibi bulunur.

Teorem 2.12 ye gore (W — M) €(¢,,£,)N(£_,¢..) oldugu gdsterilirse

(W =Xl )_] € (f ol p) oldugu goriiliir. Bunun icin A ¢ S degerlerinde

H(W—)\I)_] | <oove (W—)\I)_]H’ < 0o oldugu gosterilmelidir. Once
- A—uv,
W—)\I ] = | u" (vk vk'H) iitl
H( ) (oitoc) s1:p u,v, — ‘ - ‘ u,v, = \)(u,v, — ) il_k-[H Uy, —\

n—1 n—1
| 1 +| u, |Vk _Vk-H |)\ uy, i+l |
uyv, =\ |uy, — A= ‘ukvk—)\ i:k-H‘ uy, —A\ ‘

n-n

n—I1

H A—uy, |]

UV, —)\‘i:kﬂ uy, —A\ ‘

1 =y, —v
=su 1+ |u ki
npuv —)\‘ "Z[

n-n

A—uy

uy, —

7041

Normunun smirli oldugunu gosterelim. |‘]i| = olsun. A& S dolayisiyla

)\ ulvl'H vk'H

<1 dir. ( ) ve ( ) dizilerinin sinirli olmasi Vi
UV —

.| = degerini her %

uy, —

.. Ve —
icin smurh kilar. sup

=C diyelim. |g|<1 oldugundan sup|q|—|q| olacak
k ukvk

sekilde bir ¢ degeri bulunabilir. Buradan,

W)l =sup
o=y

n—1
u |Vk_vk+l|H|)\ uy 1+]|
" A
=0 \| Vi —

i= k-H‘ HV -

unvn -
<sup ! (C|q| )
o |uy, — A s
— sup|—! gl < o0
no (v, — A prd
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elde edilir ve bu durumda (W —\1) ' €(¢_,¢_) dir.

Ayni sekilde ilerleyerek

- 1 = | , (Vi —Viyr) A—uv,
W—)\I 1 — _|_ + i'i+l
H( ) (¢t,) Sl,fp u,v, —)\‘ Z ‘( —A) (v, — A )[IHH[ uy, —A ]]H
0 |l |
= sup
k ‘ukvk—)\ ‘ukvk z,; )\‘ :k-H‘ uy, —\ ‘
1 . | |)\ uy
= 1 — ili+l
Sl:p 0, _)\‘ +|Vk Vk+1|n§;r 1 k+]‘ Wy, — }
normunun sonlu oldugu gosterilmelidir.
|tl.|— A~ ulvl; Ll diyelim. § kiimesinde olmayan )\ degerleri ile ¢alistifimiz igin
uy, —
A—uy,,, . . 9 - -
|t.|— L <1 olur. Yine dizilerin sinirhligindan her » igin . ‘ degeri
uy, — A uy, —

sonludur. sup

n

. )\‘:D olsun. || <1 oldugundan suplt|=|¢| olacak sekilde bir ¢
u,v, — i

degeri bulunabilir. Buradan,

- . n—I1 |)\ ul 1+]|
H(W M) (0:0,) - Uy, — 1+|vk Vi et )\‘1 k+,‘ Uy, —\ ‘
1 A— “1V1+1
<sup 1+ vIZDH o
1 n
—sgp P 1+|vk—vk+]|Dn_Zk+]|t| <oo

elde edilir yani (W — A1) ' €(¢,,¢,) dir.

Dolayistyla A ¢ S icin (W—)\I) e(€,0,)Nn(¢_.,C.) elde edilir. Teorem 2.12 den

(w—AI) " €(¢,.¢,) dir. Bu durumda o (#,¢,)C S dir.
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Simdide \ € § olsun.
A =0 i¢in inceleyelim. Cizelge 4.3 ten (u,)€ ¢, oldugu biliniyor. ¢, C ¢ , oldugundan

I 1

geee

u=y almarak y €, i¢in Wx =y ¢dziiliirse x =
Yo Vo

bulunur fakat bu dizi ¢ »

dizi uzaymin bir eleman1 degildir o halde operatéor orten degildir, dolayis1 ile

terslenemez.
A=1uyv, ise
0 0 0 0
w (vo—=v)  uy, —uv, 0 0
w, (vy—vy) (v —vy) upv, —uy, 0

W= =|u,(v,—v) s (n—v,) s(v,—vs) vy —uy,

“n(Vo_Vl) ”n(Vl'_Vz) un(vz'—v3) ”n(‘ﬁ'_vzt)

olarak bulunur. Bu durum W—M:{ —{ operatoriinin Grtenligini bozar giinkii
RO A1) ={(5,), €€, 3, =0}

A=uv

m?o

m =0 olsun. Bu degerler i¢in matris licgensel degildir yani tersi bulunamaz.

=00

S kiimesindeki diger degerler i¢in normun smirsiz oldugu yani H(W—)\I )_] o
[T

ve |(w —ar)

=00 oldugu agiktir. Buradan S C U(W,E p) oldugunu gosterir.

Durum 2 (vk) dizisi sabit dizi olsun. (un) dizisi i¢in herhangi bir sart
gerekmemektedir. Her & i¢in (v, )=v diyelim.

A& S igin (W —\I) liggensel matristir, yani tersi meveuttur. (W —XI)(W —AI )_] =1,

matris ¢carpimindan ters operator

(W—)\I)_lz(wnk)_ =uv—A
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<00 olur ve bu

olarak bulunur. A ¢ S igin H(W—)\I)_]

|-

(€,:¢))

durumda Teorem 2.12 ye gore (W—)\I)_] € B(f ) elde edilir. O halde A\ ¢ J(W,Ep)

p
dir, yani o(7,¢,) C S bulunur.

Simdi A€S alalm. XA =0 olsun. Yine ¢izelge 4.3 ten (u,)€¢, oldugu goriilir.
11 ]
U

bulunur fakat bu dizi ¢, uzayinda degildir. O halde operatdr 6rten olmaz, tersi mevcut

¢,Ct, oldugundan u =y almarak y€(, icin Wx=y cozilirse x=

degildir.
A=u,v olsun. Bu durumda m .siitun sadece sifirlardan olusur ve operatdre birebir

olamaz, dolayisi ile tersi yoktur. Yani S C U(W,E p) dir.

Sonug olarak S =o(W,¢ ) oldugu goriiliir, ispat tamamlanir.
14

Teorem 4.8
o, (v, ) kesin azalan dizi
UP(W,EP): {u,v: meN}, (v, ) sabit dizi
umvm;|u’”v'” — UiVl | <1,i€ N,meNt,(v,) kesin artan dizi
UV = Uy iVingi
Ispat

Durum 1 (vk) kesin azalan veya kesin artan dizi olsun. Wx=Ax esitligi ¢ , dizi

uzayindaki sifirdan farkli bir x elemani i¢in miimkiin olsun. Bu durumda Wx = Ax
matris ¢carpimindan

UgVyX, = AX,

u, (v —v, ) x, +uyx, = Ax,

uy (Vo = )%, + 1, (v, = v, ) X, +u,v,x, = A,

u, (vo —vl)x0 +u, (vl —vz)x1 +...Fuyx =\x,
n

un+l § :(vk - vk+l )Xk +un+lvn+1xn+l = )\xn+l

k=0
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lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢dziimiinden elde edilen
x=(x,) dizisinin sifirdan farkli ilk terimi x, ise o zaman A=u,v, dir. Vr €N i¢in

diger terimler

_ r—l1 _
Upyr (Vm Vm+1) 1 Upyi (vm+i Vintiti )
'xm+r - xm +
UV — Ui Vingr i=l1 UV = Uy iVingi

_ r—1 _
um+r (Vm V"H']) X H UV um+ivm+i+l
uyv, —u, v uyv, —u, v

m’m m+r " m+r i=1 m+i’ m+i

X

m>m+12°""

olarak bulunur. x =(x,)=(0,0,...,0,x ) olarak elde edilir.

: L § v o—u v
(v,) kesin azalan dizi ise (u,)€¢, Cc, oldugundan |22 mtil |1 bulunur.
w,v, —u, . v

m’'m m—+i" m+i

Bu durumda r — oo igin x=(x,)¢&c¢, olur ve ¢, C¢, oldugundan x=(x,)¢ ¢, dir.

. e 3 uv —u v .
Fakat (v,) kesin artan dizi ise yine (u,)€ ¢, olduundan |—2-2 " mHEl | 2] olur,
u,v, —u,,v

m’m m—+i~ m+i
Bu durumda
00 o S P
P P P
> P =D =l D
n=0 n=m r=0
> (u (v—v )"‘uv—uv !
_|x |17 1+§ : m+r \"m m+1 m_m m+i m+i+l
— [Pm
UV U Vo st UV = UV
> |u (v—v )p"‘uv—uv !
_|x |17 1+§ : m+r \"m m+1 m’m m+i” m+i+l
— [Pm
o UV — U Ve |21 | UV — UiVt
p p
00 r—1
— P p | U ir | |ume W Vi |
_|xm| 1—|—|Vm—Vm+]| E
r=1 UV = U Vi | Cimt | YV = UiV

uv —u_ ..V

mom i il <] oldugundan bazi u,v, degerleri icin
umvm _um+ivm+i
uv —u v . o . |uv—u .v.| .
— < | miit] | ] olabilir. Yani mom_ i miidl - dir.
umvm - um+ivm+i ‘ umvm - um+ivm+i

|umvm — um+ivm+i+] | |1/lme _ um+ivm+i+] | < 1

=lq,| diyelim.

‘ umvm - um+ivm+i ‘ umvm - um+ivm+i

oldugundan
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uyv —u

m-m m+i

v

sup ’”+i+'|:|q| olacak sekilde bir ¢ degeri bulunabilir. (u,),(v,)

i l/lme - um+ivm+i

. | u. | y
dizilerinin sinirli olmasindan dolay1 sup e = E yazilabilir. Bu durumda
r umvm - um+rvm+r
. P P P e p\! p P 1
Z xn = |xm| 1—i_|vm _vm+l| KZ (|Q| ) = xm 1+ vm _vm+l| p
n=0 r=I1 1 - |q|

elde edilir. Yani r — oo i¢in x=(x,) dizisi £, dizi uzaymda olur ve bu durumda

u,v, —u,. v, e o < -

— < | il | ] esitsizligini saglayan A =u, v~ degerleri nokta
umvm - um+ivm+i

ozdegerlerdir.

Durum 2 (v,) sabit dizi ve her k€N igin (v,)=v olsun. Wx=M\x esitligi £, dizi
uzayindaki sifirdan farkli bir x elemani i¢in miimkiin olsun. Bu durumda Wx = Ax

matris ¢carpimindan

(ugv—X)x, =0
(uy—X)x, =0
(uzv—)\)xz =0

lineer denklem sistemi elde edilir. A=wu v i¢in dizinin x, terimi sifirdan farklidir.

Yani dizi x= (0,...,0,x O,...) seklinde olur ve bu dizi /¢ ,uzaymm bir elemanidir. O

m?

halde Vm € N igin A=u, v W — Al matrisi i¢in 6zdegerdir.

T:{,—{, operatdrii matris temsili 4 olan bir operatdr ise 7' nin eslenik operatdrii

olan 7" :¢ pl — L pl operatoriiniin 4 matrisinin transpozu olan A’ matrisi oldugu

1

/i
x||=[Z|xk|q] ' normlu ¢-
k

mutlak toplanabilen dizilerin ¢, Banach uzayz ile izometrik izomorftur.

bilinmektedir. Burada ¢, dizi uzaymnm ¢ pl dual uzayi,
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Teorem 4.9

{umvm: me N}, (vk) kesin azalan dizi
ap(W*,ﬁq): {umv: meN}, (vk) sabit dizi
{u,v,:meN}, (v,) kesin artan dizi
Ispat
Durum 1 (vk) kesin azalan veya kesin artan dizi ve ¢ , uzaymin dual uzayi1 olan ¢ g

dizi uzayinda sifirdan farkli bir £ dizisi icin W f =\f olsun. Bu durumda W™ = W'

oldugundan,
UgVy U (Vo _V]) U, (Vo _Vl) Uy (Vo _Vl)
0 uy, u, (v, —vz) u, (vl —vz)
W =0 0 u,v, u, (v2 —v3)
0 0 0 U,
dir.
ugvy w, (vo—v) uy(vo—v) us(vo—v) [ So fo
0 UV, uz(v,—vz) u3(v1—v2) v A
0 0 u,v, u; (v, —vy) || EALL
0 0 0 Vs A e

matris ¢arpimindan asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.
(“ovo _)‘)fo +0p =0 )Z“lfl =0
i=1

(”1"1 _)‘)f] +( _Vz)i“ifi =0

(4,9, = N) £, + 0, =1, ) S 1 f =0

i=n+l

Bu lineer denklem sistemi ¢oziiliirse A=u, v, i¢in f dizisinin m+1 terimi sifirdan

farkli yani dizi f = ( Jos Srsews [0 0, 0,...) seklinde bulunur. VI <m igin
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u (v. ,—v ) I u, . (v =V )
_ Tm\Tm-l m—I+1 m—i \ "~ m—i m—i+1
f;n—l - fm 1 +
UV = Uy Vi i=1 UV — UiV

uyv —u_ .V

m-m m—i "~ m—i
Dizinin terimlerinde sonlu ¢arpim oldugu i¢in ve ayrica dizi sonlu terim igerdigi i¢in f°

dizisi ¢  uzayndadir. O halde her m i¢in u,v, bir 6zdegerdir.

Durum 2 (v,) sabit dizi ve ¢  dizi uzaymdaki sifirdan farkli bir dizi igin
W' f=W'f =\f olsun. Buradan
(uov—)\) fo=0

(uv—X)f,=0

olarak elde edilen lineer denklem sistemi ¢oziimiinde f dizisinin sifirdan farkl ilk
terimi f, ise A =u, v olarak bulunur ve dizi f = (0 0,..,0, 1,0, ) seklinde elde edilir.
Bu dizi ¢, dizi uzaymm bir elemanidir. O halde her me N igin A=u,v, W —\ igin

bir 6zdegerdir.

Teorem 4.10
{u,v,: meN}, (v, ) kesin azalan dizi
o (W.t,)= 2, (v,) sabit dizi
u,v,: |u’” Yn ~ B m+l+'| >1,i€ N,meNt,(v,) kesin artan dizi
‘ ui m m+1 m+1 ‘
Ispat

Durum 1 ( ) kesin azalan dizi olsun. Cizelge 4.3 ten ( n) dizisinin ¢, dizi uzaymda

bir dizi oldugu yani kesin azalan sifira yakmsak dizi oldugu goriiliir. Teorem 4.9dan

{u,v,: meN} igin operatdr birebirdir. O halde tersi vardir. Fakat " — I operatdrii
bu degerlerde Teorem 4.10 dan dolay1 birebir degildir. O halde Teorem 2.6 dolayisiyla
R(W —\)=(, dir. Bdylece ispat tamamlanur.
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Durum 2 (v,) sabit dizi olsun. Teorem 2.6’ dan {u,v: meN} iginR(W —Al)=(
dir. Fakat Teorem 4.9 dan gortiliir ki {umv: meN } degerleri operatoriin terslenmesine
engel teskil etmektedir. O halde (v, ) sabit dizi oldugunda o, (W,{,)= @ dir.

Durum 3 ( ) kesin artan dizi olsun. Yine (un) dizisinin ¢, dizi uzaymda kesin azalan

umvm — um+ivm+i+l |
uv —u ..V

m- m m+i” m+i

dizi oldugu goriiliir. 1<

esitsizligini saglayan A =u v degerleri icin

operatoriin birebirdir yani tersi mevcuttur. Fakat Teorem 4.10 dan bu degerlerde

W" — Xl operatoriiniin birebirligi saglamadig1 goriiliir. Teorem 2.6 uygulanarak sonug

elde edilir.

Teorem 4.11
o (W.0,)=
{O}U{)\ eC: ||Au 1 1+|‘| >1,i€N,me N} \{u,v,,, m € N.},(v, )kesin azalan dizi
{0}, (v, )sabit dizi
{)\ eC: ||Au & 1+|'| >1ieN,me N}\{um v,,meN}, (v, )kesin artan dizi

Ispat

o(T,X)=0,(T,X)Uo, (T,X)Uo,(T,X) olarak ayrik ii¢ kiime birlesimi olarak
yazilabildigi igin

o (T.X)=0(T.X)\(o,(T.X)Uo, (T, X)) esitliginden siirekli spektrum kiimesi elde

edilir.
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