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OZET
Bu calismada, lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in yeni bir perturbasyon-
iterasyon metodu gelistirilmistir. Onerilen metot, klasik perturbasyon serisi olan yaya agilimi ve
Taylor serisi yaklagimi kullanilarak turetilmigtir. Perturbasyon serisinin ve Taylor serisinin terim
sayisindan yola ¢ikilarak perturbasyon-iterasyon metodu kendi icerisinde siniflandiriimistir.

ikinci ve (glincli bélimde ortaya atilan fikirler sirasiyla birinci mertebe ve ikinci mertebe
diferansiyel denklemler igin matematiksel olarak tiretilmistir. Daha sonra ise gelistirilen ¢6zim
algoritmalari arastirmacilar tarafindan metodlarin givenilirligini tartismak igin siklikla kullanilan
problemlere uygulanmistir. Problemlerin yeni 6nerilen metoddan elde edilen sonuglari, tam
¢ozumler, sayisal ¢ézimler veya varsa problemlerin literatlirde olan diger metodlarla yapilan
¢ozUmleri ile karsilastiriimistir.

Dérdiinci boélimde ise, Onerilen perturbasyon-iterasyon metodu birinci mertebe diferansiyel
denklem sistemleri igin genellestiriimistir. Uygulama olarak ele alinan problemler sayisal veya
analitik sonuglar ile kargilastiriimistir.

Xi



SUMMARY

In this study, a new perturbation-iteration method is developed systematically for both linear and
nonlinear differential equations. The proposed method is generated via classical pedestrian
perturbation series and Taylor series approach. The perturbation-iteration method is classified
based on the numbers of perturbation terms and Taylor series terms.

In the second and third chapter, the ideas put forward in are generated mathematically for first
and second order differential equations respectively. Later, the developed algorithms are
applied to problems mostly used by researchers to discuss the reliability of their methods. The
numerical data obtained from the perturbation-iteration solutions of the application problems
was contrasted with exact solutions or numerical solutions as well as solutions of the other
methods from literature.

In the fourth chapter, the proposed perturbation-iteration method is generalized to first order
differential equations and their systems. Application problems were compared with numerical or
exact solutions.

Xii



1.GIRIS

Perturbasyon teknikleri yaklasik bir asirdir fiziksel problemlerin yaklasik analitik ¢bézimlerini
bulmakta yaygin olarak kullaniimigtir. Cebirsel denklemler, integraller, diferansiyel denklemler,
fark denklemleri, diferansiyel fark denklemleri ve integro-diferansiyel denklemler perturbasyon
metotlari kullanilarak yaklagik olarak ¢ézulmustilr. Isi transferinden, mekanik titresimlere, kati
cisimlerin mukavemetinden akigkanlar mekanidine kadar bircok fiziksel probleme ait matematik
model bu metotlarla basarili olarak ¢ozilmustir. Bu metotta ¢o6zlim, fiziksel klglk bir
parametrenin seri agihmi seklinde ifade edilir. Direk agihm olarak adlandirilan en basit
perturbasyon teknigi bircok modelde probleme yol agmakta, zaman igerisinde patlamalara yol
acgan ¢dzimlere sebep olmaktadir. Bu ylizden gergek ¢ozimlerle daha uyumlu ¢ézimler elde
edebilmek igin birgok farkli yontem gelistiriimistir. Lindstedt-Poincare teknigi, Renormalizasyon
metodu, Cok Olcekli metot, Ortalama metodu, Gerdirilmis Parametre Metodu ve Asimptotik

Acilimlarin Uyumu metodu gibi metotlar zaman igerisinde gelistirilmistir.

Perturbasyon metotlarinin en énemli kisittamasi denklemde kiiglk bir parametreye ihtiyag
duyulmasi ya da denkleme bu klglk parametrenin yapay olarak eklenmesidir. Bu durumda
¢ozimler zayif nonlineer sistemler icin gecerli olmaktadir. Fiziksel parametrenin blyik oldugu
kuvvetli nonlineer sistemler icin bu ¢dézimler gegerli oimamaktadir. Perturbasyon Metodlari ile
ilgili daha ayrintili bilgi Nayfeh (2000)’ de bulunabilir.

Kuvvetli nonlineer sistemler igin gegerli perturbasyon ¢ozimleri elde etmek lzere son
zamanlarda bazi g¢alismalar yapilmistir. Hu ve Xiong (2004), Duffing denklemini kullanarak
Lindstedt Poincare metodunu iki farkh sekilde ele almis ve sonuglari karsilastirmislardir.
Oncelikle denklemi klasik ydéntem ile ¢dzmislerdir. Daha sonra perturbasyon agiliminda
modifikasyon yaparak donisim frekansi yerine dogal frekansi seriye acgarak ¢oziimler elde
etmislerdir. Elde edilen ¢Ozimler sayisal ¢6zimle Kkarsilastirilmis ve perturbasyon
parametresinin ¢ok buylk degerleri icin de uygun ¢ozimler elde edilmistir. Benzer bir
¢alismada Hu (2004a) tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada yiksek nonlineerlige sahip Duffing
denklemi igin yaklasik ve tam ¢6zimli frekanslar kargilastinimistir . Hu (2004b), yine ayni
denklemi, lineer geri ¢agirici kuvvet teriminin sifir olma durumu igin de ele almistir. Elde edilen
periyotlar tam ¢6zim periyotlari ile bluyldk parametreler igin karsilastiriimis ve iyi bir yakinsama
saglanmistir.

Perturbasyon c¢ozimlerinin kuvvetli nonlineer sistemler igin gegerli sonuglar vermesi igin
alternatif birgok teknik gelistiriimeye c¢aligiimaktadir. Lineerize edilmis perturbasyon metodu,
parametrelerin acilimi metodu , modifiye edilmis Lindstedt Poincare metodu , iterasyon metodu
bunlara 6rnek olarak verilebilir. He (2003) lineerize edilmis perturbasyon metodunu kuvvetli

nonlineerlige sahip titresim denklemlerine uygulamistir. Kuvvetli nonlineer sistemlerde galisan



farkli bir lineerize edilmis perturbasyon metodu Hu (2004c) tarafindan uygulanmistir. He (1999),
Duffing denklemini modifiye edilmis yaya acilimi kullanarak kuvvetli nonlineer durumlarda
gecerli ¢dzim Uretmigtir. Parametlerlerin acihm metodu ise He (2006) ve Xu (2007) tarafindan
cesitli nonlineer problemlere uygulanmistir. Dai (1990), genellestiriimis bir perturbasyon
metodunu nonlineer problemler icin dnermistir. Bazi kuvvetli nonlineer sistemler icin He (2002a),
(2002b) tarafindan Lindsted-Poincare metodunun modifiye edilmis hali kullaniimistir.

R. E. Mickens (1987) tarafindan nonlineer osilasyon denklemleri igin bir iterasyon prosediiri
ortaya atilmistir. Ayni iterasyon yaklasimi Mickens (2005) tarafindan farkli tipteki titresim
problemleri igin genellestiriimistir. Mickens (2006) kendi gelistirdigi iterasyon metodunu kesirli
kuvveti olan geri ¢agrici kuvvetli titresim denklemlerine uygulamistir. Bu ¢alismalardan ilham
alan diger arastirmacilar ortaya atillan iterasyon prosedirini kuvvetli nonlineer sistemler
Uzerinde gegerli ¢ozimler elde etmek icin modifiye etmistirler. Lim ve Wu (2002) Mickens
(1987)’ nin titresim problemleri igin ortaya attigi iterasyon metodunu gelistirmislerdir. Marinca ve
Herisanu (2006), duzeltiimis iteratif bir perturbasyon metodunu bazi nonlineer titresim tipi
diferansiyel denklemlere uygulamistir. Hu (2006), kuadratik nonlineerlige sahip bir titresim
denklemine iterasyon prosediirii uygulamistir. iterasyon perturbasyon prosediirii olarak ortaya
atilan bir diger calisma ise He (2001) tarafindan yapiimistir. Bahsedilen ¢alismada ele alinan
nonlineer diferansiyel denklemlerdeki nonlineer terimler, bagimh degisken ile ¢arpim halinde
bulunan bir baslangic fonksiyonu sekline donustirilerek nonlineer diferansiyel denklem
degisken katsayili diferansiyel denklem haline getirilmistir. Burada bahsedilen baslangic
fonksiyonu sinir sartlarini saglayan basit bir fonksiyondur. Daha sonra denklemin perturbatif
¢6zimu yapilarak bulunan sonuc¢ yine ayni denkleme baslangi¢c fonksiyonu olarak dahil

edilmektedir. Bu sayede yaklasik ¢éztimler elde edilmektedir.

Literatirde perturbasyon teorisinin cebirsel denklemlerin koklerini bulmak igin kullanildigi
calismalar mevcuttur. Pakdemirli ve Boyaci (2007), perturbasyon metodu ve Taylor serisi
yaklasimini kullanarak cebirsel denklemlerin koklerini bulmak igin literatirde en ¢ok kullanilan
Newton-Raphson tipi algoritmalari yeni yaklasimlari ile ¢gikarmiglardir. Calismada perturbasyon
serisinin eleman sayisi ve Taylor serisindeki tlirev mertebesi esit alinarak tiretilen
algoritmalarin daha iyi sonuglar verdigi gosterilmistir. Ayrica Newton-Raphson ydntemine gore
daha iyi sonuglar verdidi bilinen Househoulder iterasyon algoritmasini, yaklagimlarindan
bulduklari yeni dizeltme terimi ile gelistirmiglerdir. Bu ¢alismadaki algoritmalar Pakdemirli et al.
(2007) tarafindan dort diizeltme terimli perturbasyon serisi ve dérdiincii mertebe terimli Taylor
serisi kullanarak ilerletilmistir. Bes terimli algoritma ise bagka bir ¢alismada Pakdemirli et al.

(2007) tarafindan sunulmustur.

Bu tez kapsamindan ortaya atilan fikirlerin, Pakdemirli ve Boyaci (2007), Pakdemirli et al.

(2007) nin cebirsel denklemler Uzerindeki ¢alismalarinin diferansiyel denklemler Uzerine



genisletilmisi oldugu séylenebilir. Diferansiyel denklemler birinci mertebeden baglamak tzere en
temel halde alinacaktir. Dolayisiyla amag¢ sadece osilasyon tipi denklemleri ¢dzmek degildir.
Muhendislik ve fizigin en temel denklemlerinin perturbasyon iterasyon ¢ézimlerine yer

verilecekir.

ikinci kisimda birinci mertebe adi diferansiyel denklemler icin farkli perturbasyon-
iterasyon algoritmalari gelistirilmistir. Gelistirilen algoritmalarin sonuglarinin klasik perturbasyon
yaklasimina gore daha iyi oldugu gosterilmistir. Bu kisimdaki ¢alismalarin sonuglari ayrica
Pakdemirli et al. (2011)’ de bulunabilir.

Uclincii kisimda ¢ok farkli tip perturbasyon-iterasyon algoritmalari ikinci mertebe
diferansiyel denklemlere uygulanmis ve basarili sonuglar alinmistir. Bu bolimde alt kisimlar
olan Bratu tipi diferansiyel denklemlerinin ve isi transferi denklemlerinin perturbasyon-iterasyon

¢cozimleri sirasiyla Aksoy ve Pakdemirli (2010) ve Aksoy et al. (2012) tarafindan sunulmustur.

Doérdincii kisimda ise perturbasyon-iterasyon algoritmasi birinci mertebe diferansiyel
denklem sistemlerine genellestirilmistir. Uygulama olarak is1 transferi denklemi ve Lotka-Voltera
denklem sistemleri secilmistir. Diger boélumlerde oldugu gibi bu kisimda da mevcut yaklagimin

birinci mertebe diferansiyel denklem sistemlerinde basarili sonuglar verdigi gosterilmistir.



2. BiRINCi MERTEBE ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iGiN YENi PERTURBASYON-
ITERASYON METODU

Bu kisimda literatiirde olmayan yeni perturbasyon-iterasyon algoritmalari birinci mertebe adi
diferansiyel denklemler icin gelistirilmistir. Tekniklerin birinci mertebe denklemler igin formiuilleri
¢ikarilmis ve uygulamalari yapiimistir. Birinci mertebe bir diferansiyel denklem en genel halde

asagidaki sekilde ifade edilebilir :
Fu,u,e)=0. (2.1)

Burada ¢ diferansiyel denklemin igerdigi bir parametredir. Denklem (2.1) icin farkh Taylor
serisi acihimlari ile degisik perturbasyon-iterasyon formiilleri gelistirilecektir. iterasyon formiilleri
cikartilirken perturbasyon serisinde bir veya daha fazla duzeltme terimi alinabilir. Tek duzeltme

terimi asagidaki seri acilimi ile ifade edilirken
u, =u,+éu, (2.2)
cift diizeltme terimli formdl ise soyledir :

u =uy+&(u,) +& (u,) (2.3)

P

Burada ue,(uc)lve (uc)2 diizeltme terimleri, U,ise sinir sartlarini saglayan herhangi tahmini bir

baglangi¢ fonksiyonudur. iterasyon formiilleri ¢ikarilirken F fonksiyonu & = 0’ da seriye agilir
ve bir veya daha fazla sayida Taylor Serisi diizeltme terimi alinir. Alinan diizeltme terimi sayisi
ve Taylor terimi sayisina goére farkh formiiller uretilebilir. iterasyon formiillerini tGretmedeki bu
mantik, Pakdemirli et al. (2007) nin cebirsel denklemlerin kék bulma algoritmalarini
olustururken ortaya attiklari iterasyon formil mantiginin diferansiyel denklemlere uyarlanmasi
ile aynidir. Degisik algoritmalar, perturbasyon diizeltme terimi sayisi ve Taylor serisi dizeltme
terim sayisina gére adlandirilir. Ornegin, Denklem (2.2)’ yi énce denklem (2.1) e yerlestirip
daha sonra F fonksiyonunu & = 0’ da birinci tlrevlere kadar Taylor serisine agar ve iterasyon
formGlimaza gelistirirsek  “tek dizeltme terimli ve birinci terimli Taylor Serisi” iterasyon

formUlimuazi elde ederiz.

Bundan sonraki kisimlarda birinci mertebe diferansiyel denklemler icin “tek diizeltme terimli

"

ve birinci tiirev Taylor Serili”, “cift diizeltme terimli ve ikinci tiirev Taylor Serili” ve “tek dlizeltme



terimli ve ikinci tiirev Taylor Serili” perturbasyon iterasyon formiilleri gikarilacaktir. Onceki
analizden de ( bkz. Pakdemirli et al. (2007) gosterildigi gibi formdillerin tutarli olabilmesi igin
perturbasyon diizeltme terim sayisi n her zaman Taylor tirev mertebesi m’den kuguk veya esit

olmahdir (n<m).

2.1. Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemler i¢in “Tek Diizeltme Terimli ve Birinci
Tiirev Taylor Serili” Perturbasyon iterasyon Formiilii PiA(1,1)

ilk énce Denklem (2.2), Denklem (2.1)’ e yerlestirilir :
F(u,+¢eu,,u,+eu,,&)=0. (2.4)

Denklem (2.4) ¢ = 0 civarinda sadece birinci tiirevler kullanilarak Taylor serisine agilir.
. oF . oF . . oF .
Fug,,,0)+—(uy,1,,0)u.&+—(uy,u,,0)u.c+—(uy,u,,0)e =0. (2.5)
ou ou o€

Dikkat edilirse bu metodta bagimli degisken ve tilrevleri farkh birer degisken olarak ele
alinmaktadir. Denklem (2.5) dizenlenirse dlzeltme terimi U, cinsinden bir birinci mertebe

diferansiyel denklem elde edilir :

u.+

6%u U, =- o oe™" % (2.6)

a%u a%a |

Burada dikkat edilmesi gereken fonksiyon ve tlrevlerinin £ = 0’ da



F =F(u,,u,,0),

oF OF )
”=E=E(Mo,uo,0),
oF OF
F’ =~ . == 5 1 30 J
i 8“ 8“ (uO uO )
oF OF
F, ==y iy, 0).
& 88 88 (uO uO )

hesap edilmesidir. Denklem (2.6) ¢6zuliirse u_ asagdidaki sekilde elde edilir :

c

_[F F, _[F,
u =ce J.%;‘dt— JFL%% ej %L‘dtdt e J.%;dt. (2.7)

Burada c integral sabitidir. Sagdaki terimlere ait alt indisler o parametre veya fonksiyonlara
gore turevi temsil etmektedir. Denklem (2.7), Denklem (2.2) ye yerlestirilirse yaklasik ¢dzim

asagidaki sekildedir :

(5 a F/o(Bar | - Fu/d
u =u,+ece I/E‘ t—g J‘FSJF—A‘ e'[ F, tdt e'[ F, t. (2.8)
E,

Denklem (2.8)' de u,sinir sartlarini saglayan bir baslangi¢ fonksiyonu ise, U, gergek ¢éziime
daha yakin ve daha hassas bagka bir ¢6zim olacaktir. U, ¢b6zimu bir sonraki adim igin

baslangi¢ fonksiyonu olarak kabul edilirse U,’ den daha hassas bir ¢6ziim elde ederiz. Béylece
bulunan sonuglar surekli olarak Denklem (2.8) e baslangi¢ fonksiyonu olarak yerlestirirsek bir
iterasyon algoritmasi elde ederiz. Daha sistematik olarak n=0,1,2,3..olmak lzere “Tek

Dizeltme Terimli ve Birinci Turev Taylor Serili” perturbasyon-iterasyon formult Denklem (2.8)

kullanilarak yazilabilir :



(2.9)

T (52, [ | T

. & g . .

u,, =u,+&c,e “oo—g I—e “odt e “o
F,

Burada n iterasyon sayisina bagl olarak n=0,1,2,3.. olabilir. Ayrica Denklem (2.8) de

hesaplanmasi gereken tlrevlerin asagidaki sekilde oldugu unutulmamalidir.

F=F(u,,u,,0),
oF

F=—qu_,u_0),
u au(}’l n )
E =0 4.0,
ou
oF

&

F =—(u ,u_,0).
88(" 0

2.2.Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemler igin “iki Diizeltme Terimli ve ikinci Tiirev
Taylor Serili” Perturbasyon-iterasyon Formiilii PiA(2,2)

Denklem (2.3), Denklem (2.1) e yerlestirilirse
Flu, +eu, +&u,,,i, + &, +&,,,e) =0 (2.10)

elde edilir. Denklem (2.10) u € = 0 civarinda ikinci tlrevlere kadar Taylor serisine agalim :

. . 1 1 L, o1
F+F,(cu,+&"u,)+F, (&, + &4, )+ F.e +—F,&'u} +—F, &'} +—F,¢&
2 2 2 (2.11)

.2 2 .2
+F u e +F u,e +F,u,&e =0.

ue"cl us”"cl



Yukaridaki denklem €’ nun mertebelerine gore ayrigtirilirsa u , ve u_, dizeltme terimleri olan

etkilesimli bir cift birinci mertebe diferansiyel denklem sistemi elde edilir :

F F + F/

thy +—u, =———E, (2.12)

u E4

. F 1(1 I . 1 ) .

ud +_uu02 Ea— _F;muczl +_Flmuc21 +_F£g +F;u'¢uc1ud: +P;gucl +F;'tgu& : (213)
E, F\2 2 2

Pertirbasyon-iterasyon formli ise asagidaki gibidir.

u,, =u, +&(u,) +6'(u,) , n=01273.. (2.14)

Denklem (2.12) ve (2.13)’ deki tirevler asagidaki sekilde hesaplanmalidir.

2
F:F(un,l;{n,()), F;h_lzaf(un,l:{n,()),
ou
OF O*F
F=—1(u_,u,0), F_ = u,,u,,0),
‘" Ou (1,514,,0) oe* ( )
OF o’F
F=—1(u_ ,u,0), F = u,,u,,0),
‘' ou (i,514,,0) 8u88( )
F =F(u_u,0) —azF(u u ,0)
& & n>"n s utl auau n>"n> s
o0’F oF
= u,,u,,0), F._= u,,u,,0).
“ u’ (u,:14,,0) 81,188( )

Bu durumda (2.12)-(2.14) kullanilarak iterasyon yapilir.



2.3. Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemler igin “Tek Diizeltme Terimli ve ikinci
Tiirev Taylor Serili” Perturbasyon-lterasyon Formiilii PiA(1,2)

Bu kisimda perturbasyon acgiliminda bir diuzeltme terimi ve Taylor agiliminda ise ikinci
mertebeye kadar tirevler alinmistir. Denklem (2.4) & = 0 civarinda ikinci mertebe tlrevlere

kadar Taylor serisine agllir :

F+5ucg+ﬂacg+ﬂg+%F W& +LF it +1E%52 +F uue +F uc

uu ¢ I)M c uu-c ¢ ue ¢ (215)
+F, 6" =0.
Denklem diizenlenirse
) 1 2 | 2 F 1
(Fy+ ey i+ (F, o+ aF .+ e Fygil + & F i, + 6, = ———F, == F,, (2.16)
&

u. dizeltme terimi cinsinden diferansiyel denklem elde edilir. iterasyon formiilii ise asagidaki

sekildedir :

u

n+l

=u,+&(u,) , n=0,123.. (2.17)

Her bir iterasyon icin Denklem (2.16)’ nin tiirevleri asagidaki gibidir :



_O°F

F =F(u,,u,,0), F,, =—>(u,,u,,0),
ou
oF o0’F
F =—(u_,u ,0), F_=—(u,u,0),
u au ( n n ) 882 ( )
oF O’F
F.=—u _,u ,0), F_= u,,u,,0),
! au(" 0 ! 6u8£( )
2
F
FZ&' :F:s(un’l;ln’o)’ Em :a—.(u;ﬂun’o)’
ouou
0’F oF
F =—w,u,0), F,_=— u,,u,,0).
" ou? (11,5 0) 8u85( )

Her bir iterasyon icin farkli dizeltme terimleri Denklem (2.16)’ dan elde edilir. Bulunan diizeltme
ve bu dizeltme terimini bulurken kullandigimiz baslangi¢ fonksiyonumuz Denklem (2.17) de

yerine konularak iterasyon proseduri gergeklestirilir.

2.4. Birinci Mertebe Diferansiyel Denklemlere Uygulamalari

Bu kisimda birinci mertebe diferansiyel denklemler igin cikarilan pertirbasyon iterasyon

algoritmalarinin uygulamalari yapilacaktir.

2.41. Bir Nonlineer Birinci Mertebe Diferansiyel Denklem

Asagidaki baslangi¢ deger problemini ele alalim :

u+eu’ =0, u(0)=1. (2.18)

2.41.1. Tam C6ziim

Denklem (2.18) in verilen baslangi¢ sarti icin tam ¢6zimu asagidaki gibidir :

10



1
l+et

(2.19)

ex

Denklem (2.19) un Taylor serisi agilimi ise asagidaki gibidir :

ul =l—gt+et’ =&t ......... +(=D"g"t" +..... (2.20)

2.4.1.2. PiA(1,1) ile ¢dziimii

Denklem (2.9) daki tiirevler ve integral teker teker hesaplanmalidir :

El(un,l"ln,o):O,
E)(un,un,o)zla

F, d
eJ‘A‘ tzl,

F(u,u,
F;(un’l;l

0)=u,,
O):unz.

n’

Denklem (2.9), Denklem (2.18) icin asagidaki 6zel sekli alir :
", =g(cn—jujdt), n=0,1,23,.. (2.21)

n=0 ilk iterasyona karsilik gelir. ilk iterasyon igin baslangi¢ sarti ile uyumlu asagidaki fonksiyon
kullanilacaktir :

11



u, =1. (2.22)

Denklem (2.22), Denklem (2.21) e yerlestirilip integral alinir ve ul(O)zlbaglanglg sartimiz

uygulanirsa ilk iterasyon sonucu asagidaki sekilde bulunabilir :
u =1-gt. (2.23)

ikinci iterasyon (n=1) icin Denklem (2.23), Denklem (2.21)’ e yerlestirilir, integral alinirsa

, &t
u,=¢g|l¢c—|t—¢&t + 3 (2.24)

bulunur. Denklem (2.24) de & mertebesi terim ihmal edilir ve u,(0) =1 sinir sarti uygulanirsa

u, =l—gt+&’t’ (2.25)

elde edilir. Benzer iglemlerle 3. iterasyon yapilirsa

u,=l-gt+e’t’ - &'t (2.26)

bulunur. Dikkat edilirse iterasyon sayimiz arttikga bulunan ¢ézimler tam ¢ézimuin Taylor serisi

acilimina (Denklem (2.20)) yakinsamaktadir. 3 iterasyon sonucunda ise € mertebesi

hassasiyetine ulasiimaktadir.

12



2.4.1.3. PIA(2,2) ile ¢dziimii

ilk 6nce diizeltme terimlerini veren diferasiyel denklem sistemindeki (Denklem (2.12) ve

(2.13) ) turevler hesaplanmalidir.

F=i,, =0,
F, =0, e =V
£ =1, we = 2Uy»
F, =u,, F, =0,
F =0, F, =0

) u
(1,), =-u, —?", (2.27)
(4,), =—2u, (u,),- (2.28)

Denklem (2.27) ve (2.28) buradan ¢ozilirse

(), :—%—J.ufdt+cl, (2.29)
(u(,2 )n = %qudt + 2-[ (un '[ufdt)dt— 2cljundt +c, (2.30)

13



bulunur. iterasyon prosediiriinii kuracagimiz baslangi¢ fonksiyonunu ve diizeltme terimlerini

iceren denklem asagidaki sekildedir :

u :un+5(ucl)n+52(uc2) .

n

(2.31)

n+l

Denklemler (2.29) ve (2.30), Denklem (2.31) e vyerlestirilirse iterasyon prosedurini

gerceklestirecegimiz denklem elde edilir :

U, = g(c1 Jrjujalt)Jrg2 (2'[(un'[ujdt)dt—2c1'[undt+c2). (2.32)
ik iterasyon (n=0) icin agagidaki baslangi¢ fonksiyonu kullanilabilir :

uy =1. (2.33)

Denklem (2.33), Denklem (2.32) ye yerlestirilip integraller alinir ve u1(0)=1ba§Iang|9 sarti

denkleme saglatilirsa
2,2
u =l-ct+e’t (2.34)
sonucu elde edilir. Ayni iglemler ikinci iterasyon (n=1) icin tekrarlanirsa

u, =l-st+&t*—&'t’ + &'’ (2.35)

14



ikinci iterasyon sonucu elde edilir. ilk iterasyon ¢éziimii, Denklem (2.18) in tam ¢éziminiin
Taylor serisi agilimina 82mertebesi hassasiyetine kadar yaklasmaktayken, ikinci iterasyon
¢ozuimu 84mertebesi hassasiyetine ulasmaktadir. Halbuki tek diizeltme terimli iterasyon formulu

(Denklem (2.9)) ile bulunan sonuglar 3 iterasyon ile ancakS3 mertebesi hassasiyetine kadar
ulasabilmislerdi. Cift dizeltme terimli iterasyon proseduriimiz bu problem igin tek dizeltme

terimli duruma goére daha az iterasyon ile daha hassas sonug vermistir.

2.4.1.4. PIA(1,2) ile Goziimii

Denklem (2.18) icin Denklem (2.16)’ nin turevleri teker teker hesaplanmalidir.

Flu, iy, 0)=ti,,  Fy(u,.1i,,0) =0,
F, (i,41i,,0) =0, F, (,.1i,.0)=0,
F(u,.1i,.0)=1, F,(,.ii,,0) =2u,,
Fyfu,.ii, 00 =t2,  Fy(,.,,0)=0,
F . ,0)=0,  F,(u,.1,,0)=0,

Hesaplanan terimler Denklem (2.16)" ya vyerlestirilirse diizeltme terimini veren diferansiyel

denklem elde edilir :

(i) +2¢u, (1) =" -1, (2.36)

Bu dizeltme terimleri asagidaki yaklasik ¢éziime yerlestiriimelidir.

U, =u,+&(i,) . (2.37)

15



ik iterasyon (n=0) igin U, =1 baslangi¢ fonksiyonunu kullanirsak denklem (2.36) ve (2.37)
asagidaki hale gelir :

(1), +2¢e(u,), =1, (2.38)

w =uy+&(,),. (2.39)

Denklem (2.38) de (uc)o ¢ozulur ve Denklem (2.39) da yerine konulursa

u, :1+g(—2—18+0062”j (2.40)

bulunur. ©,(0) =1baslangic sarti Denklem (2.40)’ a uygulanip integral sabiti ¢, bulunur :

Cp=—-. (2.41)

Denklem (2.41), Denklem (2.40)’ a yerlestirilirse ilk iterasyon sonucu bulunur :

n :1+l(e_25’ -1). (2.42)
2

Bu ¢0zimU tam ¢6zUmin Taylor serisi agilimi ile karsilastirmak igin Taylor serisine agalim :
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ul =l-et+&t* +0(&). (2.43)

Gorildugi tizere PIA(1,2) formiiliini kullanarak tek iterasyon ile 82mertebesinde dogruluk elde

etmis bulunmaktayiz. Simdi U,¢ézimuni denklem (2.36) ve (2.37) ye yerlestirerek ikinci

iterasyona gegelim :

2
(), +2g(1+%(e_25’ —I)J(uc ), =e —(1+%(e_2£’ —l)j : (2.44)

Degisken katsayili diferansiyel denklemi ¢ézmeye calismamak igin (uc)l’ in katsayisi olan

1, -
1+5(e 2t —1) terimini yaklagik 1 kabul edelim ve Denklem (2.44) U ¢ozelim :

¢t e—2£t e—4gt 1

(u.), =ce™ + Tt e T

(2.45)

Bulunan bu sonug Denklem (2.37)" ye yerlestirilir ve u, (0) =1 baslangig sarti saglatilirsa ikinci

iterasyon ¢6zimu elde edilir :

—2¢t 1

L o)+ 2 T—r(e 1), (2.46)

Bu ¢0zimU tam ¢6zimin Taylor serisi agilimi ile karsilastirmak igin Taylor serisine agalim :
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ul =l—gt+&t’ -+t +0(&). (2.47)

iki iterasyon sonucunda 84mertebesinde hassasiyet elde edilmistir. iterasyon formiillerimizi
cikarirken “tek diizeltme terimli ve ikinci tiirev Taylor serili” iterasyon formuld kullanmamiz bize
sonuglarda tam ¢6zimin Taylor serisi ¢déziiminden farkli sonuglar getirmistir. Taylor serisi
¢6zUimu bir polinom iken “tek dizeltme terimli ve ikinci tirev Taylor serilP’ ¢6zUmimuiz
eksponansiyel yapidadir. Bu ytuzden bu kisim igin buldugumuz sonuglar grafikler Uzerinde

tartisacagiz.

0.9

0.851-

= 0.75 Taylor Serisl Gézim o —

0.7

0.85 fik iterasyon Gézimu
= ikinci iterasyon
Goziimi

0.6

0.55

Tam Gézlim

0.5 I I 1 I I 1 1 - _
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 2.1. Denklem (2.18) igin Tam Coéziim, Taylor Serisi C6zimii ve Perturbasyon iterasyon

Co6zumlerinin Karsilastiriimasi (e=1)

Sekil 2.1.” den gorildigu gibi Denklem (2.18) in Taylor Serisi ¢6ziimi & =1 degeri igin tam
¢6zimden ilk ve ikinci iterasyon ¢ézimlerine goére daha gabuk ayrilmaya baslamistir. Ayrica
iterasyon sayisinin artmasi ile birlikte tam ¢dziime yakinsama iyilesmektedir. Sekil 2.2’ de ise
& =0.1degerinde alinmis t koordinati genisletilmis ve tam ¢6ziim, Taylor serisi ¢ozimi ve
perturbasyon-iterasyon ¢ozumleri PIA (1.2) karsilagtinimistir. Perturbasyon iterasyon

¢bzimlerinin Taylor serisinden daha hassas olduklari bu grafikten de anlasiimaktadir. Ayrica
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her iki grafikte de Taylor serisi ¢ézlimleri patlama davranisi gosterirken, perturbasyon iterasyon

¢6zimlerinin bdyle bir zayifigi bulunmamaktadir.

0985 =
0.9 /-
0.85- / -

0.8

3 0.75+

0.7

Taylor Serisl Gozim U o —
Tk fterasyon Goziimi
Ikinci iterasyon

Cozimil
06l -
0.55+ / ""--'-'-'.'.:-_:_'_'_---..\ 7

0.5
0

0.65

Sekil 2.2. Denklem (2.18) igin Tam Coézim ve Perturbasyon iterasyon Cdziimlerinin

Karsilastiriimasi (¢=0.1).

2.4.2. Exponansiyel Nonlineerlige Sahip Birinci Mertebe Diferansiyel Denklem

u—ce" =0 (2.48)

denkleminin U(O) =0 baslangic sarti altinda perturbasyon iterasyon ¢oziimlerini inceleyelim.

2.4.2.1. Tam Go6ziim

Denklem (2.48)’ in tam ¢dzumu sOyledir :
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u, =In(l+et). (2.49)

Denklem (2.49)’ un Taylor serisi agilimi ise asagidaki gibidir :

2,2 3.3 4.4
ul =gt— LEEET Lo, (2.50)
2 3 4

2.4.2.2. PiA(1,1) ile Goziimii

ilk 6nce Denklem (2.48) igin Denklem (2.9) daki tiirevler hesaplanmalidir :

F(u,u,0)=u,
£y (u,,u,,0)=1,
E, (4,111, 0)= 0,
F.(u,u,,0)=—e".

n?

Yukaridaki ifadeler Denklem (2.9) a yerlestirilip denklem dizenlenirse bu problem igin

asagidaki perturbasyon iterasyon formuli elde edilir :

=& (e, + [ dr) (2.51)

ilk iterasyon (n=0) igin u, = tbaslangi¢ fonksiyonu ile baglayalim :

u=(c,—e"). (2.52)
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Denklem (2.52) de u,(0) = 0 sartini saglatirsak nihai ilk iterasyon ¢dziimiinii buluruz :

n =g(1—e"). (2.53)

Ayni sekilde ikinci ve tglncl iterasyon sonuglari asagidaki sekilde bulunabilir :

1 =8t+62(1—t—e_’), (2.54)

2,2 2 3
u3:5t—gt +é 1—t+t——e”+t— . (2.55)
2 2 6

ikinci ve Uiglincu iterasyon g¢oziimlerinde Denklem (2.51)'in sag tarafindaki integral igindeki terim

i

islem kolayligi agisindan e ~1— u, olarak alinmistir.

e=0.1
0.9+ -~
_,//
Ikinci fterasyon P
08~ inci ite 152 ||
Gozimi \ o™
= Ueiincg  FoZUM
" Uglincii |
i R iterasy oﬁ\s}‘::‘:-‘
0.6 - i
3 0.5+
G Taylor Serisi Gozimu 1
0.3~ = = -
0.2 '5__.;,/-_4"" lik Iterasyon w -
01} I
Y P : | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 2.3. Denklem (2.48) icin Tam Céziimii, Taylor Serisi C6ziimii ve Perturbasyon Iterasyon

Cozumlerinin Karsilastiriimasi (=0.1).
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Denklem (2.48) in tam Coézumdi, dort terim Taylor serisi ¢6zimii ve PIA (1,1) ¢ézimlerinin
karsilastiriimasi Sekil 2.3. de verilmistir. Taylor serisi ¢6zimU hassasiyetinin tzerine ancak 3.
iterasyonda cikilmistir. iterasyon sayisi arttikga ¢oziimlerin tam ¢oziime yakinsadigi sekilden

g6rilmektedir.

2.4.2.3. PiA(1,2) ile Goziimii

Denklem (2.48) igin Denklem (2.16)’ nin turevleri teker teker hesaplanmalidir :

F(un’l;ln’o) = l;ln’ Em (un’un’o) = 0’
F;(un’an’o) = O’ F;g (un’un’o) :O’
Fy(u,1,,0)=1, F,(u,1,,0)=¢™,
F:s(un9an90)=_e_u”9 F;m(un’l:ln’o):o’
E (u,u,0)=0, F. (u,u,0)=0.

Bu terimler hesaplanir ve Denklem (2.16)’ ya yerlestirilirse asagidaki denklem elde edilir :

(i), +ee ™ (u) =—"o4e, 256)
&g

Yukaridaki denklemi gbzerek, u,,, =u, +8(uc)n denkleminde kullanilacak diizeltme terimlerini

her bir iterasyon icin hesaplayabiliriz. ilk iterasyon (n=0) igin :

u, = &t. (2.57)
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Yukaridaki baglangi¢ fonksiyonunu Denklem (2.56)’ da kullanalim :

(i), +ee ™ (u,),=—1+e™. (2.58)

Soldaki ikinci terimin katsayisi igin e ~1kabuli ile basitlestirme yapilirsa Denklem (2.58)’ den

(u.), = coe L e (2.59)

bulunur. Bu sonug u1=u0+8(uc)0 denkleminde yerine konur ul(0)=0ba§Iang|9 sarti

saglatilirsa ilk iterasyon ¢ézimune ulagilir :

u =ct+e " —l+ete”. (2.60)

Bulunan sonucu Taylor serisine agalim :

2,2

ul =egt———+0(&). (2.61)

Denklem (2.61)" den ilk iterasyon sonucunda 6‘2mertebesine kadar hassasiyet elde edildigi

goriulmektedir. ikinci iterasyon icin Denklem (2.60), Denklem (2.56) ya yerlestirilirse,

— &t

(T;lc )1 +ge—gt—e"€ +l-gte ™ (uc )1 — _1+gte—£t +e—£t—e’£ +l-¢cte (262)
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—&t
~1 ve homojenligi bozan

—et—e “ +l-¢cte

diferansiyel denklemi elde edilir. (uc)l' in katsayisi e

terimlerden €~ “"*'*" ~ ¢™ alinir ve Denklem (2.62) gozliirse,
1 & _ ,
(uc)l = —;+—e “tte +ce” (2.63)

bulunur. Bu sonug u2=u1+8(uc) denkleminde yerine konur u2(0)=0ba§Iang|9 sarti

1

saglatilirsa ikinci iterasyon ¢ézimune ulasilir :

&t
u, =t+2e " —2+2¢ste™ + 5 e”. (2.64)

Denklem (2.64) G Taylor serisine agalim :

us, =gt — ‘92 +0(&). (2.65)

Denklem (2.65) den ikinci iterasyon sonucunda da Szmertebesine kadar hassasiyet elde

edildigi gorulmektedir.
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Sekil 2.4. Denklem (2.48) igin Tam Cézim ve PIA(1,2) Perturbasyon iterasyon Céziimlerinin

Kargilastiriimasi (e=1).

Denklem (2.48) in tam GCoézimi, Taylor serisi ¢ézimi ve PIA(1,2) g¢dzimlerinin
karsilastiriimasi Sekil 2.4. de verilmigtir. Birinci ve ikinci iterasyon ¢oziimlerinin Taylor serisi
¢6zimuine gobre tam ¢b6zime daha yakin oldugu goérilmektedir. Perturbasyon iterasyon

¢6zumlerinde Taylor serisi ¢6zimuinde oldugu gibi bir patlama goérilmemektedir.

2.4.3. Nonlineer IsiI Transferi Problemi

Asagidaki Ganji ve Sadighi (2007) tarafindan ele alinan yigik bir sistemin tasinim ve
radyasyon mekanizmalari ile soduma problemini modelleyen boyutsuz birinci mertebe

diferansiyel denklemi inceleyelim :

ﬂ+u+£u4=0, u(0)=1. (2.66)
dy

Burada ¢, boyutsuz radyasyon parametresidir. Bu problem i¢in Denklem (2.66)’ nin tek diizeltme
terimli ve ikinci tirev Taylor serili perturbasyon-iterasyon ¢6zimda, literatirdeki diger bir

iterasyon metodu olan varyasyonel iterasyon metodunun ¢ézimleri ile karsilastirilacaktir.
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2.4.3.1. Perturbasyon iterasyon Algoritmasi PiA(1,2) ile ¢éziimii

Denklem (2.66) igin PiA(1,2) perturbasyon-iterasyon algoritmasi asagida gikarilmistir :

!

W), +(+4eu)(u,), =— 22ty (2.67)
&

Denklem (2.66) nin sinir gartlarini saglayan basit bir fonksiyon baglangi¢c fonksiyonu olarak

segilebilir :

u,=e’. (2.68)

Bu fonksiyon denklem (2.67) ye yerlestirilirse ilk iterasyon igin ¢ozilmesi gereken ilk

diferansiyel denklem elde edilir :

W)y +(+4ece™)u,), =—e™. (2.69)

Bu diferansiyel denklemin ¢6zimu :

u,, =u,+&,), (2.70)

denklemi ile beraber (n=0 igin) kullanilarak birinci iterasyon ¢6zimu asagidaki sekilde elde

edilir :
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4s 4 5,
3

-y 3 3
Se” e . 2.71)

ikinci iterasyon c¢dziiminde denklem (2.67) de parantez igindeki ul3 terimi basitlik igin uf)

alinmigtir. Boylece ikinci iterasyon ¢6zimul asagidaki sekilde hesaplanir :

4e 4e 3y

L _3et e 2 3Te e 12,8 Gre®) 3¢ =105 e

2 4 4 192 192

16 16& 3, 16 8e& 3y

_ 81 e+ 3 e’ dete e 1 e—y— T+ 3 ¢ +£e—y— T+ 3 (e (272)

1024 512 3072 512

16 4¢ 3y
N 31 _y_T+T(3+e ')'
1536

iterasyon sayisi arttikga yapilan islem sayisi oldukga artmaktadir. Elle islem yapmak imkansiz

hale gelmektedir. Sembolik bir hesaplayiciya ihtiya¢ duyulmaktadir.

2.4.3.2. Varyasyonel iterasyon Metodu Goziimii

Ayni problemin VIM (varyasyonel iterasyon metodu) ¢éziimii Ganji ve Sadighi (2007)
tarafindan ayni ( Denklem (2.68)) baslangic fonksiyonunu kullanilarak yapilmigtir.

Arastirmacilarin iki iterasyon ¢6zimu su sekildedir :

— (2.73)
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1 1 , 2 ;1 : : 1 :
uy=e’ ——¢ce’+—ceV+=le +—ele ——gle ———&e
3 3 9 81 27 1215

—igze“‘y +ig4e‘7y —2836_7)/ —ig4e‘4y +283e‘4y +i6‘3€_10y
9 27 9 81 9 27

+zg2e—7y L Se—lﬁy _}_L 5 -4y _—856_13y +i84e_13y
9 1215 243 3 o1

(2.74)

+i(95€—10y _i 4e—10y ——856_7y.
243 81 243

2.4.3.3. Perturbasyon-iterasyon ve Varyasyonel iterasyon Metodlarinin Sayisal Olarak
Karsgilastiriimasi

Bu kisimda perturbasyon-iterasyon algoritmalarindan elde edilen ¢6zimler, hem
varyasyonel iterasyon metodunun ¢ézimleri ile hem de sayisal ¢oziimlerle grafikler Gizerinde
karsilastirilacaktir. Sekil 2.5 den gorildigla UGzere ikinci iterasyon perturbasyon iterasyon
¢6zUmuU yine ikinci iterasyon varyasyonel iterasyon metodunun ¢ézimulne goére sayisal ¢ézliime
¢ok daha yaklasik sayisal degerler vermistir. Karsilastinimalarin saglikli olabilmesi igin iki
metodunda ayni sayida iterasyon ve ayni baslangi¢ fonksiyonu ile kullanildigi unutulmamahdir.
Sekil 2.6.” da perturbasyon-iterasyon algoritmasi ¢ézimlerinin sayisal ¢ézimle karsilastiriimasi
verilmigtir. iterasyon sayisi arttikga ¢éziimlerin fonksiyonel olarak sayisal ¢éziime yakinsadig
gorilmektedir. Sekil 2.7 de ise vyaklasik ¢ozimlerin artik hatalari verilmistir. Sekilden
anlasilacagi gibi perturbasyon-iterasyon algoritmasinin ilk iterasyon ¢dézimu bile iki iterasyon
VIM ¢éziimiinden daha az hataya sahiptir. Cok énemli diger bir husus ise € parametresinin
blylk degerleri igin yakinsamalarin saglanmis olmasidir. Bu degerler i¢in normal perturbasyon

algoritmalari kullanarak uygun ¢ézimler Gretmek mimkun degildir.
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Sekil 2.5. Denklem (2.66) igin Iki iterasyon Perturbasyon-Iterasyon ve Varyasyonel iterasyon

Cozumlerinin Sayisal ¢géztimlerle karsilastiriimasi (e=1).

ik iterasyon Goéziimii

\\ \/ ikinci Iterasyon Géziimii
0.4

Ugiincii lterasyon Géziimii

0.3
Sayisal Qozum
0.2
0.1 ‘ ;
0.5 1 1.5
y

Sekil 2.6. Denklem (2.66) icin Perturbasyon-Iterasyon Metodunun ilk Ug iterasyon Céziimiiniin

Sayisal Gozimle Karsilastiriimasi (e=2).
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Sekil 2.7. Denklem (2.66) igin Perturbasyon-Iterasyon ve Varyasyonel iterasyon Cdziimlerinin
Artik Hata Analizi.(¢=2).
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3. IKINCi MERTEBE ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iGiN PERTURBASYON-
ITERASYON METODU

ikinci Bélimde birinci mertebe diferansiyel denklemler icin farkli perturbasyon-iterasyon
algoritmalari ¢ikariimis ve farkh tipte denklemlere uygulanmisti. Benzer algoritmalar bu kisimda

ikinci mertebe diferansiyel denklemler igin ¢ikarilacaktir.

3.1.PiA(1,1) Perturbasyon-iterasyon Algoritmasi

Perturbasyon acgiliminda bir dizeltme terimi ve Taylor agiliminda sadece birinci tirevleri
dikkate alarak

Fu" u,e)=0 (3.1)

ikinci mertebe denklemi igin PiA(1,1) algoritmasi Uretilecektir. Burada u=u(x) ve €ise kiigik bir

parametredir. Tek dlzeltme terimli bir perturbasyon serisini asagidaki gibi alalim :
u

n+l = un t+e (uc )11 : (32)

Denklem (3.2) yi denklem (3.1)’ e yerlestirip, sadece birinci tirevleri dahil edecek sekilde Taylor

serisine agalim :

F ,u,00+F w,u,0)e,),+E,u,u,0)e W) +F @, u,0)e=0. (3.3)

n? n?’ n?
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oF oF

Burada ()" bagimsiz degiskene gére tiirevi temsil etmektedir. Ayrica F, 25, F.= e

v an” Y

F
F, :8_ olduguna dikkat edilmelidir. Denklem (3.3) dlzenlenirse, denklemin en genel halde
s

(uygulanacak olan denkleme ve baslangi¢ fonksiyonuna bagl olarak) asagidaki gibi degisken

katsayill homojen olmayan lineer bir diferansiyel denklem oldugu gérulebilir :

Batdn turevlerin €=0’ da hesaplandigi unutulmamalidir. Sinir sartlarini saglayan bir baslangi¢
fonksiyonu ug denklem (3.4) e yerlestirilerek (u;)o hesaplanir. Daha sonra uy ve (ug), denklem
(3.2) ye yerlestirilerek ilk iterasyon ¢6zimui olan u4 elde edilir. Denklem (3.2) ve (3.4)

kullanilarak istenilen hassasiyette ¢6zim elde edilene kadar iterasyon islemi tekrarlanabilir.

3.2. PiA(1,2) Perturbasyon-iterasyon Algoritmasi

Bu kisimda perturbasyon-iterasyon formili ¢ikarilirken perturbasyon serisi yine tek terimli
alinirken Taylor serisinin terimleri ikinci mertebe tiireviere kadar hesaplanacaktir. ilk énce

asagidaki tek terimli perturbasyon serisi
un+1 = un +é& (uc )n (35)

denklem (3.1)’ e yerlestirilir ve €=0’ da ikinci mertebe tirevlerine kadar Taylor serisine agilirsa

F(ur’:’ un ’ 0) + F:t” (u”,', un 4 0) 2 (u!)n + FL (u;l,’ un ’ 0) € (uc )n + F:r: (u”:, un ’ n? 0)82

0z 42 F. (lsu

1 n
+EE‘""" (u, ,u

no no u"u \""n

0)e’u)); %Fuu (W), u,,0)0&” (u,): + F,, (ul,u,,0)&* @), (1,), (3.6)

+F. (W u,,00e W), +F, ' u

ue ue

0)&*(1,), =0

n?
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elde edilir. Bu denklem dizenlenirse ikinci mertebe diferansiyel denklemler igin asagidaki tek

dizeltme terimli ve ikinci tlrev Taylor serili perturbasyon-iterasyon denklemine ulasilir :

1
(8 F;" + 82 E/’g )(u”)n + (8 F; + 82 E,{é.’ )(uc )n + E F;"u"gz (uc"’)i + F;”ugz (uc"’)n (uc )n

c

(3.7)

F,&(u),=-F-F, 5‘%11552,

+

N | —

3.3. Perturbasyon-iterasyon Algoritmalarinin ikinci Mertebe Diferansiyel Denklemlere
Uygulanmasi

Bu kisimda ikinci mertebe adi diferansiyel denklemler igin tiretilen perturbasyon-iterasyon

algoritmalari matematiksel fizik ve isi transferine ait bazi fiziksel problemlere uygulanacaktir.

3.3.1. Bratu Tipi ikinci Mertebe Adi Diferansiyel Denklemler

Onceki kisimlarda tiiretilen perturbasyon-iterasyon formiillerini uygulamak igin bu kisimda
1s1 transferinde, yanma teorisinde, astrofizikte ve elektrospinning metodunda uygulamalari olan
Bratu-tipi baslangi¢c ve sinir-deger problemlerine yer verilmistir. Bratu denklemleri kompakt
formu ve yiksek nonlineerligi nedeniyle, literatiirde arastirmacilar tarafindan gelistirilen analitik
veya sayisal yontemler igin test araci olarak kullaniimistir. Adomian metodu, polinom
pseudospektral algoritmalar, homotopi perturbasyon metodu, Laplace transform algoritmalari ,
Chebyshev polinomlari ve homotopi analiz metodu bu tip problemlere basari ile uygulanmistir.
Wazwaz (2005) Bratu tipi denklemlerin Adomian metodu ile yaklasik ¢ézimlerini yapmistir.
Boyd (1986) iki boyutlu Bratu tipi denklemlerini analitik ve sayisal olarak incelemistir. Deeba et
al. (2007) sinir deger problemleri igin gelistirilen bir algoritmayl sayisal olarak bu tarz
denklemlere uygulamiglardir. Ozis ve Yildinrm (2008) Adomian metodu ve Homotopi
perturbasyon metodunu Bratu tipi denklemlerin ¢ézimlerinden yola ¢ikarak karsilastirmiglardir.
Wang et al. (2008) Bratu tipi denklemlerin homotopi perturbasyon ¢oézimlerini elde etmistir. Yine
homotopi perturbasyon metodunun Bratu denklemlerine uygulanmasi Feng et al. (2008)
tarafindan yapilmistir. Khuri (2004) Laplace déntsimi kullanan bir ¢6zim algoritmasini bu tip

denklemlere uygulamistir. Syam ve Hamdan (2006) Laplace doénlsimu kullanan farkli bir
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algoritmay! Bratu denklemleri Uzerinde denemistir. Boyd (2003) Bratu tipi denklemlerinin
¢6zumu icin metodunda Chebyshev polinomlarini kullanmistir. Son olarak da Li ve Liao (2005)

Bratu problemlerine farkli bir analitik yaklasim gelistirmislerdir.

3.3.1.1. Bratu-Tipi Baglangi¢ Deger Problemi

Asagidaki Bratu’ nun baslangi¢ deger problemini géz 6niine alalim ( Wazwaz (2005) ) :

u"-2e"=0, 0<x<I,
(3.8)
u(0)=u'(0)=0.

Bu denklemin tam ¢6zimi Wazwaz (2005)’ de verilmistir :

u =—2In(cos x). (3.9)
3.3.1.1.1. PiA(1,1) Coziimii
Denklem (3.8) yi asagidaki formda tekrar yazalim :

FW' ,u,e)=u"-2¢" =0. (3.10)

Burada € suni olarak denkleme ilave edilmis bir parametredir. Denklem (3.4)’deki turev terimleri
€=0' da F=u’-2, E.=1, F =0, E =-2u,_seklnde hesaplanir ve nihayetinde

denklemlerde €=1 alinirsa iterasyon formulimuz asagidaki basit hali alir :

W), =2u,— (u -2). (3.11)
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Bir tahmini baslangi¢ fonksiyon igin sinir sartlarini saglayan asagidaki basit fonksiyon alinabilir :

u, =0. (3.12)

Bu baslangi¢ fonksiyonu kullanilarak her bir iterasyona ait ¢dzimler asagidaki sekilde

hesaplanabilir :

u =x°, (3.13)
2 x*
w,=x + (3.14)
6
, oxt Xt
Uy =x"+—+—. (3.15)
6 90

Ayni sekilde besinci iterasyon ¢6zimU asagidaki gibidir :

4 6 8 10
, X X X X

U =x"+—+—+ + )
6 90 2520 113400

(3.16)

Yukaridaki ¢dzim x° garpanli terimden baslayarak kesin ¢dézimuin Taylor serisi agilimindan

sapmaktadir.

3.3.1.1.2. PiA(1,2) Goziimii

Denklem (3.8) bu kisim igin ¢ift terim Taylor serili perturbasyon-iterasyon algoritmasi
kullanilarak incelenecektir. ilk énce denklem (3.7) deki terimler tek tek hesaplanir ve en son

€=1 alinir ise iterasyon denkleminin son hali asagidaki sekilde elde edilir :
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"), —2@w,), =2u, +u’ — (u’-2). (3.17)
Sinir sartlarini saglayan tahmini bir baslangi¢ fonksiyonunu asagidaki gibi alalim :

u, =0. (3.18)
Bu tahmini baslangi¢ fonksiyonu kullanilarak denklem (3.17) asagdidaki hale gelir :

(W) —2(u,)y =2. (3.19)
Denklem (3.19) ¢6zulir ve denklem (3.18) ile beraber denklem (3.2) ye yerlestirilirse :

u, = Cosh(\/ix) -1 (3.20)

ilk iterasyon ¢6zumu elde edilir. Benzer sekilde ikinci iterasyon
u, = Cosh(x/2x) -1 +é[—9 +8Cosh(\2x) + Cosh(2\/2x) — 65/2x Sinh(\2x)] ~ (3.21)

hesaplanir. Tek terim Taylor serili algoritmanin polinom tipi ¢ézimlerine nazaran gift terim
Taylor serili algoritma fonksiyonel yapida ¢ézimler tretmektedir. Fakat bu kisimda cebirsel
islemler daha yogun oldugundan Mathematica tipi bir sembolik hesaplayiciya gereksinim

duyulabilir.
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3.3.1.1.3. PIA(1,3) Goziimii

Onceki kisimlardaki analizlerin yardimiyla ikinci mertebe diferansiyel denklemler icin tek
diuzeltme terimli perturbasyon serili ve Uglncu tireve kadar Taylor serili perturbasyon-iterasyon
algoritmasi PIA(1,3) gelistirilebilir. Sadelik agisindan denklem (3.8) igin bu perturbasyon-

iterasyon algoritmasi asagidaki formda verilecektir :

3
W), —2(1+u )w,), =2u +u +%— W' —2). (3.22)

Baslangi¢ fonksiyonunu

Uy =0 (3.23)
segilir ve ilk iterasyon ¢6zimu yapilir ise

u, = Cosh(\/zx) -1 (3.24)

ilk iterasyon ¢6zimu elde edilir. Denklem (3.24), denklem (3.22) ye yerlestirilir ise asagidaki

degisken katsayili homojen olmayan lineer ikinci mertebe diferansiyel denklem elde edilir :

3
(u;’)l _2(1+u1 )(uc)l = 27"1 +u12 +u?l_ u1"_2)- (3.25)
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Denklem (3.25) de basitlik agisindan ikinci terimin katsayisi yaklasik 1 olarak kabul edilir ve
iterasyon islemi tekrar edilir ise yeni algoritmamizin ikinci iterasyon ¢6zimine asagidaki

sekilde ulasilabilir :

u, = Cosh(\/ix) -1+ L[—64 + 63C0sh(\/§x) + Cosh(3\/§x)
192 (3.26)

—36~/2x Sinh(~2x)].

3.3.1.1.4. Sayisal Géziimler ile Kargilagtirmalar

Denklem (3.8) i¢in farkli perturbasyon-iterasyon algoritmalarinin kendi aralarinda ve sayisal
¢6zUim ile karsilastirimalarina Tablo 3.1 de yer verilmistir. Tim ¢o6zimler hizli bir sekilde
sayisal ¢O6zime yakinsamaktadirlar. Tablo 3.1° den PIA(1,3) algoritmasinin diger iki
algoritmadan daha iyi sonuglar verdigi gorilmektedir. PIA(1,2) algoritmasi, PIA(1,3)
algoritmasina yakin degerler vermektedir ve dolayisiyla PIA(1,3) yerine kullanilabilir.
Gozumlerde x, 1’e yaklastikga sayisal ¢ézimlerden sapma gozlemlenmektedir. Fakat PIA(1,3)
algoritmasi ile sayisal ¢béziim arasindaki bu sapma en fazla %0.29 gibi gok dusik bir farka yol
acmaktadir. Diger bir dikkat edilmesi gereken husus ise PIA(1,1) algoritmasinin Tablo 3.1’ de 3
iterasyonlu ¢ézimleri verilirken diger iki algoritmada bu iterasyon sayisi ikide tutulmustur buna

ragmen PIA(1,1) sonuglari diger iterasyon algoritmalarinin sonucundan iyi degildir.
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Tablo 3.1. Bratu-Tipi Baslangic Deger Problemi igin Farkli Perturbasyon-iterasyon Metodu

Cozimlerinin Tam Cozimle Karsilastiriimasi.

Bratu’ nun Baslangi¢ Deger Problemi

Tam PIA (1,1) PIA (1,2) PIA (1,3)

6ziim
g uq Uz Uz uq Uz uq Uz

0.1 0.01001 | 0.01000 | 0.01001 | 0.01001 | 0.01001 | 0.01001 | 0.01001 | 0.01001

0.2 0.04026 | 0.04000 | 0.04026 | 0.04026 | 0.04026 | 0.04026 | 0.04026 | 0.04026

0.3 0.09138 | 0.09000 | 0.09135 | 0.09135 | 0.09135 | 0.09138 | 0.09135 | 0.09138

0.4 0.16445 | 0.16000 | 0.16426 | 0.16431 | 0.16431 | 0.16445 | 0.16431 | 0.16445

0.5 0.26116 | 0.25000 | 0.26041 | 0.26059 | 0.26059 | 0.26114 | 0.26059 | 0.26116

0.6 0.38393 | 0.36000 | 0.38160 | 0.38211 | 0.38212 | 0.38380 | 0.38212 | 0.38391

0.7 0.53617 | 0.49000 | 0.53001 | 0.53132 | 0.53134 | 0.53570 | 0.53134 | 0.53610

0.8 0.72278 | 0.64000 | 0.70826 | 0.71117 | 0.71124 | 0.72126 | 0.71124 | 0.72249

0.9 0.95088 | 0.81000 | 0.91935 | 0.92525 | 0.92542 | 0.94648 | 0.92542 | 0.94983

1 1.23125 | 1.00000 | 1.16667 | 1.17778 | 1.17818 | 1.21942 | 1.17818 | 1.22772

3.3.1.2. Bratu’nun Birinci Tip Sinir Deger Problemi

Asagidaki Bratu-tipi ilk sinir deger problemini inceleyelim, ( Wazwaz (2005) ) :

u"+1e" =0, 0<x<I,

(3.27)
u(0) =u(1)=0.
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3.3.1.2.1. PiA(1,1) Goziimii

Denklem (3.27) yi asagidaki sekilde tekrar yazalim :

FW' u,e)=u"+1e" =0. (3.28)

Burada € suni olarak denkleme ilave edilmis bir parametredir. Denklem (3.4) asagidaki hale

gelir.

W), =—Au,— U +A2). (3.29)

ilgili tirevler hesaplanir, agsagidaki baglangig fonksiyonu segilir :

u, =0 (3.30)

ve denklem (3.29) ile (3.2) kullanilarak sirasiyla asagidaki iterasyon ¢éztmleri elde edilir.

u, =—&(x2 - X), (3.31)
2
u ——i(xz—x)+/1—2(x4—2x3+x) (3.32)
2 24 ’ '
—_i 2 _ _2 4 3 _3 .6 5 .3
u, = 2(x X)+—((x"=2x"+x)+ (—x" +3x =5x" +3x). (3.33)
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3.3.1.2.2. PiA(1,2) Goziimii

Bu kisimda denklem (3.27) perturbasyon-iterasyon algoritmasi PIA(1,2) kullanilarak

cozulecektir. Denklem (3.7), denklem (3.27) icin asagidaki hale gelir :
14 ﬂ“ 2 n
W), +Au,), =—Au, —Eun —(u +4). (3.34)
u, = 0 baslangic fonksiyonundan baslayarak ilk iterasyon ¢dziimii
. Ja
u =—-1+ Cos(\/Zx) + Sln(\/Zx) Tan B (3.35)

elde edilir. Bu fonksiyon bir sonraki iterasyon igin baslangi¢ fonksiyonu olarak kullanilirsa ikinci
iterasyon ¢6zimune ulasilir :

24

cacas 22 e s (326 |+ 2] (35 | 2] 047

g} +12Cos {(1 —2x) g} —3x~/4 Cos(NAx) Sin Lg]

u, = ~1+ Cos(\Ax) + Sin( Ax) Tan (%J+ ! Sec’ (@J(-ISCOS [g]

+Cos {(l —4x)

~3x~/2 Sin K% - x]ﬁ } +3(-2+3x)+/4 Cos Lg] Sin(ﬁx)J.
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3.3.1.2.3. Sayisal Géziimler ile Kargilagtirmalar

Tablo 3.2° de denklem (3.27) nin perturbasyon-iterasyon algoritmalari kullanilarak elde
edilmis yaklasik analitik ¢ézlmleri ile sayisal ¢dézimunin sayisal karsilastiriimasi verilmigtir.
PIA(1,1) algoritmasinda Ug iterasyon sonucuna yer verilirken diger PIA(1,2) algoritmasinda
sadece iki iterasyon sonucu yeterli goriimustir. Buna ragmen PIA(1,2) nin sonuglari PIA(1,1) e

nazaran sayisal ¢6ziime daha yakindir. PIA(1,2) algoritmasinda sadece iki iterasyon sonucunda

virgllden sonra U¢ veya dort terim hassasiyet elde edilmigtir.

Tablo 3.2. Bratu-Tipi Birinci Sinir Deger Problemi icin Farkli Perturbasyon-iterasyon Metodu

Gozlmlerinin Sayisal Cozimlerle Karsilastiriimasi (A =1).

Bratu’ nun Birinci Tip Sinir Deger Problemi
Sayisal PIA (1,1) PIA (1,2)
X
Coziimler uy u, us; uy u,
0.1 | 0.04984 0.04500 | 0.04908 | 0.04949 | 0.04954 | 0.04983
0.2 | 0.08918 0.08000 | 0.08773 | 0.08851 | 0.08860 | 0.08915
0.3 | 0.11760 0.10500 | 0.11558 | 0.11665 | 0.11678 | 0.11756
0.4 | 0.13479 0.12000 | 0.13240 | 0.13365 | 0.13380 | 0.13473
0.5 | 0.14053 0.12500 | 0.13802 | 0.13934 | 0.13949 | 0.14048
0.6 | 0.13479 0.12000 | 0.13240 | 0.13365 | 0.13380 | 0.13473
0.7 | 0.11760 0.10500 | 0.11558 | 0.11665 | 0.11678 | 0.11756
0.8 | 0.08918 0.08000 | 0.08773 | 0.08851 | 0.08860 | 0.08915
0.9 | 0.04984 0.04500 | 0.04908 | 0.04949 | 0.04954 | 0.04983
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3.3.1.3. Bratu’ nun ikinci Tip Sinir Deger Problemi

Ozis ve Yildirim (2008) in galigmasindan Bratu’ nun ikinci tip sinir deger problemini ele

alalim :

u"+Ae" =0, 0<x<l1,

(3.37)
u(0)=u()=0.
3.3.1.3.1. PiA(1,1) Coziimii
Denklem (3.37)’ yi asagidaki sekilde tekrar yazalim :
FW' u,e)=u"+Ae*" =0. (3.38)

Burada € denkleme suni olarak ilave edilmis bir parametredir. Denklem (2.78), terimler

hesaplandiktan sonra € =1 alinirsa asagidaki hale gelir :

W), =Au,— W +A). (3.39)

n

Bu iterasyon formlu kullanilarak asagdidaki iterasyon sonuglari bu problem igin elde edilir :

u, :—g(x2 -X), (3.41)
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A, A2 4 3
U, =—(x"—-x)——x" -2x" +x), 3.42
2 2( ) 24( ) (3.42)

A 2 A
Uy = _E(XZ —x)——(x*-2x° +x)+%(—x6 +3x° =5x° +3x). (3.43)

3.3.1.3.2. PiA(1,2) Goziimii

Denklem (3.7) bu problem igin asagidaki hale getirilir :
" _ ﬂ' 2 "
(), —A(u,), =Au, _Eu" —(u) +A4). (3.44)

Baslangi¢ fonksiyonu ve yukaridaki denklemden elde edilen iterasyon sonuglari sirasiyla

soyledir :
u, =0,
(3.45)
u, =1-Cosh (\/Zx) + Sinh (\/ZX) Tanh (@] , (3.46)

U, = l—iSec}f (g](-ISCosh (@J—SCosh (?} cosh[(%—zxjﬁ }
+8 cOshK%—xjﬁ }+8CoshK%+xJﬁ }+C0sh{(1—4x)g}

+24Cosh{(l—2x)g}+3x\/zSinhK%—xjﬁ}—3(-1+x)\/zSinhK%+xj\/z}

(3.47)

+3(-1+2x)VA Sinh {(1 - 2x)g} J

44



3.3.1.3.3.

Tablo 3.3’ de denklem (3.37)’ nin sayisal ¢dzimu ile PIA(1,1) ve PIA(1,2) den elde edilen
cozimler karsilastinimistir. PIA(1,2) ile sadece 2 iterasyonda dort basamak hassasiyet elde

edilmistir. Tablo 3.3’ den PIA(1,2) algoritmasinin iki iterasyon ¢éziminin PIA(1,1) Ug iterasyon

¢6zimunden daha iyi oldugu goérilmektedir.

Tablo 3.3. Bratu-Tipi ikinci Sinir Deder Problemi igin Farkli Perturbasyon-iterasyon Metodu

Sayisal Coziimlerle Karsilagtirmalar

Cozlmlerinin Sayisal Cozimlerle Karsilastiriimasi (A =1).

Bratu’ nun ikinci Tip Sinir Deger Problemi
Sayisal PIA (1,1) PIA (1,2)

X Coziimler u4 u, us; uy u,
0.1 | 0.04143 0.04500 | 0.04091 0.04132 0.04128 0.04143
0.2 | 0.07326 0.08000 | 0.07226 0.07304 0.07297 0.07327
0.3 | 0.09579 0.10500 | 0.09441 0.09548 0.09538 0.09581
0.4 | 0.10923 0.12000 | 0.10760 0.10885 0.10874 0.10925
0.5 | 0.11370 0.12500 | 0.11197 0.11330 0.11318 0.11371
0.6 | 0.10923 0.12000 | 0.10760 0.10885 0.10874 0.10925
0.7 | 0.09579 0.10500 | 0.09441 0.09548 0.09538 0.09581
0.8 | 0.07326 0.08000 | 0.07226 0.07304 0.07297 0.07327
0.9 | 0.04143 0.04500 | 0.04091 0.04132 0.04128 0.04143
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3.3.1.4. Perturbasyon-iterasyon Metodunun Bratu Denklemlerine Uygulanmasi
Uzerine Sonuglar

Bratu tipi ikinci mertebe diferansiyel denklemler i¢in yapilan ¢alismadan asagidaki sonuglar

cikarilabilir.

e Ikinci mertebe diferansiyel denklemler icin sistematik olarak farkli perturbasyon-
iterasyon algoritmalari tiretilmistir.

e Perturbasyon-iterasyon algoritmalari gegerli ¢gézimler i¢in denklemde kiigik parametre
kabulline ihtiyag duymamaktadir.

e Perturbasyon-iterasyon algoritmalari kullanilarak elde edilen Bratu-tipi problemlerin
¢dzUmleri artan iterasyon adimlari sayesinde hizli bir sekilde sayisal ¢ézimlere
yakinsamaktadir.

e PIA(1,2) ve PIA(1,3) Un ¢bézimleri fonksiyon tipindeyken, PIA(1,1) ¢dzimleri polinom
tipindedir.

e PIA(1,2) ve PIA(1,3) algoritmalari kullanilarak elde edilen sonuglara goétiiren cebirsel
hesaplar PIA(1,1)’ in hesaplarina gore daha yogun ve zahmetlidir.

o Diger taraftan PIA(1,2) ve PIA(1,3), PIA(1,1) e goére sayisal ¢6zimlere daha hizl

yakinsamaktadir

Bu calismada yapilan sistematik yaklasim kullanilarak, yeni algoritmalar PIA(n,m) ( n:
perturbasyon serisindeki dizeltme terimi sayisi; m: Taylor serisindeki son alinan tirevin

mertebesi) kolayca cikarilabilir.

3.3.2. Perturbasyon-iterasyon Metodunun Isi Transferi Problemlerine Uygulanmasi

Bu bdlimde daha o6nce tlretilen perturbasyon iterasyon algoritmalari farkh tiplerde
nonlineer 1isi transferi denklemlerine uygulanacak ve bulunan sonuglar ayni problemlerin farkli

metotlar ile yapilan ¢bézlmleri ve sayisal ¢ézlimler ile karsilastirilacaktir.

3.3.2.1. Nonlineer Kanatgik Denklemi

Asagidaki radyasyon terimi iceren nonlineer kanatgik denklemini ele alalim (Abbasbandy
(2006) ) :
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——cu =0, u'(0)=0, u(l)=I. (3.48)

€ burada boyutsuz radyasyon parametresidir.

3.3.2.1.1. PiA(1,2) Goziimii

Denklem (3.48)’ yi asagidaki formda tekrar yazalhm :
Fu' u,e)=u"—su" =0. (3.49)

Yukaridaki denklem icin iterasyon formili 6nceki analizlerden elde edilen algoritmalar (ikinci

mertebe diferansiyel denklemler icin PIA(1,2)) kullanilarak asagidaki sekilde elde edilebilir :

"

u
W), —4eu,(u,), =——"+u,. (3.50)
r

n

Asagidaki sinir sartlarini saglayan fonksiyonu baslangi¢ fonksiyonu olarak kullanabiliriz :

u, =1. (3.51)

Yukaridaki fonksiyon denklem (3.50) ye vyerlestirilir ve u_,, =u_ +¢&(u,), ile beraber ilk

iterasyon ¢6zumu bulunur :

3, Cosh[2 ]

= . 3.52
4 4Cosh[2Ve] 852

u,

Bu fonksiyon bir sonraki adim igin baslangi¢ fonksiyonu olarak kullanilarak ikinci iterasyon

¢6zUmu elde edilebilir :
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L3, Cosh[2\ey] . Sech’[24/¢]
* 4 4Cosh[2e] 491520

—2430Cosh[10Ve ]+ 2Cosh[(2—8yWe]+45 Coshl(4 — 6 yWe]+1660 Cosh[(2 — 4y e ]
+540Cosh[(6—4y)e]+1843Cosh[(—8 + 2y We]+11795Cosh[(—4 + 2y W e

+20160Cosh[2 v/ €]+90Cosh[6 e ] +11795Cosh[(4+ 2y W e]+1843Cosh[(8+ 2y We]

+1660 Cosh[(2+4y)N ]+ 540Cosh[(6+4y)Ne ] +45Cosh[(4+6y)We]+2Cosh[(2 +8y)e] 3.
—4440,[¢ Sinh[(~8+ 2y & 1—4440y\[e Sinh[(~8+ 2y e ]1-7800,/e Sinh[(—4+2yWe]
—16680y,/¢ Sinh[(—4+2y)\e]—24480y. ¢ Sinh[2y\e]+ 7800\ eSinh[(4+ 2y e]
—16680y\[¢ Sinh[(4+2y)\e1+4440,[¢ Sinh[(8 + 2y & 1—4440y.\[& Sinh[(8 +2y)We)).

(~34200Cosh[2+/€]1-15390Cosh[6:/¢ ]

53)

ikinci iterasyon ¢oéziimiinde denklem (3.50)' de denklemin sol tarafindaki uf terimi basitlik icin

3
u, alinmistir.

3.3.2.1.2. Varyasyonel iterasyon Metodu Goziimii

Denklem (3.48) in iki iterasyon VIM ¢dzimU Tari et al. (2007) tarafindan asagidaki sekilde

bulunmustur :

2
y =23V (3.54)
2+¢
o, 2 10080+ 50403 +3) & +1680(4.5 +3) & + SOH2.5+ 1)’ 90" 47y o oo

? 10080+ 20160 +9240&” +1764&° +90* +7¢°

3.3.2.1.3. Perturbasyon-iterasyon ve Varyasyonel iterasyon Metotlarinin Sayisal
Kargilastiriimasi

Bu kisimda denklem (3.48) igin her iki metodun c¢6zimlerinin, sayisal ¢ozimlerle
karsilastiriimasi verilecektir. Sekil 3.1. de her iki metodun sayisal ¢ézimle karsilastiriimasi
verilmistir. Perturbasyon-iterasyon metodu ¢ok daha iyi bir sonug¢ vermektedir. Sekil 3.2. deki
artik hata analizinden PIA’ nin tek iterasyon ¢oéziimiiniin bile VIM’ in iki iterasyon ¢dziimiinden

daha iyi sonug verdigi gérilmektedir.
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0.95- _

s Varyasyonel lterasyon  perturbasyon Iterasyon
Metot Co6ziimii Goziimii
0.9+ 4
Niimerik G6ziim
0.85 ———— ! ! ! ! !
0 0.1 0.4 0.5 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.1. Denklem (3.48) igin Iki iterasyon Perturbasyon-lterasyon ve Varyasyonel iterasyon

Cozumlerinin Sayisal Cozimlerle Karsilastiriimasi. (¢=0.5).

0.25 -
0.2 /
iki Iterasyon //
0.15 Varyasyonel Iterasyon
Metot Géziimii /
01| iki Iterasyon . S 7
Perturbasyon Iterasyon %
0.05 Goziimii ) / i
Artik / yd B
Hata
,,/
-0.05 - B
-0.1 A
Tek Iterasyon
-0.15| Perturbasyon Iterasyon _|
Gozimi
-0.2- -
_025 | | | | | |
0 0.1 0.4 0.5 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.2. Denklem (3.48) icin Perturbasyon-lterasyon ve Varyasyonel iterasyon Cdziimlerinin

Artik Hata Analizi. (¢=1).

y
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3.3.2.2. Bir Levha Uzerindeki Sicaklik Dagihm Denklemi

Bir levha probleminde ortaya ¢ikan isi dagilimi denklemini ele alalim (Rajabi et al. (2007)).

Burada ¢ozulecek denklem badimli degiskenin birinci mertebe tirevini de igerdidi icin denklem

tipi F'(u",u',u,&) olarak yeniden alinmis ve algoritmalar tekrar diizenlenmistir.

i[(1+5u)ﬂ]20, u(0)=1, u(1)=0. (3.56)
dy dy
3.3.2.2.1. PIiA(1,2) Coziimii
Denklem (3.56) icin iterasyon formuli asagdidaki sekilde kurulur :
2 (3.57)

(1 + g ul’t )(u;,)n + 2 g u;[ (u(" )n + g u:z'(u(,’)n = _?n - ul’tull'_ ul’t *

Sinir gartlarini saglayan u, =1-y baslangig fonksiyonunu kullanarak birinci ve ikinci iterasyon

¢6zUmu sirasi ile asagidaki gibi elde edilir :

e Ly Lo, (3.58)

u =l-y+
: 4 2¢& l+e-¢y 2

l+¢ 1 1
u, =l-y+ (1- )+-(v-1
2¢e l+e—¢cy 2
3,.2 3 4 (3.59)
N e -2y +y’) '
—8+&(-24+24y)+5*(-24+44y-20y*)+ &’ (-8+20y —16y> +4y)°)
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3.3.2.2.2. Varyasyonel iterasyon Metodu Géziimii

Denklem (3.56) nin VIM ¢ozimd literatiirde bulunmamaktadir. ilk defa bu tez kapsaminda

¢ozulecektir. Denklem (3.56) nin varyasyonel iterasyon formull asagidaki sekilde kurulur :
y

=, + [ A W)(E)+ cu,(H)u)(€)+5 ul (&) 1dE. (3.60)
0

Burada A Lagrange ¢arpanidir. Varyasyonel teori sayesinde bulunur :
A=E—y. (3.61)

Klasik VIM yaklasimi bu problemde bizi sinir sartlarini saglamayan ¢éziimlere gétiirmistiir. Bu
problem igin her bir iterasyon sonucunda sinir sartlarina uyum saglayacak sekilde katsayilari

bulunacak bir baglangi¢ fonksiyonu iterasyon formili igin segilecektir.
u,=ay+b. (3.62)

Yukaridaki denklem, Denklem (3.61) ile beraber Denklem (3.60)" a yerlestirilir ve iterasyon

islemleri yapilirsa iki iterasyon ¢6zimu asagidaki sekilde bulunur :

2
ulzay+b—a—2gy2, (3.63)

2
u, = ay+b+(%azb¢92 —a—;)y2 +%a382y3 —%a483y4. (3.64)
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Burada a ve b katsayilari sinir sartlarini saglatabilmek igin ¢ikarilan asagidaki denklemlerden

bulunacaktir :

b=1, (3.65)

I+a- 5 + + - =0. (3.66)

3.3.2.2.3. Perturbasyon-iterasyon Metodu ve Varyasyonel iterasyon Metotlarinin
Sayisal Karsilastiriimasi

Her iki metodun karsilastirimasi Sekil 3.3. ve Sekil 3.4. de verilmigtir. Perturbasyon-
iterasyon algoritmasindan elde edilen ¢éziimlerin varyasyonel metoda gére daha iyi sonuglar
verdigi gorulmektedir. Sekil 3.5. de ise €=100 gibi buylk bir dederde bile metodun oldukg¢a

basarili oldugu anlasiimaktadir. Bu problem igin sonuglar oldukga tatmin edicidir.

0.8 _

VIM Gziimii
0.6- / i
. /

04- PIA G6ziimii / i

Niimerik G6ziim

0.2 4

Sekil 3.3. Denklem (3.56) igin Iki iterasyon Perturbasyon-iterasyon ve Varyasyonel iterasyon

Cozumlerinin, Sayisal Cozimlerle Kargilastiriimasi.(e=1)
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0.8 .
0.6 P
AN iki Iterasyon VIM
0.4 . Cozimi
Artik N
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Hata N iki Iterasyon PiA ; ) .
0.2 . 7 Géziimii Tg_k _I_ter__asyon PIA )
/ Cozimii /
0 - // v . '
/ g
-0.2 b :
-0.4 I I I I L — 1 I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y

Sekil 3.4. Denklem (3.56) igin Perturbasyon-lterasyon Algoritmasinin ve Varyasyonel iterasyon
Metodunun Artik Hata Analizi. (¢=1).

Tek
lterasyon
Coziimii iki

0.8

/ lterasyon
0.6 Cozimii |
= /
0.4 Sayisal
Cozum
0.2 Ug
lterasyon
Goziimii
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

y
Sekil 3.5. Denklem (3.56) igin Perturbasyon-lterasyon Algoritmasinin ilk Ug iterasyon

Co6zuminun Sayisal Cézumle Karsilastiriimasi. (e=100).
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3.3.2.3. iginden Elektrik Gegen ince Bir Yalitilmis Tel igindeki Isi Dagilim Denklemi

Her iki ucu T, sabit sicaklikta olan iginden elektrik gegen ince bir yalitiimig tel igindeki isi
dagiimini veren boyutsuz denklem ilk kez bu c¢alisma kapsaminda asagidaki sekilde

turetilmistir. Tel ¢cok ince oldugu icin radyal yonde 1si degisiminin olmadigi kabul edilmektedir :

a0 (doY  d*0
—*2+8 = +89—*2:—ﬂ. (3.67)
dx dx dx
I’RL - .
Boyutsuz parametreler &= ST , lzTﬁ:T Ty ve x =2 dir. Burada B
gk T, T, L

degisken isi iletim katsayisina ait boyutlu bir parametre, I elektrik akimi, R telin elektrik direnci,

ro telin yarigapi, x tel uzunlugu boyunca koordinat ve L de tel uzunlugudur. k* ise degisken isi
iletim katsayisi denklemi k =k [1+,6’(T—TO)]’ den gelen referans 1isi iletim katsayisidir.

Telin ucundaki iletim katsayilarindan birisi k* olarak alinabilir. Daha ayrintil bilgi icin Cengel
(2006) e bakilabilir.

Telin her iki ucuda sabit sicaklikta tutulduguna gére asagidaki sartlar yazilabilir :

TO)=T,,

©)=1, (3.68)
T(L)= 1,.
Bu denklemler boyutsuz olarak asagidaki sekildedir :
6(0)=0,

©) (3.69)
6(1)=0.
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3.3.2.3.1. Tam Godziim

Denklem (3.67) asagidaki formda tekrar yazilabilir :

i[(uge)ﬁ} ) (3.70)

Tel igerisindeki 1s1 dagilimi homojen is1 Uretiminden dolayi simetrik olacagindan 2—9(0.5) =0
x

sarti ve 8(0)=0 sarti kullanilarak denklemin tam ¢6zimu asagidaki gibi bulunur :

9(x)=—l+\/i2—i(x2—x). (3.71)
& & &

3.3.2.3.2. Klasik Perturbasyon Metodu C6ziimii

Boyutsuz sicaklik asagidaki gibi seriye acilir ve Denklem (3.67)’ ye yerlestirilir :
O(x) =6,(x)+&6,(x). (3.72)

Denklem mertebelere ayristirilir ve her bir mertebeden 6, ve 6, sirasiyla bulunur :

Ho(x)zg(x—xz), (3.73)
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2 3 4 2 3 4
@(x):ﬂ?(x__x__ij_i(x__&ﬁ__zj, 574)

Bu sonuglar Denklem (2.146)’ ya yerlestirilirse klasik pertiirbasyon ¢ézimi elde edilir.

g/z (—x+2x3 —x4). (3.75)

3.3.2.3.3. PiA(1,2) Goziimii

Denklem (3.67) nin yaklasik ¢6zimunu veren perturbasyon-iterasyon denklemi asagidaki
sekilde hesaplanir :

_49,;'+2,

(1+£0,)(0)), +2£06,(0.) +50,(0.) = -06"-0". (3.76)
&

iteratif olarak yazilmig perturbasyon serisi ise

0,.,=0,+e0,, (3.77)

seklindedir. 6’0:0fonksiyonu ile baslayarak asagidaki perturbasyon-iterasyon g¢ozimlerine

ulasilir :

0 =———, (3.78)
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p _/'L(x—xz) glz(x2—2x3+x4) 379
2 2 +—8+48&(—x+x2)’ (5.79)

ﬂ(x—xz) e’ (x2 -2x° +x4)

0= 2 +—8+4a%(—x+x2)

(3.80)
&t (x4 —4x° +6x° —4x" + xs)

+ .
(—16-8zAx+824x" ) (8+86dx —8eAx” +£°4°x* = 26" A’x’ + £° A’x")

3.3.2.3.4. Sayisal Kargilagtirmalar

Sekil 3.6." da Denklem (3.67) nin tam ¢6zimu, €=50 ve A=1 degerleri igin perturbasyon-
iterasyon metodunun ilk G¢ iterasyon ¢ézimiu ile karsilastiriimistir. Sekilden iterasyon sayisi
arttikga €=50 gibi buylk bir deger icin bile tatmin edici sonuglar alindigi gézlemlenmektedir.
Tablo 3.4. de ise tam ¢b6zUm, perturbasyon-iterasyon ¢ozUmu, klasik perturbasyon ¢6zimu telin
tam ortasinda olusan maksimum sicaklik degerleri icin € nun farkh degerleri alinarak
karsilastinimistir. Klasik metot € parametresinin blytk dederleri icin tamamiyle yanhs ¢ézimler
verirken perturbasyon iterasyon metodu batin € degerleri igin tam ¢6zime yakin ¢dézimler

vermektedir.

0.14
012 o .
PIA Birinci iterasyon
Cozimii
0.1~ |
L PIA Ikinci iterasyon B
0.08 7 Gozimi
@ - PiA Ugiincii ite}aiyon
0.06 6zumu
0.04- Tam Goéziim b
0.02— -
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 3.6. Denklem (3.67) igin Perturbasyon-lterasyon Algoritmasinin ilk Ug iterasyon

C6zuminun Tam Goézumle Kargilastiriimasi. (e=50 ve A=1).
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Tablo 3.4. Denklem (3.67) i¢in Ug iterasyon Perturbasyon-iterasyon Metodu ve Klasik

Perturbasyon Metodunundan Elde Edilen Maksimum Sicaklik Degerlerinin Farkli € Degerlerine

Gore Tam Cozim ile Karsilastinlmasi (A =1).

emaksimum
Tam Perturbasyon- Klasik
€ Coziim Iterasyon Metodu Perturbasyon
Metodu
0.1 0.12422836 | 0.12422836 0.12265625
1 0.11803398 | 0.11803398 0.10156250
10 0.08708287 | 0.08710969 -0.10937500
20 0.07247449 | 0.07271282 -0.34375000
30 0.06384920 | 0.06448891 -0.57812500
40 0.05791562 | 0.59064716 -0.81250000
50 0.05348469 | 0.05519138 -1.04688000

3.3.2.4. Degisken Isi iletim Katsayili Kanatgik Denklemi

Bu kisimda boyutsuz degisken isi iletim katsayisina sahip bir kanatgikda olusan isi dagilimi

denklemi ele alinacaktir ( Ganji et al. (2007) ). Kanatgiktan ortama sadece tasinim ile isi

transferi olmaktadir. Radyasyon etkileri ihmal edilmistir :

2
X

2
(1+g¢9)d 9+g(

do
E(O) - 07
o) =1.

3.3.2.41.

do

dx

2
48] -wo-o

Klasik Perturbasyon Metodu Coziimii

(3.81)

Denklem (3.81) in tam ¢6zimi yapilamadigi icin oncelikle klasik perturbasyon ¢ézimi

verilecektir. Boyutsuz sicaklik asagidaki sekilde tek terimli perturbasyon serisine agilacaktir
(Aziz ve Na (1984) ) :
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6(x) = 6,(x) + £6,(x). (3.82)

Yukaridaki denklem, Denklem (3.82) ye yerlestirilir ve € nun kuvvetlerine gére mertebelerine
ayrigtirilirsa her bir mertebedeki ¢dzim sirasiyla séyle bulunur :

6,(x) = Sech(N) Cosh(Nx) , (3.83)

0,(x) = %Sech2 (N) (Cosh (ZN) Sech (N) Cosh (Nx) —Cosh (ZN)C)). (3.84)

Yukaridaki iki denklem, Denklem (3.82) ye yerlestirilirse klasik perturbasyon ¢6zimui elde
edilir :

0(x) = Sech (N) Cosh (Nx)

g 2 (3.85)
+§Sech (N)(Cosh(ZN) Sech(N) Cosh(Nx)—Cosh(ZNx)).
3.3.2.4.2. PIA (1,2) Goéziimii
Oncelikle Denklem (3.81) icin iterasyon algoritmasi asagidaki sekilde kurulur :
" 2
(1+20,)(07), +20,(0,), +(c00-N?)(0,), == 2= _g g, (3.86)

&

Sinir sartlarini saglayan en basit fonksiyon 6,(x)=1baslangi¢ fonksiyonu olarak alinir ve

iterasyon islemlerine baslanirsa ilk iterasyon ¢ézimi
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bx b
h| — h| —— :
6,(x) = Cos ( 1_i_g]Sec ( 1+g] (3.87)

seklinde hesaplanir. ikinci iterasyon hesaplanirken ele alinacak iterasyon denkleminin degisken
katsayili olmamasi igin Denklem (3.86) nin sol tarafindaki 6, terimleri 8, olarak alinmistir.

Nihayetinde ikinci iterasyon ¢6zimu asagidaki sekilde elde edilir :

1 N Nx N
6,(x)= Sech —2&\1+¢& Cosh Sech| —
(=) 6 l+<9)3/2 “« [V1+5J{ eviretos (\/ +6‘j “ [ 1+gj
+3ngSmh(\/ﬁ_gj+C h(\/ﬁ_gj(lelhs(3+45)+5Tanh(\/ﬁ_gj (3.88)

(—SN + 2@Tanh( Jﬁ—sD}

3.3.2.4.3. Sayisal Kargilagtirmalar

Sekil 3.7° de boyutsuz sicaklik dagiliminin x koordinati boyunca degisimi farkli € degderlerine
g6re verilmistir. Farkl epsilon degerleri icin sayisal ¢dézimlerin iki iterasyon perturbasyon-
iterasyon ¢ozimleri ile ¢akistigi gdézlemlenmektedir. =100 gibi buytk bir nonlineerlik degerinde
bile sayisal g¢éziimden ayirt edilemeyen goziimler elde edilmistir. Perturbasyon-iterasyon
metodu ve klasik perturbasyon metodu sonuglari Tablo 3.5.” de karsilastiriimistir. Perturbasyon-
iterasyon ¢dzimunun Tablo 3.5 den de anlasilacagi Uzere farkl epsilon degerlerinde ¢ok
hassas sonugclar verdigi gosterilmistir. Klasik perturbasyon metodu ise beklenildigi gibi blyuk €

degerlerinde fiziksel sonuglar tGretememektedir.
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1.1

T T T
Noktalar : Sayisal Coziimler
1.05- Cizgiler : PIA Goziimleri -
1 - P E e
0950 o T T B /
0.9 - ’ .
@ -
0.85 P L |
08 e 1
0.75 L &= 100,10, 1, 0.1
0.7
T ‘\ o | | | | | | | |
0'650 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 3.7. Denklem (3.81) icin Perturbasyon-lterasyon Algoritmasinin ikinci iterasyon

Cozimlerinin Sayisal Cozimler ile Karsilastiriimasi.
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Tablo 3.5. Denklem (3.81) icin Perturbasyon-iterasyon Metodu ve Klasik Perturbasyon

Metod Codziimlerinin Farkh € Degerleri icin Sayisal Coziimlerle Karsilastiriimasi.

=10 €=100 €=1000
x Sa_l_ylfal Perturbasyon | Perturbasyon Sa_l_ylfal Perturbasyon | Perturbasyon Sa_l_ylfal Perturbasyon | Perturbasyon
Coziim Iterasyon M. Metodu Coziim Iterasyon M. Metodu Coziim Iterasyon M. Metodu

0 0.9553278388 | 0.9553621215 | 2.6612810697 | 0.9950577720 | 0.9950578565 | 20.7803222337 | 0.9995005828 | 0.9995005829 | 201.9707338742
0.1 0.9557803974 | 0.9558136309 | 2.6535122331 | 0.9951072732 | 0.9951073565 | 20.6734471153 | 0.9995055778 | 0.9995055778 | 200.8727959372
0.2 0.9571373385 | 0.9571675540 | 2.6292817015 | 0.9952557670 | 0.9952558469 | 20.3432894315 | 0.9995205627 | 0.9995205627 | 197.4833667309
0.3 0.9593964761 | 0.9594220704 | 2.5857741980 | 0.9955032259 | 0.9955032992 | 19.7608171568 | 0.9995455370 | 0.9995455372 | 191.5112467447
0.4 0.9625541823 | 0.9625741287 | 2.5181517600 | 0.9958496007 | 0.9958496660 | 18.8761754639 | 0.9995805006 | 0.9995805007 | 182.4564125027
0.5 0.9666054257 | 0.9666194202 | 2.4193286304 | 0.9962948239 | 0.9962948806 | 17.6164208714 | 0.9996254525 | 0.9996254527 | 169.5873432818
0.6 0.9715438571 | 0.9715523421 | 2.2796431266 | 0.9968388088 | 0.9968388574 | 15.8822190572 | 0.9996803919 | 0.9996803921 | 151.9079783643
0.7 0.9773618590 | 0.9773659498 | 2.0864128801 | 0.9974814503 | 0.9974814916 | 13.5433700572 | 0.9997453177 | 0.9997453180 | 128.1129418274
0.8 0.9840506348 | 0.9840518979 | 1.8233550269 | 0.9982226223 | 0.9982226591 | 10.4329763743 | 0.9998202286 | 0.9998202289 | 96.5291898483
0.9 0.9916003059 | 0.9916003706 | 1.4698473685 | 0.9990621811 | 0.9990622162 | 6.3400138750 | 0.9999051231 | 0.9999051235 | 55.0416789401
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3.3.2.5. Gozenekli Kanatgik Denklemi

Bu kisimda gbzenekli bir kanatgiktaki sicaklik dagilimini veren boyutsuz denklem ele

alinmistir ( Kiwan (2006) ) :

d’o

——¢6” =0,
dx
49 ¢y -, (3.89)
dx
o(1)=1.

Burada ¢ kanatgigin goézenekliligi ile ilgili boyutsuz 1s1 tasinim katsayisidir. Oncelikle klasik

perturbasyon metodu ile Denklem (3.89) ¢ozilecektir.

3.3.2.5.1. Klasik Perturbasyon Metodu C6ziimii

Boyutsuz sicakligi asagidaki sekilde iki terimli perturbasyon serisine agalim :
O(x)=0,(x)+¢£0,(x)+&°0,(x). (3.90)

Yukaridaki agihm Denklem (3.89) a yerlestirilir, € nun kuvvetlerine gore ayristirilip ¢ikan

diferansiyel denklemler ¢dzilirse asagidaki fonksiyonlar elde edilir :

6,(x) =1, (3.91)

6,(x) :%(x2 -1), (3.92)
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6,(x) =%(x4 —1)—%(;& -1). (3.93)

Denklem (3.91)-(3.93), Denklem (3.90) a yerlestirilerek klasik perturbasyon ¢6zimu elde edilir.

2 2

H(x):1+§(x2—1)+f—2(x4—1)—%(x2—1). (3.94)

3.3.2.5.2. PiA(1,2) Goziimii

Cift terim Taylor serili perturbasyon-iterasyon algoritmasi Denklem (3.89) a uygulanirsa
iterasyon denklemi asagidaki gibi bulunur :

14

(@), -2¢6,(6) =240, (3.95)
&g

Yukaridaki iterasyon denklemi ile sirasiyla asagidaki iterasyon sonuglari elde edilir.

6, =1, (3.96)

. Cosh [\/Ex\/;] Sech [\/5\/;} -1

19121 2 s

(3.97)
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0, = %Sech («/5\/2) {12C0sh (\/EX\/E)(4 + Sech’ (\/Ex/;)z ) + Sech (\/5\/;)

(21 + Sech (\/5\/2)(9C0sh (3\/5\/;) + Cosh(\/i(l - 2x)\/g)

+2Cosh (JE (-2+ X)Wz )+ 2Cosh (V22 + x)Ve )+ Cosh(N2(1+ 2x Wz ) (3.98)
+3\/§\/g(—(1 + x)Sinh (\/5(—2 + x)\/;) —2xSinh (\/Ex\/;)

—(—1 + x)Sinh(\/E(2 + x)\/g))))}

ikinci iterasyon ¢dzimi bulunurken iterasyon denklemini degisken katsayili yapan 8, terimi

yaklasik olarak 6, alinmistir.

3.3.2.5.3. Sayisal Karsilagtirmalar

Sekil 3.8 de farkli epsilon degerleri i¢in Gg¢lncl iterasyon perturbasyon-iterasyon ile sayisal
cozimlerin karsilastinimasi verilmistir. Uglincii iterasyon ¢éziimi sembolik olarak ¢ok buyiik
oldugundan bu kisimda acgikca yazilmamistir. Sadece sayisal verileri grafik Uzerinde
gOsterilmigtir. Ayrica perturbasyon-iterasyon ¢ézimlerinin €=5 dederine kadar sayisal ¢ézlimlere
yakin sonuglar verdigi Sekil 3.8° den goézlemlenmektedir. Tablo 3.6." da ise perturbasyon-
iterasyon metodu ¢dzimlerinin klasik metotla sayisal karsilastiriimasina yer verilmistir. Diger
orneklerde oldugu gibi klasik metodun basarisiz oldugu noktalarda yeni metodumuz iyi sonuglar

vermektedir.
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X
Sekil 3.8. Denklem (3.89) igin Perturbasyon-lterasyon Algoritmasinin  Ug

Cozimlerinin Sayisal Cozimler ile Karsilastiriimasi.
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Tablo 3.6. Denklem (3.89) icin Perturbasyon-iterasyon Metodu ve Klasik Perturbasyon

Metodu Cézimlerinin Sayisal Coézimlerle Karsilastiriimasi.

=3 £=4 =5
x Se_l_yl__sal Perturbasyon | Perturbasyon Sa_l_yl__sal Perturbasyon | Perturbasyon Sa_l_yl__sal Perturbasyon | Perturbasyon
Coziim Iterasyon M. | Metodu Coziim Iterasyon M. | Metodu Coziim Iterasyon M. | Metodu
0 0.500447 0.508407 3.25000 0.443723 0.459066 5.666670 0.401008 0.424824 8.916670
0.1 0.504213 0.512042 3.22008 0.447672 0.462754 5.606800 0.405042 0.428444 8.816880
0.2 0.515626 0.523068 3.13120 0.459663 0.473978 5.428800 0.417307 0.439496 8.520000
0.3 0.535037 0.541864 2.98608 0.480132 0.493232 5.137470 0.438312 0.458578 8.033540
0.4 0.563061 0.569086 2.78920 0.509857 0.521376 4.740800 0.468963 0.486732 7.370000
0.5 0.600629 0.605715 2.54688 0.550023 0.559700 4.250000 0.510665 0.525535 6.546880
0.6 0.649061 0.653127 2.26720 0.602349 0.610039 3.679470 0.565481 0.577236 5.586670
0.7 0.710187 0.713203 1.96007 0.66927 0.674933 3.046800 0.636393 0.644999 4.516880
0.8 0.786522 0.788498 1.63720 0.754226 0.757911 2.372800 0.727718 0.733281 3.370000
0.9 0.881525 0.882496 1.31207 0.862113 0.863913 1.681470 0.845773 0.848476 2.183540
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4. PERTURBASYON-ITERASYON METODUNUN BIRINCi MERTEBE DIFERANSIYEL
DENKLEMLER VE SISTEMLERINE GENELLESTIRILMESI

Bu kisimda birinci mertebe diferansiyel denklem sistemleri igin genel bir perturbasyon

iterasyon algoritmasi tlretilecektir.

Asagidaki diferansiyel denklem sistemini g6z 6nline alalim :

Fy (i1, 6,0) =0 (4.1)

Burada k=1,2,...,Kve j=1,2,...,K 'dir. K=1 igin sistem bir tane birinci mertebe diferansiyel

denkleme donusur. Denklem (4.1) i daha agik sekilde yazarsak

Flel(b'tl,ul,uz, ....... ,uk,g,t),

F2=F2(b't2,u1,u2, ....... ,uk,g,t), 2)
FK—FK(uk,ul,uz, ....... ,uk,g,t)

olur. Denklem (4.1)’ i asagidaki sekilde iteratif formda tekrar yazalim :

F @y 5t ,,,8,0)=0. (4.3)
Denklem (4.2) icin asagidaki tek diizeltme terimli perturbasyon agilimini yazalim :

Up oy = Uy, T EUL,. (4.4)
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Denklem (4.3) asagidaki genel Taylor serisi notasyonu kullanilarak €=0 civarinda yaklasik

olarak yazilabilir :

Y 1 DY
F=>_—_||=—1| F em. 4.5
k ,,Z‘Om!l:(Dej k} . (4-5)

Yukaridaki denklemde tlirev operatéri su sekildedir :

o K [ Ou .
D _oiy,, 'a 43| L N (4.6)
De Og Oy, =i\ O¢ Ouy,, ) O¢
Denklem (4.6), Denklem (4.5) e yerlestirilirse
41 0 S 0 0
Fo=> =3, ——+> u, +— |F, te" =0 4.7)
o ! ’ auk,rH—I j=1 : a”j,n+1 O

elde edilir. Burada m parametresi Taylor serisinin tirev mertebesini gosterir. M degeri farklh
alinarak farkh perturbasyon-iterasyon algoritmalari olusturulabilir. Perturbasyonda tek diizeltme
terimi alindigi igin bu algoritmalar PiA(1,M) algoritmalari olacaktir. ileriki béliimlerde M=1,2
alinarak PiA(1,1) ve PIA(1,2) algoritmalari olusturulacaktir. Denklem (4.7) ve Denklem (4.4)

beraber kullanilarak Denklem (4.1)" in yaklasik ¢6zim elde edilebilir.

4.1. Birinci Mertebe IsiI Transferi Denklemi

Yidik (lumped) sistemin zamana bagli sicakhgini veren diferansiyel denklem asagida

verilmistir ( Liang ve Jeffrey (2009) ) :
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du
(1+gu)z+u—0, 4.8)

u(0)=1.

Burada € boyutsuz isi transferi katsayisidir. Yukaridaki problem icin denklem (4.7) de K=1

alinacaktir. Denklem sistemlerinin 6zel hali olan tek denklemli sistemler Oncelikle bu genel

formulasyonla ¢ozlilecektir.

41.1. PiA(1,1) Goziimii

Oncelikle Denklem (4.8) asagidaki sekilde tekrar yaziimalidir :
k= (l Teu,, )al,;1+l TU - (4.9)

Denklem (4.7) yi Denklem (4.9)" a uygulayalim :

. O . O 0
Fi|5:0 +[£M1,na‘—+ul’n ou +£JE:| =0 . (410)

Denklem (4.7)" de problem tek bir diferansiyel denklemden olustugu igin K=1 alinmistir. Ayrica
perturbasyon iterasyon algoritmasi birinci tlirev Taylor serili oldugundan M=1" dir. Denklem

(4.10) da ki turevli terimler Denklem (4.4) ile beraber asagidaki sekilde hesaplanir :

31 I 4.11)
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oKl (4.12)
ou, o
SR _ (4.13)
Ou, o

Denklem (4.11)-(4.13)’ 4 Denklem (4.10)’ a yerlestirirsek
ly, T, ==y, (4.14)

iterasyon denklemimizi elde ederiz. Yaklasik ¢ozimleri elde etmek igin asagidaki tahmini

baslangic fonksiyonu ile islemlere baglayalim :
u,=e". (4.15)

ilk iterasyon ¢6zimi Denklem (4.14) ve Denklem (4.3) ile beraber gdziilerek asagidaki sekilde

bulunur :
u, =(1+¢)e’ —ge™. (4.16)

Bundan sonraki iterasyon ¢dzumleri

g & 3 2
u,=|l+e+—+=— e”—g(l+2g+52)e’2’+—52(1+£)e’3’——536’4’, (4.17)
b2 2 2 3
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Uz = L8 g +%e7’56 (1+8)—:—(3)e6’85 (1+¢) +%e3’g2 (1+¢)

(6+ 6¢ +3¢? +83)—Le‘2t5(6+ 6c+3&” + 53)2 +ie‘5t84
36 72

(4.18)
(39+93g+8752 + 2953)—%5‘“53 (8+ 206 +21&% +12&° +3g4)

+$e" (840+84Og+42052 +1408° +35¢* +21° +7&° + g7)

olarak bulunur. Yukaridaki sonuglar Tari et al. (2007) nin varyasyonel iterasyon ile bulduklari ile
aynidir. Bu érnek igin perturbasyon-iterasyon algoritmasi PiA(1,1) varyasyonel iterasyon

metodu ile ayni ¢gbzimleri vermigtir.

41.2. PiA(1,2) Goziimii

Denklem (4.7) M=2 alarak Denklem (4.8) igin tekrar diizenlenirse bir Ust seviye iterasyon

denklemi elde edilir :
(1+eu,, )is, +(1+eu,, Juy, =———2—u, i, . (4.19)

Yukaridaki denklemi v, , = e’ baslangi¢ fonksiyonu ile ¢ézer ve Denklem (4.3)’ e yerlestirirsek

ilk iterasyon ¢6zumunu elde ederiz :

(4.20)

Yukaridaki fonksiyonun tahmini fonksiyon olarak kullanildigi ikinci iterasyon ¢6zimi ise
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_ 2 0 -
u,=e +2g(et 1)+g (f et)+ 2 5ca”(—1+e’)2
’ Z(e’ +g) 24(e’ + g) (4.21)

(—16e2t +4e¥ —15e¢'c—10e* s+ e’ e —3s* —6e's* —3e* &’ )

seklinde elde edilir. ikinci ve liclincii iterasyon ¢dziimii elde edilirken ¢éziim kolayligi agisindan

Denklem (4.19) un sol tarafindaki ¢ katsayili terimler yaklasik olarak u,, ve u,, olarak

alinmistir. Uglincii iterasyon ¢dziimii ise sadelik agisindan sembolik olarak burada verilmeyip

sayisal ¢iktilar tablo tzerinde gosterilmigtir.

4.1.3. Sayisal Karsilagtirmalar

Denklem (4.8) igin PIA(1,2) g¢ézimleri ve PIA(1,1) ¢dziimlerine tamamen uyumlu olan

varyasyonel iterasyon metodu ¢oézimleri asagidaki hata analizi formali kullanilarak

|Saylsal Coziim-Yaklasik Ct')ziim|

%Hata = x100 (4.22)

Sayisal Coziim

Tablo 4.1. Uzerinde karsilastiriimistir. Tablo 4.1." de her bir t zamaninda ylzde hatalar ve en
sonda da ortalama yiizde hata hesaplanmistir. Tablo 4.1.” den PIiA(1,2) algoritmasinin her

iterasyonda varyasyonel iterasyon metoduna gére ¢ok daha iyi sonuglar verdigi gérilmektedir.
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Tablo 4.1. Denklem (4.8) igin Perturbasyon-iterasyon Metodu ve Varyasyonel iterasyon Metot

Cozumlerinin Sayisal Cozimlerle Karsilastiriimasi (e=1).

% Hata % Hata )

Perturbasyon- Varyasyonel Iterasyon

Iterasyon Metodu (1,2) | Metodu

t U1 Uq Uqs U1 Uq Uqs

0 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00
1 1.77 |1 0.19 | 0.02 5.87 1.71 3.15
2 0.29 | 0.26 | 0.04 9.38 5.88 1.53
3 3.98 | 0.30 | 0.00 19.11 | 2.66 0.63
4 6.31 | 0.00 | 0.03 23.55 | 0.08 0.99
S 7.36 | 0.21 | 0.03 2534 | 1.12 0.97
6 7.78 | 0.30 | 0.03 26.02 | 1.61 0.93
7 7.94 |1 0.34 | 0.02 26.28 | 1.79 0.92
z’ataort' 4.55 | 0.20 | 0.02 17.86 | 2.58 1.40

4.2. Lotka-Volterra Denklemi ve Denklem Sistemleri

Bu kisimda matematiksel biyolojinin en Unli denklemlerinden Lotka-Volterra denklem
sistemlerinin ¢6zumleri perturbasyon-iterasyon metodu ile ele alinacaktir. Lotka-Volterra
denklem sistemleri dodadaki av-avci iligkini modellemektedir. Bu tarz modeller ekolojistler ve
matematikgiler tarafindan siklikla kullaniimaktadir. En genel Lotka-Volterra denklemi asagidaki
sekildedir ( Olek (1994) ) :

du

K
7;:“1( [bk+2akjujj,uk(0)=ck, k=12,..K. (4.23)
=l

Bundan sonraki kisimlarda farkli K degerline karsilik gelen Lotka-Volterra denklemler sistemleri

icin perturbasyon-iterasyon ¢ézimleri yapilacaktir.
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4.21. Tek Boyutlu Lotka-Volterra Sistemi

Asagidaki denklem tek boyutlu bir ekolojik sistemi modellemektedir ( Batiha et al. (2007) ).

Bu modelde sinirli sayida besin kaynagi ve bunu tiiketen canli arasindaki iliski verilmektedir :

@ =u(b+au),
dt (4.24)
b>0, a<0, u(0)>0.

a ve b probleme ait parametrelerdir. Yukaridaki denklemin ¢6zimu literatirde mevcuttur.

beht
, b#0
b+au(0) g
u(t)y=5 u(0) (4.25)
u(0) b=0
1—au(0)’ '

4.2.1.1. PIA(1,1) Géziimii

Oncelikle Denklem (4.24) ve iteratif perturbasyon serisi denklemi asagidaki sekilde tekrar
yazilmalidir :

Fvl = ul,nﬂ - b ul,n+1 —&a uz (426)

Lo+l 2

c

u =u,, +eu,. (4.27)

L,n+1

Burada ¢ denkleme suni olarak ilave ediimis kiiciik parametredir. iterasyon denklemi

kuruldugunda 1 olarak alinacaktir. Denklem (4.7), Denklem (4.26) i¢in tekrar diizenlenirse
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oF,
i,

ou

4 n+l uC

dl aE I,n
81/2’7+1

OF,
= il 45 (4.28)

- OF, OF,
61/2174—1 61/2174—1

elde edilir. Buradaki terimler sirasiyla

F F F
F|_ =u,-bu,, OF, -b, 6.1 —1,& =—au’
! aM;'Hrl £=0 aM;'Hrl £=0 88 £=0
seklinde hesaplanir. Bdylece iterasyon denklemimiz
dulc,n c . 2
d[ - b ul,n = _ul,n + bul,n + aul,n (429)

seklini alir. Asagidaki tahmini baglangi¢ fonksiyonu ile iglemlere baslarsak

u, =ae” (4.30)
sirasiyla
a’a
bt bt bt
my =ae +==c (e —1), (4.31)

2 3
azaebt(ebt_l) a3aZebt(ebt_1) a4a3ebt(ebt_1)

" 4.32
2 b b? 3p° (*-32)

76



iterasyon ¢ozimlerini elde ederiz.

4.2.1.2. PIA(1,2) Goziimii

Denklem (4.24) icin Denklem (4.7) de M=2 alinarak tiretilen iterasyon denklemimiz
asagidaki sekildedir :

c
dulﬂn

c . 2
e (b +2au,, )“1,n =-u,, +bu,, +au;,.

(4.33)

Ayni sekilde Uy = ae” baslangig fonksiyonu ile iterasyon islemlerine baslarsak sirasiyla

ﬂem—l

u, :gebt[l+e a )j, (4.34)

2

o e""zza 2aa 2aae 2aa(2e" 1) daa 2 ae?

u,=————> 3¢’ +4e * 4e P ———e ? (eb’—l) , (4.35)

’ 8 b

,,6"7‘1 6aa 6ac’ 2a(2+e’”)a 2a(1+2e’”)a 2a(—1+4e’”)a

u,=——e¢ °’a|ll7e? +15¢ * +16le * +90e * +e °

T 384

12 2ae" o 4aa 4aea ZG(HCM )a
_76 b (—1+eb’) 20e * +e b +12e ° a (4.36)

2 o 2a(1+e")a 2aa 2ac"a
+Mb#e b (—1+eb’)2(56b +2e ° D

birinci, ikinci ve Ugiincl iterasyon c¢ozimlerini elde ederiz. ikinci ve (giincl iterasyon
¢6zumlerinde Denklem (4.33)" nin sol tarafindaki b + 2 au;, terimi iglem kolayligi agisindan

b+2auy, =b+2aaePtainmistir.
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4.2.1.3. Sayisal Karsilagtirmalar

Tablo 4.2.” de Denklem (4.24) in tam ¢6zUmUnin sayisal verileri ile perturbasyon-iterasyon
metodunun sayisal verileri karsilastiriimistir. Son iki sttun ikinci tirevli Taylor serili metodun
(M=2) ¢o6zimleridir. Goruldugu gibi her iki farkh algoritmada farkh iterasyon degerlerinde tam
cozime yaklasmistir. PIA(1,2) gok daha fazla islem hacmi gerektirmesine ragmen PiA(1,1) in
bes iterasyon sonunda yakaladidi dogrulugu sadece Ug¢ iterasyonda yakalamistir. Fakat Ust
seviye algoritmalar her zaman daha yogun islem hacmi gerektireceginden mutlaka sembolik bir

hesaplayiciya ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tablo 4.3. de ise PIA(1,2) ¢dziimleri Adomian ayristirma metodu (Batiha et al. (2007)) ve
varyasyonel iterasyon metodu ile karsilastiriimistir. Gorildigu gibi perturbasyon-iterasyon

algoritmasi, tam ¢6ztime diger iki metoddan daha yakin ¢ézimler vermektedir.
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Tablo 4.2. Denklem (4.24) igin Perturbasyon-iterasyon Metodu Céziimlerinin Tam Cézim ile Karsilagtiriimasi

. (@a=-3, b=1 ve 0=0.1)

Tam Co6ziim PiA (1,1) PiA(1,2)

t U4 Uq,1 Uq,2 Uq,3 Uq,4 Uq,5 Uq,1 Uq,2 Uq,3
0.0 | 0.100000 | 0.100000 | 0.100000 | 0.100000 | 0.100000 | 0.100000 | 0.100000 | 0.100000 | 0.100000
0.1 0.107137 | 0.107030 | 0.107139 | 0.107137 | 0.107137 | 0.107137 | 0.107138 | 0.107137 | 0.107137
0.2 |0.114533 | 0.114028 | 0.114555 | 0.114532 | 0.114533 | 0.114533 | 0.114543 | 0.114533 | 0.114533
0.3 |0.122164 | 0.120818 | 0.122253 | 0.122159 | 0.122164 | 0.122164 | 0.122206 | 0.122164 | 0.122164
0.4 |0.130001 | 0.127171 | 0.130259 | 0.129983 | 0.130002 | 0.130001 | 0.130121 | 0.130002 | 0.130001
0.5 |0.138013 | 0.132785 | 0.138625 | 0.137958 | 0.138017 | 0.138012 | 0.138293 | 0.138016 | 0.138013
0.6 |0.146163 | 0.137272 | 0.147445 | 0.146021 | 0.146175 | 0.146162 | 0.146738 | 0.146174 | 0.146163
0.7 |0.154414 | 0.140132 | 0.156869 | 0.154084 | 0.154449 | 0.154411 | 0.155492 | 0.154445 | 0.154415
0.8 |0.162726 | 0.140729 | 0.167126 | 0.162023 | 0.162814 | 0.162717 | 0.164618 | 0.162802 | 0.162728
0.9 |0.171057 | 0.138259 | 0.178536 | 0.169658 | 0.171261 | 0.171033 | 0.174207 | 0.171228 | 0.171064
1.0 |0.179367 | 0.131705 | 0.191525 | 0.176725 | 0.179808 | 0.179306 | 0.184389 | 0.179721 | 0.179386
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Tablo 4.3. Denklem (4.24) igin PIA(1,2) Cézimlerinin Adomian ve Varyasyonel iterasyon Metodu GCézumleri ile Sayisal Kargilastirimasi (a=-3,
b=1 ve a=0.1).

t Tam Géziim ADM, @; 2-iterasyon VIM 1-iterasyon 2-iterasyon
PiA(1,2) PiA(1,2)
0.0 | 0.100000 0.100000 0.100000 0.100000 0.100000
0.1 | 0.107137 0.107140 0.107138 0.107138 0.107137
0.2 | 0.114533 0.114560 0.114554 0.114543 0.114533
0.3 | 0.122164 0.122260 0.122253 0.122206 0.122164
0.4 | 0.130001 0.130240 0.130258 0.130121 0.130002
0.5 | 0.138013 0.138500 0.138624 0.138293 0.138016
0.6 | 0.146163 0.147040 0.147445 0.146738 0.146174
0.7 | 0.154414 0.155860 0.156896 0.155492 0.154445
0.8 | 0.162726 0.164960 0.167126 0.164618 0.162802
0.9 | 0.171057 0.174340 0.178535 0.174207 0.171228
1.0 | 0.179367 0.184000 0.191524 0.184389 0.179721
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4.2.2. iki Boyutlu Lotka-Volterra Denklem Sistemi

Lotka (1925) ve Volterra (1926) tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak gelistirdikleri

matematiksel model, bir ekolojideki belli zamanlardaki av ve avci populasyonunu vermektedir.

Av ve avci sayilari birbirlerinden bagimsiz olamayacaklari igin denklemler etkilesimlidir :

du
jzul(bl+allul+a12u2)’ m(0)=a,
(4.36)
du
7t2=u2(b2+a21“1+a22u2)’ 1,(0)= 4.

Burada a ve (B baslangigtaki iki tlrin populasyonlaridir. Diger parametrelerde modele bagl
katsayilardir.

4.2.2.1. PiIA(1,1) Goziimii

Bu kisimda Denklem (4.36) nin yaklasik ¢6zimu Denklem (4.7), Denklem (4.3) ve Denklem
(4.4) ile beraber kullanilarak bulunacaktir. Denklem sistemi 2 boyutlu oldugundan K=2

alinmalidir. Oncelikle Denklem (4.36) yi asadidaki iteratif formda tekrar yazalim :

K= Up o U (bl teayu,, téaq, “2,n+1) =0,

. (4.37)
F = Uy g Uy (bz teau,, teayu,,, ) =0.

Denklem (4.7) yi yukaridaki sistem icin M=1 alarak agalim :
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(4.38)

Yukaridaki denklemin turevleri asagidaki sekilde hesaplanir :

-

Bu yapilar Denklem (4.38)’ e yerlestirilirse asagidaki iterasyon denklemlerini elde ederiz :

.c c 2 .
U, _blul,n =anuy, tap, U, , U, + blul,n >

' (4.39)
e e .
U, _b2u2,n =ayl, , tayu U, , —u,, +b2u2,n .

Yukaridaki denklemler asagidaki iteratif perturbasyon serileri ile beraber g¢ozilerek yaklasik
¢dzimler elde edilebilir :

— ¢
Up g = Uy, TU,,

(4.40)
=u, +u,
Z/l2,n+l u2,n 2.n°
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Baslangi¢ fonksiyonlarini genel formda alalim :

u,=ae", u,,=pe" (4.41)

n=0 icin Denklem (4.39)" un ¢6zimleri asagidaki gibidir :

tho = b b ’
zbl th 2 tb2 tb (4.42)
. aﬁazlez(—1+e‘) ﬁazzez(—l+ez)
uz,o = 5 + b
1 2

Denklem (4.42) ve Denklem (4.41), Denklem (4.40) a yerlestirilirse ilk iterasyon ¢6zimi elde

edilir :
" a’a, e’ (—1+e’b1) a fa,,e” (—1+e’b2)
M“ =ac ' + + 5
, bl b2
th th, 2 th th (4'43)
" aﬁaZIez(—lJre ‘) ﬁa2zez(—1+e 2)
u,, =pe” + +
’ b, b,

Yukaridaki fonksiyonlarin baglangi¢ tahmini olarak kullanilacak yeni iterasyon islemi sonucunda
ikinci iterasyon sonuglari elde edilir. ikinci iterasyon sonuglari oldukga uzun cebirsel ifadeler
olarak elde edildiginden sadece sayisal degerlerine yer verilecektir. Ayrica ilk iterasyondan

sonra sembolik bir hesaplayiciya gerek vardir.
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4.2.2.2. Sayisal Karsilagtirmalar

Denklem (4.36)" nin tam ¢6zim{ olmadigindan sayisal ¢dzimi, Tablo 4.4. de birinci ve
ikinci iterasyon ¢ozimleri ile karsilastirimistir. Elde edilen ¢6zimlerin sayisal hatalari kabul
edilebilir diizeyde olup, iterasyon sayisi arttikga sayisal ¢ézlimlere yaklasiimaktadir. Tablo 4.4

den goérildugu Gzere ilk iterasyon ¢ozimleri bile oldukga hassastir.

Tablo 4.4. Denklem (4.36) i¢in Perturbasyon-iterasyon Metodu Cdziimlerinin Sayisal Céziimler
ile Karsilastirnimasi. (b4=0.1, a;4=-0.0014, a4,=-0.0012, b,=0.08, a,,=-0.0009, a»,=-0.001, a=4
ve =10)

Sayisal Coziim PiA(1,1)

t u; u; Uy, Uz, up) uz)
0.0 4.000000 10.000000 | 4.000000 10.000000 | 4.000000 10.000000
0.1 4.033071 10.066572 | 4.033059 10.066553 | 4.033071 10.066573
0.2 4.066363 10.133490 | 4.066316 10.133411 | 4.066364 10.133490
0.3 4.099879 10.200753 | 4.099771 10.200573 | 4.099879 10.200754
04 4.133617 10.268363 | 4.133422 10.268037 | 4.133618 10.268365
0.5 4.167580 10.336320 | 4.167269 10.335802 | 4.167582 10.336322
0.6 4.201767 10.404623 | 4.201312 10.403865 | 4.201770 10.404627
0.7 4.236180 10.473273 | 4.235549 10.472226 | 4.236185 10.473281
0.8 4.270819 10.542271 | 4.269980 10.540883 | 4.270826 10.542282
0.9 4.305684 10.611618 | 4.304604 10.609834 | 4.305694 10.611634
1.0 4.340776 10.681312 | 4.339420 10.679076 | 4.340796 10.681334

4.2.3. Ug Boyutlu Lotka-Volterra Denklemi

asagidaki denklem kullanilabilir ( Bataineh et al. (2007) ) :
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Bir ekolojide aralarinda besin zinciri iligkisi olan Ug¢ turin populasyonunu modellemek igin




du
L
=u, (bl +a,u +a,u, +a, u3),

dt

du

dt2 =U, (bz ta, U +a,, U, +ayi, )» (4.44)
du,
A uy (by + ay, uy +ay, uy + aguy).

4.2.3.1. PIA(1,1) Goziimii

Denklem (4.44) G asagidaki formda yazalim :

F= U = U (bl teau,, teap U, teasU, ) =0,
F, = Uy pot —Us (bz teayu,,, teayu,,, tEayl,,,, ) =0, (4.45)

Fo=u,,,, —u,, (bs teayu,, teayu,,, + 5a33u3,n+1) =0.

Denklem (4.7) yukaridaki sisteme uygulanirsa asagidaki iterasyon denklemleri elde edilir :

.c c _ 2 .

U, _blul,n =ayu,, tanl U, , +asi U, —u,, +b1”1,n 5

. C c  _ 2 .

u,, _quZ,n =apl, , T ayu U, , Ay, Uy, — U, +b2u2,n’ (4.46)

.c [ 2 .
U, _b3u3,n = Ayl , tag Uy Uy, Al Uy, — U, +b3”3,n-

Asagidaki denklemler bizim tahmini baslangi¢ fonksiyonlarimiz olsun :

t t t
o =ae, u,,= e, u,,=ye. (4.47)

Yukaridaki fonksiyonlar kullanilarak elde edilen ilk iterasyon ¢ézimleri su sekildedir :

85



2 th, th, th, th.
T 1(—1+e 1) apfa,e ‘(—1+e 2) aya,e”(—1+e™)
u,=ae” + + + > (448)
, bl bZ b3

a Ba, e” (—1 +e ) N Ba, e (—1+e’b2 ) . Bya,e” (—1 +e™ )

, (449
b b, b, (449)

— tby
u, =pe” +
1

aya,e” (—1+e’b‘) Bya,e” (—1+etb2) 7 a,e” (—1+e’b3)
N + + . (450
bl b2 b3

1,

U, =ye

Bundan sonraki iterasyon sonuglarini bulmak igin bir sembolik hesaplayici gereklidir.
Kullandigimiz Mathematica programi sistemdeki parametreleri degisken olarak biraktigimiz
zaman ilk iterasyondan sonra ¢6zim verememektedir. Bunun yerine sistemdeki parametrelerin

sayisal degerleri girildikten sonra besinci iterasyona kadar islemler devam ettirilebilmistir.

4.2.3.2. Sayisal Karsilagtirmalar

U¢ boyutlu Lotka-Volterra diferansiyel denklem sistemi igin analitk ¢6ziim
bulunmamaktadir. Bu ylzden perturbasyon-iterasyon metodunun ¢dzimleri, problemin sayisal
cozimleri ile karsilastirimistir (Tablo 4.5.). Tablo 4.5. den gorildugu gibi perturbasyon-
iterasyon metodunun dérdincl ve besinci iterasyon ¢ézimleri sayisal ¢dzime oldukga yakindir.
Uc¢ boyutlu Lotka-Volterra denkleminde de perturbasyon-iterasyon metodu basarili sonugclar

vermektedir.
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Tablo 4.5. Ug Boyutlu Lotka-Volterra Denklemi igin Perturbasyon-iterasyon Metodu Cézimlerinin Sayisal Cézimler ile Kargilagtiriimasi. (b4=1,
ay=-1, a12=-0.1, a;3=-0.1, by=1, a51=-0.1, ax=-1, ax3=-0.1, b3=1, a3;=-0.1, az,=-0.1, az;=-1, a= 0.2, f=0.3, Y=O5)

Sayisal Coziimler PIA(1,1)
t u u u3 Upg Uy 4 LLEW Uys Uzs U3 s
0.0 0.20000 | 0.30000 0.50000 0.20000 | 0.30000 | 0.50000 | 0.20000 0.30000 | 0.50000
0.1 0.21473 | 0.31914 0.52234 | 0.21473 | 0.31915 | 0.52234 | 0.21473 0.31915 | 0.52234
0.2 0.23010 | 0.33873 0.54428 | 0.23010 | 0.33873 | 0.54429 | 0.23010 0.33873 | 0.54428
0.3 0.24609 | 0.35867 0.56572 0.24609 | 0.35867 | 0.56573 | 0.24609 0.35867 | 0.56572
0.4 0.26264 | 0.37888 0.58655 0.26265 | 0.37889 | 0.58662 | 0.26264 0.37888 | 0.58654
0.5 0.27973 | 0.39927 0.60667 0.27975 10.39931 | 0.60693 | 0.27973 0.39927 | 0.60664
0.6 0.29729 | 0.41974 0.62601 0.29734 | 0.41987 | 0.62679 | 0.29729 0.41973 | 0.62591
0.7 0.31527 | 0.44020 0.64449 0.31540 | 0.44054 | 0.64654 | 0.31526 0.44015 | 0.64420
0.8 0.33361 | 0.46054 0.66208 0.33393 | 0.46138 | 0.66683 | 0.33356 0.46042 | 0.66128
0.9 0.35222 | 0.48068 0.67871 0.35294 | 0.48254 | 0.68887 | 0.35210 0.48037 | 0.67675
1.0 0.37105 | 0.50053 0.69438 0.37256 | 0.50438 | 0.71455 | 0.37075 0.49979 | 0.68991
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4.2.4. Gok Boyutlu Lotka-Volterra Diferansiyel Denklem Sistemi

Bu kisimda ¢ok boyutlu Lotka-Volterra diferansiyel denklem sistemine PiA(1,1) (M=1)

uygulanacaktir. Oncelikle gok boyutlu denklemimizi tekrar ele alalim :

du k
7;:%‘ [b”Z"'ff”fJ’ k=12,..K. (4.51)
J=

Yukaridaki denklemi asagidaki formda tekrar yazalim :

J=1

K
F;c = Z:tk,lHl _uk,nH (bk + gzak/‘u‘j,lﬁl j (452)
Denklem (4.7) deki terimleri Denklem (4.52) ye gore tekrar hesaplayalim :

|, %
" e

K
= —Z Al Uy

e=0 J=1

F, =u;

&=0

SN s au

Yukaridaki denklemler Denklem (4.7) ye yerlestirilir ve €=1 alinirsa ¢ok boyutlu bir Lotka-

Volterra denklem sistemi igin yaklasik ¢dézimu verecek iterasyon denklemi elde edilir :

K

e ¢ _

Uy _bkuk,n =—U, +bkuk,n +Zak/uk,nu_/,n‘ (4.53)
=
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Ayrica yaklasik ¢ézimler igcin Denklem (4.53) ile beraber asagidaki baslangis sartlarini veren

denklem ve iteratif perturbasyon serisi denklemi birlikte kullaniimalidir :

u,(0)=ae”, (4.54)

.
W = Uy TU - (4.55)

Denklem (4.53) kolayca integre edilebilir :

K
T e (—j e‘b’f’a,{,ndt + j e_b"’bkuk’n + j e Zakjuk,nuj,ndt +c, J (4.56)
=

Bu ifade Denklem (4.55) e yerlestirilirse ¢ok boyutlu ( k tane denklem igeren) Lotka-Volterra
diferansiyel denklem sisteminin yaklasik ¢dézimi perturbasyon-iterasyon metodu ile yapilmis
olur. Asagidaki ifadeden, tek tirev Taylor serili metod ile bu kisimda elde edilmis butiin sonuglar
elde edilebilir :

K
byt ~byt - —byt —byt
U =Wy, teE" (—J.e * uk,ndt+J.e “bu,, +J.e * Za,quk,nuj’ndt+cn}. (4.57)
Jj=1

¢, burada her bir iterasyona ait integral sabitidir, Denklem (4.54) Un yardimi ile bulunur.
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SONUG VE ONERILER

Bu tez kapsaminda Pakdemirli ve Boyaci (2007) nin galismasinda cebirsel
denklemlerin yaklasik koklerini bulmak icin geligtirilen perturbasyon-iterasyon algoritmalari
diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Diferansiyel denklemler igin c¢ikarilan perturbasyon-
iterasyon algoritmalari hem lineer hem de nonlineer farkli mertebe diferansiyel denklemlerde
basari ile uygulanmistir. Geligtirilen perturbasyon-iterasyon algoritmalari kullanilan perturbasyon
serisi ve Taylor serisinin tlirev mertebesine goére siniflandiriimistir. Sirasiyla, Tek Dizeltme
Terimli ve Birinci Turev Taylor Serili PIA(1,1), iki Diizeltme Terimli ve ikinci Tirev Taylor Serili
PiA(2,2), Tek Duzeltme Terimli ve ikinci Turev Taylor Serili PIA(1,2), Tek Diizeltme Terimli ve
Uglincli Tirev Taylor Serili PIA(1,3) perturbasyon iterasyon algoritmalari ¢ikariimis ve gok farkl
tipte problemler lGzerinde test edilmistir. Taylor serisinin tirev mertebesini ylkselttikge ¢ikan
algoritmalar, daha karmasik olmakla beraber klasik metotlara ve diger alt seviye algoritmalara
gbre ¢ok daha basarili sonuglar vermektedir. Bltln test problemlerinden alinan g¢ézimler,
sayisal ¢ozumler, klasik perturbasyon metodu, varyasyonel iterasyon metodu ve varsa tam
¢ozUmler ile karsilastiriimistir. Bu karsilastirmalardan elde edilen kesin bir sonug yeni metodun,
klasik perturbasyon metodu ve varyasyonel iterasyon metoduna gére ¢ok daha iyi ¢ézimler
vermesidir. Ayrica metodun guvenilirligini test etmek igin yapilan uygulamalardan asagidaki

sonuglar c¢ikarilabilir :

Yeni perturbasyon-iterasyon metodu klasik metot gibi kiiglik parametre ihtiyaci duymamaktadir.
Denklemlere en basta yapay olarak eklenen kiguk parametre ¢dzimlerde 1 alinarak ortadan
kaldinimistir.

PiA(1,1) algoritmasi daha g¢ok polinom tipinde ¢dziim verirken, PiA(1,2) ve daha Ust seviye
algoritmalar fonksiyonel tipte ¢céztimler vermektedir.

PiA(1,M) tipi algoritmalarda M sayisi arttikga elde edilen algoritmalar daha karmasik olup
¢ozumleri alt seviye algoritmalara goére daha hassastir.

Cogu 6rnek uygulamada klasik perturbasyon metodu sonuglari kiiglik parametrenin blylyen
degerlerinde patlayan tipte ¢dzimler verirken Ust seviye perturbasyon-iterasyon algoritmasi
¢6zUmlerinde bdyle bir seyle karsilasiimamistir.

Klasik perturbasyon metodundan elde edilen ¢dzimler perturbasyon parametresinin sadece
kiguk degerlerinde gecerliyken, perturbasyon-iterasyon metodunun ¢ézimleri perturbasyon
parametresinin birden ¢ok buylk degerlerinde bile sayisal veya tam ¢6zimlere oldukga
yakindir. Kisaca gelistirilen yeni metot ile klasik perturbasyon metodunun sadece zayif

nonlineer problemlerde ¢alismasi kisiti ortadan kaldiriimistir.
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Daha karmasik algoritmalar tam veya sayisal ¢dézimlere daha yakin sonuglar vermesine
ragmen islemleri olduk¢ga yogundur. Bu ylzden Mathematica gibi sembolik bir hesaplayiciya
ihtiyag duyulmaktadir.

Yeni perturbasyon-iterasyon algoritmalarinin kullanilabilirligi oldukga basit ve sistematiktir.
Yuiksek seviye algoritmalarda ¢6zim kolayligi agisindan diferansiyel denklemi degisken
katsayill yapan terimlerde baslangi¢ fonksiyonunu kullanarak sadelestirme yapilabilir. Bu
basitlestirmeye ragmen elde edilen sonuglar klasik yaklagim veya benzer metotlara gére ¢ok
daha iyidir.

Ust seviye algoritmalarda sayisal veya tam ¢éziime yakinsama alt seviye algoritmalara gére ¢ok
daha hizli gergeklesmektedir. Ornegin PIA(1,1) gézimlerinde ikiden Ugden fazla iterasyonda
elde edilen yakinsama PiA(1,2) ¢éziimlerinde sadece iki iterasyonda elde edilmistir.

Bu tez kapsaminda gelistirilen sistematik yaklagimla PIA(n,m) ( n: perturbasyon serisindeki
dizeltme terimi sayisi, m: Taylor serisindeki en yiksek turevin mertebesi) n<m olmak Uzere

farkli tipte algoritmalar ¢ikarilabilir.

Bu galismadan sonra gelecek bir galisma ise metodun yakinsaklik kriterleri Gzerine bir
teorik analiz olabilir. Ayrica metod ¢ok sistematik oldugundan sembolik programlamaya oldukga
aciktir. Algoritmalar sembolik islem yapan programlarda alt program olarak yazilip denklemlerin
¢dziim icin kullanilabilir. Bu calismada kismi diferansiyel denklemler ele alinmamustir. ileriki
calismalarda kismi diferansiyel denklemler igin ¢ozim Ureten algoritmalar ¢ikarilabilir. Fark
denklemleri, diferansiyel-fark denklemleri, integro denklemler, integral-diferansiyel denklemler,

fraksiyonel diferansiyel denklemler farkl bir gcalisma kapsaminda bu metod ile incelenebilir.

91



REFERANSLAR

Abbasbandy, S., 2006. The application of homotopy analysis method to nonlinear equations

arising in heat transfer, Physics Letters A, 360, 109-113.

Aksoy, Y., ve Pakdemirli, M., 2010. Perturbation-lteration Solutions for Bratu-type Equations,
Computers and Mathematics with Applications, 59(8), 2802-2808.

Aksoy, Y., Pakdemirli, M., Abbasbandy, S., ve Boyaci, H., 2012. New Perturbation-lteration
Solutions for Nonlinear Heat Transfer Equations, International Journal of Numerical Methods for
Heat & Fluid Flow, 22(7), 814 — 828.

Aziz, A., Nave T.Y., 1984. Perturbation Methods in Heat Transfer, Springer-Verlag, Berlin.

Bataineh, A.S., Noorani, M.S.M. ve Hashim, |., 2008. Series solution of the multispecies lotka-
volterra equations by means of the homotopy analysis method, Differential Equations and
Nonlinear Mechanics, doi: 10.1155/2008/816787.

Batiha, B., Noorani, M.S.M. ve Hashim, I., 2007. Variational iteration method for solving
multispecies Lotka-Volterra equations, Computer and Mathematics with Applications, 54, 903-
909.

Boyd, J., P., 1986. An analytical and numerical study of the two-dimensional Bratu equation,
Journal of Scientific Computing, 1(2), 183-206.

Boyd, J., P., 2003. Chebyshev polynomial expansions for simultaneous approximation of two
branches of a function with application to the one-dimensional Bratu equation, Applied
Mathematics and Computation, 143,189-200.

92



Cengel Y.,2006. Heat and Mass Transfer: a Practical Approach, Mc Graw Hill, New York.

Dai, S. Q., 1990. On a generalized PLK method and its applications, Acta Mechanica Sinica, 6,
111-118.

Deeba,E., Khuri, S. A, ve Xie, S.,2000. An algorithm for solving boundary value problems,
Journal of Computational Physics, 159, 125-138.

Feng, X., He, Y., ve Meng, J., 2008. Application of homotopy perturbation method to the Bratu-
type equations, Topological Methods in Nonlinear Analysis, 31(2), 243-252.

Ganiji, D. D. ve Sadighi, A., 2007. Application of homotopy-perturbation and variational iteration
methods to nonlinear heat transfer and porous media equations, Journal of Computational and
Applied Mathematics, 207,24-34.

Ganji, D. D., Hosseini, M.J. ve Shayegh, J., 2007. Some nonlinear heat transfer equations
solved by three approximate methods, International Communications in Heat and Mass
Transfer, 34, 1003-1016.

He, J. H., 1999. Modified straightforward expansion, Meccanica, 34, 287-289.

He, J. H., 2001. lteration Perturbation Method for Strongly Nonlinear Oscillations, Journal of
Vibration and Control, 7, 631-642.

He, J. H., 2002a. Modified Lindstedt-Poincare methods for some strongly nonlinear oscillations

Part I: expansion of a constant, International Journal of Non-Linear Mechanics 37, 309-314.

93



He, J. H., 2002b. Modified Lindstedt-Poincare methods for some strongly nonlinear oscillations

Part Il: a new transformation, International Journal of Non-Linear Mechanics 37, 315-320.

He, J. H., 2003. Linearized perturbation technique and its applications to strongly nonlinear

oscillators, Computers and Mathematics with Applications, 45, 1-8.

He, J. H., 2006. Some asymptotic methods for strongly nonlinear equations, International
Journal of Modern Physics B, 20, 1141-1199.

Hu,H.,2004a. A classical perturbation technique which is valid for large parameters, Journal of
Sound and Vibration, 269, 409-412.

Hu,H.,2004b. A classical perturbation technique that works even when the linear part of

restoring force is zero, Journal of Sound and Vibration, 271,1175-1179.

Hu, H., 2004c. A modified method of equivalent linearization that works even when the non-

linearity is not small, Journal of Sound and Vibration, 276, 1145-1149.

Hu, H., 2006. Solutions of the Duffing-harmonic Oscillator by an lteration procedure, Journal of
Sound and Vibration, 298,446-452.

Hu, H., ve Xiong, Z. G., 2004. Comparison of two Lindstedt-Poincare type perturbation
methods, Journal of Sound and Vibration, 278, 437-444.

Khuri, S. A., 2004. A new approach to Bratu’s problem, Applied Mathematics and Computation,
147, 131-136.

94



Kiwan, S., 2006. Thermal Analysis of Natural Convection Porous Fins, Transport in Porous
Media, 67, 17-29.

Li, S. ve Liao, S., 2005. An analytic approach to solve multiple solutions of a strongly nonlinear
problem, Applied Mathematics and Computation, 169, 854-865.

Liang, S. ve Jeffrey, D.J., 2009. Comparison of homotopy analysis method and homotopy
perturbation method through an evolution equation, Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation, 14, 4057-4064.

Lim, C. W. ve B. S. Wu, 2002. A Modified Mickens Procedure for Certain Non-Linear
Oscillators, Journal of Sound and Vibration, 257,202-206.

Lotka, A.J., 1925. Elements of Physical Biology, Williams & Wilkins, Baltimore, Md, USA,

Marinca, V. ve Herisanu, N., 2006. A modified iteration perturbation method for some nonlinear

oscillation problems, Acta Mechanica 184, 231-242.

Mickens, R. E., 1987. Iteration procedure for determining approximate solutions to non-linear

oscillator equation, Journal of Sound and Vibration, 116, 185-188

Mickens, R. E., 2005. A generalized iteration procedure for calculating approximations to
periodic solutions of “truly nonlinear oscillators”, Journal of Sound and Vibration 287, 1045-
1051.

Mickens, R. E., 2006. Iteration method solutions for conservative and limit-cycle x1/3 force
oscillators, Journal of Sound and Vibration, 292, 964-968.

95



Nayfeh, A. H., 2000, Perturbation Methods, Wiley Classics Library, John Wiley & Sons, New
York, New York.

Olek, S., 1994. An accurate solution to the multispecies Lotka-Volterra equations, Society for
Industrial and Applied Mathematics, 36(3), 480-488.

Ozis, T. ve Yildinm, A.,2008. Comparison between Adomian’s method and He’s homotopy

perturbation method, Computers and Mathematics with Applications, 56, 1216-1224.

Pakdemirli ve M., Boyaci, H., 2007. Generation of root finding algorithms via perturbation theory

and some formulas, Applied Mathematics and Computation, 184, 783-788.

Pakdemirli, M., Boyacl, H. ve Yurtsever, H. A., 2007. Perturbative derivation and comparisons
of root-finding algorithms with fourth order derivatives, Mathematical and Computational
Applications 12 (2), 117-124.

Pakdemirli, M., Boyacl, H. ve Yurtsever, H. A., 2008. A Root-Finding Algorithm With Fifth Order
Derivatives, Mathematical and Computational Applications 13 (2), 123-128.

Pakdemirli, M., Aksoy, Y. ve Boyacl, H., 2011. A New Perturbation-Iteration Approach For First
Order Differential Equations, Mathematical and Computational Applications 16 (4), 890-899.

Rajabi, A., Ganiji, D.D. veTaherian, H., 2007. Application of homotopy perturbation method in

nonlinear heat conduction and convection equations, Physics Letters A, 360, 570-573.

Syam, M. |, ve Hamdan, A., 2006. An efficient method for solving Bratu equations, Applied
Mathematics and Computation, 176, 704-713.

96



Tari, H., Ganiji, D.D., Babazadeh, H.,2007. The application of He’s variational iteration method

to nonlinear equations arising in heat transfer, Physics Letters A, 363, 213-217.

Volterra, V., 1926. Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali conviventi,

Memorie della Reale Accademia dei Lincei, 2, 31-113.

Wang, M., Zhao, X. ve Liu, X., 2008. Analytic solutions of a class of nonlinearly dynamic

systems, Journal of Physics : Conference Series, 96, 1-7.

Wazwaz,A.,2005. Adomian decomposition method for a reliable treatment of the Bratu-type

equations, Applied Mathematics and Computation, 166, 652-663.

Xu, L., 2007. Determination of limit cycle by He’s parameter-expanding method for strongly

nonlinear oscillators, Journal of Sound and Vibration, 302, 178-184.

97



OZGECMIS

Yigit Aksoy

30 Ocak 1982 izmir : Dogum tarihi ve yeri

Haziran 2000: izmir Atatiirk Lisesi’ nden mezuniyet

Temmuz 2005: Celal Bayar Universitesi Makine Miihendisliginden Mezuniyet

Ocak 2006-Temmuz 2007: Celal Bayar Universitesi Makine Miihendisliginde Arastirma

Gorevlisi

Temmuz 2007: Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitisii Makine Mihendisligi

Anabilimdali Makine Teorisi ve Dinamigi Programindan YUksek Lisans Mezuniyet

Subat 2011: Celal Bayar Universitesi Makine Miihendisliginde Ogretim Gorevlisi

98



