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OZET

Esnek kiime teorisi, belirsizlik igeren problemlerin ¢oziimiinde etkili bir matematiksel ara¢ olarak
gorlilmekte, ortaya atildigindan bu yana teorik ve pratik pek ¢ok alanda uygulanmaktadir. Teori
icin temeli, esnek kiime islemleri olusturmaktadir. Bu baglamda, bu tez ¢alismasinda teoriye
katkida bulunmak amaciyla, tiimleyenli genisletilmis islem adi verilen yeni esnek kiime islemleri
tanimlanmigtir. Tiimleyenli genisletilmis kesisim, tiimleyenli genisletilmis gamma ve tiimleyenli
genisletilmis yildiz adi verilen iglemlerin tim 6zellikleri detayli bir sekilde ele alinmus, her bir
islemin diger esnek kiime islemleri {izerine dagilmasina islemlerin diger esnek kiime iglemleri ile
iligkisini elde etmek amaciyla bakilmis, sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi tizerinde
tiimleyenli genisletilmis kesisim igleminin klasik cebirde iyi bilinen ve olduk¢a 6neme sahip pek
cok cebirsel yapilar olusturdugu gosterilmistir. Tez ¢alismasi, altt boéliimden olugmakta olup, ilk
boliimiinde esnek kiimeler ve tezde adi gegen cebirsel yapilar ile ilgili kaynak taramasi yapilmustir.
Ikinci béliimde, kiime islemleri, esnek kiimeler ve bazi cebirsel yapilar ile ilgili temel tanim ve
ozelliklere yer verilmistir. Ugiincii, dordiincii ve besinci boliim olan ve tezin dzgiin boliimiinii
olusturan boliimlerde sirasiyla, tiimleyenli genigletilmis kesisim, tiimleyenli genisletilmis gamma
ve tiimleyenli genisletilmis yildiz islemlerinin tamimlari verilmis, islemlerin cebirsel ozellikleri
incelenmis, bu yeni esnek kiime islemlerinin diger esnek kiime islemlere dagilmasina bakilarak
hem diger esnek kiime islemleriyle olan iligkisi goriilmiis, hem de hangi cebirsel yapilar
olusturdugu elde edilmistir. Ayrica kesisim isleminin, klasik kiimede de var olan bir islem olmas1
sebebiyle, bu klasik kiime isleminin ozellikleri, tiimleyenli genisletilmis kesigim isleminin
Ozellikleri ile karsilagtirilmistir. Hem esnek kiime teorisine hem de klasik cebire katkida bulunacak
sekilde, sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi tizerinde tlimleyenli genisletilmis kesisim
isleminin bir sinirli bir yari-kafes oldugu, ayrica tiimleyenli genisletilmis kesisim igleminin diger
esnek kiime islemleri ile birlikte komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halka, komutatif,
idempotent, birimli bir hemihalka, Bool Cebiri, De Morgan Cebiri, Kleene Cebiri, Stone Cebiri ve
MV -cebiri oldugu gosterilmistir. Sonug ve dneriler bolimiinde, tezde elde edilen sonuglar ve 6nemi
tartigilmistir.

Sayfa Adedi : 206
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ABSTRACT

Soft set theory is seen as an effective mathematical tool in solving problems involving uncertainty,
and has been applied in many theoretical and practical areas since its introduction. The basis for the
theory is soft set operations. In this context, in this thesis thesis, new kind of soft set operations
called complementary extended soft set operations are defined in order to contribute to the theory.
All the properties of these operations called complementary extended intersection, complementary
extended gamma and complementary extended star, are examined in detail, the distributions of
each operations over other soft set operations are investigated in order to obtain the relationship of
the operations with other soft set operations and it is obbserved that the complementary extended
intersection operation on a set of fixed parameter set form many well-known and important
algebraic structures in classic algebra. The thesis study consists of six sections, and in the first
section, a literature review is conducted on soft sets and algebraic structures mentioned in the
thesis. In the second part, basic definitions and properties of set operations, soft sets and some
algebraic structures are given. In the third, fourth and fifth sections, which constitute the original
part of the thesis, the definitions of complementary extended intersection, complementary extended
gamma and complementary extended star operations are given, respectively, the algebraic
properties of the operations are examined, and by handling the distributions of these new soft set
operations over other soft set operations, not only the relationships of these operations with other
soft set operations are obtained, but also it is observed what the algebraic structures these
operations form. In addition, since the intersection operation is an operation that also exists in the
classical set, the properties of this classical set operation are compared with the properties of the
complementary extended intersection operation. In a way of contributing to soft set theory and the
classical algebra both, it is presented that the complementary extended intersection operation on the
set of soft sets with a fixed-parameter set form a bounded semi-lattice, and that the complementary
extended intersection operation, along with other soft set operations, are commutative, idempotent,
unitary, non-zero semiring, commutative, idempotent, unitary hemiring, Boolean Algebra, De
Morgan Algebra, Kleene Algebra, Stone Algebra and MV-algebra. In the conclusion,the results
obtained in the thesis and their importance are discussed.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalari verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

v Evrensel niceleyici, her

3 Varliksal niceleyici, en az bir

+ Art1 iglemi

A Lamda islemi

0 Teta islemi

* Yildiz islemi

y Gamma islemi

A Simetrik fark islemi

E Parametre kiimesi

U Evrensel kiime

P(U) U nun kuvvet kiimesi

(F,K) (F,K) esnek kiimesi

(F,K)" (F,K) esnek kiimesinin tiimleyeni
D Z ye gore bos esnek kiim

g E ye gore bos esnek kiime

Uy Z ye gore evrensel kiime

Ug Mutlak esnek kiime

Do Bos esnek kiime

Se(V) U lizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi

Sz(V) Z kiimesi iizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi



1. GIRIS

Bilimsel bilgi, kabul edilegelen kesinligi ve nesnel kesif yontemi yiiziinden, 6ziinde diger
bilgi ¢esitlerinden farkli olarak goriiliir (James, 2006). Giinliikk hayatta ise bilimsel bilgi
gibi nesnel olmayan, giizel insan, sicak hava, sikict roman gibi kisiden kisiye degisen 6znel
kavramlarla karsilasiriz. Insanlar giinliik hayatta karsilastiklar1 belirsizlik igeren karmasik
problemleri ¢ozebilmek i¢in zaman iginde degisik ¢6ziim yollar1 aramiglardir. Ancak
bulunan veya var olan yontemler degisen sartlarda ortaya ¢ikan yeni karmasik
problemlerin ¢oziimiinde farklilik gostermistir. Belirsizlik iceren durumlarla bag edebilmek
icin ortaya atilan teoriler arasinda en bilinenlerin basinda Zadeh (1965)’in ortaya attigi
bulanik kiimeler teorisi gelmektedir. Bulanik kiime iiyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanir.
Hizla gelisen bulanik kiime teorisinde, ortaya ¢ikan yapisal sorunlar insanlar1 yeni yontem
arayigina itmistir ve tyelik fonksiyonundaki bu yapisal zorluklar Molodtsov (1999)
tarafindan, bagimsiz bir kiime teorisi olan esnek kiime teorisinin ortaya atilmasiyla

sonu¢lanmuistir.

Esnek kiime ortaya atildigindan bu yana kendine hem teorik hem uygulama pek ¢ok alanda
yer bulmus ve onciiliigiinde pek ¢ok yeni caligmalar literatiirde yer bulmustur. Bunlardan
ilki, Maji, Roy ve Biswas (2002) tarafindan verilen ¢ok aralik degerli bulanik esnek kiime
kavramidir. Maji ve digerleri (2002) bu kavram igin, tiimleyen, birlesim, kesisim, ve/veya
gibi temel islemlerini de tanimlamiglardir. Maji, Biswas and Roy (2003) iki esnek
kiimenin esitligini, bir esnek kiimenin alt kiimesini ve siiper kiimesini, bir esnek kiimenin
tiimleyenini, ve/veya gibi esnek ikili islemler ile esnek kiimeler igin birlesim ve kesisim
islemlerini tanimlamiglardir. Esnek kiimeyi ve mutlak esnek kiimeyi Orneklerle
tanimlayarak, esnek kiime teorisinde yeni yapilacak olan ¢aligmalarin oniinii agmistir. Pei
ve Miao (2005), daha kiime teorisine dayali, esnek alt kiime ve iki esnek kiimenin kesisimi
kavramlarini yeniden tanimlamistir. Xiao, Chen, Zhong ve Ye (2005) esnek kiimeler
teorisine dayanan bilgi tablosu hazirlayarak esnek bilgi oOriintiilerinin bilinirliliginin
artmast; ayn1 zamanda farkli tanmima vektorlerine karsilik gelen ¢Oziim yoOntemlerini
onermislerdir. Aktas ve Cagman (2005), o6ncelikle bulanik kiimeler ve yaklasimli kiimeler
kavramlart ve bunlarin 6zellikleri iizerinde ¢alisilmistir. Mushrif, Sengupta ve Ray (2006),
dokularin smiflandirilmasinda esnek kiime teorisinin kKullanimi 6nermislerdir. Aktas ve

Cagman (2007), esnek grup, esnek altgrup ve esnek homomorfizma kavramini ilk defa



literatiire kazandirarak, pek cok esnek cebirsel yapi ¢alismalarinin oniinii agmistir. Yang
(2008), Maji ve digerleri (2003), ¢aligmasinda belirttigi bazi ifadelerin yanlis oldugunu
orneklerle kanitlamistir. Sun, Zhang ve Liu (2008), modiilleri ve Molodtsov'un esnek kiime
tanimuni kullanarak esnek modiillerin tanimini sunmus, 6zelliklerini ¢calismistir. Park, Jun
ve Oztiirk (2008) esnek cebirsel kavramlar iizerine galismalar yapmuslardir. Herawan ve
Deris (2010) kaba kiimeler ve esnek kiimeler arasindaki ara iligkiyi ortaya ¢ikarmaya
calismiglardir. Yang, Lin, Yang, Li ve Yu (2009) aralik degerli bulanik esnek kiime
kavramini tanimlamistir. Dagilimlarina bakildi ve De Morgan ile iliskisi kanitlandi. Ali,
Feng, Liu, Min, ve Shabir (2009), esnek kiimeler i¢in esnek kiimelerin kisitinmig birlesimi,
kisitlanmis kesisimi, kisitlanmig farki ve genigletilmis kesisim kavramlarini tanimlayarak
bu islemlerin temel 6zelliklerini ele almislar ve Maji ve digerleri (2003), ¢alismasindaki
yine bir takim yanlis durumlart diizeltmislerdir. Cagman ve Enginoglu (2010),
Molodtsov'un esnek kiime islemlerini, daha islevsel duruma getirmek {iizere yeniden
tamimlamiglardir. Xiao, Gong, Xia ve Zou (2010), 6zel ayirici esnek kiimeler iizerine
calismalar yapmusglardir. Babitha ve Sunil (2010), iki esnek kiimenin kartezyen garpimi
tizerine ¢alismistir. Gong, Xiao ve Zhang (2010), bijektif esnek kiime kavramini ve bijektif
esnek kiime tizerindeki kisitlanmig ve genisletilmis islemleri tanimlamislardir. Feng, Li,
Davvaz ve Ali (2010), Dubois ve Prade'nin yaklagimli bulanik kiimelerini genisleten, esnek
kiime-yaklasimli bulanik kiimeler adi verilen bir kavrami ortaya atarak kanitlamaya
calismiglardir. Jiang, Tang, Chen, Wang ve Tang (2010), yeni kavramlar kullanarak
genisletilmis bir esnek kiime teorisi sunmuslardir. Qin ve Hong (2010), yeni bir esnek
esitlik kavramimi tanimlamis, 6zelliklerini incelemis ve esnek kiime islemleri ile esnek
esitlik arasinda iliskilere bakmistir. Li (2011), De Morgan yasalarini kullanarak,
kisitlanmis  birlesim ve kisitlanmis kesisimin dagilima yasalarini ve birlesim ve
genisletilmis kesisimin dagilim yasalarin1 vermistir. Ge ve Yang (2011), calismasinda,
Maji ve digerleri (2003), tarafindan verilen operasyonel kurallar1 daha ayrintili olarak
arastirmistir. Sezgin ve Atagiin (2011a), esnek kiime teorisindeki Ali ve digerleri (2009),
caligmasindaki yeni esnek kiime islemlerine gére, De Morgan yasasinin gegerli oldugunu
kanmtlamigtir.  Ayrica, kisitlanmig  simetrik farki  da tanimlayarak  ozelliklerini
incelemisleridir. Ali, Shabir ve Naz (2011) kisitlanmis ve genisletilmis birlesim ve kesisim
islemlerinin, esnek kiimeler kiimesi iizerinde, yari grup, yari halka, BCK/BCI, MV
cebirleri ve kafes yapilarini sagladigini gostermistir. Neog ve Sut (2011), esnek kiimeler

icin tiimleyen kavramini yeniden tanimlayarak De Morgan yasasinin gegerli oldugunu



gostermistir. Li (2011), Maji ve digerleri (2003), ¢alismasindaki De Morgan kurali ile ilgili
hataya igaret edip diizeltmis, ayrica De Morgan yasalarini kullanarak, kisitlanmig birlesim
ve kisitlanmis kesigimin dagilim yasalarin1 ve birlesim ve genisletilmis kesisimin dagilim
yasalarini sagladigini gostermistir. Singh ve Onyeozili (2012), esnek kiimelerde birlesim,
kisitlanmis birlesim, kisitlanmis kesisim, genisletilmis kesisim ve kisitlanmis fark
islemlerine gore VE/VEYA islemlerinin dagilima 6zelliklerini incelemistir. Liu, Feng ve
Jun (2012), farkli esnek esitlik iliskileri tiirleri hakkinda kapsamli bilgi sunan bir ¢alisma
yapmuslar, literatiire esnek M-alt kiime ve esnek M-esit iliskilerini dogal bir sekilde
genellestiren yeni kavramlar ortaya koymuslardir. Zhu ve Wen (2013), klasik kiimelerin
temel Ozelliklerinin esnek kiimelerde de gecerli oldugunu gostermisleridir. Feng ve Li
(2013), farkli esnek alt kiime tiirleri ile esnek esitlik arasindaki iliskilere bakmis ve
bulduklart sonuglari Orneklerle kanmitlamustir. Abbas, Ali ve Romaguera (2014),
genellestirilmis esnek esitlik ve genellestirilmis bos esnek kiime kavramlarini tanimlamas,
kavramlarin iligkilerini incelemistir. Onyeozili ve Gwary (2014), klasik kiimelerdeki bazi
ozelliklerin esnek kiimler teorisinde gegerli olmadiginmi gostermislerdir. Kharal (2014), bir
esnek kiimenin ¢ekirdek, destek ve tersi kavramlarini tanimlanmis ve incelemistir. Abbas,
Ali ve Romaguera (2017), genellestirilmis sonlu esnek esitligi, birlesimi ve kesisimi
tamimlamig, Al-shami (2019), ise Abbas ve digerleri (2017), ¢calismasindaki genellestirilmis
sonlu esnek birlesim ve kesisim kavramlarii tekrar tanimlayarak ornekler vermistir.
Husain ve Shivani (2018), Molodtsov (1999) tarafindan baslatilan esnek kiimeler teorisini
inceleyerek, bazi ozelliklerin gecerli olmadigini gostermislerdir. Sezgin, Ahmad ve
Mehmood (2019), esnek kiimeler tizerinde genisletilmis fark adi verilen yeni bir
genisletilmis esnek kiime islem tanimlamig, bu islemin genisletilmis fark ile kisitlanmis
fark ile diger esnek kiime islemleri ile olan iliskisini arastirmistir. Al-shami ve EI-Shafer
(2020), baz1 esnek esitlik bagintilarina gore yeni esnek dogrusal denklem tiirlerini vermis
ve T-esnek esitlik iliskisini incelemistir. Ali, Saleem, Sundus, Khaleeq, Saeed ve George
(2022), 6zel olarak genellestirilmis sonlu esnek esnek esitlik ve genellestirilmis sonlu
esnek esnek birlesimler ve kesisimler iizerinde c¢aligmalar yapmistir. Stojanovic (2021),
yeni bir genisletilmis islem olarak, genisletilmis simetrik fark iglemini tanimlayip, bu
islemin ozelliklerini, diger esnek kiime islemleri ile olan iligkileriyle detayli sekilde

incelemistir.



Esnek kiime teorisindeki teorik ¢alismalar, genel olarak bir cebirsel yapinin esnek cebirsel
formunu detayl sekilde ele alip inceleme seklinde olmus ve Aktas ve Cagman (2007),
esnek grup c¢alismasi bu yondeki ¢alismalarin oniinii agan oncii bir ¢alisma olmustur. Bu
caligmanin devaminda yapilan esnek cebirsel yapilar ile ilgili calismalara bakacak olursak,
Jun (2008), esnek BCK/BCI cebirini, Feng, Jun ve Zhao (2008), esnek yar1 halkayi, Jun ve
Park (2008), esnek BCK/BCI cebirlerinin cebirsel 6zelliklerini ¢alismiglardir. Jun, Lee ve
Zhan (2009), esnek kiime kavramin1 BCI cebirlerindeki p-ideallerine uygulayip, esnek p-
ideali ve esnek p-idealist BCl-cebiri kavramimi tanimlamis, bulanik p-ideali ve esnek p-
idealist BCl-cebiri arasindaki iligskiyi incelemislerdir. Acar, Koyuncu ve Tanay (2010),
esnek halkalar1 tanimlamus, esnek halka idealleri, idealist esnek halkalar, esnek halka
homomorfizmalari ile ilgili temel 6zellikleri incelemislerdir. Kazanci, Yilmaz ve Yamak
(2010), esnek BCH-cebirini tanimlamig ve 6zelliklerini incelemistir. Zhan ve Jun (2010),
bulanik ve esnek kiime teorilerini BL-Cebirine uyarlamigtir. Jun, Lee ve Khan (2010),
esnek siralt yart grup, esnek siral alt yar1 grup, idealist esnek sirali yar1 grup ve esnek sirali
bir yar1 grubun esnek ideali kavramlarini tanimlamis ve 6zelliklerini incelemislerdir. Jun,
Song ve So (2011), bulanik esnek BCI cebiri, bulanik esnek idealleri ve bulanik esnek p-
idealleri tanimlamiglardir. Sezgin ve Atagiin (2011b), esnek gruplar, normalistik esnek
grup ve normalistik esnek grup homomorfizmi kavramlarini tanitmis, Sezgin, Atagiin ve
Aygilin (2011), esnek yakin halkalar ile ilgili teorik caligmalari gelistirmislerdir. Sen
(2014), sabit parametreler kiimesi tizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesinin kisitlanmig
ve genisletilmis islemler ile bir Boole cebiri oldugunu géstermistir. Aktas ve Ozlii (2014),
esnek gruplarin mertebesini, esnek gruplarin kuvvetini ve devirli esnek grubu tanitmistir.
Ayrica devirli esnek gruplar ile klasik gruplar arasindaki iliskiyi aragtirmiglardir. Sezer,
Cagman ve Atagiin (2014) ve Sezer, Cagman, Atagiin, Ali ve Tiirkmen (2015), esnek
kesisimsel yari grup ve ideallerinis karakterize etmislerdir. Ullah, Ahmad, Hayat,
Karaaslan ve Rashad (2018), esnek kesisimsel AG-gruplarini tanimlamiglardir. Ullah,
Karaaslan ve Ahmad (2018), esnek birlesimsel grup kavramini esnek birlesimsel AG-
grubunu kapsayacak sekilde genisletmisler. Karaaslan (2019), esnek kiimelerde AG-
grupoid, AG *-groupoid ve AG-bantin bazi1 6zelliklerini incelemistir. Esnek idempotent
eleman, esnek kesisim-ideal ve esnek kesisim AG-grupoidin esnek asal ideali gibi
kavramlar literatiire kazandirmistir ve bu kavramlarla ilgili baz1 sonuclar elde etmistir.
Karaaslan, Ullah ve Ahmad (2021), normal bipolar esnek alt grup, konjuge bipolar esnek

alt grup, bipolar esnek grubun bipolar sol (sag) kosetleri kavramlarini tanimlamiglardir.



Esnek kiime sadece teorik cebir alaninda degil, 6zellikle karar verme problemleri gibi pek
cok uygulama alaninda kendine yer bulan bir teoridir. Maji ve digerleri (2002), esnek
kiimeler ile ilgili tanimlardan yola ¢ikarak karar verme probleminin bir uygulamasin
gerceklestirmistir. Chen, Tsang, Yeung (2003) ve Chen, Tsang, Yeung ve Wang (2005),
bir karar verme probleminde esnek kiimelerin uygulamasini gelistirmistir. Herawan ve
Deris (2010), grip hastaligina yakalandigi diisiiniilen hastalarin karar vermesinde esnek
kiime teorisinin uygulanabilirligini sunmuslardir Herawan (2010), esnek kiimeleri
kullanarak tibbi karar verme konusu iizerine ¢alismalar yapmistir. Cagman ve Enginoglu
(2010a), esnek kiimeyi belirsizlik igeren problemlere basarili bir sekilde uygulanabilecek
esnek maksimum-minimum karar verme yontemini olusturmuslardir. Cagman ve
Enginoglu ~ (2010b), esnek  kiimelerin  karar  fonksiyonunun  carpimlarini
tanimlamiglardir. Bu yeni tanimlar1 kullanarak, karar vermedeki alternatifler arasindan bir
dizi optimum 6geyi segen tek yonlii bir karar verme yontemi olusturmuslardir. Feng, Li ve
Cagman (2012), Cagman ve Enginoglu (2010b), calismasindaki iiniter karar verme
yontemini gelistirme ve genisletmeyi amaclamis, klasik iiniter karar vermenin, {initer karar
verme yonteminin 6zel bir durumu oldugunu gostermislerdir. Feng ve Zhou (2014),
bulanik esnek kiime igin esnek t-ayirt edilebilirlik matrisine dayali bir karar verme
algoritmasit Onererek karsilastirmali analizini yapmis ve algoritmanin etkinligini
gostermistir. Atagiin, Kamaci ve Oktay (2018), calismalarinda, esnek dagilimh
maksimum-minimum karar verme yontemleri adi verilen etkili karar verme yontemleri
olusturarak, birden fazla karar vericinin oldugu karar verme problemlerini tek bir {iriin
kullanarak ¢oztime ulagmis, bu durumun, karar verme problemlerini ¢6zme siirecini daha
hizli, daha kolay ve daha rahat hale getirdigini gostermislerdir. Kamaci, Saltik, Akiz ve
Atagiin (2018), ters esnek kiimenin matris gosterimini kullanarak yeni bir karar verme
algoritmas1 sunmuslardir. Yang ve Yao (2020), kararsiz bulanik kiimeler ve kanonik esnek
kiimeler araciligiyla karar verme problemlerinin ¢6ziimii i¢in yeni bir li¢ yonlii karar
yontemi sunmuslardir. Petchimuthu, Garg, Kamaci ve Atagiin (2020), bulanik esnek
kiimelerin 6nceden var olan bazi karar verme algoritmalariyla karsilastirmali sonuglarini
sunmus, karar verme siirecini hizlandirmak ve kolaylastirmak i¢in algoritmanin Scilab
kodlarin1 olusturmuslardir. Zorlutuna (2021), esnek simiflar iizerinde kiime degerli
dontlisim kavramini tanitmis, 6rnekler ve kars1 6rneklerle desteklenen goriintiilerin g¢esitli
ozelliklerini ve esnek kiimelerin ters goriintiilerini incelemis ve bu kavramlar: karar verme

problemlerinde uygulanmustir.



Soyut cebirde pek ¢ok cebirsel yapt bulunmaktadir ve soyut cebirin amaci bu cebirsel
yapilart siniflandirmak ve cebirsel yapiy1 olusturan islem ve kiimeden bagimsiz olarak bu
cebirsel yapilarin 6zelliklerini incelemektir. Halkalarin bir genellemesi olan yar1 halkalar,
soyut cebirde hem teorik hem uygulama alaninda 6nemli bir yer tutar. Vandiver (1935),
yar1 halka, Clifford (1954), yar1 kafes, Chang (1958,) MV-cebiri, Birkhoff (1967), kafes,
siirlt kafes, dagilmali kafes, Boole cebiri, De Morgan cebiri ve Stone cebirini, Clay ve
Lawver (1969), Boole yakin halka kavramimi tanitmustir. Karvellas (1974), topolojik yari
halka ve Hausdorff uzayinda tanimlanan yar1 halka kavramlarini ele almistir. Pilz (1983),
birinci islemin degismeli olmak zorunda olmadigi ve ikinci islemin ilk islem {izerine
dagilma yoniiniin tek yonlii oldugu yap1 olan yakin halkalari detayli ¢alismistir. Reutenauer
ve Straubing (1984), degismeli yar1 halkalar ile ilgili ¢alismada bulunmustur. Kim ve Park
(1996), bir yarihalkalarin k-bulanik ideallerini incelemistir.

Simdiye kadar yapilan c¢alismalar incelendiginde, genel olarak esnek kiime islemleri
kisitlanmis esnek kiime islemleri ve genisletilmis esnek kiime islemleri olarak iki ana
baglik altina ilerledigi goriilmektedir. Eren (2019), esnek kiimelerde ikili pargali fark
islemini tanimlamis ve 6zelliklerini incelemis; Sezgin ve Calisici (2024), klasik kiimelerde
bulunan fark isleminin 6zelliklerini esnek ikili pargali fark isleminde ¢alismistir. Cagman
(2021), kiime teorisinin yeni bir kavrami olarak kiimelerin kapsayici tiimleyen ve dislayict
timleyeni tanimlarin1 vermis, bu kavramlar1 grup teorisine uygulamis ve bir grubun
tamamlayict alt grubunu tanimlamistir. Sezgin, Cagman, Atagiin ve Aybek (2023),
Cagman (2021), calismasindaki ikili tiimleyen islemlerine benzer, bes yeni ikili tiimleyen
kavramin literatliire kazandirmistir. Bu ¢alismada tanimlanan yeni kiime islemlerinden
ilham alarak, Aybek (2024), pek ¢ok yeni kisitlanmis ve genisletilmis esnek kiime islem
formu tanimlamis ve o6zelliklerini incelemistir. Eren (2019), ¢alismasindaki esnek islem
formu, birinci satirdaki goriintli kiimesinin tiimleyeni alinarak biraz daha degistirilmis ve
timleyenli enek ikili pargali esnek kiime islemleri detayli sekilde gesitli arastirmacilar
(Sezgin ve Aybek, 2023; Sezgin ve Demirci, 2023; Sezgin ve Sarialioglu, 2024; Sezgin ve
Yavuz, 2023a; Sezgin, Aybek ve Atagiin 2023a; Sezgin, Aybek ve Giingor, 2023b)
tarafindan calisgilmistir. Akbulut (2024) ve Demirci (2024), ise literatiirde var olan
genisletilmis islemlerin formunu, birinci ve ikinci satirdaki goriintii kiimesinin tiimleyenini
alarak degistirmis ve sirasiyla tiimleyenli genisletilmis fark ve tiimleyenli genisletilmis

lamda ile timleyenli genisletilmis birlesim, tiimleyenli genisletilmis art1 ve tiimleyenli



genisgletilmis teta islemlerini tanimlayarak cebirsel Ozelliklerini ve diger esnek kiime

islemleri ile iliskilerini vermisleridir.

Bu tez calismasinda esnek kiime teorisine katkida bulunmak amaciyla, tiimleyenli
genisletilmis islem adi verilen yeni esnek kiime islem formundan olup, tiimleyenli
genisletilmis kesisim, tiimleyenli genigletilmis gamma ve tiimleyenli genisletilmis yildiz
ad1 verilen esnek kiime islemleri tanitilmig, tiim 6zellikleri detayli bir sekilde ele alinmais,
her bir igslemin diger esnek kiime islemleri {izerine dagilmasina, islemlerin diger esnek
kiime islemleri ile iligkisini elde etmek amaciyla bakilmis, sabit parametreli esnek kiimeler
kiimesi tizerinde tiimleyenli genigletilmis kesisim isleminin klasik cebirde iyi bilinen ve

oldukga 6neme sahip pek ¢ok cebirsel yapilar olusturdugu gosterilmistir.

Tez ¢alismasi, alt1 boliimden olusmakta olup, ilk boliimiinde esnek kiimeler ve tezde adi
gecen cebirsel yapilar ile ilgili literatiir taramas1 yapilmistir. ikinci béliimde, kiime
islemleri, esnek kiimeler ve bazi cebirsel yapilar ile ilgili temel tanim ve o&zellikler
verilmistir. Tezin 6zgiin boliimii olan {igiincii, dordiincii ve besinci boliimde sirasiyla,
timleyenli genisletilmis kesisim, tiimleyenli genisletilmis gamma ve tiimleyenli
genigletilmis yildiz islemlerinin tanimlar1 verilmis, islemlerin cebirsel Ozellikleri
incelenmistir. Bu yeni esnek kiime islemlerinin diger esnek kiime islemlere dagilmasina
bakilarak hem diger esnek kiime islemleriyle olan iligkisi goriilmiig, hem de esnek kiimeler
kiimesi lizerinde hangi cebirsel yapilar olusturdugu incelenmistir. Sadece esnek kiime
teorisine degil, klasik cebir teorisine de katkida bulunacak sekilde, sabit parametreli esnek
kiimeler kiimesi {izerinde tlimleyenli genisletilmis kesisim isleminin bir sinirli bir yari-
kafes oldugu, yine tiimleyenli genisletilmis kesisim isleminin diger esnek kiime islemleri
ile birlikte komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halka ile komutatif, idempotent,
birimli bir hemihalka, Bool Cebiri, De Morgan Cebiri, Kleene Cebiri, Stone Cebiri ve MV-
cebiri oldugu gosterilmistir. Sonu¢ ve Oneriler bdliimiinde, elde edilen sonuglar ve
sonuclarin 6nemi tartisilmistir. Cebirsel yapilarin incelenmesi, farkli cebirsel sistemler
tarafindan paylasilan ortak 6zellikleri ve yapilari aragtiran soyut cebirde, matematikg¢ilerin
bu yapilarin 6zelliklerini anlayarak karmasik problemleri ¢ozebilmesi, yeni teoriler
gelistirip, kavramlari matematigin, bilimin ve miihendisligin c¢esitli alanlarina
uygulayabilmesi agisindan olduk¢a onemli oldugundan, bu tezde bunu esnek kiimeler

aracilifiyla yaparak klasik cebire de katki sunulmus oldugunu diisiiniiyoruz.



2. GENEL BILGILER

2.1. Kiimeler

Iyi tanimlanmis nesneler topluluguna kiime denir. Kiime kuraminin temellerinin, Cantor
(1874), tarafindan atildig1 bilinse de, bu kavramin, Cantor’dan 6nce de kullanildig:; fakat

adina kiime denilmedigi bilinmektedir.

Kiimeler, biiyiik; kiimenin elemanlar1 ise kiigiik harflerle gosterilir. Bir x eleman1 bir A
kiimesine ait ise X € A; degil ise X & A seklinde gosterilir. A ve B iki kiime olmak {izere; A
nin her eleman1 ayni zamanda B nin de bir eleman1 ise A’ya, B’nin bir alt kiimesi denir ve
ACB seklinde yazilir. ASB ve BCA ise 0 zaman A ile B kiimelerine esittir denir ve A= B
seklinde gosterilir. Kiime teorisinde, lizerinde caligilan en genis kiimeye evrensel kiime
denir ve E ile; hicbir eleman1 olmayan kiimeye bos kiime denir ve @ ile gosterilir (Ozer,

Coker, Tas, 1999:36-37)
Tezimizde, yeni bir esnek kiime islemi olarak tanimladigimiz islemlerin 6zelliklerinin

ispatlar1 kiime bilgisine dayali oldugu i¢in, ilk olarak kiimelerdeki temel kiime islemlerini

hatirlatarak baslanacaktir.

2.1.1. Kesisim islemi

D ve Z iki kiime olmak tizere, hem D kiimesine hem de Z kiimesine ait olan elemanlarin

kiimesine D ile Z nin kesisimi (arakesiti) denir ve DNZ ile gosterilir.

DNZ={x: xeD ve xeZ}

Kesisim igsleminin temel 6zellikleri asagida belirtilmistir:

s (DNY)NZ=DN(YNZ) (Birlesme 6zelligi)
s DNZ=ZND (Degisme 6zelligi)

s DN@=@ND=Q (Yutan eleman 6zelligi)



s DNE=END =D (Etkisiz eleman 6zelligi)

s DND=D (Denk gii¢liilikk 6zelligi)

<+ DNZ=p< DCZ’. Benzer sekilde, DNZ=0<=ZCD’

% @cDNZ, DNZCE

% DNZ=EeD=Z=E

% DNZ=0= D=0 Vv Z=@ veya D ve Z ayriktir.

% DNZcDh,DNZcZz

¥ DcZsDNZ=D

% DNZ=DuZsD=Z

% DNzZcbuz

s DSZ=DNTCZNT. Tersi dogru degildir.

% DCY De ZST = DNZeYNT

s DN(DuZzZ)=Du(DNZ)=D (Yutma Kurali1)

s DN(ZuY)=(DNZ)u(DNY) (Kesisimin birlesim tizerine soldan dagilmasi)
» (DUZ2)NY=(DNY)U(ZNY) (Kesisimin birlesim {izerine sagdan dagilmasi)
% DN(Z-Y)=(DNZ)-(DNY) (Kesisimin fark tizerine soldan dagilmast)

% (D-2)NY=(DNY)-(ZNY) (Kesisimin fark tizerine sagdan dagilmasi)

(Ozel, Coker, Tas, 1999: 41-52).

2.1.2. Birlesim islemi

D ve Z iki kiime olsun. ye, Z ye veya her ikisine ait olan elemanlarin kiimesine D ile Z nin

birlesimi denir ve DUZ ile gosterilir.

DuZ={x: xeD veya xeZ}

Birlesim isleminin 6zellikleri asagida belirtilmistir:
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X/
°e

(DUY)uZ=DU(YU2Z) (Birlesme 6zelligi)

X/
°e

DuZ=ZuD (Degisme 0zelligi)

X/
°e

Du@=@uD=D (Birim eleman 6zelligi)

X/
°e

DuD=D (Denk giicliiliik 6zelligi)

% DUE=EUD=E (Yutan eleman 6zelligi)

% Dcbhuz, Zc buz

% @ cDuZ, DUZCE

% DuzZ=ZeDcZ

s DNZcbuZ

» DuZ=DNZeD=Z

% DuZ=p=D=7Z=0

% DcZ=DUKCcZUK. Tersi dogru degildir.
» DCEK De ZST=DUZCSKUT

% DN(DuZzZ)=DuU(DNZ)=D (Yutma kurali)
% Du(ZNY)=(DuzZ)N(DUY) (Birlesimin kesigsim iizerine soldan dagilmast)

% (DNZ)uY=(DUZ)N(ZUY) (Birlesimin kesisim iizerine sagdan dagilmasi)

(Ozel, Coker, Tas, 1999: 41-52; Callalp, 1994: 1-7).

2.1.3. Fark islemi

D ve Y iki kiime olsun. D da olup Y de olmayan elemanlarin kiimesine D ile Y nin fark:

denir ve D\Y veya DY ile gosterilir.

D-Y ={x: xeD, x¢Y}={xeD: x¢Y}

Bu tezimiz boyunca, D ile Y islemlerinin farki i¢in D-Y gosterimini tercih ediyoruz.

Asagida fark isleminin 6zellikleri verilmistir.



11

% D-Y #Y-D

% (D-Y)-Z#D-(Y-2)

X/
°e

D-p=D, D-E=0¢

X/
°e

@-D=0 ve V-V=0

X/
°e

(D-Y)N(DNY)=0 ve (Y-D)N(DNY)=0
% D-(D-Y)=DNY ve Y-(Y-D)= YND

% DNY=0 ise D-Y=D. Buradan, DN(Y-D)=0 olup D-(Y-D)=D; YN(D-Y)=0 olup Y-
(D-Y)=Y; (D-Y)N(Y-D)=9 olup (D-Y)-(Y-D)=D-Y; (Y-D)N(D-Y)=¢ olup (Y-D)-
(D-Y)=Y-D; (D-Y) N Y= olup (D-Y)-Y=D-Y

% (D-Y)SD ve (Y-D)SY

% D=(D-Y)u(DNY) ve Y=(Y-D)u(DNY)

% DUY=(D-Y)u(Y-D)u(DNY)=(D-Y) uY=(Y-D)uD

% DCSYeD-Y=0

% (DNY)-Z=(D-2)N(Y-Z) (Farkin kesisime sagdan dagilmasi)
% (DUY)-Z=(D-Z)u(Y-2) (Farkin birlesime sagdan dagilmast)
% (D-Y)-Z=(D-2)-(Y-Z) (Farkin farka sagdan dagilmasi)

% D-(YNZ)=(D-Y)u(D-2)

* D-(YUZ)=(D-Y)N(D-2)

(Callalp, 1994: 1-7).

2.1.4. Simetrik fark islemi

D ve Y kiimeleri verildiginde, DUY ye ait olup DNY ye ait olmayan elemanlarin

olusturdugu kiimeye K ile Y kiimelerinin simetrik farki denir ve DAY ile gosterilir.

DAY={x: xEVUY, X¢VNY}=(VUY)-(VNY)
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Bu tanimin bir sonucu olarak DAY=(D-Y)U(Y-D) oldugu agiktir. Simetrik fark isleminin

ozellikleri asagida verilmistir.

X/
°e

(DAY)AZ=DA(YAZ) (Birlesme 6zelligi)

X/
°e

DAY=YAD (Degisme 6zelligi)

s DA@=@AD=D (Birim eleman 6zelligi)
s DAD=0 (Ters eleman 6zelligi)

* DAD’=D’AD=E

* (DAY)A(YAZ)=DAZ

s D’AY’=DAY

% DAY=DAZ=Y=Z (Kisaltma kural1)
% DAYcDuY

% DAY=0sD=Y

% DCSY= DAY=Y-D

% DA(DNY)=D-Y

s DuUY=(DAY)u(DNY)

% DN(YAZ)=(DNY)A(DNZ)  (Kesisimin simetrik fark islemi iizerine soldan

dagilmasi)

% (DAY)NZ=(DNZ)A(YNZ) (Kesisimin simetrik fark islemi iizerine sagdan

dagilmasi)

(Ozel, Coker, Tas, 1999: 41-52; Karacay, Es Ve ibrahimoglu, 2017: 61-71).

2.1.5. Tiimleyen islemi

D bir kiime olmak {izere, evrensel kiimede olup, D de olmayan elemanlarin kiimesine D

nin tiimleyeni denir ve D’ ile gosterilir. O halde:
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D’= {x: x ¢D}={x€E: x¢D}=E-D

Tiimleyen isleminin 6zellikleri asagida verilmistir.

X/
°e

DuD’=E ve DND’=0

% E’=@ve ¢’=E
% (D’)=D
% DAE=EAX=D’

X/
*

(DUY)’=D’NY’ (De Morgan Kurali)
% (DNY)’=D’UY’ (De Morgan Kurali)

*

(Nesin, 2019: Callialp, 1994: 1-7).

2.2. Baz Cebirsel Yapilar

Bu boliimde, tanimladigimiz esnek kiime islemleri ile birlikte esnek kiimeler tizerinde elde

ettigimiz bazi cebirsel yapilar ile ilgili hatirlatma bilgiler verilmistir.

2.2.1. Tanim D bos olmayan bir kiime olmak iizere

®:DxD—D

fonksiyonuna, D kiimesi lizerinde bir (ikili) islem denir (Aydin ve Kandamar, 2013:71).
Cebirde ikili islemler oldugu gibi, birli islem de tanimlidir. D bos olmayan bir kiime olmak
tizere, D den D ye fonksiyona birli islem denir. Birli islemler bir degiskenli fonksiyon iken,
ikili islemler iki degiskenli fonksiyondur. Bir D kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesi
P(D) olmak iizere, D nin bir X alt kiimesinin tiimleyeni, P(D) kiimesi iizerinde birli
islemdir (Hacisalihoglu, 2007: 163). Herhangi bir kiimede tanimlanan islem/islemler bu
kiime ile birlikte cebirsel yap1 olusturur (Hacisalioglu, 2007:181). Cebirsel yapilar,

matematiksel yap1 ya da matematiksel sistem olarak da bilinmektedir.

2.2.2. Tamim G bos olmayan bir kiime ve ® bu kiime {izerinde bir ikili islem olmak {izere

agagidaki sartlari saglayan (G, ®) cebirsel yapisina bir grup denir.
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Gy) Va,b,c € Gigin (a®b)®c =a®(b®c)
G,) Oyle bir e € G vardir ki Va € G i¢in a®e = e®a = a olmalidir (e elemanina
G’nin birim elemani1 denir).

Gs3) €, G nin birim eleman1 olmak iizere, G kiimesindeki her bir a elemant igin

a®a' =a'®a=-¢e

olacak sekilde bir tek a’ € G vardir (a’ elemanina a elemaninin tersi denir.) Va, beG igin

a®b=b®a sartin1 saglayan (G,®) grubuna ise degismeli grup denir (Bayraktar, 2006:88)

Burada; (G;) sartin1 saglayan (G, ®) cebirsel yapisina yar1 grup; (G;) ve (G;) sartlarini
saglayan (G, ®) cebirsel yapisina monoid; V a,b € G i¢in a®b € G sartin1 saglayan
(G, ®) grubuna grupoid denir.

(D, ®) bir grupoid olsun. vde D i¢in e®d=d olacak sekilde e€D var ise, ¢ elemanina D
nin sol birim elemani; d®e=d olacak sekilde e€D varsa, e elemanina D nin sag birim
elemani denir. Birim eleman hem sag birim, hem de sol birimdir ve tektir. (D, ®), birim
elemant e olan bir cebirsel yap1 olsun. d €D i¢in d'®d=e olacak sekilde d'e€D var ise, d'
elemanina d elemaninin sol ters eleman1; d®d'=e olacak sekilde d'€D varsa, d' elemanina
d elemaninin sag tersi denir. d elemaninin tersi, hem sag ters, hem de sol terstir ve tektir.
Vv €D igin, d®v=d olacak sekilde dED varsa, d elemanina D nin sol yutan elemani;
v®d=d olacak sekilde deED varsa, d elemanina D nin sag yutan elemani denir. Yutan
eleman hem sag yutan, hem de sol yutan elemandir ve tektir (Kilp, Knauer and Mikhalev,
2001)

2.2.3. Tamm (S, ®) bir cebirsel yapi olsun. s €S i¢in, s’=s ise s elemanma idempotent
eleman denir. Vs€eS icin, s?=s ise, (S, ®) cebirsel yapisina idempotentir denir. idempotent
yar1 gruba bant; idempotent ve degismeli yarigruba yar1 kafes; idempotent ve degismeli

monoide siirl yar kafes denir (Clifford, 1954).

Bir monoidin birim elemani tek olmasina ragmen bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
sol birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sol birime sahip ise, sag birim elemani yoktur,

dolayisiyla birim eleman1 yoktur. Benzer sekilde, bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
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sag birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sag birime sahip ise, sol birim eleman1 yoktur,

dolayisiyla birim elemani yoktur (Clifford, 1954).

Benzer sekilde, bir grupta her elemanin tersi tek olmasina ragmen, bir monoidde bir
elemanin bir veya birden ¢ok sol tersi olabilir; fakat o eleman birden ¢ok sol terse sahip
ise, sag terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir. Benzer sekilde bir
monoidde bir elemanin bir veya birden ¢ok sag tersi olabilir; fakat o eleman birden ¢ok sag
terse sahip ise, sol terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir (Clifford,
1954).

2.2.4. Tamim H bostan farkli bir kiime, “+” ve “®” H kiimesi tizerinde taniml1 birer ikili
islem olsun. (H,+, ®) cebirsel yapisi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (H,+, ®) igliisiine
bir halka denir.

e (H,*) degismeli bir gruptur.

e (H, ®) yarigruptur.

e VXY,ZEHiginX® (Y +2) =X®Y + X®Z Ve (X +Y) ®Z=XP®Z +y®Z

(H,+, ®) halkas1 kisaca H ile gosterilir. (H,*+) nin birim elemani Oy ile gosterilir ve H
halkasinin sifir1 denir. H halkas1 VX, yEH i¢in X®y=y@®X sartin1 sagliyorsa H’a degismeli
halka denir. H halkasinda VX€H i¢in, x®@e=e®x=x olacak sekilde bir e€H var ise, e ye H
nin birim eleman1 denir ve 1y ile gosterilir. Birim elemana sahip halkaya birimli halka
denir (Hacisalihoglu, 2007:203-204).

2.2.5. Tammm S bostan farkli bir kiime, “+” ve “®” S kiimesi lizerinde taniml1 birer ikili
islem olsun. (S,+, ®) cebirsel yapis1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa (S,+, ®) tigliisiine bir
yarthalka denir.

e (S,+) yarigruptur.

e (S, ®) yarigruptur.

° VX, V,ZESicinX® (Y +2) =X®Y +XP®Z Ve (X +Y) ®Z =X®Z + y®Z

Her X,y€S igin, X+y=y+z ise S yar1 halkasina toplamsal degismeli yarthalka; her X,y€S i¢in
X@®Yy=y®X ise S yar1 halkasina ¢arpimsal degismeli yarihalka; her X€S igin, X@® 1=1® X=X

olacak sekilde 1€S varsa yani ¢arpimsal birimli yarihalkaya birimli yarthalka denir. Her



16

X€ES i¢in 0®X=X®0=0 ve 0+x=x+0=x olacak sckilde O€S varsa, 0€S elemanina S

yarthalkasiin sifiri denir. Toplamsal degismeli ve sifirli yarihalkaya hemihalka denir
(Vandiver,1934).

2.2.6. Tanim L bostan farkli bir kiime, “V”* ve “A” S kiimesi iizerinde tanimli birer ikili
islem olsun. (L,vV,A) asagidaki ozellikleri sagliyorsa, (L,V,A) ftglisiine bir kafes (latis)
denir.

e (L, V) degismeli, idempotent bir yar1 grup (yar1 kafes)

e (L, A) degismeli, idempotent bir yar1 grup (yar1 kafes)

e Herk, seL igin, kV(kAs) = ka(kvs) (yutma kuralr)

Her iki isleme gore birim elemana sahip olan kafese simirli kafes denir. Sinirli kafeste
genellikle L nin A islemine gore birim eleman1 1 ile gosterilirken, V igslemine gore birim
eleman 0 ile gsterilir. Smirli L kafesi, her a € L icin ara =0 ve ava=1 olacak sekilde bir
a’ elamanina sahip ise L ye tiimlenmis kafes denir. Dagilma kurallar1 gegerli olan kafese
dagilmali kafes denir. Sinirli, dagilmali, ayn1 zamanda tiimlemeli olan kafese Boole cebri
denir. De Morgan yasalarina yani her X,yeL i¢in (X Vy)' =x 'Ay' ve (X A y)' =x"V y’ sahip
kafese De Morgan cebiri denir. De Morgan cebiri her x,yeL igin XAX'CyVy' sartini
sagliyorsa, Kleene cebiri denir. XEL olmak iizere, X A x*= 0 ve X A y=0 oldugunda y € x*
ise x* elemanina X in sdzde timleyeni denir. x*v(x*)*=1 esitligine Stone o6zelligi denir.
Stone ozelligini saglayan sozde tiimlenmis dagilmali kafese Stone cebiri denir (Birkhoff,
1967).

2.2.7. Tanim M bostan farkli bir kiime, “®” M de bir ikili islem ve “*” M de bir birli
islem olsun. O herhangi bir X,yEM i¢in asagidaki aksiyomlar: saglayan bir sabit ise
(M, ®,*,0) yapisina bir MV-cebiridir denir.

e (M, ®,0) degismeli monoiddir.

o (X*)'=X

e x®0*=0*

e (X'®y)’ ®y=(y’ ®x)*® x (Chang, 1958)
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2.3. Esnek Kiimeler

Bu boliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlara yer verilecektir.

2.3.1. Tanim U evrensel kiime, E parametreler kiimesi, P(U) U'nun kuvvet kiimesi ve
D € E olarak verilsin. Bir (F,D) sirali ikilisi U iizerinde esnek kiime olarak adlandirilir.
Burada F,

F:D —» P(U)
ile verilen bir fonksiyondur. Baska bir sekilde ifade edecek olursak, U iizerinde bir esnek

kiime, U evreninin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir ailesidir. (Molodtsov, 1999)

(F,D) esnek kiimesi gdsterimi, bazi kaynaklarda Fp seklinde gosterilse de biz Molodtsov
(1999) ve Maji ve digerleri (2003) c¢aligmasinda da kullanilan esnek kiimenin (F,D)
gosterimini tercih edecegiz. Molodtsov tarafindan ortaya atilan bu tanim, Cagman ve
Enginoglu (2010) tarafindan yeniden diizenlenerek asagidaki tanimi vermislerdir. Biz bu
tez boyunca, aslina sadik kalarak ilk olarak Molodtsov (1999) tarafindan verilen esnek

kiime tanimin1 kullanacagiz.

E parametreler kiimesinin bir D alt kiimesi ile birden fazla esnek kiime tanimlanabilir. Bu
durumda bu esnek kiimeler (F,D), (G,D), (H,D) vb. seklinde gosterilecektir. Ayrica, E
parametreler kiimesinin D, G, H vb. farkli alt kiimeleri ile de birden fazla esnek kiime
tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler (F,D), (F,G), (F,H) vb seklinde olur (Maji ve
digerleri, 2003)

U tizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi (parametre kiimesi ne olursa olsun Sg(U) ile
gosterilecek olup; D, E kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {iizere, sabit D parametre
kiimesi ile U tiizerindeki tim esnek kiimelerin kiimesi, Sp(U) ile gosterilecektir. Yani,
Sp(U) kiimesinde, parametre kiimesi sadece D olan esnek kiimeler yer alirken; Sg(U)
kiimesinde, parametre kiimesi herhangi bir kiime olan U iizerindeki tiim esnek kiimeler yer
alabilir. Sp(U) kiimesinin Sg(U) kiimesinin alt kiimesi oldugu agiktir. Tanim kiimesi bos
kiime olacak sekildeki, F:@ —D fonksiyonuna bos fonksiyon denildigi bilinmektedir.
Esnek kiime de bir fonksiyon oldugundan, tanim kiimesi @ alinirak, F:@ —P(U) olacak

sekilde bir esnek kiime tanimlanabilecegi asikardir. Boyle esnek kiimeye, bos esnek kiime
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denilir ve @ ile gosterilir. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiimedir (Ali ve
digerleri, 2011). Bu tez boyunca (F,D)= @, diye belirtilmedigi siirece D=@ alinmayacaktir;
yani aksi belirtilmedigi siirece, esnek kiimelerin tiimii bos esnek kiime olan @, den

farklidir.

2.3.2. Ornek U satin almak icin iizerinde diisiiniilen ayakkabilarin bir kiimesi, E’nin de
parametrelerin kiimesi oldugunu kabul edelim. Her bir parametre bir kelime veya bir

cumledir.

E={ekonomik, kolay giyilebilir, kullanisli, havali, rahat}

b

olsun. Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, “ekonomik ayakkabi, havali ayakkabu..’
olusturmak demektir. (F, E); esnek kiimesi Salih Bey’in almay disiindiigi “ayakkabilarin
cekiciligi” olarak tanimlanir. U evrensel kiimesinde asagidaki sekilde verilen alt1 tane

ayakkabi1 oldugunu diistinelim.

U= {u1! Uy, Uz, Uy, Us, u6} VeE = {0(1, U3, A3, Uy, (XS}’ D:{Otl, Uz, Uy, O(S}
olsun. Burada, a; "ekonomik" parametresini; a, "kolay giyilebilir" parametresini; o
"kullanigh" parametresini; o, "havali"; ag "rahat" parametresini temsil etsin. Buna gore

ayakkabr almaya gelen Salih i¢in (F,D) esnek kiimesini olusturalim. Bunun igin once

verilen parametrelere gore ayakkabilar1 siniflandiralim:
F(a;) = U, F(az) = {uy, us, u}, Flay) = {uz, uy, us}, Fas)={ue}
Bu durumda esnek kiimemiz,
(F,D) = {(0‘1’ U), (az, {ug, us, ug}), (o, {uz, ug, us}), (as, {uz, us, u5})}
seklinde olur.

Bos esnek kiime ve mutlak esnek kiime tanimi ilk olarak Maji ve digerleri (2003)

tarafindan verilmis ve (F,Z) bos esnek kiimesi @ ile; (F,Z) mutlak esnek kiimesi A olarak
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gosterilmistir. Fakat, bu tamimlarin ve gosterimlerin matematiksel olarak birtakim
problemler icerdigi, Ali ve digerleri (2009), Yang (2008) ve Sezgin ve Atagiin (2010)
tarafindan gosterilmistir. Bu problemli durumlarin 6niine ge¢mek icin, Ali ve digerleri
(2009), bos esnck kiime ve mutlak esnek kiime tanimlarini giincelleyerek, asagidaki esnek
kiimenin parametre kiimesine gore bos esnek kiime ve evrensel esnek kiime tanimlarini

esnek kiime literatiire kazandirmistir.

2.3.3. Tanim (F,D) € Sg(U) olsun. Her X €D i¢in; F(X)=0 ise (F,D) esnek kiimesine D ye
gore bos esnek kiime denir ve @p ile gosterilir. (F,E), U tizerinde bir esnek kiime olsun.
Her X €E i¢in; F(X)=0 ise (F,E) esnck kiimesine E ye gore bos esnek kiime denir ve @ ile
gosterilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.4. Tanim. (F,D)€ Sg(U) olsun. Her & €D i¢in; F(X)=U ise (F,D) esnek kiimesine D ye
gore mutlak esnek kiime denir ve Uy ile gosterilir. (F,E), U tizerinde bir esnek kiime olsun.
Her R €E i¢in; F(X)=U ise (F,E) esnek kiimesine E ye gore tam esnek kiime denir ve Ug
seklinde yazilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.5. Tanim (F,D) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Eger, DY ve her & €D i¢in F (X)=G(R) ise
(F,D) ye (G,Y) nin esnek alt kiimesidir denir (F,D)E(G,Y) gosterilir. Eger (G,Y), (F,D) nin
esnek alt kiimesi ise (F,D) ye (G,Y) nin esnek iist kiimesidir denir ve (F,D)3(G,Y) ile
gosterilir. Eger (F,D)E(G,Y) ve (G,Y)E(F,D) ise (F,D) ve (G,Y) esnek kiimelerine esnek
esit kiimeler denir (Pei ve Maio, 2005)

Litaratiirde baska (Maji ve digerleri, 2003; Qin ve Hong, 2010; Jun ve Yang, 2011; Liu,
Feng ve Jun ,2012; Feng ve Yongming, 2013; Abbas, Ali ve Romaguera, 2014; Mujahid
Abbas, Ali ve Romaguerac, 2017; Al-shami, 2019; Al-shasi ve EIl-Shafei, 2020; Ali,
Saleem, Sundus ve Khaleew, 2022) esnek alt kiime ve esnek esit kiime ¢alismalar1 da

vardir.

2.3.6. Tanim (F,D)€ Sg(U) olsun. (F,D) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni (F,D)" =(F',D)
ve her X €D i¢in; F'(X)=U-F(X) seklinde tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009).



20

Buradan, (8,)'=Ua, (Ua)'=@4, (Pg)'=Ug, (Ue)'=0g, (By)'=0p, ((F.A))'=(F.A). Ayrica,
@, €(F,A) € Ua € Ug oldugu aciktir. (Ali ve digerleri, 2011).

Bir esnek kiimenin tiimleyeni kavrami, ilk olarak Maji ve digerleri (2003) tarafindan
literatiire kazandirilmis olmakla birlikte, bu tanimda esnek kiimesinin tiimleyeni
alindiginda, esnek kiimenin parametre kiimesinin de degili aliniyor; dolayisiyla esnek
kiimenin parametre kiimesi degisiyordu. Bunun ise, problemli durumlara yol agtig1 Ali ve
digerleri (2009) tarafindan gosterilmistir. Bu karisikligin online gegmek i¢in, Ali ve
digerleri (2009) bir esnek kiimenin bagil tiimleyeni kavramini literatiire kazandirmis olup,
bu tanimda esnek kiimenin tiimleyeni alindiginda, esnek kiimenin parametre kiimesi
korunmakta olup, bu tanm Maji ve digerleri (2003) de yer alan esnek tiimleyen

kavramindan daha islevsel oldugundan tercih edilir hale gelmistir.

Esnek kiime islemleri, asagida verildigi sekilde, kisitlanmis ve genisletilmis islemler olmak

tizere iki kategoride ilerlemistir:

2.3.7. Tanom (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,D) Ng (G,Y) ile
gosterilen kisitlanmis kesisimi K=DNY ve VX € K i¢in H(R) = F(X) n G(X) olmak
tizere (F,D) Ng (G, Y) = (H,K) olarak tanimlanir (Pei ve Miao, 2005). Burada, Z=Dn
Y = @ ise (F,D) Ng (G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.8. Tanom (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,D) Uy (G,Y) ile
gosterilen kisitlanmis birlesimi K=DNY ve VX € K i¢cin H(X) = F(X) U G(X) olmak
tizere (F,D)Ug (G Y) = (H,K) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009).Burada,
K=DnY=0ise (F,D)Ug (G Y)=0y4 (Ali ve digerleri, 2011).

2.39. Tanom (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,D)\x(G,Y) ile
gosterilen kisitlanmig farki K=DNY ve VX € K i¢cin H(X) = F(X)\G(X) olmak {iizere
(F,D)\x(G,Y) = (H,K) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009) . Burada, K=DNY =0
ise (F,D)\r(G,Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011)

2.3.10. Tanim (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,D)Ax(G,Y) ile
gosterilen kisitlanmig simetrik fark K=D NY ve VX € K i¢in H(X) = F(X)AG(X) olmak
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tizere (F,D)Ax(G,Y) = (H,K) olarak tanimlanir (Sezgin ve Atagiin, 2011a). Burada,
K=DNY =0 ise (F,D)Ar(G,Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.11. Tanim (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis birlesimi
(H,K)’dir. Burada K =D U Y ve VX € Kigin,

F(X), ReED-Y
H(R) = G(R), REY-D
FRYUGR), ReDNY

ile tanimlanir, (F,D) U, (G,Y) = (H, K) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003).

2.3.12. Tanim (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis kesigimi
(H,K)’dir. Burada K = D U Y ve VX € Kigin,

F(X), ReD-Y
H(R) = G(X), XeEY-D
FIX)NG(X), XeDNY

ile tanimlanir, (F,D) N, (G,Y) = (H, K) seklinde yazilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.13. Tanim (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis fark
(H,K)’dir. Burada, K=D U Y ve VX € K i¢in,

F(R), RED-Y
H(R) = G(R), REY-D
F(X) —G(R), ReDnY

ile tamimlanir, (F, D)\¢(G,Y) = (H, K) seklinde yazilir (Sezgin ve digerleri, 2019).

2.3.14. Tanim (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis simetrik
farki (H, K)’dir. Burada, K=D U Y ve VX € K i¢in,
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F(R), XReD-Y
H(R) = G(X), XEY-D
F(R)AG(X), XeDnY

ile tanimlanir, (F,D)A.(G,Y) = (H, K) seklinde yazilir (Stojanavic, 2021).

2.3.15. Ornek  E={X;, N, X3,8, R, X} parametreler kiimesi V={X;, N3, N,, X} ve
Y={R,, X3, X,}, E nin iki alt kiimesi olsun. (F,D) ve (G,Y), U={h,,h,,h3,h,,hc} lizerinde

asagidaki sekilde tanimli iki esnek kiime olsun:
(FvD):{( va{hZ,hS})v (NB’{hlth’hS})i(Nél-v{hl’h4’h5})!(x5’{h3’h4’h5})}

(G’Y): {( NZ’{hl ’h41h5})’ (NB'{h21h3’h4})i(N4v{ h3’h5})}

Bu durumda,
< (F,D) Ue(G,Y)={(Ry,{hz hs}), (Rz,{hy,hy,hs5}),(R3.{hy,hy,h3.hy hs}), (R, {hy hs,
hy,hs}),(Rs,{hs,hy,hs})}
“* (F,D) Ne(G,Y)={(Ry.{hyhs}), (Rz.{hy,hyhs}),(R3.{h2}),(Ra.{ hs}),(Rs,{h3,h,,
hs}}
(F, D) \o(G.Y)={(Ry.{h; hs}), (Rz,{hy hy,hs}),(R5,{hy hs}),(Ry,{hy,hs}), (X5, {hs,
hy,hs})}
% (F,D) A(G,Y)={(Ry,{hz hs}), (Rz.{h1,hs.hs53),(Rg,{hy,hs,hs, hs}),(
R4, {hy, hg, hy} (s, {h3,hyhs})}
(F, D) Ug (G,Y) ={(R3,{hy,hz,h3,hs,h5}),(Ry,{hs,h3,hyhs 1}
(F, D) Ng(G,Y) ={(R3,{h;}),(Rs,{ hs})}
(F, D) \R(G,Y)={(X3,{hy hs}), (R, {hy,hs})}
(F.D) Ar(G,Y)={(Rs,{h1,hs,hy, hs}),(Ry, {hy, hs, hy),(Rs,{hs b hs 1)}

e

AS

L)

°

o

X/
L X4

e
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Cagman (2021), kapsayici ve dislayict tiimleyen seklinde iki yeni timleyen tanimlamistir.
+ ve 0 sirasiyla, kapsayict ve diglayici tiimleyenleri gostermek ve D ve Y iki kiime olmak
tizere, bu ikili islemler, D+Y=D’UY, DOY=D’NY’ olarak tanimlanmistir. Sezgin ve

digerleri (2023c), bu iki islem arasindaki iligkileri incelemis ve ayrica bunun gibi ii¢ yeni
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ikili islem tanimlayip, bunlarin birbirleriyle olan iliskisini incelemistir. D ve Y iki kiime

olmak ilizere D*Y=D’UY’, DyY=D’NY, DAY=DUY".

® kiimelerdeki islemleri gostermek iizere (® burada N, U,— A, Ay, 0,+,* gibi kiime
islemlerini gdstermek {izere) esnek kiimelerdeki kisitlanmis islemler, genisletilmis
islemler, tiimleyenli genisletilmis islemler, esnek ikili parcali islemler, tiimleyenli esnek

ikili pargali islemler asagida verilen genellenmis tanimlar ile genel formda verilebilir:

2.3.16. Tanim (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,D)®x(G,Y) ile
gosterilen kisitlanmis ® islemi, K=DNY ve VX € K i¢in H(X) = F(R)®G(X) olmak
tizere (F,D)®x(GY) = (H,K) olarak tanimlanir. Burada, K=DNY=0 ise
(F,D)®Rr(G,Y)=0y (Ali ve digerleri, 2009; Sezgin ve Atagiin, 2011a; Aybek, 2024).

2.3.17. Tanim (F,D), (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis ® islemi
(H,K)’dir. Burada, K=D U Y ve VX € K igin,

F(R), XeD-Y
H(R) = G(X), NeY—-D
FR)®G(R), ReDnNnY

ile tanimlanir ve (F,D)®.(G,Y) = (H, K) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003; Ali ve
digerleri, 2009; Sezgin ve digerleri, 2019; Stojanavic, 2021; Aybek, 2024).

2.3.18. Tanim (F,D), (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin timleyenli genisletilmis
® islemi (H, K)’dir. Burada K=D U Y ve ¥X € K igin,

F'(X), XReD-Y
H(R) = G'(X), XEY—-D
FR)®G(R), ReDNnY

*
ile tamimlanir ve (F,D) ® (GY) = (H,K) seklinde yazilir (Demirci, 2024; Akbulut,

2024).
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2.3.19. Tanim (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnck kiimelerin ensek ikili parcali ®
islemi (H, D)’dir ve VX € D igin,

L FMY, XeD—Y
HE) = {F(N) ®GK), ReDNY

ile tanimlanir ve (F, D) C:)(G’ Y) = (H, D) seklinde gosterilir (Eren, 2019; Sezgin ve Yavuz,
2023b; Sezgin ve Calisici, 2024; Yavuz, 2024).

2.3.20. Tanim. (F,D),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin tiimleyenli esnek ikili
parcali ® islemi (H, D)’dir ve VX € D i¢in,

L F), RED-Y
HE) = {F(N)®G(N), XeDNY

*
ile tanimlanir ve (F,D)~(G,Y) = (H,D) seklinde gosterilir (Sezgin ve Demirci, 2023;
®

Sezgin ve Aybek, 2023; Sezgin ve digerleri, 20233, 2023b; Sezgin ve Atagiin, 2023;
Sezgin ve Yavuz, 2023a; Sezgin ve Cagman, 2024; Sezgin ve Sarialioglu, 2024)
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3. TUMLEYENLIi GENISLETILMIS KESiSiM iSLEMI

Bu boliimde, tiimleyenli genisletilmis kesisim adi verilen yeni bir esnek kiime islemi
tanitilmig, 0rnegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile

olan iligkisine bakilarak dagilma kurallar1 incelenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.

*
3.1. Tanim (F,Z), (G,C) €Sg(VU) olsun. Bu esnek kiimenin (F,Z) n (G,C) ile gosterilen

tiimleyenli genisletilmis kesisim islemi K=ZUC ve VX €K;

F(N), NeZ-C
H®)=4 G(N), ReC-Z
F(X)NG(X), XeZNC

*
olmak tizere (F,Z) n (G,C) = (H,K) ile tanimlanur.

3.2. Ornek E={e; e, e3,e,} parametre kiimesi Z={e,, e3} ve C={e,, e3, e,} E nin iki alt
kiimesi, U={h;,h;,h3,h,,hs} evrensel kiime olmak iizere (F,Z), (G,C) €Sg(U)
(F.2)={( ey, {h; hs}),(e3,{hy,hy,hs 1)} (G,C)={(ez,{hy,hy,hs}),(e3,{h,h3,h,}) (64, {h3 b5
D} olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,Z) ;S(G,C):(L,ZUC) olmak tizere

VX €ZUC;

F (R), ReZ-C
LX)={ G'(N), NeC-Z
F(R)NG(R), RezNC

Burada, ZuC={e;,e,.es,e,}, Z-C={e;}, C-Z={e;,e,}, ZNC={e;} olmak fiizere,
L(e;) =F’(e;)={ hy,h3,hs},  L(ey) =G’(ez)={hy,h3}, L(es) =G’(e4)={hyhy,h,} ve

L(e3)=F(e3)NG(e3)={hy hz,hs}N{h;,hzhy}={h,}.Boylece,(F,Z) ; (G,.C)={(e1.{hy,hs,

h,}), (e2.{ hz,h3}),(e3,{h;}),(es,{hys,h;, hy}}.

3.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)



1) ;8, Se(U), kiimesi lizerinde kapalidir.

) *
Ispat: N isleminin, Sg(U) iizerinde ikili islem oldugu aciktir. Yani,
*
N, Se(U)x Se(U)- Se(U)
(F.2),(6.C) = (F2) [, (BO=(LZuC)
€

olup, (F,2), (G, C) €Se(U) oldugunda, (F.2) 1, (G,C)ESe(U) olur.
* * * *
Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim. (F,Z) ; (G,C)=(T,ZuC) olsun. Burada, VXeZUC;

F(R), REZ-C
T(R)={ G (X), XeC-Z
F(X)NG(X), NeZNC

(T,ZuC) ; (H,R) =(M,ZUCUR) olsun. Burada YXeZUCUR,;
€

T'(R), X€E(ZUC)-R
M(X)=< H'(X), XER-(ZUC)
T(X)NH(X), Xe(ZUC)NR

Buradan,

( F(R), 8e(Z-C)-R=ZNC'NR’

G(X), ®e(C-Z)-R=Z'nCNR’
F'(R)UG'(R), Ne(ZNC)-R=ZNCNR’
M(R)=< H'(X) XER-(ZUC)=Z'NC'NR
F'(R)NH(X), &e(Z-C)nR=ZNC'NR
G'(R)NH(X), ®e(C-Z)NR=Z'nCNR

L(F(R)NG(R))NH(R), Re(ZNC)NR=ZNCNR
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Simdi esitligin sag tarafina yani (F,2) ; [(G,C) F: (H,R)]
€ €

(G,0) ; (H,R)=(K,CUR) olsun. Burada YXeCUR,;
€

G (R), NeC-R
K®)={ H(N), ReR-C
G(X)NH(X), NeCNR

(F,2) ; (K,CUR) =(S,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;
€

F(R), X€Z-(CUR)
S(R)={ K(X), Xe(CUR)-Z
F(X)NK(X), XeZN(CUR)

Buradan,

(F(X), XeZ-(CUR)=ZNC'NR’

G(X), Xe(C-R)-Z=Z'NnCNR’

H(X), Xe(R-C)-Z=Z'nC'NR

S(R)=< G'(X)UH'(X), Re(CNR)-Z=Z'nCNR
F(X)NG'(X), RXEZN(C-R)=ZNCNR’
F(X)NH'(X), NeZN(R-C)=ZNC'NR
\F(R)N(G(R)NH(R)), NeZN(CNR)=ZNCNR
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bakalim.

*
Boylece, M#S oldugu goriliir. Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde, N islemi birlesme
€

ozelligine sahip degildir.

3IFD G2, HD=FD [ 62, H

Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim (F,Z) ; (G,2)=(T,ZuUZ) olsun. Burada, YReZUZ=Z,
€

F(X), Ne€Z-Z=p
T(N)= G(X), NezZ-Z=0
F(R)NG(R), NezZNZ=Z



(T.2) 7 (H.2)=(M,ZuZ) olsun. Burada VXeZ;
€

T'(R),
M(X)={ H'(R),
T(R)NH(XR),
Buradan,
T(Y),
M(X)= H (X),
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NEZ-Z=0
REZ-Z=0
NEZNZ=Z

NEZ-7Z=0Q
NeZ-7Z=0

(F(R)NG(R))UH(R), REZNZ=7Z

Simdi sag tarafa yani (F,2)  [(G.2) ; (H2)] bakalm. (G,2) ~ (H.2)=(L,ZUZ) olsun.
€ € €

Burada, VXeZ;

G (X), NEZ-Z=0
LX)={ H (), NEZ-Z=0
G(RX)NH(R), NezZNz=Z
(F,2) ; (L,2) =(N,ZuZ) olsun. Burada VXeZ,
F(R), REZ-7=0
N®)=1 L'(N), NEZ-Z=0
F(X)NL(X), NezZNZ=Z
Buradan
F (X), NEZ-Z=0
N®)={ L'(x), NEZ-Z=0
F(R)N(G(R)NH(X)), ReZNZ=Z

Boylece, M=N oldugu goriiliir. Yani, ZS E sabit bir paramere kiimesi olmak tizere, Sy (U)

kiimesi lizerinde N isleminin birlesme 6zelligi vardir.
€
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2 (F2) 4 (GO=6C) [ (F.2).

Ispat: Oncelikle esitligin her iki tarafindaki esnek kiimenin parametere kiimeleri ZUC olup,

esnek esitligin ilk sartt saglanmis olur. Simdi esitligin sol tarafina bakalim.

(F.2) 7 (G,C)=(H,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;

F(R), ReZ-C
H®X)={ G(N), ReC-Z
FN)NG(R), ReZNC

Simdi esitligin sag tarafina yani (G,C) ; (F,Z2) bakalim.(G,C) F: (F,Z2)=(T,CuZ) olsun.
€ €

Burada YXeCuUZ;

G (N), NEC-Z
TX)={ F(N), NeZ-C
G(X)NF(R), NeCNZ

Boylece, H=T oldugu goriiliir. Benzer sckilde, (F,2) 1, (G,2)=(G,2) 1 (F.2).Yani, Sg(U)
€ €

ve Sz(U) kiimeleri lizerinde ;: isleminin degisme 6zelligi vardir.
€
*
5) (F,2) ms(F,Z):(F,Z).
Ispat: (F,Z) {y (F,Z)=(H,2uZ) olsun. Burada vXeZ;
€

F (R), NEZ-Z=0
HX)=1{ F (), NEZ-Z=0
F(X)NF(R), RezZN=Z
Buradan, YXeZ; H(X)= F(X)NF(X)=F(X) olup (H,Z2)=(F,2).

*
Se(U) kiimesi iizerinde N islemi denk giicliiliik (idempotent) 6zellige sahiptir.
€
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%k *
6) (F.2) y Uz=Uz (y (F2)=(F.2).

Ispat: Uz=(T,Z) olsun. Burada VXeZ; T(X)=U. (F,2) ; (T,Z) =(H,ZuZ) olsun. Burada
€

VReZ:

F (R), NEZ-7=0
H®X)=1 T®), REZ-Z=0
F(X)NT(R), RezZNzZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= F(X)NT(X)= F(X)NU=F(X) olup (H,Z2)=(F,2).

*
Sz(U) kiimesi lizerinde N isleminin birim eleman1 Uz esnek kiimesidir.
€

3.3.1. Sonu¢ ZC E sabit bir parametre kiimesi olmak iizere, Teorem 3.3 (1), (3), (4), (5) ve

(6) dan (Sz(V), ; ) cebirsel yapist birimi Uz olan komutatif, idempotent bir monoid yani
€
smirlt bir yari-kafestir. Teorem 3.3 (2) den, Sg(U) kiimesi {izerinde ;: islemi birlesmeli
€

olmadig i¢in bir yarigrup olusturamaz, (Sg(U), ;; ) cebirsel yapisi bir grupoiddir.
€
) (F2) | 8,70, - (F2)=0
)F2) [, 0,70, \ (F2)=0.
Ispat: ;=(S,Z) olsun. YXe; S(RX)= 0. (F,2) r’: (S,2)=(H,ZuZ) olsun. Burada, YXeZ,
€

F(R), REZ-7=0
H®)=1{ s'(N), NEZ-Z=0
F(X)NS(R), RezZNZ=Z

Buradan VXeZ; H(X)= F(X)NS(X)= F(X)N@=0 olup, (H,Z2)= @;.

*
Sz(U) kiimesi tlizerinde n isleminin yutan eleman1 @5 esnek kiimesidir.
€

%k %
8) (F1Z) ﬂg Q)@: Q)@ ﬂE(F1Z) = (F’Z)r
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Ispat: 5= (K, 0) Ve (F.2) 5 (K, 8) = (Q,U 8) = (Q,2) olsun. Burada vXe Z;

F (N), REZ-0=Z
QM)=4 K (N), NED-Z=0

F(R)NK(X), KReZNP=0

Buradan, YXeZ; Q(X)= F*(X) olup (Q,2) = (F,2)".
* r r *
9 (F.2) n (FD=(F2) 5 (F2)=0.

Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, ¥XeZ; H(X)=F’(X). (F,2) ; (H,2)=(T,ZuZ) olsun .

Burada, ¥XeZ;

H(X), RNeZ-Z=0

F (R), REZ-Z=0
T(R)=
F(X)NH(R), ReEZNZ=Z

Burada YXeZ; T(X)= F(X)NH(X)= F(X) NF’(X)=0 olup (T,2)= @,

10)[(F.2) , GON=(F2) *. (GC).

Ispat: (F,2) ;(G,C):(H,ZUC) olsun. Burada, VReZUC;
F(N), NeZ-C
H®)=4 G (), NeC-Z
F(R)NG(R), ReZNC
(H,ZuC)'=(T,ZuUC) olsun. Burada, VXeZUC;

F(X), NEZ-C
T(R)={ G(X), REC-Z

F'(R)UG'(R), ReZNC
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Buradan, (T,ZUC) =(F,Z) *.(G,C) olur.

11) (F.2) [ (G,2)=Uz &(F,2) = (G,Z) = Uy,

. *
Ispat: (F,Z) n (G,Z) = (T,ZUZ) olsun. Burada VYXeZ,

F(N), REZ-Z=0
TX)={ G(N), NEZ-Z=0
F(X)NG(R), RezZNZ=Z

(T,Z2)= Uz oldugundan, VXeZ i¢in T(X)=U ve VXeZ; F(X)NG(X)=U. Burdan, VX € Z;
F(X)=G(X)=U. Boylece, (F,Z) = (G,Z) = Uy.

12) (F,2) 1 (G,2) = 8, ©(G.2) € (F,2)' ve (F,Z) E (G,2)"

R %k
Ispat: (F,Z) n (G,Z) = (T, Z) olsun. Burada VXeZ i¢in,
€

F'(R), REZ-Z=0
T(R)=1 G (R), REZ-Z=0
F(X)NG(R), NeZNZ=Z

(T, Z) = @, oldugundan, YReZ icin, T(X)=@. Buradan, VXeZ icin, T(R)=F(R)NG(X)=0 <
VX € Z igin, xeG(XR) ise x¢F(X), dolayisiyla xeF’(X). Buradan, G(X)< F'(X). Dolayisiyla,

~ * ; ~
(G,Z) € (F,Z)". Benzer sekilde, (F,Z) n (G,Z) =@, ise (F,Z)C (GZ) oldugu
€
gosterilebilir. Tersine, (G,Z) € (F,)" olsun. Buradan, VX € Z icin, xeG(R) ise x&F(X),

*
dolayisyla VX € Z; F(X) NG(X)=@. Boylece, (F,Z) NG )= 0y.

13) 8,EF2) (6O, BcEFD) (GO, BrucEFD [ GO). (F2) (4 (GO)
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14) (F.2) , (GZ)E (F2) ve (F2) [ (G2Z)EG.2)

Ispat: (F,2) ; (G,Z2)=(H, Z U Z) olsun. Burada, YXeZ;
€

F(R), REZ-Z=0
H®)={ GN), NEZ-Z=0
F(X)NG(R), NezNzZ=Z

vReZ; HX)=F(X)NG(X) S F(X). Boylece, (F,2) F: (G,2) € (F,2). Benzer sekilde, VReZ;
€

H(R)=F(X)NG(R) € G(X). Boylece (F,2) ~ (6.2) E(G2).
15) (F.2) € (G,2) & (F.2) ; (6.2) =(F.2).

R E 3
Ispat: (F,Z) ise her ReZ igin, F(X) € G(X) .(F,Z)  (G,2)=(H.Z) olsun. ¥Xe Z;

F(R), REZ-Z=0
H®)=4 G(XN), REZ-Z=0
F()NG(R), NezZNzZ=Z

*
Boylece, VRXeZ; H(X)=F(X)NG(X)=F(X). Boylece, (F’Z)ﬂ (G,2)=(F,Z2). Tersine,
€

(F,2) r’: (G,2)=(F,2) olsun. Buradan, VXeZ icin, F(R)NG(XR)=F(X) olup, F(RX)SG(X).

Boylece, VXeZ; (F,Z2) € (G, Z).

16) (F.2) 5 GOEF2) ) (GO.

. k
Ispat: (F,Z) n (G,C)=(H,ZuC) olsun. Burada XeZUC;
€



H(m:{

F(R),
G (),
F(R)NG(X),

(F,2) ; (G,C)=(T,ZuC) olsun. Burada XeZUC;

T(N)={

F(X),
G (X),
F(R)UG(R),
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ReZ-C
NeC-Z
ReZNC

NeZ-C
NeC-Z
NeZNC

VReZ-C; H(R)=F’(X) CF(R)=T(X), V&eC-Z; H(R)=G’(X) SG'(X)=T(R), VREZNC;

F(X) NG(X) € F(X) U G(X). Boylece, (F.2) 1 (GO E (F.2) |, (G.O.

17) (F2) & (GO = (F) |, (G.B) S(F.ZNC) = (G,2nC).

. ~ %
Ispat: (F,2) ;S(G,C) & (F.2) SS(G,C) ve (F2) r (6,C) = (HZUC) olsun. VREZUC;

F'(R),
G (X),

H(X)= {
F(R)NG(X),

E 3
(F.2) |, (G.C)=(K,ZuC) olsun. VXe

ZUCGC;

F(X),
G (X),

K(R)= {
F(R)UG(X),

(H,ZuC) =(K,UC) oldugundan, VRXe Z-C ; F (X)=F (X) , V&e C-Z ; G (X)= G (X), VRe

ZNnC; FRX)NG(X)= F(X)UG(X) olur. Buradan,

NeZ-C
NeC-Z
ReZNC

ReZ-C
ReC-Z
NeCNZ

VR eZNCFWR) = G(R). Boylece,

(F,Zn C) =(G, Zn C) olur. Tersine, (F,ZNC) = (G,ZNC) olsun. Buradan, VX € Z N C; F(X)

= G(Y). Béylece, VX € 7.0 G FRING(R)= FRIUG). (F2) 1, (G,C) = (H,ZUC) olsun.

VXeZUC;
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F(R), REZ-C
HX)=1{ G'(X), ReC-Z
F(X)NG(R), ReZNC
(F.2) |, (G,C) = (K,ZUC) olsun. VReZUC;

F(R), REZ-C
K®)=1 G'(X), XeC-Z

F(N)UG(X), ReCNZ

VR € Z N CFR)NG(R)= F(X)UG(XR) oldugundan, VXeZUC H(X)=K(X) olur ve boylece,

(H,ZUC) =(K,ZU0). Yani, (F.2) , (GO = (F2) |, GO).
18) (F.2) E(G.2) ise (F,2) 1, (H,2) € (G,2)  (H,2).

Ispat: (F,Z)€ (G,Z) olsun. Buradan, YXeZ icin, F(X)SG(X). (F,2) ; (H,Z)=(W,Z) olsun.
€

Boylece, VReZ i¢in,

F (R), NEZ-Z=0
WR)={ H®), REZ-Z=0

F(X)NH(X), NeZNZ=Z

(6,2) A (H,2) = (L, Z) olsun. Boylece, Ve Z icin,
€

G (N), NEZ-7=0
LX)={ H(X), NeZ-Z=0
G(R)NH(R), ReZNZ=Z

Béylece, VReZ igin, W(R)=F(X)NH(X) € G(X)NH(X)=L(R) olup, (F,Z) ; (H,7) €

%
6.2, (H,2).
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* _ * . -
19) (F,7) ﬂs(H' Z) € (G7Z) m£(H, Z) ise (F,2)S(G,Z) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 3.3 (18) tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 3.3 (18) nin tersi dogru olmadigim gostermek igin bir drnek verelim.
E={e;.e;,e3,e4€5}  parametre  kiimesi, A=C={e;,e3} E’nin alt kiimesi,
U={h;,h,, h;,h,, hg} evrensel  kiime  olsun. (F,2), (G,2) ve (H,2),
(F.2)={(e1,{hz, hs}).(e5.{hs,hz,hs 1)} (G, 2)={(ey,{h2}).(e5.{h1,h 1)} (H.2)={( e1,0).(e5

,@)} olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.
Buradan, (F,2) [, (H,2)=(L.2) olup (L2)={(ex.®)(e5D)} Ve (GZ) ~ (H,2D)=(K2)

olmak iizere (K,Z)={(e1,8).(e5,8)}. Boylece, (F,7) ~ (H,2) € (G,7)  (H,2); fakat

(F,2) €(G,Z) olmadig1 aciktir.
20) (F2) € (G,C) ve (K 2) € (L,O) ise (F.2) 4 (K.2) E(G,C)  (LO).

Ispat: (F,Z)C (G,C) ve (K,Z) € (L,C) olsun. Buradan, ZSC ve VReZ i¢gin, F(R)S G(R) ve

*
K(R)E L(R). (F,2) ms(K, Z) = (W,Z) olsun. Boylece, VReZ igin,

F(R), REZ-Z=0
WR)={ K (), NEZ-Z=0
F(X)NK(R), NezZNZ=Z

(G,C) f (L,C) = (S,C) olsun. Boylece, VReC icin,

G (R), REC-C=0
S(N)={ L'(N), XeC-C=0
G(X)NL(R), XeCNC=C

Boylece, VReZ icin, W(R)=F(X)NK(X) € G(X)NL(X)=S(X) olup, (F,Z);(K,Z)

&(G,C) ;S(L,C).
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b3 b3 3 3
21) (F,.2)  ((F.2) |, GDI= (D) ve (FD) |(F.2) ms(G,Z)] = (F,Z). (Yutma

yasasi)
, . *
Ispat: Tk olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F,Z) U (G,2)=(T,Z) olsun. Burada VXeZ;

F(R), REZ-7=0
T(R)=1 G (X), REZ-7=0
F(X)NG(R), NEZNZ=Z

*
(F.2)  (T.2)=(M,Z) olsun. Burada VReZ igin;
€

F(R), REZ-Z=0
M(R)=1{ T'(X), NEZ-Z=0
F(R)NT(R), KEZNZ=Z

Boylece,

| F (), REZ-Z=0
M= {F(N) U [F(X) N G(R)], X€EZNZ=Z

Buradan,

| F(®), REZ-Z=0
M= {F(N) NEZNZ=Z

Boylece, (M,Z)=(F,Z) olup (F,Z) : [(F, 7) ; (G, Z)] = (F, 7).

* *
Benzer sekilde, (F,Z) U [(F, Z) n (G, Z)] = (F,Z) saglandig1 da gosterilir. Burada, 3

€

islemi yerine, kisitlanmis birlesim, yani Ug, genisletilmis birlesim yani U, islemi, ya da

esnek ikili parcali birlesim islemi yani G de getirilse bu 6zelligin saglanacag1 Z, E evrensel
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kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {izere, Sz(U) kiimesi iizerinde bu islemlerin ¢akigik

oldugundan asikardir.

3.4. Teorem Tiimleyenli genigletilmis kesisim isleminin diger esnek kiime islemlere

asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

3.4.1. Teorem Tiimleyenli genisletilmis kesisim isleminin kisitlanmis islemlere asagidaki

dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1)ZACONR=ZNCNR =@ ise (F.2),\ [(G.ONR(H.R)I=IF.2), (GOIURIF.2), (HR)].

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm. (G,C)Ng(H,R)=(M,CNR) olsun. Burada

VReCN R; M(X) = G(X) NHX). (F.2). (MCNR)=(N,U(CNR)) olsun. Burada

VReZU(CNR);
F'(R), N€EZ-(CNR)
N(R)=< M'(R), Xe(CNR)-Z
F(R)NM(R), NeZN(CNR)
Buradan,

F'(R), N€EZ-(CNR)=Z-(CNR)
N(X)=< G (R)UH'(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F' (X)N(G(R)NH(R)), REZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin s tarafina yani [(F.2) » (GONR[(F.2), (HR)] bakalm.
A €

(F.2) (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada, VReZUC;
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F'(R), R€EZ-C

V(R)=4 G'(X), NeC-Z

F(X)NG(R), ReZNC

Simdi (F,Z2) : (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;

F'(R), N€EZ-R

W(R)={ H'(X), XER-Z
F(X)NH(X), N€EZNR

(V,ZuC) Nng(W,ZUR)=(T,(ZUC)n (Z U R)) olsun. Burada, vReZU(CNR);
T(R)=V(X)NW(X). Buradan

( F (R)NF(X), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F (R)NH'(X), Re(Z-ON(R-Z)=0
F'(R)N(F(R)NH(X)) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (R)NF (R), Xe(C-Z)N(Z-R)=0
T(R)=< G (R)NH'(R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
G (R)N(F(R)NH(X)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0
(F(R)NG(R))NF (X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'’
(F(R)NG(R))NH'(R), Re(ZNC)N(R-Z)=0

\(F(R)NG(R))N(F(R)NH(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
F(X), Ne(Z-C)N(Z-R)=ZNnC'NR’
)] Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
T(R)= 1< G (R)NH'(R), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
)] Xe(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

k(F(N)nG(N))n(F(N)nH(N)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki Z-(CNR) ele alinirsa, Z-(CNR)=ZN(CNR)’ olup, bir eleman
(CNR) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya C-R de, ya R-C de, ya da CUR nin
timleyenindedir. Burdan, X €Z-(CNR) ise X €ZNCNR’ veya N e€ZNC’NR veya
N €ZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=0 ise N ve
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T fonskiyonlar1 birbirine esit olur. Z’NCNR=ZNC’NR=@ sartinin (ZAC)NR=@ sartina
denk oldugu asikardir.

2) (ZACQ)NR=ZNCNR=B ise(F,2) " [(G,OURHR)IEIF2) (GOIURIFZ) (HRI.
3) (ZAC)NR=ZNCNR'=0 ise (F.Z) [(G,C)*R(H,R)]:[(F,Z)\* (G,C)]UR[(F,Z)\* (H.R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim. (G,C)*g(H,R)=(M,CNR) olsun. Burada

vRXeCNR; M(X) = G'(X) U H'(R). (F,Z);:< (M,CNR)=(N,ZU(CNR)) olsun. Burada

VReZU(CNR);
F'(N), N€EZ-(CNR)
N(N)z{ M'(R), NXe(CNR)-Z
F(R)NM(R), XeZN(CNR)
Buradan
F'(R), NXEZ-(CNR)=Z-(CNR)
N(R)=< G(RX)NH(XR), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
F(R)N(G'(X) UH'(R)), XNeZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z)\* (G,C)]UR[(F,Z)\* (H,R)] bakalim.

(F,Z)\*s (G,C) =(V,ZUC) olsun. Burada, YReZUC;

F'(R), REZ-C
VR)={ G'(Y), REC-Z

F(X) N G'(X), NeZnC

g *
Simdi (F,Z) \ (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€
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F'(R), R€EZ-R
W(R)={ H'(X), NER-Z
F(X)NH'(X), NeZNR

(V,2ZUC) Ur(W,ZUR)=(T,(ZUC)n (Z U R)) olsun. Burada, vXeZU(CNR);
T(R)=V(X)UW(X). Buradan

(F(X) UF(R), Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
F(X) U H'(X), Re(Z-C)N(R-Z)=0
F'(®) u (F(X) N H'(R)) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (R) UF(R), Re(C-Z)N(Z-R)=0
T(R)=<{ G(X) UH (R), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
G (X) U (F(X) n H'(R)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0
(F(X) N G'(R)) UF (), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F(X) N G'(R)) UH (R), Re(ZNC)N(R-Z)=0

\(F(X) NG'(R)) u (F(X) nH'(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR'
F'(X) N H'(R) Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
T(R)=1 G (R)UH (R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
G (R)UF (), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

(F(RX)NG'(R)U(F(X)NH' (X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’= @ ise N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=@ sartinin
(ZAC)NR=0 sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)NR=ZNCNR'= ise(F,Z) r": [(G,C)BR(H,R)]:[(F,Z)\t (G,C)]nR[(F,Z)\t (H,R)].

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Kisitlanmig islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi

1) (ZAC)NR=ZNCNR’=,[(F,Z)Ur(G,C)] :S(H,R):[(F,Z) : (H,R)]URL(G,C) : (H,R)].
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Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm. (F,Z)Ug(G,C)=(M,ZNC) olsun. Burada

WReZN G M(®)=F(X)UG(X). (M,ZnC) - (H,R) =(N,ZNC)UR)) olsun. Burada

VRe(ZNC)UR;
M'(R), Xe(ZNC)-R
N(X)=1 H'(X), NER-(ZNC)
M(R)NH(R), RXeZN(CNR)
Boylece,
F'(RX)NG'(X), X€E(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=< H'(X), RER-(ZNC)=R-(ZNC)

(F(X)UG(XR)) NH(X), ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z): (H,R)]UR[(G,C): (H,R)] bakalim.
€ €
(F,Z): (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€
F'(R), NEZ-R

V(X)=4 H'(X), NER-Z
F(X)NH(X), X€EZNR

Simdi, (G,C);:< (H,R)=(W, CUR) olsun. Burada VXeCUR;
€

G'(X), XeC-R
W(R)=1 H'(R), RER-C
G(X)NH(X), NeCnR

(V,ZUR) URr(W,CUR)=(T,(ZUR)n (CUR)) olsun. Burada,vXe(ZNC)UR,;
T(R)=V(X)UW(X). Boylece,
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( F(R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'

F (R)UH (R), Re(Z-R)N(R-C)=0
F (®)U(GER)INH(R)), Re(Z-R)N(CNR)=0

H (R)UG (R), Re(R-Z)N(C-R)=0

T(R)=<{ H (X)UH (X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H (R)U(G(R)NH(X)), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
(F(R)NH(X))UG (R), Xe(ZNR)N(C-R)=0
(F(R)NH(X) )UH (R) Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

(F(R)NH(R))U(G(R)NH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
( F(R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
| H' (%) Re(R-Z)N(R-C)=Z'NC'NR
T(N)z{ G'(X)NH'(X), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
| (F(R)UH'(R)), Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

(F(RX)NH(X))U(G(R)NH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, R-(ZNC)’yi ele alirsak, R-(ZNC)=RN(ZNC)’ olup, bir eleman
(ZNC) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya Z-C de, ye C-Z da, ya da ZUC nin
timleyenindedir. Burdan, X € R —(ZNC) ise X ERNZNC’ veya X € RNZ’NC veya
X € RNZ’NC’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile
N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0Q sartinin, (ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAC)NR=ZNCNR’=0,[(F,Z)Nx(G,C)] :8(H,R):[(F,Z) r’: (H,R)INRI(G,C) : (H,R)].

3) (ZAON R=NCNR'=D, [(F2)x (G.O)] o HRIZIFZ)y, (R URIG.C)y (HR)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim (F,Z)*g(G,C)=(M,ZNC) olsun. Burada YXeZ N

C; M(R)=F'(X)UG'(X). (M,Zn C) : (H,R) =(N,(ZNC)UR)) olsun. Burada YXe(ZNC)UR;

H'(X), NER-(ZNC)

M'(R), XE(ZNC)-R
N(N)=
M(X)NH(R),  R€ZN(CNR)



Buradan,

F(R)NG(R),
N(N)z{H'(N).
(F'(R)UG'(X))NH(X)),

Xe(ZNC)-R)=ZNCNR'
XER-(ZNC)=R-(ZNC)
NeZN(CNR)=ZNCNR
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* *
Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [F’Z)Y (H,R)]UR[(G,C)Y (H,R)] bakalim.
€ €
k
(F,2) v (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada, VXeZUR,;
€
F'(R), XeZ-R
V(R)=< H'(X), NER-Z
F'(X\)NH(X), XeZNR
%
(G'C)Y (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;
€
G'(X), XeC-R
W(R)=< H'(X), NER-C
G'(X)NH(X), NeCNR
(V,ZUR) Ur(W,CUR)=(T,(ZUR)Nn (CUR)) olsun. Burada VRe(ZNC)UR,;

T(R)=V(X)UW(X). Buradan,

( F (R)UG (X),
F' (X)UH'(R),
F'(R)U(G'(R)NH(X)),
H' (R)UG (R),
T(X)={ H(®)UH'(X),
H (®)U(G'(R)NH(K)),
(F'(R)NH(R))UG (X),
(F'(®)NH(R))UH (R),
L(F'(R)NH(X))U(G'(R)NH(R)),

Boylece,

Xe(Z-R)Nn(C-R)=ZNCNR'
Re(Z-R)N(R-C)=0
RE(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0
Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
RXeE(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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( F(X)UG(R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

H (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

T(X)=1 H'(R)UG (R), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
F'(R)UH'(X), Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

(F'(®X)NHR)U(G'(R)NH(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR'=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=@ sartinin,
(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAO)NR=ZNCAR'=0,[(F 2)8x (GO  (HR)=I(F2) . (HR]NIGO), (HRI

3.4.1.1. Not Teorem 3.4.1 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandig1 dikkate
alimirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sz(U) kiimesi iizerinde

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandig: asikardir:

¢ 2, (GDMRHIFIFD, ©DINIFD), (H2)]
¢ [F2NRGD], H2=IFD) , (HDINRIG.2) ) (H2)]
¢ (F2)) [6.2UHDIFIFD, GDIURIF2), H]
¢ [F2UxG.2], (HD=IFD) ; (HDIURIGD)  (H2)]
¢ 2, (GDMMHDIFIFD), (G2IAIF2), (H)]

¢ [F2LRGED], (HD(F.2) 5 (H2IARIGD)  (H2)]

3.4.2. Teorem Tiimleyenli genisletilmis kesisim isleminin genisletilmis islemlere asagidaki

dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi

1) (ZAC)NR=ZNCNR'=0, (F.2) ~ [(G.CO)NMHRI=IF.2) - GOINIF2Z) » (HR)].
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Ispat: Once esitligin  sol tarafim  ele alalm (G,C)n.(H,R)=(M,CUR) olsun.
Burada VXeCU R;

G(X), XeC-R
M(R)={ H(R), RER-C
G(X)NH(X), NeCNR

(F.2) > (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada vXeZUCUR;
€

F'(R), N€EZ-(CUR)
N(R)={ M'(R), Xe€(CUR)-Z
F(X)NM(RN), RXe€ZN(CUR)

Buradan,

(F'(R), REZ-(CUR)=ZNC'NR’

G (R), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR’

H'(R), Xe(R-C)-Z=Z'NB'NR

N(X)=<{ G (R)UH'(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F(R)NG(R), ReZN(C-R)=ZnCNC
F(X)NH(R), XeZN(R-C)=ZNC NR

\F(R)N(G(X)NH(R)), ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin sag tarafina  yani [(F.2) » (GOIN:(F2) » (HR)] bakalm.
€ €

(F.2) > (G,C)=(V,ZuC) olsun. Burada VReZUC;

F'(X), ReZ-C
V(R)={ G'(N), REC-Z
F(R)NG(R), NeZnC

*
(F.2) . (HR)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR,;
€



F'(X), REZ-R
w)={ H'(X), XER-Z
F(X)NH(X), &€ZNR

(V,Z2uC) N (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada VYXeZUCUR;

V(X), NX€E(ZUC)-(ZUR)

T(R)=1 W(X), N€E(ZUR)-(ZUC)

{V(N)nW(N), RXE(ZUC)N(ZUR)

Buradan,
(F(R), RE(Z-C)-(ZUR)=0
G (R), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z' NCNR’
F(R)NG(R), Xe(ZNC)-(ZUR)=0
F(R), RE(Z-R)-(ZuC)=0
H (X), Xe(R-2)-(ZUC)=Z'NC'NR
F(X)NH(X), Ne(ZNR)-(ZUC)=0
F (X)NF'(X), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC NR’
T(R)= 4 F (R)NH (X), Re(Z-ON(R-Z)=0
F (X)N(F(R)NH(X)), Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
G (R)NF (R), Re(C-Z)N(Z-R)=0
G (R)NH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
G (R)N(F(X)NH(R)), Re(C-Z)N(ZNR)=0
(F(R)NG(R))NF (X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR’
(F(R)NG(R))NH'(R), Xe(ZNC)N(R-Z)=0
L(F(N)nG(N))nF(N)nH(N)), ReE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
Boylece,

(G (R), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
H'(R), Xe(R-Z)-(ZuC)=Z'NC' NR
F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
T(X)=1{ P Xe(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (X)NH (R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
?, Xe(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
\(F(N)nG(N))nF(N)nH(N)), ReE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR'=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0
sartinin (ZAC)NR=0@ sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAQNR=ZNCNR'=0, (F.2) © [(G,OVUMHRI=IF.2) . GOIUIF2) ; HR.

3) (ZAONR=ZNCNR'= 0, (F.2)  [(GO)+(HR)FIF.2) (GONUIFD)\ (HRI

Ispat: Once esitligin sol tarafim1 ele alalim (G,C)=.(H,R)=(M,CUR) olsun. Burada
vXeCU R;

G(X), XeC-R
M(R)=41 H(), RER-C
G'(X)UH'(X), ReCnR

(F.2) > (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada vReZUCUR;

F'(R), N€EZ-(CUR)
N(R)=1 M'(R), Xe(CUR)-Z
F(X)NM(RN), RX€EZ N(CUR)

Buradan,

(F'(X), R€Z-(CUR)=ZNC'NR’

G (X), Xe(C-R)-Z=Z'NCNR’

H'(R), Xe(R-C)-Z=Z'nC' NR

N(R)=< G(R)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F(R)NG(R), XeZN(C-R)=ZNCNR’
F(R)NH(R), XeZN(R-C)=ZNC NR

\F(X)N(G'(X)UH'(R)), NReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z)i‘ (G,C)]Us[(F,Z)t (HR)] bakalm.

(F,2) i‘ (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada VReZUC;



F'(X), NeZ-C
VR)={ G'(R), XeC-Z
F(X)NG'(X), NeZNC
(F,2) ;: (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
F'(R), NEZ-R
W(R)={ H'(R), XER-Z
F(R)NH'(X), NEZNR

(V,2ZUC) U.(W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada VYXeZUCUR;

V(R),
T(N)={ W(R),
V(R)NW(R),

Re(ZUC)-(ZUR)
Xe(ZUR)-(ZUC)
Re(ZUC)N(ZUR)

Buradan,

T(R)=+«

(F(R),

G (N),
F(R)NG'(R),
F(X),
H (X),
F(X)UH'(R),
F (R)UF'(R),
F (X)UH (),
F (X)U(F(R)NH'(R)),
G (R)UF'(R),
G (R)UH (R),
G (R)UFR)NH'(R)),
(F(R)NG'(R))UF'(R),
(F(R)NG'(R)UH (),

Boylece,

\(F(N)HG'(N))U(F(N)ﬂH'(N)),

NE(Z-C)-(ZUR)=0
XE(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR
Re(ZNC)-(ZUR)=0
RE(Z-R)-(ZUC)=0
X€E(R-Z)-(ZUC)=Z NC NR
XE(ZNR)-(ZUC)=0
X€E(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR
RE(Z-C)N(R-Z)=0
XE(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
NE(C-Z)N(Z-R)=0
NE(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR
XE(C-Z)N(ZNR)=0
NE(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
RE(ZNC)N(R-Z)=0
XE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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(G (), X€E(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR

H (X), X€E(R-Z)-(ZUC)=Z NC NR

F (X), X€E(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR

T(R)=1{ F (N)UH (X), RE(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
G (X)UH (X), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR

G (R)UF (X) Xe(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR

\(F(N)nG'(N))U(F(N)nH'(N)), XE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=@Q sartinin
(ZAC)NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)NR=ZNCNR'= B,(F,2) - [(G,C)GE(H,R)]z[(F,Z)T (G,C)]ns[(F,Z);" (H,R)].

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi
1) (ZAQ)NR=ZNCNR'= 8, [(F2)U, (G,O] * (HR)=I(F2) » HRIUIGC) - (HR.

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,Z)U.(G,C)=(M,ZuUC) olsun. Burada
vRXeeZUC;

F(X), REZ-C
M(R)=< G(X), ReC-Z
F(X)UG(R), RezZnC

%k
(M,ZuC) n (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada VXeZUCUR;
€

M'(R), RXE(ZUC)-R
N(®R)={ H'(R), XER-(ZUC)
M(RX)NH(X), Xe(ZUC)NR

Buradan,
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( F'(R), R€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G'(X), Xe(C-Z)-R=Z'NCNR’
F'(X)NG'(R), NXE(ZNC)-R=ZNCNR’
N(X)=<{ H'(X), NeER-(ZUC)=Z'NC'NR
F(X)NH(X), Re(Z-C)NR=ZNC'NR

G (R)NH(R), Xe(C-Z)NR=Z'nCNR

\ (F(R)UG(R))NH(X), Ne(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F,2) n (H,R)JU[(G,C) n (H,R)] bakalim.

(F,Z):]< (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR ;
€

F'(R), REZ-R
V(R)=<{ H'(X), RER-Z
F(X)NH(X), N€EZNR

%
(G,0) n (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;

G'(X), XeC-R
wWX)={ H'(X), RER-C

G(X)NH(X), NeCnR

(V,ZUR) U, (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada YXeZUCUR,;

V(R), NE(ZUR)-(CUR)
T(R)=<{ W(X), X€(CUR)-(ZUR)
V(X)UW(XR), Xe(ZUR)N(CUR)

Buradan,



T(R)=

Buradan,

T(X)=1

(F(X),

H'(R),

F(R)NH(X),

G (%),

H (),
G(R)NH(R),
F'(R)UG (R),

{ F(X)UH (R),
F'(R)U(G(R)NH(X)),
H (R)UG (X),
H (R)UH (X),
H' (®)U(G(R)NH(R))
(F(R)NH(X))UG'(X),
(F(R)NH(R))UH'(R)

L (F(R)NH(X))U(G(R)NH(R))

(F(X),
G (N),
F (R)UG (R),
H'(X),
H (R)UG(R)
F'(X)UH'(R)

(F(R)NH(R)U(G(R)NH(K))

X€(Z-R)-(CUR)=ZNC NR
R€E(R-Z)-(CUR)=0
R€E(ZNR)-(CUR)=0

Xe(C-R)-(ZUR)=Z NCNR’
RE(R-C)-(ZUR)=0
Xe(CNR)-(ZUR)=0

Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
Re(Z-R)N(R-C)=0
RE(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0
Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NB'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Ne(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
Re(R-Z)N(R-C)=Z'NC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=@ sartinin
(ZAC)ZR= @ sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAC)N R=ZNCNR™=B [(F.2)N(G,O] = (HR=IF2) - (HRINLGC) ~ (HR)]

3) (ZAC)N R=ZNCNR’=0 ise [(F,2)8.(G.O)] (H,R):[(F,Z): (H,R)]ns[(G,C);k (H.R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim.

VXeZUC;

(F,2)0.(G,C)=(M,ZuUC) olsun. Burada



F(X),
G(X),

M(R)=
F'(X)NG'(X), XeZNC

ReZ-C
NeC-Z

*
(M,ZuC) n (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada VXeZUCUR;

M'(),
H'(X),

N(m:{
M(X)NH(R),

Buradan,

( F'(R),
G'(X),
F(R)UG(R),
H'(X),
F(R)NH(X),
G(R)NH(X),
L (F'(R)NG'(R))NH(R),

N(R)=1<

Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z):(H,R)]ns[(G,C): (H,R)].  bakalim.
€ €

(F,Z);|< (H,2)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR ;
€

F'(R),
H'(R),

V(R)=
F'(R)NH(X),
E 3

(G,0) y (H,R)= (W,CUR) olsun. Burada V¥XeCUR,;
€

G'(X),
wW(X)={ H'(X),
G'(R)NH(K),

Re(ZUC)-R
XER-(ZUC)
Xe(ZUC)NR

Ne(Z-C)-R=ZNC'NR’
Xe(C-Z)-R=Z'nCNR’
Ne(ZNC)-R=ZNCNR'
XeER-(ZUC)=Z'NnC'NR
Ne(Z-C)NR=ZNC'NR
Ne(C-Z)NR=Z'NnCNR
Ne(ZNC)NR=ZNCNR

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

XeC-R
XeR-C
XeCNR

(V,ZUR) ng (W,CUR)=(T,UCUR) olsun. Burada VXeZU CUR,;
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V(R), X€E(ZUR)-(CUR)
T(R)= { W(R), NX€(CUR)-(ZUR)
V(R)NW(X), Ke(ZUR)N(CUR)

Buradan,

T(X)=< F(®)NH(X),

F' (X)N(G'(X)NH(R))

(F'(R)NH(R))NH'(X)
L F'(R)NH(X))N(G'(R)NH(K))

(F(X), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC NR
H'(R), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F'(R)NH(X), Xe(ZNR)-(CUR)=0
G (R), Xe(C-R)-(ZUR)=Z NCNR
H (R), Xe(R-C)-(ZUR)=0
G'(R)NH(N), Xe(CNR)-(ZUR)=0
F (R)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

RE(Z-R)N(R-C)=0
Ne(Z-R)n(CNR)=0

H (R)NG' (R), Xe(R-Z)N(C-R)=0
H (R)nH (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'NC' NR
H (®)n(G'(R)NH(X)) X€(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F'(R)NH(R)NG'(X), Ne(ZNR)N(C-R)=0

Ne(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(NR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,
(F(R), XE(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR
G (X), Xe(C-R)-(ZUR)=Z' NCNR
F'(R)NG(R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
T(X)=1 H'(X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
?, Re(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
)] ReE(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Z’NCNR= ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=Q sartinin,

LF'(R)NH(X))N (G (R)NH(K))

(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

4) (ZAC)N R=ZNCNR™=8, [(F.2)%(G.0)]  (HR)=[(F2) ; (HRIUIGC) ; (HR)L
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3.4.2.1. Not Teorem 3.4.2 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandig1 dikkate
aliirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sz(U) kiimesi iizerinde

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandigi asikardir:

¢ (F2), [GONHDIEIFD), GINAF.2), HD]
¢ [FONGD], (H2IFD) , HDINIGC2)  (H2)]
¢ (F2), [GDUHDIFIFD), GIVFZ), (HD
¢ [F2ULC2)] 5 HDFD) , HDIVIGD) |, (HD)]
¢ (F2)) [G2AMDIFIF2), C2IAIFD, (H2)].

¢ [F2AGD], H2=IF2) , (HDIALGD) , (HD]

3.4.3. Teorem Tiimleyenli genisletilmis kesisim isleminin tiimleyenli genisletilmis

islemlere agagidaki dagilmalari mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Soldan Dagilmasi

1) (ZAON R=ZNCNR™=B ise (F.2) | [(G.C) , (HR)I=IF.2)y (G0N, [F.2)y (HRL

Ispat: Once esitligin sol tarafim1 ele alalim (G,C) N ((H,R)=(M,CUR) olsun. Burada
€

vXeCU R;

G'(X), XEC-R
M(X)={ H'(R), XER-C
G(X)NH(X), RECNR

(F.2), (M.CUR)=(N,ZU(CURY)) olsun. Burada YReZUCUR;



Buradan,

N(X)= <

F'(R),
N(N)={ M'(R),

F(X)NM(R),

(F'(X),
G(X),
H(R),
G'(R)UH'(X),
F(R)NG(X),
F(X)NH(X),

LF(R)N(G(R)NH(R)),

XEZ-(CUR)
Xe(CUR)-Z
X€ZN(CUR)

XeZ-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(C-R)-Z=Z'NCNR'

Xe(R-C)-Z=Z'NC' NR

Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
ReZN(C-R)=ZNCNR
RXeZN(R-C)=ZNC NR
NeZN(CNR)=ZNCNR
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Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F.2): (G,O)] [(F2): (HR)] bakalm.
€ € €

(F.2)~ (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;

*
(F.2) 5 (HR)=(W,ZUR) olsun. Burada VReZUR;
€

F'(R),
V)= G'(X),

F(R)NG(R),

F'(R),
W(R)=< H'(X),

F(R)NH(X),

NeZ-C
NeC-Z
ReZNC

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

*
(V.2uC)  (W,ZUR)=(T,(ZUZB)UR) olsun. Burada VReZUCUR;
€

V'(X),
T(N)={ W'(X),

Buradan,

V(R)NW(K),

R€E(ZUC)-(ZUR)
X€E(ZUR)-(ZU0)
Ne(ZUC)N(ZUR)



( F(R),
G(X),
F'(R)UG'(R),
F(R),
H(X),
F'(R)UH'(R),
F'(R)NF (R),
F'(R)NH (R),
F'(R)N(F(R)NH(R)),
G (R)NF (R),
G (R)NH (X),
G (R)N(F(R)NH(X)),
(FRING(R))NF (),
(F(RING(R))NH'(R),

T(X)=1

\

Buradan,

T(R)=+

(G(X),

H(X),

F'(%)

1)

G (R)NH (X),
)]

L(F(N)HG(N))ﬂ(F(N)HH(N))»
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Re(Z-C)-(ZUR)=0
Re(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
Re(ZNC)-(ZUR)=0
Xe(Z-R)-(ZuC)=0
Xe(R-2)-(ZUC)=Z'NC'NR
Re(ZNR)-(ZuC)=0
RE(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
Re(Z-C)N(R-Z)=0
Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC NR
Re(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
RE(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR’
RE(ZNC)N(R-Z)=0

(FR)NGR)N(F(R)NH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

&e(C-Z2)-(ZUR)=Z'NCNR
8e(R-Z)-(ZUC)=Z'NC'NR
&e(z-C)n(z-R)=ZnC'nNR
8e(Z-C)n(ZNR)=ZNC'NR
®e(C-Z)n(R-Z)=Z'nCNR
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR=NCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=Q sartinin,

(ZAC) NR=0 sartina denk oldugu asikardr.

2) (ZAO)N R=ZNCAR=D se (F.2)y [(G.C) ) (HRI=IF D), (GO, [F2)y (HR)L

3) (ZAC)N R=ZNCNR'=0 ise (F.Z) [(G,C):(H,R)]=[(F,Z)\* (T [(F,Z)\* (H,R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim (G,C)_ (H,R)=(M,CUR) olsun. Burada
€

vXeCuU

R;
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G'(X), XEC-R
M(R)={ H'(X), XER-C

G'(X)UH'(X), ReCnR

(F.2) (MCUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada ¥XeZUCUR;
€

F'(X), N€EZ-(CUR)
N(N)z{ M'(R), Xe(CUR)-Z
F(R)NM(R), XeZN(CUR)

Buradan,

(F'(X), REZ-(CUR)=ZNC'NR’

G(R), Ne(C-R)-Z=Z'nCNR’

H(R), Xe(R-C)-Z=Z'NC' NR

N(R)=< G(R)NH(R), RXe(CNR)-Z=Z'nCNR
F(RX)NG'(X), XeZN(C-R)=ZNCNR
F(R)NH'(R), XeZN(R-C)=ZNC NR
\F(X)N(G'(X)UH'(R)), NReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z)\* GO A [(F,Z)\* (H,R)] bakalm.
€ € €

(F,Z)\*S (G,C) =(V,ZUC) olsun. Burada VReZUC;

F'(X), REZ-C
V(R)={ G'(R), NEC-Z

F(X)NG'(X), NeZNC

(F,2) \t (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR:

F'(R), REZ-R
WR)=<{ H'(X), NER-Z

F(X)NH'(R), ReZNR

*
(V.Z2uC)  (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada VXeZUCUR;
€



Buradan

T(X)= 4

V'(R),
W'(X),

Xe(ZUC)-(ZUR)
Xe(ZUR)-(ZUC)

Tmz{
V(R) N W(X), Xe(ZUC)N(ZUR)

( F(R),

G(X),
F'(R)UG(R),
F(X),

Re(Z-C)-(ZUR)=0
Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’

RXe(ZNC)-(ZUR)=0

RE(Z-R)-(ZUC)=0

H(R),

F'(X)UH(X),

F(R)nF(R),
F(R)NH®,

Buradan,

T(R)=+

(G(X),
H(X),
F(X),
?

0)

Z’NCNR=ZNC°’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=@ sartinin,

F(X) n (FRINH' (X)),
G (R®) nF (),

G (X) N H'(X),

G (®) n (F(R)NH'(X)),

(FROING'(®) N F (X),
(F(RING' (X)) n H(X),

G (R)NH (X),

LF(N)n(}' (X)) N F(R)NH'(X)),

(ZAC) NR=0 sartina denk oldugu asikardir.

Re(R-2)-(ZUC)=Z'NnC'NR
Ne(ZNR)-(ZUC)=0

Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC NR’
Re(Z-C)N(R-Z)=0

Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC' NR

\(F(N)nG' (X)) n F(R)NH'(X)),

Ne(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR
Re(C-Z)N(ZNR)=0

Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

Re(ZNCO)N(R-Z)=0

Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

8e(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR

&e(R-Z)-(ZUC)=Z'NC'NR
®e(z-C)n(Z-R)=ZnC'NR
®e(Z-C)n(ZnR)=ZNC'nR
&e(C-Z)n(R-Z)=Z'nCNR

Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR’
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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4) (ZAC)n R=ZNCNR™= ise (F,Z):S[(G,C)JS(H,R)]:[(F,Z)\*S (G,O)] :8[(F,Z)\*S (HR)].
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ii) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis islemler Uzerine

Sagdan Dagilmasi

1) (ZAON R=ZNCAR™=D, [(F2) |, (GO (HR=IF.2) (R, [G.O) ; (HRIL

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,Z):< (G,C)=(M,ZuC) olsun. Burada
€

vNeeZUC;

F'(X), REZ-C
MR)={ G'(X), NEC-Z
F(R)UG(X), REZNC

(M,ZUC)" (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada ¥XeZUCUR;
€

M'(R), Ne(ZUC)-R
N(R)={ H'(R), XER-(ZUC)
M(X)NH(X), Re(ZUC)NR

Buradan,

( F(X), NXe(Z-C)-R=ZNC'NR’

G(R), NXe(C-Z)-R=Z'nCNR’
F'(R)NG'(R), NE(ZNC)-R=ZNCNR’

N(R)=< H'(X), NeR-(ZUC)=Z'NnC'NR
F'(X) n H(X), Ne(Z-C)NR=ZNC'NR
G'(R)NH(X), RXe(C-Z)NR=Z'NCNR

\ (F(RX)UG(R))NH(X), Xe(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F,2) A (H,R)]S< [(G,C) A (H,R)] bakalim.
€ € €

(F.2) (HR)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR ;
€
F'(X), REZ-R

V(R)=< H'(RN), NER-Z
F(X)NH(R), ReZNR



*
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(G,0) A (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada ¥XeCUR;

G'(X),
WR)=4{ H'(X),

XeC-R
NER-C

G(R)NH(X), ReCNR

*
(V,ZUR) U (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;

Buradan,

T(X)=

Buradan,

V'(X),
T®)=4 W),
VR UW(R),

(F(X),
H(X),
F'(X)UH'(R),
G(N),
H(X),
G'(X)UH'(R),
F (R)UG (R),
F'(R)UH'(R),
F (R)U(G(R)NH(K)),
H' (®)UG (X),
H (R)UH (%),
H (R)U(G(RX)NH(R))
(FR)NH(E®)UG'(R),
(F(X)NH(R))UH (X)

\(F(R)NH(R))U(G(R)NH(X))

X€E(ZUR)-(CUR)
&e(CUR)-(ZUR)
RE(ZUR)N(CUR)

X€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
R€E(R-Z)-(CUR)=0¢
RE(ZNR)-(CUR)=0

Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
Xe(R-C)-(ZUR)=0
Xe(CNR)-(ZUR)=0

Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
Re(Z-R)Nn(R-C)=0
Xe(Z-R)Nn(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC NR

Xe(R-Z)Nn(CNR)=Z'nCNR
RXe(ZNR)N(C-R)=0

Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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( F(R), Xe€(Z-R)-(CUR)=ZNC NR’

G(X), Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR’

F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNCR

T(R)=1 H'(X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NnC'NR
H (R)UG(R), Re(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR

F(X)UH (X), Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

L (F(R)NH(R))U(G(R)NH(X)) Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR= ZNCNR’=0@ sart1 ile N=T oldugu goriilir. ZNCNR=ZNC’NR=0
sartinin (ZAC)NR =@ sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAC)N R=ZNCNR =0 ise [(F.2) o (GOl (HR=IF2) » (R 1 [(G.C) ; (HR)L

3) (ZAO)N R=ZNCNR=0 ise [(F.2) g (G.C)], (HR)=[(F2) | (H,R)] :8[(G,C) ;k HR)],

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,Z) : (G,C)=(M,ZuC) olsun. Burada
€

VXeZUC;

F'(R), NEZ-C
MX)={ G'(X), NEC-Z

FNG(R),  NEZNC

(M,ZUC)" (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada ¥XeZUCUR;
tA

M'(R), X€E(ZUC)-R
N(X)=1 H'(X), N€ER-(ZUC0)
M'(R)nH'(R), N€E(ZUC)NR

Buradan,



(( F(X),

G(X),

F'(R)UG'(R),
N(X)=4{ H'(X),

F(R)NH'(X),
G(X)NH'(X),
L(F(R)UG(R))NH'(X),

Xe(Z-C)-R=ZNC'NR’
Xe(C-Z)-R=Z'NCNR'’
Xe(ZNC)-R=ZNCNR’
XER-(ZUC)=Z'NC'NR
RXe(Z-C)NR=ZNC'NR
Ne(C-Z)NR=Z'nCNR
Re(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z2) \(H,R)];< [(G,C) \(H,R)]

(F,2) t (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR ;
€

F'(X),
V(®)=1{ H'(R),
F(R)NH'(X),

*
(G,0) \ (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;

G'(X),
wW®)={ H'(X),
G(R)NH'(R),

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

XeC-R
XeR-C
XeCNR

%k
(V,ZUR) n (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;
€

V'(R), X€E(ZUR)-(CUR)
T(R)=<{ W'(R), NXe(CUR)-(ZUR)
V(R)NW(R), Ne(ZUR)N(CUR)

Buradan,
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bakalim.



(F(X),

T(x)={ F (R)NH (X),

F'(R)N(GR)NH'(X)),

H (X)NG (R),

H (R)NH (R),

H' (®)N(G(R)NH'(R))
(FR)NH'(R))NG'(X),
(F(R)NH'(X))NH (R)
LF(R)NH'(R)N(G(R)NH'(R))

Xe€(Z-R)-(CUR)=ZNC NR’

H(X), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F'(X)UH(R), RE(ZNR)-(CUR)=0
G(N), Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
H(N), Xe(R-C)-(ZUR)=0
G'(R)UH(X), Xe(CNR)-(ZUR)=0
F (R)NG(R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

RXe(Z-R)N(R-C)=0
Re(Z-R)n(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0
Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
RXe(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,
( F(R), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR
G(X), Xe(C-R)-(ZUR)=Z NCNR
F (X)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
T(X)=1 H'(X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NnC'NR
G(X)NH'(N), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
F(X)NH'(X), Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

L(E(R)NH' (X)) N(G(R)NH' (X))

Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=P sart1 ile N=T oldugu gorilir. ZZNCNR=ZNC’NR=0
sartinin (ZAC)NR =@ sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)n R=ZNCNR’=0, [(F,Z): (G,C)]r:k

€ €

b3 % %
(HR=[F2), (HB)], [GC) , (HR)L.

3.4.3.1. Not Teorem 3.4.3 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandig1 dikkate
almirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sz(U) kiimesi iizerinde

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsi1z saglandig: asikardir:

¢+ F2)) 162) ) H2FIFD) 621/ [F2)) H
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o (FD) (621, H2=IFD) 5 (D], (6D (H)]
. 2, 62, HDFIFD, G2 [(FD), (H).

¢ [F2) 621, H2F2) , (2] (62, H]

3.4.4. Teorem Tiimleyenli genisletilmis kesisim isleminin esnek ikili parcali islemlere

asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Esnek Ikili Parcali Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1) (ZAC)n R=ZNCNR’=9 ise (F,2) r’: [(G.C)(H.R)=[(F.2) : (GOl [(F2) : (H.R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C);(H,R):(M,C) olsun. Buradan Ve C;

G(X), ReC-R

M(N):{G(N)DH(N), RECNR

(F.2) , (M,C)=(N,ZUC) olsun. Burada ¥XeZUC;
tA

F'(R), NeZ-C
N(R)=< M'(X), ReC-Z
F(RN)NM(R), ReZNC

Buradan,

F'(X), ReZ-C

G (X), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR'
N(®)=1 G (X)UH (), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F(R)NG(R), NeZN(C-R)=ZNCNR’

F(R)N(G(R)NH(X)), XeZN(CNR)=ZNCNR
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Simdi esitligin s tarafina  yani [(F.2) ) (GC)[(F2) » (HR)] bakalm.
£ £

(F.2) - (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;

F'(X), REZ-C
V(R)={ G'(R), REC-Z

F(R)NG(R), NeZNnC

(F.2) ~ (HR)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€

F'(R), REZ-R
WR)=<{ H'(X), RER-Z
F(X)NH(X), XNEZNR

(V.ZUC) , (W,ZUR)=(T,(ZUC)) olsun. Burada YReZUG;

V(R), NX€E(ZUC)-(ZUR)
T(N):{V(N)nW(N), R€E(ZUC)N(ZUR)
Buradan,
( F(R), RE(Z-C)-(ZUR)=0
G (R), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR'
F(R)NG(R), Ne(ZNC)-(ZUR)=0
F (R)NF (X), Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
F (R)NH (X), Re(Z-ON(R-2)=0
T(R)= 4 F'('N)n(F'(N)nH(N)), Re(Z-CO)N(ZNR)=ZNC'NR
G (X)NF (X), Re(C-Z)N(Z-R)=0
G (X)NH'(R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
G (R)N(F(X)NH(R)), Re(C-Z)N(ZNR)=0
(F(X)NG(R))NF (R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F(R)NG(R))NH'(R), Re(ZNC)N(R-Z)=0

Buradan,

\(FRINGR)N(F(R)NH(X)),

Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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(G (), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR'

F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
T(R)= 4 @, Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (X)NH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
@, Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F(R)NG(R)N(F(R)NH(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, Z-C ele alirsak, Z-C=ZNC’ olup, bir eleman C nin
timleyeninde ise o eleman ya R-C de, ya da C U R nin tiimleyenindedir. Burdan, X € R- C
ise NX€eZNC’NR veya NX€eZNC’NR’ olduguna  dikkat edecek  olursak,
Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=P sart1 ile N=T oldugu gorilir. ZZNCNR=ZNC’NR=0
sartinin (ZAC)NR =@ sartina denk oldugu asikardir.

2) ZAON R=ZNCAR=D ise (F2) 1, [(G.C)(HRIFIF.2) 5 (GO, [FD) y (HRL
3) (ZAC)N R=ZNCNR’=0 ise (F.2) r’: [(G.C), (HR)=[(F.2) ;k G.01, [F2) ;‘ (H,R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C):(H,R):(M,C) olsun. Buradan VXe C;

_( G(), NeC-R
M(N)_{G'(N)UH'(N), RECNR

(F.2) > (M,C)=(N,ZuC) olsun. Burada VReZUC;
€

F'(R), REZ-C
N(R)={ M'(X), REC-Z
F(R)NM(R), REZNC

Buradan,

F'(X), NEZ-C

G (R), Xe(C-R)-Z=Z'NCNR'’
N(R)=4 G(R)NH(X), Ne(CNR)-Z=Z'NnCNR
F(R)NG(R), NeZN(C-R)=ZNCNR'

kF(N)n(G'(N)uH'(N)), XeZN(CNR)=ZNCNR



Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z)t (G,C)];[(F,Z)i‘ (H,R)]

(F.2) t(G,C)z(V,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;

(F.2) ;k (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YReZUR:

F'(X),
V)= G'(X),

F(X)NG'(XR),

F'(R),
W)= H'(X),

NeZ-C
NeC-Z
NeEZNC

NEZ-R
NER-Z

F(X)NH'(X), N€EZNR

(V.ZUC) (W, ZUR)=(T,(ZUC)) olsun. Burada YReZUC;

Buradan,

T(X)=

Buradan,

0= {1

( F(X),

G (X),

F(X)NG'(R),

F(X) UF(R),

F'(X) UH'(R),

F'(RX) U (F(R)NH'(R)),
G (R) UF' (),

G (X) UH'(X),

G (®) U (F(R)NH'(X)),
(F(X)NG'(X)) U F' (),
(F(X)NG'(X)) UH'(X),

\(F(R)ING'(R)) U (F(R)NH'(X)),

X€E(ZUC)-(ZUR)
V(X) UW(R), Re(ZUC)N(ZUR)

R€E(Z-C)-(ZUR)=0¢
NXe(C-Z)-(ZUR)=Z'nCNR’
RE(ZNC)-(ZUR)=0
Re(Z-C)N(Z-R)=ZNnC'NR’
RE(Z-CO)N(R-Z)=0
Ne(Z-C)Nn(ZNR)=ZNC'NR
Re(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
Re(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
RE(ZNCO)N(R-Z)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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bakalim.
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(G (R), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’

F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’

T(X)=+ F'(X) UH'(R) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (R)UH (R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR

G (X) UH'(X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

\(F(R)NG'(R)) U (F(X)NH'(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T oldugu gorilir. ZZNCNR=ZNC’NR=0Q
sartinin (ZAC)NR =@ sartina denk oldugu asikardir .

4) ZACNR=ZNCIR =B ise (F.2) 1y [(G.C)gHRIEIF)\ (G.O) [(F2) | (HR)]

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Esnek Ikili Parcali Islemler Uzerine

Sagdan Dagilmasi
1) (ZAONR=ZNCAR'=D, [(F.2), GO 5 (HRFIF.2) 1 (HRIGIGC) 5 (HRL.

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)G(G,C):(M,Z) olsun. Burada VXeZ;

F(X), ReZ-C

M(@®)= {F(N)UG(N), REZNC

(M,Z): (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada YXe€ZUR;

M'(R), REZ-R
N(R)={ H'(X), NER-Z
M(X)NH(X), REZNR

Buradan,

F(R), RE(Z-C)-R=ZNC'NR’
F'(R)NG'(R), RXE(ZNC)-R=ZNCNR’

N(R)=< H'(X), XER-Z
LF(N)nH(N), XE(Z-C)NR=ZNC'NR
(F(R)UG(R))NH(X), Xe(ZNC)NR=ZNCNR



Simdi

(F.2) (HR)=(V,ZUR) olsun. Burada VReZUR;
€

esitligin sag

tarafina

F'(R),
VX)=4{ H'{X),

F(R)NH(X),

bakalim
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[(F2) o (HRIIGC)  (HR)]

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

$imdi (G,C) ~ (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada vReCUR;

G'(X),
W)=4 H'{),

G(R)NH(X),

NeC-R
NER-C
XeCNR

(V.ZUR) , (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada ¥XeZUR;

Buradan,

Buradan,

T(X)=

0= { 1

(F(X),
H'(R),
F(R)NH(R),
F' (X)UG (R),
F (R)UH (R),
F (®)U(G(R)NH(R)),
H (R)UG (R),
H (R)UH'(R),
H (®)U(G(R)NH(R))
(F(X)NH(R))UG (X),
(F(R)NH(X))UH'(R)

((F(R)NH(R))U(GRINH(R)),

X€E(ZUR)-(CUR)
V(X)UW(X), Xe(ZUR)N(CUR)

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Ne(R-Z)-(CUR)=0
RE(ZNR)-(CUR)=0
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
Xe(Z-R)N(R-C)=0
Re(Z-R)N(CNR)=0
Re(R-Z)N(C-R)=0
Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
Xe(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR



F (R)UG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
T(R)= H'(R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
G(R)UH'(N), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
F(X)UH'(X) Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

(F(R), X€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’

L(F(R)NH(R))U(G(R)NH(X)) Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Burada; N fonksiyonundaki, R-Z e¢le alirsak, R-Z=RNZ’ olup, bir eleman Z nin

timleyeninde ise o eleman ya C-Z de, ya da CUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,

N €eZ’NCNR veya X €Z’NC’NR olduguna dikkat

olursak,

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=0 sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z2ZNCNR=ZNC’NR=0

sartinin (ZACNR=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAO)NR=ZNCNR™= ise (F2), (G.C)] ¥ (HR) =[(F.2) o (HRILGC) & (HRIL

3) (ZAONR=ZNCNR™=D ise [(F.2)q (GO, (HR)=[(F.2), (HRIG.0), (HRL.

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)E(G,C):(M,Z) olsun. Burada VReZ;

_( F(N), X€EZ-C
M(N)_{F'(N)nG'(N), RXEZNC

(M,2) > (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada ¥Xe€ZUR;
€

M'(X), XEZ-R
N(R)={ H'(X), NER-Z
M(X)NH(R),  REZNR

Buradan,



F(R), XeE(Z-C)-R=ZNC'NR’

F(X)UG(R), Xe(ZNC)-R=ZNCNR’
N(R)=< H'(X), XER-Z
lF(N)nH(N), RE(Z-C)NR=ZNC'NR
(F'(R)NG'(X))NH(X), Ne(ZNC)NR=ZNCNR
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Simdi  esitligin = sag  tarafina  bakalm [(F,Z);‘ (H,R)];[(G,C);‘ (H,R)].
£ £

(F,Z);',< (H,R) =(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR,;
F'(X), REZ-R
V(R)=<{ H'(X), NER-Z
F'(RX)NH(X), N€EZNR

Simdi (G,C) ;k (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR,;
€

G'(X), ReC-R
WR)={ H'(X), ReR-C
G'(R)NH(X), XeCnR
(V.ZUR) . (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada ¥XeZUR;

V(R), X€E(ZUR)-(CUR)

T(“)={v(x)nwm), RE(ZUR)N(CUR)

Buradan,



T(R)=1

Buradan,

T(X)=4

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=@ sart1 ile N=T oldugu goriilir. Z2NCNR=ZNC’NR=0

(F (),

H (R),
F'(R)NH(X),

F'(R)NG (X),
F'(R)NH (%),
F'(X)N(G'(R)NH(R)),
H' (R)NG (X),
H'(R)nH'(R),
H' (&)U (G'(R)NH(X))
(F'(R)NH(X))NG (),
(F'(R)NH(X))NH (&)

(F(R),
F'(R)NG (%),
H (R),

H (R)UG (R),
)]

sartinin (ZAC)NR sartina denk oldugu asikardir.

4) @ACNR=ZNCIR=B[(F2), (G.O)] 5 (HR) =[(F2), (HRIIG.O), (HR)L.

3.4.4.1. Not Teorem 3.4.4 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandig1 dikkate

almirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sz(U) kiimesi iizerinde

\(F'(R)NHR)N(G'(R)NH (X)),

L(F'()NHE) NG (RINH)),

NXe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
RE(R-Z)-(CUR)=0
RXe(ZNR)-(CUR)=0

Xe(Z-R)n(C-R)=ZNCNR’
Re(Z-R)N(R-0)=0
Re(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0

Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

Xe(R-Z)Nn(CNR)=Z'NnCNR
RXe(ZNR)N(C-R)=0

Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandigi asikardir:

¢ (F2)) [6.2) HDFIFD, G2 [(FDy (H2)].

¢ [F2) @D HDF2) ) (H2)] (G2, (HD)]

¢ (F2)) [6.2) ,HDFIF2), G2 [FD)y (H2)].
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¢ [F2), G2, H2=IF2) , HD], G2, (H2]
¢ (F2)) [6.2,HDFIFD, G2, [(F2), (H]

¢ [F2) 4 G2, HD=FD , (H2],[G2) ) (H)]

3.4.5. Teorem Tumleyenli genisletilmis kesisim isleminin tiimleyenli esnek ikili parcali

islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Tiimleyenli Esnek Ikili Pargali Islemler

Uzerine Soldan Dagilmas1

1) (ZAC)NR=ZNCNR’=0 ise (F.2) - [(G,C)i(H,R)]z[(F,Z): (c;,c:)]i [(F.2) . HR
t n € n €

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C)~ (H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;
n

(G, NEC-R
M(N)_{G(N)nH(N), RECNR

(F.2) > (M,C)=(N,ZuC) olsun. Burada VReZUC;
€

F'(R), ReZ-C
N(R)=: M'(XN), NeC-Z
F(XN)NM(X), ReZNC

Buradan,

F'(X), REZ-C

G(R), Xe(C-R)-Z=Z'NCNR’
N(R)=<{ G (X)UH (X), Xe(CNR)-Z=Z'NCNR
F(X)NG'(X), RXeZN(C-R)=ZNCNR'

\F(N)n(G(N)nH(N)), XeZN(CNR)=ZNCNR



*
Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F2) » (GC)~(F.2)  (HR)]
£ n £

(F.2) - (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;

F'(X), REZ-C
VR)={ G'(X), ReC-Z
F(R)NG(R), NeZNnC
(F.2) ~ (HR)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
F'(X), REZ-R
w)={ H'(X), RER-Z
F(X)NH(X), XN€eEZNR

*

(V,ZuC) ~ (W,ZUR)=(T,(ZuC)) olsun. Burada VXeZUC;

n
V'(R), Ne(ZUC)-(ZUR
T(N)z{V(N)nW(N), xegmcgrs(zmg)
Buradan,

( F(R), RE(Z-C)-(ZUR)=0
G(N), NXe(C-Z)-(ZUR)=Z'NnCNR’
F'(R)UG'(R), RXe(ZNC)-(ZUR)=0
F (R)NF'(X), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F (R)NH (X), RE(Z-O)N(R-Z)=0
F (R)N(F(R)NH(R)), Re(Z-CO)N(ZNR)=ZNC'NR
=1 ¢ m)nF ), RE(C-Z)N(Z-R)=0
G (R)NH (R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
G (R)N(F(X)NH(R)), Re(C-Z)N(ZNR)=0
(F(X)NG(R))NF (R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR’
(F(R)NG(R))NH'(R), Re(ZNC)N(R-Z)=0

Buradan,

\((FRINGR)N(FR)NH(K)),

Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

75

bakalim.
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( G(X), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR'

F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
T(R)={ @, Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
G (R)NH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR

@, Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
((F(R)NG(X)) n (F(X)NH(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, Z-C ele alirsak, Z-C=ZNC’ olup, bir eleman C nin
timleyeninde ise o eleman ya R-C de, ya da CUR nin tliimleyenindedir. Burdan,
NeR—- C ise XeZNC’NR veya X €ZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak,
Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=@P sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NCNR=ZNC’NR=0
sartinin (ZAC) NR=Q sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAC)NR=ZNCNR’=0 ise(F.Z) » [(G,C)i(H,R)]:[(F,Z): (G,c:)]i [(F.2) ) (HR]
€ U € U €

3) (ZAC)NR=ZNCNR'=@ ise (F.2) [(G,C)i (H,R)]:[(F,Z);k (G,C)]i[(F,Z);k (H,R)].
t * € U €

*

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,C)~H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;

*

(G, NEC-R
M(N)_{G'(N)UH'(N), XECNR

(F.2) > (M,C)=(N,ZuC) olsun. Burada VReZUC;
€

F'(R), REZ-C
N(R)=<{ M'(X), NeC-Z
F(X)NM(R), XeZNC

Buradan,



77

[ F'(X), REZ-C

G(X), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR’
N(R)=< G(X)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
F(X)NG'(R), ReZN(C-R)=ZNCNR'

F(R)N(G'(X)UH' (X)), ReZN(CNR)=ZNCNR

*
Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z)>\k (G,C)]~[(F,Z)>\k (H,R)]  bakalim.
£ U £
(F.2) i‘ (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada YReZUCG;
€

F'(X), REZ-C
V(R)=1 G'(X), REC-Z

F(X)NG'(X), NeZNC

(F,2) ;k(H,R):(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€

F'(R), NEZ-R
WR)={ H'(X), NER-Z

F(X)NH'(X), NeZNR

*

(V,ZuC) ~ (W,ZUR)=(T,(ZuC)) olsun. Burada VXeZUC;
U

V'(R), NE(ZUC)-(ZUR)

T(R)= {V(N)UW(N), R€E(ZUC)N(ZUR)

Buradan,
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( F(X), Re(Z-C)-(ZUR)=0

G(X), Ne(C-Z)-(ZUR)=Z'NnCNR’
F'(N)UG(R), NE(ZNC)-(ZUR)=0
F(X) UF (R), Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
F(X) UH (R), RE(Z-C)N(R-Z)=0
F'(X) U (F(R)NH'(X)), Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
T=1 ¢ ) u F ), Re(C-Z)N(Z-R)=0
G (X) UH'(R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
G (X) U (F(R)NH'(R)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0
(F(X)NG'(X)) U F (X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F(R)NG'(X)) U H'(R), Xe(ZNC)N(R-Z)=0

\((F(R)NG' (X)) U (F(X)NH'(X)), Ne(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Buradan,
( G(X), Ne(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
F(R), Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
T(X)= 1 F(X) UH (X) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (X)UH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
G (R)UF (R) Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
\((F(R)NG' (X)) U (F(R)NH'(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T oldugu gorilir. ZZNCNR=ZNC’NR=0Q
sartinin (ZAC) NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)NR=ZNCNR'= ise (F.Z) [(G,C)i(H,R)]:[(F,Z);k (G,C)]i[(F,Z);k (H,R)].
A e € n €

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Kesisim Isleminin Tiimleyenli Esnek ikili Parcali Islemler

Uzerine Sagdan Dagilmasi

1) (ZAC)NR=ZNCNR’'=(ise [(F,Z)i (G0  (HR:=IF2) (H,R)]i[(G,C): (H,R)].
U € € U €

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)~(G,C)=(M,Z) olsun. Burada VYRXeZ;
U
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(), REZ-C
M(N)_{F(N)UG(N), ReZNC

(M,2) : (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada VXeeZUR,;
€

M'(R), REZ-R
N(R)={ H'(R), NER-Z

M(X)NH(X), NEZNR

Buradan,

( F(R), Ne(Z-C)-R=ZNC'NR’

| F'(X)NG'(X), Xe(ZNC)-R=ZNCNR'

N(R)=< H'(R), NER-Z
LF'(N)nH(N), RXe(Z-C)NR=ZNC'NR
(F(X)UG(R))NH(X), Re(ZNC)NR=ZNCNR

Simdi esitligin sag tarafina ~ bakalim [(F,Z);.]k (H,R)]~[(G,C): (H,R)].
€ U €
(F,2) : (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;

F'(R), NEZ-R
V(N)z{ H'(R), NER-Z

F(X)NH(X), XN€EZNR

Simdi (G,C) : (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;
€

G'(R), XeC-R
WR)={ H'(X), RER-C

G(X)NH(X), &eCNR

*

(V,ZUR) ~ (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada VXeZUR;
U



roo={ VO

F'(R) U (G(R)NH(X)),

TR)=1{ H' (X)UG (),

(F(X)NH(R))UH (X)

L (F(R)NH(R))U(G(R)NH(R)),

X€E(ZUR)-(CUR)
V(X)UW(X), Xe(ZUR)N(CUR)

( F(R), X€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
H(N), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F'(R)UH'(R), Xe(ZNR)-(CUR)=0
F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

F (RX)UH (R), Re(Z-R)N(R-C)=0

Ne(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0

H (RX)UH (R), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NnC'NR
H' (®)U(G(R)NH(R)) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F(R)NH(R))G (%), Xe(ZNR)N(C-R)=0

Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

(F(X), X€e(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’

F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

(%)= 4 H"(N), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

H (R)UG(R) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR

F(X)UH'(R) Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
L(F(R)NH(X) )U(G(R)NH(R)),

Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Burada; N fonksiyonundaki, R-Z ele alirsak, R-Z=RNZ’ olup, bir eleman Z nin
timleyeninde ise o eleman ya C-Z de, ya da CUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
N €Z’NCNR veya X €Z’NC’NR olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR = ZNC’NR=
ZNCNR’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0 sartinin (ZAC)NR= @ sartina
denk oldugu asikardir.

* *

2) (ZAC)NR=ZNCNR'=g ise [(F,2)~ (G.C)] » (HR) =[(F.2) » (HRI~I(G,C) » (HRI.
n € € n €
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* *
*

3) (ZAC)NR=ZNCNR'=pise [(F.2)~ (G,C)] - (H,R) :[(F,Z): (HRI~[G.C), (HR).
e € £ n €

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)~(G,C)=(M,Z) olsun. Burada VXeZ;
0

(PN, REZ-C
M(N)_{F'(N)nG'(N), REZNC

*
(M,Z) , (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada VReZUR;
€

M'(R), REZ-R
N(R)={ H'(R), NER-Z

M(X)NH(X), NEZNR

Buradan,
(F(R), Ne(Z-C)-R=ZNC'NR’
F(X)UG(R), Ne(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=4 H'(R), RER-Z
F'(RX)NH(X), Re(Z-C)NR=ZNC'NR

(F'(R)NG'(X))NH(X), Re(ZNC)NR=ZNCNR

*
Simdi  esitligin  sag  tarafina  bakalim [(F,Z);k (H,R)]~[(G,C);k (H,R)].
€ n €

(F,Z);|< (H,R)= (V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR,;
€

F'(R), XEZ-R
V(x)z{ H'(X), XER-Z

F'(R)NH(X), KeZNR

Simdi (G,C) :(H,R):(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR,;
€



*

G'(X),
H'(X),

XeC-R
W(R)= XER-C
G'(R)NH(R), XeCNR

(V,ZUR) ~ (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada VXeZUR;

N

Buradan,

T(R)=1

09~ V),

(F(R),
H(X),
F(X)UH'(R),
F'(X)NG (R),
F'(R)NH (R),
F (R)N(G'(R)NH(R)),
H' (R)NG (X),
H' (R)NH (R),
H (®)N(G'(R)NH(X))
(F'(R)NH(X))NG (X),
(F'(®)NH(R))NH'(X)

Buradan,

T(X)=1

Z’NCNR=ZNC’NR= ZNCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR= ZNC’NR= @ sartinin

(F(X),
F (R)NG (R),
H'(X),
?,
1)

(ZAC)NR= @ denk oldugu asikardir.

L(F'(R)NHR))N(G'(R)NH(R)),

L(I;'(N)nH(N))n(G'(N)nH(N)),

XE(ZUR)-(CUR)
V(X)NW(X), Xe(ZUR)N(CUR)

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(R-Z)-(CUR)=0
RE(ZNR)-(CUR)=@

Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
RE(Z-R)N(R-C)=0
Re(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(C-R)=0

Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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4) (ZAC)NR=ZNCNR'=@ ise[(F,Z)i (GO » (HR) :[(F,Z):: (H,R)]i[(G,C);‘ (H,R)].
* € € U oS

3.4.5.1. Not Teorem 3.4.5 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandigi dikkate
almirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tizere, Sz(U) kiimesi iizerinde

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandigi asikardir:

(F.2D)p (6.2~ H2=(F2), (©2)]~ [F2), (HD)]
N N

*

[(F2)~ G2, H2:F2) g (2]~ (6D o (H2)]

(F.2), [(G.2) - (H2)=(F.2), (G.2)] - [F.2) (H2)]

*

[(F2) = (62)]  (H2IFD) o (H2)]~ [(62) 5 (H2)]

%
3.4.6. Teorem (Sz(U),Ng, A ) cebirsel yapisi komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir
€

yari-halkadir.

Ispat: Ali ve digerleri (2011), Z, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak iizere,

(Sz(U),nR) cebirsel yapisinin birimi Uz olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirh
*

bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonug 3.3.1 *de (Sz(U), n )
€

cebirsel yapisinin da birimi Uz olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirl bir yari-

kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu gosterildi. Not 3.4.5.1°den, Sz(U) kiimesi tizerinde,

A isleminin Ny islemine sagdan ve soldan dagildigr bilinmektedir. Boylece,
€

(Sz(U),Nng, : ) cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadir.
€

* *
3.4.7. Teorem (Sz(U),UR, n ) ve (Sz(U),Ag, n ) cebirsel yapilari, komutatif, idempotent,
€ €

birimli bir hemihalka.
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Ispat: Ali ve digerleri (2011), (Sz(U),Ug) cebirsel yapisinin birimi @, olan komutatif,

idempotent bir monoid yani siirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu

* :
gostermisti. Sonu¢ 3.3.1 de (Sz(U), ) cebirsel yapisinmn, birimi Uy olan, komutatif,
€

*
idempotent bir monoid yani sinirl bir yari-kafes oldugu, Not 3.4.5.1°den n isleminin Ug
€

islemine agdan ve soldan dagildig: bilinmektedir.

* *
Ayrica, (F,Z) ng(bz: Dz ﬂs(F' Z) = @7,(F,Z) Ug 07=07 Ug (F,Z)=(F,2), (Sz(U),Ug, :E)

cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli bir hemiringtir.

Benzer sekilde, : isleminin AR islemine soldan ve sagdan dagildigi. Not 3.4.5.1°den
€
* *
gosterilebilir.  (F,Z) n D7=07 A (F,Z) = @4,(F,A)Ar®7=0,;Ar(F,Z)=(F,Z) oldugundan,

(Sz(V),Ag, : ) cebirsel yapis1 komutatif, carpimsal idempotent, birimli bir hemiringtir.
€

*
3.4.8. Teorem (Sz(U),Ag, n ) cebirsel yapisi bir Boole Halkasidir.
€

Ispat: Sezgin ve Cagman (2023), (Sz(U),AR) cebirsel yapisimin birimi @5 olup, her

elemanin tersi kendisi olan, degismeli bir grup oldugunu gostermisti. Sonu¢ 3.3.1 de

(Sz(V), : ) cebirsel yapisinin, birimi Uz olan, komutatif, idempotent bir monoid yani
€

sirlt bir yari-kafes, dolayisiyla bir yarigrup oldugu, Not 3.4.5.1°den isleminin Ag

*
"N,
islemine sagdan ve soldan dagildigi gosterilmistir. Dolayisiyla (Sz(U),Ag, :8) cebirsel
yapisi  birimli degismeli bir halkadir. Ayrica, (F,Z)*=(F,Z) :S(F,Z) oldugundan,
(Sz(U),Ag, :8) cebirsel yapisi  bir Boole Halkasidir. (F,Z)Z(F,Z)z @; ve

* ~ *
(F,2) n (G,Z)=(G,Z)n(F,Z) olmast, (Sz(U),Ag, n.) cebirsel yapismin bir Bool halkasi
€ €

olmasinin dogal sonucudur.

*
3.4.9. Teorem (Sz(U),02,Uz,Ug, A ) Bool, De Morgan, Kleene ve Stone cebiridir.
€
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Ispat: (Sz(U),UR) cebirsel yapisi, birimi @; olan komutatif, idempotent bir monoid yani
*

siirlt bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (Sz(U), n.) cebirsel yapisi, birimi Uy olan
€

komutatif, idempotent bir monoid yani smirli bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur.

Teoerem 3.3 (24) de, ve Ug islemlerinin yutan kuralin1 sagladigi gosterilmistir.

*
ns
*
Dolayisiyla, (Sz(U),07,Uz,Ug, n ) smnurlt bir kafestir. Ayrica, V(F,Z) € Sy (V) igin, (F,Z)
Ugr(F,2)'=U; ve (F’Z): (F,2)'=0; oldugundan, (Sz(U),07,Uz,Ug, ;) tiimlemeli sinirh bir
€

. *
kafestir. Ustelik, Not 3.4.5.1’den A isleminin Ny islemine sagdan ve soldan dagildig:
€

*
gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sz(U),07,Uz,Ug, n) dagilmali, tlimlemeli, smirh bir kafes,

dolayisiyla bir Boole cebiridir.

Ustelik, [(F.2) ~ (G2)I=(F2)Up(G2) ve [F2UrG2I=(F.2) . GzZ) yani De
€ €
*
Morgan kurali da sagladigindan, (Sz(U),0,,Uz," Ug, r]) De Morgan Cebiridir.
Ayrica,V(F, Z), (G,Z) € Sz(U) igin, (F,Z):F,Z)rZ(Z)Z €(G,2)Ugr(G,2)'=U; oldugundan,
€

%k
(Sz(V),05,Uz,5 UR, ) bir Kleene Cebiridir.

Ustelik, (F,2) - (F,2)'=0; oldugu bilinmektedir ve (F,2) - (G,Z)=0; iken (G,2) E(F.2)"
€ €
oldugu Teorem 3.3 (16) da gosterilmisti. Bu, (F,Z)" nin (F,Z) nin sdzde tiimleyeni

*
oldugunu gosterir. Ayrica, (F,Z)'Ug [(F,2)']'=U; oldugundan, (Sz(U),87,Uz, Ug, n)

*
Stone’nun birimi dzelligini saglar ve (Sz(U),02,Uz,%Ug, n ) bir Stone cebiridir.

Burada hemen not edelim ki, (Sg(V), : ) cebirsel yapist birlesmeli olmadigindan, Ug
€

islemi ile birlikte Sg(U) kiimesi tizerinde bir kafes olusturma durumu s6z konusu olamaz.

ES

* * % ~ % * .
3.4.10. Sonug¢  (Sz(U).Ne,(y )i (Sz(U), )0 Sz(U)io )0 (Sz(U),~, ) cebirsel
€ € € € n €

yapilari birer komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadir.
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ES

3.4.11. Sonu¢ (Sz(U),Ug, :S), (Sz(V), :s’ :8)1 (SZ(U)’;’ :8)’ (Sz(V),~, :8) Ve
U

E3

(Sz(U),A,, : ), (SZ(U),Z, : ), (Sz(U),~, : ) cebirsel yapilar birer komutatif, idempotent,
€ € A €

birimli bir hemihalka.

*

* ~ % * , :
3.4.12. Sonu¢ (Sz(U),A,, n ), (SZ(U),A, n ), (Sz(U),~, ) cebirsel yapilart da bir Boole
€ € A €

halkasidir.

3 3 3 ~ ¥
3.4.13. Sonug¢ (Sz(V) , 05,Uz,Uq, ns), (Sz(V) ,04, Ug, Uy N, ), (Sz(V) ,07.,Ug, U N, ),

%
*

(Sz(U),04,Uz, ~, n) bir Bool cebiridir, De Morgan cebiridir, Kleene cebiridir, Stone
U €

cebiridir.

*

3.4.14. Teorem (Sz(V), ", n.»Uz) bir MV-cebiridir.
€

*

Ispat: (Sz(V), ", n, Uz) bir MV-cebiri oldugunu gornek igin, MV-cebiri sartlart sagladigini

gosterelim.
*
e (MV1) (Sz(UV), A Uy) degismeli bir monoiddir. (Sonug 3.3.1)
€
e (MV2) ((F,2))'=(F.2). (Ali ve digerleri 2011)

o (MV3) (U)  (F2)= 8, (F2) =07 = (Up)'
. (MVAIFZ " GT ~ GD=((GDY - (F2)) » (FZ). Gersekien,
r * r * —_ nr * I *
(F2) ) G2 ) 6D =ED)Y ;G2 o (62
* %k
=(F2), G G2)
%k %k %k
=(F2) , (6.2, [(G2) , (G2)]

* * *
=((F.2) (621, [(F2) , (F.2)]



% %
=2 [62),_(F.2)]
% X
= (F2) 5 (62, FDF
% *
=162 5 FDI , (F2)

*
Boylelikle, (Sz(V), ', . Uz) bir MV-cebiridir.
€

87



88

4. TUMLEYENLI GENISLETILMIS GAMMA iSLEMIi

Bu boliimde, tiimleyenli genisletilmis gamma adi verilen yeni bir esnek kiime islemi
tanitilmig, 0rnegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile

olan iligkisine bakilarak dagilma kurallar1 incelenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.

*
4.1. Tanim (F,Z), (G,C) €Sg(U) olsun. Bu esnek kiimenin (F,Z) y (G,C) ile gosterilen

tiimleyenli genisletilmis gamma islemi K=ZUC ve VX €K;

F(N), NeZ-C
HX)=1 G (N), NeC-Z
F(X)YG(X), NeZNC

*
olmak tizere (F,Z) y (G,C©) = (H,K) ile tanimlanir.

4.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi Z={e,, e3} ve C={e,, e3, e,} E nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,,h3,h,,hs} evrensel kiime olmak {izere (F,Z) ve (G,C),
(F1Z):{( el,{hZ,hS})v(e31{h1’h21h5})}1(Gvc):{( eZ’{hlihél-’hS})!(eB'{hZ1h3’h4})’(e41{h3 !h5

D} olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,Z2) ; (G,C)=(L,ZuUC) olmak {izere
&

VX €ZUC;

F(N), NeZ-C
LX)=1 G (N), NeC-Z
F'(X)NG(R), XReZNC

Burada, ZuC={e;,e,.es,e,}, Z-C={e;}, C-Z={e;,e,}, ZNC={e;} olmak fiizere,
L(e;) =F’(e;)={ hy,h3,h.},  L(ey) =G’(ez)={hy,h3}, L(es) =G’(e4)={hshy,h,} ve

Z(e3)=F’(e3)NG(e3)={hs,h,}N{hy,hs,h,}={hs,h,}.Boylece,(F,Z) tg(G,C)Z{(el,{hl,h&

h,}),(e2,{hz,h3}),(e3,{hs,hs}),(es,{hy,hz, hy}}

4.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)



1) , Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.
&

Y

, *
Ispat: y isleminin, Sg(U) tlizerinde ikili islem oldugu aciktir. Yani,
*
Ys: SE(U)X SE(U)—> SE(U)
(FR), (GT) = (FR) ; (GT)=ZRUT)
&

olup, (F,R),(G,T)ESE(U) oldugunda, (F,R) : (G,T) €Sg(U) olur.
* * * *
2) [(F,2) yg(G,C)] yg(H,R) * (F,.2) Ys[(G’C) YS(H’R)]'
Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim. (F,Z) : (G,C)=(T,ZuC) olsun. Burada, YXeZUC;

F(R), REZ-C
T(X)=1{ G(X), XeC-Z
F'(R)NG(X), NeZNC

(T,ZUC):: (H,R) =(M,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;
&

T'(R), X€E(ZUC)-R
M(R)=4 H'(R), XER-(ZUC)
T'(RX)NH(X), RE(ZUC)NR

Buradan,

( F(X), 8e(Z-C)-R=ZNC'NR’

G(X), ®e(C-Z)-R=Z'nCNR’
F(X)UG'(X), RXe(ZNC)-R=ZNCNR'

M(X)=1 H'(X) RER-(ZUC)=Z'NC'NR
F'(R)NH(R), Re€(Z-C)NR=ZNC'NR
G'(R)NH(X), ®e(C-Z)NR=Z'NCNR
L(F(X)NG'(R))NH(R),  RE(ZNC)NR=ZNCNR
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Simdi esitligin sag tarafina yani (F,2) t [(G,C) : (H,R)]
& &

(G,C) : (H,R)=(K,CUR) olsun. Burada YReCUR;
&

G(N), NeC-R
K®)=4 H(X), XeR-C
G'(X)NH(X), XeCNR

(F.2) : (K,CUR) =(S,ZUCUR) olsun. Burada YXeZUCUR;
&

F(R), X€Z-(CUR)
S(X)={ K'(R), X€E(CUR)-Z
F'(N)NK(N), XeZN(CUR)

Buradan,

(F(X), XeZ-(CUR)=ZNC'NR’

G(X), Xe(C-R)-Z=Z'NnCNR’

H(X), Xe(R-C)-Z=Z'nC'NR

S(X)=4 G(R)UH'(N), RXe(CNR)-Z=Z'nCNR
F'(N)UG'(R), NeZN(C-R)=ZNCNR’
F'(X)UH'(R), NeZN(R-C)=ZNC'NR
\F'(R)U(G'(R)NH(X)), NeZN(CNR)=ZNCNR

90

bakalim.

*
Boylece, M#S oldugu goriiliir. Yani, Sg(U) kiimesi lizerinde, y islemi birlesme 6zelligine

sahip degildir.

3)1(F2) G2, H2) #(F2) | [(6.2) |, (H2)].

Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim (F,Z) v (G,2)=(T,ZUZ) olsun. Burada, YXeZUZ=Z,
&

F(X), N€Z-Z=0
T(X)= G(R), NeZ-Z=¢
F(NNG(R), NeZNZ=Z
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(T,2) :: (H,Z) =(M,ZUZ) olsun. Burada VYXeZ,
&

T (R), NE€Z-Z=0
M(R)={ H'(X), REZ-Z=0
T'(R)NH(X), REZNZ=Z

Buradan,

T (R), X €Z-7=0
M(R)= H (X), REZ-Z=0
(F(R)UG'(R))NH(R), ReZNZ=Z

Simdi sag tarafa yani (F,2) : [(G,Z);k (H,2)] bakalim. (G,2) : (H,2)=(L,ZuZ) olsun.
& & &
Burada, VXeZ;
G (X), NEZ-Z=0

LN)={ H (), NEeZ-Z=0
G'(N)NH(R), XNeZNZ=Z

(F,2) t (L,Z2) =(N,ZUZ) olsun. Burada, VXeZ;
&

F (R), REZ-Z=0
N®)={ L'(N), NEZ-Z=0
F'(X)NL(R), NEZNZ=Z

Buradan,

F(R), NEZ-Z=0
N®)=1 L' (), NEZ-Z=0
F'(X)N(G'(R)NH(X)), ReZNZ=Z
Boylece, M#N oldugu goriiliir. Yani, Z< E sabit bir paramere kiimesi olmak iizere, Sz(U)

*
kiimesi iizerinde y isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
&
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4) (F,2) :E(G,C)i(G,C) : (F.2).

Ispat: Oncelikle esitligin her iki tarafindaki esnek kiimenin parametre kiimeleri ZUC olup,

esnek esitligin ilk sarti saglanmis olur. Simdi esitligin sol tarafina bakalim.

(F.2) : (G,C)=(H,ZuC) olsun. Burada YReZUC;
&

F(X), NeZ-C
H®)=4 G(N), NeC-Z
F'(X)NG(R), NeZNC

Simdi esitligin sag tarafina yani (G,C) : (F,2) bakalim.(G,C) i (F,2)=(T,CuZ) olsun.
& &

Burada vXeCUZ;

G (R), NeC-Z
TR)={ F(N), ReZ-C
G'(X)NF(R), NeCNZ

* * .
Boylece, H#T oldugu goriiliir. Benzer sekilde, (F,Z) v (G,2) # (G,2) v (F,Z2).Yani, Sg(U)
& &

ve Sz(U) kiimeleri lizerinde t isleminin degisme 6zelligi yoktur.
&
*
5) (F,2) v (F,2)= 0.
Ispat: (F.2) : (F,Z)=(H,ZUZ) olsun. Burada ¥ReZ;
&

F (R), REZ-Z=0
H®X)={ F©), R€EZ-7=0
F'(X)NF(R), N€ZNZ=Z
Buradan, YXeZ; H(X)= F’(X)NF(X)=U olup (H,Z)= @.

*
Sg(U) kiimesi tizerinde v islemi denk gii¢liiliik (idempotent) 6zelligine sahip degildir.
&
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3
6) 97 , F2)= (F2).
Ispat: ©,=(S,2) olsun. YReZ: S(X)= 8. (S,2) : (F.Z)=(H,ZUZ) olsun. Burada, YReZ;

S (X), NEZ-7=0
H®X)={ F(N), REZ-Z=0
S'(N)NF(R), NeZNZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= S’ (X)NF(X)= UNF(R)=F(X) olup, (H,2)= (F,Z).

*
Sz(U) kiimesi lizerinde y isleminin sol birim eleman1 @; esnek kiimesidir.
&

7)(F2), 0,70,
Ye
Ispat: ©7=(S,Z) olsun. VXeZ; S(X)= 0. (F,2) T{ (S,2)=(H,ZUZ) olsun. Burada, VXeZ;
&

F(N), REZ-7=0
HX)={ s'®), REZ-7=0
F'(X)NS(X), NEZNZ=Z

Buradan VXeZ; H(R)=F’(X)NS(X)=F’(X)N@P=0 olup, (H,Z2)= @;.

*

Yani, Sz(U) kiimesi tizerinde y islemi i¢in, her elemanin sol birim eleman olan @5 ye
&

*

gore sol tersi, @y esnek kiimesidir. Ayrica, Sz(U) kiimesi {izerinde v isleminin sag yutan
&

eleman1 @5 esnek kiimesidir.
* * ;
8) (F,2) Ve D= Dy YE(F’Z) =(F,.2)"

Ispat: ©= (K, @) ve (F,Z);k (K, ) = (Q,ZU®) = (Q,Z) olsun. Burada VReZ;
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F (R), REZ-0=Z
QX)=1 K, REP-Z=0
F'(R)NK(X), REZNO=0

Buradan, ¥XeZ; Q(X)= F’(X) olup (Q,2) = (F,2)"

Benzer sekilde, @y : (F,.2)= (W, @ UZ) =(W,Z) olsun. Burada VXeZ;
K (R), NED-Z=0
WR)={ F(X), REZ-P=7Z
K'(R)NF(R), NeEPNZ=0

Buradan, YXeZ; W(X)=F’(X) olup (W,2) = (F,2)"
*
9) Uz Yg(F'Z): D3

. k
Ispat: U;=(T,Z) olsun. Burada vXeZ; T(X)=U. (T,Z2) v (F,Z) =(H,ZUZ) olsun. Burada
&

VReZ;
T (X), NEZ-Z=0
H®X)={ F), NEZ-Z=0
T'(X)NF(R), REZNZ=Z

Buradan VXeZ; H(R)= T’ (X)NF(X)=0NF(X)=0 olup (H,Z2)=0;.
*
10) (F.2) , Uz=(F.2)"

Ispat: U;z=(T,Z) olsun. Burada vXeZ; T(X)=U. (F,2) t (T,Z) =(H,ZUZ) olsun. Burada
&

VXeZ;

F(R), REZ-7=0
H®)={ T(N), NEZ-7=0

F(X)NT(R), ReZNZ=Z
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Buradan YXeZ; H(X)= F’(X)NT(X)= F*(X)NU=F’(X) olup (H,2)= (F,2)".
%
11) Ug , (F.2) =0
Ispat: Ug=(S,E) olsun. VXeE; S(X)=U. (S,E) : (F,2)=(H,EUZ=E) olsun. Burada, VXeE;

S (N), NEE-Z=Z7'
H®X)={ F(N), NEZ-E=0
S'(X)NF(R), NEZNE=Z

Buradan YXeZ; H(X)= S’ (R)NF(X)= BNF(X)=0 olup,

?, NEE-Z=Z'
H(X)={ F(X), N€eZ-E=0
@, ReEZNE=Z

Boylece, VReE; H(X)=0, dolayisiyla (H,E)= @f.
* r r
12) (F,2) y (F.2)=(F.2).

Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, VXeZ; H(X)=F’(X). (F,2) : (H,2)=(T,ZuUZ) olsun .

Burada, VXeZ;

F(R), REZ-Z=0
TX)={ H (), NEZ-Z=0
F'(N)NH(X), NeZNZ=Z

Burada YXeZ; T(X)=F’(X)NH(R)=F’(X) NF’(X)=F’(X) olup (T,2)=(F,2)".
Sg(U) kiimesi iizerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni : islemi i¢in kendisinin sagda
&

yutan elemanidir.
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13) (F.2)' : (F.2)= (F.2).

Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, ¥XeZ; H(NX)=F(X). (H,Z) : (F,2)=(T,ZUZ) olsun .

Burada, ¥XeZ;

H (X), NEZ-7=0
TX)=1{ F(N), NEZ-Z=0
H'(R)NF(R), ReZNZ=Z

Burada YXeZ; T(X)= H(X)NF(X)= F(X)NF(X)= F(X) olup (T,2)= (F,Z).
SE(U) kiimesi iizerinde, her esnek kiimenin tlimleyeni : islemi i¢in kendisinin solda
&

birim elemanidir.

19)[(F2) | GON=(F2)\,(G.O).

: *
Ispat: (F,Z) y (G,C)=(H,ZuC) olsun. Burada, VXeZUC;

F(N), NeZ-C
H®)={ G(N), ReC-Z
F'(N)NG(R), NeZNC

(H,ZuC)'=(T,ZuC) olsun. Burada, VReZUC;

F(X), NEZ-C
T(X)={ G(X), REC-Z
F(X)UG'(X), ReZNC

Buradan, (T,ZUC) =(F,Z) A.(G,C) olur.

15) (F,2) : (G, Z)= Uy =(F,Z) = 0, Ve (G, Z)=Uy
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. *
Ispat: (F,7) v (G,Z) = (T,ZUZ) olsun. Burada YXeZ,;

F(R), REZ-Z=0
TX)={ G ), REZ-Z=0
F'(R)NG(R), NEZNZ=Z

(T,Z2)= Uz oldugundan, VXeZ i¢in T(X)=U ve VXeZ; F’(X)NG(X)=U. Burdan, Ve Z;
F’(RX)=U ve G(X)=U. Boylece, (F,Z) = @5 ve (G,Z) = Uy.

16)0, E(F,2) :E(G,C), oc E(F,2) :S(G,C), Oz0c E(F.2) :E(G,C), (F.2) :S(G,C) € Ugc.
17) (F.2) |, (G2EF.2) ve (F.2) | (G2E(G2).
Ispat: (F,Z): (G,2)=(H, Z) olsun. Burada, YXeZ;

F(X), NEZ-Z=0
HX)=4 G'(X), REZ-Z=0
F'(R)NG(X), REZNZ=Z
vReZ;, HX)=F'(X)NG(X) € F'(R). Boylece, (F,Z)t(G,Z)g(F,Z)r. Benzer sekilde,

vReZ; H(X)=F'(X)NG(X) S G(R). Bdylece (F,2) t (G,2)&(G,2).

18) (F.2) €(G,2) ise (G, Z) i (H,C) E (F, Z): (H, ).

Ispat: (F,Z)€ (G,Z) olsun. Buradan, VX eZ icin, F(R)SG(X) ve G’(R)SF(X).

*
(G,2) y (H, B)=(W,ZUC) olsun. Boylece, VXeZUC i¢in,
&

G (R), NEZ-C
W®)={ H®), NeC-Z
H'(R)NF(R), NeZNC
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(F.2) : (H,B) = (L,ZUC) olsun. Béylece, VRZUC icin,
&

G (N), NeZ-C
LX)=4 H (), XEC-Z
H'(R)NG(X), NeZNC

Boylece, VReZ-C; W(R)=G'(R) € G'(X)=L(R), VXeC-Z; W(R)=H'(R) € H'(X)=L(R),

REZNC ; W(R)=H'(R)NF(R) € H'(R)NG(R)=L(X) olup, (G, Z) 3 (H,C) € (F, Z): (H,C).

* ~ * - ~ . . .
19) (G, 2) y (H,C) € (F, Z)y (H,C) ise (F,Z2) ©(G,Z2) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 4.3 (18) tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 4.3 (18) in tersi dogru olmadigim gostermek icin bir drnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, A={e;,e3}, €={e;,e3,es}, E'nin iki alt kiimesi,
U={h;,h,,h3,h,, hs} evrensel kiime, (F,2), (G,2) ve (H,0),
(F.2)={(e1,{hz, hs}).(e3.{hq,h;,hs H}(G,2)={(e1,{h2}) . (e5.{h1 b2 1)} (H,.C)={(e1,0).(e5

,0),(es, {h3, h,})} olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.

Buradan, (G, Z) : (H,C)=(L,ZuUC) olmak iizere, (L,ZUC)={(e4,U),(e3,U),(es, {h3, h,})} ve
(F.2) : (H,C)=(K.ZUC) olmak iizere (K,ZUC)={(e;,U).(e3.U).(es, {hs, hs})}. Boylece,

* *
G2) , (H0) C (F,7) y (H0) fakat (F,Z) €(G,Z) olmadig1 agiktir.

20) (G,2) € (F,C) ve (K,2) € (L,C) ise (F,Z);‘ (K,2) E(G,C) : (L,C).

Ispat: (G,Z2)E (F,C) ve (K,Z) € (L, C) olsun. Buradan, ZS C ve VR € Z igin, G(X)S F(X)

ve K(R)C L(X). (F,Z): (K, Z) = (W,Z) olsun. Bdylece, VX € Z icin,
&
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F (R), NEZ-Z=0
WR)={ K(N), NEZ-Z=0
F'(RX) NK(R), NeZNZ=Z

(G,C) : (L,C) = (S,C) olsun. Béylece, VREC igin,
&

G (N), NeC-C=0
SR)={ LX), XeC-C=0
G'(X) NL(X), NeCNC=C

Boylece, VX € Z igin, G(X)S F(X) oldugu i¢in F’(X)S G'(X) ve W(R)=F'(X) NK(X) <

G'(R) NL(R)=S(X) olup, (F,Z);k (K,2) §(G,C);k (L.C).

4.4. Teorem Tiimleyenli genisletilmis gamma isleminin diger esnek kiime islemlere

asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

4.4.1. Teorem Tiimleyenli genisletilmis gamma isleminin kisitlanmis islemlere asagidaki

dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1) ZNCNR=0 ise (F2) , [G.CNe(HRIFIF.2) ., (GOIURIF.2), (HR)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm. (G,C)Ng(H,R)=(M,CNR) olsun. Burada
VReCN R; M(R) = G(X) n H(X). (F,Z);Is (M,CNR)=(N,ZU(CNR)) olsun. Burada
€

VReZU(CNRY);

F'(X), NEZ-(CNR)
NR)={ M), NE(CNR)-Z
F(R)NM(X),  REZN(CNR)

Buradan,
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F'(R), N€EZ-(CNR)=Z-(CNR)
N(R)= { G (R)UH'(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F (X)N(G(X)NH(R)), XeZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin sag tarafina  yani [(F,Z);k (G,C)]UR[(F,Z)j/< (H,R)] bakalim.

(F,Z):: (G,C) =(V,ZUC) olsun. Burada, YReZUC;
€

F'(R), REZ-C
V(R)=1 G'(X), REC-Z

F'(X) N G(X), ReZNC

Simdi (F,2) ;‘ (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€

F'(R), REZ-R
W(R)={ H'(X), XER-Z
F'(R)NH(X), N€eZNR

(V,ZuUC) Ur(W,ZUR)=(T,(ZuC)n (Z U R)) olsun. Burada, vReZU(CNR);
T(R)=V(X)UW(X). Buradan,
( F(X)UF (X), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F' (R)UH'(X), RE(Z-O)N(R-Z)=0
F'(R)U(F (R)NH(R)) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (R)UF'(R), Re(C-Z)N(Z-R)=0
T(X)=<{ G (X)UH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
G (R)U(F (R)NH(X)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0
(F'(R)NG(R))UF' (R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F'(RX)NG(R))UH (X), Re(ZNC)N(R-Z)=0
L(F'(R)NG(R)U(F (R)NH(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
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( F'(R), ReE(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
F'(R) Xe(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
T(X)= 4 G (R)UH'(R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR

| F'(X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

(F'(R)NG(R)U(F (R)NH(R)),  Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki Z-(CNR) ele alinirsa, Z-(CNR)=ZN(CNR)’ olup, bir eleman
(CNR) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya C-R de, ya R-C de, ya da CUR nin
timleyenindedir. Buradan, X € Z—(CNR) ise X €ZNCNR’ veya X €eZNC’NR veya
X €ZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak, ZNCNR=@ ise N ve T fonksiyonlari

birbirine esit olur.

2) ZNCNR=p ise (F.2) ; [(G.C)UrHRIFIF.2), (GOIURIF2), (HR)]

3) Z’NCNR=0 ise (F,Z) ;‘ [(G,C)*r(H,R)I=[(F.2) ;‘ (G,C)1URI(F.2) ; (H,R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim. (G,C)*g(H,R)=(M,CNR) olsun. Burada YXeCN

R; M(t) = G'(t) U H'(b). (F,Z): (M,CNR)=(N,ZU(CNR)) olsun. Burada ¥XeZU(CNR);

F'(R), NEZ-(CNR)
N(R)=4¢ M'(X), XE(CNR)-Z
F(R)NM(X),  REZN(CNR)

Buradan,

F'(R), X€Z-(CNR)=Z-(CNR)
N(X)=<{ G(R)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F (X)N(G'(X) UH'(R)), ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi csitligin  sag tarafina yani [(F.2) (GOIURI(F.2) 5 (HR)] bakalm.
€ A

(F.2) 4 (G.C)=(V,ZUC) olsun. Burada, VXeZUC;
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F'(X), REZ-C

VR)={ G'(X), REC-Z

F'(X) N G'(R), ReZNC

Simdi (F,2) ) (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VReZUR;

F'(X), REZ-R

W(X)=1{ H'(X), RER-Z

F'(R)NH'(R), REZNR

(V,2ZUC) Ur(W,ZUR)=(T,(ZUC)n (Z U R)) olsun. Burada, VXeZU(CNR);
T(R)=V(X)UW(X). Buradan

( F (R)UF (R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’

F (X)UH'(X), RE(Z-O)N(R-Z)=0

F (R)U(F (X)NH'(X)) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR

G (R)UF' (R), Xe(C-Z)N(Z-R)=0

T(X)={ G (X)UH(X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
G (R)U(F (R)NH'(R)), Re(C-Z)N(ZNR)=0

(F (R)NG'(R))UF (X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F'(R)NG'(R))UH (R), Re(ZNC)N(R-Z)=0
L(F'(R)NG'(R)U(F (R)NH'(R)),  Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
F'(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F(R) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
TR)=< G (R)UH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
| F'(R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

\(F'(x)nG'(x))u(F'(x)nH'(x)), Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
Z’NCNR=0 sart1 ile N=T saglanir.

4) Z’NCNR= ZNCNR=9 ise (F.Z) ;" [(G,C) 6r(H,R)I=[(F.2) ;‘ (G,C)]Ux[(F.2) ;‘ (H,R)]



103

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi
1) (ZAC)N R=0 ise [(F,Z)Ur(G,C)] :E(H,R):[(F,Z) ;" (H,R)]N&[(G,C) ;‘ (H,R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm. (F,Z)Ur(G,C)=(M,ZNC) olsun. Burada

vReZN B; M(X)=F(X)UG(R). (M,ZNC) ;k (H,R) =(N,(ZNC)UR)) olsun. Burada

VRe(ZNC)UR;
M'(R), RXeE(ZNC)-R
N(R)=<{ H'(R), NER-(ZNC)
M'(R)NH(X), X€ZN(CNR)
Boylece,
F'(R)NG'(R), X€(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)={ H'(X), XER-(ZNC)=R-(ZNC)

(F'(R)NG'(R)) NH(X), ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z): (H,R)]nR[(G,C): (H,R)] bakalim.
€ €
(F,Z): (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€
F'(X), REZ-R

V(R)=4 H'(R), NER-Z
F'(X)NH(X), X€ZNR

Simdi, (G,C);" (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;
A

G'(R), XeC-R
wR)={ H'(X), RER-C
G'(X)NH(K), ReCNR
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(V,ZUR) Ng(W,CUR)=(T,(ZUR)Nn (CUR)) olsun. Burada,vXe(ZNC)UR;
T(R)=V(X)NW(R). Boylece,

( F' (R)NG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'

F (R)NH'(R), Re(Z-R)N(R-C)=0

F (R)N(G'(R)NH(K)), Re(Z-R)N(CNR)=0

H (R)NG (R), Xe(R-Z)N(C-R)=0

T(R)=<{ H(X)NH (R), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H' (®)N(G'(X)NH(X)), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F'(R)NH(X))NG (X), Xe(ZNR)N(C-R)=0
(F'(R)NH(X))NH (X) Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

\(F'(R)NHXR)N(G'(R)NH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
( F(R)NG (X), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
| H'(X) Re(R-Z)N(R-C)=Z'NC'NR
T(R)= { Re(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR

Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
k(F (R)NH®)N(G'(R)NH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, R-(ZNC)’yi ele alirsak, R-(ZNC)=RN(ZNC)’ olup, bir eleman
(ZNC) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya Z-C de, ye C-Z da, ya da ZUC nin
timleyenindedir. Burdan, X € R —(ZNC) ise X ERNZNC’ veya X € RNZ’NC veya X €
RNZ’NC’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR=ZNC’NR=@ sart1 ile N=T saglanir.
Z’NCNR=ZNC’NR=Q sartinin, (ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) ZNCNR'=(ZAC)N R= iise [ (F,Z)Nx(G.C)] (H R)=[(F, Z) _(HRIURIG, c:) _(HR]
3) ZNCNR'=(ZAC)N R=8 ise [(F,2)8r(G,C)] (H R)=[(F.2) X A (HRIURIG.O) * (H.R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)0g(G,C)=(M,ZNC) olsun. Burada YXeZN

B; M(X)=F'(X)NG'(X). (M,ZNC) (H R) =(N,(ZNC)UR)) olsun. Burada YXeZ(NC)UR,



Buradan,

M'(R),
N(N)=:{ H'(R),
M'(R)NH(K),

F(R)UG(R),
N(N)={H'(N),

(F(R)UG(R))NH(R)),

Re(ZNC)-R
XER-(ZNC)
REZN(CNR)

Xe(ZNC)-R)=ZNCNR'
XER-(ZNC)=R-(ZNC)
NeZN(CNR)=ZNCNR
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Simdi esitligin  sag tarafina  yani [F,Z); (H,R)]UR[(G,C); (H,R)] bakalim.
€ €

k
(F.Z2) A_(H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada, YReZUR;
€

(G,C); (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;

(V,ZUR) Ug(W,CUR)=(T,(ZUR)N (C U R)) olsun.

F'(R),
VX)=4{ H'(X),

FR)NH(R),

G'(X),
W)=1 H'(),

G(R)NH(X),

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

XeC-R
NER-C
XeCNR

Burada YXe(ZNC)UR; T(R)=V(X)UW(R). Buradan,

T(X)=

( F(R)UG (R),
F (R)UH' (R),
F (®)U(GER)INH(R)),
H (R)UG (R),
H (R)UH (),
H (®)U(GR)NH(R)),
(F(X)NH(R))UG (X),
(F(R)NH(X))UH (R),

Xe(Z-R)n(C-R)=ZNCNR’
RE(Z-R)N(R-C)=0
Re(Z-R)N(CNR)=0
Re(R-Z)N(C-R)=0¢

\(FR)NH(R))U(G(R)NH(X)),

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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Boylece,
F (R)UG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
H'(R), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
T(X)= 4 H' (®)UG(R), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
LF(N)UH'(N), Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
(F(RX)NH(XR))U(G(R)NH(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR'=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=@ sartinin,
(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

4) ZNCNR'=(ZAC)N R=9, [(F,2)* (G,C)] :;(H,R):[(F,Z) r‘: (H,R)] N&[(G.C) r’: (H,R)].

4.4.2. Teorem Tiimleyenli genisletilmis gamma isleminin genisletilmis islemlere asagidaki

dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1) ZNCNR=p ise (F2) ;. [G.ONHR)I=IF.2), (GOINF.Z). (HR)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm (G,C)n.(H,R)=(M,CUR) olsun. Burada
vXeCU R;

G(X), NeC-R
M(R)=< H(RX), NER-C
G(X)NH(X), NeCNR

(F,Z);‘ (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada ¥XeZUCUR;
€

F'(R), NeZ-(CUR)
N(R)={ M'(R), Xe(CUR)-Z
F (X)NM(R), REZN(CUR)
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Buradan,

(F'(R), N€Z-(CUR)=ZNC'NR’
G (X), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR'
H (R), Xe(R-C)-Z=Z'NnC' NR
N(X)={ G (X)UH'(R), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
F (R)NG(X), ReZN(C-R)=ZNCNR
F (R)NH(R), XezZn(R-C)=ZNB'NR

L F (X)N(G(X)NH(R)), R€ZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin sag tarafina  yani [(F,Z):: (G,C)]ng[(F,Z);‘ (H,R)] bakalim.

(F,Z);‘ (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada YReZUC;
€

F'(N), NEZ-C
VR)=1 G'(N), NeC-Z
F'(R)NG(R), NeZNC
(F,2) ;: (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
F'(N), NEZ-R
W(R)=<{ H'(R), NER-Z
F'(R\)NH(R), REZNR

(V,Z2uC) N (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada VYXeZUCUR,

V(R), Ne(ZUC)-(ZUR)
T(R)=<{ W(X), NX€E(ZUR)-(ZUC)
VR)NW(X), KXe(ZUC)N(ZUR)

Buradan,



T(X)=+

F (R),
G (R),
F (X)NG(X),
F(X),
H (X),
F (R)NH(R),
F (R)NF'(R),
F (X)NH (),
F (®)N(F (R)NHR)),
G (R)NF (X),
G (R)NH (R),
G (R)N(F (R)NH(X)Y),
(F (R)NG(R)NF (X),
(F (R)NG(R)NH (R),

Boylece,

T(R)=1

L(F'(xmcm))n(F'(az)nH(N)),

G (R),

H (X),

F (R),

F (R)NH(X),
G (R)NH (R),
F (X)NG(X),

Z’NCNR=0 sart1 ile N=T saglanir.

L(F'(x)nG(N))n(F'(ez)nH(ND,

X€E(Z-C)-(ZUR)=0
X€E(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR
NE(ZNC)-(ZUR)=0
RE(Z-R)-(ZUC)=0
Xe(R-Z)-(ZUC)=Z NC NR
NE(ZNR)-(ZUC)=0
XE(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR
NE(Z-C)N(R-Z)=0
XE(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
XE(C-Z)N(Z-R)=0
NE(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR
Re(C-Z)N(ZNR)=0
XE(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
ReE(ZNON(R-Z)=0
Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

NE(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR
NE(R-Z)-(ZUC)=Z NC NR
NE(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR
NE(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
NE(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR

NE(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
XE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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2) ZNCNAR'=(ZAC)N R=0 ise (F,Z);‘ [(G,C)US(H,R)]:[(F,Z): (G,C)]Ug[(F,Z);k (H.R)].

3) ZNCNR'=(ZAC)N R=0 ise (F,Z);‘ [(G.O)+(HRI=IF2) 5 (GONUIFZ) 5 (HR.

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalm (G,C)*.(H,R)=(M,CUR) olsun. Burada

vXeCU R;
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G(X), XEC-R
M(R)={ H(X), RER-C

G'(X)UH'(X), ReCnR

(F,Z);k (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada ¥XeZUCUR:

F'(X), NeZ-(CUR)
N(N):{ M'(X), Xe(CUR)-Z
F (R)NM(X), REZN(CUR)

Buradan,

(F'(X), NX€Z-(CU R)=ZNC'NR’
G (X), Xe(C-R)-Z=Z'NCNR’
H (R), Xe(R-C)-Z=Z'NC NR
N(R)=< G(R)NH(R), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F (R)NG(X), XeZN(C-R)=ZNCNR
F (R)NH(R), RXeZN(R-C)=ZNC NR
L F(R)N(G'(X)UH'(R)), X€EZN(CNR)=ZNCNR

Simdi csitligin  sag tarafina  yani [(F,2) ) (GONUI(FZ); (HR)] bakalim.
€ €

(F.2) 5 (G,C)=(V,ZuC) olsun. Burada VXeZUC;
A

F'(N), NeZ-C
ViR)=<1 G'(N), NEC-Z
F'(X)NG'(R), NReZNC
(F,2) ; (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VReZUR;
F'(R), NEZ-R
W(X)={ H'(R), XER-Z
F'(X)NnH'(X), REZNR

(V,ZUC) U.(W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada VYXeZUCUR;
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V(R), N€E(ZUC)-(ZUR)
T(N)z{ W(R), X€E(ZUR)-(ZUC)
V(X)UW(X), Re(ZUC)N(ZUR)

Buradan,

F (), XE(Z-C)-(ZUR)=0

G (X), NE(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR

F (R)NG'(R), XE(ZNC)-(ZUR)=0

F(R), XE(Z-R)-(ZUC)=0

H (X), X€E(R-Z)-(ZUC)=Z NC NR

F (R)NH'(R), RE(ZNR)-(ZUC)=0

F (X)UF'(X), RE(Z-CO)N(Z-R)=ZNC NR

T(v)={ F OUH ), RE(Z-ON(R-2)=0
F (X)U(F (X)NH'(R)), RE(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR

G (X)UF'(X), RE(C-Z)N(Z-R)=0

G (X)UH (X), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR

G (R)U(F (R)NH'(X)), XE(C-Z)N(ZNR)=0

(F (R)NG'(R))UF'(X), XE(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR

(F (X)NG'(R))UH (X), RE(ZNC)N(R-Z)=0

(F (R)NG'(X))U(F (X)NH' (X)), RE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

\
Boylece,

G (X), X€(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR

H'(R), XE(R-Z)-(ZUC)=2nC NR

F (R), RE(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR
T(R)=1 F'('N), | xe(z-C)n(ZnR)zznc'nR
G (X)UH (X), XE(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR

F (), Xe(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR

(F (®)NG' (X)) U(F (R)NH'(X)), XE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR= ZNC’NR= ZNCNR’=0 sart1 ile N=T saglanir. ZZNCNR=ZNC’NR=Q sartinin,

(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu agikardir.

4) ZNCNR'=(ZAC)N R=0 ise (F,Z);k [(G,O8(HR)I=IF.2)  (GOINIFZ) 5 (HR.
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ii) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi
1) (ZAC)NR=Q ise [(F,Z) U, (G,C)] :E (H,R)=[(F,2) : (H,R)]N.[(G,C) : (H,R)].

Ispat: Once esitligin  sol tarafim ele alalim. (F,2)u.(G,C)=(M,ZuC) olsun.
BuradavRXeZuUC;

F(X), REZ-C
M(R)=1 G(R), ReC-Z
F(X)UG(R), RezZnC

%
(M,ZuC) y (H,R)=(N,(ZUC)UR olsun. Burada YXeZUCUR;

M'(R), RXe(ZUC)-R
N(R)=<{ H'(X), XER-(ZUC)
M'(X)NH(X), Xe(ZUC)NR

Buradan,

( F'(R), RE(Z-C)-R=ZNC'NR’

G'(N), Xe(C-Z)-R=Z'NnCNR’
F'(R)NG'(R), NE(ZNC)-R=ZNCNR’
N(R)=< H'(X), NER-(ZUC)=Z'NC'NR
F'(R)NH(X), RXe(Z-C)NR=ZNC'NR

G (R)NH(X), Xe(C-Z)NR=Z'NCNR

\(F'(R)NG'(R))NH(R), Ne(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F,2) y (H,R)]n:[(G,C) y (H,R)] bakalim.
€ €
(F.2) ;‘ (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YReZUR :
€
F'(R), REZ-R

V()={ H'(X), RER-Z
F'(X)NH(X), Xe€ZNR
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k
(G,0) v (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;

G'(X), ReC-R
WX)={ H'(R), RER-C

G'(X)NH(X), XeCnR

(V,ZUR) N, (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;

{ V(X), RE(ZUR)-(CUR)
T(R)=1 W(X), Xe(C U R)-(ZUR)
VIR)NW(X), Ke(ZUR)N(CUR)
Buradan,

( F(R), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC' NR

H'(R), Xe(R-Z)-(CUR)=0

F' (X)NH(X), Xe(ZNR)-(CUR)=0

G (R), Xe(C-R)-(ZUR)=Z NCNR

H (), Xe(R-C)-(ZUR)=0

G'(R)NH(N), Xe(CNR)-(ZUR)=0

F (X)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

T(X)={ F®nNH ), RE(Z-R)N(R-C)=0

F' (X)N(G'(R)NH(R)), Xe(Z-R)N(CNR)=0

H (R)NG (R), Xe(R-Z)N(C-R)=0

H (R)NH (R), Xe(R-Z)N(R-C)=2ZnC'NR

H ()N (G'(R)NH(X)) Re(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR

(F' (R)NH(X))NG'(R), Xe(ZNR)N(C-R)=0

(F' (R)NH(X))NH'(X) Ne(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

L(F (R)NH(X))N(G'(R)NH(R)) Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Burada,
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(F (), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC' NR

G (N), Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR'

F (R)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

T(R)=1 H'(X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NnC'NR
1) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
1) Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
(F'(R)NH(X)N(G'(R)NH(XR)) Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Z’NCNR= ZNC’NR=@ sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=@ sartmnin,
(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAC)N R=0 ise [(F,Z) N, (G,C)] ;‘ (HR)=[(F,2) : (HR)]U.[(G,C) : (HR)].

3) (ZAC)N R=ZNCNR’=9 ise [(F,2)8.(G,C)] ;‘ (HR)=IF.2) » (HRIUIGC) - (HR.

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alahm. (F,Z)8.(G,C)=(M,ZUC) olsun. Burada
VReZUC;

F(X), NeZ-C
M(®R)=41 G(R), ReC-Z
F'(R)NG'(R), ReZNC

*
(M,ZuC) v (H,R)=(N,(ZUC)UR olsun. Burada YXeZUCUR;
€

M'(R), RXe(ZUC)-R
N(R)=1 H'(R), XER-(ZUC)
M'(R)NH(X), X€e(ZUC)NR

Buradan,
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( F'(R), R€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G'(X), Xe(C-Z)-R=Z'NCNR’
F(X)UG(R), RE(ZNC)-R=ZNCNR’
N(X)=<{ H'(X), NeER-(ZUC)=Z'NC'NR
F'(R)NH(X), Re(Z-C)NR=ZNC'NR
G (R)NH(R), Xe(C-Z)NR=Z'nCNR

\ (F(R)UG(R))NH(X), Ne(ZNC)NR=ZNCNR

Simdi csitligin  sag tarafina yani [(F,2) 2 (HR)IUI(G,C) » (HR)]. bakalm.
£ £

(F,2) : (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR ;
€

F'(R), NEZ-R
V(N)z{ H'(R), NER-Z

F(X)NH(X), X€ZNR

%
(G,0) n H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;

G'(R), XeC-R
W(R)=1 H'(R), RER-C
G(X)NH(X), XNeCNR

(V,ZUR) U, (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;

V(R), Ne(ZUR)-(CUR)
T(R)= {W(N), Xe(C U R)-(ZUR)
V(X)) UW(XR), Xe(ZUR)N(CUR)

Buradan,



(F(R),

H (),

F(R)NH(X),

G (%),

H (),

G(R)NH(R),

F'(R)UG (R),
T(X)=4 F(R)UH (X),

F'(R)U(G(R)NH(X)),

H (R)UG (X),

H' (R)UH (R),

H (R)U(G(R)NH(R))

(F(R)NH(R))UG'(X),

(F(R)NH(X))UH'(R)
LF(R)NH(R))U(G(R)NH(R))

Burada,

Re(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’

RE(R-Z)-(CUR)=0
RE(ZNR)-(CUR)=0
Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
Xe(R-C)-(ZUR)=0
Xe(CNR)-(ZUR)=0
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
Xe(Z-R)N(R-C)=0
RE(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0
Re(R-Z)N(R-C)=Z' NC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(C-R)=0
Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

T(X)=1

(F(R),
G (R),
F'(R)UG (X),
H (R),
H'(X)UG(R),
F(X)U H'(X)

XE(Z-R)-(CUR)=ZNC NR’
Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
Re(R-Z)N(R-C)=Z'NC' NR
Xe(R-Z)Nn(CNR)=Z'NnCNR
Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

LF(R)NH(R))U(G(R)NH(K))

Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Z’NCNR= ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0@ sartinin,

(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

4) ZAC)N R=ZNCNR™=D,[(F.2)*:(G.C)] ;. (HR)=[(F2) ; (HRINI(GO) , (HR)L

4.4.3. Teorem Tiimleyenli genisletilmis gamma isleminin tiimleyenli genisletilmis

islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Soldan Dagilmas1
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1) (ZAO)N R=ZNCNR'=D, (F.2) , [(G.O) y (HRIEIF.2) . (GO, [F2), (HRI]

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm (G,C) : ((H,R)=(M,CUR) olsun. Burada
€

vRXeCU R;

G'(N), XeC-R
M(R)={ H'(X), RER-C
G(X)NH(X), XeCNR

(F,Z);‘ (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada ¥XeZUCUR;
€

F'(R), NEZ-(CUR)
N(R)={ M'(R), Xe(CUR)-Z
F (R)NM(R), ReEZN(CUR)

Buradan,

(F'(R), NeZ-(CUR)=ZNC'NR’

G(X), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR’

H(R), Xe(R-C)-Z=Z'NC' NR

N(R)=< G'(X)UH'(X), RE(CNR)-Z=Z'NCNR
F (R)NG'(R), XeZN(C-R)=ZNCNR

F (R)NH'(X), XezZn(R-C)=ZNB'NR

L F(R)N(G(X)NH(X)), ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin sag tarafina  yani [(F,Z);k (T [(F,Z);" (HR)] bakalim.
€ € €

(F,Z)j,< (G,C) =(V,ZuC) olsun. Burada VYXeZUC;
€

F'(X), ReZ-C
ViR)={ G'(N), REC-Z
F(X)NG(X), ReZNC

(F,2) :: (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR,;
€



NEZ-R
NER-Z

F'(X),
W)=4 H'(X),

F'(R)NH(X), NeZNR

*
(V,Zu0) n (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada YXeZUCUR,;

Buradan,

T(X)=

Buradan,

V'(R),
T(X)= { W'(X),

V(R)NW(R),

( F(X),

G(X),
F(RX)UG'(R),
F(R),

H(X),

F(R)UH'(X),

F (R)NF (R),
F'(R)NH (%),
F'(R)N(F (R)NH(X)),
G (X)NF'(X),

G (R)NH' (R),
G (R)N(F (R)NH(X)),
(F (R)NG(R))NF (R),
(F (R)NG(R))NH'(R),

\

(F (R)NGENN(F (R)NH(X)),

Re(ZUC)-(ZUR)
Xe(ZUR)-(ZUC)
Re(ZUC)N(ZUR)

NE(Z-C)-(ZUR)=0
Re(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
RXe(ZNC)-(ZUR)=0
RE(Z-R)-(ZUC)=0
Re(R-Z)-(ZuC)=Z'NC'NR
RE(ZNR)-(ZUC)=0
Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC NR
NE(Z-C)N(R-Z)=0
Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC NR
Xe(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
Re(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNCO)N(Z-R)=ZNCNR'
RE(ZNC)N(R-Z)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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[ G(R), 8e(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR
H(R), &e(R-Z)-(ZUC)=Z'NC'NR
F(R) &e(z-C)n(Z-R)=ZnC'nR
T(X)=4 F (R)NH(X), Re€(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
G (X)NH (X), ®e(C-Z)n(R-Z)=Z'nCNR
F (R)NG(R)) Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
(F' (R)NG(R))N(F (R)NH(R)), Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR= ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0@ sartinin,
(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardur.

2) (ZAC)N R=ZNCNR’=9 ise (F.2) ;k [(G,C) :E(H,R)]:[(F,Z) ;:(G,C)] :S[(F,Z) ;‘S(H,R)].
. E 3 % % % 3
8) Z’NCNR=ZNCNR=0 ise (F.2) , [(G.0), (HRI=IF.2) 4 (GO [(F2) g (HRL

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,C):((H,R):(M,CUR) olsun. Burada
€

vXeCU R;

G'(X), XeC-R
M(R)={ H'(X), XER-C

G'(X)UH'(X), XeCNR

(F,Z);‘ (M,CUR)=(N,ZU(CURY)) olsun. Burada YReZUCUR:

F'(X), XEZ-(C UR)
N(N)={ M'(R), NE(C U R)-Z
F(R)NM(X),  XeZN(CUR)

Buradan,



(F'(X),
G(R),
H(R),
N(R)={ GR)NH(X),
F (R)NG'(X),
F (R)NH'(R),
\F'(X)N(G'(R)UH' (X)),

X€Z-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(C-R)-Z=Z'NCNR'

Xe(R-0)-Z=Z'NC' NR

Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
XeZN(C-R)=ZNCNR'
RXeZN(R-C)=ZNC NR
XeZN(CNR)=ZNCNR
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Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z)e (G,0)] n [(F,Z)e (H,R)] bakalim.
€ € €

(F.2) 4 (G.C)=(V,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;

F'(R), REZ-C
ViX)=<5 G'(N), ReC-Z
F'(R)NG'(R), NeZNC
(F2) 5 (HR)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
F'(R), REZ-R
W(R)=< H'(R), RER-Z
F'(X)nH'(X), R€EZNR
(VZUC) - (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada ¥XeZUCUR;
V'(R), Ne(ZUC)-(ZUR)
T(R)={ W'(R), X€E(ZUR)-(ZUC)
V(R) n W(X), RE(ZUC)N(ZUR)

Buradan,



T(R)=1

( F(X),
G(X),
F(X)UG(R),
F(X),
H(X),
F(X)UH(X),
F(X) nF(R),
F'(R) nH(X),
F (R)N(F (R)NH'(R)),
G (R)NF (R),
G (R)NH'(R),
G (R)N(F (R)NH'(X)),
(F (R)NG'(R)NF (R),
(F'(R)NG'(R)NH (R),

Buradan,

T(®)="4

(G(R),

H(X),

F'(X)

F (R)NH'(X)
G (R)NH'(R),
F'(R)NG'(R)

Z’NCNR=ZNCNR=0Q sart1 ile N=T saglanur.

L(F'(N)HG'(N))N(F'(N)ﬂH'(N)),

\(F'(N)ﬂG'(N))ﬂ(F'(N)ﬂH'(N)),

RE(Z-C)-(ZUR)=0
Xe(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR’
RE(ZNC)-(ZUR)=0
RE(Z-R)-(ZUC)=0
Xe(R-Z)-(ZUC)=Z'NC'NR
Re(ZNR)-(ZuC)=0
Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC NR’
Re(Z-C)N(R-Z)=0
Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
Xe(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
RE(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Re(ZNC)N(R-Z)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

8e(C-Z)-(ZUR)=Z' NCNR
8€(R-Z)-(ZUC)=Z'NC'NR
8e(z-C)n(z-R)=ZnNC'nNR
®e(z-C)n(ZnR)=ZNC'NR
®e(C-Z)n(R-Z)=Z'nCNR
8e(ZnC)N(Z-R)=ZNCNR’
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

4) Z’0CNR= ise (F.2) | [(G.C)g (HRI=I(F2) 4 (GO, [F.2) g (HR)L

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Sagdan

Dagilmasi

. % ES * * *
1) (ZAC)N R=0 ise [(FA) U, (G,0)] Ve (H,R)=[(F,2) ys(H,R)] n8[(G,C) ys(H,R)].
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Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,Z):< (G,C)=(M,ZuC) olsun. Burada
€

VReZUC;

F'(X), REZ-C
M(X)={ G'(X), REC-Z
F(RX)UG(R), XeZNC

(M,ZUC);(|< (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada VXeZUCUR;
€

M'(R), Ne(ZUC)-R
N(R)={ H'(R), XER-(ZUC)
M'(R)NH(X), KNe(ZUC)NR

Buradan,

( F(X), NX€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G(X), N€e(C-Z)-R=Z'NnCNR’
F'(R)NG'(R), NE(ZNC)-R=ZNCNR’

N(R)=1 H'(X), NeR-(ZUC)=Z'nC'NR
F(X)NH(X), Ne(Z-CO)NR=ZNC'NR
G(X)NH(X), Xe(C-Z)NR=Z'NnCNR

\(F'(X)NG'(R))NH(R), Re(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F,2) y (H,R)] : [(G,C) y (H,R)] bakalim.
€ € €
(F,2) : (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR ;
€
F'(R), REZ-R

V(®)=<{ H'(X), RER-Z
F'(R)NH(X), KeZnNR

k
(G,0) y (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;
€



G'(R), ReC-R
w)={ H'(R), RER-C
G'(X)NH(X), ReCNR

*
(V,ZUR) n (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;

V'(X),
T(N)={ W'(R),
V(R)NW(R),

RE(ZUR)-(CU R)
Xe(C U R)-(ZUR)
RE(ZUR)N(CU R)

Buradan,

( F(X), Xe€(Z-R)-(CUR)=ZNCNR
H(X), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F(X)UH'(X), Xe(ZNR)-(CUR)=0

G(R), Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
H(X), Xe(R-C)-(ZUR)=0
G(X)UH'(N), Ne(CNR)-(ZUR)=0

F (X)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

T(x)=1{ F (R)NH(X),

Re(Z-R)N(R-C)=0
F' (R)N(G'(X)NH(R)),

RE(Z-R)N(CNR)=0

(F'(®)NH(R))NH'(X)
L (F'(R)NH(R)N(G (R)NH(R))

(F(R),
G(X),
F (R)NG (R),

T(R)=1 H'(R),

®l
?

L(I;'(N)nH(N))n(G'(N)nH(N))

H (R)NG (R), Xe(R-Z)N(C-R)=0
H (R)nH (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'NC' NR
H (®)N(G'(R)NH(R)) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F'(R)NH(R)NG'(R), RXe(ZNR)N(C-R)=0

Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR
Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NnCNR
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

122
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Z’NCNR=ZNC’NR=0Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0 sartinin,(ZAC)N R=0Q
sartina denk oldugu asikardir.

2) ZA0)N R=0 ise [(FA) , (.0, (HR)=[(F.2) :E(H,R)] A lG.0) ;Z(H,R)].
. * %k * * %
3) ZACN R=ZNCNR™=B isel(F 2) g (GO, (HRI=I(F.2) 1 (H.R)] | [(G.O) , (HRI]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,Z)e (G,C)=(M,ZuC) olsun. Burada
€

VXeZUC;

F'(X), REZ-C
M®X)={ G'(N), REC-Z
F'(X)NG'(RX), REZNC

(M,ZUC);‘ (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada ¥ReZUCUR;
€

M'(R), Xe(ZUC)-R
N(X)=< H'(X), RX€ER-(ZUC)
M'(R)NH(X), XNe(ZUC)NR

Buradan,

( F(X), NX€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G(X), Ne(C-Z)-R=Z'nCNR’
F(X)UG(R), RXE(ZNC)-R=ZNCNR'

N(R)=1{ H'(X), NeR-(ZUC)=Z'nC'NR
F(RX)NH(R), Re(Z-C)NR=ZNC'NR
G(R)NH(X), Ne(C-Z)NR=Z'NnCNR

L(F(R)UG(R))NH(R), Ne(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,2) n (H,R)]: [(G,C) n (H,R)] bakalim.
€ € €

(F,Z);< (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR ;
€
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F'(X), NEZ-R

V(®)=4{ H'(X), RER-Z
F(X)NH(X), REZNR

*
(G,0) n (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR,;

G'(R), XeC-R
W(R)=4 H'(R), XeR-C

G(R)NH(R), RECNR

k
(V,ZUR) U (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;
€

{ V'(R), XE(ZUR)-(CUR)
T(R)={ W'(R), Ne(C U R)-(ZUR)
V(X)UW(X), Re(ZUR)N(CUR)
Buradan,
(F(X), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC' NR
H(X), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F'(R)UH'(R), Ne(ZNR)-(CUR)=0
G(R), Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR’
H(X), NXe(R-C)-(ZUR)=0
G'(X)UH'(X), Ne(CNR)-(ZUR)=0
F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
T(X)={ F (RUH'(N), R€E(Z-R)N(R-C)=0
F (X)U(G(RX)NH(KR)), Xe(Z-R)N(CNR)=0
H (R)UG (R), Xe(R-Z)N(C-R)=0
H'(R)UH (R), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC'NR
H' (R)U(GR)NH(R)) X€(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F(R)NH(R))UG'(X), Ne(ZNR)N(C-R)=0
(F(R)NH(X) )UH (X) Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
\ (F(R)NH(R)U(G(R)NH(R)) Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,
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(F(X), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC NZ

G(X), Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNZ

F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNZ'

T(X)=1{ H'(N), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H (R)UG(R), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
F(X)UH'(X) Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
\ (F(R)NH(R))U(G(R)NH(X)) Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Z’NCNR= ZNC’NR=ZNCNR’=@ sart1 ile N=T saglanir. ZZNCNR=ZNC’NR=Q sartinin,
(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)N R=ZNCNR’=9 ise [(F,Z):;(G,C)] ;:(H,R):[(F,Z) : (H,R)] :8[(G,C) :S(H,R)]

4.4.4. Teorem Timleyenli genisletilmis gamma isleminin esnek ikili parcali islemlere

asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Esnek Ikili Parcali Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1) (ZAC) NR=0 ise (F2), [(G.C) , (HRI=F2), (GO [F2), (HRL

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C);H,R):(M,C) olsun. Buradan VXe C;

G(R), XeC-R

M(N)={G(N)0H(N), ReCNR

(F,Z)j,< (M,C)=(N,ZuC) olsun. Burada VYXeZUC;
€

F'(X), REZ-C
N(R)={ M'(R), ReC-Z
F (R)NM(R), REZNC

Buradan,
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( P, R€EZ-C
[ G'(N), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR'
N(N)z{ G (R)UH'(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
LF'(N)DG(N), XeZN(C-R)=ZNCNR'
F (X)N(G(R)NH(R)),  XeEZN(CNR)=ZNCNR

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z): (G,C)];[(F,Z);‘,< (H,R)] bakalim.

(F,Z);k (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada YReZUC;
F'(R), REZ-C
VR)={ G'(X), ReC-Z
F'(X)NG(XR), NeZNC
(F.2) ;‘ (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR:
F'(R), REZ-R
WR)={ H'(X), RER-Z
F'(R\)NH(X), N€EZNR
(V.ZUC) , (W,ZUR)=(T,(ZUC)) olsun. Burada YReZUG;

V(R), NX€(ZUC)-(ZUR)

T(X)= {V(N) NW(R), Xe(ZUC)N(ZUR)

Buradan,



127

(F(R), RE(Z-C)-(ZUR)=0
G (N), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'nCNR'
F (R)NG(X), XE(ZNC)-(ZUR)=0
F (R)NF (X), Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
F (X)NH (X), RE(Z-C)N(R-Z)=0
T(R)= F (®)N(F (X)NH(R)), Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
G (R)NF (R), Re(C-Z)N(Z-R)=0
G (R)NH (R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
G (R)N(F (R)NH(X)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0
(F'(R)NG(R))NF (), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F'(RX)NG(R))NH (X), Re(ZNC)N(R-Z)=0

L (F (R)NGR))N(F (R)NH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Buradan,
(G (R), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
F (R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
TR = F'gx)nH(g), Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
G (X)NH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
F (R)NG(R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

L(F'(R)NGR)N(F (R)NH(R)),  Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, Z-C ele alirsak, Z-C=ZNC’ olup, bir eleman C nin
timleyeninde ise o eleman ya R-C de, ya da C U R nin tiimleyenindedir.Burdan, X € R — C
ise XN€ZNC’NR veya X €ZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak, ZNC’NR =
Z’NCNR= @ sart1 ile N=T saglanir. ZNC’NR= Z’NCNR= @ sartinin (ZAC) NR= @ sartina
denk oldugu asikardir.

2) ZARNC=0 ise (F.2) ) [G.O) , (HRIFIF.2), (GO [(F2), (HR).
8) (ZAC)NR=ZNCNR'=0 ise (F.2) , [(G.C), (HR)I=I(F.2) 3 (GO , [(F2) g (HRL

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C):H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;

G(X), NXeC-R

M(N):{G'(N)UH'(N), RECNR
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(F,Z):: (M,C)=(N,ZUC) olsun. Burada VReZUC;
€

F'(X), ReZ-C
NR)=< M'(R), NeC-Z

F(R)NM(R), R€eZNC

Buradan,

( F(R), REZ-C
| G'(®), 8€(C-R)-Z=Z'NCNR’
N(N)=4 G(R)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
LF'(N)nG(N), ReZN(C-R)=ZNCNR'
F (X)N(G'(X)UH'(X)), ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z); (G,C)]G[(F,Z)g (H,R)] bakalim.
€ €

(F.2) 4 (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;
F'(R), REZ-C
V(R)={ G'(X), REC-Z
F'(X)NG'(R), NeZNC
(F.2) 5 (HR)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
F'(R), REZ-R
w)={ H'(X), RER-Z
F'(X)NH'(R), REZNR
(V.ZUC) | [((W,ZUR)=(T,(ZUC)) olsun. Burada ¥XeZUC;

V(R), RX€E(ZUC)-(ZUR)

T(N): {V(N) UW(N), NE(ZUC)n(ZUR)

Buradan,



T(X)=1

Buradan,

T(R)=1

(F(X),

G (%),

F (R)NG'(X),

F(R) UF (X),

F'(X) UH'(R),

F'(X) U (F(R)NH'(R)),
G (X) UF (R),
G (X) UH (X),

G (X) U (F (R)NH' (X)),
(F (®)NG'(R)) UF (),
(F (X)NG'(R)) UH'(X),

(G (R),

F'(X),

F'(X),
G (R)UH'(X),

F'(R),
\(F'(R)NG'(R))U(F (R)NH'(R)),

W(F'(R)NG'(R)) U (F (R)NH'(X)),

R€E(Z-C)-(ZUR)=0
Re(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR'
Re(ZNC)-(ZUR)=0
Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
Re(Z-C)N(R-Z2)=0
Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
Re(C-Z2)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
RE(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Re(ZNC)N(R-Z2)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

NXe(C-Z)-(ZUR)=Z'nCNR’
Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Ne(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NCNR=ZNC’NR=0Q

sartinin (ZAC)NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)NR=ZNC’NR=0 ise (F.2) ;‘ [(G.C) 5 (H.R)I=I(F 2) ;‘ (G,O1 - [(F2) ;‘ (H,R)].

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Esnek Ikili Parcali Islemler Uzerine

Sagdan Dagilmasi

1) ZAC)NR=0 ise [(F.2);, (G.ON, (HRI=IF.2), (HRILIGC), (HR)L.

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z);(G,C)=(M,Z) olsun. Burada VReZ;

F(X),

M“):{F(x)uc(x),

NeZ-C
REZNC



(M,Z);',< (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

M'(R), REZ-R
N(R)={ H'(X), NER-Z

M (X)NH(R), NEZNR

Buradan,

(F(R), RE(Z-C)-R=ZNC'NR’
| F'(R)NG'(X), 8€(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=< H'(R), RER-Z
| F'(R)NH(R), X€E(Z-C)NR=ZNC'NR

(F'(X)NG'(R))NH(XR), Re(ZNC)NR=ZNCNR
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,2) ;‘ (H,R)];[(G,C) ;k (H,R)].

(F,Z);,|< (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€
F'(R), REZ-R
V(R)=< H'(X), NER-Z
F'(RX)NH(X), N€EZNR
Simdi (G,C) : (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXe CUR;
G'(R), NEC-R
W(R)={ H'(X), NER-C
G'(X)NH(X), XeCnR
(V.ZUR) . (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada ¥XeZUR;

V(R), Ne(ZUR)-(CUR)

T(R)= {v(x)nw(x), RE(ZUR)N(C U R)

Buradan,



( F(X),

H'(R),

F'(R)NH(X),

F'(R)NG (R),

F'(R)NH (),

F (R)N(G'(R)NH(R)),
TM=1 ' ®Nn6 ),
H' (R)nH (R),
H' (®)N(G'(R)NH(X))
(F'(R)NH(X))NG (X),
(F'(R)NH(X))NH ' (X)

L (F'(R)NHR))N(G'(R)NH(X)),

Buradan,

(F'(X),
F (R)NG (R),
H'(R),
)]
1)

L (F'(R)NHR))N(G'(R)NH(X)),

T(R)=x<

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Re(R-Z)-(CUR)=0
R€E(ZNR)-(CUR)=0

Xe(Z-R)Nn(C-R)=ZNCNR'

Re(Z-R)N(R-0)=0
Re(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
RXe(ZNR)N(C-R)=0

Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
Xe(R-Z)Nn(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Burada; N fonksiyonundaki, R-Z ele alirsak, R-Z=RNZ’ olup, bir eleman Z nin

timleyeninde ise o eleman ya C-Z de, ya da CUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
X €Z’NCNR veya X €Z’NC’NR olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR = ZNC’NR= 0
sartt ile N=T saglanir. Z’NCNR= ZNC’NR= @ sartinin (ZAC) NR= @ sartina denk oldugu

asikardir.

2) ZAO)NR=0 ise [(F.2) (GOI, (HR)=[F.2), HRIGO), HR).

3) (ZAONR=ZNC'NR=0, [(F.2)g (G.ON, (HR)=[(F.2) | (HRIIGC) ., (HRI]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)E(G,C)=(M,Z) olsun. Burada VReZ;



_( F(N), REZ-C
M(N)_{F'(N)nG'(N), REZNC

(M,Z);',< (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

M'(R), NEZ-R
N(X)=< H'(R), NER-Z

M (X)NH(R), NEZNR

Buradan,

(F(X), ReE(Z-C)-R=ZNC'NR’
| F(X)UG(R), Xe€(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=4 H'(X),

| F'(R)NH(R), X€E(Z-C)NR=ZNC'NR
(F(X)UG(R))NH(X),  Re(ZNC)NR=ZNCNR
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Simdi esitligin sag  tarafina  bakalim [(F,Z);.]k (H,R)];[(G,C): (H,R)].

(F.2) :s (H,R) =(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
F'(X), REZ-R
viR)={ H'(R), RER-Z
F(X)NH(X), X€EZNR
$imdi (G,C) ~ (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada ¥ReCUR;
G'(X), REC-R
WX)={ H'(X), RER-C
G(X)NH(K), RECNR

(V.ZUR) |, (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada ¥XeZUR;

(V) XE(ZUR)-(CUR)
T(X)= {V(N)UW(N); Xe(ZUR)N(CUR)



Buradan,

T(R)=+

(F(X),
H'(X),
F(R)NH(X),
F' (R)UG (R),
F' (X)UH (R),
F'(R)U(G(R)NH(X)),
H (X)UG (R),
H'(R)UH (),
H (R)U(G(R)NH(R))
(F(R)NH(X) UG (R),
(F(R)NH(X) )UH'(R)

Buradan,

T(X)=

L(F'(R)NH(X) )u(GR)INH(R)),

(F'(R),
F' (RX)UG (R),
H'(X),
H'(X)UG(R),
F(X)UH'(X),

L(F'(R)NH(X))U(G' (R)NH(K)),

X€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR'
Re(R-Z)-(CUR)=0
RXe(ZNR)-(CUR)=0
Xe(Z-R)n(C-R)=ZNCNR'
Re(Z-R)N(R-C)=0
Re(Z-R)n(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0
Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
ReE(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

NXe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'

Ne(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=0Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR= ZNC’NR= @ sartinin
(ZAC) NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) @ACNR=ZNCIR=B[(F2), (G.C)], (HR) =[(F2) , (HRILIGC) 5 (HR)L

4.4.5. Teorem Timleyenli genisletilmis gamma isleminin tiimleyenli esnek ikili parcali

islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Tiimleyenli Esnek Ikili Parcali Islemler

Uzerine Soldan Dagilmasi
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1) (ZAC)NR=ZNCNR’=Q ise (F.2) ;‘ [(G,C)i(H,R)]:[(F,Z) ;:(G,C)] y [(F.2) :S(H,R)].
n N

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C)~ (H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;
n

G'(X), NeC-R

M(@®)= {G(N)nH(N), XeCNR

(F,Z): (M,C)=(N,ZUC) olsun, Burada YReZUC;
€

F'(X), REZ-C

N(X)={ M'(X), REC-Z

F (R)NM(R), REZNC

Buradan,

( F(®), R€EZ-C
G(X), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR’
N(®)={ G (R)UH (R), Xe(CNR)-Z=Z'NCNR
F (R)NG'(R), XeZN(C-R)=ZNCNR’

F (R)N(G(R)NH(R)), KXeZN(CNR)=ZNCNR

*
Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z);k (G,C)]~[(F,Z);‘ (HR)] bakalim.
€ n €

(F,Z);‘ (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada YReZUC;
€

F'(X), ReZ-C
V(R)={ G'(N), REC-Z
F'(X)NG(X), NeZNC

(F,2) ;k (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VReZUR;
€



F'(R), REZ-R
W(R)={ H'(X), NER-Z
F'(R)NH(X), NeZNR

*

(V,2ZuC) ~ (W,ZUR)=(T,(ZuC()) olsun. Burada VXeZUC;

n
_(V'(®), Ne(ZUC)-(ZUR)
T(N)_{V(N)nW(N), X€E(ZUC)N(ZUR)
Buradan,
( F(), Re(Z-C)-(ZUR)=0
G(R), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NnCNR’
F(X)UG'(R), RXe(ZNC)-(ZUR)=0
F (R)NF'(X), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR'
F (R)NH (X), RE(Z-O)N(R-Z2)=0
F (R)N(F (R)NH(R)), Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
T®=1 ¢®nF ), RE(C-Z)N(Z-R)=0
G (R)NH (X), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
G (R)N(F (R)NH(X)), Re(C-Z)N(ZNR)=0
(F (R)NG(R))NF (X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F (R)NG(R))NH (X), Re(ZNC)N(R-Z)=0
L(F' (R)NG(R))N(F (R)NH(XR)), Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
Buradan,
[ G(R), NXe(C-Z)-(ZUR)=Z'NnCNR’
F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
T(X)= 1 F (R)NH(X), Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
] G(R)NH'(X), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
F (R)NG(R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

L(F' (R)NGR))N(F (R)NH(R)),  Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

135

Burada; N fonksiyonundaki, Z-C ele alirsak, Z-C=ZNC’ olup, bir eleman C nin

timleyeninde ise o eleman ya R-C de, ya da CUR nin tiimleyenindedir.Buradan,
NeER— C ise ReZNC’NR veya X €eZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak,
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Z’NCNR=ZNC’NR=ZNCNR’=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR= ZNC’NR= @ sartinin
(ZAC) NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

* *

2) (ZAR)NC=0 ise (F,Z): [(G,C) ~ (H,R)]:[(F,Z):: (G,C)] ~ [(F,Z);‘ (H,R)].
€ U € U €

3) ZARINC= 0 ise (F2) [G.0)~ HRI=IFD) 4 (GO~ [F.2) g (HR).
* U

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C)~(H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;

*

[ G'(N), NEC-R
M(N)_{G'(N)UH'(N), XECNR

(F,Z);‘ (M,C)=(N,ZUC) olsun. Burada VReZUC;
€

F'(R), REZ-C

N(R)={ M'(R), REC-Z

F (R)NM(X), REZNC

Buradan,

( F), REZ-C
G(X), NXe(C-R)-Z=Z'nCNR’
N(R)={ G(R)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
| F'(X)NG'(R), ReZN(C-R)=ZNCNR'

F (X)N(G'(R)UH'(X)), ®e Zn(CNR)=ZNCNR

E3

Simdi csitligin  sag tarafina  yani [(F.2) (GOI~(F2), (HR)] bakalm.
A U €

(F.2) 4 (G,0)=(V,ZUC) olsun. Burada VXeZUC;



(F,2) ;(H,R):(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€

*

F'(R)NG'(R),

F'(X),
ViX)={ G'(X),

F'(X),
W)= H'(X),
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NeZ-C
NeC-Z
ReZNC

NEZ-R
NER-Z

F'(R)NH'(X), X€EZNR

(V,ZuC) ~ [((W,ZUR)=(T,(ZuC)) olsun. Burada YXeZUC;

V)

Buradan,

T(X)=

(V) R€E(ZUC)-(ZUR)
TO= oW, ReEuONEUR)

( F(X),

G(X),

F(R)UG(X),

F(X) UF (R),

F(X) UH (R),
F'(X) U (F(X)NH'(R)),
G (X) UF(X),

G (X) UH'(R),

G (R) U (F (R)nH' (X)),
(F (R)NG'(X)) UF (),
(F (R)NG'(X)) UH'(X),

Buradan,

\(F'(R)NG'(R)) U (F' (R)NH'(R)),

RXe(Z-C)-(ZUR)=0
Xe(C-Z2)-(ZUR)=Z'NCNR’
RE(ZNC)-(ZUR)=0
Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
Re(Z-C)N(R-Z)=0
Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
Re(C-Z2)N(Z-R)=0
Ne(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
RE(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
RE(ZNCO)N(R-Z)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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r G(R), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'nCNR'

F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’

(%)= | F"(N), | Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (X)UH (X), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR

F(R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

L(F' (R)NG'(X))U(F (R)NH'(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNCNR’=@ sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NCNR=ZNCNR’=@ sartinin
(ZAR) NC= @ sartina denk oldugu asikardir.

* *

4) (ZAC)NR=9 ise (F.2) ;‘ (6.0~ (HRI(F2) ;‘ GO]~[F2) ;‘ (H.R)].

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Gamma Isleminin Tiimleyenli Esnek ikili Parcali islemler

Uzerine Sagdan Dagilmasi

1) (ZAC)NR=ZNCNR’=9 ise [(F,Z)i (G,C)];k (H,R):[(F,Z);k (H,R)]i[(c;,c:);‘ (H,R)].
U € € n €

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)~(G,C)=(M,Z) olsun. BuradavVXeZ;
U

([ F'(N), NEZ-C
M(N)_{F(N)UG(N), REZNC

*
(M,2) y (H,R)=(N,ZUR) olsun. BuradaVRXeZUR;
€

M'(R), REZ-R
N(X)=< H'(R), RER-Z
M (R)NH(R), REZNR

Buradan,



F(R), NXe(Z-C)-R=ZNC'NR’

F'(R)NG'(R), Xe(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=4 H'(R), RER-Z
| F(R)NH(R), R€E(Z-C)NR=ZNC'NR

(F'(R)NG'(R))NH(R), RXe(ZNC)NR=ZNCNR

E3
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,Z);i< (H,R)]~[(G,C);k (H,R)].

N

(F,Z);',< (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

F'(R), NEZ-R
V(R)={ H'(X), NER-Z

F'(R\)NH(X), N€ZNR

Simdi (G,C) ;k (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;
€

G'(X), REC-R
WR)={ H'(X), RER-C

G'(X)NH(X), ®eCNR

*

(V,ZUR) ~ (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada VXeZUR;
N

V'(R), X€E(ZUR)-(CUR)

T(“)={v(x)nwm), RE(ZUR)N(CUR)

Buradan,



(F(R),

RXE(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’

H(R), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F(X)UH'(R), RXe(ZNR)-(CUR)=0

F (R)NG(R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

F (R)NH'(R), Re(Z-R)N(R-C)=0
F(R)N(G'(R)NH(R)), RE(Z-R)N(CNR)=0

T(R)=1 H'(X)NG' (R), Re(R-Z)N(C-R)=0
H (R)NH (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

H' (®)N(G'(R)NH(X))
(F'(R)NH(X))NG (X),
(F'(R)NH(X))NH (X)

L(F'(R)NH))N(G'(R)NH(R)),

RXe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR

ReE(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,
( F(X), NXe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
F (R)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
T(R)= H (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'NnC'NR
1) Re(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
)] ReE(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
(F'(R)NH®))N(G'(X)NH(R)),  RE(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Burada; N fonksiyonundaki, R-Z ele alirsak, R-Z=RNZ’ olup, bir eleman Z nin
timleyeninde ise o eleman ya C-Z de, ya da CUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
N €Z’NCNR veya X €Z’NC’NR olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR = ZNC’NR=
ZNCNR’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0 sartinin (ZAC)NR= @ sartina
denk oldugu asikardir.

2) (ZAC)NR=0 ise [(F,Z)~(G,C)]: (H.R) :[(F,Z);‘ (H,R)]~[(G,C);k (H.R)].
n € A U A

*

3) (ZAC)NR=ZNCNR'=0, [(F.2)~ (GO)] . (HR) =[(F2) | HRI~(G.0) * HRL.
e € € U €

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)~(G,C)=(M,Z) olsun. BuradaVXeZ;
0



_( F(®), REZ-C
M(N)_{F'(N)nG'(N), R€EZNC

(M,Z);',< (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

M'(X), REZ-R
N(X)={ H'(R), RER-Z

M (X)NH(R), N€EZNR

Buradan,

( F(X), Ne(Z-C)-R=ZNnC'NR’
| F(X)UG(R), Xe(ZNC)-R=ZNCNR'
N(X)=1{ H'(R),

LF(N)nH(N), RX€E(Z-C)NR=ZNC'NR
(F(X)UG(R))NH(X), Ne(ZNC)NR=ZNCNR
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Simdi  esitligin @ sag  tarafina  bakalm  [(F,2) : (H,R)]~[(G,C) : (H,R)].
€ U €

(F,Z);]|< (H,R)= (V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR,;
€

F'(R), NEZ-R
V(N)z{ H'(R), NER-Z

F(X)NH(X), XN€EZNR

Simdi (G,C) : (H,R)=(W,CuUR) olsun. Burada YXeCUR,;
€

G'(R), XeC-R
WR)={ H'(X), RER-C

G(X)NH(X), &eCNR

*

(V,ZUR) ~ (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada VXeZUR;
U



Buradan,

Buradan,

T(X)=1

T(X)=

roo={ VO

( F(X),
H(X),
F'(R)UH'(R),
F'(R)UG (%),
F'(R)UH (%),
F(R)U(GRINH(R)),
H (R)UG (R),
H (X)UH (),
H' (®)U(G(R)NH(R))
(F(R)NH(R))UG (X),
(F(R)NH(X))UH'(R)

(F(R),
F (X)UG'(R),
H'(R),
H'(R)UG(R),
F(R)UH'(X),

L(F(R)NH(R) )U(GR)NH(X)),

L(F(R)NH(R) )U(G(R)NH(X)),

X€E(ZUR)-(CUR)
V(X)UW(X), Xe(ZUR)N(CUR)

X€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
RE(R-Z)-(CUR)=0
RXe(ZNR)-(CUR)=0

Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
RXe(Z-R)N(R-0)=0
Xe(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
Re(ZNR)N(C-R)=0

Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Ne(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

NXe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNC’NR= ZNCNR’=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR= ZNC’NR= @ sartinin
(ZAC)NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)NR=ZNCNR’=9 ise [(F,Z)~ (G,C)];k

*

HR)=[(F.2) (HRI-(GO) A (HRIL
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5. TUMLEYENLI GENISLETILMIS YILDIZ iSLEMI

Bu boliimde, tiimleyenli genisletilmis yildiz adi verilen yeni bir esnek kiime islemi
tanitilmis, 6rnegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile

olan iligkisine bakilarak dagilma kurallar1 incelenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.

*
5.1. Tanim (F,Z),(G,C) €Sg(U) olsun. Bu esnek kiimenin (F,Z) . (G, C) ile gosterilen

tiimleyenli genisletilmis y1ldiz islemi K=ZUC ve VR €K

F(R), R€eZ-C
H®)={G (R), ReC-Z
F(X)*G(R), NeZNC

*
olmak iizere (F,Z) , (G, C) = (H,K) ile tanimlanir.

5.2. Ornek E={e;,e,,e3,e,} parametre kiimesi Z={e,, e;} ve C={e,, e3, e,} E nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,,h3,h,,h:} evrensel kiime olmak iizere (F,2) ve (G,C),

(F1Z):{( el,{hZ,hS})v(e31{h1’h21h5})}1(Gvc):{( eZ’{hlihél-’hS})!(eB'{hZ1h3’h4})’(e41{h3 !h5
D} olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,Z) I (G,C)=(L,ZUC) olmak iizere

VR €ZUC;

F(R), ReZ-C
L(X)=4 G (), REC-Z
F (X)UG'(R), ReZNC

Burada, ZuC={e;.e;,es,e4}, Z-C={e;}, C-Z={e,,e,}, ZNC={e3} olmak fiizere,
L(e;) =F’(e1)={hy,hz,hy},  L(ex) =G’(ez)={hz,hs}, L(ey) =G’(e4)={hy,hp, h,} ve
H(es)=F’(e3)UG’(e3)={h3,hs} U {hy,hs}={h; h3, hy, hs}.

Boylece,

(F1Z) :g(G’C)Z{( el’{h11h3!h4})v (e21{ h21h3})’(83’{h11h3' h4-' h5}),(e4,{h1,h2, h4}}



5.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)

1) I Se(U) kiimesi {izerinde kapalidir.

. *
Ispat:  isleminin, Sg(U) tizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
*
., Se(U)x Sg(U)— Sg(V)
(F2), GT) ~ (F.2)  (GT)=(LZUT)

olup, (F,2), (G,T) €Sg(U) oldugunda (F,Z) j: (G,T) €Sg(U) olur.
&
* * * *
DIF2) ) GO s HR = (F2) | [(GO) T (HRI
Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim. (F,Z) : (G,C)=(T,ZuC) olsun. Burada, YXeZUC;
&

F (R), R€eZ-C
TX)={ G(X), XeC-Z
F(R)UG'(X), NeZNC

*
(T,ZuC) , (H,R)=(M,ZUCUR) olsun. Burada VReZUCUR;
&

T(R), X€E(ZUC)-R
M(X)=4 H(X), XER-(ZUC)
T(R)UH'(RX), X€EZUC)NR

Buradan,
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M(R)=+

Simdi esitligin

(G,0) : (H,R)=(K,CUR) olsun. Burada YXeCUR,;
&

( F(X),
G(N),
F(RX)NG(N),
H (X)
F(X)UH'(X),
G(R)UH'(X),

sag tarafina

L(FR)NG(R))UH'(R),

G (X),

KX)=4 H(X),

yani

Re(Z-C)-R=ZNC'NR’
Re(C-Z)-R=Z'NCNR'
Xe(ZNC)-R=ZNCNR’
RER-(ZUC)=Z'NC'NR
Re(Z-C)NR=ZNC'NR
Xe(C-Z)NR=Z'NCNR
RE(ZNC)NR=ZNCNR

(F2) ; [(GO) | (HR)]

NeC-R
NXeR-C

G (R)UH'(R), XeECNR

(F.2) & (K,CUR) =(S,ZUCUR) olsun. Burada ¥XeZUCUR;
&

Buradan,

S(R)=1

F(X),

SR)=4 K (X),

F (R)UK'(X),

(F'(X),

G(X),

H(X)
G(RX)NH(X),
F'(R)UG(X),
F'(R)UH(X),

Boylece, M#S oldugu goriiliir. Yani, Sg(U)

FR)U(GR)NH(X)),
L

ozelligine sahip degildir.

kiimesi tzerinde,

XeZ-(CUR)
XE(CUR)-Z
XEZN(CUR)

ReZ-(CUR)=ZNC'NR’
Re(C-R)-Z=Z'NCNR'
Re(R-C)-Z=Z'NC'NR
Xe(CNR)-Z=Z'NCNR
REZN(C-R)=ZNCNR'
REZN(R-C)=ZNC'NR
REZN(CNR)=ZNCNR

*
. lslemi birlesme
&
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I F2) ; (62], HD*F2) ] [(62) | (HD)]

Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim (F,Z) : (G,2)=(T,ZUZ) olsun. Burada, YReZUZ=Z;
&

G(X), NeZ-Z=0

F(R), NEZ-Z=0
T(N)={
F(R)UG'(R), NeZNZ=Z

(T,2) : (H,Z) =(M,ZUZ) olsun. Burada VXeZ;
&

T (R), REZ-7=0
M(N){ H (X), NEZ-7=0
T (R)UH'(X), NE€ZNZ=Z
Buradan,
T (R), N €Z-7=0
M(N){ H (X), REZ-Z=0
(F(R)NG(R))UH'(R), NEZNZ=Z

Simdi sag tarafa yani (F,2) . [(G,2) ; (H,Z)] bakalm. (G,2) & (H,2)=(L,ZuZ) olsun.
& & &

Burada, VXeZ;

G (N), NEZ-Z=0
L(N){ H (X), REZ-Z=0
G (X)UH'(X), NeZNZ=Z

(F.2) T (LZ) =(N,ZUZ) olsun. Burada VXeZ,
&

F(N), REZ-7=0
N®)={ L'(N), REZ-Z=0
F(X)UL'(R), Ne€ZNZ=Z
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Buradan,

F(X), NEZ-Z=0
N®)=1 L), NEZ-Z=0
F(X)UGR)NH(R)), REZNZ=Z

Boylece, M#N oldugu goriiliir. Yani, ZS E sabit bir paramere kiimesi olmak tizere, Sy (U)

kiimesi lizerinde _ isleminin birlegsme 6zelligi yoktur.
&

8 (F2) " (GO=GC) : (F2).

Ispat: Oncelikle esitligin her iki tarafindaki esnek kiimenin parametere kiimeleri ZUC olup,

esnek esitligin ilk sart1 saglanmis olur. Simdi esitligin sol tarafina bakalim.

(F.2) & (G,C)=(H,ZuC) olsun. Burada ¥XeZUC;
&

F (R), ReZ-C
HX)={ G(N), XeC-Z
F (R)UG'(R), NeZNC

Simdi esitligin sag tarafina yani (G,C) . (F,Z) bakahm.(G,C) . (F,Z)=(T,CUZ) olsun.
& &

Burada YXeCUZ;

G (N), NeC-Z
T(X)=45 F(N), XeZ-C
G (R)UF'(R), ReCNZ

Boylece, H=T oldugu gériiliir. Benzer sekilde, (F,2) . (G,2)=(G.,Z) . (F.Z).Yani, Sg(U)
& &

*
ve Sz(U) kiimeleri tizerinde _ isleminin degisme o6zelligi vardir.
&

5) (F.2) & (F.2)=(F.2)"
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Ispat: (F,Z) : (F,Z)=(H,ZUZ) olsun. Burada VXeZ;
&

F(R), REZ-Z=0
HX)=1 F(X), NEZ-Z=0
F (RN)UF'(X), NEZNZ=Z

Buradan, VXeZ; H(X)= F’(R)UF’(X)=F(X) olup (H,2)=(F,Z)"

Sg(U) kiimesi iizerinde : islemi denk giicliiliik (idempotent) 6zelligine sahip degildir.
&
* *
6) (F.2) - 0,0, , (F.D)= Uy,

Ispat: ©7=(S,Z) olsun. VXeZ; S(X)= 0. (F,2) : (S,2)=(H,ZUZ) olsun. Burada, VXeZ;
&

F (R), REZ-Z=0
HX)={ S(N), REZ-Z=0
F(X)US'(R), NezZNZ=Z

Buradan vXeZ; H(X)= F’(X)US’(X)= F’(X)uU=U olup, (H,2)= U;.
k *
7 (F.2) *gq)E:Q)E . (F.Z) =Ug.

Ispat: @5=(S,E) olsun.Burada VNeE; S(X)=9. (F.Z) . (SE)=(H,ZUE) olsun. Burada

VNeZUE=E;

F(R), REZ-E=@
HX)=4 S'(X), NEE-Z=7'
F(X)US'(X), NEZNE=Z

Burada VReZNE=Z, F’(X)US’(X)= F’(X)uU=U olup,
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F(R), Ne€Z-E=0
H(X)=1 U, NEE-Z=7'

U, NEZNE=Z

Boylece, VXEE i¢in (H,Z)= Ug.
* * r.
8) (F,2) ', Dy= Dy *S(F,Z) =(F,2)

Ispat: 35= (K, ®) ve (F,2) - (K, ) = (Q, ZU®) = (Q, A) olsun. Burada ¥XeZ;

F(N), REZ-P=7
Q(N){ K (R), REP-Z=0

F (R)UK'(X), REZNO=0

Buradan, VXeZ; Q(X)= F’(X) olup (Q.Z) = (F,2)"
%k %k
9) (F2) , Uz=Uz , (F2)= (F,2)"

. k
Ispat: Uz=(T,Z) olsun. Burada VXeZ; T(X)=U. (F,Z) , (T,Z)=(H,ZUZ) olsun. Burada
&

VReZ;

F(N), NEZ-7=0
H(N){ T (X), NEZ-7Z=0

F(R)UT'(R), ReZNZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= F’(R)UT’(X)= F’(X)U 9=F(R) olup (H,2)= (F,2)"

10) F.2) - (F2)=(F.2)  (F.2)=Us.

Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, ¥XeZ; H(X)=F'(X). (F.Z) . (H,Z)=(T,ZuZ) olsun .

Burada, VXeZ;
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F(X), NEZ-Z=0
T(X)={ H(), REZ-Z=0
F(X)UH (R), Ne€ZNZ=Z

Burada ¥ReZ; T(X)= F>(X)U H’ (X)= F>(X) UF(X)=U olup (T,Z)= Uy.

11) [(F.2) & (G.C)'=(F.Z) n.(G.C).

. *
Ispat: (F,Z2) _ (G,C)=(H,ZuUC) olsun. Burada, YXeZUC;

F(R), NEZ-C
HXN)={ G(N), ReC-Z
F(X)UG'(X), NezZNC

(H,ZuC)'=(T,ZuUC) olsun. Burada, VReZUC;

F(X), NEZ-C
TX)={ G(X), NEC-Z
F(RX)NG(X), ReZNC

Buradan, (T,ZUC) =(F,Z) n.(G,C) olur.

12) (F.2) & (G, )= Bzuc ©(F,Z) = Uz ve (G,C) = Ug.

: *
Ispat: (F,Z) _ (G,C) = (T,ZUC) olsun. Burada YXeZUC;
&

F(X), R€EZ-C
TR)={ G(X), XEC-Z
F(X)UG'(R), ReZNC

(T,ZUC)= @z,c oldugundan, YXeZUC i¢in T(X)=@. Buradan, ¥YXeZ-C; F’(NX)=0, VXeC-
Z; G’(N)=0 ve VReZNC; F’(X)U G'(t)= @. Burdan, YR e Z—€; F(X)=U, VR e C—7Z;
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GR)=UVReZNC F(X) = @, G'(X) = @. Buradan, vXeZNC; FR) = U, G(X) =
U. Boylece, VReZ; F(X)=U ve YXeB; G(X)=U. Boylece, (F,Z) =U; ve (G,B) =U,.

13) 0,E(F2) , (GO), 0cEFD) , (GO, BcE(FD) (GO (F2), (GO)

< Uzuc-

14) (F,2) E(F.2) & (G.C)ve (GC) E (F.2) . (G.C).

Ispat: (F,Z) & (G,C)=(H, Z U C) olsun. Burada ZE Z U C Ve YReZUG;
&
F(X), ReZ-C
H®)={ G(X), NeC-Z
F(N)UG'(R), ReZNC

VReZ-C; F°(R) € F’(X)=H(R) ve YReZNC; F'(X) € F'(X) U G'(X)=H(X). Boylece VReZ:
F(X)C H(X).Oyleyse  (F,Z)  E(F2) . (GC). Benzer sekilde, VXeC-Z;
G'(R)SG (R)=H(X) ve YReCNZ; G'(R)C F'(R) U G'(R)=H(R). Boylece VReB; G’(R)C

H(X). Oyleyse (G,C) € (F.2) - (G.C).
15) (F.2) € (G, Z) ise (F.2) . (G.2) =(F.2)".

Ispat: (F,.Z)€ (G, Z) ise her ReZ i¢in, F(RX) € G(X) . (F,Z) : (G,Z)=(H,ZUZ) olsun. VReZ;
F(X), NEZ-Z=0
H®X)={ G(N), REZ-Z=0
F(X)UG'(R), ReZNZ=Z

Her XeZ icin, F(R)S G(R) ise G’(R)S F'(R). Boylece, ¥ReZ: H(R)=F'(X) U G’(R)=F'(X).

Buradan, (F.2) . (G,2)=(F.2)"
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16) (F.2) £(G,2) ise (G,Z) . (H,C) E (F,Z) . (H,C).

Ispat: (F,Z)E (G,Z) olsun. Buradan, VX € Z icin, F(X)S G(R) ve bdylece VX € Z i¢in

G(R)S F'(X) olur. (G,Z) . (H,C) = (W,ZUC) olsun. Boylece, VReZUC igin,
&

G (R), NeZ-C
WR)=< H(X), XeC-Z
G (R)UH'(R), NeZNC

(F.2) & (H,C) = (L,ZUC) olsun. Bdylece, YXeZUC igin,
&

F(N), ReZ-C
L(R)={ H (), NEC-Z
F(R)UH'(X), ReZNC

Béylece, VReZ-C; W(R)=G’(R)SF’'(R)=L(X), VXeC-Z; W(R)=H’(X)SH’(R)=L(X),

VReZNC; W(R)=G (R)UH'(R) € F (R)UH'(X)=L(X) olup, (G,Z):(H,C)i

*
(F.2) , (H0).

17) (G,Z) . (H,C)E (F,Z) . (H,C) ise (F,Z) E(GZ) olmak zorunda degildir. Yani
& &

Teorem 5.3 (16) tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 5.3 (16) nimn tersi dogru olmadigini gdstermek icin bir érnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, A={e;,e3} ve €={e;,e3, es} E’nin iki alt kiimesi,
U={h;,h,, h3,h,, hs} evrensel kiime, (F,2), (G,2) ve (H,0),
(F.2)={(e1,{hz, hs}).(e3,{hq,h; hs H}(G,Z2)={(e1,{h2}) . (e3.{h1 h2 1} (H,.C)={(e1,0).(e3

,0),(es, {hz, hs})}olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.
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Buradan, (G, Z) : (H,B)=(L,ZUC) olmak iizere (L,ZUC)={(e;,U),(e3,U),(es, {hy,hs})} ve

(F,Z) : (H,C)=(K,ZUC) olmak iizere (K,ZUC)={(e;,U),(es,U),(es, {hy, hs})}. Buradan,

* _ * ~
(GZ) , (HC) < (FZ) , (HO); fakat (F,2) <(G,Z) olmadig: agiktir.

18) (F.2) € (G, Z) ve (K,C) E (L, C) ise (G,2) . (LC) EF.2) - (KC).

Ispat: (F,Z)€ (G,Z) ve (K,C) € (L,C) olsun. Buradan, V& e Z i¢in, F(RX)S G(X) ve
boylece G’(R)S F'(R) ve VXeB igin, K(X)S L(X) ve bodylece L’(X)S K'(R) olur.

(G2) ¥ (L,C) = (W,ZUC) olsun. Boylece, VReZUC igin,
&

G (N), N€eZ-C
WR)=4 L'(X), XeC-Z
G (R)UL'(X), NezZNC

*
(F,.2) , (K,C) = (S,ZUC) olsun. Boylece, YReZUC igin,
&

F(N), NeZ-C
S(X)={ K'(X), ReC-Z
F(R)UK'(R), NezNC

Béylece, VXeZ-C; W(R)=G’(R)SF’'(X)=S(R), VXeC-Z; W(X)=L"(X)SK’(X)=S(X),

VReZNC; W(R)=G (R)UL'(R) € F (X)UK'(X)=S(X)  olup, (G,Z)j:(L,C)i

*
(F.2) , (KC).

5.4. Teorem Tiimleyenli genisletilmis yildiz isleminin diger esnek kiime islemlere

asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

5.4.1. Teorem Timleyenli genisletilmis yildiz isleminin kisitlanmis islemlere asagidaki

dagilmalar1 mevcuttur:
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i) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1) Z’NCNR= ZNCNR=@ ise (F,Z) " [(G.C)Nx(H.R)I=I(F.2). (G.C)NI(F.2). (H.R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm. (G,C)Ng(H,R)=(M,CNR) olsun. Burada

WReCNR;  M(X) = G(X) NH(X). (F.Z). (M,CNR)=(N,ZU(CNR)) olsun. Burada

VReZU(CNR);
F'(R), N€EZ-(CNR)
N(R)={ M'(R), Xe(CNR)-Z
F(X)UM'(R), X€EZN(CNR)
Buradan,

F'(R), N€eZ-(CNR)=Z-(CNR)
N(X)={ G (X)UH'(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F' (X)U(G'(X)UH'(X)), X€ZN(CNR)=ZNCNR

$imdi esitligin  sag tarafina  yani [(FZ). (G.C)NI(F.Z). (HR)] bakalm.
€ €
(F,Z),:k (G,C) =(V,ZuC) olsun. Burada, VXeZUC;
£
F'(X), REZ-C

V(R)=< G'(X), NeC-Z
F'(X)UG'(R), NeZNC

$imdi (F,Z) . (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

F'(R), REZ-R
W(R)=< H'(X), NER-Z
F'(X)UH'(X), XeZNR
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(V,ZuUC) Ng(W,ZUR)=(T,(ZuC)n (Z U R)) olsun. Burada, vXeZU(CNR);
T(R)=V(X)UW(X). Buradan,

( F(X) NF(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F(X) N H'(R), RE(Z-O)N(R-Z2)=0

F () n (F (X)UH'(R)) Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
G (R) N F(X), Re(C-Z)N(Z-R)=0

T(R)={ G (X)NH (), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
G (X) n (F(R)UH'(R)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0

(F (R)UG'(R)) N F(R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F'(R)UG'(R)) N H'(R), Re(ZNC)N(R-Z)=0

L (F'(R)UG' (X)) N (F (X)UH'(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
(F (), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
| F'(R) RE(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
T(R)= { G (X) N H(X), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
| F'(X) Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

L(F'(R)UG' (X)) N (F (R)UH'(R)), RE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki Z-(CNR) ele alinirsa, Z-(CNR)=ZN(CNR)’ olup, bir eleman
(CNR) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya C-R de, ya R-C de, ya da CUR nin
timleyenindedir. Burdan, X € Z —(CNR) ise X €ZNCNR’ veya X €ZNC’NR veya
X €ZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR=@ ise N ve T fonksiyonlari

birbirine esit olur.

2) (F2), [(GCURHRIFIF.D). (GOINKIF2), (HRL.

3) ZNCNR= ZNCNR=0 ise (F,2)." [(G.C)+=HRI=EIF.2), (GOINIF2Z). (HR)].

Ispat:  Once esitligin  sol tarafim ele alalm. (G,C)*g(H,R)=(M,CNR) olsun.
*

BuradavXeCNR; M(t) = G'(t) U H'(b). (F.2) g (M,CNR)=(N,ZU(CNR)) olsun. Burada
€

VReZU(CNR);
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M'(R), Xe(CNR)-Z

F'(X), N€EZ-(CNR)
N(N)z{
F(X)NM'(R), RXeEZN(CNR)

Buradan,

F'(X), R€EZ-(CNR)=Z-(CNR)
N(R)= { G(R)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
F' (X)N(G(X) N H(R)), ReEZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z): (G,C)]nR[(F,Z)_:‘ (H,R)] bakalim.
€ €

(F.2), (G.C)=(V.ZUC) olsun. Burada, ¥XeZUC;
€
F'(X), REZ-C
V(R)=4 G'(X), ReC-Z
F'(R) U G(X), ReZNC
L *
Simdi (F,Z) N (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
F'(N), XEZ-R
W(R)=< H'(X), NER-Z
F'(X\)UH(X), RE€ZNR

(V,Z2uC) Ng(W,ZUR)=(T,(ZUC)n (Z U R)) olsun. Burada, vXeZU(CNR);
T(R)=V(X)NW(X). Buradan,

( F(X)NF (X), RE(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F (R)NH'(X), RE(Z-ON(R-2)=0

F (R®)N(F (X)UH(X)) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR

G (R)NF (R), Re(C-Z)N(Z-R)=0

T(R)={ G (R)NH (X), Xe(C-Z)n(R-Z)=Z'nCNR
G (R)N(F (R)UH(R)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0

(F (R)UG(R))NF (X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F'(R)UG(R))NH (X), Re(ZNC)N(R-Z)=0
L(F'(R)UG(R)N(F (R)UH(R)), ReE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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Boylece,
(F (), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F(R) Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
TR)=< G (R)NH (R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
F(R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

(F'(R)UG(R)N(F (X)UH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNCNR=0@ ise N=T saglanir.
4) Z2NCNR=ZNCNR=0 ise (F.2), [(G,C)8r(HR)=IF.2), (GOINRIF.2), (HR)]

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi
D) [(F2URGON, (HRFIFD). (HRINIG.O). (HR).

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm. (F,Z)Ur(G,C)=(M,ZNC) olsun. Burada

VReZNC;  M(R)=F(R)UG(X). (M,ZﬂC):(H,R):(N,(ZﬂC)UR)) olsun.  Burada

VRe(ZNC)UR,;
M'(X), NE(ZNC)-R
N(R)=<{ H'(R), NER-(ZNC)
M'(R)UH'(R), NeZN(CNR)
Boylece,
F'(X)NG'(R), X€(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=<{ H'(X), RXER-(ZNC)=R-(ZNC)

(F'(R)NG'(R))UH'(R), ReZN(CNR)=ZNCNR

$imdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z). (H,R)INR[(G.C). (HR)] bakalm.
£ €

(F,Z);|< (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
€
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F'(R), REZ-R
V(R)=4 H'(R), RER-Z
F'(X)UH'(X), XN€eZNR

. *
Simdi, (G,C), (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;
€

G'(N), XeC-R
WR)={ H'(X), NER-C
G'(N)UH'(X), XeCnR

(V,ZUR) Nng(W,CUR)=(T,(ZUR)Nn (C U R)) olsun. Burada,vXe(ZNC)UR;
TR)=V(X)NW(R). Boylece,

(F (R)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

F (R)NH (R), Re(Z-R)N(R-C)=0
F'(R)N(G'(R)UH'(R)), Re(Z-R)N(CNR)=0

H (R)NG (R), Xe(R-Z)N(C-R)=0

T(R)=<{ H(X)NH (R), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H (®)N(G'(R)UH'(R)), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F'(R)UH'(R))NG (X), Re(ZNR)N(C-R)=0
(F'(R)UH'(X))nH (X) Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

\(F'(R)UH'(R))N(G'(R)UH'(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,
F (R)NG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’
H'(R) Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
T(R)=1{ H'(N), Xe(R-Z)Nn(CNR)=Z'NnCNR
H'(R), Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

(F'(®)UHR))N(G'(R)UH(X)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, R-(ZNC)’yi ele alirsak, R-(ZNC)=RN(ZNC)’ olup, bir eleman
(ZNC) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya Z-C de, ye C-Z da, ya da ZUC nin
timleyenindedir. Buradan, X € R —(ZNC) ise X ERNZNC’ veya X € RNZ’NC veya X €
RNZ’NC’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NCNR=ZNC’NR=0 sart1 ile N=T saglanir.
Z’NCNR=ZNC’NR=0Q sartinin, (ZAC)N R=0Q sartina denk oldugu asikardir.
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2) ZNCNR’*=ZNCNR=0 ise [(F,Z)nR(G,C)]:;(H,R):[(F,Z) * (H,R)]nR[(G,C):; (H,R)].

3) ZNCNR’=@ ise [(F,2)*g (G,C)] :;(H,R):[(F,Z) )’f (H,R)] Ng[(G.C) ;f (H.R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (F,Z)*g(G,C)=(M,ZNC) olsun. Burada

VReZNB; M(X)=F'(X)UG'(X). (M,ZﬂC):(H,R):(N,(ZOC)UR) olsun. Burada

VRe(ZNC)UR;
M'(X), Xe(ZNC)-R
N(N)z{ H'(X), NER-(ZNC)
M'(X)UH'(X), XNeZn(CNR)
Buradan,

F(R)NG(R), X€(ZNC)-R)=ZNCNR'
N(R)=< H'(X), RXER-(ZNC)=R-(ZNC)
(F(X)NG(R))UH'(R) ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi esitligin  sag tarafina yani [F,2); (HR)INR[(G,C); (HR)] bakalim.
€ €

(F,2) T (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada, VXeZUR,;
€

F'(R), NEZ-R
V(N)z{ H'(R), NER-Z

F(X)UH'(RX), N€ZNR

(G,C);\k (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;

G'(X), XEC-R
WR)={ H'(X), RER-C

G(X)UH'(X), NeCnR
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(V,ZUR) Ng(W,CUR)=(T,(ZUR)Nn (CUR)) olsun.Burada VRe(ZNC)UR,;
T(R)=V(X)NW(X). Buradan,

( F(R)NG (), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’
F (R)NH'(R), Re(Z-R)N(R-C)=0
F (R)N(GR)UH' (X)), Re(Z-R)N(CNR)=0
H (R)NG (R), Xe(R-Z)N(C-R)=0

T(X)={ H (R)NH (X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NnC'NR
H' ()N (GR)UH'(R)), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F(R)UH'(®))NG (), Xe(ZNR)N(C-R)=0
(F(R)UH'(X))nH (), Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

\ (FIR)UH'(R)N(GR)UH'(R)  Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Boylece,

( F(X)NG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'

| H'(), Re(R-Z)N(R-C)=Z'NC'NR
T(R)= { H'(X), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR

[H'(R), Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

k(F(N)UH'(N))n(G(N)UH'(N)), ReE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

ZNCNR’=@ ise N=T saglanir.
4) ZNCNR’=ZNCNR=9 ise [(F,2)8x (G,C)], (HR)=[(F.2)y (HR) N&I(G.C); (HR)].

5.4.2. Teorem Tiimleyenli genisletilmis yildiz isleminin genisletilmis islemlere asagidaki

dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
D F.2), [(GONHRI=IFD), GOIULF2). (HRI

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C)n.(H,R)=(M,CUR) olsun. Burada
vXeCU R;



G(X), XEC-R
M(R)={ H(X), RER-C

G(X)NH(X), NeCNR

(F.2) 5 (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada ¥XeZUCUR;

F'(X), N€eZ-(CUR)
N(N):{ M'(X), Xe(CUR)-Z
F(X)UM'(R), X€EZN(CUR)

Buradan,

(F'(R), REZ-(CUR)=ZNC'NR’

G (X), Xe(C-R)-Z=Z'NCNR’

H'(R), Xe(R-C)-Z=Z'NC NR

N(X)=1 G (R)UH'(R), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F (R)UG'(R), ReZN(C-R)=ZNCNR'

F (R)UH'(R), RXeZN(R-C)=ZNC NR

\F (X)U(G'(R)UH'(X)), ReEZN(CNR)=ZNCNR

S$imdi esitligin  sag tarafina  yani [(F,2) (G.OIU.I(F.Z). (HR)]
€ €

(F.2)) (6,C)=(V,ZUC) olsun. Burada YReZUG;
€
F'(N), REZ-C
V(R)=< G'(X), ReC-Z
F'(X)UG'(R), NeZNC
(F,2) : (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR,;
€

F'(R), NEZ-R
W(R)= { H'(X), XER-Z

F'(X)UH'(R), REZNR

(V,ZUC) U.(W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada VXeZUCUR;
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bakalim.



V(X),
T(N)z{ W(R),

Re(ZUC)-(ZUR)
Xe(ZUR)-(ZUC)

V(R)NW(X), Xe(ZUC)N(ZUR)

Buradan,

((F(X),

G (N),

F (R)U'G(R),

F (X),

H (N),

F (R)UH'(X),

F (R)UF'(R),

T®)={ F QUH(X),

F (X)U(F (R)UH'(X)),
G (R)UF (X),

G (R)UH (R),

G (R)U(F (R)UH'(R)),
(F (R)UG'(R))UF (R),
(F (®)UG'(R))UH (X),

Boylece,

(G (N),

H (X),

F (X),
T(®)={ F (YUH'(X),
G (R)UH'(X),
F (X)UG'(R),

N=T saglanir.

(F (R)UG'(R))U(F'(R)UH'(R)),

\(F'(x>UG'(NDU(F'(mUH'(N)),

X€E(Z-C)-(ZUR)=0
X€e(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR
RE(ZNC)-(ZUR)=0
NE(Z-R)-(ZUC)=0
XE(R-Z)-(ZUC)=Z NC NR
RE(ZNR)-(ZUC)=0
XE(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR
XE(Z-C)N(R-Z)=0
X€E(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
X€E(C-Z)N(Z-R)=0
Xe(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR
XE(C-Z)N(ZNR)=0
XE(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
RE(ZNC)N(R-2)=0
Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

X€E(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR
RE(R-Z)-(ZUC)=Z NC NR
RE(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR
XE(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
Xe(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR

Xe(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
RE(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

2) ZN(CAR)=@ ise (F.2) . [(G.C)U.(HR)=IF.2). (G.OINLF.2). (HR)].
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3) (ZAONR=ZNCNR'= B ise(F.2) - [(GCI+(HRI=IF.2), (G,OINIFZR, (HR)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm (G,C)*.(H,R)=(M,CUR) olsun. Burada
vXeCUR;

G(X), XeC-R
M(R)={ H(X), XER-C
G'(X)UH'(X), ReCnR

(F.2) (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada ¥XeZUCUR;

F'(X), NEZ-(CUR)
N(R)={ M'(R), Ne(CUR)-Z
F(X)UM'(RX), ReZN(CUR)

Buradan,

(F'(R), RX€Z-(CUR)=ZNC'NR’
G (R), Xe(C-R)-Z=Z'NCNR’
H (X), Xe(R-C)-Z=2ZnC'NR
N(X)=< G(X)NH(R), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F (R)UG'(R), XeZN(C-R)=ZNCNR'
F (RX)UH'(R), XeZN(R-C)=ZNC NR
\F (RX)U(G(RX)NH(R)),  KXeEZN(CNR)=ZNCNR

Simdi csitligin sag tarafina  yani [(F.2), (G.OINI(FZ), (HR)] bakalm.
€ €

(F,Z)j< (G,C)=(V,ZuC) olsun. Burada VXeZUC;
€

F'(X), ReZ-C
ViR)={ G'(N), REC-Z
F'(R)UG(R), ReZnC

(F,2) :; (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR,;
€



F'(X),
W(R)=4 H'(X),
F'(R)UH(R),

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

(V,2uC) N (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada VYXeZUCUR,;

{ V(X), XE(ZUC)-(ZUR)
T(R)=1 W(X), N€E(ZUR)-(ZUC)
VR)NW(X), Re(ZUC)N(ZUR)
Buradan,
F (R), NE(Z-C)-(ZUR)=0
G (X), X€E(C-Z)-(ZUR)=Z NCNR
F (R)UG(R), XE(ZNC)-(ZUR)=0
F (R), NE(Z-R)-(ZUC)=0
H (X), NE(R-Z)-(ZUC)=Z NCNR
F (R)UH(X), RE(ZNR)-(ZUC)=0
F (X)NF'(R), RE(Z-C)N(Z-R)=ZNC NR
T(R)= 1 }j’(x)nH"(x), RE(Z-ON(R-Z)=0
F (X)N(F (X)UH(X)), NE(Z-C)N(ZNR)=ZNC NR
G (R)NF'(R), NE(C-Z)N(Z-R)=0
G (X)NH (X), NE(C-Z)N(R-Z)=Z NCNR
G (X)N(F (R)UH(R)), NE(C-Z)N(ZNR)=0
(F (R)UG(R)NF'(X), XE(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
(F (R)UG(R))NH (X), RE(ZNC)N(R-Z)=0
(F (R)UGR)N(F (X)UH(X)), Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
\
Boylece,
(G (X), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
H (R), Xe(R-2)-(ZuC)=Z'NnE'NR
F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNE NR
) F (R)NH(R) RE(Z-O)N(ZNR)=ZNCE NR
G (X)NH' (), Re(C-Z)N(R-Z)=Z' NCNR
F (R)NG(R) Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F'(R)UG(R))N(F (R)UH(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

\
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Z’NCNR=ZNC’NR= ZNCNR’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=Q sartinin
(ZAC)NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAONR=ZNCNR'= @ ise(F.2). [(G.O8.(HR)I=IF.2); GONUIF2), (HR.

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi

1) ZNCAR*=ZNCNR=g ise [(F.2)U, (G.C)]. (HR)=[(F.2)  (HR)U.LG.C) . (HR)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm. (F,Z)U.(G,C)=(M,ZuUC) olsun. Burada
VXeZUC;

F(X), ReZ-C
MR)=1 G(R), REC-Z
F(X)UG(R), RezZnC

%
(M,Z2uC) . (H,R)=(N,(ZUC)UR olsun. Burada YXeZUCUR;

M'(R), RXe(ZUC)-R
N(R)=< H'(X), XeR-(ZUC)
M'(X)UH'(X), RXe(ZUC)NR

Buradan,

( F'(N), R€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G'(X), Xe(C-Z)-R=Z'NCNR’
F'(R)NG'(R), Ne(ZNC)-R=ZNCNR’
N(R)=< H'(X), NER-(ZUC)=Z'NC'NR
F'(X)UH'(X), Ne(Z-C)NnR=ZNC'NR

G (X)UH'(R), X€e(C-Z)NR=Z'NCNR

\(F'(®X)NG'(RX))NH'(X), Re(ZNC)NR=ZNCNR



* *

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z) , (H,R)]U.[(G,C) , (H,R)]

(F,Z);|< (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR ;
€

F'(R), REZ-R
V(R)={ H'(N), XER-Z

F'(X)UH'(R) R€EZNR

*
(G,C) , (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR,;

G'(X), XeC-R
W(R)={ H'(R), RER-C
G'(X)UH'(X), NeCnR

(V,ZUR) U, (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;
NX€E(ZUR)-(CUR)

V(R),
T(R)= { W(R), NXe(CUR)-(ZUR)
V(X)UW(XR), Xe(ZUR)N(CUR)

Buradan,
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bakalim.

(F (),

H'(X),
F'(R)UH'(R),
G (R),

H'(R),
G'(R)UH'(X),
F'(R)UG (R),

T(R)={ F®UH (X),

F'(R)U(G'(R)UH' (X)),
H' (R)UG (R),
H (R)UH (R),
H (®)U(G'(R)UH'(R))
(F (R)UH'(X))UG'(R),
(F (R)UH'(X))UH'(X)

\(F (R)UH'(®))U(G'(R)UH'(R))

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Re(R-Z)-(CUR)=0¢
RE(ZNR)-(CUR)=0

Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
Re(R-C)-(ZUR)=0¢
Xe(CNR)-(ZUR)=0

Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
RE(Z-R)N(R-C)=0
RE(Z-R)N(CNR)=0
Re(R-Z)N(C-R)=0¢

Xe(R-Z)N(R-C)=Z NC'NR

Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
RXe(ZNR)N(C-R)=0

Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Boylece,

(F(R), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC' NR

G (R), Xe(C-R)-(ZUR)=Z NCNR

F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

T(R)=1 H'(X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NnC'NR
G'(R)UH'(X) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
F'(X)UH'(X) Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
L(F' (R)UH'(X))U(G'(X)UH' (X)) Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

ZNCNR’=ZNCNR=@ ise N=T saglanir.

2[(F2) . GO, HRZIF.2) . (HRINLGC) . (HR]

3) (ZAC)N R= ZNCNR= ise [(F,2)8.(G.C)], (HR)=[(F.2) ; (HRIU(G.C) ) (HR]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alahm. (F,Z)0.(G,C)=(M,ZUC) olsun. Burada
VReZUC;

F(X), NeZ-C
M(®R)=41 G(R), ReC-Z
F'(R)NG'(R), ReZNC

%
(M,Z2uC) . (H,R)=(N,(ZUC)UR olsun. Burada YXeZUCUR;

M'(R), X€E(ZUC)-R
N(R)=<{ H'(R), N€ER-(ZUC)
M'(X)UH'(X), Re(ZUC)NR

Buradan,



( F'(R), R€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G'(R), Xe(C-Z)-R=Z'nCNR'
F(X)UG(R), RE(ZNC)-R=ZNCNR’
N(X)=<{ H'(X), NeER-(ZUC)=Z'NC'NR
F'(X)UH'(R), Xe(Z-C)NR=ZNC'NR

G (R)UH'(R), Xe(C-Z)NR=Z'nCNR

\(F(RX)UG(X))UH'(X), Ne(ZNC)NR=ZNCNR

Simdi esitligin - sag tarafina  yani [(F.2), (HRIULG,C), (HRL
€ €

(F,Z);'\< (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR ;
€

F'(X), REZ-R
VR)={ H'(X), RER-Z
F(X)UH'(X), N€ZNR
(G.C) ; (HR)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;
G'(X), REC-R
Wr)={ H'(X), RER-C
G(X)UH'(X), XNeCnR

(V,ZUR) U, (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;

V(R), X€E(ZUR)-(CUR)
T(R)= { W(R), Ne(CUR)-(ZUR)
V(X)UW(XR), Xe(ZUR)N(CUR)

Buradan,
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bakalim.



T(X)=1

(F(X),
H (),
F(R)UH'(R),
G (%),
H (),
G(R)UH'(X),
F'(R)UG (R),
F'(R)UH (X),
F'(R)U(G(X)UH' (X)),
H (R)UG (X),
H' (X)UH'(R),
H (R)U(GR)UH'(X))
(F(X)UH'(R))UG'(X),
(F(R)UH'(X))UH'(X)

Boylece,

T(X)=

LF(R)UH'(R))U(G(R)UH'(X))

(F(X),
G (N),
F (R)UG (R),
H'(X)
H (R)UG(R)
H'(R)UF(R)

(F(R)UH'(R))U(G(R)UH'(R))

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR
ReE(R-Z)-(CUR)=0
R€E(ZNR)-(CUR)=0
Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR
Xe(R-C)-(ZUR)=0
Xe(CNR)-(ZUR)=0
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
Re(Z-R)N(R-C)=0
RE(Z-R)N(CNR)=0
RXe(R-Z)N(C-R)=0
Xe(R-Z)N(R-C)=Z' NC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
Xe(ZNR)N(C-R)=0
Ne(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(C-R)-(ZUR)=ZnCNR
Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR
Re(R-Z)N(R-C)=Z'NB'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Z’NCNR= ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR=ZNC’NR=0@ sartinin,
(ZAC)N R=0 sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)N R=ZNCNR’=9 ise [(F,Z)*S(G,C)]:;(H,R):[(F,Z) ;S(H,R)]ng[(G,C) ;‘S(H,R)].

5.4.3. Teorem Tiimleyenli genisletilmis yildiz isleminin tiimleyenli genisletilmis islemlere

asagidaki dagi

Imalart mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Soldan Dagilmas1
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1) ZN(CAR)=0 ise (F, Z) [(G C) (H R)I=[(F, Z) (G C)] (F Z) (H R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm (G, C) ((H R)=(M,CUR) olsun. Burada

vRXeCU R;

G'(X), ReC-R
M(R)={ H'(X), RER-C

G(X)NH(X), XeCNR

(F, Z) (M CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada VXeZUCUR;

F'(X), XEZ-(CUR)
N(X) { M'(X), Xe(CUR)-Z
F(X)UM'(R), X€EZN(CUR)

Buradan,

(F'(R), N€EZ-(CUR)=ZNC'NR’
G(R), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR’
H(R), Xe(R-C)-Z=Z'NC NR
N(R)={ G'(R)UH'(X), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
F (R)UG(R), ReZN(C-R)=ZNCNR
F (R)UH(R), XeZN(R-C)=ZNC NR

LF (X)U(G'(X)UH'(X)), REZN(CNR)=ZNCNR

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F, Z) (G C)] (F Z) (H R)] bakalim.

(F, Z) (G C) =(V,ZuC) olsun. Burada YRXeZUC;

F'(R), REZ-C
VR)={ G'(N), REC-Z

F'(R)UG'(R), ReZNC

(F2) , (H R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;



F'(X),
H'(R),

W(R)=
F'(R)UH'(R), X€EZNR

NEZ-R
NER-Z

*
(V,Zu0) U (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada YXeZUCUR,;

Buradan,

T(X)=

Buradan,

\

V'(X),
T(N)={ W'(R),
V(R)UW(R),

( F(X),

G(X),
F(RX)NG(X),
F(X),

H(X),
F(R)NH(R),

F' (R)UF (),

F' (X)UH (X),
F'(R)U(F (X)UH'(R)),
G (X)UF (R),

G (X)UH (),

G (R)U(F (R)UH'(R)),
(F (R)UG'(X))UF (R),

(F (R)UG'(X))UH (R),

(F (RUG'(R)U(F' (R)UH'(R)),

Re(ZUC)-(ZUR)
Xe(ZUR)-(ZUC)
Re(ZUC)N(ZUR)

NE(Z-C)-(ZUR)=0
Re(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
RXe(ZNC)-(ZUR)=0
XE(Z-R)-(ZUC)=0
Xe(R-2)-(ZUC)=Z'NC'NR
RE(ZNR)-(ZUC)=0
Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
Xe(Z-C)N(R-Z)=0
Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC NR
Ne(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
Re(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNCO)N(Z-R)=ZNCNR'
RE(ZNC)N(R-Z)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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(G(R), ®e(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR

H(R), 8e€(R-Z)-(ZUC)=Z'NC'NR

F'(X) &e(Z-C)n(Z-R)=ZnC'nR’

T(X)=4 F (X)UH'(X) &e(Z-C)n(ZNR)=ZNCNR
G (X)UH (), ®e(C-Z)n(R-Z)=Z'nCNR

F'(X) UG'(R) Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR
k(F‘(x)u(;'(x))n(F‘(N)UH'(N)), Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

ZNC’NR=ZNCNR’=@ sart1 ile N=T saglanir. ZNC’NR=ZNCNR’=@ sartinin,
ZN(CAR)=@ sartina denk oldugu asikardir.

2) ’NCNR= ZNCNR=B ise (F.2), [(G.0) ; (HRI=I(F2), (GO), [F.2), (HR)].
3) Z’NCNR=p ise (F.2) ; [(G.C), (HRI=IF2), (GO) , [F.2), (HRI

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,C):((H,R):(M,CUR) olsun. Burada
€

vXeCU R;

G'(X), XeC-R
M(R)={ H'(X), XER-C

G'(X)UH'(X), XeCNR

(F.2), (M,CUR)=(N,ZU(CUR)) olsun. Burada VREZUCUR;

F'(R), XEZ-(CUR)
N(N)={ M'(X), NE(CUR)-Z
F'(X)UM(X),  REZN(CUR)

Buradan,



(F'(X),
G(R),
H(X),
N(X)={ G(R)NH(R),
F (R)UG'(R),
F' (X)UH'(X),
\F (R)U(G'(X)UH'(R)),

XeZ-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(C-R)-Z=Z'NCNR’

Xe(R-C)-Z=Z'NC NR

Ne(CNR)-Z=Z'nCNR
XeZN(C-R)=ZNCNR
XeZN(R-C)=ZNC NR
XeZN(CNR)=ZNCNR
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Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z), (G,C)] U [(F,2), (HR)] bakalim.
€ € €

(F.2)" (G.C) =(V,ZUC) olsun. Burada YReZUC;

F'(X),
ViX)=4{ G'(X),
F'(R)UG'(R),

*
(F.2) , (H,R)=(W,ZuUR) olsun. Burada VReZUR;
€

F'(X),

W()=4{ H'(X),

F'(X)UH'(R),

(V,Zu0) : (W,ZUR)=(T,(ZUC)UR) olsun. Burada
V'(R), N

T(R)=1 W'(X), N

V(R)UW(X), R

Buradan,

NeZ-C
NeC-Z
ReEZNC

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

VXeZUCUR;

€(ZUC)-(ZUR)
€(ZUR)-(ZUC)
€(ZUC)N(ZUR)



T(X)=

Buradan,

.

T(®)="4

G(R),
H(X),
F'(R),

( F(X),

G(X),
F(R)NG(R),
F(X),

H(X),
F(X)NH(X),

F' (R)UF (),

F' (R)UH (X),
F'(X)U(F (X)UH'(R)),
G (RX)UF (),

G (X)UH (X),

G (R)U(F (R)UH'(R)),
(F (R)UG'(X))UF (),

(F (R)UG'(X))UH (R),

F (R)UH'(R)
G (X)UH' (R),

F' (R)UG'(R)
L(F'(N)UG'(N))U(F'(N)UH'(N)),

Z’NCNR=0Q sart1 ile N=T saglanir.

k(F'(N)UG'(N))U(F'(N)UH'(N)),

RE(Z-C)-(ZUR)=0
Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
RE(ZNC)-(ZUR)=0
RE(Z-R)-(ZUC)=0
Re(R-2)-(ZUC)=Z'NnC'NR
Re(ZNR)-(ZuC)=0
Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC NR’
Re(Z-C)N(R-2)=0
Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC NR
Xe(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR
RE(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Re(ZNC)N(R-Z)=0
Ne(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

&e(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR
&e(R-Z)-(ZUC)=Z'NC'NR
&e(z-C)n(Z-R)=ZnC'nR
®e(z-C)n(ZnR)=ZNC'NR
®e(C-Z)n(R-Z)=Z'nCNR
8e(ZnC)N(Z-R)=ZNCNR’
Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

4 Z20CPR=p ise (F.2), [(G.C)g (HRIFIF.2); (GON [F2), (HR)

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Sagdan Dagilmasi

1) ZN(B AR)=Q ise [(FA) |, (G.C)].

* * *

(H.R)=I(F.2) , (HR)1 [(G.C), (HR)]
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Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim.(F,Z) : (G,C)=(M,ZuC) olsun. BuradavXeZUC;
€

F'(X), NEZ-C
M(N)=<{ G'(N), NeC-Z
F(X)UG(K),  ReZNC

(M,ZUC)" (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada YXeZUCUR;
oA

M'(R), NXe(ZUC)-R
N(X)={ H'(R), XER-(ZUC)
M'(X)UH'(X), Re(ZUC)NR

Buradan,

( F(R), R€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G(X), R€e(C-Z)-R=Z'nCNR’
F'(®R)NG'(R), RXE(ZNC)-R=ZNCNR’
N(R)=4{ H'(X), NeR-(ZUC)=Z'nC'NR
F(X)UH'(X), Ne(Z-C)NR=ZNC'NR
G(X)UH'(X), NXe(C-Z)NR=Z'NCNR

\(F'(R)NG'(X))UH'(R), Re(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi  esitligin - sag tarafina  yani [(F,Z) _ (H,R)] : [(G,C), (HR)] bakalim.
€ € €

*
(F,.2), (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR ;
€

F'(R), REZ-R
V(R)=< H'(X), NER-Z
F'(X)UH'(X), ReEZNR

k
(G,C) , (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;

G'(X), XeC-R
WR)={ H'(X), RER-C
G'(X)UH'(X), ReCnR
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*
(V,ZUR) n (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;

V'(X),
T(N)={ W'(R),
V(R)NW(R),

Xe(ZUR)-(CUR)
&e(CUR)-(ZUR)
Xe(ZUR)N(CUR)

Buradan,

( F(X),

H(X),
F(R)NH(X),
G(X),

H(X),
G(R)NH(X),
F (R)NG (R),

T(R)={ F (R)NH'(R),

F' (R)N(G'(X)UH'(R)),

H (X)NG (R),

H'(R)nH'(X),

H (®)N(G'(R)UH'(X))
(F'(R)UH'(X))NG'(X),
(F'(R)UH'(X))nH (&)
L(F'(R)UH'(R))N(G (R)UH'(R))

(F(R),
G(R),
F (R)NG (X),

T(X)=< H'(X),

H'(X),
H'(X),
L(F'(R)UH'(R))N(G (X)UH'(R))

sartina denk oldugu asikardir.

Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC NR’
X€e(R-Z)-(CUR)=0
Ne(ZNR)-(CUR)=0
Xe(C-R)-(ZUR)=Z NCNR’
Re(R-C)-(ZUR)=0
Xe(CNR)-(ZUR)=0
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’
RE(Z-R)N(R-C)=0
Re(Z-R)n(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0
Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC NR
Ne(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
RE(ZNR)N(C-R)=0
Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

X€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(C-R)-(ZUR)=Z' NCNR
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T saglanir. ZNC’NR=ZNCNR’=@ sartinin, ZN(CAR)=0
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. * * * * *
2) (ZAC)N R=0 ise [(F,2) ﬂs(G’C)]*a (H,R)=[(F,2) *E(H,R)] Ua[(G,C) *E(H,R)].

. * * * * *
3) ZNCNR’=Q ise [(F,Z) 0, (G,C)]*s (H,R)=[(F,2) A (H,R)] Us[(G,C) AE(H’R)]'

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim. (F,Z);< (G,C)=(M,ZuC) olsun. Burada
€

VXeZUC;

F'(X), REZ-C
M(R)={ G'(X), NEC-Z

F'(X)NG'(X), REZNC

(M,ZUC)." (H,R)=(N,(ZUC)UR) olsun. Burada YXeZUCUR;
€

M'(R), X€E(ZUC)-R
N(N)z{ H'(X), NXER-(ZUC)
M'(X)UH'(X), Ne(ZUC)NR

Buradan,

( F(X), RX€E(Z-C)-R=ZNC'NR’

G(X), Ne(C-Z)-R=Z'nCNR’
F(X)UG(R), RXe(ZNC)-R=ZNCNR'

N(X)=< H'(X), NeR-(ZUC)=Z'nC'NR
F(X)UH'(X), RXe(Z-C)NR=ZNC'NR
G(X)UH'(X), Ne(C-Z)NR=Z'NCNR

\ (F(R)UG(R))UH'(R), Ne(ZNC)NR=ZNCNR

* *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z2) )\(H,R)]: [(G,C) 3 (H,R)] bakalim.
€ € €

(F,2) ; (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR ;
€

F'(R), NEZ-R
V(N)z{ H'(X), RER-Z

F(X)UH'(X), X€EZNR
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*
(G,0) 2 (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;

G'(X), REC-R
w)={ H'(X), RER-C

G(R)UH'(X), ReCNR

*
(V,ZUR) U (W,CUR)=(T,ZUCUR) olsun. Burada VXeZUCUR;

{ V'(R), XE(ZUR)-(CUR)
T(R)=<{ W'(R), NXe(CUR)-(ZUR)
V(X)) UW(R), Xe(ZUR)N(CUR)
Buradan,

( F(R), X€(Z-R)-(CUR)=ZNCNR'

H(X), Xe(R-Z)-(CUR)=0

F'(R)NH(X), Xe(ZNR)-(CUR)=0

G(N), Xe(C-R)-(ZUR)=Z'NCNR

H(X), NXe(R-C)-(ZUR)=0

G'(R)NH(X), Ne(CNR)-(ZUR)=0

F (R)UG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

T(X)={ F (R)UH'(R), R€E(Z-R)N(R-C)=0

F (X)U(G(RX)UH'(R)), Xe(Z-R)N(CNR)=0

H (R)UG (), Xe(R-Z)N(C-R)=0

H' (R)UH (R), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC'NR

H (R)U(G(R)UH'(X)) X€(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR

(F(X)UH'(R)UG'(X), Ne(ZNR)N(C-R)=0

(F(R)UH'(X))UH (R) RE(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

\(F(X)UH'(RX))U(G(R)UH'(R)) Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,
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( F(X), X€(Z-R)-(CUR)=ZNC NR

G(R), Xe(C-R)-(ZUR)=Z NCNR

F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR

T(X)=1 H'(X), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'NC'NR
G(X)UH'(N), Re(R-Z)N(CNR)=Z'NnCNR
F(X)UH'(N), Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
(F(X)UH'(R))U(G(R)UH'(R)) RXe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

ZNCNR’=P sart1 ile N=T saglanir.
. k %k E 3 * *
4) ZNCNR=zZNCNR’=@ ise [(F,Z), (G,C)], (HR)=[(F,2) 2 (H,R)] U [(G,C)}L (H,R)].

5.4.4. Teorem Timleyenli genisletilmis yildiz isleminin esnek ikili pargali islemlere

asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Esnek ikili Parcali Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1) ZNCNR=0 ise (F2), [G.0) y HRIFIF.2), (GO | [F2) T (HRL

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C);H,R):(M,C) olsun. Buradan VXe C;

(G, NeC-R
M(N)_{G(N)nH(N), XeECNR

(F.2)" (M,C)=(N,ZuC) olsun. Burada ¥XeZUC;
€

F'(R), REZ-C
N(R)=4{ M'(R), ReC-Z
F (R)UM'(R), REZNC

Buradan,
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[ FX), REZ-C

| G'(X), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR'

N(X)=<{ G (X)UH'(R), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
LF'(N)UG'(N), XeZN(C-R)=ZNCNR'

F (X)U(G'(X)UH'(R)), ReZN(CNR)=ZNCNR

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z): (G,C)];[(F,Z);|< (H,R)] bakalim.

(F.2) ¥ (G,C)=(V,ZUC) olsun. Burada YXeZUC;

F'(X), REZ-C
VR)={ G'(X), REC-Z
F'(X)UG'(R), NeZNC

(F.2) © (HR)=(W,ZUR) olsun. Burada VXeZUR;
F'(X), REZ-R
WR)={ H'(X), RER-Z
F'(X)UH'(X), NEZNR

(V.ZUC) | (W,ZUR)=(T,(ZUC)) olsun. Burada YXeZUC;

V(R), RX€E(ZUC)-(ZUR)

T(R)= {V(N)UW(N), R€E(ZUC)N(ZUR)

Buradan,
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(F(R), RE(Z-C)-(ZUR)=0
G (X), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR’
F(X)NG(X), Re(ZNC)-(ZUR)=0
F (R)UF (X), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F (X)UH (X), RE(Z-C)N(R-Z)=0

T(X)= 1 F (R)U(F (X)UH'(R)), RE(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
G (RX)UF (R), Re(C-Z)N(Z-R)=0

G (X)UH (X), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'NCNR

G (R)U(F (R)UH'(R)), Xe(C-Z)N(ZNR)=0

(F' (X)UG'(R))UF (), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F(R)UG'(R))UH (R), Xe(ZNC)N(R-Z)=0

L(F' (R)UG'(R))U(F (R)UH'(R)), Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Buradan,
(G (), Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'nCNR'
F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
T(X)= F'('N)UH'QN), Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
G (X)UH (R), Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
F (R)UG'(R), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

\(F (®)UG'(R)U(F (R)UH'(R)), R€e(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
Burada; N fonksiyonundaki, Z-C ele alirsak, Z-C=ZNC’ olup, bir eleman C nin
timleyeninde ise o eleman ya R-C de, ya da CUR nin tiimleyenindedir. Burdan,

NeER—-C ise XeZNC'NR veya X eZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak,
ZNC’NR =@ sart1 ile N=T saglanir.

2) ZNCNR’= @ ise (F,Z):; [(G.C) (H,R)]:[(F,Z):; GO [(F,Z):; (H,R)].
3) (ZAR)NC=0 ise (F,Z):; [(GC) (H,R)]:[(F,Z):S GOl A [(F,Z):S (H,R)].

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C):(H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;

_( G(R), NeC-R
M(N)_{G'(N)UH'(N), XeCNR
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(F.2). (M,C)=(N,ZUC) olsun. Burada vXeZUG;
£

F'(R), ReZ-C
N(N):{ M'(R), REC-Z

F (R)UM'(R), REZNC

Buradan,

( F(R), REZ-C

| G'(®), 8€(C-R)-Z=Z'NCNR’
N(N)=4 G(R)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'NnCNR
LF'(N)UG'(N), ReZN(C-R)=ZNCNR'
F (X)U(G(R)NH(R)), X€eZN(CNR)=ZNCNR

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z): (G,C)];[(F,Z)_:‘ (H,R)] bakalim.
€ €

(F.2), (G.C)=(V.ZUC) olsun. Burada YXEZUC;
F'(R), ReZ-C
VR)={ G'(X), ReC-Z
F'(R)UG(R), R€eZNC
(F,2) : (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
F'(R), REZ-R
WR)={ H'(), ReR-Z
F'(X)UH(XR), ReZnNR
(V.ZUC) (W,ZUR)=(T,(ZUC)) olsun. Burada YReZUC;

V(R), RX€E(ZUC)-(ZUR)

T(R)= {V(N) NW(R), Re(ZUC)N(ZUR)

Buradan,



T(X)=1

(F(R),

G (%),

F (R)UG(R),

F'(R)NF (X),
F'(X)NH'(X),
F (R)N(F (X)UH(R)),
G (R)NF'(X),

G (R)NH (R),

G (R)N(F (R)UH(R)),
(F (R)UG(R))NF'(R),
(F (R)UG(R))NH'(R),

Buradan,

T(X)=

(G (X),
F'(R),
F'(R),
G (R)NH (X),

F(R)

\(F (R)UGR))IN(F (R)UH(R)),

\(F (RUGERDN(F (R)UH(R)),

R€E(Z-C)-(ZUR)=0
Re(C-Z)-(ZUR)=Z'NCNR'
Re(ZNC)-(ZUR)=0
Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
Re(Z-C)N(R-Z2)=0
Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
Re(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
RE(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Re(ZNC)N(R-Z)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

RXe(C-Z)-(ZUR)=Z'nCNR’
Ne(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
Ne(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Ne(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

183

Z’NCNR=ZNCNR’= @ sart1 ile N=T oldugu gorilir. ZZNCNR=ZNCNR’=@ sartinin
(ZAR)NC= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) (ZAC)NR=ZNC'NR=0 ise (F.2)." [(G.C)(HR)=IF.2) | GO [F.2), (HRI]

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Esnek Ikili Parcal1 Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi

1) ZNC’NR=0 ise [(F,Z)G(G,C)]:; (H,R):[(F,Z):: (H,R)];[(G,C):; (HR)].

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z);(G,C)=(M,Z) olsun. BuradaVvXeZ,

F(X),

NeZ-C
M(N):{Fo«)uc(x),

NeEZNC



(M,Z);|< (H,R)=(N,ZUR) olsun. BuradavXeZUR;
€

M'(X), NEZ-R
N(X)={ H'(X), RER-Z

M (X)UH'(X), N€EZNR

Buradan,

(F(R), RE(Z-C)-R=ZNC'NR’
| F'(R)NG'(X), 8€(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=1< H'(R), RER-Z
| F'(R)UH'(R), X€E(Z-C)NR=ZNC'NR

(F'(R)NG'(R))UH'(R), Ne(ZNC)NR=ZNCNR
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,2) : (H,R)] ; [(G,C) : (H,R)].

(F,Z): (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

F'(X), REZ-R
V(R)={ H'(X), RER-Z
F'(X\)UH'(X), N€eZNR

$imdi (G,C) . (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;
G'(X), NeC-R
W(R)=< H'(R), XeR-C
G'(X)UH'(X), ReCnR

(V.ZUR)  (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada YXeZUR;

V), N€E(ZUR)-(CUR)
T(N)‘{v(x)nwm), RE(ZUR)N(CUR)

Buradan,
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( F(X), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
H (), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F'(X)UH'(X), Xe(ZNR)-(CUR)=0
F (R)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

F (R)NH'(R), Re(Z-R)N(R-C)=0
F (R)N(G'X)UH'(R)), Xe(Z-R)N(CNR)=0
TM=1 H'®)NG'X), Re(R-Z)N(C-R)=0

H (R)NH (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H' (®)n(G'(R)UH'(R)) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F'(R)UH'(X))NG (R), Re(ZNR)N(C-R)=0
(F'(R)UH'(®))nH (R) Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

L(F'(R)UH'(R))N(G'(R)UH' (X)),  Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,
(F(X), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR'
F (R)NG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
(%)= | H (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H (X), Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
H'(R), Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
L(F'(R)UH' (R))N(G'(R)UH' (X))  Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, R-Z ele alirsak, R-Z=RNZ’ olup, bir eleman Z nin
timleyeninde ise o eleman ya C-Z de, ya da CUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
N €Z’NCNR veya X €Z2’NC’NR olduguna dikkat edecek olursak, ZNC’NR= @ sart1 ile
N=T saglanir.

2) Z’NCNR= @ ise [(F.Z) (G,C)]:; (H.R) :[(F,Z):; (H,R)];[(G,C):; (HR)].
3) (ZAC)NR=ZNCNR’=9 ise[(F,Z)g(G,C)]z(H,R) =[(F.2), (HRIIGC); HRL

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)E(G,C)=(M,Z) olsun. Burada VReZ;

F(X), REZ-C

M(N):{F'(N)nG'(N), REZNC
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(M,Z);|< (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€
M'(R), XEZ-R
N(®X)={ H'(R), NER-Z
M (X)UH'(X), REZNR

Buradan,

(F(X), RE(Z-C)-R=ZNC'NR’
| F(X)UG(R), Xe(ZNC)-R=ZNCNR'

N(X)=< H'(R), RER-Z
| F'(X)UH'(R),

XE(Z-C)NR=ZNC'NR
(F(RX)UG(R))UH'(R), Re(ZNC)NR=ZNCNR

Simdi esitligin sag tarafina ~ bakalim [(F,2) ; (H,R)];[(G,C) ;: (H,R)].

(F,Z);\|< (H,R) =(V,ZUR) olsun. Burada VXeZUR,;
€
F'(X), REZ-R
V(R)=<{ H'(R), RER-Z
F(X)UH'(RX), N€ZNR
$imdi (G,C) ,_(H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;
G'(X), NeC-R
W(R)=< H'(R), XeR-C
G(X)UH'(X), XeCnR

(V.ZUR) , (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada VXeZUR;

(V) X€(ZUR)-(CUR)
T(N)_{V(N)UW(N), X€E(ZUR)N(CUR)

Buradan,



(F (),
H (%),

Buradan,

(F(R),

T(R)= 4 H'(X),

F(X)UH'(R),

F (R)UG (X),

F (R)UH (),
F (R)U(GR)UH'(R)),
TOO=1 1 (X)ue' ),

H (R)UH (X),

H (®)U(GR)UH'(R))
(F(R)UH'(R))UG (),
(F(X)UH'(R))UH (X)
L(F'(R)UH' () )u(G(R)UH'(R)),

F (R)UG (R),

G(X)UH'(R),
F(X)UH'(R),
L(F(R)UH'(X) )U(G(R)UH'(R)),

NXe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(R-Z)-(CUR)=0
RE(ZNR)-(CUR)=0

Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'
Re(Z-R)N(R-0)=0
Re(Z-R)N(CNR)=0
Xe(R-Z)N(C-R)=0

Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR

Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
RXe(ZNR)N(C-R)=0

Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

NX€e(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR'

Xe(R-Z)Nn(R-C)=Z'nC'NR
Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
Xe(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNC’NR= ZNCNR’=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR= ZNC’NR= @ sartinin

(ZAC) NR= @ sartina denk oldugu asikardir.

4) ZN(CAR)=0 ise [(F.2), (G,C)]* (HR) =[(F.2) ;: (HRI[G.C) ;: (H,R)].

5.4.5. Teorem Tiimleyenli genisletilmis yildiz isleminin tiimeleyenli esnek ikili pargali

islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur

i) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Tiimleyenli Esnek ikili Pargal Islemler

Uzerine Soldan Dagilmasi

*

1) ZN(CAR)=@ ise (F,2) " [(G,.C) ~ (HR)=[(F.2).

€

N

€

GO~ [(F2)) (HR)].

€
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*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C)~ (H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;
n

(G, NEC-R
M(N)_{G(N)nH(N), XeCNR

(F.2) (M,C)=(N,ZUC) olsun. Burada YXeZUC;
oA

F'(R), REZ-C
N(R)={ M'(), REC-Z
F(R)UM'(R), ReZNC

Buradan,

( F(X), REZ-C

G(X), Xe(C-R)-Z=Z'nCNR'
N(R)={ G (R)UH (X), Re(CNR)-Z=Z'NCNR
| F'(R)UG(R), XeZN(C-R)=ZNCNR'

F' (X)U(G'(X)UH'(R)), ReZN(CNR)=ZNCNR

ES

$imdi esitligin  sag tarafina  yani [(FZ). (G.C)I~[(F.Z). (H,R)]bakalm.

€ U €
(F.2) " (G,C)=(VZUC) olsun. Burada ¥XeZUC;
A
F'(X), REZ-C
viR)={ G'(R), REC-Z

F'(R)UG"(X), ReZNC
(F,2) : (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada VReZUR;
€

F'(R), REZ-R
WR)=<{ H'(X), RER-Z
F'(X)UH'(X), REZNR
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*

(V,Z2uC) ~ (W,ZUR)=(T,(ZuCQ)) olsun. Burada VXeZUC;

V)
V(X)) N€E(ZUC)-(ZUR)
T(N)_{V(x)nwm), X€E(ZUC)N(ZUR)
Buradan,
( F(X), Re(Z-C)-(ZUR)=0
G(N), NXe(C-Z)-(ZUR)=Z'NnCNR’
F(X)NG(X), RXe(ZNC)-(ZUR)=0
F' (R)UF'(X), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
F' (R)UH (X), Re(Z-O)N(R-Z2)=0
F (R)U(F (X)UH'(X)), Re(Z-O)N(ZNR)=ZNC'NR
TO=1 ¢ ®UF ), RE(C-Z)N(Z-R)=0
G (X)UH (X), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
G (R)U(F (R)UH'(R)), Re(C-Z)N(ZNR)=0
(F' (X)UG'(R))UF (X), Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
(F (R)UG'(R))UH'(R), Re(ZNC)N(R-Z)=0
L(F (X)UG'(X))U(F (R)UH'(R)), Xe(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
Buradan,
[ G(R), RXe(C-Z)-(ZUR)=Z'NnCNR’
F(R), Re(Z-O)N(Z-R)=ZNC'NR’
(%)= | F'(R)UH'(R) Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
] G(R)UH'(R), Xe(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
F (R)UG'(R) Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'

\(F (RUG'(R)U(F (R)UH'(R)),

Ne(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Burada; N fonksiyonundaki, Z-C ele alirsak, Z-C=ZNC’ olup, bir eleman C nin
timleyeninde ise o eleman ya R-C de, ya da CUR nin tiimleyenindedir. Burdan,
NeER—-C ise XeZNC’NR veya X €ZNC’NR’ olduguna dikkat edecek olursak,
ZNC’NR=ZNCNR’=Q sart1 ile N=T ZNC’NR= ZNCNR’= @ sartinin
ZN(CAR)=0 sartina denk oldugu asikardir.

saglanir.



* *

2) ZNCNR*=@ ise (F,Z) [(G.C)~ (HR)=IF.2) (GO ~[(F.2)) (HR)].
€ U £ n €

3) ZARINC=0 ise (F.2), (G.C)~ (HRI=(F2), (G.O)] i (F.2), (R
* N

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,C)~(H,R)=(M,C) olsun. Buradan VXe C;

ES3

G'(X), ReC-R

M(N):{G'(N)UH'(N), RECNR

(F.2)" (M,C)=(N,ZuC) olsun. Burada ¥XeZUC;
€

F'(R), NEZ-C
N(N):{ M'(X), REC-Z

F (R)UM'(R), REZNC

Buradan,

F'(X), R€EZ-C
G(R), NXe(C-R)-Z=Z'NnCNR’
N(X)=<{ G(R)NH(X), Xe(CNR)-Z=Z'nCNR
F (R)UG(X), RXeZN(C-R)=ZNCNR'

F (X)U(G(R)NH(R)), ReEZN(CNR)=ZNCNR
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*
Simdi  esitligin - sag tarafina  yani [(F2). (GC)~[(F.2), (HR)] bakalm.
€ €

N
(F,Z);_|< (G,C)=(V,ZuC) olsun. Burada VXeZUC;
€

F'(R), REZ-C
vR)={ G'(X), REC-Z

F'(R)UG(X), NeZnC



(F,2) : (H,R)=(W,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

*

F'(X),
W)=4 H'(X),

F'(R)UH(X),

NEZ-R
NER-Z
NEZNR

(V,ZuC) ~ (W,ZUR)=(T,(Zu C)) olsun. Burada VXeZUC;

N

Buradan,

T(R)=X<

_(V'(X),
T®)= {V(N)HW(N),

( F(X),
G(R),
F(X)NG'(R),
F(R) nF(R),
F(X) nH(R),
F'(X) n (F(R)UH(R)),
G (R) N F (),
G (X) N H'(X),
G'(R) n (F (RX)UH(R)),
(F'(R)UG(R)) NF'(X),

Buradan,

T(X)=1

(F (R)UG(R) NH'(N),

( G(X),
F'(R),
F'(R),
G (R)NH'(R),
F'(R),
\(F (R)UGR)N(F (R)UH(R)),

W(F (RUGR)) n (F (R)UHE)),

Re(ZUC)-(ZUR)
Re(ZUC)N(ZUR)

RE(Z-C)-(ZUR)=0
Ne(C-Z)-(ZUR)=Z'NnCNR’
Ne(ZNC)-(ZUR)=0
Re(Z-C)Nn(Z-R)=ZNnC'NR’
RE(Z-O)N(R-2)=0
Re(Z-CO)N(ZNR)=ZNC'NR
Re(C-Z)N(Z-R)=0
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'nCNR
Re(C-Z)N(ZNR)=0
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Re(ZNC)N(R-Z)=0
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR

Xe(C-Z)-(ZUR)=Z'nCNR’
Re(Z-C)N(Z-R)=ZNC'NR’
Re(Z-C)N(ZNR)=ZNC'NR
Re(C-Z)N(R-Z)=Z'NnCNR
Re(ZNC)N(Z-R)=ZNCNR'
Re(ZNC)N(ZNR)=ZNCNR
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Z’NCNR=ZNCNR’=@ sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NCNR=ZNCNR’=@ sartinin
(ZAR)NC=@ sartina denk oldugu asikardir.

* *

4) ZACNR=0 ise (F.2), (G0~ (H, OFIF2), GO~ I[F2), HR)
U

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Yildiz Isleminin Tiimleyenli Esnek Ikili Parcali Islemler

Uzerine Sagdan Dagilmasi

* *

1) ZNC’NR=0 ise [(F.2)~ (G.C)]. (HR)=[(F.2). (HR)I~IG.C). (HR)].
U € € n €

*

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (F,Z)~(G,C)=(M,Z) olsun. Burada VYXeZ;
U

_( F'(N), REZ-C
M(N)_{F(N)UG(N), REZNC

(M,Z);|< (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

M'(R), XEZ-R
N(X)={ H'(R), RER-Z
M (X)UH'(RX),  R€EZNR

Buradan,

F(X), Ne(Z-C)-R=ZNC'NR’
F'(R)NG'(X), Ne(ZNC)-R=ZNCNR'

N(X)=<{ H'(X), NER-Z
| F(R)UH'(R), RX€E(Z-C)NR=ZNC'NR

(F'(R)NG'(X))UH'(R), Re(ZNC)NR=ZNCNR

*
$imdi  esitligin  sag  tarafina  bakahm  [(F,Z). (HR)]~[(G.C). (HR)]
£ n S

*
(F,2), (H,R)=(V,ZUR) olsun. Burada VReZUR;
€
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F'(R), XEZ-R
V(iX)=<{ H'(N), NER-Z

F'(X)UH'(X), XN€eZNR

. *
$imdi (G,C) , (H,R)=(W,CUR) olsun. Burada VXeCUR;
G'(N), XeC-R
WR)={ H'(X), NER-C
G'(X)UH'(X), NeCNR

*

(V,ZUR) ~ (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada VXeZUR,;

n
V' (R), XE(ZUR)-(CUR
Ta)= {V(N)HW(N), NEEZURg n( (Cufz)
Buradan,

( F(N), X€e(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’
H(X), Xe(R-Z)-(CUR)=0
F(R)NH(R), X€(ZNR)-(CUR)=0
F' (R)NG (R), Re(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’
F (X)NH (R), Xe(Z-R)N(R-C)=0
F'(R)N(G'(R)UH'(R)), Re(Z-R)N(CNR)=0
TX)=1 H'(X)NG (R), Re(R-Z)N(C-R)=0
H' (R)NH'(R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H (®)N(G'(R)UH'(R)) X€(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
(F'(R)UH'(R))NG (R), RE(ZNR)N(C-R)=0
(F'(R)UH'(X))nH (R) Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR

L(F'(R)UH'(®))N(G'(R)UH' (X)),  ®e(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,



(F(R), X€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’

F' (R)NG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

H'(R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
T(R)= H'(X) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
H (X) Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
(F'(R)UH'(®))n(G'(R)UH' (X)), Re(ZNR)N(CNR)=ZNCNR
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Burada; N fonksiyonundaki, R-Z ele alirsak, R-Z=RNZ’ olup, bir eleman Z nin

timleyeninde ise o eleman ya C-Z de, ya da CUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,

X €Z’NCNR veya X €Z’NC’NR olduguna dikkat edecek olursak ZNC’NR=@ sart1 ile N=T

saglanir.

2) (ZAC)NR=9 ise [(F,Z)i(G,C)]: (HR) =[(F.2) (H,R)]i[(G,C): (H.R)].
n € € U €

3) (ZAR)NC=0 ise [(F,Z)g (G,C)];ks (H,R) =[(F.2) : (H,R)]S[(G,C) ; (H,R)].

*

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F,Z)~(G,C)=(M,Z) olsun. Burada VYReZ;
0

_( F'(N), REZ-C
M(N)_{F'(x)nc'(x), REZNC

*
(M,2), (H,R)=(N,ZUR) olsun. Burada YXeZUR;
€

M'(R), REZ-R
N(X)={ H'(R), XER-Z
M (X)UH'(X), N€EZNR

Buradan,
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F(R), NXe(Z-C)-R=ZNC'NR’

F(X)UG(R), Xe(ZNC)-R=ZNCNR'
N(R)=1{ H'(X), XER-Z
| F(R)UH'(N), Re(Z-C)NR=ZNC'NR

(F(R)UG(R))UH'(X),  Xe(ZNC)NR=ZNCNR

*
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,.2) ;: (H,R)]~[(G,C) ; (H,R)].
€ U €
(F.2) (HR) =(V,ZUR) olsun. Burada VREZUR;
€

F'(R), REZ-R
V(R)=< H'(X), NER-Z

F(X)UH'(X), N€ZNR

Simdi (G,C) ; (HR)=(W,CUR) olsun. Burada YXeCUR;

G'(X), ReC-R
WR)={ H'(R), RER-C

G(X)UH'(X), XeCnR

*

(V,ZUR) ~ (W,CUR)=(T,(ZUR)) olsun. Burada VXeZUR,;
U

V'(R), X€(ZUR)-(CUR)

T(X)= {V(N) UW(R), Xe(ZUR)N(CUR)

Buradan,
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[ F(X), &€(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’

H(X), R€(R-Z)-(CUR)=0
F'(R)NH(R), Re(ZNR)-(CUR)=0
F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

F (RX)UH (R), Re(Z-R)N(R-C)=0
F(R)U(GR)UH'(R)), RE(Z-R)N(CNR)=0
T(R)=1 H'(R)UG' (R), Re(R-Z)N(C-R)=0

H (R)UH ' (R), Re(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
H (®)U(G(R)UH'(R)) Xe(R-Z)N(CNR)=Z'nCNR
(F(R)UH'(X))UG (), Xe(ZNR)N(C-R)=0
(F(R)UH'(X))UH (®) Re(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
L(FARUH'(R))U(G(R)UH' (X)),  ®e(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Buradan,

( F(X), Xe(Z-R)-(CUR)=ZNC'NR’

F (R)UG (R), Xe(Z-R)N(C-R)=ZNCNR’

H (R), Xe(R-Z)N(R-C)=Z'nC'NR
TE)=1 cryuH ), Re(R-Z)N(CNR)=Z'NCNR
F(X)UH'(R), Xe(ZNR)N(R-C)=ZNC'NR
L(FR)UH(R))U(G(R)U H(R)),  RE(ZNR)N(CNR)=ZNCNR

Z’NCNR=ZNCNR’=@ sart1 ile N=T saglanir. Z’NCNR= ZNCNR’= @ sartinin
(ZAR)NC= @ sartina denk oldugu asikardir.

1) ZN(CAR)=0 ise [(F.2)~ (G,C)]:; (H.R) =[(F.2) ;: (H,R)]i[(G,C) )’f (H,R)].
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6. SONUC VE ONERILER

Esnek kiimelerdeki islem formundan olan genisletilmis islemlerden, genisletilmis birlesim,
genisletilmis kesisim, genisletilmis fark ve genisletilmis simetrik fark sirasiyla Maji ve
digerleri (2003), Ali ve digerleri (2009), Sezgin ve digerleri (2019), Stojanavic (2021)
tarafindan calisilmistir. Bu tez calismasinda ise yeni bir esnek kiime islem formu olan,
timleyenli genisletilmis esnek kiime islemler c¢alisilmistir. Timleyenli genisletilmis
kesisim, tiimleyenli genigletilmis gamma ve tiimleyenli genisletilmis y1ldiz ad1 verilen yeni
islemler tanitilmig, bu islemlerin 6zellikleri incelenmis; bu islemlerin diger islemler ile
olan iligkilerine bakilmis, sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde, tiimleyenli
genisletilmis kesisim isleminin, diger esnek kiime islemleri ile birlikte cok cesitli cebirsel

yapilar olusturdugu gosterilmistir.

Alt1 bolimden olusan tezin ilk boliimiinde, esnek kiimeler ve bazi cebirsel yapilar ile ilgili
kaynak taramasi yapilmis; ikinci boliimde, kiimelerde islemler, bazi cebirsel yapilar ve
esnek kiimelerle ilgili temel kavramlara yer verilmis, {igiinci bolimde tiimleyenli
genisletilmis kesisim, dordiincii boliimde tiimleyenli genisletilmis gamma, dordiincii
boliimde tlimleyenli genisletilmis yildiz islemleri tanitilmis, tiim ozellikleri ve diger
islemlere olan dagilmasina bakilmis, bu kapsamda tiimleyenli genisletilmis kesisim
isleminin diger esnek kiimeler ile birlikte sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde
bir takim cebirsel yapilar olusturdugu gésterilmistir. Islemlerin 6zelliklerine bakilirken,
kapalilik, birlesme, birim eleman, ters eleman, degisme, idempotent gibi tim ozellikler
detayl sekilde incelenmis olup, 6zellikle kesisim islemi klasik kiimelerde de var olan bir
islem oldugu icin, klasik kiimelerdeki kesisim isleminin, yeni esnek kiime islemi ile ne gibi
benzer 6zellikler olusturdugu dikkatli sekilde ele alinmis ve oldukga ilging sonuclar elde

edilmistir.

Bu kapsamda,

e (Sz(V), ms) cebirsel yapisinin birimi Uy olan komutatif, idempotent bir monoid

yani sinirli bir yari-kafes;
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* * x ok ~ % ,
e (Sz(U),ng, n?_)’(SZ(U)’ns’ ns)’(SZ(U)’ N, na),(SZ(U),n, na), cebirsel yapilarinin

komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yar1-halka;

* * * X % ~ %
o (Sz(U)Ur, ng)’ (Sz(U) A, ﬂs)’ (Sz(U),Ue, ﬂs)’ (Sz(V), Uy’ ns)’ (Sz(U), ns)’

*
(Sz(U), ~, A ) cebirsel yapilarmin komutatif, idempotent, birimli bir hemihalka;
U €

* *

* * * ~ % * .
e (Sz(V)Ag, ﬂs)’ (Sz(U),;, na), (Sz(U),A,, ns),(SZ(U),A, ﬂs)’ (SZ(U),Z, n) cebirsel
yapisinin bir Boole halkas1

* * * %
* (5z(U),02,Uz,Ug, ns)’(SZ(U)’QZ’UZ'Usr ﬂs)’ (5z(V),02,Ug, U, ns),(SZ(U)1

~ % *
?7U, U N ),(Sz(U),07,Uz, ~, r‘) yapilarinin, Boole, De Morgan, Kleene ve
€ U €

Stone cebiri;

%
e (Sz(U), Ny Uy) bir MV-cebiri oldugu gosterilmistir.

Esnek kiimelerin cebirsel yapisinit ve islemlerini incelemek, esnek kiime cebirinin nasil
calistigin1 anlamak igin kapsamli bir bakis agis1 saglar ve esnek kiimeleri klasik ve klasik
olmayan mantig1 uygulamamiza olanak tanir. Bu agidan yeni esnek kiime islemlerinin
tanimlandig1 bu ¢alismanin islemlerin gelecekte yapilacak esnek kiime islemleri ile ilgili
caligmalarin Onilinii agarak gelecekte yapilacak arastirmalara yol gdstermesini umuyoruz.
Ayrica, matematikgiler tarfindan yiizyillardir calisilan cebirsel yapilarla ilgili ¢alismalarin,
matematiksel nesneleri genel ve soyut bir sekilde inceleme ve anlamanin bir yolunu
sagladigindan, esnek kiimeler yardimiyla bu tezde elde edilen cebirsel yapilarin klasik

cebir teorisine de katki sunacagim diisiinliyoruz.
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