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OZET

Molodtsov tarafindan 1999 yilinda bazi belirsizlik igeren problemleri modellemek igin ortaya atilan
esnek kiime teorisinin temel yap1 tagin1 esnek kiime islemleri olusturmaktadir. Bu tez ¢alismasinda,
teoriye katkida bulunmak i¢in, yeni bir esnek kiime islem formu olan tlimleyenli genigletilmis
islemler tanimlanmistir. Bu kapsamda, tiimleyenli genisletilmis birlesim, tiimleyenli genisletilmis
arti ve timleyenli genisletilmis teta islemleri tamimlanmis, 6rnekleri verilmis, islemlerin tiim
Ozellikleri detayli bir sekilde ele alinmis, her bir islemin diger esnek kiime iglemleri ile iliskisini
elde etmek amaciyla, bu islemlerin diger esnek kiime islemleri {izerine dagilmasina bakilmis ve
sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi lizerinde tlimleyenli genisletilmis birlesim isleminin hangi
cebirsel yapilar olusturdugu detayl sekilde ele alinmisgtir.

Alt1 béliimden olusan tez calismasinin ilk boliimiinde esnek kiimeler ve tezde adi gegen cebirsel
yapilar ile ilgili literatiir taramasi yapilmis, ikinci boliimde, temel kiime islemleri, esnek kiimeler ve
baz1 cebirsel yapilar ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir. Tezin 6zgiin boliimiinii olusturan,
ticiincii, dordiincii ve besinci boliimlerinde sirasiyla, tiimleyenli genisletilmis birlesim, tiimleyenli
genigletilmis art1 ve tiimleyenli genisletilmis teta islemleri tanitilmis, islemlerin kapalilik, birlesme,
birim eleman, ters eleman, degisme, idempotent gibi tiim 6zellikler incelenmis, diger islemlerle
iligkisini gérmek igin, islemlerin diger islemlere dagilmasina bakilmistir. Klasik kiimelerde de var
olan birlesim iglemi ile tiimleyenli genisletilmis birlesim isleminin 6zellikleri karsilastirilmis ve
dikkat ¢ekici sonuglar elde edilmistir. Ustelik sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde,
timleyenli genisletilmis birlesim isleminin smirli bir yari-kafes; yine tlimleyenli genisletilmis
birlesim isleminin diger esnek kiime islemleri ile birlikte komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir
yari-halka, komutatif, idempotent, birimli bir hemihalka, Bool Cebiri, De Morgan Cebiri ve MV-
cebiri oldugu gosterilerek, klasik cebire de katkida bulunulmustur. Sonug ve Oneriler boliimiinde,
elde edilen sonuglara ve sonuglarin 6nemine yer verilmistir.

Sayfa Adedi : 204
Anahtar Kelimeler  : Esnek kiimeler, Tiimleyenli genisletilmis islemler, Cebirsel yapilar
Danigsman : Prof. Dr. Aslthan SEZGIN
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ABSTRACT

Soft set operations constitute the basic building block of soft set theory, which was introduced by
Molodtsov in 1999 to model some problems involving uncertainty. In this thesis, in order to
contribute to the theory, a new soft set operation form, called complementary extended operation,
is defined. In this context, complementary extended union, complementary extended plus and
complementary extended theta operations are defined, their examples are given, all the properties
of these operations are discussed in detail, in order to obtain the relationship of each operation with
other soft set operations, the distribution of these operations over other soft set operations are
examined, and the algebraic structures that the complementary extended union operation form on
the set of soft sets with a fixed parameter set are discussed in detail.

In the first part of the thesis, which consists of six sections, a literature review is made about soft
sets and the algebraic structures mentioned in the thesis, and in the second part, basic concepts
about basic set operations, soft sets and some algebraic structures are included. In the third, fourth
and fifth chapters, which constitute the original part of the thesis, the complementary extended
union, complement extended plus and complement expanded theta operations are introduced,
respectively, and all properties of the operations such as closure, union, unit element, inverse
element, commutation, the idempotent property are examined, and their relationships of these
operations with other operations are investigated. For this purpose, the distributions of these
operations over other soft set operations are taken into consideration. The properties of the union
operation, which also exists in classical set theory, and the complementary extended union
operation are compared and many remarkable results are obtained. Moreover, by showing that the
complementary extended union operation, along with other soft set operations, are commutative,
idempotent, unitary, non-zero semiring, commutative, idempotent, unitary hemiring, Boolean
Algebra, De Morgan Algebra and MV-algebra, it has also contributed to classical algebra. In the
results and recommendations section, the results obtained and the importance of the results are
included.

Number of pages 1204
KeyWords . Soft set, Complementary extended soft set operations, Algebraic
structures
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ON SOZ ve TESEKKUR

Tezimi yaptigim siire boyunca benden yardimlarini ve ilgilerini esirgemeyen, her konuda
destegini hissettiren, meslek sevgisi ve sabri ile bana 6rnek olan, tez danismanligindan 6te
bilgi ve tecriibesi ile yoluma 151k olan ¢ok degerli danismanim Prof. Dr. Aslihan SEZGIN
hocama en icten dileklerimle tesekkiir ederim. Tez ¢alismam boyunca verdikleri destek ve

gosterdikleri sabirdan dolay1 kiymetli aileme tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢aligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalari verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler Agiklama

E Parametre kiimesi

U Evrensel kiime

P(U) U nun kuvvet kiimesi

(F.2) (F.Z) esnek kiimesi

(F,Z)" (F,Z) esnek kiimesinin tiimleyeni

D Z ya gore bos esnek kiime

Dk E ye gore bos esnek kiime

Uz Z ya gore evrensel kiime

Ug Mutlak esnek kiime

Dy Bos esnek kiime

Se(V) U tizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi
Sz(V) Z kiimesi lizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi
v Evrensel niceleyici, her

3 Varliksal niceleyici, en az bir

+ Arti iglemi

A Lamda islemi

0 Teta islemi

* Yildiz iglemi

Y Gamma islemi

A Simetrik fark islemi



1. GIRIS

Belirsizliklerin agiklanabilmesi i¢in bir¢ok teori ortaya atilmistir. Bu alanda ortaya atilan
teoriler arasinda en onemlilerinden bir tanesi Zadeh (1965) ortaya attig1 bulanik kiimeler
teorisidir. Bulanik kiime iiyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanlanir. Uyelik derecesi [0,1]
arasindaki gercek sayilardir. 0 {iyeligin olmadigint 1 ise tam flyelik oldugunu gosterir.
Fakat tiyelik fonksiyonunun getirdigi yapisal sorunlardan dolayr Molodtsov (1999) esnek
kiime teorisini 6ne siirmiistiir. Esnek kiime teorisi iiyelik fonksiyonun yapisal sorunlarini
ortadan kaldirmistir. Molodtsov esnek kiime teorisini siirekli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar, islem arastirmalari, Riemann integrasyonu ve daha bir¢ok alana basarili bir

sekilde uygulamistir.

Esnek kiime teorisinin ortaya atilmasiyla birlikte, Maji, Roy ve Biswas (2002) ¢ok aralik
degerli bulanik esnek kiime kavramini vermistir. Esnek kiimeler i¢in ¢cok 6nemli kavramlar
ise Maji, Roy ve Biswas (2003) tarafindan verilmistir. Iki esnek kiimenin esitligi, bir esnek
kiimenin alt kiimesi ve siiper kiimesi, bir esnek kiimenin tiimleyeni, bos esnek kiime ve
mutlak esnek kiime Orneklerle; “VE/VEYA” gibi esnek ikili islemlerle birlikte birlesim,
kesisim islemleri tanimlanmis, bu islemlere De Morgan yasalar1 uygulanmistir. Maji ve
digerleri (2003) tarafindan tanimlanan esnek alt kiime tanimindan daha yaygin kabul goren
tanim ise Pei ve Miao (2005) tarafindan verilmistir. Bu ¢alismada ayrica, esnek alt kiime,
iki esnek kiimenin birlesimi, kesisimi kavramlarmni yeniden tanimlamistir. Aktas ve
Cagman (2005), bulanik kiimeler ve yaklasimli kiimeler kavramlar1 ve bunlarin 6zellikleri
iizerinde ¢alismis, devaminda Aktas ve Cagman (2007) esnek grup, esnek altgrup ve esnek
homomorfizma kavramim ilk defa vermislerdir. Ali, Feng, Liu, Min ve Shabir (2009)
esnek kiimelerin kisitlanmis birlesim, kesisim, fark ve genisletilmis kesisim kavramlarin
vermis ve iglemlerin 6zellikleri incelemislerdir. Yang, Lin, Yang, Li ve Yu (2009) aralik
degerli bulanik esnek kiime kavramini tamimlayarak, dagilma ve De Morgan kurallarini
incelemiglerdir. Qin ve Hong (2010) yeni bir esnek esitlik kavramini tanimlayarak, esnek
kiime islemleri ile esnek esitlik arasinda iliskilere bakmustir. Babitha ve Sunil (2010) iki
esnek kiimenin kartezyen ¢arpimini, Gong, Xiao ve Zhang (2010) bijektif esnek kiime ve
islemlerini, Feng, Li, Davvaz ve Ali (2010), yaklasimli bulanik kiimeleri, Jiang, Tang,
Chen, Wang ve Tang (2010) DL-kavramlarini kullanarak genisletilmis esnek kiime

teorisini, Sezgin ve Atagiin (2011a) esnek kiime islemleri arasindaki iliskileri ve



kisitlanmis simetrik farki, Ali, Shabir ve Naz (2011) esnek kiimeler ve islemlerinin
olusturdugu bir takim cebirsel yapilari calismistir. Neog ve Sut (2011) esnek kiimeler i¢in
timleyen kavramini yeniden tanimlayarak, De Morgan yasasmin gegerli oldugunu
gostermistir.  Singh ve Onyeozili (2012) ve Zhu ve Wen (2013) esnek islemleri
karsilastirmali olarak ele almistir. Feng ve Yongming (2013) ve Abbas, Ali ve Romaguera
(2014) esnek esitlikler iizerine ¢alismalar yapmistir. Onyeozili ve Gwary (2014) klasik
kiimelerdeki islemlerin oOzelliklerini, esnek kiimler teorisinde var olan islemler ile
karsilagtirmistir. Abbas, Ali ve Romaguera (2017) genellestirilmis sonlu esnek esitligi,
birlesimi ve kesisimi tanimlamistir. Sezgin, Ahmad ve Mehmood (2019) esnek kiimeler
icin genisletilmis fark adi verilen yeni bir islem tanimlayarak 6zelliklerini incelemistir. Al-
shami (2019), genellestirilmis sonlu esnek birlesim ve kesisim ¢alismasini detayl olarak
ele almistir. Al-shami ve EI-Shafer (2020) T-esnek esitlik ve T-esnek alt kiime iliskileri
tanimlamis, keyfi esnek kiime ailesi i¢in T-esnek birlesim ve T-esnek kesisim kavramlari
tanimlayarak, bunlar arasindaki iliskiyi formiile etmistir. Stojanovic (2021) genisletilmis
simetrik fark islemini tanimlamis, bu islemin O6zelliklerini incelemistir. Ali, Saleem,
Sundus, Khaleeq, Saeed ve George (2022), genellestirilmis yeni esnek esitlik kavramlari

ile ilgili teorik ¢aligmalar sunmuslardir.

Esnek kiime teorisi ayrica pek cok alana uygulanmis olup, oOzellikle karar verme
problemlerinde siklikla kullanilir hale gelmistir. Maji, Roy ve Biswas (2002) ¢ok aralikli
degerli bulanik esnek kiime kavramini verip tiimleyen, “VE/NVEYA” birlesim ve kesisim
gibi temel islemleri tanimlamis, bu tanimlarla karar verme problemlerinin uygulamasini
gergeklestirmislerdir. Chen, Tsang ve Yeung (2003), Maji ve digerlerinin (2002) yaptigi
esnek kiime indirgemesinin hatali oldugunu sdylemis ve ¢Oziimii i¢in yeni bir tanim
yapmislardir. Chen, Tsang, Yeung ve Wang (2005) esnek kiimeler igin parametre
indirgemesinin yeni bir tanimini vermislerdir. Xiao, Chen, Zhong ve Ye (2005) esnek bilgi
Orlintiilerinin taninmasina yonelik ¢oziimler Onermislerdir. Mushrif, Sengupta ve Ray
(2006) esnek kiime teorisini kullanarak dokularin siniflandirilmasina yonetmistir. Herawan
ve Deris (2010), esnek kiime teorisinin uygulanabilirligini grip hastaligina yakalandig:
diisliniilen hastalarin karar verilmesine yonelik kullanmiglardir. Herawan (2010) esnek
kiimeleri kullanarak tibbi karar verme konusu iizerinde ¢alismalar yapmistir. Cagman ve
Enginoglu (2010a), esnek kiime teorisini, belirsizlik i¢eren problemlere basarili bir sekilde

uygulayarak, esnek maksimum-minimum karar verme yontemini olusturmuslardir.



Cagman ve Enginoglu (2010b) esnek kiimeleri kullanarak, tek yonlii bir karar verme
yontemi olusturmuslardir. Feng, Li ve Cagman (2012) Cagman ve Enginoglu (2010a) dan
yola ¢ikarak klasik tiniter karar vermenin, tiniter karar verme yonteminin 6zel bir durumu
oldugunu gostermistir. Atagiin, Kamacit ve Oktay (2018) birden fazla karar vericinin
oldugu karar verme problemlerini tek bir iiriin kullanarak ¢6ziime ulagmislardir. Kamaci,
Saltik, Akiz ve Atagiin (2018) ters esnek kiimenin matris gdsterimini kullanarak yeni bir
karar verme algoritmasi sunmuslardir. Yang ve Yao (2020) kararsiz bulanik kiimeler
aracilifiyla karar verme problemlerinin ¢éziimii i¢in yeni bir karar yontemi sunmuslardir.
Petchimuthu, Garg, Kamaci ve Atagin (2020) verme siirecini hizlandirmak ve
kolaylastirmak igin algoritmalar olusturmuslardir. Zorlutuna (2021) esnek kiimelerin ters

goriintiilerini incelemis ve bunu karar verme problemlerine uygulanmustir.

Esnek karar verme yontemleri kadar, bir cebirsel yapinin esnek cebirsel formu da pek ¢ok
aragtirmaci tarafindan ¢alisilmistir. Bu alandaki ¢alismalarin Oniinii acan ¢alisma, Aktas ve
Cagman (2007) esnek grup ¢alismasidir. Jun (2008) esnek BCK/BCI cebirlerini ¢caligmistir.
Feng, Jun ve Zhao (2008) esnek yari halka tanimini yapmis ve cebirsel ozelliklerini
incelemistir. Esnek idealler, idealist esnek yar1 halkalar ve esnek yar1 halka
homomorfizmalar ile ilgili agiklayict ornekler vermistir. Jun ve Park (2008) esnek
BCK/BCI cebirlerinin cebirsel ozelliklerini bakmis, esnek idealler ve idealist esnek
BCK/BCI cebirleri kavramini tanitarak 6rneklerini sunmustur. Jun, Lee ve Zhan (2009)
esnek kiime kavramini BCI cebirlerindeki p-ideallerine uygulamiglar. Esnek p-ideali ve
esnek p-idealist BCI-Cebiri kavramini tanimlamistir. Bulanik p-ideali ve esnek p-idealist
BCI-Cebiri arasindaki iligkiyi incelemislerdir. Acar, Koyuncu ve Tanay (2010) esnek
halkalar, esnek halka idealleri, idealist esnek halkalar, esnek halka homomorfizmalar: ile
igili temel 6zellikleri aragtirmistir. Kazanci, Yilmaz ve Yamak (2010) esnek BCH-Cebirini
tamimlamig ve Ozelliklerini incelemistir. Esnek BCH-Cebiri ve esnek BCH-AIt cebirinin
genisletilmis kesisimi, ikili kesigimi, kartezyen ¢arpimi, kisitlanmis birlesimi kavramlarini
ortaya koymuslardir. Zhan ve Jun (2010) bulanik ve esnek kiime teorilerini BL-Cebirine
uyarlamistir. Jun, Lee ve Khan (2010) esnek sirali yar1 grup, esnek sirali alt yar1 grup,
idealist esnek sirali yar1 grup ve esnek siralt bir yar1 grubun esnek ideali kavramlarini
tanimlamiglar ve 6zelliklerini incelemislerdir. Jun, Song ve So (2011) bulanik esnek BCI
cebiri, bulanik esnek idealleri ve bulanik esnek p-idealleri tanimlamislardir. Sezgin ve

Atagiin (2011b), normalistik esnek grup ve normalistik esnek grup homomorfizmi



kavramlarini tanitmislardir. Sezgin, Atagiin ve Aygiin (2011) esnek yakin halkalar ile ilgili
teorik calismalar1 gelistirmislerdir. idealist esnek yakin halkalar1 incelemis ve 6zelliklerini
arastirmis, yakin halka epimorfizmleri ile iliskisini incelemislerdir. Sezer, Cagman ve
Atagiin (2014) yan gruplarda esnek kesisimli yar1 ideallerleri, esnek kesisimli i¢ idealleri
ve genellestirilmis ikili ideallerini tanimlamis ve olusan iliskiyi incelemislerdir. Diizenli,
yart diizenli, tam diizenli ve zayif diizenli yar1 gruplar1 tanimladiklar1 ideallerin
ozelliklerine gore belirlemislerdir. Sezer, Cagman, Atagiin, Ali ve Tiirkmen (2015) esnek
kesisimsel yar1 grup, esnek kesisimsel sol (sag) idealler ve esnek yar1 asal idealleri
tanimlamis ve diizenli, yar1 diizenli, tam diizenli ve zayif diizenli yar1 gruplar ile bu
ideallerin ozelliklerini karakterize etmislerdir. Ullah, Ahmad, Hayat, Karaaslan, Rashad
(2018) esnek kiime teorisindeki esnek kesisimsel grup ve AG-gruplar ile ilgili bir ¢alisma
yaparak esnek kesisimsel AG-gruplari tanimlamigdir. Ullah, Karaaslan ve Ahmad (2018)
esnek birlesimsel grup kavramini esnek birlesimsel AG-grubunu da kapsayacak sekilde
genisletmigler. Konjuge esnek birlesimsel AG-grup, normal esnek birlesimsel AG-grup
kavramlarin1 ortaya koyup Ozelliklerini detayli arastirmislardir. Karaaslan (2019) esnek
kiimelerde AG-grupoid, AG*-groupoid ve AG-bant ve o&zelliklerini incelemis, esnek
idempotent eleman, esnek kesisimsel ideal ve esnek kesisimsel AG-grupoidin esnek asal
ideali gibi kavramlar literatiire kazandirmigtir. Karaaslan, Ullah ve Ahmad (2021) normal
bipolar esnek alt grup, konjuge bipolar esnek alt grup, bipolar esnek grubun bipolar sol

(sag) kosetleri kavramlarini tanimlamislardir.

Esnek kiime islemleri, esnek kiime teorisinin temeli olusturmakta olup, gerek enek cebirsel
yapilar ile ilgili caligmalar gerekse de esnek karar verme yontemleri ile calismalar, esnek
kiime iglemleri temel alinarak yapilmaktadir. Maji ve digerleri (2003), Ali ve digerleri
(2009), Sezgin ve digerleri (2019), Stojanovic (2021) ¢alismalar1 incelendiginde, esnek
kiime islemlerinin kisitlanmis ve genisletilmis islemler olarak iki ayr1 baglikta ilerledigi
goriilmektedir. Eren (2019) esnek ikili pargali fark islemini tanimlamisiyla, yeni bir esnek
kiime iglem formu literatiire kazandirilmistir. Sezgin ve Calisici (2024), Eren (2019)
caligmasimi gelistirerek, klasik kiimelerde bulunan fark isleminin 6zelliklerini esnek ikili
parcali fark isleminde ¢alismistir. Cagman (2021) ve Sezgin, Cagman, Atagiin ve Aybek
(2023c¢) yeni ikili kiime islemlerini tanitmasiyla, bu islemler esnek kiimelere aktarilarak,
yeni kisitlanmis esnek kiime islemleri ve yeni genisletilmis esnek kiime islemleri

tanitilmistir (Aybek, 2024). Kisitlanmis ve genisletilmis islem formlarindan farkli ¢ok yeni



esnek kiime islemleri cesitli yazarlar (Sarialioglu, 2024; Akbulut, 2024; Sezgin ve Aybek,
2023; Sezgin ve Akbulut, 2023; Sezgin ve Demirci, 2023; Sezgin ve Sarialioglu, 2024,
Sezgin ve Yavuz, 2023a; Sezgin, Aybek ve Atagiin, 2023a; Sezgin, Aybek ve Giingor,
2023b; Sezgin ve Atagiin, 2023; Sezgin ve Cagman, 2024) tarafindan g¢alisilmis olup,
esnek kiime teorisinin en temel unsurlarindan olan esnek kiime islemleri teori ortaya
atildigindan bu yana arastirmacilar tarafindan gilincelligini koruyan bir konu olarak

calisilmaktadir.

Cebirsel yap1 bir veya daha fazla kiime ile birlikte bir veya daha fazla islemden olusur.
Cebirsel yapilar matematigin bir¢ok alaninda 6nemli bir yere sahiptir. Grup, halka ve cisim
gibi cebirsel yapilar modiiler aritmetik, say1 teorisi, fizik, kimya ve bilgisayar uygulamalari
gibi pek ¢ok alanda uygulanmaktadir. Ortak 6zelliklere sahip cebirsel yapilarin siniflara
ayrilarak, bir cebirsel yapinin hangi belli yapi ailesine ait oldugunu bulabilmek, bu ailenin
tim elemanlarinin hangi karakteristik 6zelliklere sahip oldugu sonucuna varabilmemize
imkan verir. Ornegin belli bir yapinin grup oldugunu anlayabiliyorsak bu yapinin gruplarin
tiim karakteristik 6zelliklerine sahip oldu sonucuna variriz. Sonug olarak soyut matematik
icin cebirsel yapilarin 6nemi oldukga 6nemlidir. Halkalar teorisi kadar yar1 halka teorisi de
giincelligini koruyan bir teoridir. Vandiver (1934) yar1 halkayi, Karvellas (1974)
terslenebilir yar1 halkayi, Reutenauer ve Straubing (1984) degismeli yar1 halkalari, Kim ve
Park (1996) yar1 halka ideallerini, Ebrahimi ve Ebrahimi (2008) sifir olmayan 6zdeslige
sahip degismeli yar1 halkalar1 ¢aligmistir. Chang (1958), Lukasiewicz Onerme mantigi
teoremi kullanilarak, MV-cebiri kavramini, Clifford (1954) yar1 kafes kavramini
tanimlamigtir. Birkhoff (1967) kafes, smirli kafes, dagilmali kafes, Boole cebiri, De

Morgan cebiri ve Stone cebiri kavramlarini incelemistir.

Bu tez ¢alismasinda, esnek kiime teorisine katkida bulunmak igin, yeni bir esnek kiime
islem formu olan tiimleyenli genisletilmis birlesim, tiimleyenli genisletilmis art1 ve
tiimleyenli genisletilmis teta islemleri tanimlanmis, 6rnekleri verilmis, islemlerin tiim
ozellikleri ele alinmig, bu islemlerin diger esnek kiime islemleri iizerine dagilmasina
bakilmis ve sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi {izerinde tiimleyenli genisletilmis
birlesim isleminin pek ¢ok cebirsel yapiyr olusturdugu gosterilerek, sadece esnek kiime

literatiiriine degil, klasik cebire de katkida bulunmak amaglanmustir.



Tez, alt1 boliimden olusmakta olup, ilk boliimiinde tezde kullanilan kavramlara yonelik
literatiir taramasi yapilmuis, ikinci boliimde yine tezde gecen kavramlarla ilgili bilgilere yer
verilmistir. Tezin Tig¢lincli, dordiincii ve besinci boliimlerinde sirasiyla, tiimleyenli
genisletilmis birlesim, tiimleyenli genisletilmis art1 ve tiimleyenli genisletilmis teta
islemleri tanitilmig, islemlerin tiim o6zellikler incelenmis, diger islemlerle ilisisini gérmek
icin, islemlerin diger islemlere dagilmasina bakilmistir. Ayrica, tiimleyenli esnek birlesim
isleminin, klasik kiimelerdeki birlesim isleminin sagladigi 6zellikleri saglayip
saglamadigina bakilmis, sonuglar Kkarsilastirmali olarak verilmistir. Ayrica, Sabit
parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde, tlimleyenli genisletilmis birlesim isleminin
sinirl bir yari-kafes oldugu ve tiimleyenli genisletilmis birlesim isleminin diger baz1 esnek
kiime islemleri ile birlikte komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halka, komutatif,
idempotent, birimli bir hemihalka, Bool Cebiri, De Morgan Cebiri ve MV-cebiri oldugu
gosterilmistir. Bu anlamda, esnek kiimeleri kullanarak, soyut cebirin amagclarindan biri
olan cebirsel yapilar elde etmek ve iizerine ¢alismalar sunmus olmanin 6nemi sonug

boliimde tartisilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Kiimeler

Cantor (1874) tarafindan matematige kazandirilan kiime, iyi tamimlanmis nesneler
toplulugudur. Bir kiime, birbirinden farkli nesnelerden olusur. Bu nesneler somut veya
soyut olabilir. Kiimeyi olusturan nesnelerin her birine “eleman(6ge)” denir. Bir kiimenin

belirlenebilmesi i¢in, elemanlarinin iyi tanimlanmis olmasi gerekir.

Kiimeler, X, Y, Z,... gibi bliyiik harflerle; kiimenin elemanlar1 ise X, Y, z,... gibi kii¢iik
harflerle gosterilir. Eger bir x elemani bir A kiimesine aitse bunu x € A; aksi halde x € A
seklinde gosterilir. Kiime teorisinde, lizerinde calisilan en genis kiimeye evrensel kiime
denir ve E ile; hi¢bir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir ve @ ile gosterilir (Aydin
ve Kandamar, 2013: 3-4).

Tezimiz boyunca, yeni bir esnek kiime islem formu olarak bazi tiimleyenli genisletilmis
islemler tanitilip 6zellikleri incelenecegi ve kiimeye dayali ispatlara yer verilecegi i¢in, bu
boliimde klasik kiimelerdeki temel kiime islemlerinin ozelliklerinin verilmesi uygun

gorilmiistiir.

2.1.1. Kesisim islemi

V ve Z iki kiime olmak tizere hem V kiimesine hem de Z kiimesine ait olan elemanlarin

kiimesine V ile Z nin kesisimi (arakesiti) denir ve VNZ ile gosterilir.

VNZ={x: XeV ve XeZ}

Kesisim isleminin temel 6zellikleri asagida belirtilmistir:

> (VNY)NZ=VN(YNZ) (Birlesme 6zelligi)
» VNZ=ZNV (Degisme ozelligi)
» VNP=0NV=0 (Yutan eleman 6zelligi)

» VNE=EN V=V (Etkisiz eleman 6zelligi)



vV V V V¥

vV VvV VY VvV VY Vv V

>

VNV=V (Denk giicliiliik 6zelligi)
VNZ=0& VCZ’. Benzer sekilde, VNZ=0&ZCV’
PSVNZ, VNZCE

VNZ=EeV=Z=E

VNZ=p= V=0 vV Z=@ veya V ve Z ayriktir.
VNZEV ,VNZcZ

VCZeVNZ=V

VNZ=VUuzZeV=Z

VNZcVuZ

VCEZ=VNTCZNT. Tersi dogru degildir.
VCY ve ZET = VNZSYNT

VN(VUZ)=VU(VNZ)=V (Yutma Kurali)

VN(ZUY)=(VNZ)U(VNY) (Kesisimin birlesim {izerine soldan dagilmasi)
(Vu2)NY=(VNY)U(ZNY) (Kesisimin birlesim tizerine sagdan dagilmasi)
VN(Z-Y)=(VNZ)-(VNY) (Kesisimin fark iizerine soldan dagilmasi)
(V-2)NY=(VNY)-(ZNY) (Kesisimin fark iizerine sagdan dagilmasi)

(Nesin, 2019: 7-59; Callalp, 1994: 1-7).

2.1.2. Birlesim islemi

V ve Z iki kiime olsun. V ye, Z ye veya her ikisine ait olan elemanlarin kiimesine V ile Z

nin birlesimi denir ve VUZ ile gosterilir.

VUuZ={x: XEV veya xeZ}

Birlesim igleminin 6zellikleri asagida belirtilmistir:

(VUY)UZ=VU(YUZ) (Birlesme 6zelligi)



» VUZ=ZUV (Degisme 6zelligi)
» VUP=PuUV=V (Birim eleman 6zelligi)

» VUV=V (Denk giicliiliik 6zelligi)

» VUE=EUV=E (Yutan eleman 6zelligi)

» VCVuzZ, Zzc Vuz

> @ cSVUZ,VUZCE

» VuZ=ZeVcZ

» VNzZcVvuz

» VUZ=VNZ&eV=Z

> VUZ=0=V=7=0

» VCZ=VUKCZUK. Tersi dogru degildir.

» VCKve ZCT=VUZCSKUT

» VN(VUZ)=VU(VNZ)=V (Yutma kurali)

» VU(ZNY)=(VUZ)N(VUY) (Birlesimin kesigim tizerine soldan dagilmast)
> (VNZ)uY=(VUZ)N(ZUY) (Birlesimin kesisim iizerine sagdan dagilmasi)

(Nesin, 2019: 7-59; Callalp, 1994: 1-7).

2.1.3. Fark islemi

V ve Y iki kiime olsun. V da olup Y de olmayan elemanlarin kiimesine V ile Y nin fark:

denir ve V\Y veya V-Y ile gosterilir.

V-Y={x: XeV, Xx¢Y}={XeV: x¢Y}

Bu tezimiz boyunca, V ile Y islemlerinin farki i¢in V-Y gosterimini tercih ediyoruz.

Asagida fark isleminin 6zellikleri verilmistir.

> V-Y £Y-V

> (V-Y)-ZAV-(Y-2)



v Vv Vv V¥V VvV VvV Y V V

>
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V-0=V, V-E=0

?-V=0 ve V-V=0

(V-Y)N(VNY)=0 ve (Y-V)N(VNY)=0
V-(V-Y)=VNY ve Y-(Y-V)=YNV

VNY=0@ ise V-Y=V. Buradan, VN(Y-V)=0 olup V-(Y-V)=V; YN(V-Y)=0 olup Y-
(V-Y)=Y; (V-Y)N(Y-V)=0 olup (V-Y)-(Y-V)=V-Y; (Y-V)N(V-Y)=0 olup (Y-V)-
(V-Y)=Y-V; (V-Y) N Y=0 olup (V-Y)-Y=V-Y

(V-Y)CV ve (Y-V)CY

V=(V-Y)U(VNY) ve Y=(Y-V)U(VNY)
VUY=(V-Y)U(Y-V)U(VNY)=(V-Y) UY=(Y-V)UV
VeYeV-Y=0

(VNY)-Z=(V-Z2)N(Y-Z) (Farkin kesisime sagdan dagilmast)
(VUY)-Z=(V-Z)U(Y-Z) (Farkin birlesime sagdan dagilmasi)
(V-Y)-Z=(V-2)-(Y-2) (Farkin farka sagdan dagilmasi)
V-(YNZ)=(V-Y)U(V-Z)

V-(YUZ)=(V-Y)N(V-2)

(Nesin, 2019: 7-59; Calhalp, 1994: 1-7).

2.1.4. Simetrik fark islemi

V ve Y kiimeleri verildiginde, VUY ye ait olup VNY ye ait olmayan elemanlarin

olusturdugu kiimeye K ile Y kiimelerinin simetrik farki denir ve XAY ile gosterilir.

VAY={x: xeVUY, x¢VNY}=(VUY)-(VNY)

Bu tanimin bir sonucu olarak VAY=(V-Y)U(Y-V) oldugu aciktir. Simetrik fark isleminin

ozellikleri asagida verilmistir.

(VAY)AZ=VA(YAZ) (Birlesme 6zelligi)
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VAY=YAV (Degisme 6zelligi)
VAP=@AV=V (Birim eleman 6zelligi)
VAV=0 (Ters eleman 6zelligi)
VAV’=VV’AV=E

(VAY)A(YAZ)=VAZ

V’AY’=VAY

VAY=VAZ=Y=Z (Kisaltma Kural1)

YV Vv Vv ¥V YV VY V V

VAYSVUY
VAY=p&V=Y
VSY= VAY=Y-V
VA(VNY)=V-Y

VUY=(VAY)U(VNY)

YV VvV V¥V V VY

VN(YAZ)=(VNY)A(VNZ) (Kesisimin simetrik fark islemi {izerine soldan
dagilmasi)

> (VAY)NZ=(VNZ)A(YNZ) (Kesisimin simetrik fark islemi {izerine sagdan
dagilmas1) (Karagay, Es ve Ibrahimoglu, 2017: 61-71).

2.1.5. Tiimleyen islemi

V bir kiime olmak iizere, evrensel kiimede olup, V de olmayan elemanlarin kiimesine V

nin timleyeni denir ve V ile gosterilir. O halde:

V= {x: x¢V}={x€E: x¢V}=E-V

Tiimleyen isleminin 6zellikleri agagida verilmistir.

> VUV’=E ve VNV’=Q

> E=Qpve@’=E
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> (V)=V
» VAE=EAX=V’

> (VUY)=V’NY’ (De Morgan Kural1)
» (VNY)=V’UY’ (De Morgan Kurali)

(Nesin, 2019: 7-59; Calhalp, 1994: 1-7).

2.2. Bazi Cebirsel Yapilar

Bu boliimde, tezde gegen bazi cebirsel yapilar ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

2.2.1. Tanim V bos olmayan bir kiime olmak iizere

@©:VXxV-V

fonksiyonuna, V kiimesi tlizerinde bir (ikili) islem denir (Aydin ve Kandamar, 2013:71). Bu
acidan, ikili islemler iki degiskenli fonksiyondur (Hacisalihoglu, 2007: 163).

@ ikili islemi, bir fonksiyon oldugundan V a,b€V i¢in, a@DbEV saglandig1 agiktir. Bu, V
kiimesinin (© islemine gore kapali olmasi demektir (Aydin ve Kandamar, 2013:71).
Herhangi bir kiimede tanimlanan islem/islemler bu kiime ile birlikte cebirsel yap1 olusturur
(Hacisalioglu, 2007:181). Cebirsel yapilarin diger adi, matematiksel yapt ya da

matematiksel sistemdir.

2.2.2. Tanim G bos olmayan bir kiime ve (@ bu kiime {izerinde bir ikili islem olmak {izere
agagidaki sartlari saglayan (G,(®) cebirsel yapisina bir grup denir.
Gy)Vab,ceGicin(@a@b)®@c=a@(b®c)
G,)Oyle bir e €G vardir ki Va€G i¢cin a@e=e®a=a olmalidir (e
elemanina G’nin birim elemani denir).

Gs3) €, G nin birim eleman1 olmak iizere, G kiimesindeki her bir a elemant igin

a@a =a @a=¢e
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olacak sekilde bir tek a’ € G vardir (a’ elemanma a elemaninin tersi denir ve a™? ile
gosterilir). Va, beG i¢in a@b=b@a sartin1 saglayan (G,() grubuna ise degismeli grup
denir (Bayraktar, 2006:88).

Burada; (G;) sartin1 saglayan (G,() cebirsel yapisina yar1 grup; (G,) ve (G,) sartlarin
saglayan (G,®) cebirsel yapisina monoid; V a,b € G i¢in a @ b € G sartin1 saglayan
(G,®) grubuna grupoid denir.

(V,®) bir grupoid olsun. Yve V i¢in e(®Vv =V olacak sekilde e€V var ise, ¢ elemanma V
nin sol birim elemani; v@®e=v olacak sekilde e€EV varsa, e elemanina V nin sag birim
elemani denir. Birim eleman hem sag birim, hem de sol birimdir ve tektir. (V,®), birim
elemani e olan bir cebirsel yap1 olsun. v €V igin V'@v=e olacak sekilde V'EV var ise, V'
elemanina v elemaninin sol ters elemani; v@Vv'=e olacak sekilde V'€V varsa, V' elemanina
v elemaninin sag tersi denir. v elemaninin tersi, hem sag ters, hem de sol terstir ve tektir.
Vv EV igin, y@V=y olacak sekilde yEV varsa, y elemanina V nin sol yutan elemant;
v(@y=y olacak sekilde yEV varsa, y elemanina V nin sag yutan elemani denir. Yutan
eleman hem sag yutan, hem de sol yutan elemandir ve tektir (Kilp, Knauer and Mikhalev,
2001).

2.2.3. Tanim (S, ®) bir cebirsel yap1 olsun. s €S igin, s?>=s ise s elemanina idempotent
eleman denir. VS€S icin, s>=s ise, (S, @) cebirsel yapisina idempotentir denir. idempotent
yar1 gruba bant; idempotent ve degismeli yarigruba yar1 kafes, idempotent ve degismeli

monoide sinirh yar1 kafes denir (Clifford, 1954).

Bir monoidin birim elemani tek olmasina ragmen bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
sol birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sol birime sahip ise, sag birim elemam yoktur,
dolayisiyla birim eleman1 yoktur. Benzer sekilde, bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
sag birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sag birime sahip ise, sol birim eleman1 yoktur,

dolayisiyla birim eleman1 yoktur (Clifford, 1954).

Benzer sekilde, bir grupta her elemanin tersi tek olmasina ragmen, bir monoidde bir
elemanin bir veya birden ¢ok sol tersi olabilir; fakat o eleman birden ¢ok sol terse sahip

ise, sag terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir. Benzer sekilde bir
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monoidde bir elemanin bir veya birden ¢ok sag tersi olabilir; fakat o eleman birden ¢ok sag
terse sahip ise, sol terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir (Clifford,
1954).

2.2.4. Tanim R bostan farkli bir kiime, “+” ve “@®” R kiimesi iizerinde taniml birer ikili
islem olsun. (R, +, ©®) cebirsel yapisi asagidaki ozellikleri sagliyorsa (R, +, (©) tigliisiine
bir halka denir.

» (R, +) degismeli bir gruptur.

> (R, @) yarigruptur.

> VXY,ZERigin X©@ (Y +2) =X@Yy + XE@zve (X +Yy) @z =X©@z+y@®z

(R, +, ©®) halkas1 kisaca R ile gosterilir. (R, +) nin birim elemani Oy ile gosterilir ve R
halkasinin sifir1 denir. R halkas1 VX,YER i¢in X@y=y(@Xx sartin1 sagliyorsa R’ye degismeli
halka denir. R halkasinda VX€ER i¢in, x(@e=e(@x=x olacak sekilde bir ¢ER var ise, e ye R
nin birim eleman1 denir ve 1r ile gosterilir. Birim elemana sahip halkaya birimli halka

denir. Birim elemana sahip halkaya birimli halka denir (Bayraktar, 2006:177).

2.2.5. Tanim S bostan farkli bir kiime, “+” ve “(@®” S kiimesi lizerinde tanimli birer ikili
islem olsun. (S, +, ©®) cebirsel yapis1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (S, +, @) tgliisiine
bir yarihalka denir.

» (S, +) yarigruptur.
> (S, @) yarigruptur.

» VX, ¥,Z€Sicin XY +2) =x@Yy +x@zve (X +y)@z =X@z + y©z

Her X, YES i¢in, X+y=y+z ise S yar1 halkasina toplamsal degismeli yarihalka; her X, y€S
icin X@Y=y@x ise S yar1 halkasmna carpimsal degismeli yarihalka;, her X€S igin,
X@1=1@@x=x olacak sekilde 1€S varsa yani carpimsal birimli yarihalkaya birimli
yarthalka denir. Her X€S i¢in 0@Xx=x(©@0=0 ve 0+x=x+0=X olacak sekilde 0€S varsa, 0€S
elemanina S yarthalkasinin sifirt denir. Toplamsal degismeli ve sifirli yarihalkaya

hemihalka denir (Vandiver,1934).
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2.2.6. Tanim L bostan farkli bir kiime, “V” ve “A” S kiimesi tizerinde tanimli birer ikili
islem olsun. (L, Vv, A) asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, (L, Vv, A) tgliisiine bir kafes (latis)

denir.

» (L, V) degismeli, idempotent bir yar1 grup (yar1 kafes)
» (L, A) degismeli, idempotent bir yar1 grup (yar1 kafes)

» Herab,c €L i¢in, av(aAb)=aA(aVb) (yutma kurali)

Her iki isleme gore birim elemana sahip olan kafese siirli kafes denir. Siirli kafeste
genellikle L nin A islemine gore birim eleman1 1 ile gosterilirken, V islemine gore birim
eleman 0 ile gosterilir. Sinirli L kafesi, her a € L i¢in aAa’ =0 ve ava=1 olacak sekilde bir
a elamanina sahip ise L ye tiimlenmis kafes denir. Dagilma kurallar1 gecerli olan kafese
dagilmali kafes denir. Smurli, dagilmali, ayn1 zamanda tiimlemeli olan kafese Boole cebri
denir. De Morgan yasalarina yani her X, yeL i¢in (X V y)'=x Ay’ ve (X A y)' =x' V y’ sahip
kafese De Morgan cebiri denir. De Morgan cebiri her x,yeL i¢in XAx'<yVvy' sartini
sagliyorsa, Kleene cebiri denir. XEL olmak iizere, X A X*= 0 ve X A y=0 oldugunda y < x*
ise x* elemanina X in sézde timleyeni denir. x*v(x*)*=1 esitligine Stone ozelligi denir.
Stone 6zelligini saglayan sozde tiimlenmis dagilmali kafese Stone cebiri denir (Birkhoff,
1967).

2.2.7. Tanim M bostan farkli bir kiime, “©” M de bir ikili islem ve “*” M de bir birli islem
olsun. 0 herhangi bir X,y€M i¢in asagidaki aksiyomlari saglayan bir sabit ise (M, ©®,*,0)
yapisina bir MV-cebiridir denir.

> (M, @, 0) degismeli monoiddir.
> x")'=x
> 0" @ x=0"

> (X @) ©y=(y’ @)’ © x (Chang, 1958).

2.3. Esnek Kiimeler

Bu bdliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlara yer verilecektir.
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2.3.1. Tamim U evrensel kiime, E parametreler kiimesi, P(U) U'nun kuvvet kiimesi ve V €
E olarak verilsin. Bir (F,V) sirali ikilisi U iizerinde esnek kiime olarak adlandirilir.
Burada F,

F:V - P(U)

ile verilen bir fonksiyondur. Baska bir sekilde ifade edecek olursak, U iizerinde bir esnek

kiime, U evreninin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir ailesidir. (Molodtsov, 1999).

(F,V) esnek kiimesi gosterimi, bazi kaynaklarda Fv seklinde gosterilse de Molodtsov
(1999) ve Maji ve digerleri (2003) calismasinda da kullanilan esnek kiimenin (F,V)
gosterimi bu tez boyunca tercih edilmistir. Molodtsov tarafindan ortaya atilan bu tanim,
Cagman ve Enginoglu (2010a) tarafindan yeniden diizenlenerek asagidaki tanimi
vermislerdir. Bu tezde, aslina sadik kalarak ilk olarak Molodtsov (1999) tarafindan verilen

esnek kiime tanimini kullanilacaktir.

E parametreler kiimesinin bir V alt kiimesi ile birden fazla esnek kiime tanimlanabilir. Bu
durumda bu esnek kiimeler (F,V), (G,V), (H,V) vb. seklinde gosterilecektir. Ayrica, E
parametreler kiimesinin V,Y,Z vb. farkli alt kiimeleri ile de birden fazla esnek kiime

tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler (F,V), (F,Y), (F,Z) vb seklinde olur.

U tizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi (parametre kiimesi ne olursa olsun) Sg(U) ile
gosterilecek olup; V, E kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {iizere, sabit V parametre
kiimesi ile U iizerindeki tim esnek kiimelerin kiimesi, Sy(U) ile gosterilecektir. Yani,
Sy(U) kiimesinde, parametre kiimesi sadece V olan esnek kiimeler yer alirken; Sg(U)
kiimesinde, parametre kiimesi herhangi bir kiime olan U iizerindeki tiim esnek kiimeler yer
alabilir. Sy(U) kiimesinin Sg(U) kiimesinin alt kiimesi oldugu agiktir. Tanim kiimesi bos
kiime olacak sekildeki, F:@ —V fonksiyonuna bos fonksiyon denildigi bilinmektedir.
Esnek kiime de bir fonksiyon oldugundan, tanim kiimesi @ alinirak, F:@ —P(U) olacak
sekilde bir esnek kiime tanimlanabilecegi asikardir. Boyle esnek kiimeye, bos esnek kiime
denilir ve @y ile gosterilir. @y, parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiimedir (Ali ve

digerleri, 2011). Bu tez boyunca (F,V)= @, diye belirtilmedigi siirece V=0 alinmayacaktir;
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yani aksi belirtilmedigi siirece, esnek kiimelerin tiimii bos esnek kiime olan @, den

farklidir.

2.3.2. Ornek U satin almak icin iizerinde diisiiniilen cep telefonlarm bir kiimesi, E’nin de
parametrelerin kiimesi oldugunu kabul edelim. Her bir parametre bir kelime veya bir

climledir.
E={kullanigh, uygun fiyatl, pil 6mrii yiiksek, yiiksek depolama kapasiteli, gosterisli}

olsun. Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, “kullanish telefon, uygun fiyath telefon
vb.” olusturmak demektir. (F,E); esnek kiimesi Omer Bey’in almay: diisiindiigii “cep
telefonlarin g¢ekiciligi” olarak tanimlanir. U evrensel kiimesinde asagidaki sekilde verilen

alt1 tane telefon oldugunu diistinelim.
U= {ulr Uy, Uz, Uy, Us, u6} veE = {0(1, A2, A3, Oy, aS}! V:{al' a3, 0(4}

olsun. Burada, oy "kullanigh parametresini; a, "uygun fiyath" parametresini; a; "pil 6mrii
yiksek" parametresini; a, "yiiksek depolama kapasiteli”; ag “gosterigli” parametresini
temsil etsin. Buna gére cep telefon almaya gelen Omer Bey icin (F,V) esnek kiimesini

olusturalim. Bunun i¢in 6nce verilen parametrelere gore cep telefonlarini siniflandiralim:

F(ay) = {up, uz, ug}, Flaz) = {uy}, F(ay)=U

Bu durumda esnek kiimemiz,

(F; V) = {(0(1, {uZ,u3f U4}), ((13, {U4}), (0(4,, U)}
seklinde olur.

2.3.3. Tanim (F,V) € Sg(U) olsun. Her v €V i¢in; F(v)=0 ise (F,V) esnek kiimesine V ye
gore bos esnek kiime denir ve @t ile gosterilir. (F,E), U lizerinde bir esnek kiime olsun.
Her v €E i¢in; F(v)=0 ise (F,E) esnek kiimesine E ye gore bos esnek kiime denir ve @ ile

gosterilir (Ali ve digerleri, 2009).
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2.3.4. Tanim (F,V) € Sg(U) olsun. Her v €V i¢in; F(v)=U ise (F,V) esnek kiimesine V ye
gore mutlak esnek kiime denir ve Uy ile gosterilir. (F,E), U iizerinde bir esnek kiime olsun.
Her v €E i¢in; F(v)=U ise (F,E) esnek kiimesine tam esnek kiime denir ve Ug ile gosterilir
(Ali ve digerleri, 2009).

2.3.5. Tamim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Eger, VEY ve her VEV igin F(v)=G(v) ise
(F,V) ye (G,Y) nin esnek alt kiimesidir denir (F,V)E(G,Y) gosterilir. Eger (G,Y), (F,V) nin
esnek alt kiimesi ise (F,V) ye (G,Y) nin esnek iist kiimesidir denir ve (F,V)3(G,Y) ile
gosterilir. Eger (F,V)E(G,Y) ve (G,Y)E(F,V) ise (F,V) ve (G,Y) esnek kiimelerine esnek
esit kiimeler denir (Pei ve Maio, 2005).

Alan yazindaki diger esnek alt kiime ve esnek esit kiime tanimlari ve bu tanimlar
arasindaki iligkiler i¢in, Maji ve digerleri, 2003; Qin ve Hong, 2010; Jun ve Yang, 2011;
Liu, Feng ve Jun, 2012; Feng ve Yongming, 2013; Abbas, Ali ve Romaguera, 2014;
Abbas, Ali ve Romaguera, 2017; Al-shami, 2019; Al-shami ve El-Shafer, 2020; Ali,

Saleem, Sundus ve Khaleew, 2022 ¢alismalarindan faydalanilabilir.

2.3.6. Tanim (F,V) € Sg(U) olsun. (F,V) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni (F,V)" =(F',V)
ve her VeV i¢in; F'(v)=U-F(v) seklinde tanimlanir. (Ali ve digerleri, 2009).

Buradan, (04)=Ua, (Ua)'=0,, (Pg)'=Ue, (Ue)'=0g, (09)'=0y (Timleyende parametre
kiimesi degismedigi ve parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiime @4 oldugu icin)

((F,2))=(F,Z). Ayrica, @, E(F,Z) € Ua € Ug oldugu aciktir. (Ali ve digerleri, 2011).

Bu zamana kadar yapilan c¢alismalar incelendiginde, esnek kiime islemlerinin, asagida
verildigi sekilde, kisitlanmis ve genisletilmis islemler olmak iizere iki kategoride ilerledigi

gorilmektedir.

2.3.7. Tanim (F,V) ve (G, Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,V) Nng (G, Y) ile
gosterilen kisitlanmis kesisimi Z =V NY ve Vv € Z i¢in H(v) = F(v) N G(v) olmak {izere
(F,V) ng (G, Y) = (H,Z) olarak tanimlanir (Pei ve Miao, 2005). Burada, Z=VNY =0
ise (F,V) N (G, Y)=0@y (Ali ve digerleri, 2011).
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2.3.8. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,V) Uy (G,Y) ile
gosterilen kisitlanmig birlesimi Z = VN 'Y ve Vv € Z i¢in H(v) = F(v) U G(v) olmak iizere
(F,V) Ug (G,Y) = (H, Z) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009) .Burada, Z=VNY =
@ ise (F,V) Ur (G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.9. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,V)\k(G,Y) ile
gosterilen kisitlanmig farki Z=VNY ve Vv €Z icin H(v) = F(v)\G(v) olmak {izere
(F,W\x(G,Y) = (H,Z) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009) . Burada, Z=VNY =0
ise (F,V)\r(G, Y)=0¢y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.10. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,V)Ag(G,Y) ile
gosterilen kisitlanmig simetrik fark Z =V NY ve Vv € Z i¢in H(v) = F(v)AG(v) olmak
tizere (F,V)Ax(G,Y) = (H,Z) olarak tanimlanir (Sezgin ve Atagiin, 2011a). Burada, Z =
VNnY =0ise (F,V)AR(G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.11. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis birlesimi
(H,Z)’dir. BuradaZ = VU Y ve Vv € Z i¢in,

F(v), VEV-Y
H(v) = G(v), VEY-V
FW)uG(v), vevny

ile tanimlanir, (F,V) U, (G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003).

2.3.12. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis kesigimi
(H,Z)’dir. BuradaZ = VU Y ve Vv € Z i¢in,

F(v), VEV-Y
H(v) = G(v), VEY—-V
Fv)NG(v), vevVny

ile tanimlanir, (F,V) Ng (G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Ali ve digerleri, 2009).
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2.3.13. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis fark
(H,Z)’dir. Burada, Z =V U Y ve Vv € Z i¢in,

F(v), VEV-Y
H(v) = G(v), vVEY-V
F(v)=G(v), vevny

ile tanimlanir, (F, V)\<(G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Sezgin ve digerleri, 2019).

2.3.14. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis simetrik
farki (H, Z)’dir. Burada, Z =V U Y ve Vv € Z igin,

F(v), vVEV-Y
H(v) = G(v), VEY-V
F(v)AG(v), vevny

ile tanimlanir, (F,V)A.(G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Stojanavic, 2021).

2.3.15. Ornek E={X;, 8, N3,X, R:,Xs} parametreler kiimesi V={X;, X,,Nc, X} ve
Y={X;, N3, X, }, E nin iki alt kiimesi olsun. (F,V) ve (G,Y), U={h;,h,,h;,h,,h:} lizerinde
asagidaki sekilde tanimli iki esnek kiime olsun:
(F.V)={(®; .{hhshs}), (Rz,{h1,hz,hs}),(Rs,{hz,h3,hs5}).(Re.{hy,hs,hs 1)},
(G.Y)={(R1.{hy,h3,hs}), (R3,{h3,hs}),(Rs.{ hy, h3 hs})}
Bu durumda,
> (F.V) Ue(G,Y)={(R1,{hy hz, h3 ha}),(R2.{hy hz,hs ), (R3,{hs,hs), (R4, {hyhs,hs3).(
Ns{hz,h3,hs}),(Re.{hs,ha,hs 1}
> (F.V) Ne(GY)={(R1,{h3 hs}),(R2.{hy,hz,hs}),(Rs,{h3,hs}), (R4, { hy,h3,hs3),(Rs.{
hy,h3,hs5}),(Re,{hs,hs,hs 1}
> (FV) \ (G Y)={(R1,{h;}),(X2,{hy hz,hs}),(Rs,{hs,hs}), (R, { hy b3, hs}),(Ks, {ho,
h3,hs}),(Re.{hy,hy,hs})}
> (FV) Ac(GY)={(Ry,{hy h2}),(Rz,{hy,hz,h5}),(¥3,{hs,hs}),(Ra,{ hy,hz,hs3),(8s,{

h21h3th})!(x61{h1!h41h5})}
> (F1 V) Ur (G,Y) :{(Nli{h1!h21h3!h4})}
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> (R, V) nr(G)Y) ={(Ry,{hs, h,})}
> (R V) \g GY)={(X:.{h: )}
> (F,V) AR (G’Y):{(va{hl 1h2})}

Cagman (2021) kapsayici ve dislayict timleyen seklinde iki yeni tiimleyen tanimlamistir. +
ve 0 sirastyla, kapsayici ve dislayici tiimleyenleri gdstermek ve V ve Y iki kiime olmak
tizere, bu ikili islemler, V+Y=V’UY, VOY=V’NY’ olarak tanimlanmigtir. Sezgin ve
digerleri (2023c), bu iki islem arasindaki iligkileri incelemis ve ayrica bunun gibi {i¢ yeni
ikili islem tanimlayip, bunlarin birbirleriyle olan iliskisini incelemistir. V ve Y iki kiime
olmak iizere V*Y=V’UY’, VyY= V’NY, VAY=VUY’. (@ kiimelerdeki islemleri
gostermek tizere (@ burada N, U, —,A,A,y,0,+,* gibi kiime islemlerini gostermek iizere)
esnek kiimelerdeki kisitlanmis islemler, genisletilmis islemler, tiimleyenli genisletilmis
islemler, esnek ikili pargali islemler, tiimleyenli esnek ikili pargali islemler asagida verilen

genellenmis tanimlar ile genel formda verilebilir:

2.3.16. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin (F,V) @g (G,Y) ile
gosterilen kisitlanmis © islemi, Z=VNY ve Vv € Z i¢in H(v) = F(v) © G(v) olmak
tizere (F,V) @% (G Y) = (H,Z) olarak tanmimlanir. Burada, Z=VNY=0 ise
(F,V) @r (G, Y)=0y (Al ve digerleri, 2009; Sezgin ve Atagiin, 2011a; Aybek, 2024).

2.3.17. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis @ islemi
(H,Z)’dir. Burada, Z = VU Y ve Vv € Z igin,

F(v), VEV-Y
H(v) = G(v), VEY-V
Fv)©@©G(v), veVNY

ile tanimlanir ve (F,V) @ (G, Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003; Ali ve
digerleri, 2009; Sezgin ve digerleri, 2019; Stojanavic, 2021; Aybek, 2024).

2.3.18. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin tiimleyenli genisletilmis
@ islemi (H,Z)’dir. BuradaZ = VU Y ve Vv € Z i¢in,
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F'(v), VEV-Y
H(v) = G'(v), VEY—-V
Fv)@G(v), vevny

*
ile tanimlanir ve (F,V) ® (G, YY) = (H,Z) seklinde yazilir (Sarialioglu, 2024; Akbulut,

2024).

2.3.19. Tanim (F,V) ve (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin esnek ikili parcali ®
islemi (H, V) dir ve Vv € V igin,

_ F(v), vVEV-Y
H(v) = {F(v) ®G(v), veEVNY

ile tanimlanir ve (F, V)é(G, Y) = (H,V) seklinde gosterilir (Eren, 2019; Sezgin ve Yavuz,

2023a; Sezgin ve Yavuz, 2023b; Sezgin ve Calisici, 2024, Yavuz, 2024).

2.3.20. Tanim (F,V) ve (G,Y), U tizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

tiimleyenli esnek ikili pargalt @ islemi (H, V)’dir ve Vv € V igin,

_ F'(v), VEV—-Y
HW}'&@)@G@) VEVNY

%k
ile tamimlanir ve (F,V)~(G,Y) = (H,V) seklinde gosterilir (Sezgin ve Demirci, 2023;
©

Sezgin ve Aybek, 2023; Sezgin ve digerleri, 2023a,2023b; Sezgin ve Atagiin, 2023; Sezgin
ve Yavuz, 2023a; Sezgin ve Cagman, 2024; Sezgin ve Sarialioglu, 2024).
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3. TUMLEYENLIi GENISLETILMIS BiRLESIM iSLEMI

Bu bdliimde, tiimleyenli genisletilmis birlesim adi verilen yeni bir esnek kiime islemi
tanitilmig, 0rnegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile

olan iligkisine bakilarak dagilma kurallar1 incelenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.

3.1. Tanim (F,Z) ve (G,B), Ulizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimenin

%k
(F, %) U (G, B) ile gosterilen tiimleyenli genisletilmis birlesim islemi $ =Z2UB ve VX € §;

F (R), NeZ-B
H®)=4 G(X), REB-Z
F(X)UG(XR), NeZNB

%
olmak tizere (F,Z) U (G,B) = (H,S) ile tanmimlanir.

3.2. Ornek E={e;,e,,e3,e,} parametre kiimesi Z={e;, es} ve B={e,, e5, e,} E nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,,h3,h,,hs} evrensel kiime olmak iizere (F,Z) ve (G,B), U iizerinde

(F.2)={( e1,{h;hs}),(es,{hy,hy,hs 1)} (G,B)={(e2,{h1,h4,h5}),(e3,{h2,h3,h,}),(e4,{h3 b5
. %k
B} olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,Z) U (G,B)=(H,ZuB) olmak {izere

VX €ZUB;

F (), NeZ-B
H®)=4 G'(N), NEB-Z
F(N)UG(R), NeZNB

Burada, ZuUB={e;,e,,e;,e,}, Z-B={e;}, B-Z={e,,e;}, ZNB={e;} olmak iizere,

H(e;) =F’(e;)={ hy,h3,h.}, H(ey) =G’(ez)={h,,h3}, H(e,) =G’(e4)={h;hy,hy} ve
i *

H(e3)=F(e3)UG(e3)={hy,h; hs}ufh, hs,h,}={h; h;,h3,h,,hs}.Boylece,(F, Z) US(G’B):{

(e1,{hy,h3hy}), (e, { hy,hs}) (e3,{hy,hyhshy hs}) (4, {hy hy, hy} )

3.3. Teorem (islemin Cebirsel Ozellikleri)
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1) ?je, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.

*
isleminin, Sg(U) tlizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
&

Ispat: U

0.+ SE(UIX Se(U)~ Se(U)

(F.2). (GB) = (F.2) |, (GB)=(H, % UB)

*
olup, (F,Z2) ve (G,B), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F, Z) U (G,B) de, U iizerinde

bir esnek kiimedir.
* * * *
2 [F2) |, GBI |, 9 # (F2) |, [GB) HS)
Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim. (F, Z) U (G,B)=(T,ZuUB) olsun. Burada, YXeZUB,;

F(R), REZ-B
TR)=4 G(X), XEB-Z
F(X)UG(X), N€EZNB

(T.2UB) | (H.$) =(M,ZUBUS) olsun. Burada VReZUBUS;

T'(R), X€E(ZUB)-S
M(R)={ H'(X), XES-(ZUB)
T(X)UH(X), Ne(ZUB)NS

Buradan,
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( F(R), RE(Z-B)-S=ZNB'NS'

G(X), Re(B-2)-S=Z'NBNS'
F'(R)NG'(R), Xe(ZnB)-S=ZNBN§S'
M(X)={ H'(X) XES-(ZUB)=Z'NB'NS
F'(R)UH(R), Re(Z-B)NS=ZNB'NS
G'(R)UH(R), Xe(B-Z2)NS=Z'NBNS
(F(R)UG(R))UH(R),  RE(ZNB)NS=ZNBNS

k
Simdi esitligin sag tarafina yani (F,%) U [(G,B) 3 (H,9)] bakalim.
& &

(GB) !, (H.$)=(K.BUS) olsun. Burada vXeBUS;
G (X), NEB-S
K®)=4 H(), XeS-B
G(X)UH(X), REBNS

%
(F,2) U (K,BUS) =(S,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

F(X), REZ-(BUS)
S(N)={ K'(X), RE(BUS)-Z
F(X)UK(R), NeZN(BUS)

Buradan,

(F(X), ReZ-(BUS)=ZNB'NS'

G(R), Re(B-S)-Z=Z'NBNS'

H(R), NXe(S-B)-Z=Z'NB'NS

S(X)=4 G'(R)NH'(X), NE(BNS)-Z=Z'NBNS
F(R)UG'(R), NEZN(B-$)=ZNBNS'
F(X)UH'(X), NEZN(S-B)=ZNB'NS

\F(X)U(G(RX)UH(X)), REZN(BNS)=ZNBNS

b
Boylece, M#S oldugu goriliir. Yani, Sg(U) kiimesi {izerinde,

islemi birlesme
US

ozelligine sahip degildir.
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NED |, G215 H=FD | (G2 |, (HA

Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim (F, Z) U (G,2)=(T,ZUZ) olsun. Burada, VXeZUZ=Z;

G(R), NezZ-Z=0

F (R), REZ-Z=0
T(X)=
F(X)UG(X), REZNZ=Z

(T.2) |, (HZ)=(M,2uZ) olsun. Burada vXeZ;
&
T (R), REZ-Z=0
M(R)=1 H'(R), REZ-Z=0
T(X)UH(X), NEZNZ=Z
Buradan,

T (X), REZ-Z=0
M(R)= H (X)), NEZ-Z=0

(F(RX)UG(R))UH(R), ReZNZ=Z

* * *
Simdi sag tarafa yani (F,Z) U [(G,2) U (H,2)] bakalim. (G, Z) U (H,2)=(L,ZU%) olsun.

Burada, VXeZ;

G (R), NEZ-Z=0
LX)={ HW), NEZ-Z=0
G(N)UH(X), ReZNZ=Z

%
(F,2) U (L,Z) =(N,ZU?Z) olsun. Burada VXeZ,
&

F(R), REZ-Z=0
N®)=1 L), REZ-Z=0

F(X)UL(X), NeZNZ=Z
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Buradan,

F(R), REZ-Z=0
NX)=1 L'(N), NEZ-Z=0
F(X)UG(R)UH(R)), REZNZ=Z

Boylece, M=N oldugu goriiliir. Yani, ZC E sabit bir paramere kiimesi olmak iizere, Sz(U)
kiimesi lizerinde U isleminin birlesme 6zelligi vardir.
&

HF2) | GB=GB) | F2).

Ispat: Oncelikle esitligin her iki tarafindaki esnek kiimenin parametere kiimeleri ZUB olup,

esnek esitligin ilk sartt saglanmis olur. Simdi esitligin sol tarafina bakalim.

%
(F, %) U (G,B)=(H,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

F(R), NeZ-B
H®)=4 G'(X), NEB-Z
F(N)UG(R), N€eZNB

Simdi esitligin sag tarafina yani (G,B) |, (F.2) bakalm.(G,B) *, (F.2)=(T,BUZ) olsun.
& &
Burada YXeBUZ;
G (R), NEB-Z
TN)={ F), NeZ-B
G(R)UF(X), NeEBNZ
Boylece, H=T oldugu goriiliir. Benzer sekilde, (F, Z) U (G.2)=(G, %) U (F,%). Yani, Sg(U)

ve Sz(U) kiimeleri lizerinde |, isleminin degisme 6zelligi vardir.
&

U

5) (F, %) i(F,Z):(F,Z).
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, e
Ispat: (F,2) U (F,Z)=(H,ZUZ%) olsun. Burada YXeZ,

F (), REZ-Z=0
H®)={ FR), REZ-Z=0
F(X)UF(R), XeZNZ=Z
Buradan, VReZ; H(X)= F(X)UF(X)=F(X) olup (H,Z)=(F.2).

Sk(U) kiimesi iizerinde 3 islemi denk giicliiliik (idempotent) 6zellige sahiptir.
&
% *
6) (FJ Z) US®ZZ®Z UE(F,Z):(F,Z)

. %
Ispat: @;=(S,Z) olsun. VXeZ; S(X)= 0. (F, %) U (S.,2)=(H,ZUZ%) olsun. Burada, VYXeZ;

F (), REZ-Z=0
H®X)={ S'®), REZ-Z=0
F(X)US(X), RNeZNZ=Z
Buradan VXeZ; H(X)= F(R)US(X)= F(X)UB=F(X) olup, (H,Z)=(F,Z).

Sz(U) kiimesi tizerinde isleminin birim eleman1 @z esnek kiimesidir.

U,

3.3.1. Sonug¢ Z < E sabit bir parametre kiimesi olmak tizere, Teorem 3.3 (1), (3), (4), (5) ve

(6) dan (Sz(V), 3 ) cebirsel yapis1 birimi @z olan komutatif, idempotent bir monoid yani
&

smirlt bir yari-kafestir. Teorem 3.3 (2) den, Se(U) kiimesi {izerinde o

islemi birlesmeli
US

olmadig i¢in bir yarigrup olusturamaz, (Sg(U), 3 ) cebirsel yapist bir grupoiddir.
&

7)(F,Z >X<U_U * F,Z)=U

)(,)USZ_ZU&-(,)_ Z

. %
Ispat: Uz=(T,Z) olsun. Burada VXeZ; T(X)=U. (F,%) U (T,A) =(H,ZUZ) olsun. Burada
&

VREeZ:



29
F (X), NEZ-Z=0
H®)={ T(X), NEZ-Z=0
F(X)UT(X), NEZNZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= F(X)UT(X)= F(X)uU=U olup (H,Z)= U,.

Sz(VU) kiimesi iizerinde isleminin yutan elemani1 Uz esnek kiimesidir.

UE

% %k
8) (F,.2) n, Dp= Dy ms(F,Z) =(F.2)"

Ispat: g= (K, @) ve (F,Z) S (K, ) = (Q,Z2UQ) = (Q, Z) olsun. Burada VXe Z;

F (R), NEZ-P=Z
QX)=1 K(N), NED-Z=0

F(R)UK(R), NeEZNP=0

Buradan, YXeZ; Q(X)= F’(X) olup (Q.,Z) = (F,2)".

9 (F.%) i(F,Z)f: F2) ) F.2)=U;.

. %k
Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, ¥YXeZ; H(X)=F’(X). (F,%) U (H,2)=(T,ZUZ) olsun .
&

Burada, VXeZ;

F(R), REZ-Z=0
TX)={ H(N), NEZ-Z=0
F(N)UH(X), NeZNZ=Z

Burada VYRXeZ; T(X)= F(X)UH(R)= F(X) UF’(X)=U olup (T,Z)= U,.

10) [(F, ) i(G,B)]r:(F,Z) 0.(G,B).
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: %
Ispat: (F,2) U (G,B)=(H,ZuUB) olsun. Burada, VXeZUB,;

F(R), NEZ-B
H®X)={ G(X), NEB-Z
F(X)UG(X), N€EZNB
(H,ZuB)'=(T,ZUB) olsun. Burada, VXeZUB,;
F(X), NeEZ-B
T(X)={ G(X), NEB-Z
F'(X)NG'(R), NeZNB

Buradan, (T,ZUB) =(F.,Z) 6.(G,B) olur.

1) (F,2) |, (G,8)=0; o(F.2) = (G, 2) = 8.

. %
Ispat: (F,%) v (G,2) = (T,ZUZ) olsun. Burada VXeZ,;

F(R), REZ-Z=0
TX)=4 G(N), REZ-Z=0
F(X)UG(R), NeZNZ=Z

(T,2)= @z oldugundan, VXeZ i¢cin T(X)=0 ve VXeZ; F(X)UG(X)=@. Buradan, VX € Z;
F(X)=G(X)=0. Boylece, (F,2) = (G, Z) = 0.

12) 8,EF7) , GB). 05EFD) |, GB). 0unCFD) |, GB) (2, (GB)

13) (F.2) € (F. %) 3 (G.Z)ve (G,2) € (F, 2) ﬁ (G.2).

: e
Ispat: (F,2) U (G,2)=(H, Z U Z) olsun. Burada, YXeZ,
&
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F(R), REZ-Z=0
H®X)={ G ), NEZ-Z=0
F(X) UG(R), NeZNZ=Z

~ *
vReZ; H(X)=F(X) € F(X) U G(X). Boylece, (F.Z) € (F, %) U (G,2). Benzer sekilde,

VReZ; HI)=G(X) € F(X) U G(X). Boyleee (G.2) € (F,2) ., (G,2).

14) F2) € (G.2) = (FD) |, (G.2) =(G.2).

Ispat:  (F,Z2)E(GZ) ise her NeZ igin, FR)SG®R) ve G®)C

F'(X). (F, %) :’j (G,Z)=(H,ZUZ) olsun. VXeZ;
F(R), REZ-Z=0
H®)={ G(X), REZ-Z=0
F(X) U G(R), ReZNZ=%Z

%k .
Boylece, VReZ; H(R)=F(X) U G(X)=G(R). Boylece, (F,Z) U (G,2)=(G,2). Tersine, (F,Z)
&

*
U (G,2)=(G,2) olsun. Buradan, VXeZ i¢in, F(X)UG(X)=G(X) olup, F(X)SG(R). Boylece,
&

vreZ; (F,2) € (G, 2).

15) (F,2) - (GB)E(F2) ,, (GB).

: %k
Ispat: (F,2) n (G,B)=(H,ZuUB) olsun. Burada XeZUB,
&
F(R), XEZ-B
HR)=14 G'(X), NEB-Z
F(X)NG(X), NEZNB

%
(F,.2) U (G,B)=(T,ZUB) olsun. Burada XeZUB,;
&
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F(R), REZ-B
TR)=1 G (X), NEB-Z
F(XN)UG(X), N€EZNB

vReZ-B; H(R)=F"(X) SF'(R)=T(X), YReB-Z; H(X)=G’(X) SG'(X)=T(X), VREZNB; F(X)

NG(X) € F(X) U G(X). Béylece, (F,2) - (G,B)E (F,2) ., (G,B).
16) (F,7)  (GB)=(F2) ., (G,B) =(F.ZNB) = (GZNB).

, %k _ %k %k
Ispat: F,2) , (GB)E(F2) |, (GB)ve(F.2) 1y (GB)=(HZUB)olsun. vReZUB;

F(R), REZ-B
H®)=1{ G(N), NEB-Z

F(X)NG(X), NEZNB

%
(F,2) U (G,B) = (K,ZUB) olsun. VXeZUB;

F(R), REZ-B
KR)=1 G(X), NEB-Z

F(X)UG(R), NEBNZ

(H,ZUB)=(K,ZUB) oldugundan, VYXe Z-B;F (X)=F (X), VXe B-Z; G (X)= G (R), VXe
ZNB; F(R)NG(X)= F(X)UG(X) olur. Buradan, VX € Z N B; F(X) = G(X). Boylece, (F,ZN
B) = (G, Z n B) olur.

Tersine, (F,ZNB)=(G,ZNB) olsun. Buradan, VX € Z N B; F(X) = G(X). Boylece, VX € ZN

B F(R)NG(X)= FOUGX). (F.2) ~ (G,B) = (H,ZUB) olsun. YXeZUB;

F(R), REZ-B
HX)=1 G'(R), NEB-Z

F(X)NG(R), NEZNB
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%
(F,2) U (G,B) = (K,ZUB) olsun. VXeZUB;

F(R), REZ-B
K®)=1 G (X), NEB-Z
F(R)UG(R), NEBNZ

VX € Z N B; F(R)NG(X)= F(X)UG(R) oldugundan, VXeZUB; H(X)=K(X) olur ve boylece,
b *

(H,ZuB) =(K,ZUB). Yani, (F, %) n (GB)=(F2) U (G, B).

~ . * ~ %k

17) (F,2) &(G.,Z) ise (F, %) U (H,2) € (G, %) U (H,2).

, ~ %k

Ispat: (F,Z) < (G, Z) olsun. Buradan, YRXeZ i¢cin, F(X)SG(R). (F, Z) U (H,Z2)=(W,Z) olsun.

&
Boylece, VR€Z i¢in,

F(R), NEZ-Z=0
WER)={ H(X), NeZ-Z=0
F(N)UH(R), NeZNZ=Z

*
(G, %) U (H,2) = (L, Z) olsun. Boylece, VXEZ i¢in,

G (N), NEZ-Z=0
LX)={ H®), REZ-Z=0
G(X)UH(R), NeZNZ=Z

Béylece, VXeZ i¢in, W(R)=F(X)UH(R) € G(X)UH(X)=L(X) olup, (FZ) ?j (H2) €

62) ;12

S ~ * . ~
18) (F,2) U (HZ%) < (G?) U (H,2) ise (F,Z) €(G,Z) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 3.3 (17) tersi dogru degildir.
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Ispat: Teorem 3.3 (17) in tersi dogru olmadigmi gostermek icin bir &rnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, Z={e;,e3}, E’nin alt kiimesi, U={h;,h,, h3,hy, hs}
evrensel kiime, (F,Z), (G,Z) ve (H,Z), U iizerinde (F,Z)={(e,{h;, hs}), (e3,{hs,h;,hs}},
(G.2)={(eq,{h;}).(e5,{h1,h, P}, (H.Z)={(e;,U),(e3,U)} olarak tanimlanan esnek kiimeler

olsun.

Buradan, (F.2) ., (HZ)=(LZ) olup (LD=(e;U)(esV)} ve (G2 ., (H2=(K2)

* ~ k
olmak tizere (K,Z)={(e;,U),(e3,U)}. Boylece, (F,Z) U (H,2) € (G, 2) U (H,Z); fakat

(F.2) €(G,Z) olmadig1 aciktir.
=~ ~ ] 3k -
19) (F.2) € (G, B) ve (K.2) € (L, B) ise (F,2) |, (K.2) E(G,B) TJ (L,B).
&£ &

Ispat: (F,Z) € (G,B) ve (K,Z2) € (L,B) olsun. Buradan, Z € B ve VXeZ icin, F(X)S

%
G(R)ve K(X)S L(X). (F,2) U (K,Z2) = (W,2) olsun. Boylece, VX€Z igin,
&

F(R), NEZ-Z=0
WR)={ K (N), NEZ-Z=0
F(X) UK(R), ReZNZ=Z

(G,B) t (L, B) = (S,B) olsun. Boylece, VXeB igin,
&

G (R), NEB-B=0
S(R)=4 LX), XEB-B=0
G(X) UL(R), NeBNB=B

Béylece, VReZ icin, W(R)=F(R) UK(X) € G(X) UL(X)=S(X) olup, (F, %) >Z(K,}Z)

£GB) |, (LB).

20) (F,2) ﬁs([(F,Z) i(G,Z)]: (F.2) ve (F.2) i[(F,Z) zE(G,Z)]:(F,Z). (Yutma

yasasi)
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, . *
Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F, %) U (G,2)=(T,2) olsun. Burada YXeZ

i¢in;

F'(X), REZ-Z=0
TR)={ G(N), REZ-Z=0
F(X)NG(R), NEZNZ=Z

*
(F, %) N (T,Z2)=(M,Z) olsun. Burada VX€Z i¢in;

F(R), REZ-Z=0
MR)=1{ T'(X), NEeZ-Z=0
F(R)NT(R), REZNZ=Z

Boylece,

F(R), REZ-Z=0

M(N):{F(N) U[F(X) NG(R)], REZNZ=Z

Buradan,

F(R), REZ-Z=0

M@= {F(N), REZNZ=Z

Béylece, (MZ)=(F.2) olup (F.2) ., [(F.2) 1 (G2)] = (F.2).

%k %k
Benzer sekilde, (F,Z) U [(F,Z2) n (G2)] = (F,Z) saglandig1 da gosterilir. Burada, ?;
€ €

€

islemi yerine, kisitlanmis kesisim, yani Ng, genisletilmis kesisim yani N, islemi, ya da
esnek ikili pargali kesisim islemi yani g de getirilse bu 6zelligin saglanacag1 Z, E evrensel

kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {izere, Sz(U) kiimesi iizerinde bu islemlerin ¢akisik

oldugundan agikardir.
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3.4. Teorem (F,%),(G,B),(H.,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli
genisletilmis birlesim isleminin diger esnek kiime islemlere asagidaki dagilmalar

mevcuttur:

3.4.1. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli

genisletilmis birlesim isleminin kisitlanmis islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
DEZAB)NS=ZNBNS =0 ise (F, 2) ) [GBINHSI=IE D)) GBIURIF. D), (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim. (G,B)Ng(H,S)=(M,BNS) olsun. Burada YXeBn

$; M(X) = G(X®) NH(X). (F,2) |, (M, B $)=(N, ZU(Bn $)) olsun. Burada YXeZU(BN §);

F'(X), NeZ-(BNS)
NR)=<{ M'(R), RXe(BNS)-Z
F(X) UM(N), ReEZN(BNS)

Buradan,

F'(X), RX€EZ-(BNS)=Z-(BNS)
N(X)=< G (X)UH'(X), Xe(BNS)-Z=Z'NBNS
F(R)U(G(R)NH(X)), NeZN(BNS)=ZNBNS

* k
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F, Z)U (G,B)]InR|[(F, Z)U (H,S)] bakalim.
%k
(F, Z)U (G,B) =(V,ZuUB) olsun. Burada, VXeZUB;
€
F'(R), NEZ-B

V(R)={ G'(N), REB-Z
F(R)UG(R), REeZNB
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Simdi (F.2) ) (H.$)=(W,ZU$) olsun. Burada VReZUS;
F'(X), REZ-S
W(R)={ H'(X), RES-Z
F(XN)UH(X), ReZnS

(V,ZUB) Ng(W,ZUS)=(T,(ZUB)n (ZUS)) olsun. Burada, VXeZU(BN S);
T(R)=V(X)NW(X). Buradan,

(F (R)NF (R), Xe(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NS'

F (R)NH'(X), RE(Z-B)N(S-2)=0
F'(R)N(F(R)UH(X)) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS

G (X)NF (), Re(B-Z)N(Z-S)=0

T(R)=13 G (R)NH'(R), Xe(B-Z)N(S-2)=Z'NBNS
G (R)N(F(R)UH(R)), Xe(B-Z)N(ZNS)=0
(F(R)UG(R))NF (R), Xe(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
(F(R)UG(R))NH'(R), ReE(ZNB)N(S-2)=0

\(F(R)UG(R))N(F(R)UH(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Boylece,
F(X), RXe(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS’
F'(R)NH(R) RXeE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T(R)={ G (X)NH'(X), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z'NnBNS
G (R)NF'(R) Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'

F(R)UG(R))N(F(R)UH(R)), Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki Z-(BNS) ele alinirsa, Z-(BNS)=Z-(BNS)’ olup, bir eleman
(BNS) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya B-S de, ya S-B de, ya da BUS nin
tiimleyenindedir. Burdan, X € Z —(BNS) ise X € ZNBNS’ veya X € ZNB’NS veya X €
ZNB’NS’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ ise N ve T
fonskiyonlar1 birbirine esit olur. Z’NBNS=ZNB’NS$=0 sartinin (ZAB)NS=0 sartina denk
oldugu asikardir.

2(ZAB)NS=ZNBNS'=0 ise (F,7),, [GB)URHSI=IF.2),, (GBIURIF.D), (I
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3) (2AB)NS=ZNBNS'=0 ise (F,2) |, [(GB)*x(HS)I=IF. D), (GBIURIE D)) (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (G,B)3*g(H,S)=(M,BNS) olsun. Buradan
*
vReBnS; M((t) =G'(t) UH'(t). (F2) U (M,Bn S)=(N,Zu(BNn S)) olsun. Burada

vXeZU(BN S);

F'(X), NeZ-(BNS)
N(N)z{ M'(R), X€E(BNS)-Z
F(RN)UM(R), NeZN(BNS)

Buradan,

F'(R), NeZ-(BNS)=Z-(BNS)
N(R)=< G(R)NH(X), RXe(BNS)-Z=Z'NBNS
F(R)U(G'(X) UH'(X)), NeZN(BNS)=ZNBNS

k * k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z) 2 (G,B)]URrl(F, %) 2 (H,S)] bakalim. (F, %) 2 (G,B)

=(V,ZUB) olsun. Burada, YXeZUB,;

F'(R), NEZ-B
ViR)=<1 G'(N), NEB-Z

F(X)UG'(X), N€EZNB
Simdi (F.Z)  (H.$)=(W,2U$) olsun. Burada VXeZUS;
F'(X), REZ-S
W)={ H'(X),  ReS-Z
F(X)UH'(X), N€eEZNS

(V,ZUB) Ug(W,ZUS)=(T,(ZUB)nN (ZUS)) olsun. Burada, VXeZU(BN S);
T(R)=V(X)UW(X). Buradan,



Boylece,

( F(R) UF(X),

F(X) U H'(X),

F'(X) u (F(X) UH'(R))
G(R)UF(R),

T(X)=4 G (X)UH (),

G (X) U (F(X) U H'(X)),

(F(R) U G'(®)) UH'(N),

( F(®),
U,
T(x)z{ G (R)UH'(X),

(F(R) U G'(R)) UF (R),

\(F(R) U G' (X)) u (F(R) U H'(X)),
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RXe(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NnS'
RE(Z-B)N(S-2)=0
Ne(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
RE(B-Z2)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z2)=Z2'nBNS
Xe(B-Z)N(ZNS)=0
Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
ReE(ZNB)N(S-2)=0
Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

RXe(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NnS’
Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Ne(B-Z)N(S-Z2)=Z'nBNS

RXe(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'

U,
LF(N) U G'(X)) u (F(X) UH'(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS= ZNB’NS=ZNBNS’= @ ise N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=Q sartinin
(ZAB)NS=0 sartina denk oldugu asikardir.

4)(ZAB)NS=ZNBNS’=0 ise (F, %)

5, (GBHSI=IE D, GBINKIF.D; (HS)]

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi

1)(ZAB)NS=ZNBN$’= ise [(F, %) Ur(G.B)] |

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim.

VReZNB; M(R)=F(X)UG(X).

VRe(ZNB)US;

M'(X),
N(X)=4 H'(X),
M(R)UH(X),

(H $IF.2)

(M,ZNB) (H,S) =(N,(ZNnB)US)) olsun.

S (HSNURIGB) | (H9).

(F,Z) Ur(G,B)=(M,ZNB) olsun. Burada

Burada

XE(ZNB)-S
RES-(ZNB)
REZN(BNS)
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Boylece,
F'(R)NG'(X), X€E(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=<{ H'(R), XES-(ZNB)=S-(ZNB)
(F(X)UG(R))UH(R), NeZN(BNS)=ZNBNS

k k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) U (H,S)]UR[(G,B);X< (H.,S)] bakalim. (F, %) U
€ € €

(H,9)=(V,ZUS) olsun. Burada V&eZUS$;

F'(R), REZ-S
V(R)=41 H'X), RES-Z
F(X)UH(X), R€eZNS

Simdi, (G,B) ;, (H,$)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;
€

G'(X), NXEB-S
W)= { H'(X), RES-B

G(N)UH(X), XNeBNS

(V,ZUS) Ur(W,BUS)=(T,(ZUS)(BUS)) olsun. Burada,YRe(ZNB)US; T(X)=V(X)UW(X).

Boylece,
( F(R)UG(X), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
F' (X)UH'(R), RE(Z-S)N(S-B)=0
F (R)U(GRIUH(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0
H (R)UG (R), R€E(S-Z2)N(B-$5)=0
T(R)=<{ H(X)UH(R), RE(S-Z2)N(S-B)=Z'NB'NS
H' (R)U(G(R)UH(R)), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F(R)UH(R))UG (R), Re(ZNS)N(B-S)=0
(F(R)UH(X))UH (X) RE(ZNS)N(S-B)=ZNB'N$S

\ (F(X)UH(R))U(G(X)UH(R)), Re(ZnB)N(ZNS)=ZNBNS

Boylece,
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[ F (R)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
H (X) ReE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
TR)=<1, Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS

U, RXeE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

F(R)UH(R))U(G(RX)UH(X)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, S-(ZNB)’yi ele alirsak, S-(ZNB)=SN(ZNB)’ olup, bir eleman
(ZNB) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya Z-B de, ye B-Z da, ya da ZUB nin
timleyenindedir. Burdan, X €S-(ZNB) ise X eSNZNB’ veya X € SNZ’NB veya X €
SNZ’NB’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS$’=0 sart1 ile N=T
saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS$=0 sartinin, (ZAB)N $=@ sartina denk oldugu asikardir.

DEAB)NS=ZNBNS'=0 ise [(F, D)Nx(G.B)] | (HS)=IE.D) |, (HSINRIGB)  (HI)
EAB)N $=2NBNS'=0 ise(F, 1) #x (G.B)] |, HS)=IF.D) | (HNUIGE) | (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm (F,Z)*g(G,B)=(M,ZNB) olsun. Burada

vReZN B; MX)=F(X)UGX). (MZNB) . (H$)=(N,ZNB)uS)) olsun. Burada

VRe(ZNB)US;
M'(R), RXE(ZNB)-S
N(R)=< H'(X), NeS-(ZNB)
M(X)UH(R), NeZN(BNS)
Buradan,
F(R)NG(X), RE(ZNB)-S)=ZNBNS'
N(X)=< H'(X), NX€ES-(ZNB)=S-(ZNB)
(F'(R)UG'(R))UH(XR)), ReZN(BNS)=ZnNBNS

%k
Simdi  esitligin sag tarafina yani [F,%) " (H,S)]UR[(G,B)_T (H,S)] bakalim.
€ €

(F, %) :_k (H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada, VXeZUS;
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F'(R), REZ-S
VR)={ H'(X), RES-Z
F'(R)UH(R), N€eEZN$S

(G,B)j_< (H,S)=(W,BuUS) olsun. Burada VXeBUS;
G'(X), NEB-S
W®)={ H'(R), XES-B
G'(N)UH(X), NeBNS

(V,2US) Ur(W,BUS)=(T,(ZUS)n (BUS)) olsun.Burada YXe(ZNB)US; T(RX)=V(X)UW(R).

Buradan,

( F(X)UG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

F (R)UH (R), RE(Z-S)N(S-B)=0
F'(R)U(G'(R)UH(R)), Re(Z-S)N(BNS)=0

H (R)UG (X), RE(S-Z)N(B-$)=0

T(X)={ H (R)UH (R), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
H (®)U(G'(R)UH(R)), Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
(F'(R)UH(R))UG (), Re(ZNS)N(B-$)=0
(F'(R)UH(X) )UH (), Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

\ (F'(R)UH(R))U(G'(X)UH(X)), Re(ZnNB)N(ZNS)=ZNBNS

Boylece,
F (R)UG (R), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
H'(X), Re(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
T(RX)=1{ U, RE(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
U Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

(F"(N)UH(N))U(G'(N)U H(R)), Re(ZnB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=2NBNS'=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=Q sartinin,
(ZAB)N $=0 sartina denk oldugu asikardir.

HEAB)NS=2ZNBNS'=0, (F D0 GBI | H=IF.D, HIINIGE) [ (HS)]
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3.4.1.1. Not Teorem 3.4.1 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandig1 dikkate
alimirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {iizere, Sz(U) kiimesi

iizerinde agagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandig asikardir:

(), 16,2 ne(HAIF 2, (GCAINRIE D), (H2)]

(FDNG2] ; H2=F2) | H2INIG.2) ) (H2)

(), [(6,7) Un(HAI=I(F 2, (CAIURIF2) | (H2)]

[(FHURG.2] | (HAF2) |, (ARG ) (H2)]

3.4.2. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, tiimleyenli

genisletilmis birlesim isleminin genisletilmis islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi

1(ZAB)NS=ZNBNS'=0, (F,2) | [GBINMSI=IF.2) ) GBINIF2) ] HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,B)N,(H,S)=(M,BUS) olsun. Burada VYXeBuU
S

G(X), XEB-S
M(R)={ H(R), XES-B
G(XN)NH(X), NeBNS

(F.2) jj (M,BuUS)=(N,ZU(BUS)) olsun. Burada YXeZUBUS;

F'(X), XEZ-(BUS)
N(R)=< M'(X), Ne(BUS)-Z
F(RN)UM(R), NeZN(BUS)

Buradan,
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(F'(R), R€EZ-(BUS)=ZNB'NS'

G (R), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'

H (R), Xe(S-B)-Z=ZNB'NS

N(®)={ G (R)UH'(R), NE(BNS)-Z=Z'NBNS
F(R)UG(X), Xe€ZN(B-S)=ZNBNS
F(X)UH(R), XeZN(S-B)=ZNB'NS

\F(R)U(G(R)NH(X)), ReZN(BNS)=ZNBNS

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F, Z)U (G,B)]ng[(F, Z)U (H,S)] bakalim.

%
(F,2) U (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

F'(R), NEZ-B
vR)={ G'(X), REB-Z
F(X)UG(R), NEZNB
(F.2) ;k (H,$)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;
F'(X), REZ-S
W(R)=4 H'(X), RES-Z
F(R)UH(R), NE€ZNS

(V,2UB) N, (W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;

V(R), RX€E(ZUB)-(ZUS)
T(R)= { W(R), NE(ZUS)-(ZUB)
V(R)NW(R), RXe(ZUB)N(ZUS)

Buradan,



T(R)=+

( F(X),

G (%),

F(R)UG(R),
F'(R),
H'(R),

F(X)UH(X),
F'(R)NF'(X),
F'(R)NH'(R),

F (R)N(F(R)UH(R)),
G (R)NF'(X),
G (R)NH (R),

G (R)N(F(X)UH(X)),
(F(R)UG(R))NF (X),

(F(X)UG(X))NH'(R),

Boylece,

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS'=Q

T(X)=

\ (FR)UG(R))NF(R)UH(X)),

(G (),
H'(X),
F'(R),
] F(R)NH(K),

G (R)NH (R),
G(R)NH'(R),
(F(R)UG(R))NF(R)UH(R),

\

sarti ile

N=T

sartinin (ZAB)NS=0 sartina denk oldugu asikardir.

DEABNS=ZNBNS'=0 (. 2) |, [GB)UMHIIIF.2) , GBIVIFE? ) (I

R€E(Z-B)-(ZUS)=0
Xe(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
Re(ZNB)-(ZUS)=0
RE(Z-S)-(ZUB)=0
Re(S-2)-(ZUB)=ZNB NS
ReE(ZNS)-(ZUB)=0
RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
RE(Z-B)N(S-2)=0
XeE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
Ne(B-Z2)N(ZNS)=0
Re(ZNB)N(Z-S$)=ZNBNC
ReE(ZNB)N(S-Z)=0
RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Xe(B-£)-(ZUS)=Z NBNS
Re(S-2)-(ZUB)=ZNB NS
Re(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
XeE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
XeE(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

saglanir.
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Z’NBNS=ZNB’NS=0

3 EABNS=ZNBNS'= 0, (F.2) |, [GB)*(HS-IF D)) GBIVFD, HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,B) * .(H,S$)=(M,BUS) olsun. Burada VYXeBuU
S
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G(X), N€EB-S
M(R)=1 H(X), RES-B
G'(X)UH'(X), NeBNS

(F2) . (MBUS)=(N,ZU(BUS)) olsun. Burada YXeZUBUS;

F'(X), NeZ-(BUS)
N(N)z{ M'(R), Ne(BUS)-Z
F(R)UM(R), NeZN(BUS)

Buradan,

(F'(X), ReEZ-(BUS)=ZNB'NS'

G (N), Xe(B-S)-Z=Z'NBNS'

H'(R), Xe($-B)-Z=ZNB NS

N(®)=4 G(R)NH(X), NE(BNS)-Z=Z'NBNS
F(X)UG(R), NEZN(B-S)=ZNBNS
F(X)UH(R), XEZN(S-B)=ZNB'NS

\F(R)U(G'(R)UH' (X)), NeZn(BNS)=ZNBNS

Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F, %) 2 (G,B)]U[(F, %) 3 (H,S)] bakalim.
€ €

(F, %) j (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), NEZ-B
V(R)=< G'(X), NEB-Z
F(X)UG'(X), N€EZNB
(F.2) j: (H,S)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;
F'(R), REZ-S
W(R)={ H'(X), RES-Z
F(X)UH'(X), R€eZNS

(V,ZUB) U.(W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada VYXeZUBUS;
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W(R), RE(ZUS)-(ZUB)

V(R), N€E(ZUB)-(ZUS)
T(X)=
V(R)NW(R), N€E(ZUB)N(ZUS)

Buradan,

F (R), RE(Z-B)-(ZUS)=0

G (X), NE(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS
F'(R)NG(R), XE(ZNB)-(ZUS)=0

F (X), RE(Z-$)-(ZUB)=0

H (X), RE(S-Z)-(ZUB)=Z NB'NS
F(X)UH'(R), XE(ZNS)-(ZUB)=0

F (X)UF'(R), RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS

TR)= F:(N)UHV(N), REZ-B)N($-2)=0
F (X)U(F(R)UH'(R)), RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS

G (R)UF'(R), RE(B-Z)N(Z-S)=0

G (R)UH (R), RE(B-Z)N(S-2)=Z NBNS
G (X)U(F(R)UH'(X)), XE(B-Z)N(ZNS)=0
(F(X)UG'(X))UF'(X), XE(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS
(F(X)UG'(X))UH (X), RE(ZNB)N(S-2)=0
(F(R)UG' (R))U(F(R)UH'(X)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

\
Boylece,

G (R), XE(B-2)-(ZUS)=Z NBNS

H (X), RE(S-Z)-(ZUB)=Z NB'NS

F (), XE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS

T®)={ U, RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS
G (X)UH (X), XE(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS

U, RE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS
(F(R)UG' (R))U(F(R)UH'(R)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

\

Z’NBNS=ZNB’NS= ZNBNS’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin
(ZAB)NS= @ sartina denk oldugu asikardir.

HEZABNSZNBNS'= 0, (F.7) , [(GBRMHIIIF 2, GBINF.2); HS)]
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ii) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi
DZABNS=ZNBNS'= 0.((F, %) Ue GBI |, (HS=IF.D) | (HHIUAGE) |, (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm. (F,Z) U.(G,B)=(M,ZUB) olsun. Burada
VXeZUB;

F(X), XEZ-B
M(N)z{ G(X), REB-Z

F(X)UG(R), N€ZNB

%
(M,ZUB) U (H,S)=(N,(ZuB)US olsun. Burada VXeZUBUS;

M'(R), Ne(ZUB)-S
N(N)z{ H'(X), NES-(ZUB)
M(X)UH(X), Xe(ZUB)NS

Buradan,

( F'(N), Ne(Z-B)-S=ZNB'NS'

G'(N), Ne(B-Z)-S=Z'nBNS'
F'(R)NG'(R), RXe(ZNB)-S=ZNBNS'

N(X)=< H'(X), XeS-(ZUB)=Z'NB'NS
F(X)UH(R), RXeE(Z-B)NS=ZNB'NS
G(RX)UH(R), Xe(B-Z)NS=Z'NBNS

\(F(X)UG(X))UH(R), RXe(ZNB)NS=ZNBNS

%k %k k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) U (H,9)]u:[(G,B) U (H,S)] bakalim. (F,Z) U
€ € €

(H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)=< H'(X), NES-Z
F(X)UH(X), RE€ZNS
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(G.B) ., (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada  vXeBUS;
G'(X), NXEB-S
W)=, H'X), RES-B
G(XN)UH(X), XNeBNS

(V,ZUS) U, (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada VXeZUBUS;
N€E(ZUS)-(BUS)

V(X),
T(R)=< W(R), Xe(BUS)-(ZUS)
V(R)UW(R), Ne(ZUS)N(BUS)

Buradan,

TR)={ F(X)UH (R),

Boylece,

H (R)UG (R),
H (R)UH'(R),
H' (R)U(G(R)UH(R))

(F(R)UH(X))UH'(X)

F'(R)U(G(R)UH(X)),

(F(RX)UH(R))UG'(X),

L(F(X)UH(X))U(G(R)UH(R))

(F(X), RE(Z-$)-(BUS)=ZNB NS
H'(X), NE($-2)-(BUS)=0

F(R)UH(R), Re(ZnS)-(BUS)=0

G (N), Re(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
H'(R), RE(S-B)-(ZUS)=0
G(X)UH(R), Re(BNS)-(ZU$)=0

F (R)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

NE(Z-5)N(§-B)=0
Re(Z-5)N(BNS)=0
RE(S-Z)N(B-5)=0
Re(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-S)=0
NXe(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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(F(X), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

G (R), Xe(B-$)-(ZUS)=Z NBNS

F (R)UG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

T(RX)=1{ H'(X), Re(S-2)N(S-B)=ZNB'NS
U, Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS

U, RXeE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
\F(X)UH(X))U(G(X)UH(X)) Ne(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS= ZNBNS’= @ sart1 ile N=T saglanir. ZZNBNS=ZNB’NS=@ sartinin
(ZAB)NS= @ sartina denk oldugu asikardir.

D(EAB)N $=ZNBNS =B(F, D). GB)] ; (HS=IF.D) | HIINGB) ) (HI).

HEAB)N $=2NBNS =0 ise [(F, 200G ;, (HS=IF. D), (HSINIGB)] ()

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm. (F,Z)0,.(G,B)=(M,ZUB) olsun. Burada
VXeZUB;

F(X), NEZ-B
M(R)={ G(X), NEB-Z

F'(X)NG'(R), NEZNB

*
(M,ZUB) U (H,S)=(N,(ZuB)US olsun. Burada VXeZUBUS;

M'(R), NEe(ZUB)-S
N(N)={ H'(X), NX€ES-(ZUB)
M(X)UH(X), Xe(ZUB)NS

Buradan,
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( F(R), Xe(Z-B)-S=ZNB'NS'

G'(N), ReE(B-Z)-S=Z'NnBNS'
F(R)UG(R), XeE(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=<{ H'(X), XES-(ZUB)=Z'NB'NS
F(X)UH(R), RE(Z-B)NS=ZNB'NS
G(R)UH(R), Re(B-Z)NS=Z'NBNS

\ (F'(X)NG'(X))UH(X), Xe(ZNB)NS=ZNBNS

k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z)T(H,S)]ﬁg[(G,B)_:_k (H,S)] bakalim. (F, %) +

(H,$)=(V,Zu$) olsun. Burada YReZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F'(X\)UH(X), XE€ZNS

(G,B) f (H,S)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;
G'(X), NEB-S
W(R)={ H'(X), NeS-B
G'(X)UH(X), NeBNS

(V,2US$) N, (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada VReZUBUS;

W), RE(BUS)-(Z2US)

V(R), N€E(ZUS)-(BUS)
T(R)=
VIR)NW(R), Re(ZUS)N(BUS)

Buradan,



T(X)=1

((F (),
H'(X),
F(R)NH'(X),
G (X),
H'(R),
G(R)NH'(R),
F (®)NG (R),
F (R)NH'(R),
F' (R)N(G'(R)UH(R))
H (X)NG'(R),
H (R)NH (R),
H' (®)N(G'(R)UH(X))
(F'(R)UH(R))NG'(X),
(F'(®)UH(R))NH'(R)

L F'(R)UH(X))N(G'(X)UH(K))

(F(X),
G (R),
F (R)NG (R),

T(R)=4 H(X),

H (R)NG (R),
F (R)NG (X)
LF'(X)UH(R))N(G'(R)UH(R))
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Re(Z-$)-(BUS)=ZNB NS
R€E($-2)-(BUS)=0
Re(ZNS)-(BUS)=0

Re(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
Xe(S-B)-(ZUS)=0
Re(BNS)-(ZuUS)=0

Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS
RE(Z-5)N(§-B)=0
Re(Z-S)N(BNS)=0
Re(S-Z)N(B-S)=0

Re(S-Z)N(S-B)=Z NB'NS

Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZN$)N(B-$)=0

Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

RE(Z-$)-(BUS)=ZNB NS
Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

RE(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Ne(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Z’NBNS= ZNB’NS=ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=Q sartinin,
(ZAB)N S=0 sartina denk oldugu asikardir.

HEAB)N $=ZNBNS=0 ise [(F, ) * (GB)] ;. (HS)=IF. ), (UGB (HS)

3.4.2.1. Not Teorem 3.4.2 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandigi dikkate
alinirsa, Z, E paramatre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {izere, Sz(U) kiimesi ilizerinde

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandigi asikardir:

¢ FD) 167 NHAFIF D, GAINE D, HA

¢ [EDNG2N, HAIED, H2INIGD,) (H2)]



¢ 2, 167 VH2I=IF D G2IVIFE D, HAL

¢ [EDUGH]; H2HF D, H21UI6G D), (H2)
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3.4.3. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli

genisletilmis birlesim isleminin tiimleyenli genisletilmis islemlere asagidaki dagilmalar

mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Soldan Dagilmasi

1) (2AB)N $=2NBNS'=0 e (F,2),, [(G.B) » (HSI-IE D), BN ) [FD), (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) r:k ((H,S)=(M,BuUS) olsun. Burada YXeBU
€

S

G'(R), XEB-S
M(R)=4 H'(R), RES-B
G(X)NH(X), XeBNS

(F,2),, (MBUS)=(N,ZU(BUS)) olsun. Burada YReZUBUS,

F'(R), REZ-(BUS)
N(R)=<{ M'(R), NXe(BUS)-Z
F(RN)UM(R), NeZN(BUS)

Buradan,



(F'(X),

G(R),

H(X),

N(X)=1{ G'(R)UH'(X),
F(X)UG(R),
F(X)UH(R),
\F(X)U(G(R)NH(R)),

ReZ-(BUS)=ZNB'NS'
Xe(B-S)-Z=Z'NBNS

XE(S-B)-Z=ZNB'NS

Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
XEZN(B-S)=ZNBNS'
XEZN(S-B)=ZNB'NS
NeZN(BNS)=ZNBNS
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* k k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z)U (G,B)] : [(F, Z)U (H,S)] bakalim. (F, Z)U (G,B)
€ € € €

=(V,ZUB) olsun. Burada VXeZUB,;

F'(R),
ViX)=1 G'(),
F(R)UG(X),

(F,Z)j< (H,S)=(W,ZuUS) olsun. Burada VXeZUS;

F'(R),
W)=4 H'(®),
F(R)UH(R),

NEZ-B
NEB-Z
NEZNB

REZ-S
RES-Z
REZNS

(V,ZUB) - (W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada ¥XeZUBUS;

V'(R), Ne(ZUB)-(ZUS)
T(R)= { W'(R), NE(ZUS)-(ZUB)
V(R)NW(R), RXe(ZUB)N(ZUS)

Buradan,



T(R)=+

( F(X),
G(R),
F'(X)NG'(R),
F(X),
H(X),
F'(\)NH'(X),
F (R)NF (X),
F (R)NH (X),
F (R)N(F(X)UH(R)),
G (R)NF (R),
G (R)NH'(R),
G (R)N(F(R)UH(X)),
(FR)UG(R)NF (X),
(F(RYUG(RX))NH (),

Buradan,

( G(X),
H(X),
F(R)

T(X)=4 F (R)NH(X)

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=0@ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin,

G (RX)NH' (R),
F (R)NF'(R)

(ZAB) NS=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (2AB)N $=2NBNS'=0 ise (7)) [(G.B) | (HSI=IF. ), (GBI [(F.2), (HS)]
3) (2AB)N $=2NBNS'=0 ise (7)) [(G.B) ; (HSIFIF.D), GBI [F 2, (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B);k (H,S)=(M,BUS) olsun. Burada VXeBU
€

S

\(F(N)UG(N))H(F(N)UH(N)),

L(F(N)UG(N))ﬂ(F(N)UH(N)),

RE(Z-B)-(ZUS)=0
Re(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
RE(ZNB)-(ZUS)=0
RE(Z-S)-(ZUB)=0
Re(S-2)-(ZUB)=ZNB NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
XE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
ReE(Z-B)N(S-2)=0
Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
RE(B-Z)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
RE(B-Z)N(ZNS)=0
Xe(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
RE(ZNB)N(S-2)=0
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Re(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
RE(S-2)-(ZUB)=ZNB NS
XeE(Z-B)N(Z-S)=ZnB' NS
Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Xe(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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G'(X), NEB-S
M(R)={ H'(X), RES-B
G'(X)UH'(X), XeEBNS

*

(F, Z)U (M,BUS)=(N,ZuU(BUS)) olsun. Burada YXeZUBUS;

F'(X), NeZ-(BUS)
NR)={ M'(R), Ne(BUS)-Z
F(R)UM(R), NEZN(BUS)

Buradan,

(F'(X), N€EZ-(BUS)=ZNB'NS'

G(X), X€E(B-S)-Z=Z'NnBNS'

H(X), NE(S-B)-Z=Z NB'NS

N(X)=4{ G(R)NH(X), NE(BNS)-Z=Z'NBNS
F(R)UG'(X), REZN(B-$)=ZNBNS'
F(X)UH'(R), XeEZN(S-B)=ZNB'NS

\F(X)U(G'(X)UH'(R)), ReZn(BNS)=ZNBNS

* S *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z) 2 (G,B)] j [(F,2) 2 (H,S)] bakalim. (F, Z)\ (G,B)

=(V,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), NEZ-B
ViR)=<1 G'(N), NEB-Z

F(X)UG'(X), N€EZNB

(F,2) i (H,S)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(), NEZ-S
W(R)= { H'(X), NES-Z

F(X)UH'(X), R€eZNS

(V,ZUB) j (W,ZUS)=(T,(ZuUB)US) olsun. Burada YXeZUBUS;



V'(X),
TX)=1 W),
V(X) U W(K),

Buradan,

( F(X),
G(X),
F'(R)NG(R),
F(R),
H(X),
F'(R)NH(XR),
F(X) UF (R),
F(R) UH'(R),
F'(R) u (F(R)UH'(X)),
G (X) UF(R),
G (X) UH'(R),
G (R) U (F(X)UH'(R)),
(FR)UG'(R)) UF (R),
(F(R)UG' (X)) U H'(R),

T(R)=

Buradan,

(GO),
H(X),
F(X),

="

G (R)UH (%),

U,
|(FOOUG (%) U FROUH (),

(F(R)UG" (X)) U F(R)UH' (X)),
\
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Re(ZUB)-(ZUS)
ReE(ZUS)-(ZUB)
Re(ZUB)N(ZUS)

RE(Z-B)-(ZUS)=0
Re(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
RE(ZNB)-(ZUS)=0
RE(Z-S)-(ZUB)=0
Re(S-2)-(ZUB)=Z NB NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
XeE(Z-B)N(Z-S)=ZnB' NS
Re(Z-B)N(S-2)=0
Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
RE(B-Z2)N(Z-S)=0
Xe(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
RE(B-Z)N(ZNS)=0
XE(ZNB)N(Z-$)=ZnBNS'
ReE(ZNB)N(S-2)=0
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Re(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
Re(S-Z)-(ZUB)=Z NB NS
Xe(Z-B)N(Z-S)=ZnB' NS
ReE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z)N(S-Z)=ZNBNS
Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
Xe(ZNB)N(ZNS)=Z2NBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin,

(ZAB) NS=0 sartina denk oldugu asikardir.

9 (2AB)n $=2NBNS =0 ise (F, 2),, [G.B)g (HIFIF.2), GBI | [(F2); (HS)]
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i) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Soldan Dagilmasi

DEZAB)N $=ZNBAS=0 ise [(F. 2) ) (GBI (HS)=IF. D), (I [(GB) |, (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim. (F, Z)U (G,B)=(M,ZuUB) olsun. Burada

VXeZUB;

F'(X), NEZ-B
M®)={ G'(X), NEB-Z
F(RX)UG(R), NEZNB

(M,ZUB)S< (H,S)=(N,(ZuB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;

M'(R), Ne(ZUB)-S
N(X)={ H'(X), XES-(ZUB)
M(X)UH(X), Re(ZUB)NS

Buradan,

( F(X), RXe(Z-B)-S=ZNB'NS'

G(X), NeE(B-Z)-S=Z'NnBNS'
F'(X)NG'(R), RXe(ZNB)-S=ZNBNS'

N(X)=< H'(X), XeS-(ZUB)=Z'NB'NS
F'(X) U H(X), RXe(Z-B)NS=ZNB'NS
G'(RN)UH(R), Xe(B-Z)NS=Z'NBNS

\(F(R)UG(R))UH(R),  Re(ZNB)NS=ZNBNS

%k %k k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) U (H,S.)]:Jl< [(G,B)U (H,S)] bakalim. (F, Z)U
€ € €

€

(H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F(X)U H(R), N€eEZNS
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(G,B) j(H,S):(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;

G'(X), NXEB-S
W(R)=<{ H'(R), XES-B
G(XN)UH(X), XNeBNS

%
(V,ZUS) U (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

V'(R), Re(ZUS)-(BUS)

T(N)={ W'(R), Ne(BUS)-(ZUS)

V(R)UW(R), Ne(ZUS)N(BUS)

Buradan,

( F(X), X€E(Z-S)-(BUS)=ZNB NS
H(X), R€E(§S-2)-(BUS)=0
F'(R)NH'(X), ReE(ZNS)-(BUS)=0
G(X), Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
H(R), R€E(S-B)-(ZUS)=0
G'(R)NH'(R), Xe(BNS)-(ZUS)=0
F' (X)UG (R), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS
T(x)={ F(R)UH(N), NE(Z-5)N(S-B)=0
F'(X)U(G(R)UH(R)), R€E(Z-$)N(BNS)=0
H' (R)UG (R), ReE(S-Z2)N(B-$)=0
H'(R)UH (), Re(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
H (®)U(G(R)UH(R)) Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F(R)UH(R))UG'(N), RE(ZNS)N(B-S)=0
(F(R)UH(X))UH (R) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
\(F(R)UH(X))U(G(R)UH(R)) Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Buradan,



60

( F(X), Re(Z-5)-(BUS)=ZNB'NS

G(R), Xe(B-$)-(ZUS)=Z NBNS'

F' (X)UG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

T(X)=1 H'(X), Re(S-2)N(S-B)=ZNB'NS
U, NeE(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS

U, Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
\(F(X)UH(R))U(G(R)UH(X)) Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS= ZNBNS$’=0 sart1 ile N=T oldugu goriiliir. Z’NBNS=ZNB’NS=0
sartinin (ZAB)NS sartina denk oldugu asikardir.

2) (2AB)N $=2NBNS'=0 ise [(F, 2) 1 (GB)l; (HSFIF.D) [ (HS)] 1 [(G.B) [ (HS)]
*
N

HEABN S=ZNBNS=0 ise [(F.7) , GBI, (HS=I(F.2), (H9] ] [(GB) 3 (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F, Z)e (G,B)=(M,ZuUB) olsun. Burada

VXeZUB:

F'(X), NEZ-B
M(X)={ G'(X), NEB-Z

F'(R)NG'(R), N€eZNB

(MZUB). (H.$)=(N,(ZUB)US) olsun. Burada ¥XeZUBUS;

M'(R), N€E(ZUB)-S
N(N)={ H'(X), N€eS-(ZUB)
M(X)UH(X), Re(ZUB)NS

Buradan,
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( F(X), Re(Z-B)-$=ZNB'NS'

G(X), Ne(B-2)-S=Z'nBNS’
F(R)UG(R), XE(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=< H'(X), R€ES-(ZUB)=Z'NB'NS
F'(X)UH'(X), R€E(Z-B)NS=ZNB'NS
G'(R)UH'(X), Xe(B-Z)NS=Z'nBNS

\(F'(R)NG'(X))UH'(R), Ne(ZNB)NS=ZNBNS

* * *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) 2 (H,S)];l< [(G,B) 2 (H,S)] bakalim. (F,Z%) 2

(H,$)=(V,Zu$) olsun. Burada YReZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F(X)UH'(X), N€EZNS

(G,B) ;Xi (H,S)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;

G'(X), NEB-S
WR)={ H'(X), RES-B
G(X)UH'(X), XeBNS
(V.2U$) - (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YR<ZUBUS;

W'(R), RE(BUS)-(Z2US)

V'(R), RE(ZU5)-(BUS)
T(R)=
VR)NW(R), Re(ZUS)N(BUS)

Buradan,



T(R)={ FENH ),

Buradan,

H (R)NG (R),
H (X)NH (R),
H' (®)N(G(R)UH'(R))

(F(R)UH'(R))NH'(X)

T(X)=1 H' (R)NG(X)

H'(X)
H'(R),

F'(R)N(G(R)UH'(X)),

(F(R)UH'(R)NG'(R),

L(F(R)UH'(R))N(G(X)UH' (X))

( F(X), Re(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS’
H(R), RE($-2)-(BUS)=0
F'(R)NH(X), ReE(ZNS)-(BUS)=0
G(R), Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS'
H(R), RE(S-B)-(ZUS)=0
G'(R)NH(R), Xe(BNS)-(ZUS)=0
F' (R)NG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

Re(Z-S)N(S-B)=0
Re(Z-S)N(BNS)=0
RE($-Z)N(B-$)=0
RE(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZN$)N(B-5)=0
Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

(F(R), RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS
G(R), Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS'
F (R)NG (R), Xe(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

RE(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
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\F(X)UH'(RX))N(G(R)UH'(X)) Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T oldugu goriilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0
sartinin (ZAB)NS sartina denk oldugu asikardir.

HEABN S=ZNBNS=0[(F.7) ,, GBI, HS=IF2) , (HI, [GB) | HS)]

3.4.3.1. Not Teorem 3.4.3 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandigi dikkate
aliirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {izere, Sz(U) kiimesi ilizerinde

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsi1z saglandig1 asikardir:

.« £2), (62 HAFIED, G2 [FD] (H2)]
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H21 16D, H2)]

€

. [F2) ) G2)) H2-FD),

€ €

. 2, [62) ) HFIFD, 621 [FD H2)

(F2) 5 G21; HDIE D, (H2]1 ) (G H2)]

3.4.4. Teorem (F,2),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli
genisletilmis birlesim isleminin esnek ikili parcali islemlere asagidaki dagilmalari

mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Esnek ikili Pargal1 Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1(ZAB)N $=2MBNS'= ise (F,2) |, (GBI HSI=IF.2) ) GBI [F2) ) HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B);(H,S):(M,B) olsun. Buradan VXeB;

G(R), NEB-S

M(R)= {G(N)nH(N), REBNS

%
(F,2) U (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;
€

F'(R), REZ-B
N(R)={ M'(X), REB-Z
F(X)UM(R), X€EZNB

Buradan,

F'(R), REZ-B
G (X), Xe(B-S)-Z=Z'nBNS'
N(R)=<{ G (X)UH (R), Xe(BNS)-Z=Z'NBNS
F(X)UG(X), NeZN(B-S)=Z2NBNS’

F(R)U(G(R)NH(X)), NeZN(BNS)=ZNBNS
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* ~ *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z)U (G,B)]n[(F, Z)U (H,S)] bakalim.

%
(F,2) U (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

(F2) * (H.$)=(W.2U$) olsun. Burada VReZUS;

F'(R),
ViX)={ G'(X),

F(R)UG(X),

F'(X),
W)= { H'(R),

F(X)UH(R),

NEZ-B
NEB-Z
NEZNB

REZ-S
RES-Z
REZNS

(V.ZUB) | (W,2US)=(T (ZUB)) olsun. Burada YXeZUB;

Buradan,

Buradan,

T(X)=

V(X),

R€E(ZUB)-(ZUS)

T(X)= {V(N)DW(N): RE(ZUB)N(ZUS)

(F(X),

G (R),
F(X)UG(R),

F (R)NF'(R),
F'(R)NH'(R),

F (R)N(F(X)UH(R)),
G (R)NF'(R),

G (R)NH'(X),
G (R)N(F(R)UH(X)),
(F(R)UG(R)NF'(R),
(F(X)UG(R)NH'(R),

L (FROUGR)N(F(R)UH (X)),

Re(Z-B)-(ZUS)=0
Xe(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'
Re(ZNB)-(ZUS)=0
Ne(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NnS'
Re(Z-B)N(S-2)=0
Ne(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
RE(B-Z)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'NBNS
RE(B-Z)N(ZNS)=0
RXe(ZNB)N(Z-S)=ZNBN§S'
RE(ZNB)N(S-Z)=0
Xe(ZNB)N(ZNS)=Z2NBNS
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(G (R), Xe(B-Z)-(ZUS)=Z'NBNS'
F(R), Xe(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NS'
T(X)=+ F (R)NH(X), Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)NH'(X), Re(B-Z)N(S-Z)=Z'NBNS
G(R)NH (R) XeE(ZNB)N(Z-$)=ZnBNS'

L(F(R)UG(R))N(F(R)UH(K)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, Z-B ele alirsak, Z-B=ZNB’ olup, bir eleman B nin
timleyeninde ise o eleman ya S-B de, ya da BU S nin tiimleyenindedir. Burdan, & €S-B ise
XeZnBNS veya ReZnNB'NS’ olduguna dikkat edecek olursak,

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0
sartinin (ZAB)NS sartina denk oldugu asikardir.

2) (2AB)N $=ZNBN§'=0 ise (7)., [GB),(HSI=IF2), GBI, IFD), HS)]
3)(ZAB)N C=ZNBNS =0 ise (F, Z) fj [(G.B . (HSI=[(F2) ;k GB)], [(F2 jf (H,9)].

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ; (H,S)=(M,B) olsun. Buradan vXeB;

_( G(N), NEB-S$
M(N)_{G'(N)UH'(N), XEBNS

%
(F, %) U (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), REZ-B
N(R)=<{ M'(X), NEB-Z
F(N)UM(R), N€ZnNB

Buradan,



F'(X), NEZ-B

G (R), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'
N(R)=< G(X)NH(X), Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
F(RX)UG(X), ReZN(B-S)=ZNBNS'

F(X)U(G'(R)UH'(X)), ReZn(BNS)=ZNBNS

* ~ k
Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F, Z)}\ (G,B)]U[(F, Z))\ (H,9)]

(F,2) ;X: (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;
F'(X), NEZ-B
V(R)=<: G'(X), NEB-Z
F(X)UG'(X), N€eZNB

(F2), (H.$)=(W,ZU$) olsun. Burada VXeZUS;
F'(R), REZ-S
W(R)={ H'(X), RES-Z
F(X)UH'(X), N€EZNS

(V.2UB) | (W,ZU$)=(T,(ZUB)) olsun. Burada ¥XeZUB;

V(R), RE(ZUB)-(ZUS)

Buradan,
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bakalim.



(F(R),
G (X),
F(X)UG'(R),
F(X) UF(X),
F'(X) UH'(X),
F'(R) U (F(R)UH' (X)),
G(R) UF (X),
G'(X) UH'(R),
G (X) U (F(R)UH'(R)),
(F(R)UG' (X)) UF'(R),
(F(R)UG' (X)) UH'(R),

T(X)=1

Buradan,

(G (X),
F'(X),
U,
G (X)UH (X),
U

T(R)=+<

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=0 sarti ile N=T oldugu gériilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0

sartinin (ZAB)NS sartina denk oldugu asikardir.

L (F(R)UG'(R)) U (F(R)UH'(R)),

LF(O)UG' (X)) U (FR)UH'(R)),

Re(Z-B)-(ZUS)=0
Xe(B-Z)-(ZUS)=Z'NBNS'
RE(ZNB)-(ZUS)=0
RXe(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NnS'
RE(Z-B)N(S-2)=0
RXe(Z-B)N(ZnS)=ZNB'NS
RE(B-Z)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z2)=Z2'nBNS
RE(B-Z2)N(ZNS)=0
RXe(ZNB)N(Z-S)=ZnBN§S'
RE(ZNB)N(S-2)=0
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

NXe(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'
RXe(Z-B)N(Z-S)=ZNnB'NnS'
NXe(Z-B)N(ZNS)=Z2NB'NS
Xe(B-Z2)N(S-Z2)=Z'NnBNS

Ne(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
Xe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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9) (ZAB)NS=ZNBNS =0 ise (F,2) 1 [(GB)(HSI=IF. D), GBI [E D)) (HS)

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Esnek Ikili Parcali Islemler Uzerine

Sagdan Dagilmasi

1) (ZAB)NS=2NBNS =0 ise (F, D), (G.B)] ; (HS=IF.2)) (HIILIGB) . ()

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z)G(G,B):(I\/I,Z) olsun. Burada VReZ,



_( F(R),  NezB
M= {F(N)UG(N), REZNB

M, Z)i (H,S)=(N,ZUS) olsun. Burada VReZUS;

M'(X), REZ-S
N(R)={ H'(N), RES-Z
M(X)UH(X), R€EZNS

Buradan,

(F‘(N), Xe(Z-B)-S=ZNB'NS'
F'(R)NG'(R), Xe(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)={ H'(N), RES-Z
F(X)UH(R), NXE(Z-B)NS=ZNB'NS
(F(X)UG(R))UH(X), Xe(ZNB)NS=ZNBNS
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%k ~
Simdi esitligin sag tarafina ~ bakalim [(F,2) 3 (H,S)]U[(G,B) j (H,S)].
€ €

(F.2),, (H.$)=(V.2US) olsun. Burada YXEZUS;

F'(R), REZ-S
v(R)={ H'(X), RES-Z
F(X)UH(X), REZNS

Simdi (GB) * (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada vReBUS;
G'(X), REB-S
WR)={ H'(X), ReS-B
G(X)UH(X), XNeBNS

(V.ZUS$) |, (W,BUS)=(T,(ZUS)) olsun. Burada YXeZUS;

_(V(X), RE(ZUS)-(BUS)
T(N)_{V(N)UW(N), RE(ZUS)N(BUS)



Buradan,

T(X)=

(F®),
H (X),
F(X)UH(R),
F(R)UG (X),
F (X)UH (R),
F(R)U(GRIUH(R)),
H' (®)UG (X),
H' (R)UH (X),
H (®)U(G(R)UH(R))
(F(X)UH(R))UG (%),
(F(X)UH(R))UH (X)

Buradan,

T(X)=

(F(X),

F (R)UG (X),
H'(R),

U,

U

4

L (FGR)UH(X))U(G(R)UH(R)),

L(F(R)UH(R))U(GR)UH(R)),

Ne(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
Re(S-2)-(BUS)=0
RE(ZNS)-(BUS)=0

Ne(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
Re(Z-S)N(S-B)=0
Re(Z-S)N(BNS)=0
RE(S-Z)N(B-$)=0

Ne(S-Z)N(S-B)=Z'NnB'NS

Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(B-S)=0

RXe(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Ne(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Ne(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS’
Ne(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
Ne(S-Z2)N(S-B)=Z'nB'NS
Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Ne(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Burada; N fonksiyonundaki, S-Z ele alirsak, S-Z=SNZ’ olup, bir eleman Z nin

timleyeninde ise o eleman ya B-Z de, ya da BUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,

X €2’NBNS

veya X €Z’NB’NS

olduguna

dikkat edecek

olursak,

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T oldugu goriilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0

sartinin (ZAB)NS

sartina denk oldugu asikardir.

DEAB)NS=ZNBNS'=0 ise (F, ), (GB)I s (HS)=I(F.2) ; (HILIGB) ) (HS)

HEAB)NS=ZNBNS =0 ise [(F, 2)g (GB) ; (HSIF.2), (HIIGB)) (H9)]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z)g(G,B)Z(M,Z) olsun. Burada VX€eZ,
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_( F(®), NEZ-B
M(N)_{F'(N)nG'(N), NEZNB

(M2) ", (H.$)=(NZUS) olsun. BuradavXeZus;

M'(R), REZ-S
N(N)z{ H'(X), RES-Z

M(X)UH(X), REZNS

Buradan,

(F‘(N), Xe(Z-B)-S=ZnNB'NS'
F(R)UG(R), Xe(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=<{ H'(N), RES-Z
F(RX)UH(R), NE(Z-B)NS=ZNB'NS
(F'(R)NG'(R))UH(X), NEe(ZNB)NS=ZNBNS

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,Z)_i< (H,S)];[(G,B)_:k (H,S)]. (F, Z)_:_X< (H,S)

(V,ZUS) olsun. Burada YRXeZUS;

F'(), REZ-S
V=1 H'(X), RES-Z
F'(X\)UH(X), RE€ZNS

Simdi (G,B) , (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada vXeBUS;
G'(X), REB-$
wE)={ H'(X), RES-B
G'(X)UH(X), XeBNS

(V.ZUS$)  (W,BUS)=(T,(ZUS)) olsun. Burada YXeZUS;

V(R), RE(ZUS)-(BUS)

T(R)= {V(N) NW(R), Re(ZUS)N(BUS)



Buradan,

( F(R), RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
H'(R), RE(S-Z2)-(BUS)=0
F'(R)UH(R), Re(ZNS)-(BUS)=0
F (R)NG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

F (R)NH'(R), RE(Z-S)N(S-B)=0
F'(X)N(G'(R)UH(R)), Re(Z-S)N(BNS)=0
TY=1 H ®)NG' ), RE(S-Z)N(B-$)=0

H' (R)NH (R), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS

H' (®)U(G'(R)UH(R)) Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
(F'(R)UH(X))NG (), Re(ZNS)N(B-S)=0
(F'(R)UH(X))nH (R) Re(ZN$)N(S-B)=ZNB'NS

Buradan,

\(F'(R)UH(X))N(G'(R)UH(R)),

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

(F(R), Xe(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

F (R)NG (R), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

T(X)= ! H (X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
U, Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS

F (R)NH (X) RE(ZNS)N(S-B)=ZNnB'N$S

\(F'(R)UHR))N(G'(R)UH (X)),

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T oldugu goriilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0

sartinin (ZAB)NS sartina denk oldugu asikardir.
HEAB)NS=ZNBNS'=0 ise [(F,2) (GB)I » HS=IF.2), (HIIGE)] (HI)

3.4.4.1. Not Teorem 3.4.4 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandig1 dikkate
aliirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak {izere, Sz(U) kiimesi ilizerinde

asagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandigi asikardir:

. D), [62) [ HAFIFED, G2, [E D, HAL

¢ [F2D G2 HDF D, H2] (6D (H2)]
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. £2) (62, HDFFD, G2, IED] HA)

. [F2)] G2, HDFD, H2 G H2)]

3.4.5. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli
genisletilmis birlesim isleminin tiimleyenli esnek ikili pargali islemlere asagidaki

dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Tiimleyenli Esnek ikili Parcali islemler

Uzerine Soldan Dagilmasi

. % i % * *
1)(ZAB)NS=ZNBNS'=0 ise (F,2) | [(G.B)~HIIEIF2) |, GBI~ [F.2), (H.S)]
€ n € n €

k
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ~ (H,S)=(M,B) olsun. Buradan VXeB;
n

(G, XEB-S
M(N)_{G(N)nH(N), XEBNS

%
(F, %) U (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), REZ-B
N(R)=< M'(XN), NEB-Z
F(N)UM(R), N€eZnB

Buradan,

F'(X), NEZ-B
G(R), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'
N(X)={ G (R)UH (X), Xe(BNS)-Z=Z'NBNS
F(X)UG'(R), NeZN(B-S)=Z2nBNS’
F(X)U(G(R)NH(X)), XeZN(BNS)=ZNBNS



73

*
* k
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F, Z)U (G,B)] ~[(F, Z)U (H,S)] bakalim.
€ n €

%
(F,2) U (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

(F2) * (H.$)=(W.2U$) olsun. Burada vReZUS;

*

F'(R),
VX)=1 G'(X),

F(R)UG(R),

F'(R),
W)= { H'(X),

F(R)UH(R),

NEZ-B

NEB-Z

NEZNB

REZ-S

RES-Z

REZNS

(V,2UB) ~ (W,ZUS)=(T,(ZuUB)) olsun. Burada VXeZUB;

N

Buradan,

T(X)=

V'(X),

e (ZUB)-(ZUS)

T(X)= {V(N)nW(N), RXeE(ZUB)N(ZUS)

( F(X),
G(X),

F'(R)NG'(R),
F'(R)NF (R),

F (R)NH'(R),
F (R)NF(X)UH(R)),

G (R)NF (),

G (R)NH (X),

G (R)N(F(R)UH(X)),
(F(RUG(R)NF (),

Buradan,

(F(R)UG(R)NH (X),

W((FR)UVGER))N(F(R)UH(R)),

Re(Z-B)-(ZUS)=0
Ne(B-Z)-(ZUS)=Z'NnBNS'
RE(ZNB)-(ZUS)=0
Ne(Z-B)N(Z-S)=%2nB'NnS’
Re(Z-B)N(S-2)=0
Ne(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
RE(B-Z)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'NBNS
RE(B-Z)N(ZNS)=0
RXe(ZNB)N(Z-S)=Z2nBNS'
RE(ZNB)N(S-Z2)=0
RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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(G, Xe(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'

FX), XE(Z-B)N(Z-5)=ZNB'g

)= T CONH (), RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)NH (X), NE(B-2)N(S-2)=2'NBN§
G(N)nF'(N), Xe(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'

L((F(R)UG(R))N(F(R)UH(X)), RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, Z-B ele alirsak, Z-B=ZNB’ olup, bir eleman B nin
timleyeninde ise o eleman ya S-B de, ya da BU S nin tiimleyenindedir. Burdan, & €S-B ise
XeZnB' NS veya XReZnNB'NS’ olduguna dikkat edecek olursak,
Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0
sartinin (ZAB)NS sartina denk oldugu asikardir.

. % * % * %
2)(ZAB)NS=ZNBNS’=0 ise (F, Z) | [(G,B)~ (H.9)]=I[(F. %) U (G,B)]~ [(F, Z) (H.9)].
€ U € U £

. % * % * %
3)(ZAB)NS=ZNBNS’=0 ise (F,Z), [(GB)~ HII=F.2), (GB)] ~ [F.2), (HS].
€ >k € U €

k
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ~ H,$)=(M,B) olsun. Buradan VXeB;
%k

(G, NEB-S
M(N)_{G'(N)UH'(N), XEBNS

%
(F, %) U (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), REZ-B
N(R)=<{ M'(X), NEB-Z
F(XN)UM(R), XN€EZNB

Buradan,
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F'(X), NeZ-B

G(R), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'
N(R)=< G(X)NH(N), Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
F(X)UG'(R), REZN(B-$)=ZNBNS'

F(X)U(G'(R)UH'(X)), ReZn(BNS)=ZNBNS

*
k *
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F,Z) 2 (G,B)] ~[(F, Z)}\ (H,S)] bakalim.
€ U €

%k
(F,2) 3 (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;

F'(R), NEZ-B
VR)=1 G'(X), NEB-Z

F(X)UG'(X), N€EZNB

(F.2) ;X:(H,S):(W,ZUS) olsun. Burada VXeZUS;
F'(R), NEZ-S
W(R)=<{ H'(X), NES-Z
F(X)UH'(R), R€EZNS

*
(V,2UB) ~ (W,ZUS)=(T,(ZUB)) olsun. Burada VXeZUB;
v

V'R, RX€E(ZUB)-(ZUS)
T(N)_{V(N)UW(N), XE(ZUB)N(ZUS)

Buradan,



T(R)=

Buradan,

T(R)=+<

( F(X),
G(R),
F'(R)NG(R),
F'(X) UF(X),
F'(X) UH'(X),
F'(RX) U (F(X)UH'(R)),
G(R)UF(X),
G (X) UH'(R),
G (®) U (F(R)UH'(R)),
(F(R)UG' (X)) UF'(R),
(F(R)UG' (X)) UH'(R),

9

( G(X),
F'(X),
U,
G (R)UH (),
U
L((F(R)UG'(R)) U (F(R)UH'(R)),

\ (F(RUG'(R)) U (F(R)UH'(X)),
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Re(Z-B)-(ZuS)=0
Ne(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'
RE(ZNB)-(ZUS)=0
RXe(Z-B)N(Z-S)=Z2nB'NnS'
Re(Z-B)N(S-2)=0
Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z2)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'nBNS
RE(B-Z2)N(ZNS)=0
RXe(ZNB)N(Z-S)=ZnBN§S'
RE(ZNB)N(S-2)=0
Xe(ZNB)N(ZNS)=2NBNS

RXe(B-Z)-(ZUS)=Z'NnBNS'
RXe(Z-B)N(Z-S)=ZNnB'NnS'
Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Ne(B-Z2)N(S-Z2)=Z'NnBNS

Ne(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NBNS=ZNB’N$=0
sartinin (ZAB) NS= @ sartina denk oldugu asikardir.

. * * % * %
4)(ZAB)NS=ZNBNS =0 ise (F,Z)U [(G,B) ~(H.9)]=I(F, Z) 5 (G,B)]~ [(F, Z) 5 (H,9)].
£ e € n €

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Birlesim Isleminin Tiimleyenli Esnek ikili Parcali islemler

Uzerine Sagdan Dagilmasi

o * % * * %
1)(ZAB)NS=2NBNS =0 ise (F,Z)~ (G,B)] U, (H.$=IF.2) , HI~LG.B), (HS)]
U € U €

*
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z) ~ (G,B)=(M,Z) olsun. Burada YXeZ,
U
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_( F'(R), NEZ-B
M= {F(N)UG(N), REZNB

(M.2) ", (H$)=(N,2U$) olsun. Burada YXeZUS;

M'(R), REZ-S
N(N)z{ H'(X), RES-Z

M(X)UH(X), REZNS

Buradan,

( F(X), NXe(Z-B)-S=ZNB'NS'
F'(R)NG'(R), Ne(ZNB)-S=ZNBNS’
N(R)=< H'(X), RES-Z
LF'(N)UH(N), Re(Z-B)NS=ZNB'NS
(F(X)UG(R))UH(X), Xe(ZNB)NS=ZNBNS

*
k
Simdi esitligin ~ sag  tarafina  bakalim: [(F,2) U (H,9)] ~[(G,B) j (H,S)].
€ u €
%
(F,2) U (H,S)=(V,ZuS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(RX)=4 H'(X), RES-Z
F(X)UH(X), REZNS

Simdi (G,B) U* (H,S)=(W,BuUS) olsun. Burada YXeBUS;

G'(R), XEB-S
W(R)=< H'(R), RES-B
G(X)UH(X), XNeBNS
%k

(V,2US) ~ (W,BUS)=(T,(ZuUS)) olsun. Burada YXeZUS;
U



Buradan,

T(X)=

r09-{,

( F(R),
H(X),
F'(R)NH'(X),
F (R)UG (X),
F (X)UH (R),
F'(R) U (G(R)UH(R)),
H' (X)UG (R),
H (R)UH'(R),
H' (®)U(G(R)UH(R))
(F(X)UH(R))G (%),
(F(X)UH(X))UH'(R)

Buradan,

T(X)=

( F(R),

F (R)UG (R),
H'(X),

U,

U

9

Burada; N fonksiyonundaki, S-Z ele alirsak

L (FARUH(X) )U(G(R)UH(R)),

((F(X)UH(R))U(G(R)UH (X)),
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Ne(ZUS)-(BUYS)
V(R)UW(X), Re(ZUS)N(BUS)

RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
R€E($-2)-(BUS)=0
Re(ZNS)-(BUS)=0

Ne(Z-S)N(B-S)=ZNBN§S'
Re(Z-S)N(S-B)=0
R€E(Z-5)N(BNS)=0
RE(S-Z)N(B-$)=0

Ne(S-Z2)N(S-B)=Z'nB'NS

Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-$)=0

Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Ne(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
Ne(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
Ne(S-Z2)N(S-B)=Z'nB'NS
Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

, S-Z=SNZ’ olup, bir eleman Z nin

timleyeninde ise o eleman ya B-Z de, ya da BUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
N €Z’NBNS veya X €Z2’NB’NS olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS = ZNB’NS=
ZNBNS’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’N$=0 sartinin (ZAB)NS= @ sartina

denk oldugu asikardir.

%k

%k
2)(ZAB)NS=ZNBNS'=8 ise (F,B)~(GB)], (H$)=[F.2) . (HI~[GB)} H
€ n €

€

N
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k *
. %k * k
3)(zAB)NS=2NBN§’=@ ise[(F,Z) ~(G.B)] , (H.9) =[(F.Z), (H.HI~[(G.B)_ (H.S]
e € € N €
*
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z) ~ (G,B)=(M,Z) olsun. Burada VRXeZ,
0

(PN, XEZ-B
M(N)_{F'(N)nG'(N), NEZNB

(M.2) ", (H$)=(N,2U$) olsun. Burada YXeZUS;

M'(R), REZ-S
N(R)=<{ H'(R), RES-Z
M(X)UH(X), XN€eZNS

Buradan,

F(R), Ne(Z-B)-S=ZNB'NS'
F(X)UG(R), Ne(ZNB)-S=ZNBNS’
N(R)=< H'(X), NeS-Z
F'(R)UH(R), RE(Z-B)NS=ZNB'NS

(F'(X)NG'(X))UH(R), Re(ZNB)NS=ZNBNS

*
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, Z)_i< (H,S)]««[(G,B)_i< H.S)]. (F, Z)_:_X< (H.S)
€ n € €

(V,Z2US) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)=4 H'(X), NES-Z
F'(X)UH(X), N€eEZNS

Simdi (G,B) " (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;



G'(X), NEB-S
W(N)z{ H'(X), RES-B

G'(X)UH(X), NeBNS

ES

(V,2US) ~ (W,BUS)=(T,(ZuUS)) olsun. Burada YXeZUS;
n
V'(X), RE(ZUS)-(BU
T(N):{V(é)%W(x), erngn((ng)
Buradan,
( F(R), RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS’
H(X), R€E(§-2)-(BUS)=0
F(X)NH'(R), Re(ZNS)-(BUS)=0
F (R)NG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
F (R)NH (X), RE(Z-S)N(S-B)=0
F (®)N(G'(®)UH(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0
TE)=1 H ®NG' ), RE(S-Z)N(B-$)=0
H (R)NH'(R), ReE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
H (®)N(G'(R)UH(R)) ReE(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F'(R)UH(R))NG (), RE(ZNS)N(B-S)=0
(F'(R)UH(X))nH (&) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
L (F'(R)UH(R))N(G'(R)UH(R)), Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
Buradan,
( F(X), Ne(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
F (R)NG'(R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
H'(X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
T=1 1 xnG (), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
F (R)NH (X) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'N$S
((F'(R)UH(R))N(G'(R)UH(R)), RE(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin

(ZAB)NS= @ denk oldugu asikardir.
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_ , . * %k _ %k * k
4)(ZAB)NS=ZNBNS’ =@ ise [(F,Z) ~(G,B)] Us(H,S)—[(F.Z) + HI~GB),. (HS]
* € U &

3.4.5.1. Not Teorem 3.4.5 deki dagilmalar ve hangi sartlar altinda saglandigi dikkate
almirsa, Z, E parametre kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak tiizere, S;(U) kiimesi

iizerinde agagidaki dagilmalarin kosulsuz sartsiz saglandig asikardir:

* *

e ED 16D~ HAEFED, @21~ [FD) H2
€ n € n £
* % ¥ * *

b [(F,Z) ~ (G,Z)]U (H,Z):[(F, Z) UE (H’Z)] ~ [(G, Z)U (H’Z)]
N £ N, n €
% * % & %

b (F: Z)U [(G,Z) ~ (H,Z)]:[(F, Z)U (G,Z)] ~ [(F, Z)U (H,Z)]
€ U € U €
* % % * %

e [(FZ2) ~ (G,Z)]UE(H,Z):[(F, z), HD] ~ [(G,2), (H.Z)].
U E U <

3.4.6. Teorem (SZ(U),UR,CJk ) cebirsel yapist komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir
€

yari-halkadir.

Ispat: Ali ve digerleri (2011), Z, E evrensel kiimesinin sabit bir alt kiimesi olmak iizere,

(Sz(U),UR) cebirsel yapisinin birimi @z olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirh
bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu gostermisti. Sonug 3.3.1°de (Sz(U), j )
€

cebirsel yapisinin da birimi @z olan komutatif, idempotent bir monoid yani sinirl bir yari-

kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugu gosterildi. Not 3.4.5.1°den, Sz(U) kiimesi tizerinde,

U isleminin Ug islemine sagdan ve soldan dagildig1 bilinmektedir. Bdylece,
€

(Sz(V),UR, :i) cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadr.

3.4.7. Teorem (Sz(U),Ng, :Jk ) cebirsel yapilar1, komutatif, idempotent, birimli bir
€

hemihalkadir.
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Ispat: Ali ve digerleri (2011), (Sz(U),Ng) cebirsel yapisinin birimi Uz olan komutatif,

idempotent bir monoid yani sinirli bir yari-kafes (dolayisiyla bir yarigrup) oldugunu

gostermisti. Sonug 3.3.1 de (Sz(U), U) cebirsel yapisinin, birimi @; olan, komutatif,
€

idempotent bir monoid yani siirl bir yari-kafes oldugu, Not 3.4.5.1°den U isleminin Ng
€
islemine sagdan ve soldan dagildig: bilinmektedir.
* * *
Ayrlca,(F,Z) U UZ: UZ U (F,Z) = Uz,(F,Z) ﬂR UZZUZDR (F,Z):(F,Z),(Sz(U),nR, Ug)

cebirsel yapis1 komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir.
3.4.8. Teorem (Sz(U),Uz,@7,Ng, U ) bir Bool ve De Morgan Cebiridir.

Ispat: (Sz(U),NnR) cebirsel yapis1, birimi Uz olan komutatif, idempotent bir monoid yani

sinirh bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur. (Sz(U), ;k ) cebirsel yapisi, birimi @7 olan
€

komutatif, idempotent bir monoid yani siirl bir yari-kafes dolayisiyla bir yarigruptur.

Teoerem 3.3 (24) de, ve Ng islemlerinin yutan kuralini sagladigi gosterilmistir.

*
US
Dolayisiyla, (Sz(U),Uz,@z,Ng, :i) sinirh bir kafestir. Ayrica, V(F,Z) € Sz(U) igin, (F,Z)
Ng(F,2)'=0; ve (F,%) :i(F,Z)r:UZ oldugundan, (Sz(U),Uz,@z,Ng, G) timlemeli sinirh bir
kafestir. Ustelik, Not 3.4.5.1°den :i isleminin Ny islemine sagdan ve soldan dagildig:
gosterilmistir. Dolayisiyla, (Sz(U),Uz,@z,Npg, i) dagilmali, tiimlemeli, simirli bir kafes,
dolayisiyla  bir  Bool cebiridir.  Ustelik, [(F,Z) i(G,Z)]f:(F,Z)fnR(G,Z)r ve
[(F,2) nr(GC.AD)]'=(F.2) i(G,Z)’ yani De Morgan kurali da

%
sagladigindan, (Sz(U),0z,Uz,%Ug, ﬂg) De Morgan Cebiridir.

Burada hemen not edelim ki, (Sg(UV), :Jk) cebirsel yapisi birlesmeli olmadigindan, Ng
€

islemi ile birlikte Sg(U) kiimesi tizerinde bir kafes olugturma durumu s6z konusu olamaz.
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* * % ~ % *
3.4.9. Sonug¢ (Sz(U),U,, U ), (Sz(V), U U ), (SZ(U),U, U ), (Sz(U), ~, U ) cebirsel yapilari
€ € € € U €

birer komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadir.

%
% % % ~ % % :
3.4.10. Sonu¢ (Sz(U),Ng, U ), (Sz(V), AU (SZ(U),n, U ), (Sz(U), ~, U ) cebirsel
€ € € € N €

yapilar1 birer komutatif, idempotent, birimli bir hemihalkadir.

%k
3.4.11. Sonug (Sz(U),Ugz,07,N,, )(SZ(U) UZ,(DZ, N U) (Sz(U), Uz,%n. ),

*
*
(Sz(U),Uq,07, ~, U ) bir Bool ve De Morgan cebiridir.
n €

3.4.12. Teorem (Sz(U)," @7) bir MV-cebiridir.

’lul

Ispat: (Sz(U)," @7) bir MV-cebiri oldugunu gormek i¢in, MV-cebiri sartlar1 sagladigini

’)UI

gosterelim.

e (MV1) (SZ(U) @z,) degismeli bir monoiddir. (Sonug 3.3.1)

TR
o (MV2) ((F, Z)r)r:(F 7). (Ali ve digerleri, 2011)

. (MV3) @) (FB =g * (F2)=U, = (0,).
. (MV4)[F2y (©2 s(G,Z):((G,Z)r i(F,Z)r)r ;ks(F,Z).Gerg:ekten,
[(F2) G2 GHLED 1 A1 (67)

-9, G2)] , 62

“[F.2) , .20 5 [G2) | (GD)]

“[F 7)) G2 (7)) (F2)]

=(F. %) ;’1[(6, SWGIY

=(F.2) [(G Z)r (BB



(G2, EHV |, (F2)

Boylelikle, (Sz(U),", U , @z) bir MV-cebiridir.
€
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4. TUMLEYENLI GENIiSLETILMIS ARTI iSLEMIi

Bu béliimde, tiimleyenli genisletilmis art1 ad1 verilen yeni bir esnek kiime islemi tanitilmis,
ornegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile olan iliskisine

bakilarak dagilma kurallari incelenmis ve dnemli sonuglar elde edilmistir.

4.1. Tanim (F,Z) ve (G,B), Uiizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimenin

%k
(F,2) N (G, B) ile gosterilen tiimleyenli genisletilmis art1 islemi S =ZUB ve VX € §;

F (R), NEZ-B
H®)=4 G'(N), NEB-Z
F(X)+G(R), XeZNB

*
olmak tizere (F, Z) n (G,B) = (H,S) ile tamimlanir.

4.2. Ornek E={e,,e,,e5,e,} parametre kiimesi Z={e;, e3} ve B={e,, e, e,} E nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,,h3,h,,hs} evrensel kiime olmak iizere (F,Z) ve (G,B), U iizerinde
(F.2)={( e1,{h;hs}),(es,{hy,hy,hs 1)} (G,B)={(e2,{h1,h4,hs}), (e3,{h2,h3,h,}),(e4,{h3 b5

o %k
D} olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,Z) N (G,B)=(H,ZuUB) olmak {izere
&

VX €ZUB;

F (R), NeZ-B
H®X)=1 G'(e), NEB-Z
F'(e)uG(e), ReZNB

Burada, ZuUB={e;,e,,e;,e,}, Z-B={e;}, B-Z={e,,e;}, ZNB={e;} olmak iizere,
H(e.) =F’(e;)={hy,h3,h,}, H(ey) =G’(e;)={h;,h3}, H(e,) =G’(es)={hy,hy,hs} ve

H(es)=F’(e3)UG(e3)={h3z,hs}Uth;,h3,h,}={h; hs,h,}.Boylece,(F, 2) ie(G,B):{(eL{hL

h3,h,}), (e2.{hz,h3}),(e5,{hy,h3,h,}),(e4,{hy,hp, hy 3}

4.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)
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1) T_S, Se(U) kiimesi iizerinde kapalidir.

*
isleminin, Sg(U) tlizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
&

fspat.‘ +

f;: Se(U)X Se(U)= Se(U)

(F2).(6B) - (F.2) ; (GB)=(HzuB)

*
olup, (F,2) ve (G,B), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F, Z) " (G,B) de, U ftizerinde

bir esnek kiimedir.
* % * *
DIED | GBI} H9) = F2) | [GB) ] HI
Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim. (F, Z) N (G,B)=(T,ZUB) olsun. Burada, YXeZUB;
&

F(R), REZ-B
T(R)=1{ G(X), NEB-Z
F'(R)UG(X), NEZNB

(T,ZUB) jf (H,S) =(M,ZuUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

T'(R), X€E(ZUB)-S
M(X)=1 H'(X), X€ES-(ZUB)
T'(R)UH(X), Xe(ZUB)NS

Buradan,



M(R)=

Simdi esitligin

(GB) , (H$)=(K,BUS) olsun. Burada vXeBUS;

( F(X),

G(R),

F(X)NG'(X),

L H®),

F'(R)UH(R),
G'(R)UH(X),
L(F(R)NG'(R))UH(R),

sag tarafina  yani

G (N),
K®X)={ H(X),

G'(R)UH(X),

XE(Z-B)-S=ZNB'NS'
Xe(B-Z)-S=Z'NBNS'
XeE(ZNB)-S=ZNBNS'
N€eS-(ZUB)=Z'NB'NS
XeE(Z-B)NS=ZNB'NS
Xe(B-Z)NS=Z'NBNS
RE(ZNB)NS=ZNBNS

87

(£ [(GB) | (H$)]  bakalm.

NEB-S
NES-B
NEBNS

e
(F,2) n (K,BUS) =(S,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

Buradan,

S(R)=1

*
Boylece, M#S oldugu goriliir. Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde,

F (),
S(N)={ K (),
F'(R)UK(X),

(F(N),

G(X),
H(X),
G(R)NH'(X),
F'(R)UG'(X),
F'(R)UH'(R),

\F'(R)U(G'(R)UH(R)),

ozelligine sahip degildir.

ReZ-(BUS)
Re(BUS)-Z
REZN(BUS)

N€EZ-(BUS)=ZNB'NS'

Re(B-S)-Z=Z'NBNS'
Ne(S-B)-Z=Z'NB'NS
RXe(BNS)-Z=Z'NBNS
REZN(B-S)=ZNBNS'
XEZN(S-B)=ZNB'NS
XEZN(BNS)=ZNBNS

+e

islemi birlesme
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IED | G2 L M2 =F2D) |, (6,7 ) (H2)]

Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim (F, Z) " (G,Z2)=(T,ZUZ) olsun. Burada, YXeZUZ=Z,;
F(R), REZ-Z=0
T(X)= G (R), NeZ-Z=0
F'(R)UG(R), ReZNZ=Z
%
(T,2) N (H,Z) =(M,ZU?%) olsun. Burada VYXeZ;
&

T (R), REZ-Z=0
M(R)=1 H'(N), REZ-Z=0

T'(R)UH(R), NeEZNZ=Z

Buradan,

T (X), X €Z-Z=0
M(X)= H (X), NEZ-Z=0

(F(X)NG'(R))UH(R), ReZNZ=Z

Simdi sag tarafa yani (F,Z) n [(G,2) N (H,2)] bakalim. (G, Z) N (H,2)=(L,ZU%) olsun.
& & &

Burada, VXeZ;

G (R), NEZ-Z=0
LX)={ H (W), NEZ-Z=0
G'(X)UH(R), ReZNZ=Z

%
(F,2) N (L,Z) =(N,ZUZ) olsun. Burada, YXeZ;

F (R), REZ-Z=0
N®)={ LX), REZ-Z=0

F'(X)UL(R), NReZNZ=Z
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Buradan,

F(R), REZ-Z=0
N®)=1 L'(N), NEZ-Z=0
F'(X)U(G'(R)UH(R)), NEZNZ=Z

Boylece, M#N oldugu goriiliir. Yani, Z € E sabit bir paramere kiimesi olmak iizere, Sz(U)
kiimesi lizerinde n isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
&

HF2 | GB=GB) ; (F2)

Ispat: Oncelikle esitligin her iki tarafindaki esnek kiimenin parametere kiimeleri ZUB olup,

esnek esitligin ilk sartt saglanmis olur. Simdi esitligin sol tarafina bakalim.

*
(F, %) " (G,B)=(H,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F(R), NeZ-B
H®)={ G'(N), REB-Z
F'(R)UG(X), XeZNB

Simdi esitligin sag tarafina yani (G.B) ; (F.2) bakalm.(G,B) ; (F.2)=(T,BUZ) olsun,
& &
Burada YXeBUZ;
G (R), NEB-Z

TX)={ F), NeZ-B
G'(X)UF(X), XeBNZ

* %k
Boylece, H#T oldugu goriliir. Benzer sekilde, (F,Z%) " G2 + (G2 " (F.2).

Yani, Sg(U) ve Sz(U) kiimeleri iizerinde * isleminin degisme 6zelligi yoktur.
&

_|_

5) (F, %) j;(F,Z): Uy
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, e
Ispat: (F,2) " (F,Z)=(H,ZUZ) olsun. Burada VXeZ;

F (R), REZ-Z=0
H®X)={ F(N), NEZ-Z=0
F'(X)UF(R), REZNZ=Z

Buradan, YXeZ; H(X)= F’(X)UF(X)=U olup (H,Z)= U,.

Se(U) kiimesi iizerinde T_ islemi denk giigliiliik (idempotent) 6zelligine sahip degildir.
&
%
6) (F,2) +£®Z:(F’Z)r'

. %
Ispat: ©;=(S,Z) olsun. YXeZ; S(X)= 0. (F,2) " (S,2)=(H,ZUZ) olsun. Burada, VYXeZ;

F(R), REZ-Z=0
H®)=4 S'(X), NEZ-Z=0
F'(RX)US(R), ReZNZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= F(X)US(X)= F’(R)UP=F'(X) olup, (H,Z)=(F,Z)".

%
7) @z +£(F>Z): Uz.
. e
Ispat: ©;=(S,Z) olsun. VReZ; S(X)= 0. (S, Z) N (F,Z)=(H,ZUZ) olsun. Burada, VXeZ;
&

S (N), NEZ-Z=0
H®)={ F(R), NEZ-Z=0
S'(X)UF(R), NeZNZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= S’ (X)UF(X)= UUF(R)=U olup, (H,Z)= Uj.

%k
8) Q)E +S(F,Z) :UE'



Ispat: =(S,E) olsun. YXeE; S(X)= 0. (S,E) ji (F,Z)=(H,EUZ=E) olsun. Burada, VYXeE;
&

S'(R), NEE-Z=Z'
H®)={ F(), REZ-E=0

S'(R)UF(X), ReZNE=Z

Buradan VXeZ; H(X)= S’ (X)UF(X)= UuU F(X)=U olup,

U, REE-Z=Z'
H®X)=: F(R), NEZ-E=0
U, NEZNE=Z

Boylece, VReE; H(X)=U, dolayisiyla (H,E)= Ug.

* *
9) (F,2) T, D= Dy +£(F,Z) =(F2)"

Ispat: g= (K, @) ve (F,Z) :_k (K, 9) = (Q,ZUQ) = (Q, Z) olsun. Burada VYXeZ;

F(R), NEZ-O=Z
QX)=1{ K'(N), NEP-Z=0

F'(X)UK(X), NeZNO=0

Buradan, YXeZ; Q(X)= F’(X) olup (Q,Z) = (F,2)".

%
Benzer sekilde, @g (F.Z2)= (W, 0 UZ)=(W, Z) olsun. Burada VXeZ;

K (X), NED-Z=0
WER)=1{ F(R), NEZ-0=Z

K'(X)UF(X),  Re@NZ=¢

Buradan, YXeZ; W(X)=F’(X) olup (W,Z2) = (F,Z)".

10) Uy ji (F.2)=(F.2).

91
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. %
Ispat. Uz=(T,Z) olsun. Burada VXeZ; T(X)=U. (T, %) " (F,Z) =(H,ZU%) olsun. Burada

VREZ:

T (X), NeZ-Z=0
H®X)={ F(N), REZ-Z=0
T'(RX)UF(X), RNeZNZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= T*(X)UF(R)=pUF(X)=F(R) olup (H,Z)= (F,Z).

Sz(U) kiimesi tizerinde isleminin sol birim eleman1 Uz esnek kiimesidir.

+e

*x
11) (F,2) |, Ug=Us.

. %
Ispat: Uz=(T,Z) olsun. Burada VXeZ; T(X)=U. (F, %) N (T,Z) =(H,ZU%) olsun. Burada

VREZ:

F(R), REZ-Z=0
H®X)={ T(N), NEZ-Z=0
F(R)UT(R), NeZNZ=Z

Buradan VXeZ; H(X)= F*(X)UT(X)= F’(X)uU=U olup (H,Z)= Us.

Yani, Sz(U) kiimesi tizerinde islemi i¢in, her elemanin sol birim eleman olan Uy ye

+e

gore sag tersi, Uz esnek kiimesidir. Ayrica, Sz(U) kiimesi iizerinde isleminin sag yutan

+e

eleman1 Uz esnek kiimesidir.

12) (F, %) T_ (F,.2)=(F,2)".

. %k
Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, VXeZ; H(X)=F'(X). (F,%) N (H,2)=(T,ZUZ) olsun .
&

Burada, VXeZ;
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F(R), REZ-Z=0
TX)=9 H(W), REZ-Z=0
F'(R)UH(R), NeZNZ=Z

Burada VReZ; T(X)= F*(R)UH(X)= F’(X) UF’(X)= F*(X) olup (T,Z)=(F.Z)".

Sg(U) kiimesi {izerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni n islemi i¢in kendisinin sagda
&

yutan elemanidir.

13) F2) | (F.2)= F.2).

. %
Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, VXeZ; HRX)=F(X). (H,%) N (F,Z)=(T,ZU%) olsun .

Burada, VXeZ;

H (R), NEZ-Z=0
TX)=1 FW), NEZ-Z=0
H'(R)UF(R), NEZNZ=Z

Burada v&eZ; T(X)= H’(R)UF(X)= F(X)UF(X)= F(X) olup (T,Z)= (F.2).

Sg(U) kiimesi tizerinde, her esnek kiimenin tiimleyeni n islemi icin kendisinin solda
&

birim elemanidir.

14)[F,2) |, GBI=(F.2)\,(GB)

Ispat: (F, %) T_(G,B):(H,ZUB) olsun. Burada, YXeZUB;

F(N), NeZ-B
H®)={ G(X), NEB-Z
F'(X)UG(X), NeZNB

(H,ZUB)'=(T,ZUB) olsun. Burada, VXeZUB,;
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F(X), NeZ-B
TR)=<5 G(X), NEB-Z

F(X)NG'(X), ReZNB

Buradan, (T,ZUB) =(F,Z) \ .(G,B) olur.

15) (F.2) |, (G.2)= 0, =(F,2) = Uy ve (G.2) = 0.

: %
Ispat: (F,%) N (G, 2) = (T,ZUZ) olsun. Burada VYXeZ,;

F (R), NEZ-Z=0
TX)=1{ G(N), NEZ-Z=0
FF(N)UG(R), NeZNZ=Z

(T,Z)= @z oldugundan, VXeZ ig¢in T(X)=0 ve VXeZ; F’(N\)UG(X)=@. Burdan, VX € Z;
F’(R)=0 ve G(X)=0. Boylece, (F,Z) = Uz ve (G,Z) = @3.

16) 0,EF%) | (GB) 05E(F2) , GB). 0w EFP) | GB) (2, GB)

17) F2YEFD) , (GB) e (GAEFD) , (G2

. %
Ispat: (F, %) n (G,B)=(H, Z U B) olsun. Burada, YXeZUB;

F(X), NeZ-B
H®X)=4 G'(N), NEB-Z

F'(X) UG(R), XNeZNB
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VReZ-B; H(X)=F'(X) € F'(X) ve ¥Xe ZNB; HX)=F'(X) < F'(X) U G(X). Béylece, (F,2)'

~ b . / . ~
c (F?2) +£(G’B)' Benzer sckilde, VReZ; G(X) € F'(X) UG(XR). Boylece (G,Z) S

F2) | G2)
18) (F.2) EG.2) ise () | (FHEMHD) , (G2,

: ~ %
Ispat: (F,Z) € (G, 2) olsun. Buradan, YRXeZ i¢in, F(X)SG(X). (H, Z) n (F,2)=(W.,Z) olsun.
&

Boylece, VREZ igin,

H (X), REZ-Z=0
WR)={ F(R), NEZ-Z=0
H'(X)UF(R), NeZNZ=Z

%k
(H,%) N (G2) = (L,2) olsun. Boylece, VXeZ i¢in,

H (X), REZ-Z=0
LX)=4 G (N), REZ-Z=0
H'(R)UG(R), REZNZ=Z

Boylece, VReZ icin, W(R)=H'(X)UF(X) € H'(X)UG(X)=L(X) olup, (H,Z) j (F,2) &

(H,%) _T_:(G, Z).

* ~ * . ~
19) (H,?%) +S(F’ Z) < (H,2%) +£(G, Z) ise (F,Z2) S(G,2) olmak zorunda degildir. Yani

Teorem 4.3 (18) tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 4.3 (18) in tersi dogru olmadigim gostermek icin bir &rnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, Z={e;,e3}, E’nin alt kiimesi, U={h;,h,, h3,hy, hs}

evrensel kiime, (F,Z), (G.Z) ve (H.2), U iizerinde (F,Z)={(e,{h;, hs}), (e3,{hs,hy,hs})},
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(G,2)={(ey,{h2}).(e3,{hy,h P}, (H.Z2)={(e1,D).(e3,0)} olarak tanimlanan esnek kiimeler

olsun.

Buradan, (H2) ; (F2)=(LZ) olup,LE={(e1U)(es W)} ve (HZ) , (F.2=(K2)

* ~ *
olmak tizere (K,Z)={(e;,U),(e5,U)}. Boylece, (H,Z) n (F,2) € (H,2) n (G, 2); fakat

(F,2) €(G,Z) olmadig1 agiktir.
~ - . % _
20) (G,2) € (F,B) ve (K,Z2) € (L,B) ise (F, 2) + (K,Z) E(G,B) _T (L,B).

Ispat: (G, Z) € (F,B) ve (K,Z) € (L, B) olsun. Buradan, Z € B ve YXeZ i¢in, G(X)S F(X)

%
ve K(R)S L(R). (F, %) N (K,Z2) = (W.Z) olsun. Boylece, VR€EZ igin,
&

F(R), NEZ-Z=0
WR)=4 K (N), NEZ-Z=0
F'(R) UK(R), ReZNZ=Z

G,B (L, B) = (S,B) olsun. Boylece, VXeB igin,
_l_
&

G (R), NEB-B=0
SR)=4 LX), XEB-B=0
G'(X) UL(X), NeBNB=B

Boylece, VReZ igin, G(R)S F(X) oldugu i¢in F’(R)S G'(X) ve W(R)=F'(X) UK(X) <

G'(X) UL(R)=S(X) olup, (F. ) , (K.2) E(GB) | (LB).

4.4. Teorem (F,%2),(G,B),(H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, tiimleyenli

genisletilmis art1 isleminin diger esnek kiime islemlere asagidaki dagilmalari mevcuttur:

44.1. Teorem (F,%),(G,B), (H.,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, tiimleyenli

genisletilmis art1 isleminin kisitlanmis islemlere asagidaki dagilmalari mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Soldan Dagilmasi
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1 ZNBNS=0 ise (F.2), [GBNMHIIFIF2, GBINIF2, HI)

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalm. (G,B)Ng(H,S)=(M,BNS) olsun. Burada VXeBn

S M(X) = G(XY) NHX). (F,2) (M.BN $)=(N,2U(BN $)) olsun. Burada YXeZU(BN $);

F'(R), N€EZ-(BNYS)
N(N):{ M'(X), X€E(BNS)-Z
F(X)UM(R), ReZN(BNS)

Buradan,

F'(X), R€EZ-(BNS)=Z-(BNS)
N(X)= { G (R)UH'(R), Re(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)U(G(R)NH(R)), ReEZN(BNS)=ZNBNS

* %k
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F,Z) + (G,B)INRI[(F, %) + (H,S)] bakalim.

(F, Z)jrX< (G,B) =(V,ZUB) olsun. Burada, VReZUB;

F'(R), NEZ-B
VR)={ G'(R), REB-Z
F'(X)UG(X), NEZNB

Simdi (F,2) " (H.$)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;
F'(X), REZ-S
W(R)={ H'(R), RES-Z
F'(R)UH(X), N€eZNn$S

(V,Z2UB) Ng(W,ZUS)=(T,(ZUB)N (ZUS)) olsun. Burada, VvReZU(BNS);
T(R)=V(R)NW(X). Buradan,
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( F (R)NF (R), Xe(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'

F (R)NH'(R), Re(Z-B)N(S-2)=0

F (R)N(F (R)UH(R)) RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS

G (R)NF(R), Re(B-Z)N(Z-$)=0

T(R)={ G XR)NH(X), Re(B-Z2)N(S-Z)=Z'nBNS
G (R)N(F' (R)UH(R)), Re(B-Z)N(ZNS)=0

(F (R)UG(R))NF (R), Xe(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
(F (R)UG(R))NH (X), XE(ZNB)N(S-2)=0

U(F'(RUG(R)N(F (R)UH(R)),  RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Boylece,
(F(R), Xe(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NS'
F'(R) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T(R)={ G (X)NH (), Re(B-Z2)N(S-2)=Z'NBNS
lF'(N) XE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
(F'(R)UG(R))N(F (X)UH(R)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki Z-(BNS) ele alinirsa, Z-(BNS)=2-(BNS)’ olup, bir eleman
(BNS) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya B-S de, ya S-B de, ya da BUS nin
timleyenindedir. Burdan, X € Z —(BNS) ise X € ZNBNS’ veya X € ZNB’NS veya X €
Z NB’NS’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS=0@ ise N ve T fonksiyonlar1 birbirine

esit olur.

22 NBNS=2NBNS=0 ise (F.2), [GB)URHSI=IF.D), GBINKIFD, (HS)]

3) Z’NBNS= ZNBNS=0 ise (F, Z):i [(G.B) * r(H.9)=I(F, Z) : (GB)NRIF.2) . (9]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (G,B)3g(H,$)=(M,BNS) olsun. Burada
%k

vReBn S; M(X) = G'(X) UH'(N). (F,Z)+ (M,Bn S)=(N,Zu(Bn'S)) olsun. Burada
€

VReZU(BN S);
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M'(X), Xe(BNS)-Z

F'(X), XEZ-(BNS)
N(N)z{
F(X) UM(R), X€EZN(BNS)

Buradan,

F'(R), XEZ-(BNS)=Z-(BNS)
N(N):{ G(X)NH(X), Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
F (X) U (G'(X) U H'(R)), ReZn(BNS)=ZNBNS

.. e g . b %k
Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F,Z) * (G,B)InR[(F, %) ¢ (H,S)] bakalim.
€ €

(F.2),, (G)B)=(V,ZUB) olsun. Burada, VReZUB;

F'(X), REZ-B
ViR)={ G'(X), REB-Z
F'(X) U G'(X), REZNB

Simdi (F,Z) .+ (H,$)=(W,ZU$) olsun. Burada VXeZUS$;
F'(X), REZ-S
WR)=1 H'(X), RES-Z
F'(X) UH'(X), ReZNS

(V,2UB) Ng(W,ZUS)=(T,(ZUB)N (ZUS)) olsun. Burada, VReZU(BN S);
T(R)=V(X)NW(X). Buradan;

( F(R)NF(X), RE(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NS'

F (R)NH'(X), RE(Z-B)N(S-2)=0
F'(R)N(F (R) UH'(R) XE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS

G (R)NF (R), Re(B-Z2)N(Z-S)=0

T(X)={ G (R)NH'(X), Xe(B-Z2)N(S-Z)=Z'NBNS
G (®)N(F'(R) UH' (X)), Xe(B-Z)N(ZNS)=0

(F(R) U G'(R))NF (R), Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
(F'(X) UG'(R)NH (R), XE(ZNB)N(S-2)=0

L (F'(R) U G'(R))N(F (X) U H'(X)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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Boylece,
( F (), Re(Z-B)N(Z-$)=ZNB'NS'
F'(X) Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T(X)={ G (R)NH'(X), Re(B-Z)N(S-2)=Z'NBNS
F'(X), Ne(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
(F'(R)UG'(R)N(F (R)UH'(R)), KXE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

4 Z0BN$=2NBNS=0ise (F,2) , [GBIORHIIFIF.2), GBIUIFE D HI)

i) Tiimleyenli Genisletilmis Art: Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Sagdan Dagilmas:
: %k

1) (ZAB)N 50 ise [(F, %) Ur(G.B)], (HS)=I(F. ), (HSINRIGB), (S

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm. (F,Z) Ug(G,B)=(M,ZNB) olsun. Burada

VReZNB; M(X)=F(X)UG(X). (M,ZNB) _T_k (H,S) =(N,(ZNB)US) olsun. Burada
VRe(ZNB)US;
M'(R), RX€E(ZNB)-S
N(R)=< H'(X), NeS-(ZNB)
M'(R)UH(R), ReZn(BNS)
Boylece,
F'(R)NG'(R), X€E(ZNB)-S=ZNBNS'
N(R)={ H'(X), XES-(ZNB)=S-(ZNB)
(F'(R)NG'(X))UH(R), ReZN(BNS)=ZNBNS

* x
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) + (H,S)]nR[(G,B)f (H,S)] bakalim. (F,%) +
€ € €

(H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada VXeZUS;
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F'(R), REZ-S
V(RX)={ H'(X), RES-Z
F'(X)UH(R), REZNS

Simdi, (G,B) (H.$)=(W.BUS) olsun. Burada vXeBUS;
G'(X), REB-S
wE)={ H'®), RES-B
G'(N)UH(X), NeBNS

(V,2US) Nng(W,BUS)=(T,(ZUS)N (BUS)) olsun. Burada,VXe(ZNB)US; T(X)=V(RX)NW(X).

Boylece,
( F(X)NG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
F (R)NH'(R), RE(Z-S)N(S-B)=0
F'(R)N(G'(R)UH(R)), Re(Z-S)N(BNS)=0
H (R)NG (R), Re(S-Z)N(B-S)=0
T(R)=<{ H R)NH (R), Re(S-Z)N(S-B)=Z'nB'NS
H'(®)N(G'(R)UH(X)), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F'(R)UH(R))NG (), RE(ZNS)N(B-$)=0
(F'(R)UH(X))nH (&) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
\ (F'(R)UH(R))N(G'(X)UH(X)), KRe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Boylece,
F (X)NG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
H'(R) RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
T(X)=1 H' (X)NG'(R) Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
F' (X)NH'(R) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'N$S

(F'(R\)UHR)N(G'(R)UH(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, S-(ZNB)’yi ele alirsak, S-(ZNB)=SN(ZNB)’ olup, bir eleman
(ZNB) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya Z-B de, ye B-Z da, ya da ZUB nin
timleyenindedir. Burdan, X €S-(ZNB) ise X eSNZNB’ veya X € SNZ’NB veya X €
SNZ’NB’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS=ZNB’NS=@ sart1 ile N=T saglanir.
Z’NBNS=ZNB’NS=0 sartinin, (ZAB)N S=0 sartina denk oldugu asikardir.
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2) (24B)n 5=0 e [(F, D)Nw(G.B)] | (HS=I(F,2) (HHIUIGB)] (H9)]

ENBAS'=(ZAB)N =0 ise(F, 2)0x (G.B)]; (HS=IF,2) ; ()] URIGB) ; (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z)0g(G,B)=(M,ZNB) olsun. Burada YXeZN

B; M(RX)=F'(X)NnG'(X). (M,ZNB) :_k (H,S) =(N,(ZNB)US) olsun. Burada VXe(ZNB)US;

M'(X), RXE(ZNB)-S
N(N)z{ H'(R), NeS-(ZNB)
M'(R)UH(R), ReZn(BNS)

Buradan,

F(R)UG(R), XE(ZNB)-S)=ZNBNS'
N(R)=< H'(X), N€ES-(ZNB)=S-(ZNB)
(F(X)UG(R))UH(X)), ReZN(BNS)=ZNBNS

Simdi  esitligin  sag tarafina yani [F, %) U (H,S)JUr[(G,B) U (H,S)] bakalim.
€ €

(F, %) :Xj (H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada, VXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)=< H'(X), NES-Z
F(X)UH(X), RE€ZNS

(G,B)S< (H,S)=(W,BuUS) olsun. Burada VYXeBUS;
G'(X), XEB-S
WR)={ H'(R), XES-B
G(X)UH(X), XNeBNS

(V,2US) Ur(W,BUS)=(T,(ZUS)n (BUS)) olsun.Burada YXe(ZNB)US; T(RX)=V(X)UW(R).

Buradan,



( F(R)UG (R),
F(R)UH (),
F(R)U(GRH(R)),
H (R)UG (R),
T(X)=<{ H(X)UH(X),
H' (®)U(G(R)UH(R)),
(F(X)UH(R))UG (%),
(F(R)UH(X))UH (X),

Boylece,

F (R)UG (R),
H (R),
T(X)= { U

U,
L(F(N)UH(N))U(G(N)UH(N)).

\ (F(R)UH(R)U(G(R)UH(X)),
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Ne(Z-S)N(B-S)=ZnBNS'
R€E(Z-$)N(S-B)=0
ReE(Z-S)N(BNS)=0
Re(S-Z)N(B-$)=0

Re(S-Z)N(S-B)=Z'NnB'NS

Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(B-$)=0

Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Ne(Z-S)N(B-S)=ZNnBNS’

NeE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
RXe(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
RXeE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=2NBNS'=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=0 sartinin,

(ZAB)N $=0 sartina denk oldugu asikardir.

ZNBS'=ZAB)N $=0 ise(F, 2) % (GBI} (HS=IF.D) |, (H] NalGB) ) (HS)

4.4.2. Teorem (F,2),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli

genisletilmis art1 isleminin genisletilmis islemlere asagidaki dagilmalar1t mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi

1) Z0BNS'=(ZAB)N =0 ise (F,7), [(GBINMHSI-IF 2, GBINIFD, (S

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,B)N.(H,$)=(M,BUS) olsun. Burada YXeBuU

S;
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G(N), NEB-S
M(R)={ H(R), XES-B
G(X)NH(X), XNeBNS

(F,2). (MBUS)=(NZU(BUS)) olsun. Burada YRZUBUS;

F'(R), N€EZ-(BUS)
N(N):{ M'(R), Re(BUS)-Z
F(X)UM(R), X€ZN(BUS)

Buradan,

(F'(X), NeZ-(BUS)=ZnB'NS’
G (X), Xe(B-S)-Z=Z'NBNS'
H'(X), Re(S-B)-Z=Z'NB'NS
N(X)=14 G (R)UH'(R), Re(BNS)-Z=Z'NBNS
F'(R)UG(R), REZN(B-S)=ZNBNS'
F' (R)UH(R), ReZN(S-B)=ZNB'NS

LF (X)U(G(X)NH(R)), ReEZN(BNS)=ZNBNS

o e 5 ) * *
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F,Z) + (G,B)In:[(F, %) e (H,S)] bakalim.
€

e
(F,Z)+ (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;
€

F'(R), REZ-B
V(R)=< G'(X), NEB-Z
F'(X)UG(X), N€EZNB

(F2) ) (H$)=(W,ZU$) olsun. Burada vReZUS;

F'(N), REZ-S
W(x)={ H'(X), RES-Z

F'(X)UH(XR), R€EZNS

(V,2UB) N, (W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;



Buradan,

T(X)=+

Boylece,

T(R)=+

\

V(X),
TR)=4 W),
VE)NW(R),

F (R),
G (R),
F (R)UG(R),
F (R),
H(R),
F (R)UH(R),
F (R)NF'(X),
F (R)NH (R),
F (X)N(F (X)UH(X)),
G (R)NF (X),
G (R)NH (R),
G (R)N(F (RUH(R)Y),
(F (R)UGR))NF (R),
(F (R)UGR)NH (X),
(F (R)UGR)N(F (RUH(X)),

(G (X),

H (X),

F(X),

F (R),

G (R)NH (R),

F (R),
k(F'(muc(x))n(F'(x)u H(X)),

Z’NBNS=0 sart1 ile N=T saglanir.
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Re(ZUB)-(ZUS)
ReE(ZUS)-(ZUB)
RE(ZUB)N(ZUS)

RE(Z-B)-(ZUS)=0
RE(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS
RE(ZNB)-(ZUS)=0
RE(Z-S)-(ZUB)=0
RE(S-Z)-(ZUB)=Z NB NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
RE(Z-B)N(S-2)=0
XE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS
RE(B-Z)N(Z-S)=0
XE(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
NE(B-Z)N(ZNS)=0
RE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS
RE(ZNB)N(S-2)=0
RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

X€E(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS
XE(S-Z)-(ZUB)=Z NB NS
XE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
XE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS
RE(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
XE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS
RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

2) Z0BNS'=(ZAB)N $=0 ise (F,7),, [(GB)U(HSI=IF.2), (GBIVIFE7, (HI)
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3) ZNBNS=(ZAB)N $=0 ise (F,2) | [(GB)* ((HSIFIF.2) ; GBIV 2 (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,B) * .(H,$)=(M,BUS) olsun. Burada YXeBuU
S

G(N), NEB-S
M(R)={ H(X), RES-B
G'(X)UH'(X), XeBNS

(F,2). (MBUS)=(N,ZU(BUS)) olsun. Burada YRZUBUS;

F'(R), NeZ-(BUS)
N(N):{ M'(X), NXe(BUS)-Z
F (X)UM(R), X€eZnN(BUS)

Buradan,

(F'(X), ReZ-(BUS)=ZNB'NS'

G (R), RE(B-S)-Z=Z'NBNS'

H(R), Xe(S-B)-Z=ZNB'NS

N(X)=4 GR)NH(X), RE(BNS)-Z=Z'NBNS
F'(R)UG(X), REZN(B-$)=ZNBNS'
F'(R)UH(X), REZN(S-B)=ZNB'NS

\F (X)U(G'(X)UH'(X)), REZN(BNS)=ZNBNS

%k %k
Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F,Z) % (G,B)]U[(F, %) % (H,S)] bakalim.
€ €

S
(F.2), (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada VReZUB;

F'(X), NEZ-B
VR)=1 G'(X), NEB-Z

F'(X)UG'(R), N€eEZNB

(F,2) : (H,S)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;



F'(R),
W(N)={ H'(R),

REZ-S
RES-Z

F'(R)UH'(R), REZNS

(V,ZUB) U.(W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada VYXeZUBUS;

Buradan,

T(R)=+

V(X),
T(X)= { W(X),

Re(ZUB)-(ZUS)
Re(ZUS)-(ZUB)

V(R)UW(XR), Re(ZUB)N(ZUS)

(F (),

G (R),
F (X)UG'(X),

F (R),

H (X),
F (X)UH'(R),

F (R)UF'(R),

F (R)UH (X),

F (R)U(F (RX)UH'(R)),
G (R)UF'(R),

G (R)UH (R),
G (R)U(F (R)UH'(R)),
(F (R)UG' (R)UF'(R),
(F (R)UG'(R))UH (X),

Boylece,

T(X)=

G (R),

H (X),

F(X),

J F(R)UH'(X)
G (X)UH (),
F (R)UG'(X)

(F (R)UG'(R)U(F (R)UH'(R)),

\(F'(N)UG'(N))U(F'(N)UH'(N)),

XE(Z-B)-(ZUS)=0
XE(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS
NE(ZNB)-(ZUS)=0
RE(Z-S)-(ZUB)=0
RE(S-Z)-(ZUB)=Z NB'NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB' NS
RE(Z-B)N(S-2)=0
RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS
XE(B-Z)N(Z-S)=0
RE(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
XE(B-Z)N(ZNS)=0
XE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS
RE(ZNB)N(S-2)=0
XE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Xe(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS
XE(S-Z)-(ZUB)=Z NB NS
XE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
XE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS
RE(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
RE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS
RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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Z’NBNS= ZNB’NS= ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=0 sartinin,
(ZAB)N S=0 sartina denk oldugu asikardir.

4 ZNBNS'=(2AB)N $=0 ise (F,2) | [GBMSI=IF2) . GBINF.2), (HS)

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi

1) (ZAB)N $=0 ise [(F2) U GBI ;. (HS=IF2) | (HSINLGB) | (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim1 ele alalm. (F,Z) U.(G,B)=(M,ZUB) olsun. Burada
VXeZUB;

F(X), NEZ-B
M(N):{ G(X), NEB-Z

F(X)UG(R), N€ZNB

%
(M,ZUB) + (H,S)=(N,(ZuB)US olsun. Burada YXeZUBUS;

M'(R), N€E(ZUB)-S
N(N)z{ H'(X), N€eS-(ZUB)
M'(X)UH(X), Xe(ZUB)NS

Buradan,

( F'(R), Xe(Z-B)-S=ZNB'NS'

G'(N), ReE(B-Z)-S=Z'NBNS'
F'(R)NG'(R), Xe(ZNB)-S=ZNBN§S'

N(X)=< H'(X), RES-(ZUB)=Z'NB'NS
F'(X)UH(R), Ne(Z-B)NS=ZNB'NS

G (R)UH(X), Xe(B-Z)NS=Z'NBNS

\ (F'(X)NG'(RX))UH(R), Ne(ZNB)NS=ZNBNS
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k * k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) 4 (H,S)]IN[(G,B) + (H,S)] bakalim. (F, %) +

(H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada VXeZUS ;

V(R)=
F'(X)UH(R), N€ZNS

REZ-S
RES-Z

(G.B) | (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada  YX<BUS;

W(R)= {

REB-S
ReS-B

G'(X)UH(R), XeBNS

(V,2US$) n, (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

Buradan,

T(X)=1

V(R),
T(N)={ W(R),
V(R)NW(R),

(F (),

H'(R),
F'(R)UH(R),
G (),

H'(R),
G'(R)UH(X),
F' (X)NG'(R),

F (R)NH'(R),

H (X)NG (R),
H (X)NH (R),
H (R)N(G'(X)UH(R))

(F (R)UH(R))NH'(X)

F (R)N(G' (R)UH(R)),

(F (R)UH(R)NG'(X),

L(F (R)UH(R))N(G'(X)UH(K))

Re(ZU$)-(BUS)
Re(BUS)-(ZUS)
Re(ZUS)N(BUS)

Re(Z-$)-(BUS)=ZNB'NS
R€E(S-2)-(BUS)=0
RE(ZNS)-(BUS)=0

Re(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
R€E($-B)-(ZUS)=0
Re(BNS)-(ZUS)=0

Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS
RE(Z-S)N(S-B)=0
R€E(Z-$)N(BNS)=0
R€E(S-Z2)N(B-$)=0

Re(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS

Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-S)=0

Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Boylece,

(F(R), Re(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

G (R), Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS

F (R)NG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

T(X)=1{ H'(R), Xe(S-Z2)N(S-B)=Z NB'NS

H' (R)NG (R), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS

F' (X)NH (R) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

(F (R)UH(X))N(G'(X)UH(R)) Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Z’NBNS= ZNB’NS=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS$=0 sartinin, (ZAB)N
S=0 sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZAB)N $=0 ise [(F.2) N GBI, (HS)=[F.2) | (HIIVIGB) | (3]

HEABIN S=ZNBNS'=0 ise [(F, DOGBN, (HS=IF2) |, (HHULIGE) 5 (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim. (F, Z)0,(G,B)=(M,ZUB) olsun. Burada YXeZU
B;

F(X), XEZ-B
M(N)z{ G(X), REB-Z

F'(X)NG'(R), NEZNB

e
(M,ZUB) + (H,S)=(N,(ZuB)US olsun. Burada VXeZUBUS;

M'(R), NXe(ZUB)-S
N(R)=<{ H'(R), N€eS-(ZUB)
M'(X)UH(X), Xe(ZUB)NS

Buradan,



111

( F'(X), N€E(Z-B)-S=ZnB'NnS’

G'(X), Xe(B-Z)-S=Z'NBNS'
F(R)UG(R), RXeE(ZNB)-S=ZNBNS'

N(X)={ H'(R), XES-(ZUB)=Z'NB'NS
F'(R)UH(R), NE(Z-B)NS=ZNB'NS

G (R)UH(X), Xe(B-Z)NS=Z'NBNS

\(F(X)UG(X))UH(R), Ne(ZnB)NS=ZNBNS

* k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) U (H,S)]Ug[(G,B)z< (H,S)] bakalim. (F,Z) U

(H,S)=(V,ZuS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F(X)UH(X), N€EZNS

*
(G,B) UsH,S):(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;

G'(X), REB-S
woo:{ H'(X), NeS-B

G(X)UH(X), XNeBNS

(V,2US) U, (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

W), RE(BUS)-(2U9)

V(X), RE(ZUS)-(BUS)
T(X)= {
V(R)UW(R), Re(ZUS)N(BUS)

Buradan,



(F(R), Re(Z-$)-(BUS)=ZNB NS
H'(R), R€E($-2)-(BUS)=0
F(R)UH(R), Re(ZNS)-(BUS)=0
G (N), Xe(B-S)-(ZUS)=A'NBNS
H'(R), RE(S-B)-(ZUS)=0
G(R)UH(R), Re(BNS)-(ZuUS)=0
F (X)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS
T(X)=<{ F (R)UH (R), R€E(Z-S)N(S-B)=0
F (X)U(G(R)UH(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0
H (R)UG (R), RE(S-Z)N(B-S)=0
H'(R)UH (R), Re(S-Z)N(S-B)=A'NB'NS
H' (R)U(G(R)UH(R)) Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
F(R)UH(R))UG'(N), ReE(ZNS)N(B-S)=0
F(X)UH(X))UH'(X) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

(F(R)UH(R))U(G(R)UH(R))

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Boylece,

(F(R), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

G (X), Re(B-S)-(ZUS)=Z NBNS

F (X)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

T(R)=1 H'(N), RE(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS

U, Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS

U, Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
\F(R)UH(X))N(G(R)U H(X)) NeE(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Z’NBNS= ZNB’NS=ZNBNS’=Q sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS$=0 sartinin,
(ZAB)N $=0 sartina denk oldugu asikardir.

2AB)N $=2NBNS'=0 ise [(F,2) * (GB)), (HS=I(F.2) |, (HIINIGB) | (HI)

4.4.3. Teorem (F,2),(G,B), (H,S), U ilizerinde esnek kiimeler olmak iizere, tiimleyenli
genigletilmis art1 igleminin tiimleyenli genisletilmis islemlere asagidaki dagilmalar

mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Soldan Dagilmasi
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1) (24B)n 5= ZNBNS'=0 is (F.2),, [(G.B) & HSI=IE.D), GBI 1 [(F2), (HS)

€ €

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim (G,B) ;k ((H,$)=(M,BuUS) olsun. Burada YXeBU
€

S;

G'(R), REB-S
M(R)=< H'(X), XES-B
G(X)NH(X), NeBNS

(F,2). (MBUS)=(N.2U(BUS)) olsun. Burada VXeZUBUS,

F'(R), R€EZ-(BUYS)

N(N):{ M'(R), Re(BUS)-Z

F (R)UM(R), XEZN(BUS)

Buradan,

(F'(X), NeZ-(BUS)=ZNB'NS'
G(N), Xe(B-S)-Z=Z'NBNS'
H(R), Re(S-B)-Z=ZNB'NS
N(R)={ G'(R)UH'(X), Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)UG'(R), XeZN(B-S)=ZNBNS'
F (X)UH'(X), Xe€ZN(S-B)=ZNB'NS

LF (X)U(G(X)NH(R)), ReEZN(BNS)=ZNBNS

k k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z) + (G,B)] : [(F, %) + (H,S)] bakalim. (F, Z):k_ (G,B)
€ € €

=(V,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(), NEZ-B
ViR)=<1 G'(N), NEB-Z

F'(X)UG(X), N€EZNB

(F,Z):_X< (H,S)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;
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REZ-S
RES-Z

F'(R)UH(R), N€eEZN$S

F'(X),
W)= { H'(R),

(V.ZUB) ~ (W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada ¥XeZUBUS;

Buradan,

‘

T(X)=

\

Buradan,

T(R)= 1

V'(X),
TX)=4 W'X),
VE)NW(R),

F(X),
G(R),
F(R)NG'(X),
F(X),
H(X),
F(R)NH'(X),
F'(X)NF' (X),
F'(R)NH'(R),
F' (R)N(F (R)UH(XR)),
G (R)NF'(R),
G (X)NH (X),
G (R)N(F' (R)UH(X)),
(F (R)UG(R)NF (R),
(F (R)UG(R))NH'(R),

(F (RUGER)N(F (R)UH(R)),

[ G(R),
H(X),
F(X)
F(X),
G (R)NH (X),
F(X)

L(F'(N)UG(N))H(F'(N)UH(N));

Re(ZUB)-(ZUS)
ReE(ZUS)-(ZUB)
RE(ZUB)N(ZUS)

Xe(Z-B)-(ZUS)=0
Xe(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
RE(ZNB)-(ZUS)=0
RE(Z-S)-(ZUB)=0
RE(S-2)-(ZUB)=ZNB NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
Re(Z-B)N(Z-S)=ZnB NS
Re(Z-B)N(S-2)=0
Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
RE(B-Z)N(Z-S)=0
Xe(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
RE(B-Z)N(ZNS)=0
XE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
ReE(ZNB)N(S-2)=0
RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Xe(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
Re(S-2)-(ZUB)=Z NB NS
Re(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NS
Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Xe(B-Z)N(S-2)=Z NBNS
XE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
Xe(ZNB)N(ZNS)=Z2NBNS
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Z’NBNS= ZNB’NS=ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS$=0 sartinin,
(ZAB)N S=0 sartina denk oldugu asikardir.

2)(ZAB)N S=ZNBNS’=0 ise (F, Z) [(G B) (H S)I=I(F, Z) (G B)] (F Z) (H,S)].

HZNBNS=0 ise (F2), [GB) 5 (HSIIFED , GBI (D), (H9)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim1 ele alalm (G,B) : ((H,S)=(M,BuUS) olsun. Burada
€

VXeBUS;

G'(R), XEB-S
M(X)={ H'(X), X€ES-B
G'(X)UH'(X), NeBNS

(F, Z) (M BuUS)=(N,ZU(BUS)) olsun. Burada VReZUBUS;

F'(X), X€EZ-(BUS)
N(X) { M'(R), Ne(BUS)-Z
F(X)UM(R), ReZN(BUS)

Buradan,

(F'(R), R€EZ-(BUS)=ZNB'NS’

G(X), Ne(B-S)-Z=Z'nBNS’

H(R), Re(S-B)-Z=ZNB'NS

N(R)=<{ G(R)NH(R), Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)UG'(R), XEZN(B-$)=ZNBNS
F'(X)UH'(X), XeZN(S-B)=ZNB'NS

\F' (X)U(G'(R)UH'(X)), ReZN(BNS)=ZNBNS

Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F, Z) ¥ (G, B)] (F Z) ¥ (H,S)] bakalim.

%
(F, Z)>l< (G,B) =(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;



F'(R),
VX)=4 G'(X),

NEZ-B
NEB-Z

F'(X)UG'(R), NEZNB

(F2) . (H.$)=(W,ZUS$) olsun. Burada VReZUS;

F'(R),
W(N)={ H'(X),

REZ-S
RES-Z

F'(X)UH'(R), REZNS

(V.ZUB) | (W,2US)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada YReZUBUS;

V'(X),
T(X)= { W'(X),
VER)UW(R),

Buradan,

 F(X),
G(X),
F(R)NG(R),
F(R),
H(X),
F(R)NH(R),
F (R)UF (X),
F (R)UH (R),
F'(R)U(F (X)UH'(R)),
G (R)UF (R),
G (R)UH'(R),
G (R)U(F (R)UH' (X)),
(F (R)UG'(R))UF (X),
(F (®)UG'(R))UH (R),

T(X)=1

Buradan,

k(F'(N)UG'(N))U(F'(N)UH'(N));

Re(ZUB)-(ZUS)
ReE(ZUS)-(ZUB)
Re(ZUB)N(ZUS)

NX€E(Z-B)-(ZUS)=0
Re(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
Re(ZNB)-(ZUS)=0
R€E(Z-5)-(ZUB)=0
RE(S-2)-(ZUB)=Z NB'NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
XE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
Re(Z-B)N(S-2)=0
XeE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Ne(B-Z2)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
Ne(B-Z2)N(ZNS)=0
XE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS
RE(ZNB)N(S-2)=0
Ne(ZNB)N(ZNS)=Z2NBNS
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(G(X), Xe(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS'

H(X), RE(S-2)-(ZUB)=Z NB' NS

F(X), Xe(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'

T(R)= 4 F'(X)UH'(R) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'N$S
G (X)UH (X), Re(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS

F (R)UG'(R) ReE(ZNB)N(Z-$)=Z2nBNS

\(F'(N)UG'(N))U(F'(N)UH'(N)), Xe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=0 sart1 ile N=T saglanir.
4) Z’NBNS= ZNBNS=0 ise (F, Z):_kg[(G,B)(i(H,S)]:[(F, %) : GBI, [F2) : H.S)].

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis islemler Uzerine

Sagdan Dagilmasi

1) (24B)N $=0ise [ 2) | (GB)I, (HS=F.2) | (HS): [(GB) | (H3)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim. (F, Z)U (G,B)=(M,ZuUB) olsun. Burada

VXeZUB:

F'(X), NeZ-B
M(X)={ G'(X), REB-Z
F(X)UG(R), NeZNB

(MZUB)" (H.$)=(N.(ZUB)US) olsun. Burada vXeZUBUS;

M'(X), NeE(ZUB)-S
N(R)=< H'(X), NX€ES-(ZUB)
M'(X)UH(X), Xe(ZUB)NS

Buradan,
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( F(X), XE(Z-B)-S=ZNB'NS'

G(X), R€E(B-Z)-S=Z'NBNS'
F'(X)NG'(X), XeE(ZNB)-S=ZNBNS'

N(X)=<{ H'(X), XES-(ZUB)=Z'NB'NS
F(X)UH(R), RE(Z-B)NS=ZNB'NS
G(R)UH(R), Re(B-Z)NS=Z'NBNS

\ (F'(X)NG'(X))UH(X), Xe(ZNB)NS=ZNBNS

* * *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) + (H,9)] ;k [(G,B) + (H,S)] bakalim. (F,%) +

(H,$)=(V,Zu$) olsun. Burada YReZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F'(R)UH(X), N€eEZNS

(G,B) f (H,S)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;

G'(X), NEB-S
W(R)=< H'(R), NES-B
G'(X)UH(R), XeBNS

*
(V,2US) n (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

V'(R), Re(ZUS)-(BUS)
T(R)=<{ W'(R), Ne(BUS)-(ZUS)
V(R)NW(R), Ne(ZUS)N(BUS)

Buradan,



T(x)={ F®NH ),

H' (X)NG (X),
H (X)NH (R),
H (®)N(G'(R)UH(R))

(F'(®)UH(R))NH'(X)

F'(R)N(G'(X)UH(X)),

(F'(R)UH(R))NG'(R),

L(F'(R)UH(R))N(G (R)UH(R))

(F(R), Xe(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS
H(R), NE(S-2)-(BUS)=0
F(R)NH'(R), RE(ZNS)-(BUS)=0
G(R), Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
H(X), R€E(S-B)-(ZUS)=0
G(R)NH'(X), RE(BNS)-(ZUS)=0
F' (R)NG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

Re(Z-S)N(S-B)=0
Re(Z-5)N(BNS)=0
RE($-Z)N(B-$)=0
ReE(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZN$)N(B-5)=0
Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Buradan,
( F(X), Re(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS
G(X), Xe(B-$)-(ZUS)=Z NBNS
F (R)NG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
T(X)=1{ H'(R), Re(S-2)N(S-B)=Z'NB'NS
H (R)NG (R), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
H (X)NH (R), Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
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L(F'(R)NH(R))N(G (R)UH(R)) RE(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Z’NBNS= ZNB’NS=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=Q sartinin, (ZAB)N $S=0
sartina denk oldugu asikardir.

2) (ZaB)N5=0 ise [(F.2) » (GB)L (HS)=IF2) [ (S [(GB) ; (HS)]
HEABN $=ZNBNS'=0 isel(F, 2) o (GB)I) (HS=IF2) |, (HS), [GB) ; (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F, Z)e (G,B)=(M,ZuUB) olsun. Burada
€

VRXeZUB:
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F'(X), NEZ-B
M(X)={ G'(X), NEB-Z

F'(X)NG'(R), NeZNB

(MzUB)," (H.$)=(N,(ZUB)US) olsun. Burada YXeZUBUS;

M'(R), N€E(ZUB)-S
N(N)z{ H'(X), NES-(ZUB)
M'(X)UH(X), X€e(ZUB)NS

Buradan,

( F(X), NE(Z-B)-S=ZnNB'NS'

G(X), Ne(B-2)-S=Z'nBNS’
F(R)UG(R), Ne(ZNB)-S=ZNBNS'

N(R)=< H'(X), N€ES-(ZUB)=Z'NB'NS
F(X)NH(X), Ne(Z-B)NS=ZNB'NS
G(R)NH(X), Ne(B-Z)NS=Z'NBNS

\(F(X)UG(R))NH(X), NXE(ZNB)NS=ZNBNS

* * *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) U (H,S)]:Jk [(G,B) U (H,S)] bakalim. (F,%) U
€ € € €

(H,S)=(V,ZuS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)=41 H'(R), RES-Z
F(X)UH(R), R€eZn$S

(G,B) j (H,S)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;

G'(R), REB-S
wWR)={ H'(X), NES-B
G(X)UH(X), REBNS

%
(V,2US) U (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;



Buradan,

T(X)=

V'(X),
W'(X),

T(R)=
VE)UW(R),

((F(R),
H(X),
F'(R)NH'(R),
G(X),
H(X),
G'(R)NH'(R),
F(R)UG (N,
F (R)UH (R),
F (R)U(G(R)UH (X)),
H' (X)UG (X),
H (R)UH'(R),
H (®)U(G(R)UH(R))
(F(R)UH(R)UG'(R),
(F(X)UH(R))UH (X)

Buradan,

T(X)=

\(F(R)UH(R))U(G(R)UH(R))

(F(X),
G(X),
F (R)UG (%),
| H®),
U
i}
\(F(R)UH(R)U(GR)UH (X))

e (ZUS)-(BUS)
Re(BUS)-(ZUS)
Re(ZUS)N(BUS)

RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS
ReE(S-2)-(BUS)=0
Re(ZNS)-(BUS)=0

Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS'
NE($-B)-(ZUS)=0
RE(BNS)-(ZUS)=0

Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS
R€E(Z-$)N($-B)=0
RE(Z-$)N(BNS)=0
RE($-Z)N(B-$)=0

RE(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS

Ne(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-S)=0

Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Re(Z-5)-(BUS)=ZNB'NS
Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

Re(S-Z)N(S-B)=Z NB'NS
ReE(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Ne(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Z’NBNS= ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin,
(ZAB)N $=0 sartina denk oldugu asikardir.

HEABN §=2NBNS=0 ise [(F7),, (GBI (H=F.2) , (HI] ] [(GB) 5 (HS)
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4.4.4. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, tiimleyenli

genisletilmis art1 isleminin esnek ikili parcali islemlere agsagidaki dagilmalari mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Esnek Ikili Parcali islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
1) ZNBNS=2 N (BAS)=0ise (F,2), [(GB) y (HSI=IF. D), GBI [F.D (HI).

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B);(H,S)Z(M,B) olsun. Buradan vXeB;

G(X), REB-S

M(N):{G(N)nH(N), NEBNS

%
(F, Z)+ (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), REZ-B
N(R)={ M'(R), REB-Z
F(X)UM(X), N€EZNB

Buradan,

F'(X), NEZ-B
G (N), Xe(B-S)-Z=Z'NBNS'
N(R)=1 G (R)UH'(N), Re(BNS)-Z=Z'NBNS
F' (R)UG(X), XeZN(B-S$)=ZNBNS'

F (R)U(G(R)NH(R)), KeEZN(BNS)=ZNBNS

k ~ k
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F, %) 4 (G,B)]U[(F, Z) 4 (H,S)] bakalim.
*
(F, Z)Jr (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;
F'(R), NEZ-B

V(R)=< G'(X), NEB-Z
F'(X)UG(X), N€EZNB



(F,Z)f (H,S)=(W,ZUS) olsun. Burada VXeZUS;
NEZ-S

F'(X),
W(R)={ H'(X), RES-Z
F'(X)UH(R), R€ZNS

(V.ZUB) |, (W,ZU$)=(T,(2UB)) olsun. Burada ¥XeZUB;

V(R), NXe(ZUB)-(ZU
T(N):{V(N)UW(N), erZUBgn((zjg)
Buradan,

( F (), XE(Z-B)-(ZUS)=0
G (R), X€e(B-Z)-(ZUS)=Z'NBNS'

F' (R)UG(X), XE(ZNB)-(ZUS)=0

F (X)UF (R), Xe(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'

F (R)UH (R), Re(Z-B)N(S-2)=0
T()=+ F (R)U(F (X)UH(R)), Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (X)UF (R), Re(B-Z)N(Z-S)=0

G (X)UH (X), Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'NBNS

G (R)U(F (R)UH(X)), Re(B-Z)N(ZNS)=0
(F (R)UG(R))UF (R), Re(ZNB)N(Z-S)=ZnBNS'

(F (R)UG(R))UH'(R), Re(ZNB)N(S-Z)=0
L(F' (R)UG(R)U(F (R)UH(X)), Xe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
Buradan,
(G (R), Xe(B-7)-(ZUS)=Z'nBNS'
F(R), Re(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
T(X)= 1 F (X)UH(R), Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (X)UH (R), Re(B-Z)N(S-Z)=Z'NBNS
F (R)UG(R), Xe(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
\(F (R)UG(R))U(F (X)UH(X)),

RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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Burada; N fonksiyonundaki, Z-B ele alirsak, Z-B=ZNB’ olup, bir eleman B nin
tiimleyeninde ise o eleman ya $-B de, ya da BU $ nin tiimleyenindedir. Burdan, X €S-B ise
N € ZNB’NS veya X € ZNB’NS’ olduguna dikkat edecek olursak, ZNBNS = ZNBN $’=
ZNB’N $=0 sart1 ile N=T saglanir. ZNB’NS$S= ZNBN S’=@ sartinin Z N (BAS)= @ denk
oldugu asikardir.

2) (2AB)NS=0 ise (F.7), [(GB), (HSI=IF2), GBI | IF7), HS]
3) (ZAB)NS=2NBNS'= 0 ise (F,7), [(GB) L (HIFIF.2) ; GBI | .2 ()]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ; (H,S)=(M,B) olsun. Buradan VXeB;

G(X), NeEB-S

M(N)={G'(N)UH'(N), REBNS

%
(F, Z)+ (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), REZ-B
N(R)={ M'(X), REB-Z
F (RX)UM(R), N€EZNB

Buradan,

F'(X), XEZ-B
G (R), ReE(B-S)-Z=Z'NBNS'
N(R)=1¢ G(R)NH(X), Xe(BNS)-Z=Z'NBNS
F' (R)UG(R), REZN(B-$)=ZNBNS'

F (X)U(G'(R)UH'(X)), XeEZN(BNS)=ZNBNS

*x ~ *x
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F, %) * (G,B)]U[(F, Z) ¢ (H,S)] bakalim.

%
(F,2) « (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada VXeZUB,;
€



(F.2) : (H,S)=(W,ZuUS) olsun. Burada VXeZUS;

F'(R)UG'(X),

F'(R),
VX)=4 G'(X),

F'(R),
W(N)={ H'(X),

F'(R)UH'(X),

NEZ-B
NEB-Z
NEZNB

REZ-S
RES-Z
REZNS

(V,ZUB) (W,2U$)=(T,(2UB)) olsun. Burada YXeZUB;

Buradan,

T(X)=1

(V) NE(ZUB)-(ZUS)
T(N)_{V(N)UW(N), XE(ZUB)N(ZUS)

(F(X),
G (R),
F' (X)UG'(X),
F(X) UF(R),
F'(X) UH'(R),
F'(X) u (F (R)UH'(R)),
G'(R) UF' (),
G'(R) UH'(X),
G (X) U (F (RX)UH'(R)),
(F'(R)UG'(R)) UF (X),
(F'(RX)UG'(R)) UH'(X),

Buradan,

L (F(R)UG'(X) U (F (R)UH'(R)),

Ne(Z-B)-(ZuUS)=0
Xe(B-2)-(ZUS)=Z2'nBNS'
RE(ZNB)-(ZUS)=0
Ne(Z-B)N(Z-S)=Z2nB'NnS’
Re(Z-B)N(S-2)=0
RXe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
RXe(B-Z)N(Z-S)=0
Ne(B-Z2)N(S-Z2)=Z'NnBNS
Re(B-Z)N(ZNS)=0
Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
RE(ZNB)N(S-2)=0
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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(G (X), Xe(B-72)-(ZUS)=Z'nBNS'

F'(X), Re(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'

Tv)= F' (X)UH'(R) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)UH'(R), Re(B-Z2)N(S-Z)=Z'NBNS

F(R)U G'(R) Xe(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'

L(F' (R)UG'(X)) U (F (R)UH'(X)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=0@ sart1 ile N=T oldugu goriilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0
sartinin (ZAB)NS= @ sartina denk oldugu asikardir.

HEAB)NS=ZNB'NS=0 ise (F.7), [GB)y HSIFIF.2, GBI IF2), HI

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Esnek ikili Pargali Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi
1) (2aB)N$=0 ise (F.2); GBI, HI-F.2), HIIIGB)) H9)]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z)G(G,B)Z(M,Z) olsun. Burada VXeZ,

_( F(R), XEZ-B
M(@®)= {F(N)UG(N), REZNB

(M,2) (H.$)=(N.2US) olsun. Burada YX<ZUS;

M'(K), REZ-S
N(N)z{ H'(R), RES-Z

M (R)UH(R), R€ZNS

Buradan,
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F(R), X€(Z-B)-S=ZNB'NS'
F'(R)NG'(R), N€E(ZNB)-S=ZNBNS'
N(R)=< H'(X), NES-Z
F (X)UH(R), XE(Z-B)NS=ZNB'NS
(F'(R)NG'(RX))UH(R), NE(ZNB)NS=ZNBNS

*

%k ~
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,2) + (H,9)] n[(G,B) + (H,9)].

(F, Z)J:X< (H,S)=(V,ZuS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(X), NEZ-S
V(R)={ H'(X), NES-Z
F'(R\)UH(R), N€eZn$S

Simdi (G,B) , (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada VX<BUS;
G'(R), NEB-S
W(R)={ H'(X), RES-B
G'(R)UH(R), ReBNS

(V.2US) . (W,BUS)=(T,(ZUS$)) olsun. Burada ¥XeZUS;

(V) NE(ZUS$)-(BUS)
T(N)_{V(N)HW(N), Re(ZUS)N(BUS)

Buradan,



T(R)=1«

Buradan,

T(X)=

(F(N),
H'(X),
F'(R)UH(X),
F (R)NG (R),
F' (X)NH (R),
F (R)N(G'(R)UH(R)),
H (X)NG (R),
H (R)NH (R),
H' (®)N(G'(R)UH(R))
(F'(R)UH(R))NG (X),
(F'(®)UH(R))NH'(X)

(F(X),
F (R)NG (R),
H'(X),
H (R)NG (R),
F'(R)NG (R),

(F'(R)UH(R))N(G'(R)UH(R)),

L(F'(R)UH(X))N(G'(R)UH(R)),

NE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
Re($-2)-(BUS)=0
RE(ZNS)-(BUS)=0

RXe(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
RE(Z-$)N($-B)=0
Re(Z-S)N(BNS)=0
Re(S-Z)N(B-$)=0

Re(S-Z2)N(S-B)=Z'NB'NS

Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZNS)N(B-$)=0

Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

NeE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

Re(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NnBNS
Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Burada; N fonksiyonundaki, S-Z ele alirsak, S-Z=SNZ’ olup, bir eleman Z nin

timleyeninde ise o eleman ya B-Z de, ya da BUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
N €Z’NBNS veya X €Z2’NB’NS olduguna dikkat edecek olursak, ZZNBNS =ZNB’N S =0
sartt ile N=T saglanir. Z’NBNS= ZNB’NS= @ sartinin (ZAB)NS= @ sartina denk oldugu

asikardir.

2) (24B)N$=0 ise (F, ), GBI, (H$)=[(F.2); HIIIGB)] HI

EAB)NS=ZNBNS'=0 [, 2)g (GB)I; (H3) =[F.2) ;, (HIIGB) | HI

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z)g(G,B):(M,Z) olsun. Burada VXeZ,



_( F(®), REZ-B
M(N)_{F'(N)nG'(N), NEZNB

*

(M, Z)Jrs (H,S)=(N,ZuS) olsun. Burada YXeZUS;

M'(K), REZ-S
N(N):{ H'(X), RES-Z

M (R)UH(R), R€ZNS

Buradan,

(F‘(N), XE(Z-B)-S=ZNB'NS'
F(R)UG(R), Ne(ZNB)-S=ZNBNS’
N(X)=<{ H'(X), NES-Z
LF'(N)UH(N), X€E(Z-B)NS=ZNB'NS
(F(X)UG(R))UH(X), NE(ZNB)NS=ZNBNS
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, Z)Z< (H,S)];[(G,B);k H,S)]. (F, Z)j (H,S)

(V,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(X), NEZ-S
V(R)=< H'(X), RES-Z
F(X)UH(X), N€eEZNS

Simdi (G,B) * (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;
G'(X), REB-S
WR)={ H'(R), RES-B
G(X)UH(X), XNeBNS

(V.ZUS$) |, (W,BUS)=(T (ZUS)) olsun. Burada YXeZUS;

V(X), RE(ZUS)-(BUS)

T(N)={V(N)Uw(x), RE(ZUS)N(BUS)



Buradan,
( F'(R), Xe(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
H'(R), Re(S-2)-(BUS)=0
F(X)UH(X), ReE(ZNS)-(BUS)=0
F (R)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
F (R)UH (X), RE(Z-S)N(S-B)=0
F(R)U(GRIUH(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0
T=1 7' ®ue ), RE(S-Z)N(B-$)=0
H (X)UH (R), RE(S-Z)N(S-B)=Z'nB'NS
H (®)U(G(R)UH(R)) Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F(X)UH(R))UG (%), Xe(ZNS)N(B-S)=0
(F(R)UH(X))UH (R) Re(ZN$)N(S-B)=ZNB'NS
L (FCRY)UH(R))U(G(R)UH(R)),  Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
Buradan,
(F(R), RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
F (RX)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
T(X)= H'(R), ReE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
U, Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
U, Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
L(F(R)UH(R))U(G(R)UH(R)),

RXe(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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Z’NBNS=ZNB’NS$S= ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS= ZNB’NS= @ sartinin
(ZAB) NS= @ sartina denk oldugu asikardir.

HEABNS=ZNBNS=0[(F. D) (GB)I, () =[F.2) |, HIIICB) ] HI

4.45. Teorem (F,2),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli
genisletilmis art1 isleminin tiimleyenli esnek ikili parcali islemlere asagidaki dagilmalar

mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Art1 Isleminin Tiimleyenli Esnek ikili Parcali islemler Uzerine

Soldan Dagilmasi
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_ % * % * %
€ N £ n £

k
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ~ (H,S)=(M,B) olsun. Buradan VXeB;
n

G'(N), NEB-S

M(N)Z{G(N)nH(N), REBNS

e
(F, Z)+ (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;
€

F'(R), NEZ-B
N(N):{ M'(R), NEB-Z

F(R)UM(R), N€EZNB

Buradan,

F'(X), XEZ-B
G(X), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'
N(X)=1{ G (R)UH (¥), Re(BN$)-Z=Z'NBNS
F (R)UG'(R), XeZN(B-$)=ZNBNS'

F (X)U(G(RX)NH(R)),  XeZN(BNS)=ZNBNS

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z) + (G,B)]1~I[(F, %) + (H,S)] bakalim.
€ N €

e
(F, Z)+ (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;
€

F'(R), NEZ-B
V(N)z{ G'(R), NEB-Z

F'(R)UG(X), NE€ZNB

(F2) ;" (H.$)=(W.ZU$) olsun. Burada vReZUS;



F'(R), REZ-S
W(R)=1{ H'(X), RES-Z
F'(X)UH(X), R€eZNS

%
(V,ZUB) ~ (W,ZUS)=(T,(ZUB)) olsun. Burada VXeZUB;

T(X)=1

( G(R),
F(X),
F'(R),
G (R)NH (),
F'(R),

\(F (R)UGR)N(F (R)UH(X)),

\(F (R)UGR)N(F (R)UH(R)),

N
V'(R), Ne(ZUB)-(ZU
T(N):{V(N)nW(N), xegzmsgn((zjg)
Buradan,

¢ F(R), NE(Z-B)-(ZUS)=0

G(R), Ne(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'
F(X)NG'(XR), Re(ZNB)-(ZUS)=0

F (R)NF (R), RE(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NS'

F (R)NH'(R), Re(Z-B)N(S-2)=0

F (R)N(F (R)UH(X)), Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T®=1 ¢ @nF®), RE(B-Z)N(Z-$)=0
G (R)NH'(R), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z'NnBNS

G (R)N(F' (R)UH(X)), Re(B-2)N(ZNS)=0

(F (R)UG(R))NF (), Xe(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
(F'(R)UG(R))NH (X), Re(ZNB)N(S-2)=0

RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Ne(B-Z)-(ZUS)=Z'NnBNS'
Ne(Z-B)N(Z-S)=Z2nB'NnS'
Ne(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'NBNS

Ne(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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Burada; N fonksiyonundaki, Z-B ele alirsak, Z-B=ZNB’ olup, bir eleman B nin

tiimleyeninde ise o eleman ya S-B de, ya da BU S nin tiimleyenindedir. Burdan, & €S-B ise
N € ZNB’NS veya X € ZNB’NS’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS=ZNBNS’ =0



133

sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS= ZNBNS’= @ sartinin (ZAS)NB= @ sartina denk oldugu

asikardir.

_ * * % * %
2)(ZAB)NS=ZNBNS'= ise (F,2), [(GB)~ HII=F.2), GB)] ~ [F2), HSI]
€ U € U €

_ % * % * %
3) (ZAB)NS=0 ise (F,2), [(GB)~ HSIFIF.2), (GB) ~I[(F2), (HS]
€ >}< € U €

k
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ~ (H,$)=(M,B) olsun. Buradan VXeB;
%k

(G, REB-S
M(N)_{G'(N)UH'(N), XEBNS

%
(F, Z)+ (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), NEZ-B
N(N)={ M'(R), NEB-Z

F(X)UM(X), N€EZNB

Buradan,

F'(R), REZ-B
G(X), Ne(B-S)-Z=Z'nBNS’
N(X)=<{ G(R)NH(X), Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)UG'(R), XeZN(B-$)=ZNBNS'

F (X)U(G'(X)UH'(X)), ReZN(BNS)=ZNBNS

3k
%k %k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z)>l< (G,B)]~[(F, %) % (H,S)] bakalim.
€ U €

S
(F.2) . (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada VReZUB;



F'(R), NEZ-B
V(R)=4 G'(R), REB-Z

F'(X)UG'(R), NEZNB

(F.2) : (H,S)=(W,ZuUS) olsun. Burada VXeZUS;

F'(X), REZ-S
W(R)=1 H'(R), NES-Z
F'(X)UH'(R), REZNS

*
(V,ZUB) ~ (W,ZUS)=(T,(ZU B)) olsun. Burada YXeZUB;
U
V'(R), NE(ZUB)-(ZU
T(N):{V(N)UW(N), NEEZUB%H((ZUS;)
Buradan,
[ F(X), XE(Z-B)-(ZUS)=0
G(R), Ne(B-Z)-(ZUS)=Z'nBNS'
F(R)NG(N), Re(ZNB)-(ZUS)=0
F(X) UF(R), Re(Z-B)N(Z-$)=ZNB'NS'
F'(R) UH' (R), RE(Z-B)N(S-2)=0
F'(X) U (F (R)UH'(R)), Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T®=1 ¢y uF ), RE(B-Z)N(Z-$)=0
G(R) UH (R), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z'NnBNS
G (X) U (F (R)UH'(R)), Re(B-2)N(ZNS)=0
(F (R)UG'(R)) UF (R), Xe(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
(F (R)UG'(R)) UH' (R), RE(ZNB)N(S-2)=0

L (F (R)UG'(R)) U (F (R)UH'(X)), Xe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Buradan,

134



135

(G(R), Xe(B-%)-(ZUS)=Z'nBNS'

F(X), Re(Z-B)N(Z-$)=ZNB'NS'

T(R)=1 F' (X)UH'(R) ReE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)UH'(R), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z'NBNS

F' (R)UG'(R) RE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'

L(F' (R)UG'(R))U(F (X)UH'(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS$S=@ sart1 ile N=T oldugu gorilir. Z’NBNS=ZNB’NS=0 sartinin
(ZAB)NS= @ sartina denk oldugu asikardir.

. % * % x %
4) (ZAB)NS=ZNBNS =0 ise (F, Z)+ [(G.B)~(H.9I=IF. 2) , (GB)] ~ [(F,Z), (H.S)]
€ e € n £

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Arti Isleminin Tiimleyenli Esnek Ikili Parcali islemler

Uzerine Sagdan Dagilmast

| p * *
1) Z8B)NS$=0 ise (F,2)~ (GB), (HS)=[F2)

* %
8 (HS1~[GB) (HS]
U € n €

*
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z) ~ (G,B)=(M,Z) olsun. Burada VXeZ,
U

_( F'(R), NEZ-B
M(@®)= {F(N)UG(N), REZNB

(M,2) (H.$)=(N2US) olsun. Burada YX<ZUS;

M'(R), REZ-S
N(N)z{ H'(R), RES-Z
M (R)UH(R), REZNS

Buradan,
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(F(N), N€E(Z-B)-S=ZnB'NnS'
F'(R)NG'(R), N€E(ZNB)-S=ZNBNS'
N(R)=< H'(R), ReS-Z
iF(N)UH(N), X€E(Z-B)NS=ZNB'NS
(F'(R)NG'(RX))UH(R), NE(ZNB)NS=ZNBNS

%k
%k
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,2) + (H,S)]~ [(G,B)_:_l< (H,S)].
¢ N

€

(F, Z)J:X< (H,S)=(V,ZuS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F'(X\)UH(X), RE€ZNS

Simdi (G,B)  (H.$)=(W.BUS) olsun. Burada VXeBUS;

G'(X), NXEB-S
W(R)=< H'(R), XES-B
G'(X)UH(X), NeBNS
%

(V,2US) ~ (W,BUS)=(T,(ZUS)) olsun. Burada YXeZUS;
N

V'(X), RE(ZUS)-(BUS)

T(N):{V(N)nW(N), RE(ZUS)N(BUS)

Buradan,
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( F(R), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
H(R), RE(S-2)-(BUS)=0
F(X)NH'(R), Re(ZNS)-(BUS)=0

F' (R)NG (R), Xe(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

F (R)NH (R), RE(Z-S)N(S-B)=0
F(®)N(G'(R)UH(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0
TX)=1 H'®NG' (X, RE(S-Z)N(B-$)=0
H (R)NH (R), Re(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS

H' (®)N(G'(R)UH(R)) Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS

(F'(R)UH(R))NG (X), ReE(ZNS)N(B-S)=0
(F'(R)UH(X))nH (&) RE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

L (F'(R)UH(R))N(G'(R)UH(R)), Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Buradan,

(F(X), Re(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS’

F (R)NG (), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

H'(X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
TCY=1 1 )nG () Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
F' (R)NH (X) ReE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
(F'(R)UHR))N(G'(R)UH(R)), RE(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, S-Z ele alirsak, S-Z=SNZ’ olup, bir eleman Z nin
timleyeninde ise o eleman ya B-Z de, ya da BUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
N €Z’NBNS veya X €Z2’NB’NS olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS = ZNB’N S =
ZNBNS’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin (ZAB)NS= @ sartina
denk oldugu asikardir.

. * k *
2) (ZAB)NS=0 ise (F,Z)~ (GB)], (H9=[F2),

* *
s HSI~[CB) HS)
n € U €

, * % * * %
3)(ZAB)NS=ZNBNS’=0, [(F,Z) ~ (G,|-°>):|_|_S (H.$) =[F.2) , HHI~[GCB), H.S)]
9 € U £

*
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z) ~ (G,B)=(M,Z) olsun. Burada YXeZ,
0



(PN, XEZ-B
M(N)_{F'(N)nG'(N), NEZNB

*

(M, Z)Jrs (H,S)=(N,ZuS) olsun. Burada YXeZUS;

M'(K), REZ-S
N(N)z{ H'(R), RES-Z

M (R)UH(R), REZNS

Buradan,

( F(R), Ne(Z-B)-S=ZNB'NS'
F(R)UG(R), Ne(ZNB)-S=Z2NBNS'
N(R)=1< H'(R), RES-Z
lF(N)UH(N), Re(Z-B)NS=ZNB'NS
(F(X)UG(R))UH(X), Ne(ZNB)NS=ZNBNS
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k
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, Z)Z< (H,S)]~[(G,B)j(H,S)]. (F, Z);X< (H,S)
€ U € €

(V,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)=41 H'R), RES-Z
F(X)UH(X), R€EZNS

Simdi (G,B) j (H,S)=(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;

G'(R), REB-S
W(R)=1{ H'(R), RES-B
G(X)UH(X), XNeBNS
%k

(V,2US) ~ (W,BUS)=(T,(ZUS)) olsun. Burada YXeZUS;
U



T(x)z{

Buradan,

( F(X),
H(X),
F'(R)NH'(X),
F (R)UG (R),
F'(RX)UH' (),
F (R)U(GRIUH(R)),
TR)=1 H'R)UG'(X),
H (R)UH'(R),
H' (®)U(G(R)UH(R))
(F(X)UH(R))UG (®),
(F(X)UH(R))UH (X)
L (F(R)UH(R))U(G(R)UH(R)),

Buradan,

(F(X),
F (R)UG (R),
H'(X),

U,

U

L(F(R)UH(R))U(G(R)U H(X)),

T(R)=+

V'(X), RE(ZUS)-(BUS)
V(R)UW(X), Re(ZUS)N(BUS)

RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
R€E($-2)-(BUS)=0
Re(ZNS)-(BUS)=0

RXe(Z-S)N(B-S)=ZNBN§S'
Re(Z-S)N(S-B)=0
R€E(Z-5)N(BNS)=0
RE(S-Z)N(B-$)=0

Ne(S-Z2)N(S-B)=Z'nB'NS

Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-$)=0

RXe(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Ne(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
RXe(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

Re(S-Z2)N(S-B)=Z2'nB'NS
Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

139

Z’NBNS=ZNB’NS=ZNBNS’=@ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBN$= ZNB’N$=0 sartinin

(ZAB)NS=0 sartina denk oldugu asikardir.

*
4)(ZAB)NS=ZNBNS =0, [(F, Z) ~ (G,B)]frl<
% €

% * %
(H,9) =[(F, %) U H]~[G.B), (HS)]
€ n £
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5. TUMLEYENLI GENISLETILMIS TETA iSLEMIi

Bu boliimde, tiimleyenli genisletilmis teta ad1 verilen yeni bir esnek kiime iglemi tanitilmas,
ornegi verilmis, islemin cebirsel 6zellikleri ile diger esnek kiime islemleri ile olan iliskisine

bakilarak dagilma kurallar1 incelenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.

5.1. Tanim (F,Z) ve (G,B), Ulizerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimenin

*
(F,2) 0 (G, B) ile gosterilen tiimleyenli genisletilmis teta islemi S =ZUB ve VX € §;

F (R), NeZ-B
H®)=4 G (Y), NEB-Z
F(X)OG(X), NeZNB

%k
olmak tizere(F, Z) 0 (G,B) = (H, ) ile tamimlanir.

5.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi Z={e,, e} ve B={e,, e3, e,} E nin iki alt
kiimesi, U={h;,h,,h;,h,h:} evrensel kiime olmak iizere (F,Z) ve (G,B), U iizerinde
(FaZ):{( el,{hZ,hS})v(e31{h1’h21h5})}1(GvB):{( eZ’{hlihél-’hS})!(eB'{hZ1h3})1(e4—!{h31h5})}

*
olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F, Z) 0 (G,B)=(H,ZUB) olmak iizere V X €ZUB;

F(X) NeZ-B
H(R)={ G(N), NEB-Z
F(R)NG'(R), ReZNB

Burada, ZuUB={e;,e,,e;,e,}, Z-B={e;}, B-Z={e,,e;}, ZNB={e;} olmak iizere,
H(e,) =F’(e;)={ hy,h3,h,}, H(ey) =G’(ez)={h;,h3}, H(es) =G’(e4)={hs,hy, hy} ve
H(es)=F’(e3)NG’(e3)={hs,h,}N{hy,hy, hs}={h,}.

Boylece, (F, %) Z:(G’B):{( e1{hy,hz,hs}), (e2.{ hz,h3}).(e3.{hs}).(es,{hy., bz, hy}}

5.3. Teorem (islemin Cebirsel Ozellikleri)
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1) :SS, Se(U) kiimesi iizerinde kapalidir.

, *
Ispat: 0 isleminin, Sg(U) tlizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
&

6, Se(U)X Se(U)~ Se(U)

(F.2), (GB) = (F.2) o (GB)=(H2uB)

*
olup, (F,Z) ve (G,B), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F, Z) 0 (G,B) de, U tizerinde

bir esnek kiimedir.
sk * * %k
& & & &
Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim. (F, Z) 0 (G,B)=(T,ZUB) olsun. Burada, YXeZUB;

F (R), NeZ-B
TX)={ G (), NEB-Z
F(X)NG'(X), NezZNB

(T.2UB) 5 (H.$) =(M.ZUBUS) olsun. Burada VReZUBUS;

T(R), NE(ZUB)-S
M(X)=4{ H(X), XES-(ZUB)
TR)NH'(R), NEEZUB)NS

Buradan,
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( F(X), RE(Z-B)-S=ZNB'NS'

G(R), XE(B-Z)-S=Z'NBNS'
F(X)UG(R), NE(ZNB)-S=ZNBNS'

M(R)={ H (X) XES-(ZUB)=Z'NB'NS
F(X)NH'(R), NE(Z-B)NS=ZNB'NS
G(R)NH'(R), RE(B-Z)NS=Z'NBNS
(FOUG(R))NH'(R),  RE(ZNB)NS=ZNBNS

k
Simdi esitligin sag tarafina yani (F,%) 0 [(G,B) z (H,9)] bakalim.
& &

(GB) § (H.$)=(K,BUS) olsun. Burada vXeBUS;
G (R), NEB-S
K(N){ H (X), X€ES-B
G (R)NH'(R), ReBNS

e
(F,2) 0 (K,BUS) =(S,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

F(R), REZ-(BUS)
S(N){ K (X), XE(BUS)-Z
F(R)NK'(X),  REZN(BUS)

Buradan,

( F'(R), REZ-(BUS)=ZNB'NS'
G(X), RE(B-S)-Z=Z'NBNS'
H(X) RE(S-B)-Z=Z'NB'NS
s(x)=1 GEOUH), RE(BNS)-Z=Z'NBNS
F'(X)NG(R), REZN(B-S)=ZNBNS'
F'(X)NH(R), REZN(S-B)=ZNB'NS
F(R)N(G(R)UH(X)), REZN(BNS)=ZNBNS
\

x
Boylece, M#S oldugu goriiliir. Yani, Sg(U) kiimesi {lizerinde, 0 islemi birlegsme

ozelligine sahip degildir.
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NED § G2 g (H2)# (FD) o [G2) 5 (HA]

Ispat: Oncelikle sol tarafa bakalim (F, Z) 0 (G,2)=(T,ZUZ) olsun. Burada, YXeZUZ=Z;

G (R), NeZ-Z=0

F(R), NeZ-Z=¢
T(N)={
F (R)NG'(R), REZNZ=Z

(T,2) z (H.Z) =(M,ZU%) olsun. Burada VXeZ;
&

T (X), NEZ-Z=0
M(N){ H (R), REZ-Z=0
T (R)NH'(R), REZNZ=Z
Buradan,
T (X), N €Z-Z=0
M(X)= H (X), NEZ-Z=0
(F(R)UG(R)NH'(R), REZNZ=Z

T . * * ES
Simdi sag tarafa yani (F,Z) 0 [(G,2) 0 (H,2)] bakalim. (G, %) 0 (H,2)=(L,ZU%) olsun.
& & &

Burada, VXeZ;

G (N), NEZ-Z=0
L(X)={ H(), NEZ-Z=0
G (R)NH'(X), NeZNZ=Z

%
(F.2) 0 (L,Z)=(N,ZUZ) olsun. Burada VXReZ,
&

F(R), REZ-Z=0
N(N){ L'(X), REZ-Z=0

F(R)NL'(R), NeZNZ=Z
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Buradan,

F(X), REZ-Z=0
NR)={ L'(N), NEZ-Z=0
F (R)NG(R)UH(R)), REZNZ=Z

Boylece, M#N oldugu goriiliir. Yani, Z € E sabit bir paramere kiimesi olmak iizere, Sz(U)

kiimesi lizerinde 0 isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
&

4 F.2) zS(G,B):(G,B) 5. E2).

Ispat: Oncelikle esitligin her iki tarafindaki esnek kiimenin parametere kiimeleri ZUB olup,

esnek esitligin ilk sartt saglanmis olur. Simdi esitligin sol tarafina bakalim.

*
(F, %) 0 (G,B)=(H,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F (R), NeZ-B
HN)={ G (X), NEB-Z
F(R)NG'(X), NezZNB

Simdi esitligin sag tarafina yani (G,B) § (F.2) bakalm.(G,B) g (F.2)=(T,BUZ) olsun.
& &

Burada YXeBUZ;

G (N), NEB-Z
T(X)={ F(R), NeZ-B
G (RX)NF'(X), NeBNZ

%k *x .
Boylece, H=T oldugu goriiliir. Benzer sekilde, (F,Z) 0 (G.A)=(G, %) 0 (F,2).Yani, Sg(U)

ve Sz(U) kiimeleri lizerinde :l; isleminin degisme 6zelligi vardir.
&

5) (F, 2) ?;E(F,Z):(F,Z)r.
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, e
Ispat: (F,2) 0 (F,Z)=(H,ZUZ) olsun. Burada VXeZ;

F (R), REZ-Z=0
H(N)={ F(R), NEZ-Z=0

F(R)NF'(R), NeEZNZ=Z

Buradan, YXeZ; H(X)= F>(X)NF’(R)=F"(X) olup (H,Z)=(F,Z)".

Se(U) kiimesi iizerinde z islemi denk giigliiliik (idempotent) 6zelligine sahip degildir.
&
%k %k
6) (F.2) § 0:=0; o (F.2=(F2)".
& &
, *
Ispat: z=(S,Z) olsun. VXeZ; S(X)= 0. (F, Z) 0 (S,2)=(H,ZUZ) olsun. Burada, VXeZ;
&

F (R), NEZ-Z=0
H(N){ S(N), REZ-Z=0

F(R)NS'(R), ReZNZ=Z

Buradan YXeZ; H(X)= F’(R)NS*(X)= F’(R)NU= F*(X) olup, (H,Z)=(F,Z)".

%k %k
7) (Fl Z) eg Q)@: Q)@ es(F:Z) = (F:Z)r
Ispat: g= (K, @) ve (F,Z) >}(; (K, 9) = (Q,ZUQ) = (Q, Z) olsun. Burada VYXeZ,;

F(R), NEZ-0=Z
Q(N){ K (R), REP-Z=0

F(R)NK'(R), ReZN@P=0

Buradan, YXeZ; Q(X)= F’(X) olup (Q,Z) = (F,Z2)"

%k 3k
8) (F,2) egUZZUZ GS(F’Z): Dg.
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, 3
Ispat. Uz=(T,Z) olsun. Burada vXeZ; T(X)=U. (F,%) 0 (T,Z) =(H,ZUZ) olsun. Burada
VREZ:

F(R), NeZ-Z=0
H®X)={ T(X), NeZ-Z=0
FRNT'(R), NeZNZ=Z

Buradan VXeZ; H(X)=F’(X)NT’(X)= F*(X)N@=0 olup (H,Z)= @;.

%k %k
9) (F,2) egUE:UE GS(F’ Z) =Qg.

. %
Ispat: Ug=(S,E) olsun.Burada VXeE; S(X)=U. (F,%) 0 (S,E)=(H,ZUE) olsun. Burada
&

VNeZUE=E;

F(R), NEZ-E=0
H®X)={ S'(R), NEE-Z=Z'
F(R)NS'(R), REZNE=Z

Burada VREZNE=Z, F*(X)NS’(X)= F*(X)N®=0 olup,

F(R), NeZ-E=0
H®X)=1 0, NEE-Z=Z2'
@, REZNE=Z

Boylece, VRXEE icin, (H,Z)= 0.

10) (F, ) ?;E(F,Z)r: F2) o F2)= 0,

. %
Ispat: (F,Z)'=(H,Z) olsun. Burada, VXeZ; H(X)=F’(R). (F,%) 0 (H,2)=(T,ZUZ) olsun .

Burada, VXeZ;
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F(X), NEZ-Z=0
TX)={ H(N), NEZ-Z=0
F(R)NH (R), ReZNZ=Z

Burada VXeZ; T(X)=F’(X)NH'(X)=F’(X) NF(X)=0 olup (T.Z)= 0.

1) [(F.2) 5 (GBI=(F2) U.GB).

Ispat: (F,2) z(G,B):(H,ZUB) olsun. Burada, VXeZUB,;

F(R), NEZ-B
H®X)=41 G(X), XEB-Z
F(RX)NG'(R), ReZNB

(H,ZUB)'=(T,ZUB) olsun. Burada, VXeZUB;

F(X), NeZ-B
TR)=<5 G(X), NEB-Z
F(X)UG(R), RN€ZNB

Buradan, (T,ZUB) =(F.,Z) U.(G,B) olur.

12) (F, Z) >Xe< (G, B): UZUB @(F, Z) = Q)Z ve (G, B) = @B.

: %k
Ispat. (F,Z) 0 (G,B) = (T,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

F(R), NeZ-B
TX)=3 G(X), NEB-Z
F(XN)NG'(R), NezZNB

(T,ZUB)= Uz g oldugundan, VXeZUB i¢in T(X)=U. Buradan, VYXeZ-B; F’(X)=U, VYXeB-
Z; G’(X)=U ve VReZNB; F’(X)NG'(X)=U. Buradan, VX € Z — B; F(X)=0, VX € B — Z;



148

GR)=0 vReZNnB; F(X) = U, G'(X) = U. Buradan, YXe ZNB; F(X) = 0, G(R) =
@. Boylece, VXeZ; F(X)=0 ve YXeB; G(X)=0. Boylece, (F,Z) = 0z ve (G,B) = 0.

13) 0, E(F.2) o GB), 05E(F2) o GB). 0.5 EF2) o (GB). (F2) o (G

g UZUB'

14) (F,2) o (G2 E(F2) ve (F,2) 5 (G2) EG.2).

: %
Ispat: (F, %) 0 (G,B)=(H, Z U Z) olsun. Burada, VXeZ;

F (R), REZ-Z=0
H(N){ G (R), REZ-Z=0

F(R)NG'(R), NeZNZ=Z

%k ~ .
vReZ; HR)=F' (X)NG'(X) € F'(X). Boylece, (F,Z) 0 (G,2) € (F,Z2)". Benzer sekilde,
&

vReZ; HX)=F(X)NG'(X) € G(X). Boylece (F,2) o (G.2) € (G2
15) (F.2) € (G,B) ise (F, %) o (GB) =(G.B) ve (F.2) E (G,2) ise (F,2)  (G2) =(G.2)-

, ~ ) *
Ispat: (F,Z) € (G, B) ise Z S B ve her XeZ igin, F(X) € G(X). (F,Z) 0 (G,B)=(H,ZuB=B)

olsun. VXe ZUB;

F(R), REZ-B=0
H(N){ G(X), NeB-Z

F(X)NG'(R), NeZNB=Z

Her ReZ icin, F(X)S G(X) ise G’(X)S F'(X). Bdylece, YReZ; H(X)=F (X)NG'(X)=G"(X).

%k ~ ]
Buradan, VXeB; H(X)=G'(X) olur. Boylece, (F,%) 4 (G,B)=(GB). (F.2) € (G, 2) ise

*
(F,2) 0 (G,2) =(G,Z) olacag1 agiktir.
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16) (F.2) E(G.2) ise (G, 2)  (H,B) E (F,2) 5 (H,B).

Ispat: (F,Z) € (G,Z) olsun. Buradan, VReZ icin, F(R) S G(R) ve bdylece VREZ igin

%
G’(R) € F'(X) olur. (G, %) 0 (H,B) = (W,ZUB) olsun. Boylece, VXeZUB i¢in,

G (R), NeZ-B
WR)=< H(X), NEB-Z
G (R)NH'(R), NeZNB

5k
(F,2) 0 (H, B) = (L,ZUB) olsun. Boylece, VXeZUB i¢in,

F (R), NeZ-B
L(R)=1 H(N), XEB-Z
F (R)NH'(X), NeEZNB

Béylece, VReZ-B; W(R)=G’(R)SF’ (R)=L(X), VXeB-Z; W(X)=H’(X)SH’(R)=L(X),

VReZNB;  W(X)=G(ONH(X) S FONH®=LK)  olup,  (G.Z) o (H,B)E

*
(F.2) g (H,B).

%k ~ b . ~
17) (G, %) 0 (H,B) € (F, %) 0 (H,B) ise (F,Z) S(G,Z) olmak zorunda degildir. Yani
& &

Teorem 5.3. (16) tersi dogru degildir.

Ispat: Teorem 5.3 (16) nimn tersi dogru olmadigini gostermek icin bir érnek verelim.
E={e;,e;,e3,e4 €5} parametre kiimesi, Z={e,,e3} ve B={e;,e3, es} E’nin iki alt kiimesi,
U={h;,h,, h;,h,,hg} evrensel kime, (F,Z), (G,Z ve (H,B), U izerinde
(F.2)={(e1,{h2, hs}).(e3.{hy1,hz,hs })}.(GC.Z2)={(ey,.{h}).(e3.,{h1,h, })}.(H.B)={(e;,U)(e3

,U), (es, {hy, hs})}olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.
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Buradan, (G,Z) o (H, B)=(L,ZUB) olmak iizere (L.ZUB)={(e;,8),(¢5.0).(es, {hy, hs})} ve
(F.2) 5 (H,B)=(KZUB) olmak iizere (K.ZUB)={(e;,8),(es,0).(es, {hy, hs})}. Buradan,

%k ~ * ~
(G,2) 5 (H,B) € (F,2) 5 (H, B); fakat (F,Z) S(G,Z) olmadig1 agiktir.
0 0

18) (F.2) € (G,2) ve (KB) € (L,B) ise (G,2) o (LB) EF,2) 5 (KB).

Ispat: (F,Z) € (G,Z) ve (K,B) € (L,B) olsun. Buradan, VXeZ icin, F(X)S G(X) ve
boylece G’(R)S F'(X) ve VReB igin, K(X)S L(X) ve boylece L’(X)< K'(X) olur.

%k
(G, %) 0 (L, B) = (W,ZUB) olsun. Boylece, VXeZUB i¢in,

G (N), NeZ-B
WR)=< L'(X), XEB-Z
G (R)NL'(X), NeZNB

5k
(F,2) 0 (K, B) = (S,ZUB) olsun. Boylece, VXReZUB igin,
&

F(R), NeZ-B
S(R)=4 K(N), N€EB-Z
F(R)NK'(R), NReZNB
Boylece, VReZ-B; W(R)=G’(X)SF’(X)=S(X), VReB-Z; W(X)=L’(R)SK’(X)=S(X),

VReZNB;  W(X)=G (RX)NL'(X) € F (R)NK'(X)=S(X)  olup, (G,Z)z(L,B)Q

*
(F2) g (K,B).

5.4. Teorem (F,%),(G,B),(H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, tiimleyenli

genisletilmis teta igleminin diger esnek kiime islemlere asagidaki dagilmalart mevcuttur:

5.4.1. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli

genisletilmis teta isleminin kisitlanmis islemlere asagidaki dagilmalari mevcuttur:
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i) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Kisitlanmis islemler Uzerine Soldan Dagilmasi

1) (D) (CBINHSI=IE D), GBIURE D), HI)]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim. (G,B)Ng(H,S)=(M,BNS) olsun. Burada YXeBn

S; M(R) = G(X) n H(X). (F, Z);l< (M,Bn S)=(N,ZuU(BNn S)) olsun. Burada YXeZU(BN S);

F'(R), REZ-(BNS)
N(N):{ M'(R), NXe(BNS)-Z
F(X)NM'(R),  ReEZN(BNS)

Buradan,

F'(X), N€EZ-(BNS)=Z-(BNS)
N(N)={ G (R)UH'(X), Xe(BNS)-Z=Z'NBNS
F' (X)N(G'(R)UH'(X)), XEZN(BNS)=ZNBNS

% k *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z) 0 (G,B)]Url(F, %) 0 (H,S)] bakalim. (F, Z)e (G,B)

=(V,ZUB) olsun. Burada, YXeZUB,;

F'(X), NEZ-B
V(N)z{ G'(R), NEB-Z

F'(R)NG'(R), NeEZNB

Simdi (F.Z) ;; (H.$)=(W,2US) olsun. Burada VReZUS;

F'(N), REZ-S
wm:{ H'(X), RES-Z

F'(R)NH'(R), XEZNS

(V,ZUB) Ug(W,ZUS)=(T,(ZUB)nN (ZUS)) olsun. Burada,

T(R)=V(X)UW(X). Buradan;

VReZU(BN S);
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( F (R)UF (R), Xe(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
F (RX)UH'(R), Re(Z-B)N(S-2)=0
F (R)U(F (R)NH'(X)) RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)UF'(R), Re(B-Z)N(Z-$)=0

T(X)={ G (X)UH (R),

G (R)U(F (R)NH'(R)),
(F'(R)NG'(R))UF (X), Xe(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
(F (R)NG'(R))UH (R), XE(ZNB)N(S-2)=0
L (F'(X)NG'(R)U(F (R)NH'(R)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Ne(B-Z)N(S-2)=Z'NBNS
Re(B-Z)N(ZNS)=0

Boylece,
(F(R), Re(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
F'(R) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T(X)=<{ G (X)UH(X), Xe(B-Z)N(S-2)=Z'NBNS
lF'(N) Xe(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
(F'(R)NG'(R))U(F (R)NH'(X)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki Z-(BNS) ele alinirsa, Z-(BNS)=2-(BNS)’ olup, bir eleman
(BNS) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya B-S de, ya S-B de, ya da BUS nin
timleyenindedir. Burdan, X € Z —(BNS) ise X € ZNBNS’ veya X € ZNB’NS veya X €
Z NB’NS’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS=0@ ise N ve T fonksiyonlar1 birbirine

esit olur.
2) ZNBNS= ZNBNS=@ ise (F,Z);i [(G,B)UR(H,S)]:[(F,Z):E (G,B)]UR[(F,Z);Z H.S)].

k *
3) ZZNBNS=ZNBNS=0 ise (F, Z)(;k8 [(G,B) * g (H,S)]=[(F, Z)YE (G,B)UR[(F, Z)YE (H,S)]
Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (G,B)3g(H,S)=(M,BNS) olsun. Burada
VReBN §; M(X) = GC(R)UH'XN). (F2), (MBNS)=(NZUBNS) olsun. Burada

vYXeZU(BN S);
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M'(X), Xe(BNS)-Z

F'(X), XEZ-(BNS)
N(N)z{
F(X)NM'(R), REZN(BNS)

Buradan,

F'(R), XEZ-(BNS)=Z-(BNS)
N(N):{ G(X)NH(X), Ne(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)N(G(R) N H(X)), KeZN(BNS)=ZNBNS

*

k *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z) v (G,B)]Url(F, %) v (H,S)] bakalim. (F, %) v (G,B)

€ €

=(V,ZUB) olsun. Burada, YXeZUB,;

F'(R), NEZ-B
V(N)z{ G'(R), NEB-Z

F'(X) N G(R), NEZNB
Simdi (F,Z) ;k(H,S):(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;
F'(R), REZ-S
W(R)=< H'(X), NES-Z
F'(R)NH(X), REZNS

(V,2UB) Ug(W,ZUS)=(T,(ZUB)N (ZUS)) olsun. Burada, VReZU(BN S);
T(R)=V(X)UW(X). Buradan;

( F(X) UF (R), Re(Z-B)N(Z-$)=ZNB'NS'

F'(X) U H'(X), RE(Z-B)N(S-2)=0

F(R)u (F(R) N H(X)) XeE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS

G (X) UF(R), Re(B-Z2)N(Z-S)=0

T(X)={ G (X)UH(R), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z'NnBNS
G (X) u (F(®) NH(X)), Xe(B-Z)N(ZNS)=0

(F(®) N G(R)) UF (R), Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
(F'(R) N G(R)) UH (R), RE(ZNB)N(S-2)=0

L (F'(X) N G(R)) u (F (R) N H(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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Boylece,
( F (), Re(Z-B)N(Z-$)=ZNB'NS'
F'(R) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T(X)={ G (X)UH (R), Re(B-Z)N(S-2)=Z'NBNS
F'(X), Ne(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'
(F'(R)NG(R)U(F (R)NH(R)),  RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNBNS=0 ise N=T saglanir.

4 ZBNS=0ise (F,7) o [(GBIRHSIFIF D), GBIV, (HH]

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Kisitlanmis Islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi

1) (ZAB)N 5= ise [(F, 2) U(GB)] 5 (HS)=[(F,2) y (HHINRIGB) g (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm. (F,Z) Ug(G,B)=(M,ZNB) olsun. Burada

VReZNB; M(XR)=F(X)UG(X). (M,ZNB) ;k (H,S) =(N,(ZNB)US)) olsun. Burada

VRe(ZNB)US;
M'(R), RX€E(ZNB)-S
N(X)=< H'(X), X€ES-(ZNB)
M'(R)NH'(X), ReZn(BNS)
Boylece,
F'(R)NG'(R), XE(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=< H'(X), NeS-(ZNB)=S-(ZNB)
(F'(R)NG' (X)) NH'(X), ReZN(BNS)=ZNBNS

* *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, %) 0 (H,S)]nR[(G,B);k (H,S)] bakalim. (F,%) 0
€ € €

(H,S)=(V,ZuUS) olsun. Burada VXeZUS;



F'(R), REZ-S
VR)={ H'(X), RES-Z
F'(R)NH'(R), REZNS

Simdi, (G,B) 5 (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada vXeBUS;
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G'(R), X€EB-S
WR)={ H'(R), XES-B
G'(X)NH'(X), XeBNS
(V,2US) Ng(W,BUS)=(T,(ZUS)N (BUS)) olsun. Burada,vVXe(ZNB)US;
T(R)=V(X)NW(R). Boylece,
( F (R)NG(X), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
F' (X)NH (R), RE(Z-S)N(S-B)=0
F (R)N(G'®)NH'(R)), ReE(Z-S)N(BNS)=0
H' (R)NG (R), Re(S-Z)N(B-S)=0
T(R)=4 H (R)NH'(X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'nB'NS
H' (X)N(G'(R)NH'(R)), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F'(®)NH'(R))NG (X), Re(ZN$)N(B-3)=0
(F'(R)NH'(X))nH (R) RE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

\ (F'(R)NH'(R)N(G'(R)NH'(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Boylece,
F (X)NG (R), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
H'(R) RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
T(X)=< G'(R)NH'(X), Ne(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F'(R)NH' (X)), ReE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

(F'(X)NH®)N(G'(R)NH(X)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, S-(ZNB)’yi ele alirsak, S-(ZNB)=SN(ZNB)’ olup, bir eleman
(ZNB) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya Z-B de, ye B-Z da, ya da ZUB nin
timleyenindedir. Burdan, X €S-(ZNB) ise X €SNZNB’ veya X € SNZ’NB veya X €
SNZ’NB’ olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS=ZNB’NS=0 sart1 ile N=T saglanir.
Z’NBNS=ZNB’NS=0 sartinin, (ZAB)N S=0@ sartina denk oldugu asikardir.
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2 [F DRG]y (HS=IE2) g (HSNURIGE) § (HS)

HZNBNS'=ZNBNS=0 ise (F,2) & (GB)] g (HS=IF. D)\ (H.] UI(GB) ;k (H.9)].

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalm (F,Z) % g(G,B)=(M,ZNB) olsun. Burada

VReZNB; M(R)=F'(X)UG'(X). (I\/I,ZOB);k(H,S):(N,(ZﬂB)US)) olsun. Burada

VRe(ZNB)US:
M'(R), Ne(ZNB)-S
N(R)=< H'(X), X€ES-(ZNB)
M'(R)NH'(X), ReZN(BNS)
Buradan,
F(R)NG(X), X€E(ZNB)-$)=ZNBNS'
N(R)=14 H'(X), XES-(ZNB)=S-(ZNB)
(F(R)NG(R))NH' (X)), NeZn(BNS)=ZNBNS

Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [F, %) \ (H,S)]Ur[(G,B) \ (H,S)] bakalim.
€ €

(F,2) >\k (H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada, VXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)=4 H'(X), RES-Z
F(X)NH'(RX), N€eZn$S

(G,B)T(H,S)=(W,BUS) olsun. Burada VYXeBUS;

G'(X), REB-S
WR)={ H'(X), RES-B
G(X)NH'(X), XEBNS
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(V,2US) Ur(W,BUS)=(T,(ZUS)N (BUS)) olsun.Burada YXe(ZNB)US; T(RX)=V(X)UW(R).

Buradan,

( F(R)UG(X), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

F (R)UH (X), RE(Z-S)N(S-B)=0
F(R)U(GR)NH' (X)), RE(Z-$)N(BNS)=0

H' (R)UG (X), Re(S-Z)N(B-$)=0

T(R)=< H (R)UH(X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'nB'NS
H (®)U(GER)NH'(R)), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F(R)NH'(X))UG (), RE(ZNS)N(B-$)=0
(F(R)NH'(X))UH (X), Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

\ (F(R)NH'(R))U(GR)NH' (X)), Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Boylece,
( F(R)UG (X), ReE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
H (X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
T(X)=1 H'(R), RE(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
| H'(X), RE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

(F(R)NH'(R)U(G(R)NH'(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=Z2NBNS'=0 sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin,
(ZAB)N $=0 sartina denk oldugu asikardir.

4 ZNBNS'=2NBN$=0 ise (F,2)0x (GB)] g (HH=F.2)\ (HS)] Url(GB) f (H.9)]

5.4.2. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, tiimleyenli

genisletilmis teta isleminin genisletilmis islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi

1) ZNBNS=2NBNS=0 ise (F.2) 4 [(GBINHII=IF2D) o GBINFZ) o (HI)
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Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,B)N.(H,S)=(M,BUS) olsun. Burada YXeBuU

S;

G(R), REB-S
M(R)=< H(X), NeS-B

G(X)NH(R), ReBNS

(F.2) (MBUS)=(N,ZU(BUS)) olsun. Burada YXeZUBUS;

F'(R), R€EZ-(BUS)

N(N)={ M'(X), NE(BUS)-Z

F (R)NM'(R), REZN(BUS)

Buradan,

(F'(R), R€EZ-(BUS)=ZNB'NS'
G (R), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'
H'(R), Xe(S-B)-Z=ZNB'NS
N(X)=4 G (R)UH'(R), Re(BNS)-Z=Z'NBNS
F (X)NG'(X), XeZN(B-S)=ZNBNS
F (R)NH'(R), REZN(S-B)=ZNB'NS
\F (R)N(G'(X)UH'(R)), XEZN(BNS)=ZNBNS

* *
Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F,Z) 0 (G,B)In.[(F, %) 5 (H,S)] bakalim.

%
(F,2) 5 (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;
€

F'(R), NEZ-B
V(x)z{ G'(R), NEB-Z

F'(R)NG'(R), N€EZNB

(F2)  (H.$)=(W,ZUS) olsun. Burada VReZUS;



F'(R),
W(N)={ H'(R),

REZ-S
RES-Z

F'(R)NH'(R), REZNS

(V,ZUB) Nn.(W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;

Buradan,

T(R)=+<

Boylece,

V(X),
TR)=4 W),
VE)INW(R),

(F(X),
G (R),
F (®)NG'(R),
F (R),
H (X),
F (R)NH'(R),
F (R)NF'(R),
F (R)NH (X),
F ()N (F (X)NH'(X)),
G (R)NF (R),
G (RX)NH (X),
G (RM)N(F (R)NH'(R)),
(F (R)NG' (R)NF (X),
(F (R)NG'(R)NH (X),

(F (R)NG'(R)N(F (R)NH'(R)),

Re(ZUB)-(ZUS)
Re(ZUS)-(ZUB)
Re(ZUB)N(ZUS)

NE(Z-B)-(ZUS)=0
XE(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
NE(ZNB)-(ZUS)=0
RE(Z-S)-(ZUB)=0
RE(S-Z)-(ZUB)=Z NB NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB' NS
RE(Z-B)N(S-Z2)=0
RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS
Re(B-2)N(Z-$)=0
Xe(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
RE(B-Z)N(ZNS)=0
XEEZNB)N(Z-S)=ZNBNS
RE(ZNB)N(S-2)=0
RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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G (X), Xe(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS
H (X), RE(S-Z)-(ZUB)=Z NB NS
F (), XE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
T(R)=+ F'('N)nH'(N), xe(z-B)n(Zns)zan'ns
G (R)NH'(R), RE(B-Z)N(S-2)=Z NBNS
F (R)NG'(R), RE(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS
(F (R)NG'(R)N(F (X)NH'(K)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
\

Z’NBNS=ZNBNS=0 sart1 ile N=T saglanir.

2 (F2) g (GBUMSIIF.2) o GBINIF.2) g HS)]

3) (ZAB)S-ZNBNS'= @ ise(F,7) o [(GB)* (HIFIF.7) |, GBINCF.2), (H)

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,B) * .(H,S$)=(M,BuUS) olsun. Burada VYXeBuU
S

G(X), XEB-S
M(X)={ H(X), XES-B
G'(X)UH'(X), NeEBNS

(F,2) , (MBUS)=(N,2U(BUS)) olsun. Burada YXEZUBUS;

F'(R), R€EZ-(BUS)
N(N):{ M'(R), Ne(BUS)-Z
F(R)NM'(R), KXeZN(BUS)

Buradan,
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(F'(X), XeZ-(BUS)=ZNB'NS'
G (R), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'
H'(R), Xe(S-B)-Z=ZNB'NS
N(X)=4 GR)NH(X), RE(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)NG'(R), ReZN(B-S)=ZNBNS'
F (R)NH'(X), XEZN(S-B)=ZNB'NS

LF (R)N(GR)NH(R)),  REZN(BNS)=ZNBNS

* ®
Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F, Z)y (G,B)In.[(F, Z)Y (H,S)] bakalim.

%
(F,2) v (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;

F'(R), REZ-B
V(R)=1{ G'(X), REB-Z
F'(R)NG(X), NEeZNB
F.2) ;’1 (H,$)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS:
F'(X), REZ-S
w)={ H'(X),  ReS-Z
F'(R)NH(X), N€eEZNS

(V,Z2UB) Nn.(W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;

V(R), NX€E(ZUB)-(ZUS)
T(R)=<{ W(X), RE(ZUS)-(ZUB)
V(R)NW(R), Ne(ZUB)N(ZUS)

Buradan,



F (R), RE(Z-B)-(ZUS)=0
G (X), RE(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS

F (R)NG(R), RE(ZNB)-(ZUS)=0
F (X), RE(Z-$)-(ZUB)=0
H (X), RE(S-Z)-(ZUB)=Z NB NS

F (R)NH(X), RE(ZNS)-(ZUB)=0
F (X)NF'(X), RE(Z-B)N(Z-$)=ZNB NS
T(R)= 1 F"(N)nH'('N), RE(Z-B)N(5-2)=0
F (X)N(F (X)NH(X)), RE(Z-B)N(ZNS)=ZNB NS
G (R)NF'(X), RE(B-Z)N(Z-S)=0
G (X)NH (X), XE(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS

G (X)N(F (R)NH(R)), XE(B-Z)N(ZNS)=0
(F (X)NG(R)NF'(R), XE(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS

(F (R)NG(X)NH (X), XE(ZNB)N(S-2)=0
(F (R)NGE)N(F (R)NH(R)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

\

Boylece,
(G (R), NE(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS
H (X), RE(S-2)-(ZUB)=Z NB NS
F(R), RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS
T(R)=+ F'('N)nH('N) Ne(Z-B)n(Zn@:gnB’ns
G (X)NH (R), RE(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
F (RX)NG(R) XE(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS
(F R)NGER)N(F (R)NH(R)), RE(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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Z’NBNS=ZNB’NS= ZNBNS’= @ sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin
(ZAB)NS= @ sartina denk oldugu asikardir.

YZAB)S-ZNBNS'= @ ise (F,2) o [GBOHII=IFD , GBIVIFZ), (HS)]

ii) Timleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Genisletilmis Islemler Uzerin Sagdan

Dagilmasi
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D ((F2) Ve GBI 5 (HH=LF.2) 5 HIINLGB) o (HS)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alabm. (F,Z) U.(G,B)=(M,ZUB) olsun. Burada
VReZUB;

F(R), NEZ-B
M(R)={ G(X), NEB-Z

F(X)UG(R), N€EZNB

%
(M,ZUB) 5 (H,S)=(N,(ZuB)US olsun. Burada VXeZUBUS;

M'(R), NE(ZUB)-S

N(N)={ H'(R), X€ES-(ZUB)

M'(R)NH'(R), RXE(ZUB)NS

Buradan,

( F'(X), X€E(Z-B)-$=ZNB'NS'
G'(N), Ne(B-2)-S=Z'nBNS’
F'(R)NG'(R), NXe(ZNB)-S=ZNBNS'
N(®)=1{ H'(X), X€ES-(ZUB)=Z'NB'N$S
F'(R)NH'(R), Ne(Z-B)NS=ZNB'NS
G (R)NH'(R), Xe(B-Z)NS=Z'NBNS
\(F'(R)NG'(R))NH'(X), Xe(ZNB)NS=ZNBNS

* *
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) 0 (H,9)]n:[(G,B) 5 (H,S)] bakalim. (F,Z) ;k
€ € €

(H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada VXeZUS ;

F'(X), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F'(X)NH'(X), REZNS

(G,B) :(H,S)z(W,BUS) olsun. Burada YXeBUS;
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G'(N), NeEB-S
W(R)=1 H'(R), RES-B
G'(R)NH'(X), XeBNS

(V,Z2US) N, (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada VXeZUBUS;
N€E(ZUS)-(BUS)

V(X),
T(R)=<{ W(R), Ne(BUS)-(ZUS)
V(R)NW(XR), Re(ZUS)N(BUS)

Buradan,

T(X)=4{ F®NH ),

F'(R)N(G'(R)NH'(X)),
H (R)NG (R),
H' (X)NH (R),
H ()N (G'(R)NH'(X))
(F (R)NH'(R)NG'(R),
(F (R)NH'(R))NH'(X)
\(F'(R)NH'(R))N(G'(R)NH'(R))

(F(R), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
H (R), RE(S-2)-(BUS)=0

F (X)NH'(R), Re(ZNS)-(BUS)=0

G (X), Xe(B-$)-(ZUS)=Z NBNS
H'(X), Re($-B)-(ZuUS5)=0
G'(R)NH'(R), Re(BNS)-(ZUS)=0
F (R)NG (X), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

RE(Z-5)N(§-B)=0
RE(Z-$)N(BNS)=0
Re($-Z)N(B-5)=0
Re(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-$)=0
Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Buradan,
(F(R), RE(Z-$)-(BUS)=ZNB NS
G (R), Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
F (X)NG (R), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS
T(R)=1{ H'(R), RE(S-Z)N(S-B)=Z NB'NS
G'(R)NH'(X) Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
F'(R)NH'(X) Re(ZNS)N(S-B)=Z2NB'NS

\(F (®)NH'(®))N(G'(R)NH'(X))

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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2ZNBNS'= ZNBNS=0 ise [(F, )N (G.B)] g (HS=I(F,2) o (HIINCIGB) o (HI).

3) (ZAB)N 5= Z0BNS’=0 ise [(F, 0GB 5 (HH=[F.2) | (HINUIGE)} (HS)

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalm. (F,Z)0,(G,B)=(M,ZUB) olsun. Burada
VXeZUB;

F(R), NEZ-B
M(X)={ G(R), NEB-Z

F'(X)NG'(R), NEZNB

*
(M,ZUB) 5 (H,S)=(N,(ZuB)US olsun. Burada VXeZUBUS;

M'(X), XE(ZUB)-S

N(N)={ H'(X), NES-(ZUB)

M'(R)NH'(X), Ne(ZUB)NS

Buradan,

( F'(X), X€E(Z-B)-S=ZNB'NS'
G'(N), Ne(B-Z)-S=Z'nBNS'
F(R)UG(R), RE(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=< H'(X), XES-(ZUB)=Z'NB'NS
F'(R)NH'(R), Ne(Z-B)NS=ZNB'NS
G (R)NH'(R), Re(B-Z)NS=Z'NBNS

\(F(R)UG(R))NH'(X),  Re(ZNB)NS=ZNBNS

Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z)>\}<(H,S.)]U£[(G,B)i< (H,S)] bakalim. (F, Z)>\l<

€

(H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada VXeZUS ;

F'(R), REZ-S
V(®)={ H'(X), RES-Z
F(RX)NH'(X), RE€EZNS



(G,B) T(H,S):(W,BUS) olsun. Burada vXeBUS;

G'(X),
W(R)=4 H'(X),
G(X)NH'(X), RXeBNS
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REB-S
ReS-B

(V,2US) U, (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada VXeZUBUS;

Buradan,

T(X)=1

V(X),

TX)=4 W),
VR)UW(R),

(F(N),

H'(R),
F(X)NH'(X),

G (R),

H'(R),
G(X)NH'(R),

F (R)UG (R),

F (R)UH (R),
F'(X)U(GR)NH'(R)),
H (R)UG (R),

H (R)UH (R),

H' (®)U(G(R)NH'(R))
F(R)NH'(R))UG'(X),

(F(R)NH'(R))UH'(R)

Buradan,

L F(R)NH' (X)) U(G(R)NH' (X))

Re(ZUS)-(BUS)
Re(BUS)-(ZUS)
Re(ZUS)N(BUS)

Re(Z-$)-(BUS)=ZNB NS
Re(S-2)-(BUS)=0
Re(ZNS)-(BUS)=0

Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
R€E(S-B)-(ZUS)=0
RE(BNS)-(ZUS)=0

Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
RE(Z-S)N(S-B)=0
RE(Z-S)N(BNS)=0
R€E(S-Z2)N(B-$)=0

Re(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS

Ne(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
Re(ZN$)N(B-$)=0

Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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(F (R), Re(Z-$)-(BUS)=ZNB NS

G (R), Re(B-S)-(ZUS)=Z NBNS

F (X)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

T(X)=1 H'(X), RE(S-Z)N(S-B)=Z NB'NS
H (), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS

H'(X) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
\F(X)NH'(RX))U(G(X)NH'(XR)) Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Z’NBNS= ZNB’NS=ZNBNS’=@ sarti ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin,
(ZAB)N S=0 sartina denk oldugu asikardir.

4(ZAB)N $=2NBNS =0 ise [(F,2)(G.B)] 5 (HS=IF. D)\ HSINLGB)} (HS)]

5.4.3. Teorem (F, %), (G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli

genisletilmis teta isleminin tiimleyenli genigletilmis islemlere asagidaki dagilmalari

mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis islemler Uzerine

Soldan Dagilmasi
. * * * % *
1ZnBA5)=0ise (F2), [(GCB), HHI=IF.2)y (GCB)] [(F2)g (HS]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ;k ((H,S)=(M,BuUS) olsun. Burada YXeBU
€

S;

G'(X), XEB-S
M(X)={ H'(X), NES-B
G(X)NH(R), XeEBNS

(F. ), (MBUS)=(N,ZU(BUS)) olsun. Burada YXeZUBUS;
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F'(X), NeZ-(BUS)

N(N):{ M'(R), Ne(BUS)-Z

F (R)NM'(R), REZN(BUY)

Buradan,

(F'(R), R€EZ-(BUS)=ZNB'NS'
G(R), XE(B-$)-Z=Z'NBNS'
H(R), XE(S-B)-Z=ANB'NS
N(R)=<{ G'(R)UH'(R), Re(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)NG(X), XeZN(B-S)=ZNBNS
F (R)NH(X), XEZN(S-B)=ZNB'NS

\F' (X)N(G'(R)UH'(R)), ReZN(BNS)=ZNBNS

o4 etee. N . * %k %k %
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z)e (G,B)] y [(F, Z)e (H,S)] bakalim. (F, Z)e (G,B)
€ € € €

=(V,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(X), NEZ-B
V(R)={ G'(X), NEB-Z

F'(R)NG'(R), NEZNB

(F2) 5 (H.$)=(W,ZUS) olsun. Burada VReZUS;

F'(R), REZ-S
W(R)=< H'(R), NES-Z
F'(R)NH'(R), REZNS

(V,ZUB) ;k (W,ZUS)=(T,(ZUB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;

V'(R), RX€E(ZUB)-(ZUS)
T(X)= { W'(R), N€E(ZUS)-(ZUB)
V(R)UW(R), Ne(ZUB)N(ZUS)

Buradan,
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( F(R), R€E(Z-B)-(ZuUS)=0
G(X), Xe(B-7)-(ZUS)=Z NBNS
F(R)UG(R), RE(ZNB)-(ZUS)=0

F(X), NE(Z-S)-(ZUB)=0
H(R), Re(S-2)-(ZUB)=ZNB NS
F(X)UH(X), Re(ZNS)-(ZUB)=0
F (R)UF (X), ReE(Z-B)N(Z-S)=ZNB NS

T(X)= 1 F (R)UH (R), RE(Z-B)N(S-2)=0
F' (R)U(F (R)nH'(X)), Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'N$S

G (R)UF'(R), Re(B-Z)N(Z-$)=0
G (R)UH'(R), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
G (R)U(F' (R)NH'(R)), Xe(B-Z)N(ZNS)=0
(F (R)NG'(R))UF (R), Xe(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS

(F (X)NG'(R))UH (R), Re(ZNB)N(S-2)=0

\(F'(N)nG'(N))U(F'(N)nH'(N)), Xe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Buradan,

(G(X), Xe(B-Z)-(ZUS)=Z NBNS'
H(R), RE(S-2)-(ZUB)=Z NB NS
F(X) Xe(Z-B)N(Z-S)=ZnB NS
T(X)=+ F'(R) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)UH'(R), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS
F(R) Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
(F' (R)NG'(R))U(F (R)NH' (X)), Xe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

\

ZNB’NS=ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanir. ZNB’NS=ZNBNS’=0 sartinin, Z N (BAS)=0

sartina denk oldugu asikardir.

220 (BAS)=0 ise (F.2), [GB) | (HIFIF. Dy GBI 1 [F2)y (HI)]

. * % * * *
3) Z2NBNS=0 ise (F, Z)eg [(G,B) >,<8(H,S)]=[(F, Z)ys (G,B)] n [F Z)vs (H.9)]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim (G,B):: (H,S)=(M,BUS) olsun. Burada
€

vXeBUS;
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G'(X), N€EB-S
M(R)={ H'(X), RES-B
G'(X)UH'(X), XeEBNS

(F.2), (MBUS)=(NZU(BUS)) olsun. Burada YXeZUBUS;

F'(X), NEZ-(BUS)

N(N):{ M'(R), Ne(BUS)-Z

F (R)NM'(R), REZN(BUS)

Buradan,

(F'(X), N€EZ-(BUS)=ZNB'NS'
G(R), Xe(B-S)-Z=Z'NBNS'
H(R), Xe(S-B)-Z=ZNB'NS
N(R)=< G(R)NH(X), Xe(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)NG(X), XeZN(B-S)=ZNBNS
F (R)NH(X), REZN(S-B)=ZNB'NS

LF (RX)N(G(R)NH(R)), ReEZN(BNS)=ZNBNS

*k

k k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F, Z) v (G,B)] : [(F,2) v (H,S)] bakalim. (F, Z) v (G,B)

€ € €

=(V,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), NEZ-B
ViR)=<1 G'(N), NEB-Z

F'(X)NG(X), NEZNB

(F.%) ;i (H,S)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(), REZ-S
W(R)= { H'(X), NES-Z

F'(R)NH(X), ReZNS

(V,ZUB) :(W,ZUS):(T,(ZUB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;



T(X)=
VE)NW(K),

Buradan,

( F(X),

G(X),
F(R)UG'(R),
F(R),

H(X),
F(R)NH'(R),
F (R)NF (R),
0= F'(X)NH' (),
G (RX)NF (),
G (R)NH (X),

\
Buradan,

(G(X),

H(X),

F'(RX) NH(X)
TR)={ F (0

G (R)NH(R)
F (R)NG(X)

Z’NBNS=0 ise sart1 ile N=T saglanir.

F (R)N(F (R)NH(X)),

G (R)N(F (R)NH(X)),
(F (RNGRNNF (X),
(F' (R)NGR))NH (X),
(F (DNGER)N(F' (R)NH(K)),

L(F'(x)nc(x)nﬂ ),

Re(ZUB)-(ZUS)
RE(ZUS)-(ZUB)
Re(ZUB)N(ZUS)

X€E(Z-B)-(ZUS)=0
Re(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
Re(ZNB)-(ZUS)=0
Re(Z-S)-(ZUB)=0
RE(S-2)-(ZUB)=ZNB'NS
RE(ZNS)-(ZUB)=0
XeE(Z-B)N(Z-S)=ZnB NS
Re(Z-B)N(S-2)=0
Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z)N(Z-S)=0
Re(B-Z)N(S-2)=Z NBNS
Ne(B-Z2)N(ZNS)=0
Re(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS
RE(ZNB)N(S-Z)=0
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Re(B-2)-(ZUS)=Z NBNS
RE(S-2)-(ZUB)=Z NB NS
ReE(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
XeE(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z)N(S-Z)=Z NBNS

XE(ZNB)N(Z-S$)=ZNBNS'
Ne(ZNB)N(ZNS)=Z2NBNS

%k

%k
4) ' NBNS= ZNBNS=9 ise (F,Z);: (GB)g (HSN=IF.2), GBI (F2), (S
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ii) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Tiimleyenli Genisletilmis Islemler Uzerine

Sagdan Dagilmasi

1) ZN(BA9)=0ise [(F. 2) | (GB)y (HH-IF2) o H91 7 [GB) o (HI)]

Ispat: Once esitligin sol tarafim ele alalim. (F, Z)U (G,B)=(M,ZuUB) olsun. Burada

VXeZUB;

F'(X), NEZ-B
M®X)={ G'(X), NEB-Z

F(X)UG(R),  N€EZNB

(M,ZUB)(;X< (H,S)=(N,(ZuB)US) olsun. Burada VXeZUBUS;

M'(R), N€E(ZUB)-S
N(X)={ H'(X), R€ES-(ZUB)
M'(R)NH'(R), Ne(ZUB)NS

Buradan,

( F(X), RXe(Z-B)-S=ZNB'NS'

G(X), NeE(B-Z)-S=Z'NnBNS'
F'(X)NG'(R), RXe(ZNB)-S=ZNBNS'

N(X)=< H'(X), XeS-(ZUB)=Z'NB'NS
F(R) n H'(R), RE(Z-B)NS=ZNB'NS
G(X)NH'(N), Ne(B-Z)NS=Z'NBNS

\(F'(R)NG'(R))NH'(R), Ne(ZNB)NS=ZNBNS

%k %k %k
Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) 0 (H,S.)]j]< [(G,B) 0 (H,S)] bakalim. (F, Z)e
€ € € €

(H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(®)={ H'(X), RES-Z
F'(R)NH'(R), REZNS



(G,B) :(H,S):(W,BUS) olsun. Burada VXeBUS;

W(R)= {
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REB-S
ReS-B

G'(R)NH'(X), XeBNS

%
(V,ZUS) n (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

Buradan,

T(X)=

V'(X),
TR)=4 W'X),
VER)INW(R),

((F(X),

H(X),
F(R)UH(R),
G(X),

H(X),
G(R)UH(X),
F (R)NG (R),
F (R)NH (R),

H (R)NG (R),
H (R)NH' (R),
H ()N (G'(R)NH'(X))

(F'(R)NH'(X))nH (R)

Buradan,

F (R)N(G'(R)NH'(X)),

(F'(®)NH'(R)NG'(X),

L(F'(R)NH'(R))N(G (X)NH'(R))

Re(ZUS)-(BUS)
Re(BUS)-(ZUS)
RE(ZUS)N(BUS)

R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS
R€E(S-2)-(BUS)=0
Re(ZN$)-(BUS)=0

Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS
R€E(S-B)-(ZUS)=0
ReE(BNS)-(ZUS)=0

Xe(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
R€E(Z-$)N(5-B)=0
RE(Z-$)N(BNS)=0
R€E(S-Z2)N(B-$)=0

Re(S-Z)N(S-B)=Z NB'NS

Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-$)=0

Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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( F(X), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

G(R), Xe(B-S)-(ZUS)=Z NBNS'

F (R)NG (), R€E(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

T(X)=1 H'(X), RE(S-Z)N(S-B)=Z NB'NS
G'(R)NH'(X), Ne(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
F'(X)NH'(X) RXe(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
L(F'(R)NH'(X)N(G (R)NH'(R)) Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

ZNB’NS=ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanir. ZNB’NS=ZNBNS’=Q sartinin, ZN(B AS)=0
sartina denk oldugu asikardir.

2) (24B)n $=0 e [(F, 2)  (GB)lg (HS=IF.2) o (H3)] ] [(G.B) o (HS)]
. * * * k *
3) 2NB $=2NBN§ =0 ise [(F.2) § (G.B)]y HH=F.D)\ (M), [GE) | ()]

Ispat: Once esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F, Z)e (G,B)=(M,ZuUB) olsun. Burada

VXeZUB:

F'(X), NEZ-B
M(X)={ G'(X), NEB-Z

F'(RN)NG'(X), NeZNB

(MZUB); (H.$)=(N,(ZUB)US) olsun. Burada VReZUBUS;

M'(R), NE(ZUB)-S
N(R)=< H'(R), NX€ES-(ZUB)
M'(X)nH'(R), X€e(ZUB)NS

Buradan,
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( F(R), Re(Z-B)-S=ZNB'NS'

G(X), R€E(B-Z)-S=Z'NBNS'
F(R)UG(R), XeE(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=<{ H'(X), XES-(ZUB)=Z'NB'NS
F(X)NH'(X), NE(Z-B)NS=ZNB'NS
G(X)NH'(R), Ne(B-Z2)NS=Z'NBNS

\(F(X)UG(R))NH'(R), RXe(ZNB)NS=ZNBNS

Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,Z) >{\<(H,S)] ;k [(G,B) >}\<(H,S)] bakalim. (F, Z)>X\<

(H,$)=(V,Zu$) olsun. Burada YReZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(R), RES-Z
F(X)nH'(X), N€EZNS

(G,B) >l\< (H,S)=(W,BuS) olsun. Burada YXeBUS;

G'(X), REB-S
wm:{ H'(X), RES-B

G(X)NH'(X), ReBNS

%
(V,Z2US) n (W,BUS)=(T,ZUBUS) olsun. Burada YXeZUBUS;

W'(X), Re(BUS)-(Z2U3)

V'(X), RE(ZUS)-(BUS)
T(N)z{
VR)NW(X), Re(ZUS)N(BUS)

Buradan,
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( F(X), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS
H(R), Re($-2)-(BUS)=0
F'(R)UH(R), Re(ZNS)-(BUS)=0
G(R), Xe(B-S)-(ZUS)=ZNBNS
H(R), R€E(§-B)-(ZUS)=0
G'(X)UH(X), Xe(BNS)-(ZUS)=0
F (R)NG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

T(R)={ F®NH W), R€E(Z-$)N(S-B)=0

F' (R)N(G(R)NH'(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0
H' (R)NG (R), Re(S-Z)N(B-S)=0
H (R)NH (R), RE(S-Z)N(S-B)=ZNB'NS
H' (®)N(G(R)NH'(R)) Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
(F(R)NH'(X))NG'(R), Re(ZN$)N(B-$)=0
(F(R)NH'(R))NH'(X) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

\(F(R)NH'(R))N(G(R)NH'(R)) Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Buradan,

(F(X), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

G(R), Re(B-S)-(ZUS)=Z NBNS

F (R)NG (X), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS

T(X)=1 H'(X), Re(S-Z2)N(S-B)=Z NB'NS
G(X)NH'(X), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS

F(X)NH'(R), Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
\(F(R)NH'(R)N(G(R)NH'(R)) Xe(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

ZNBN S=ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanur.
L * * * * *
4 ZNBNS'=0 ise [(F2) ; (GBYl, (HS=IFD) | ()], [GB) | (HS)]

5.4.4. Teorem (F,2),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli

genisletilmis teta isleminin esnek ikili parcali islemlere asagidaki agilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Esnek Ikili Pargali islemler Uzerine Soldan

Dagilmasi
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1) Z0BNS=0 se (F.2) 4 [GB) ) (HIFIF.2) ) GBI [F2) o (HI).

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B);(H,S):(M,B) olsun. Buradan VXeB;

G(R), REB-S

M(N):{G(N)nH(N), REBNS

*
(F, %) 5 (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

F'(X), NEZ-B
N(N):{ M'(X), NEB-Z

F(R)NM'(R), N€EZNB

Buradan,

(F(R), REZ-B

G (X), Xe(B-S)-Z=Z'NBNS'

N(R)=1 G (R)UH (X), Re(BN$)-Z=Z'NBNS
F'(R)NG'(R), REZN(B-S)=ZNBNS'

F (X)N(G'(R)UH('R)), KeEZN(BNS)=ZNBNS

* ~ *
Simdi  esitligin  sag tarafina yani [(F, %) 0 (G,B)]U[(F, Z) 0 (H,S)] bakalim.

%
(F,2) 5 (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;
€

F'(R), NEZ-B
V(x)z{ G'(R), NEB-Z

F'(RX)NG'(R), N€EZNB

(F2)  (H.$)=(W,ZUS) olsun. Burada VXeZUS;

F'(R), NEZ-S
W(N)z{ H'(X), NES-Z

F'(R)NH'(R), REZNS
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(V,ZUB) |, (W,ZU$)=(T,(2UB)) olsun. Burada ¥XeZUB;

V(R), Re(ZUB)-(ZU
T(N)z{V(N)UW(N), NEEZUB;n((ZLjS;)
Buradan,

(F(R), e (Z-B)-(ZUS)=0

G (R), Xe(B-Z)-(ZUS)=Z'NBNS'

F (R)NG'(R), XeE(ZNB)-(ZUS)=0

F (X)UF (R), Re(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'

F (R)UH (R), Re(Z-B)N(S-2)=0

T(X)=+ F'(R)U(F (R)NH'(X)), Re(Z-B)N(ZNS)=Z2NB'NS

G (R)UF (R), Re(B-Z)N(Z-$)=0

G (X)UH (X), Re(B-Z)N(S-Z)=Z'NBNS

G (R)U(F (R)NH'(R)), Re(B-2)N(ZNS)=0
(F (R)NG'(R))UF (X), Xe(ZNB)N(Z-S)=ZNnBNS'
(F(X)NG'(R))UH (R), XE(ZNB)N(S-2)=0
L(F' (R)NG'(X))U(F (R)NH'(R)), Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Buradan,

(G (R), Xe(B-%)-(ZUS)=Z'NBNS'

F(R), Re(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NS'
T(X)= 1 F'('N), | Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (X)UH (X), Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'nBNS

F(R), Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'

\(F (R)NG'(R))U (F (R)NH' (X)),

Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, Z-B ele alirsak, Z-B=ZNB’ olup, bir eleman B nin
timleyeninde ise o eleman ya S-B de, ya da BU S nin tiimleyenindedir. Burdan, & €S-B ise
N e ZNB’NS veya X € ZNB’NS’ olduguna dikkat edecek olursak, ZNBNS’=@ sart1 ile
N=T saglanir.

2) Z0B'N5=0ise (F,2) o [(G.B) | (HIFIF.2) o (GB) [ [F.2) y (HS
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) (ZA9NB=0ise (F.2)  [GB) ; HSI-IF.2) |, GBI [F7), (H9]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ; (H,S)=(M,B) olsun. Buradan ¥YXeB;

G(X), NXeEB-S

M(N)z{G'(N)UH'(N), REBNS

%
(F,2) 5 (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;
€

F'(R), NEZ-B
N(N):{ M'(R), NEB-Z

F(R)NM'(R), N€EZNB

Buradan,

( F'(X), REZ-B
G (R), Xe(B-$)-Z=Z'NBNS'
N(R)={ GR)NH(X), RE(BNS)-Z=Z'NBNS
iF'(N)ﬂG'(N), REZN(B-S)=ZNBNS'

F (R)N(G(R)NH(R)), KeEZN(BNS)=ZNBNS

%k ~ %k
Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F, Z)y (G,B)]U[(F, Z)y (H,S)] bakalim.

%
(F,2) v (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;

F'(R), NEZ-B
ViR)=<1 G'(N), NEB-Z

F'(R)NG(R), XEZNB

(F.%) :Z (H,S)=(W,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;



F'(R),
W(N)={ H'(R),
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REZ-S
RES-Z

F'(R)NH(X), ReZNS

(V.ZUB) ,(W,2U$)=(T,(ZUB)) olsun. Burada YXeZUB;

Buradan,

T(X)=1

Buradan,

T(X)=

V(X),

Re(ZUB)-(ZUS)

T(R)= {V(N) U W(X), X€E(ZUB)N(ZUS)

(F(X),

G (%),
F (R)NG(X),
F (X) UF(R),
F(R) UH' (R),
F'(X) U (F (X)NH(R)),
G (R) UF (X),
G (X) UH'(R),
G (X) U (F (R)NH(X)),
(F (R)NG(X)) UF (),
(F (R)NG(R)) UH (R),

L (F(R)NG(R)) U (F (R)NH(R)),

(G (X),
F(X),
F'(X)
G (R)UH (),
F'(R),
L(F (R)NG(R))U(F (R)NH(X)),

9

Re(Z-B)-(ZuUS)=0
Ne(B-2)-(ZUS)=Z2'nBNS'
RE(ZNB)-(ZUS)=0
RXe(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NnS'
Re(Z-B)N(S-2)=0
Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Ne(B-Z2)N(Z-S)=0
RXe(B-Z2)N(S-Z2)=Z'NnBNS
Ne(B-Z2)N(ZNS)=0
Ne(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
RE(ZNB)N(S-2)=0
Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Xe(B-2)-(ZUS)=Z2'nBNS'
Ne(Z-B)N(Z-S)=ZnB'NnS'
NXe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'nBNS
Ne(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
RXe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNBNS’=@ sarti ile N=T oldugu gorilir. Z’NBNS=ZNBNS’=@ sartinin
(ZAS)NB=0 sartina denk oldugu asikardir.

HEAB)NS=ZNBNS'=0 ise (F,2) , [(G.B)g(H3)I=I(F.2) j GBI, [F2) j (H$)].
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ii) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Esnek Ikili Parcali islemler Uzerine Sagdan

Dagilmasi
1) ZnBNS=0ise (F,2), GBIy (HS-IF.2), HIINIGE) 5 HI,

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z)G(G,B)Z(M,Z) olsun. Burada VXeZ,

_( F(R), XEZ-B
M= {F(N)UG(N), REZNB

M, Z)Z‘ (H,S)=(N,2US) olsun. Burada VReZUS:

M'(K), REZ-S
N(N)={ H'(R), NES-Z

M (R)NH'(X), XEZNS

Buradan,

F(R), Xe(Z-B)-S=ZNB'NS'
F'(R)NG'(R), Xe(ZNB)-S=ZNBNS'
N(®)=<{ H'(X), NES-Z
F (R)NH'(X), X€E(Z-B)NS=ZNB'NS

(F'(R)NG'(X))NH'(X), Re(ZNB)NS=ZNBNS

* ~
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,2) 0 (H,9)] n[(G,B) ;k (H,S)].
€ €

(F, Z)(;X< (H,S)=(V,ZUS) olsun. Burada VXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)={ H'(X), RES-Z
F(R)NH'(X), KE€EZNS

Simdi (G,B) : (H,S)=(W,BUS) olsun. Burada YXeBUS;
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G'(X), NEB-S
W(R)=1 H'(R), RES-B
G'(X)NH'(X), NXeEBNS

(V.ZUS$)  (W,BUS)=(T,(2US)) olsun. Burada YXeZUS;

V(R), RE(ZUS)-(BU
T(N):{V((N))nW(N), Ne((ZusS))n((Buss))
Buradan,

( F(R), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

H'(X), NE($-2)-(BUS)=0
F'(R)NH'(X), Ne(ZNS)-(BUS)=0

F (R)NG (R), RE(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

F' (X)NH' (R), ReE(Z-S)N(S-B)=0
F'(R)N(G'(R)NH'(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0

TO=1 H N6 ), RE(S-2)N(B-$)=0

H (R)NH'(R), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS

H (R)N(G'(R)NH'(X)) Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
(F'(R)NH'(X))NG (R), Re(ZNS)N(B-$)=0

(F'(R)NH'(R))NH'(R) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

L (F'(R)NH'(R))N(G'(R)NH' (X)), RE(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Buradan,

(F(R), RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

F (R)NG'(R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
TX)= H (X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
G'(R)NH'(X), Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
F'(X)NH'(X) Xe(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
(F'(R)NH'(R))N(G'(R)NH'(R)),  RE(E@NS)N(BNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, S-Z ele alirsak, S$-Z=SNZ’ olup, bir eleman Z nin

timleyeninde ise o eleman ya B-Z de, ya da BUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
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N €Z’NBNS veya X €Z2’NB’NS olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS = @ sart1 ile
N=T saglanir.

. ~ %k ~ %k
2) (28B)NS=0 ise (F, ), (G (H9)=[F2), HIIGCB) g (HS)].

ZN(BA5)=0 i [ 25 GB) 5 (=7, HIIICH) (H9]

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z)g(G,B)Z(M,Z) olsun. Burada VXeZ,

_( F(®), NEZ-B
M(N)_{F'(N)nG'(N), REZNB

(M2); (H.$)=(N.2US) olsun. Burada YXEZUS;

M'(K), REZ-S
N(N)={ H'(R), RES-Z

M (R)NH'(R), REZNS

Buradan,

F(R), Xe(Z-B)-S=ZnNB'NS'
F(R)UG(R), Xe(ZNB)-S=ZNBNS'
N(X)=<{ H'(X), NES-Z
F (R)NH'(R), X€E(Z-B)NS=ZNB'NS

(F(R)UG(R))NH'(X), KRe(ZNB)NS=ZNBNS

Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, Z)>\k (H,S)];[(G,B)ik (H.S)]. (F, Z)>\X< (H.,S)=

(V,ZUS) olsun. Burada YRXeZUS;

F'(X), REZ-S
VR)={ H'(X), RES-Z
F(X)NH'(X), REZNS
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Simdi (G.B) T (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada VReBUS;

G'(R), XEB-S
W(N):{ H'(R), NES-B

G(X)NH'(X), RXeBNS

(V.ZU$) |, (W.BUS)=(T,(2US)) olsun. Burada YXeZUS;

V(X), R€E(ZUS)-(BU
T(N):{V((N))UW(N), Ne((Zug))n((BuSS))
Buradan,

(F(X), X€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

H'(X), R€E($-2)-(BUS)=0
F(X)NH'(R), Re(ZNS)-(BUS)=0

F (RX)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

F (R)UH (R), RE(Z-S)N(S-B)=0
F'(R)U(GER)NH'(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0

TR=Y W ®UG X), XE($-Z)N(B-$)=0
H (R)UH' (R), Re(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
H' (®)U(G(R)NH'(R)) Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
(F(R)NH'(X))UG (), Re(ZNS)N(B-$)=0
(F(R)NH'(R))UH'(X) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
L(F(R)NH'(®) )U(G(R)NH'(R)), Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Buradan,

(F(R), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'

F (X)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
T(X)= - H:(N), Re(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
H (X), Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
F(R), Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
L(FR)NH'(R))U(G(R)NH'(K)), Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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ZNB’NS=ZNBNS’=0 sart1 ile N=T saglanir. ZNB’NS=ZNBNS’=0 sartinin ZN(BAS)=0

sartina denk oldugu asikardir.
~ %k ~
(EZAB)NS=ZNBNS =0 ise [(F2) , (G 5 (H9 =[F.2)\ HIIICB), (HS)

5.4.5. Teorem (F,%),(G,B), (H,S), U iizerinde esnek kiimeler olmak fizere, tiimleyenli
genisletilmis teta isleminin tiimleyenli esnek ikili par¢ali islemlere asagidaki dagilmalari

mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Tiimleyenli Esnek Ikili Parcali islemler Uzerine

Soldan Dagilmasi

. * g * & %
1) ZanS,ZQ 1S (F, Z) 0 [(G,B) ~ (H,S)]:[(F, Z) 0 (G’B)] ™ [(F, Z) 0 (H:S)]
€ N £ U £

%
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ~ (H,S$)=(M,B) olsun. Buradan VXeB;
n

G'(R), NEB-S

M(N)={G(N)0H(N), REBNS

%
(F,2) 5 (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada YXeZUB,;
€

F'(R), NEZ-B
N(R)={ M'(X), REB-Z
F(X)NM'(R), N€EZNB

Buradan,

F'(X), REZ-B
G(X), Ne(B-S)-Z=Z'nBNS’
N(R)={ G (R)UH'(X), Re(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)NG(X), ReZN(B-S)=ZNBNS'

F (X)N(G'(R)UH'(X)), KXeEZN(BNS)=ZNBNS
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k
* *
Simdi  esitligin  sag tarafina  yani [(F,Z) 5 (G,B)] ~[(F, Z)e (H,S)] bakalim.
€ U €

%
(F,2) 5 (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

F'(R), NEZ-B
V(R)={ G'(X), NEB-Z

F'(X)NG'(R), N€EZNB

(F2)  (H.$)=(W,ZUS) olsun. Burada VXeZUS;

F'(R), REZ-S
W(R)={ H'(R), RES-Z
F'(R)NH'(X), REZNS

%k
(V,2UB) ~ (W,ZUS)=(T,(ZUB)) olsun. Burada VXeZUB;
U
V'(R), Xe(ZUB)-(ZU
T(N):{V(N)UW(N), erZUBgn((zjg)
Buradan,
¢ F(X), X€E(Z-B)-(ZUS)=0
G(X), Ne(B-2)-(ZUS)=Z2'nBNS'
F(RX)UG'(X), Ne(ZNB)-(ZUS)=0
F (R)UF (X), RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
F (R)UH (R), RE(Z-B)N(S-2)=0
F (R)U(F (R)NH(R)), Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
TR)=1 G (R)UF (R), Re(B-Z)N(Z-$)=0
G (RX)UH' (R), Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'nBNS
G (R)U(F (R)NH(X)), Re(B-Z)N(ZNS)=0
(F (R)NG(R))UF (X), Re(ZNB)N(Z-S)=ZNBNS'
(F (R)NG(XR))UH (X), RE(ZNB)N(S-2)=0

Buradan,

\(F (R)NGR)U(F (R)NH(X)),

Re(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS
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( G(X), Xe(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'

F(X), Re(Z-B)N(Z-$)=ZNB'NS'

(%)= | F(X), Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)UH'(R), Xe(B-Z)N(S-Z)=Z'NBNS

F'(X), Xe(ZNB)N(Z-S$)=Z2nBNS'

L(F (R)NG(R)) u (F (R)NH(R)), Ke(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Burada; N fonksiyonundaki, Z-B ele alirsak, Z-B=ZNB’ olup, bir eleman B nin
timleyeninde ise o eleman ya S-B de, ya da BU S nin tiimleyenindedir. Burdan, & €S-B ise
N e ZNB’NS veya X € ZNB’NS’ olduguna dikkat edecek olursak, ZNBNS =@ sart1 ile
N=T saglanir.

_ % 3 % * %
& U S n €

* 4 * * *
€ * € n €

k
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (G,B) ~ H,S)=(M,B) olsun. Buradan VXeB;
%k

(G, REB-S
M(N)_{G'(N)UH'(N), XEBNS

%
(F, %) 5 (M,B)=(N,ZUB) olsun. Burada VXeZUB;

F'(R), NEZ-B
N(N)z{ M'(R), NEB-Z

F(RX)NM'(R), NEZNB

Buradan,
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F'(X), NEZ-B
(G(N), Re(B-$)-Z=Z'nBNS'

N(X)={ G(R)NH(X), Xe(BNS)-Z=Z'NBNS
F (R)NG(X), Xe€ZN(B-S)=ZNBNS'

F (X)N(G(R)NH(R)), KeZN(BNS)=ZNBNS

* * *
Simdi esitligin  sag tarafina yani [(F, %) v (G,B)]~[(F, %) v (H,S)] bakalim.
€ n €
k
(F,2) v (G,B)=(V,ZUB) olsun. Burada YXeZUB;

F'(R), NEZ-B
V(N)z{ G'(R), NEB-Z

F'(RX)NG(X), NEeZNB
F.2) :Z(H,S)z(W,ZU$) olsun. Burada VREZUS:
F'(X), REZ-S
W®)={ H'(X), RES-Z
F'(R)NH(X), N€eEZNS

*

(V,2UB) ~ (W,ZUS)=(T,(ZUB)) olsun. Burada VXeZUB;
N

V'R, RX€E(ZUB)-(ZUS)
T(N)_{V(N)nW(N), XE(ZUB)N(ZUS)

Buradan,
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( F(X), X€E(Z-B)-(ZUS)=0
G(X), Ne(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'
F(R)UG(R), Re(ZNB)-(ZUS)=0
F(X) NF(R), RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
F(X) N H (R), Re(Z-B)N(S-2)=0
F'(RX) n (F (R)NH(X)), Xe(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
T=\ ¢'x) nF ), Re(B-2)N(Z-5)=0

G (X) NH(R), Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'NBNS
G (X) n (F (R)NH(R)), Re(B-Z)N(ZNS)=0
(F'(RX)NG(X)) N F'(X), Xe(ZNB)N(Z-S)=Z2NnBNS'
(F'(R)NG(X)) N H(R), XE(ZNB)N(S-2)=0

L(F'(R)NG(X)) N (F (R)NH(R)), Xe(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Buradan,
(G(R), Ne(B-2)-(ZUS)=Z'nBNS'
F(R), RE(Z-B)N(Z-S)=ZNB'NS'
T(®)=1 F (R)NH(R) Re(Z-B)N(ZNS)=ZNB'NS
G (R)NH (X), Re(B-Z)N(S-Z2)=Z'NBNS
F (R)NG(X) Xe(ZNB)N(Z-$)=ZNBNS'

LW(F (RNGER)N (F (R)NHK)),

Ne(ZNB)N(ZNS)=ZNBNS

Z’NBNS=ZNB’NS=0 sart1 ile N=T oldugu goriiliir. Z’NBNS=ZNB’NS=0 sartinin (ZAB)

NS= @ sartina

denk oldugu asikardir.

* %

*
4) (ZAB)NS= Z0BNS =0 ise (F,2) " [(G.B) ~ HS)I=IF.2) , (GBI~ [F.2), (HS)]
e € €

U

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Teta Isleminin Tiimleyenli Esnek Ikili Parcali Islemler

Uzerine Sagdan Dagilmasi

1) (ZAB)NS=0 ise (F,Z)~

%k

U

%k

b

BNy H-IFED , H~[GB) y ()]
€ n €

Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z) ~ (G,B)=(M,Z) olsun. Burada VYReZ,

V)



_( F'(R), NEZ-B
M= {F(N)UG(N), REZNB

(M.2); (H.$)=(N,2US) olsun. Burada YXeZUS;

M'(K), REZ-S
N(N):{ H'(R), RES-Z

M (R)NH'(R), REZNS

Buradan,

( F(X), NXe(Z-B)-S=ZNB'NS'
F'(R)NG'(R), Xe(ZNB)-S=ZNBNS'
N(®)=1 H'(X),

LF(N)nH'(N), RE(Z-B)NS=ZNB'NS
(F'(X)NG'(X))NH'(X), Re(ZNB)NS=ZNBNS
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x
x
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F,2) 5 (H,9)] ~[(G,B) ;< (H,S)].
€ N €

(F.2) ;5 (H$)=(V,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(R)=4 H'(X), NES-Z
F'(X)NH'(R), REZNS

Simdi (GB) & (H.$)=(W,BUS) olsun. Burada vXeBUS;

G'(X), REB-S
WR)={ H'(X), RES-B
G'(X)NH'(R), ReBNS
%k

(V,2US) ~ (W,BUS)=(T,(ZUS)) olsun. Burada VRXeZUS;
N



Buradan,

T(R)=+

Buradan,

T(R)=1

r9-{, 00

(F(X),
H(X),
F(X)UH(R),
F(R)NG (R),
F'(RX)NH' (R),
F(R)N(G'®)NH'(R)),
H' (R)NG (R),
H (R)NH (R),
H' (R®)N(G'(R)NH'(X))
(F'(R)NH'(X))NG (X),
(F'(R)NH'(X))NH (&)

(F(X),

F (R)NG (R),
H'(X),
G'(X)NH'(X)
F'(X)NH'(R)

Burada; N fonksiyonundaki, S-Z ele alirsak, S-Z=SNZ’ olup, bir eleman Z

L(F'(R)NH'(R))n(G'(R)NH' (X)),

L(F'(R)NH'(®))n(G'(R)NH' (X)),

Ne(ZUS)-(BUYS)
V(R)NW(X), Re(ZUS)N(BUS)

RE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
R€E($-2)-(BUS)=0
Re(ZNS)-(BUS)=0

Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
Re(Z-S)N(S-B)=0
R€E(Z-5)N(BNS)=0
RE(S-Z)N(B-$)=0

Re(S-Z2)N(S-B)=Z2'NB'NS

NE(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
RE(ZNS)N(B-$)=0

Ne(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS

Ne(ZNS)N(BNS)=ZNBNS

Ne(Z-S)-(BUS)=Z2NB'NS'
Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'

Re(S-Z2)N(S-B)=Z2'nB'NS
Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
Xe(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
Re(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
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nin

timleyeninde ise o eleman ya B-Z de, ya da BUZ nin tiimleyenindedir. Burdan,
X €Z’NBNS veya X €Z2’NB’NS olduguna dikkat edecek olursak, Z’NBNS = ZNB’NS= 0
sart1 ile N=T saglanir. Z’NBNS=ZNB’NS=@ sartinin (ZAB)NS= @ sartina denk oldugu

asikardir.

2) (ZAB)NS=0 ise (F, %)~ (G,B)] 0

*
*

N

b

M) =FD , HI1~[GB) g HI
€ U €
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* *

3 ZN@85)=0ise [(F,2)~ GB)] 5 (HS)=[F.2)\ HII~[GB)Y HI)]
] € U ©

*
Ispat: Once esitligin sol tarafini ele alalim (F, Z) ~ (G,B)=(M,Z) olsun. Burada VRXeZ,
0

(PN, XEZ-B
M(N)_{F'(N)nG'(N), NEZNB

(M.2); (H.$)=(N,2US) olsun. Burada YXeZUS;

M'(), REZ-S
N(N)={ H'(R), RES-Z

M (R)NH'(R), XEZNS

Buradan,
F(X), RXe(Z-B)-S=ZNB'NS'
F(R)UG(R), Xe(ZNB)-S=ZNBNS'
N(R)=4 H'(X), RES-Z
F(X)NH'(X), NE(Z-B)NS=ZNB'NS
(FIR)UG(R))NH'(X), Ne(ZNB)NS=ZNBNS
Simdi esitligin sag tarafina bakalim [(F, Z)\ (H,S)]~[(G,B)\ (H.,S)]. (F, Z)\ (H.,S)=
€ u € €

(V,ZUS) olsun. Burada YXeZUS;

F'(R), REZ-S
V(®)={ H'(X), RES-Z
F(RX)NH'(X), RE€ZNS

Simdi (G,B) ;k (H,$)=(W,BUS) olsun. Burada VReBUS;
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G'(N), NEB-S
W(N)z{ H'(X), RES-B

G(X)NH'(X), NeBNS

S

(V,Z2US) ~ (W,BUS)=(T,(ZuUS)) olsun. Burada VXeZUS;
V)
V'(R), Xe(ZuUS)-(Bu
T()= {V(}E)UW(N), erZugg n( (ng)
Buradan,
( F(X), NeE(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
H(X), R€E(S-2)-(BUS)=0
F'(R)UH(R), Re(ZNS)-(BUS)=0
F (R)UG (), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
F (R)UH (R), ReE(Z-S)N(S-B)=0
F (R)U(GER)NH'(R)), RE(Z-S)N(BNS)=0
TR)=1 H'(R)UG (R), Re(S-2)N(B-S)=0
H (X)UH'(X), Re(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
H (R)U(GR)NH'(X)) Re(S-Z)N(BNS)=Z'NBNS
(F(R)NH'(R))UG (X), Re(ZNS)N(B-S)=0
(F(R)NH'(R))UH'(X) Re(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
L(FR)NH'(R))U(GR)NH'(R)),  RE(ZNS)N(BNS)=ZNBNS
Buradan,
( F(R), R€E(Z-S)-(BUS)=ZNB'NS'
F (R)UG (R), Re(Z-S)N(B-S)=ZNBNS'
H'(X), RE(S-Z)N(S-B)=Z'NB'NS
T()=1 H (R), Re(S-Z2)N(BNS)=Z'NBNS
H (R), RE(ZNS)N(S-B)=ZNB'NS
L(FRINH'(R))U(G(R)NH' (X)),  Re(ZNSI)N(BNS)=ZNBNS

ZNB’NS=ZNBNS’ =0 sart1 ile N=T saglanir. ZNB’NS=ZNBNS’= @ sartinin ZN(BAS)= 0
sartina denk oldugu asikardir.
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x *

4 (ZAS)NB=0 ise [(F,2)~ (GBI 5 (H9)=IF.7)\ HSI~[CB) HI)
* € n £
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6. SONUC VE ONERILER

Esnek kiime iglemleri, esnek kiime teorisinin hem teorik hem de pratik alanda ilerlemesi
icin esnek kiime teorisinin en temel yapitasidir. Teori 1999 yilinda ortaya atildigindan bu
yana, pek ¢ok kisitlanmis ve genisletilmis islem tanitilmistir. Bu tez ¢alismasinda, yeni bir
esnek kiime formu olan, tiimleyenli genisletilmis esnek kiime islemleri ¢alisilmistir. Bu
baglamda, tiimleyenli genisletilmis birlesim, tlimleyenli genisletilmis art1 ve tiimleyenli
genisletilmis teta ile adlandirilan yeni esnek kiime islemleri tanimlanmis, bu islemlerin tiim
ozellikleri detayli sekilde incelenmis; bu islemlerin diger islemler ile olan iliskilerine
dagilma kurallar1 yardimiyla bakilmis, timleyenli genigletilmis birlesim isleminin, sabit
parametreli esnek kiimeler kiimesi {izerinde, diger esnek kiime islemleri ile birlikte cebirde

bilinen c¢esitli cebirsel yapilar olusturdugu gosterilmistir.

Tez alt1 boliimden olugmakta olup, ilk boliimde esnek kiimeler ve tezde adi gegen cebirsel
yapilar ile ilgili literatiir taramasi yapilmis; ikinci boliimde, tez boyunca 6zellikle ispatlarda
kullanilan kiimelerde islemler, bazi cebirsel yapilar ve esnek kiimelerle ilgili temel
kavramlar hatirlatilmis, tezin 06zgiin bdliimleri olan iiglincii dordiinci ve besinci
boliimlerinde sirasiyla, tlimleyenli genisletilmis birlesim, tiimleyenli genisletilmis arti,
timleyenli genisletilmis teta islemleri tanitilmis, islemlerin kapalilik, birlesme, birim
eleman, ters eleman, degisme, idempotent gibi tiim 6zellikler incelenmis, diger islemlerle
iliskigini gormek igin, islemlerin diger islemlere dagilmasina bakilmistir. Klasik kiimelerde
de var olan birlesim islemi ile tiimleyenli genisletilmis birlesim isleminin 6zellikleri
karsilagtirilmis ve dikkat c¢ekici sonuglar elde edilmistir. Ayrica, tiimleyenli genisletilmis
birlesim igleminin diger esnek kiimeler ile birlikte sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi

izerinde bir takim cebirsel yapilar olusturdugu gosterilmistir.

Bu baglamda,

o (Sz(L), i) cebirsel yapisinin birimi @z olan komutatif, idempotent bir monoid yani

sinirlt bir yari-kafes;
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%k

%k %k ok ~ X %k .
SHORG): SO )0 (U G 50 (UG 5): (o). ) csbirse
yapist komutatif, idempotent, birimli, sifirsiz bir yari-halkadir.

¢ % % ~ % * .

(Sz(V),ng, Us)’ (Sz(V), n,’ Ua)’ (SZ(U)’ﬂ’ Us), (Sz(V), ;, Us) cebirsel yapilarinin

komutatif, idempotent, birimli bir hemihalka;

%k %k ko ok ~ X
(52(V),Ugz,04,Ng, Us)v(SZ(U)’UZ’QZ:nE' U8)1(SZ(U),UZ,¢Z: N, US)’(SZ(U)aUZvQ)Z' A Us)

%
(57(V),Uz,0z, ~, U ) bir Bool ve De Morgan Cebiri;
n €

(Sz(V),, U , @z) bir MV-cebiri oldugu gosterilmistir.
€

Soyut cebirin amaci, cebirsel yapilart smiflandirarak, ayni siif icinde olan cebirsel

yapilarin, onlar1 olusturan kiime ve ikili islemlerden bagimsiz olarak, orta 6zeliklerini

bulmak, sergilemek ve bu Ozelliklerden bazi sonuglar g¢ikarmaktir. Cebirsel yapilarin

incelenmesi, farkli cebirsel sistemler tarafindan paylasilan ortak ozellikleri ve yapilar

arastiran soyut cebirde, matematik¢ilerin bu yapilarin 6zelliklerini anlayarak karmasik

problemleri ¢ozebilmesi, yeni teoriler gelistirip, kavramlari matematigin, bilimin ve

mithendisligin ¢esitli alanlarina uygulayabilmesi acisindan ¢ok dnemlidir. Bu agidan yeni

esnek kiime islemlerinin tanimlandig1 bu ¢alismanin islemleriyle pek c¢ok cebirsel yapinin

elde edilmis olmasmin, gelecekte yapilacak esnek kiime ve klasik cebir ile ilgili

caligmalarin 6niinii agacagin1 umut ediyoruz.
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