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ONSOZ

l, € ve cq sirast ile sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak dizi uzaylari ve Ax = (x;, — xy44) dir. Kizmaz
[ (4), c(A) ve cy(A) dizi uzaylarini tanimlayip bu uzaylara ait bazi 6zellikleri verdi. Et bu dizi uzaylarini
genisletti ve 1, (A?%), c(A?) ve ¢y (A?)dizi uzaylarim tanimladi. Et ve Colak bu dizi uzaylarin1 m. dereceden
genisleterek [, (A™), c(A™) ve ¢, (A™) dizi uzaylarim tanimlamiglardir.

Bu calismada Bektas tarafindan incelenen m. dereceden dizi uzaylarinin a—, § — y — duallerine yer
verildi.

Bu ¢alismay1 hazirlamamda bana destek olan ve her sathasinda yardimini esirgemeyen tez danigmanim
degerli hocam Prof. Dr. Cigdem BEKTAS® a ve egitim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini

esirgemeyen aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Dolunay BURC
Elaz1g, 2020
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OZET

Yeni A™ —Simurli ve A™ — Mutlak p-Toplanabilir Dizi Uzaylari
Dolunay BURC
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi
Temmuz 2020, Sayfa: viii+48

Bu ¢aligma yedi boliimden olusmustur.

Birinci boliim giris boliimiidiir.

Ikinci béliimde; tez boyunca kullanacagimiz temel tamim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde; bs,cs,cs, dizi uzaylari ve bu uzaylar arasindaki bazi matris doniisiimleri
tanimlanmistir.

Dordiincii boliimde; A™ —yakinsaklik ve A™ —simirlilik  kavramlar1 tanimlandi. Klasik anlamda
yakinsaklik ve sinirlilik ile aralarindaki iliski incelendi. 1,(A™),cy(A™),c (A™),l(A™) (0 <p < o)
mutlak olmayan tipten yeni dizi uzaylar1 tanimlayip bazi topolojik 6zellikleri verildi.

Besinci bolimde; 1,(A™), co(A™), ¢ (A™), l,(A™) (0 < p < ) dizi uzaylarimin bazi igerme
bagmtilart verildi.

Altinc1 boliimde; bu uzaylarin a — f —y — dualleri hesaplandi ve bu tezin son boliimiinde bu
uzaylarin bazi klasik dizi uzaylarina matris doniigiimleri incelendi.

Anahtar Kelimeler: BK -uzayi, bs,cs,cs, dizi uzaylari, matris doniisiimleri
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ABSTRACT

New Sequence Spaces of A™ — Bounded and A™ — Absolutely
p —Summable

Dolunay BURC
Master's Thesis

FIRAT UNIVERSTY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Analysis and Function Theory
July 2020, Pages : viii+48

This study consists of seven chapters.

The first is the introduction.

In the second part, basic definitions and theorems that we will use throughout the thesis are given.

In the third chapter, bs,cs,cs, sequence spaces and matrix transformations between these spaces are
defined.

In the fourth chapter, the concepts of A™ — convergence and A™ — limitation are defined. Convergence and
limitaion.

In classical sense were examined. [,(A™),co(A™),c(A™),1(A™) (0 <p < ) non-absolute type
sequence spaces are defined and some topological properties are given.

In the sixth chapter, the @ —  — y duals of these extensions are calculated and in the last part of this thesis,
matrix transformations of some of thesespaces into classical sequence spaces are examined.

Keywords: BK-space , bs, cs, cs, sequence spaces , matrix transformations
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SiMGELER VE KISALTMALAR

°© T B 6 =2

sy

: Dogal sayilar climlesi

: Kompleks sayilar ciimlesi

: Reel sayilar ciimlesi

: Reel veya Kompleks terimli tiim dizilerin uzay1

: Yakinsak dizilerin uzay1

: Dogal sayilar climlesinin biitiin sonlu alt ctimlelerinin ailesi
: Sifira yakinsak dizilerin uzay1

: Smirl dizi uzayi

: Mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

: p. kuvvetten mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1
: Sifira yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

: Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

: Sinirlt seri teskil eden dizilerin uzay1

: A sonsuz matrisinin bir X dizi uzayina etki alam

: Fark operatorii

: m. dereceden fark operatorii
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1. GIiRis

Dizi uzaylari ¢alismalarinda esas mesele yeni dizi uzaylari tanimlayabilmektir. Bu manada
dizi uzaylar1 arastirmacilari, bir sonsuz tliggensel matrisin standart dizi uzaylar lizerindeki etki
alanin1 kullanarak bir ¢cok yeni dizi uzaylar1 olusturmuslardir. Bunlardan en iyi bilinenler, Ng ve
Lee (1978) nin Cesaro matrisini kullanarak yaptiklari ¢alisma ve Wang (1978) m Noérlund
matrsinin kullanarak verdigi calismadir. Daha sonra iiggensel matrisler kullanilarak bircok

calisma yapilmistir.

Fark dizi uzayr kavrami ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan tanimlandi. Kizmaz X =
lo, € Ve ¢y olmak lizere
X(A) = {x = (x) € w:Ax = (Axy) = (X — Xp+1) € X}
dizi uzaylarin1 tamimladi ve bu dizi uzaylarinin bazi 6zelliklerini inceledi. Et (1993) bu A dizi
uzaylarini genisletilerek
X(8%) = {x = () € w:A%x = (A%x;) = (¥ — Xp41) € X}
uzaylarmi tanimladi. Et ve Colak (1995) bu dizi uzaylarimi pozitif bir m sayisi i¢in tekrar
genellestirdiler ve
X(A™) = {x = (x) E w:A™x € X}

dizi uzaylarini elde ettiler. Bu uzayin m = 1 hali Kizmaz’in tanimladig1 uzaylari, m = 2 hali
Et’in ¢aligmalarindaki uzaylar1 6zel olarak vermektedir. Et ve Esi (2000), sifirdan farkli kompleks
sayilarin a = (a;) dizisi icin m € N, AY(x) = (aypxy), Agx = (ApXy — Api1Xp41), ATx =

(ATx) = (A 1x;, — AT 1x,, 1) ve her k € N i¢in

m

Ag' Xy = Z(—l)i (m) Ape4iXpe+i
a i l l

i=0
olmak {izere bu uzaylari
X(AD) = {x = (x) E w:A'x € X}

seklindeki uzaylara genellestirdiler.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliim de tez boyunca kullanacagimiz temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Tanim 2.1: X bos olmayan bir ciimle ve F reel ya da kompleks sayilarin cismi olsun. Asagidaki
onermeler dogru ise X climlesine bir vektdr uzayi denir.

+: XxX->X
ve
S FxX -X
olmak tizere her x ,y,z € Xvehera,f € F igin
i x+ty=y+x
ii. +y)+z=x+@y+2)
iii. x 4+ 6 = x olacak sekilde bir 8 € X vardir.
iv. x + (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardir.
v. L.x=x
vii a(x+y) =ax+ay
vii. (a+ p)x = ax + Bx
viii. a(Bx) = (aB)x

sartlar1 saglaniyorsa, X climlesine F cismi iizerinde bir lineer uzay denir [1].

Tamim 2.2: X, F (R veya C) cismi iizerinde bir lineer uzay ve Y , X in bos olmayan bir alt ciimlesi
olsun. Her y{,y, €Y ve her a,b € Fi¢in ay, + by, € Y olmas1 halinde Y ye X uzaymin bir alt

uzay1 denir [1].

Tamim 2.3: Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir ve (x,) ile

gosterilir [2].

Tamim 2.4: Kompleks ya da reel terimli biitiin dizilerin uzayr w ile gosterilsin. w dizilerin
toplama ve skalerle ¢arpma islemine gore vektor uzayi yapisina sahiptir. w vektdr uzaymnin

herhangi bir alt vektor uzayina ise dizi uzay1 denir [1].

Tanim 2.5: Her n € N i¢in a,,q > a, ise (a,) dizisine monoton artan, a,,,; < a, ise (a,)

dizisine monoton azalan dizi denir [3].

Tanmim 2.6 : Her n € N igin x, < M reel sayisi varsa (x,,) dizisine istten sinirlidir denir. M
sayisina bu dizinin {ist siniridir denir. Ust sinrlarmin en kiigiigiine dizinin en kiigiik iist sinir1 veya

supremumu adi verilir ve supx,, ile gosterilir [2].



Tanmm 2.7: Her n € N igin x,, = K olacak sekilde K reel sayisi varsa (x,) dizisine alttan
sinirlidir denir. K sayisina bu dizinin bir alt siniridir denir. Alt sinirlarinin en biiyiigiine dizinin en

biiyiik alt sinir1 veye infimumu denir. infx, ile gosterilir [2].

Tanim 2.8: Her n € N igin |x,| < M olacak sekilde M > 0 sayis1 varsa (x,,) dizisine sinirlidir

denir [2].

Tanim 2.9: F bir cisim X ve Y de F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. x,y € X ve c€F
olmak tizere T:X — Y doniligimii

Tx+y)=Tx)+TY»)

T(cx) = cT(x)

sartlarint sagliyorsa T ye X lizerinde lineer doniisiim denir [1].

Tanim 2.10: X bir lineer vektdr uzay1 olsun. X nin her x vektorline || x || reel sayisina karst
getiren ve agagidaki sartlar1 saglayan reel degerli |.|l: X - R™ fonksiyonuna X de bir norm
(X, II.11) ikilisine de bir normlu uzay denir. V x,y € X ve A skaleri igin
i [x=0
ii. [xl=0=x=6
iii. | Ax 1= [A] I x |l
ive Tx+ylslixli+lyl

dir. Eger (iii) yerine (iii)* Il ax ll= |a|? |l x |l alinirsa X bir p-normlu uzay olur [4].

Tamm 2.11: (X, 1l.l;) ve (Y, |l.ll,) birer normlu uzay ve T: X = Y lineer bir doniisiim olsun. T
doniisiimii normu koruyorsa, yani x € X i¢in || Tx [[,=Il x |l; oluyorsa T doniisiimiine lineer
izometri denir. Boyle bir doniisiimiin birebir olacagi aciktir. Eger bu doniisiim orten ise T ye
lineer izomorfizim denir. Bu durumda X ile Y normlu uzaylar1 izomorfik uzaylar adini alirlar ve

X =Y yazilir [5].

Tanim 2.12: X # @ bir ciimle olsun. d: X X X — R fonksiyonu Vx,y € X i¢in
i. dix,y)=0
ii. dix,y)=0ex=y
iii. d(x,y) = d(y,x) (simetri 6zelligi)
iv. d(x,y) <d(x,z)+d(zy) (lggen esitsizligi)



sartlarint sagliyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir ve (X,d) ile
gosterilir [1].

Tammm 2.13: (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger X de her Cauchy dizisi X de bir noktaya

yakinsiyorsa X e tam metrik uzay denir [1].

Tanmm 2.14 : K bir cisim ve X bir vektor uzay1 olmak iizere <.,.>:X X X = K donilsiimii
asagidaki sartlar sagliyorsa <.,.> doniisiimiine X {izerinde bir i¢ ¢carpim ve (X, <.,.>) ikilisine
de bir i¢ carpim uzayi denir. Her x,y, z € X ve «a skaleri igin
i <x,x>20ve<x,x>=0x=0,
ii. <x, y>=<y, x> (kompleks eslenik ),
ilil. <ax,y>=<x,y>a<xy>
iv. <x+y,z>=<x, z> +<y, z>dir.

X lizerinde tanimlanan bir i¢ ¢arpim, X iizerinde

I x =< x,x > /2 @2.1)

ile verilen bir norm tanimlar. Buna gore, i¢ carpim uzaylari birer normlu uzaylardir [6].

Tanmim 2.15: Bir (X, <.,.>) i¢ ¢arpim uzay1 (2.1) normuna gore tam ise bu i¢ ¢arpim uzayina

Hilbert uzayi denir [6].

Tanim 2.16: X normlu uzay ve (x,) de bu uzayda bir dizi olsun. Eger X uzay1

lim llx,—x1=0

n—oo

olacak sekilde bir x eleman igeriyorsa, (x,) dizisi yakinsaktir denir. Bu durum (x,) — x olarak

yazilir ve x noktasima (x,,) dizisinin limiti ad1 verilir [7].

Tanim 2.17: (X, [I. [I) normlu uzayinda x = (x;,) bir dizi olsun. Eger her n € N igin || x, | < M

olacak sekilde en az bir M € R* varsa x = (x,,) dizisine smirh dizi denir [1].

Tamim 2.18: Normlu bir (x,,) dizisi verilsin. Eger her € > 0 sayist i¢in n, k > N iken

Il x,, — x; lI< € olacak sekilde bir N sayisi varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir [7].

Tamim 2.19: Normlu bir uzayda alinan her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsak ise bu
uzaya tam uzay denir [8].
Tamim 2.20: X ve Y iki normlu uzay ve T: X — Y lineer doniisiimii olsun. Eger Vx € X icin

I Tx) Ny <M.l x lly



olacak sekilde M > 0 sayisi varsa T ye sinirli lineer doniisiim denir. Bir sinirli lineer doniistimiin

normu

I T |
I T ll= sup ———
xz0 Il x "X

seklinde tanimlanir.
X uzayindan Y uzayina olan biitiin sinirh lineer operatorlerinin ciimlesi B(X,Y) ile gosterilir.
Ozel olarak Y=C almirsa, bu durumda B(X,C) ciimlesi X iizerindeki biitiin sinirh lineer

fonksiyonellerin ciimlesine karsilik gelir. Bu climleye X in siirekli duali denir ve X* ile gosterilir

[1].

Tamm 2.21 : (X, |l. II) normlu uzayinda Cauchy dizisi yakinsak ise yani X normlu uzay1 tam ise

bu uzaya Banach uzay1 denir [9].
Tanim 2.22: Tam lineer metrik uzaya Frechet uzay1 (F — uzay1) denir [10].

Tamim 2.23: X herhangi bir ciimle olsun. P(x) kuvvet kiimesinin bir alt climlesi olsun. Eger
asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa 7 ya X ciimlesi iizerinde bir topoloji (topolojik yap1) denir.

T, 9,x€t
T;) 7 da alan sonlu sayida elamanlarin kesisimi 7 ya aittir. Yani V{A;};c; C T i¢in
niE]Ai € 7 dir.

T3) 7 da alinan her sayida elamanlarin birlesimi 7 ya aittir. Yani V{4;};c; € T i¢in

UiEIAi € 7 dir.
(x, 7) ikilisine de topolojik uzay adi verilir [9].

Tanim 2.24: X bir topolojik uzay olsun. n € N i¢in,
Pn:X - C

X = pp(X)=xn
seklinde taniml1 koordinat fonksiyonellerini siirekli kilan topolojiye sahip X dizi uzayma K- uzay1
denir. K-uzay1 olan F-uzayr FK — uzay1 olarak adlandirilir. Topolojisi bir normdan elde edilen
FK uzaymna BK — uzay1 denir [11].
Tamim 2.25: Tanim bolgesi X vektor uzayinda, deger bolgesi ise X in bir F skaler cismi iginde
bulunan lineer bir f operatdriine bir lineer fonksiyonel adi verilir; dolayisiyla, X reel ise F = R

ve X kompleks ise F = C olmak lizere

f:D(f) —F



yazilir.
Lineer fonksiyonellerin olusturdugu X* = L(X, R) lineer uzayma da X uzaymin cebirsel

duali ad1 verilir [6].

Tanmm 2.26 : D(f) tanim bolgesi, normlu bir X uzayinda, deger bolgesi ise, bu normlu X
uzayinin skaler cismi i¢inde bulunan, sinirli lineer bir f operatoriine sinirl lineer fonksiyonel adi

verilir. Buna gore her x € D(f) i¢in

lFGl<clixll
olacak sekilde reel bir ¢ > 0 sayis1 vardir. Ayrica f nin normu,
(x)
I fill= su I
xen(r) Il x|l
ya da
I fll= sup |f(x)]
X€D(f)
llxll=1
dir [6].

Teorem 2.27: Bir X Banach uzayinin bir Y alt uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y nin

X de kapali olmasidir.

Teorem 2.28: X Banach uzayindan Y normlu uzaymna simirh lineer operatorlerin bir dizisi
(T,,) olsun. Eger her x € X igin
supy Il Tp (x) Il < 00
ise
sup || T, II< o
n

dir. Bu taktirde (|l T;, II) normlar dizisi sinirhdir [4].

Tanim 2.29: Terimleri reel ya da karmasik sayilardan olusan ve terimlerinin salt degerlerinin

toplami yakinsak olan x = (x;,) dizilerinin olusturdugu kiimeye [; uzay1 denir [1].

L = {x = (): ) Il < oo}
n=1

Tamim 2.30: Terimleri reel ya da karmasik sayilardan olusan ve terimlerinin salt degerlerinin

karelerinin toplami yakinsak olan biitiin dizilerin olusturdugu uzaya [, uzayi denir [1].

I, = {x = () ) bl < oo}
n=1



Tanim 2.31: xew olmak {izere sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak dizi uzaylari sirasiyla

lo = {x = (xp):sup |x,| < 00}
neN
c ={x = (x,) : lim,_x, mevcut}

co = {x = (xp) : im0, = 0}

seklinde tanimlanir. Bu uzaylar,
d(x,y) = sup|xn, — ynl
n
metrigi ile birer tam metrik uzaydir. Bu uzaylar ayn1 zamanda

Il x Il = sup |x,]
n

normu ile BK —uzayidir [1].

Tamm 2.32: 1 < p < o i¢in p. dereceden mutlak yakinsak serilerin uzayini 1, ile gosterecegiz,

L, = {x = (x,) EwW: Z [, |P < 00}

yani

dir. Bu uzay

1
v
Il <z |xn|p) 1<p< o)

normuyla bir BK —uzayidir [1].

Tamim 2.33: X bir dizi uzay1 ve A sonsuz bir matris olmak iizere
X, ={x=(x;) Ew:Ax € X} (2.2)

ciimlesi A matrisinin etki alani1 olarak tanimlanir [12].

Tamim 2.34: T = (t,,;) sonsuz matrisi verilsin. Eger T = (t,,;,) sonsuz matrisi

_{0, k>n
T ten 0, k=n

olacak sekilde tanimlaniyorsa T matrisine tiggensel matris denir [11].
Teorem 2.35: X bir BK- uzayi ve T de bir liggensel matris olsun. Bu takdirde, X ctimlesi her
X € Xy i¢in,

Il lr=Il Tx |l

normuna gore bir BK- uzayidir [11].



Tamm 2.36: A = (a,;) matrisi, c € ¢4 (x € c iken Ax € c¢) ve lim,(Ax), = limx,, sartlarim
n

sagliyorsa regiiler matris olarak adlandirilir [13].

Tanim 2.37: A = (a,y) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve x = (x;) € w olsun.

Hern € N igin,

n

(Ax)p = Z Ani Xk

k=0
serisi yakinsak ise ((Ax),) dizisine (xj) dizisinin A matrisi ile elde edilen A doniisiimii denir.

Ayrica x dizisine A -toplanabilirdir denir [13].

Teorem 2.38 : (Steinhaus Teoremi) A regiiler bir matris olsun. Bu takdirde sinirli olup A —

toplanabilir olmayan bir dizi mevcuttur [12].

Tanim 2.39: (X,|I. [I) normlu uzayinda (b,,) € X dizisi verilsin. Her x € X dizisi igin

n

%im IIx—Zanbn I=0
k=0

olacak sekilde bir tek (a,,) skalerler dizisi varsa (b,) climlesine X uzaymin Schauder bazi denir

X = Zanbn

n

Ve

yazilir [4].
Teorem 2.40: Schauder bazina sahip her Banach uzay1 ayrilabilirdir.

Teorem 2.41: T {liggensel bir matris ve tersi de S olsun. (b,,) bir X normlu uzayinin Schauder bazi

ise X7 normlu uzaymin Schauder bazi (S (b(”)))?f:O olur [14].

Tamim 2.42: A ve B sonsuz matrisleri olsun. Eger AB mevcut ve AB = [ olursa A ya B nin sol
tersi ve B ye de A nin bir sag tersi denir. Buna ek olarak, eger BA da mevcut ve AB = BA =1
olursa B ye A nin tersi denir [15].

Tamim 2.43: A = (a,,;) reel yada kompleks terimli bir sonsuz matris ve x = (x) bir dizi olsun.

Eger her n € N i¢in,
(Ax)p = Z Ank Xk
k=0

serileri yakinsak ise, ((Ax),) dizisine (x; ) dizisini A matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi denir.



X ve Y herhangi iki dizi uzay1 ve A da bir sonsuz matris olsun. Eger Vx € X i¢in ((4x),)
doniisiim dizisi mevcut ve Y uzayinda ise A matrisi, X uzayindan Y uzayma tanimlidir denir ve
A € (X,Y) yazilir. X uzayindan Y uzayma tanimli biitiin matrislerin simnifi (X,Y) ile gosterilir

[11].
Teorem 2.44 (Paralel kenar kanunu ): Herhangi bir i¢ ¢arpim uzayinda
I +y 124+ x —y 112= 20 x 1241y 1)

esitligi saglanir [6].

Tamim 2.45 (Abel kismi toplamlar formiilii): (a;), (b;) € w olsun.

n
Xn = 2 ag
k=0
ve x_; = 0 olmak iizere her n, k € N igin
n+v n+v
Z agby = Z X (bx = be41) — Xy—1by + Xpyubpivit
k=v k=v

saglanir [16].

Tamm 2.46: p > 1 ve % +% = 1 olmak tizere x = (xx) € I, ,¥ = (Yx) € l4 alalim. Bu takdirde

oo oo 1&9 (o) 1A1
D ol < <2|xk|p> .<2|yk|q)
k=0 k=0

k=0

esitsizligi vardir. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir [4].

Tamm 2.47: p > 1 olmak lizere x = (xi)ve y = (yi) € l, olsun. Bu taktirde

o o 1/ co 1/
Z|xkyk|s<2|xk|p) " (Zlykl”) p
k=0

k=0 k=0

esitsizligi vardir. Bu esitsizlige Minkowski Esitsizligi denir [4].

Tamm 2.48: (x,,) bir dizi olsun. Bu dizinin terimlerinin sonsuz toplamina seri denir ve

co
zxn=x1+x2+---+xn
n=1

seklinde gosterilir [2].

Tanim 2.49 : X bir dizi uzay1 olsun. X in a—,§ — ve y — duali



X* = {a = (ay) Ew:herx = (x;) €X iginZlakxkl < 00},
k=0

[ee)

XB = {a = (ay) Ew:herx =(x;) €X iginZ(akxk)yakmsak},

k=0
<o

seklinde tanimlanir. a—,f — ve y — duallerine sirasiyla Kothe-Toeplitz duali, genellestirilmis

Zn:(akxk)

XV = {a = (ay) € w:her x = (x) € X iginsup
n
k=0

Kothe-Toeplitz duali ve Garling duali de denir [16].
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3. BAz1Dizi UZAYLARI VE MATRIiS DONUSUMLERI

.

seklinde tanimlanir. bs uzayi iizerindeki metrik her x, y € bs igin

zn: (X — V&)
k=0

Tamim 3.1: bs sinirli seri tesgkil eden dizilerin uzay1

n

Y

k=0

bs = {x = (x,) * sup
nen

d(x,y) = sup
nen

seklinde tanimlanir. Ayrica bu uzay

n
2

k=1

I x llps= sup
n

normu ile bir normlu uzaydir [19].

Tanim 3.2: cs yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1

n

:E::xk-—l

k=0

k
n=1

cs={x=(xk):1£im =0,EIlE(C}

seklinde tanimlanir. Bu uzay tizerindeki metrik

Il x ll.s= sup
k

dir [19].

Ozel olarak [ = 0 alinirsa cs, uzay: elde edilir [19].

Tanim 3.3 : A bir dizi uzayi, A da sonsuz bir matris olmak {izere,
A={x=(xx) Ew:Ax € 1}

olarak tanimlanan climleye A — etki alani denir. Burada 1, da bir dizi uzayidir [15].
Lemma 3.4:i) A = (a,) € (cy,l1) = (¢, 1) = (Iw, l;) olmasi igin gerek ve yeter sart

'S

n=0 kexK

sup < 3.1

KEF

sartinin saglanmasidir.

i)l <p<oove % + 3 = 1 olsun. 4 € (l,, ;) olmasi i¢in gerek ve yeter sart



q

sup < o

K€EF

2, o

neFr

k

sartinin saglanmasidir.

iii) A € (4, ;) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup § |ank| < 0
k
n

sartinin saglanmasidir [17].

(3.2)

(3.3)

Lemma3.5:i) 1 <p < oove % + % = 1 olsun. A € (I, ¢) olmast igin gerek ve yeter sart her

k € N igin

lim a,; mevcut

n—oo

Ve

SupZ|ank|q <
k
n

sartinin saglanmasidir.
ii) A € (4, c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.4) ve

sup |apy| < oo
nk

sartinin saglanmasidir.

iii) A € (l,, ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.4) ve

sartinin saglanmasidir [18].

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Lemma 3.6:i) 1 <p < o ve % +$ = 1 olsun. A € (1, ¢p) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.5)

ve her k € N i¢in

lim a,;, =0
n—oo

ii) A € (l1,¢c9) olmast icin gerek ve yeter sart (3.6) ve (3.9) sartlarmin

saglanmasidir.

iii) A € (I, ¢p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

12

(3.9)



lim Z|ank| =0 (3.10)
%

sartinin saglanmasidir [18].

Lemma 3.7:i) A = (a,x) € (€9, lw) = (¢, 1) = (I, lo) Olmasi igin gerek ve yeter sart

sup <Z |ank|) <o (3.11)

k

sartinin saglanmasidir.

ii) 1 <p < oo iken A = (au) € (Ip,ls) olmast i¢in gerek ve yeter sart (3.5) sartinin
saglanmasidir.

iii) p=1 iken A = (an) € (Ip,ln) olmasi i¢cin gerek ve yeter sart (3.6) sartinin

saglanmasidir [18].

Lemma 3.8: 1 < p < o, A € (11, lp) olmasi igin gerek ve yeter sart

s ol <
k
n

olmasidir [15].

Teorem 3.9: (Kojima —Schur) A = (a,;) € (c, ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.4), (3.7) ve

1&1_{130 Ak mevcut (3.12)
k

sartlarinin saglanmasidir [19].

Lemma 3.10: a = (a,,) € (c¢,c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.4) ve (3.7) sartlarinin

saglanmasidir.

Simdi sonsuz matrislerin etki alani araciligiyla tanimlanan dizi uzaylara ait bazi

caligmalar ile ilgili bilgi verelim. A= (a,,;) fark matrisi her n, k € N i¢in

-1, k=n
ank=f(x)={ 1, k=n-1 (3.13)
0, diger durumlarda

olmak iizere Kizmaz [16], [, ¢, cg klasik dizi uzaylarini

n+1

PG bR
k=n

< oo},

I (D) = {x = (x;) € w:sup

nenN

13



n+1
c(p) = {x = (x) €Ew: lim Z(—l)""‘xk mevcut},
n—-oo
k=n

n+1
co(A) = {x = (x;) € w: lim (=) kx, = 0}
0 k m I; k

uzaylarina genellestirdi. Et [20], ikinci mertebeden A?= (a?,) fark matrisi her n, k € N icin

1 , k=n
-2 , k=n—-1
a?, = 1 , k=n-2

0 ,diger durumlarda

< m},

2
2
co(AZ) = {x = (xx) Ew: Alfl—{{}o <Z(_1)v (v) xk_v> = 01,
v=0

seklinde tanimli olmak iizere

Z(—l)” (%) xies

lo (A?) = {x = (xx) € w: sup
keN

2
c(A?) = {x = (x) Ew: ’gl_)r& (Z(—l)” (127) xk_v> mevcut}
v=0

uzaylarini tanimladi. Daha sonrasinda Malkowsky [21], m. dereceden genellestirilmis A™=(a,)

fark matrisi

m
—1)k — <k<
ank:{( 1) (n—k)’ maks{O,n—m}<k<n
0 , k>n

seklinde tanimli olmak iizere, bu uzaylar

lm(A(m)) = {x = (x;) € w: sup
k

UZO(—D” (") s

< oo},
m

co(A) = {x = (xx) EW: lim (Z(—l)v (T:) xk—v) = 0},

v=0

c(AM) = {x = (xx) Ew: ,?122 (Z(—l)” (Zl) xk—v) mevcut}
v=0

14



uzaylarina genellestirdi. Colak ve Et [22], m. dereceden genellestirilmis A™ fark operatoriinii,

m € N i¢in

m
N G Vil (i E
v=0

seklinde taniml1 olmak tizere

;(—1)" (") i

< oo},

c(A™) = {x = (x;) Ew: Igl_)rg <Z (-1)V (T:) xkﬂ,) mevcut},
v=0

lo(A™) = {x = (x;) € w: sup
k

o™ = {x = (@) e w: Jim <Z(—1)” ) xm) - 0}
v=0

dizi uzaylarini tanimladilar.

Teorem 3.11: [, (A), c(A) ve cy(A) fark dizi uzaylar
d(x,y) =[xy = y1| + sup |Axy = Ay|

metrigi ile birlikte birer tam metrik uzaydir [16].

Teorem 3.12 : [, (A), c(A) ve ¢y (A) dizi uzaylar
I la= loxq| +1 Ax lloo

normu ile birlikte birer normlu uzaydir, hatta birer Banach uzayidir [16].

Tanim 3.13: Basar ve Aydin [21] de ag ve al. dizi uzaylarini tanimladi.

n
P=1x= ew: li L 1+ 7k — =0
alb =1x = (x;) wi lim ——— (1 + %) (g — xp-1)
=

n
1
al = {x = (x) € ertl—{gon_-l-lz(l +10) (e — xx—1) mevcut}
k=0

n!
k!(n—k)!

Tanmm 3.14: 0 <r <1 ve her k,n € N igin (:) = olmak tlizere r —inci siradan E7 —

Euler ortalamalari her k,n € N i¢in E” = (ej,;) matrisi ile

15



n _ -k Lk
el = (k).(l r*re 0<k<n
0 , k>n

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.15: A dizi uzaylan lg,c, ¢ ve l,, klasik dizi uzaylarindan herhangi birini gostermek
tizere Agr etki alanina Euler dizi uzay1 denir. Euler dizi uzaylar1 Basar ve Altay [23] Altay v.d
[24] ve Mursaleen v.d [25] basta olmak {izere bir¢cok yazar tarafindan incelenmistir.

Bir x = (x;) € w dizisinin E” —do6niisiimii y = (y,,) dizisi her k,n € N igin

yie = (BT = i (f) (1 -k rix,

=0
dir.
Mutlak olmayan tipten ey, ey, e; ve el, Euler dizi uzaylar; E” — doniisiimleri sirasi ile

Ly, ¢y, ve lo, uzaylarida olan biitiin dizilerin kiimesidir:

n p
Z (Z) (1 =r)"Frkx,| < oo,

k=0

ep = x=(xk)EW:Z
n

n
n

S

n
el = {x = (x;) € w: ,ﬁll?oz (k) (1 —r) Rk, mevcut},
k=0

el, = {x = (x3) Ew: sup |(Z) 1- r)n‘krkxk| < oo}

(2.2) gosterimi ile birlikte ey, e, ¢ ve e, dizi uzaylari
‘35 = (lp)ET ,e5 = (co)er.e¢ = (c)grveeyp = (lo)gr
olarakta gosterilebilir [19].
Basar, Altay ve Mursaleen [26] de her k,n € N ve sabit m € N igin A(™ = (5,(:,?)) icgen
matrisini
m (DK ( m ) ,max{On—m}<k<n
O = n—k
0 , 0 <k <max{0,n—m}veyak >n

seklinde tanimladi.
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Kizmaz [16] de e}, el veel, dizi uzaylarmi A déniisimiinii kullanarak ef (A(™),
eCT(A(m)) ve el (A™)

eS(A(m)) ={x = (x) ew: AMx € ed},
ecr( A(m)) = {x = (x,) Ew:AMx € ecr},

e;(A(m)) = {x = (x) Ew: AMy e e;,}

seklinde tanimladi.

Tanim 3.3 ile ef (A(m)), er( A(m)) ve el (A(m)) dizi uzaylarini sirastyla ef(AM™)) =
(€d) yom, el (AT™) = (el) om ve eL(A™) = (el),om seklinde yeniden tammlayabiliriz.
Mursaleen ve Noman (2010), A = (4;) pozitif gercel sayilarin kesin artan ve oo a yakinsayan bir
dizisi yani;

0<Ag <A <A, < ve limg,pdx =00 (3.14)

olmak lizere Vn,k € N i¢in

Ak = Ag—1
Ank = Ak
0 , k>n,

ile tammli A=( A,;) liggensel matrisinin ¢, ,c ve l, uzaylar lizerindeki etki alanini kullanarak,

co?, c* ve 12 uzaylarmi tamimladi ve bu matrisin cs,cs, ve bs dizi uzaylar iizerindeki etki

alanim kullanarak,

n
1
A=) = {x = (x;) € w: lim A—Z(/lk — Ag—1)Xk mevcut},
" ™ k=0
1 n
g =(co)a = {x = (xx) € wr T{%A—Z(lk — Ag-1)Xy = 0}’

m n
1
cst = (cs), = {x = (x;) Ew: lim Z = Z(Ak — Ak—1)Xx mevcut},
m

m n
1
cso? = (csp)p = {x = (x) € erllfgoz = Z(lk — Ak—1)X = 0}'
n

n=0 k=0

17



bs* = (bs), = {x = (xx) Ew:

m 1 n
sup D" = (e = )%
™ =0 "™ k=0

< w},
< oo},

<

n

1
Zz (A — Ag—1)xk

eN
n k=0

12 = () = {x = (x;) € w:sup

p

n
1
/1—2 (A — Ag—1)xk
n
k=0

dizi uzaylarini insa ettiler. Daha sonra Numan ve Mursalaen [28], (3.13) ile verilen A fark

1= (1)) = {x = (x) € w:z
n=0

operatdriinden yararlanarak, bu uzaylari

§3
NgE
[ =
1=
—~

N

=

|

N

=

L.

—
—~

=

=

|

=

ES

A

p—4

I

(==}
\_—:'\/‘/

cso(A) = {x = (x;) eEw: li

m-

cst(A) = {x =(xx) Ew: lim Z % Z(Ak — A1) (g — xk_l),mevcut},

< oo},

bs*(A) = {x = (x;) Ew:

m 1 n
sup D" = (e = A1) (i~ ¥on)
™ =0 "™ k=0

n
1
cg(A) = {x =(x) € Wi#_’l}ol—z&k — A1) (X — Xg—1) = 0}»
™ k=0

n
1
cA(A) = {x = (x) € w: lim A_Z(Ak — A1) (0 — Xpe—1) mevcut}
n—oco n
k=0

uzaylarma genislettiler. Burada A = (4, ) matrisi her k,n € N i¢in
(A = Ag-1) = Qg1 — M)

k<
1, ’ "
/Tnk = Ap — An-1
M "n-1 k=
l o .
0 , k>n

aliirsa bu matrisinin etki alani

c¢(8) = (co)x ve c*(8)=(c)a
seklinde tanimlanabilir.

Basar ve Sonmez [29] her k,n € N i¢in B(7, s) = (by(1,5))
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ro, k=n
bnk(r,s):{S, k=n-1
0 ,diger durumlarda

ile tamiml olmak tizere

n
1
c*(B) = {x = (x) Ew: lim A—Z(Ak — M) (rxg — Sx,_1) mevcut},
n-o A,
k=0

n
1
co*(B) = {x = (x) € Wir{%A—Z(ﬂk = A=) (X — Sx)_1) = 0}
" k=0

uzaylarii tanimladilar.
Burada B(r,s) = (b, (r,s)) matrisi
(A = Ag-1) + S(Aks1 — Ag)

, k<

by (r,s) = - Ay = An—q k=n
An T

0 , k>n

ile tammlanirsa, bu dizi uzaylar1 B matrisinin etki alan1 olarak
c*(B) = () 5 ve co™(B) = (co) 5
seklinde verilebilir.
Numan ve Mursalaen [28] ¥ = (1;)n=o V€ § = (Sp)n=o ile pozitif ve yakinsak diziler ve
B(7,5) = (bnk (7, 5))
matrisi her k,n € N i¢in

T, k=n
l_)nk(f,§)={sn, k=n-1
0, diger durumlarda

tanimlidir. Her n € N iginr,, = r ve s, = s alinarak B(r,s) matrisine indirgemislerdir.
Basar ve Sénmez [29] co*(B) ve c*(B) uzaylarmin genellestirmeleri olan cy*(B) ve

c*(B) fark dizi uzaylarin1 asagidaki gibi tammladalar.

n
_ 1
co*(B) = {x = (x) € Wiﬁ({}oA—Z@k = A=) (TieXge + Sg—1Xp—1) = 0}:
" k=0

n
_ 1
c*(B) = {x = (xx) € w: lim A_Z(Ak — A1) (MeXge + Sp—1Xk—1) mevcut}
n—-oo n
k=0

Tamm 2.3 kullanilarak cy?(B) = (co*)5 ve ¢ *(B) = (¢ *)5 seklinde yazabiliriz.
Basar ve Braha [30] bir A = (1;) dizisi 0 < g < A4 < -+, limy_,4 Ar = o0 ve her k € N igin
Ak41 = 2, olmak tzere, bir A(A) = (a,x(A)) matrisini her k,n € N igin
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A = 225 + s
ank (/‘l) = An - An—l
0 , k>n

, 0<k<n

seklinde tanimladilar. Bu matris yardimiyla

A;(co) = {x =(xx) Ew: Tlli_r)glo(AAx)n = 0},

A;(c) = {x = (x) Ew : lim (4;%), mevcut},
n—->0oo

Ay0) = {x = () € w s sup (430 < o}
neN

uzaylarini tanimladilar. Bu uzaylar A(A) matrisinin etki alan1 vasitasiyla
Al(c()) = (CO)A(A)’ AA(C) = (C)A(l) ve A/l(lOO) = (lOO)A(A)

seklinde tanimlanabilir.
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4. A™ —YAKINSAKLIK VE A™ —SINIRLILIK

Bu boliimde A™ —yakinsaklik ve A™ —siirlilik kavramlarini ifade ve ispat edecegiz.
A = (1) pozitif reel sayilarin kesin artan bir dizisi, her keN ve m = 2 i¢in A1 = mi,
ve limy_, A = ©0 olsun. Burada

amaie= D 07 (1) s
v=0

ve A™A, = 0 dir. Ayrica Ay =A_, =+ =21_,, =0 oldugu kabul edilmistir. 1 dizisinden
faydalanarak sonsuz A™ matrisini, A™ = (A]}},) olmak tizere ;
A" Ay
m = amis ,0<k<n @.1)
0 Jk>n

seklinde tanimlayalim. Her k > n i¢in A7}, = 0 ve A}, # 0 oldugundan A™ matrisi tiggensel bir
matristir. A™ matrisi yardimu ile bir x = (x;) € w dizisinin A™(x) = (A7}(x)) donilisimiini her

n € N i¢in
1 n
AR (x) = Vi=vn Z(Am/lk)xk 4.2)
k=0
seklinde verebiliriz [31].

Tamm 4.1 : Bir x = (x;) € w dizisi ve bir [ € C sayisi verilsin. Eger n — oo iken AT} (x) — [ ise

x dizisine [ sayisina A™ —yakinsak dizi denir.

Tanim 4.2: Bir x = (x;) € w dizisi verilsin. Eger n — oo iken A7} (x) — 0 ise (xy) dizisine sifira

A™ —yakinsak dizi denir.

Tanim 4.3 : Bir x = (x) € w dizisi verilsin. Eger sup, |An'(x)| < oo ise (xi) dizisine A™ —

sinirl dizi denir.

Tamim 4.4: Eger 0 < p < o iken

D REP <o

n

3,

k

ise

serisine A™ tipinde p-mutlak yakinsak bir seridir denir [31].

Teorem 4. 5: lim,,_,, x,, = a ve



< oo (4.3)

ise, bu taktirde

lim

n—-oo

= lim |[A7'(x) —a| =0
n—oo

n
S
—— ) (A" ) (xx —a)
1
Aam-1, e

esitligi mevcuttur.

Ispat: 11k olarak

lim =0

n—oo

n
S
—— ) (A" ) (xx —a)
1
am=1i4, P

oldugunu gosterelim. m = 1 i¢in lim,,_,, X, = a iken

n
1
lim (—Z(Ak — Aol — a|) =0
n—-oo An

k=0
olur [23]. m = 2 alirsak, (3.3) den

n n

n
1 1 1
5 D @0~ 0| S > GA1x—al + =) (Bl v~ a
k=0 k=0 k=0
olur ve buradan
n
1
lim —Z(Az/lk)(xk —a)|=0
n-oo |Al,
k=0
elde ederiz. m = r — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
1 n
lim | ) (T ) (o~ )| = 0
k=0
olsun. Bu taktirde m=r i¢in agagida verilen esitsizligi yazabiliriz;
n
1 T
) () - @)
=
n n
1 r—1 1 r—1
S i Z(A L) —a)| + =y Z(A Ak-1)(x — @)
™ k=0 " k=0
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ve buradan

lim =0
n—oo

n
1
V=Y Z(Amlk)(xk —a)
k=0
elde ederiz. Simdi de

lim

n—-oo

= lim [AT(x) — a|
n—oo

n
ST
—— ) (A" (xx —a)
1
Aam-1, e

oldugunu gosterelim. Toplam acilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

lim | Z(Amak)(xk - a)
= Uiy o0 |y [A™ A (g — @) + A™ Ay (1 — @) + -+ + AT, (x — @)
= rll]_l;lc;lo Am 1/1 [(Am 1). - Am 1/1 1 )(xo - a)
+ (A1 = A ) (g — @) + oo A (A Ay = A, )t — @)
= lim [(A™ 1 20)x0 — (A™Ap)a + (A™ A%y — (AT Ag)xy — (A™ T Ap)a

n—oo [AM-11,

- (Am_l/lo)a + = (Am_l/ln—l)xn + (Am_lln—l)a]
= lim |[AT}(x) — a
n—oo
elde edilir. Bu teoremden asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonu¢ 4.6 : Eger (4.3) ile verilen esitsizlik saglaniyorsa, m > 2 igin klasik anlamda bir a

sayisina yakinsak her dizi a sayisina A™ —yakinsaktir.

Teorem 4.7 : Hern € N ve m > 2 igin (4.3) saglaniyorsa, A™~1 —yakinsak bir (x;) dizisi ayn

zamanda A" —yakinsaktir.

Ispat : x = (x,,) dizisi ”™~* —yakinsak bir dizi olsun. Bu taktirde
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n

)
- (A™A) (x — @)
1
Am-14, P
n n
< | ) ™ ) G = )| + e Y (A ) (i - @)
" k=0 " k=0

elde edilir. Bu esitsizlikten ve (4.3) den 7™~ 1 —yakinsak bir dizinin aynm1 zamanda A™ —yakinsak

oldugu goriliir.

Sonu¢ 4.8: r,m € N olmak iizere 0 <r <m ve (4.3) saglaniyorsa A" —yakinsak bir dizi ayni
zamanda A™ —yakinsaktir. (4.2) ile verilen ifadeyi kullanarak her x = (x;) € w ve n > 1i¢in

asagidaki esitligi elde ederiz.

n
1
X =) = gy ) (O™ G~ )
i=0
1 n—-1
~amig, Z)(Amli)(xn —x;)
l=

1 n—-1 n
= i Z(Amli) Z (X = Xp-1)
™ i=0

k=i+1

1 n k-1
= Jmoig Z (X = Xpe—1) Z(Amli)
™ k=1 i=0

n

1
D @™ ) G = i)

Am—llln ]

Buradan bir x = (x) € w dizisi igin S(x) = (S, (x)) dizisini n > 1 olmak iizere

n

$u0) = ;(Am-lak_l) COEE T w
ve

So(x)=0 (4.5)
seklinde tanimlayabiliriz. Dolayisiyla

Xp = A7 (x) = Sp(x) (4.6)

olur. Buradan asagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonug 4.9: 2™ — yakinsak bir dizinin A — limit degerine klasik anlamda yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart S(x) € ¢y olmasidir.
Sonug 4.10: Klasik anlamda her sinirh dizi A™ — siirhidir.

Ispat : x = (x}) € o, olsun. Her n € N igin

n
1
AR < o > B4l = M
" k=0

oldugundan x sinirlt dizisi ayn1 zamanda A" — sinirlidir.

Sonug 4.11 : A™ —sinirh bir dizinin klasik anlamda sinirli olmasi igin gerek ve yeter sart

S(x) €l olmasidir.
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4.1. A™ —Dizi Uzaylan

Lo (A™), co(A™), c(A™) ve 1,(A™) (0 < p < o) dizi uzaylarmi

L, (™) = {x = () € wisuplAT ()] < oo},
c(A™) = {x = (xx) Ew: Al_r& A (x) mevcut},

co(A™) = {x = (x) € WT{L_)nOt0 ApH(x) = 0},

L,@™) = {x = (q) €w: ) ARG < oo}
n=0

eklinde tanimlayalim. Bu uzaylar1 A™ = (A7%) sonsuz matrisinin etki alani olarak (2.2) den
§ y y nk

loo (A™) = (L) pm, c(A™) = () gm ve co(A™) = (o) am 4.7
seklinde ifade edebiliriz [31].

Teorem 4.1.1 :

i. 1[,(A™) dizi uzay1, 0 < p < 1 iken
1%, my= ) 4RGP
n

p — normlu uzaydir.

ii. [,(A™) dizi uzay1, 1 < p < oo iken

0 1/p
Il )= <Z |Amx)|p)
n=0

normu ile birer BK — uzayidir [31].

Ispat: i)

[oe]

I Wy, amy= Z|Anm(x)|p

n=0
normu Tanim 2.10 ile verilen p-norm 6zelliklerini saglar. Ayrica Tanim 2.19 dan bu uzay bir tam
uzaydir.
ii)  Aym sekilde [,,(A™) dizi uzayinin da (ii) de verilen norm ile bir BK —uzay1 oldugu

goriliir.
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Tamm 4.1.2: X bir dizi uzayi, x = (x;) € w ve |x| = (|x|) olsun. X dizi uzayinda taniml ||. ||
normuna gore bu uzaydan alinan bir x = (x;) dizisi i¢in || x lI# |ll x lI| oluyorsa, X dizi uzayi
mutlak olmayan tipten bir dizi uzayi olarak tanimlanir.

Ornegin cy(A™) uzaymin mutlak olmayan tipten bir dizi uzay1 oldugunu gosterelim. m = 2
olsun ve A = (4;) dizisini A, = 2¥ seklinde tanimlayalim. O zaman A}, = 2%~ ve A%}, =

2%=2 olur. Bu durumda cy(1?) uzay1

n
00 21~
k:O

x = (xx) = (4,—2,0,0,...) olmak iizere x = (x;) € c(A?) dizisini gdz oniine alalim.

Co (AZ

seklinde elde edilir.

Bu taktirde

n

1
on-— on—-1 Z (Zk_z)xk

k=0

I AZH(x) o= sup

=0
dir. Ayrica |x| = (|xx]) = (4,2,0,0, ...) i¢in

Il AR (|x]) lleo= sup
neN

1 n
on-1 Z (Zk_z)xk
k=0

r 2
e ST
=4

bulunur. Sonug olarak Il x llc,(amy# |Il x ll|¢,(amy elde edilir. Dolayistyla co(A™) uzaymin mutlak

olmayan tipten bir dizi uzay1 oldugu goriiliir. Benzer sekilde c(A™) ve [, (A™) uzaylarinin da

mutlak olmayan tipten dizi uzaylar1 oldugu gosterilebilir.

Teorem 4.1.3: [,(A™), co(A™), c(A™) ve [,(A™) (0 <p < ) dizi uzaylar1 sirasiyla
lw, Co,c vel, dizi uzaylarma lineer olarak izomorfiktir. Yani [, (A™) = le, ¢o(A™) = ¢
c™ =cvel,(A™) =l, (0<p<o) dir[31].
Ispat: 0 <p <o igin L,(A™) = [, oldugunu gosterelim. Oncelikle L, (A™) uzayt ile [, uzay
arasinda birebir ve rten lineer bir doniisiimiin varligi gosterelim. [,,(A™) uzayindan [, uzayma
bir T doniisiimiinii

Tx = A™(x)
seklinde tanimlayalim. x = (xx),z = (zx) € [,(A™) olsun. Bu takdirde

T(x+2z)=AN"(x+2z2)
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1 1t (4.8)
= ( (A0 G + zk)>
" k=0

= A"(x) + A"™(2)
elde edilir. Herhangi bir a € C i¢in
T(ax) = A"™(ax)

1 n
= <Am—1/1 Z(Amlk)(axk)> (4.9)

k=0

= alA™(x)
dir. (4.8) ve (4.9) esitliklerinden T doniisiimiiniin bir lineer doniisiim oldugu goriiliir.

Simdi Tx = 0 olsun. Bu taktirde

n

1 Z
— (A™A)x, =0
Am 1An £ k k

=0

dir. Buradan x = 0 bulunur. Dolayistyla Tx = 0 iken x = 0 oldugunda T bire-bir olur. Ortenligi

gostermek icin bir y = (yy) € [, alalim ve x = (xy) dizisini

k
Am=1)
Xy, = z (—1)k Wyj (4.10)
j=k-1 k

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde her n € N i¢in

n
1
AR (x) = Am=ig. Z (A™ A )x
" k=0

1 n k
= Am-13, Z z (_1)k_1 (Am_llj)yj
k=0 j=k-1

n
1
= WZ[(Am_llk)Yk — (A™ 1 A= 1)Yie-1]
" k=0

=Wn
dir. y € L, oldugundan A™(x) = y esitliginden A™(x) € [, bulunur. Dolayisiyla x € [,,(A™) ve
T(x) =y oldugundan T déniisiimii rten olur. Ayrica x € [,,(A™) i¢in Teorem 4.1 (i) ve (ii)
geregince

1T Ce) Ny, =l A™ () Ny, =1 x lly, am)
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olup, T doniisiimii 0 < p <1 igin p-normu ve 1 < p < oo i¢in normu koruyan bir doniisiimdiir.
Sonug olarak T lineer, birebir ve 6rten bir doniisiimdiir. Ayrica 0 < p < oo igin [,(A™) = [,
dir. L, (") = 1y , c(A™) = ¢ ve ¢ (A™) = ¢y i¢in ispat benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 2.41 den c,cy ve lp uzaylarmin Schuader bazinin T déniisiimii altindaki ters
goriintiisii bize sirasiyla [,(A™) (1 <p < ), ¢o(A™) ve ¢ (A™) uzaylarimin Schuader bazini
verir. Teorem 4.1.3 de tanimlanan T = A™(x) operatériinden A™(e) = e ve A™(e® (™)) =

e ve asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.1.4 : Her k,n € Nigin e® 3m) € 1,(A™) ve

(—Dnk A A k<n<k+1
- , =n=s
0 , diger durumlarda

olsun.
i {e@@m),e®@m), ..} dizisi co(A™) ve [,(A™) (1 < p < ) uzaylarinmn bir Schauder

bazidir ve her x € ¢y (A™), x € L,(A™) dizisi

x = Z A’,?(x)e(k)(,lm)
k=0

olacak sekilde bir tek gosterime sahiptir [31].
ii. {e,e@™),eM@™), ...} dizisi c (A™) uzaymn bir Schauder bazidir ve her x € ¢ (A™)

dizisi [ = limy_, 4, A}*(x) olmak iizere

x=le+ Y (AT(x)-De®(a™)

olacak sekilde bir tek gosterime sahiptir.

Sonu¢ 4.1.5: Mutlak olmayan tipten co(A™), ¢ (A™) ve [,(A™) (1 <p < ) uzaylar
ayrilabilirdir.

Teorem 4.1.6: [,,(A™) uzay1 p # 2 igin bir i¢ carpim uzay1 degildir. Dolayisiyla bir Hilbert uzay:
da degildir [31].

Ispat: Oncelikle [,(A™) uzaymin Hilbert uzay1 oldugunu gosterelim. Teorem 4.1.1 de I,(A™)
uzaymin || x ll,amy=Il (A™(x) ll;, normu ile birer BK-uzay1 oldugunu gosterdik. [,(A™)

uzayimin normu bir i¢ ¢arpimdan elde edilebilir. Yani her x € [,(A™) i¢in

_ 1/, _ m m Y,
Il x ll,gmy=<x,x >72=< A™(x), A" (x) >,
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esitligi mevcuttur. Burada <.,.>,,l, uzayr iizerindeki i¢ carpimi gostermedik. Dolayisiyla
[, (A™) uzay1 bir Hilbert uzayi olur.

Simdi u = (uy) ve v = (vy) dizilerini sirasiyla

=(11 Ay 0,0
u= ] Am/lz ) A L] )

AL+ Ag) AL
v=|1- 4y 0), L o0,..
Am 2, A™ 2,

seklinde tanimlayalim. Buradan A™(u) = (1,1,0,0,...) ve A™(v) = (1,—1,0,0, ...) elde edilir.
Ayrica p # 2 iken [,(A™) uzayi lizerindeki norm paralelkenar kanunu saglamadigindan bu norm
i¢ carpimdan elde edilemez. Dolayisiyla [,,(A™) uzayr p # 2 igin Hilbert uzayi olmayan bir

Banach uzayi olur.
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5. BAZIICERME BAGINTILARI

Bu bdliimde bazi1 dizi uzaylarinin icerme bagintilar1 ifade ve ispat edilecektir.
Teorem 5.1: 0<p <o olmak iizere [,(A™) Cc co(A™) € c(A™) C [ (A™) icermeleri

kesindir.

Ispat : co(A™) € c(A™) € 1, (A™) igermelerinin mevcut oldugu agiktir. Ayrica ¢y C ¢
icermesinin kesin oldugunu biliyoruz. Sonu¢ 4.6 goz Oniine alindiginda c¢y(A™) € ¢ (A™)
icermesinin kesin oldugu elde edilir.

0 <p < oikenl,(A™) € co(A™) igermesi meveuttur. Ciinkii x € 1,,(A™) aldigimizda
A™(x) € 1, ve A™(x) € ¢y bulunur. Dolayistyla x € co(A™) elde edilir. Bu igermenin kesin
oldugunu gosterelim. (4.3) ile verilen ifade saglansin. Bir x = (x;,) dizisini her k € N ve

0 < p < oigin

1
oy — ———
(k+1)'7v
seklinde tamimlayalim. Bu durumda x € ¢y © ¢y(A™) oldugu ag¢ik olarak goriiliir. Diger taraftan
n € N igin
A™ Ay
A =
1A% GOl Am=1), & (k + 1D)1/p
n
> ! > am
T At DR LT T

1
elde edilir. Buradan A%'(x) € [, ve x & [,(A™) bulunur. Sonug olarak [,(A™) € co(A™)
icermesi kesindir.
Simdi ¢y(A™) € [, (A™) igermesinin kesin oldugunu gosterelim. Bunun igin bir y =
(yx) dizisini k € N olmak iizere

A (A + Ago1)
AT

yi = (=D

seklinde tanimlayalim. Her n € N i¢in



1
Am_l/ln

AR ) = D EDFA™ G+ )] = (D"
k=0

ulunur. Bu esitlikten A7(x) € I, ve An'(x) € c elde edilir. Dolaysiyla x € [,(A™) ve x &

c(A™) bulunur. Yani ¢ (A™) c [, (A™) icermesi kesindir.
Teorem 5.2: 0 < p < q < @ igin [,(A™) < 1,(A™) igermesi kesindir [31].

Ispat: 0 < p < q < oo olsun. l, € lg oldugundan [,,(A™) < [,(A™) elde edilir. Bu igermenin
kesin oldugunu gostermek igin bir x € [, /1, dizisi alalim. Bu x dizisine bagh olarak y dizisini
her k € N igin

_ A" A )x — (A™ P Age—q)Xpe—1
Am,

Yk

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde her n € N i¢in

n
1
M) = e ) LA™ 20 = (A" 2]
k=0

= xn
elde edilir. Buradan A™(y) € l;/l,, bulunur. Dolayisiyla y € l5(4™)/1,(A™) olur ve ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 5.3:

i) Eger (4.3) saglaniyorsa ¢y € cy(A™) ve ¢ € ¢ (A™) igermeleri mevcuttur.

ii) Her x € ¢y (A™) igin S(x) € ¢, ise ¢y (A™) < ¢, igermesi mevcuttur.

iii) Her x € ¢ (A™) i¢in S(x) € cise ¢ (A™) C c igermesi mevcuttur.
Ispat:

i) Co € co(A™) ve ¢ < ¢ (A™) icermeleri Sonug 4.6 dan goriiliir.

ii) X € cg(A™) alalim. Kabuliimiizden S(x) € ¢, olur. Sonug 4.9 dan c,(A™) C ¢,
olur.

iii) x € ¢ (A™) olsun. S(x) € c¢ alalim. (4.6) dan ¢ (A™) C c igermesi saglanir.

Teorem 5.4 : (4.3) sart1 saglandiginda ¢ (A™) N I, # @ olur ve ¢ (A™) uzay1 [, uzaymi igermez.
Ispat : Teorem 5.3 ile verilen ifadeden ¢ < ¢ (A™) N I, kapsamasi elde edilir. Ayrica Steinhaus
Teoreminden, sinirlt olup A™ —toplanabilir olmayan, yani A™(x) € c olacak sekilde bir x € Iy,

dizisi mevcuttur. Dolayisiyla [, © ¢ (A™) i¢ermesi saglanmaz.
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Teorem 5.5: [, C l,(A™) icermesi saglanir. Ayrica Ly, = l,,(A™) esitliginin saglanmasi igin

gerek ve yeter sart x € [, (A™) igin S(x) € I, olmasidir.

Ispat: Sonug 4.10 ve Sonug 4.11 den ispat yapilabilir.

Teorem 4.7 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.6: r,m € N olmak iizere 0 < r < miken (4.3) saglaniyorsa c(A") € c(A™), cy(A") C

co(A™) ve I (1) € 1, (A™) igermeleri mevcuttur.

Teorem 5.7: [,,(A™) c [, icermesinin saglamasi igin gerek ve yeter sart x € [,,(A™) igin

S(x) €l, (0<p < »)olmasidir.

Ispat: L,(A™) € L, alalm. x € [,(A™) ise x € [, elde edilir. (4.6) deki ifadeden
IS Ce) Ny, < I x Iy, +lI A™(x) e,
=l My, 1 x Ny, amy
< 00
elde edilir ve S(x) € [, ifadesi bulunur.
Simdi x € [,,(A™) alalim. Dolayisiyla S(x) € [, olur. (4.5) den
I ll, =<1 S(x) I, +Il A™(x) I,
=l S(x) o, 1 Ml amy
< o0

elde edilir. Yani x € [, olur ve [,(A™) c 1, igermesi saglanir.
Teorem 5.8: (4.3) saglaniyorsa ¢y € ¢y(A™) N ¢ igermesi mevceut olur.,

Ispat: Teorem 5.3 ile verilen ifadeden cy € cy(A™) N ¢ oldugu goriiliir. Simdi x Ewven > 1
icin (4.4) ve (4.5) ile ifade edilen esitlikleri verelim.

n
1
5800 = T DA™ Ay ) (o = X 0)
" k=1

n n
1
= Jmoig [z (A™ A1) Xpe — Z (Am_llk—1)xk—1l
™ le=1 k=1
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1 r n n-—1
= T Z(Am_l/lk—ﬂxk - Z(Am_llk)xk]
™ lk=0 k=0

- n—-1
1
= W Am_l/ln_lxn — Z(Amﬂ.k)xk]
n e

k=0
A" oy [S() + AR (x) — AR, ()]
Am_l/ln n n-1
yani
Sp(x) = A" oy [A () — A1 ()] .1
Amln n .

dir. A dizisi tamimindan
A™)
k>0

/1k > m)lk—l = Am;{k >0= Am—l/‘{k > Am_l;{k—l = —Am_llk_l =

elde edilir. Burada iki durum mevcuttur. Birincisi limy_,o A™A,/A™ 12,_; > 0 ve ikincisi

limy_,o A™A/A™ 12—, = 0 dir. Birinci ifadenin saglanmasi icin gerek ve yeter sart
[y
A ) e

ifadesinin sinirli, ikinci ifadenin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart(

[ee)

A1 . ..
k 1) ifadesini
k=1

A™M A

sinirsiz olmalidir.

Sonug 5.9:
m-—1 o
i) (A mflk-l) € l, icin gerek ve yeter sart limy_, inf A™Agy /A 14, >0
AM Ay k=1
olmasidir.
m—1 o
ii) (A lk_l) € l, icin gerek ve yeter sart limy_,o inf A™A /0™ 1A, =0
IV
olmasidir.

Teorem 5.10: [, C l,(A™) igermesinin kesin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

limy e iNfA™ A1/ A™ 12 = 0 olmasidir.

Ispat : 1, © 1,,(A™) icermesinin kesin oldugunu kabul edelim. Teorem 5.5 ten x € [, (A™) ve

S(x) = (Sp(¥))=0 & loo elde edilir. x € l,(A™) dan dolayr (AR (x) — AT, (x)) € lo elde
edilir. (5.1) den (%) ¢ L, elde edilir. Sonug 5.9 (ii) den limy_, o inf A™ A,/ A1, =

0 bulunur.
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Tersine limy_, o0 inf A™ A/ A™ 14, = 0 oldugunu kabul edelim ve [, C Ly, (A™)

Am_llk—l
AMA

icermesinin kesin oldugunu gdsterelim. Sonug¢ 5.9 (ii) den ( ) & ., elde edilir ve bu
k=1

A™ A
AM Ay

ifade [(A™ 2y + T79)| € Les seklinde yazilabilir.

x = (xx) ve k €N i¢in

Xk = (—1)k (

seklinde ifade edilirse n € N i¢in

A1), L+ AM1),
Xon

1

AR ()| = =
n AT,

=1

n
Z(—1)k A1, + A1,
k=0

elde edilir ve Teorem 5.5 ten Iy, C [, (A™) igermesinin kesin oldugu gortiliir.

A™Apey1
AM—1,

Teorem 5.11: [, (A™) = l,, ifadesinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart Ilim inf >0

olmasidir.

Ispat : 1.,(A™) = I, oldugunu kabul edelim. I, © o, (A™) igermesi kesin degildir. Teorem 5.10
dan limy_,e iNfA™ A1/ A" 1A # 0 ve limy_,o infA™ Ay 41/ A™ 12, > 0 oldugu elde edilir.
Simdi  limy_e infA™Ag41/A™ 14, >0 oldugunu kabul edelim. Sonu¢ 5.9 (i) den

m-1 o
(A Amjk_l) € ly, elde edilir. x €l,(A™) alalim. Buradan A™(x) = (A7'(x)) € l, Ve
ko 7k=1

(Anm(x) — A;L"_l(x)) € ly elde edilir. Dolayisiyla (5.1) den (S, (x)) € l dir ve her x € [, (A™)

icin S(x) € l, oldugu gosterilir. Dolayisyla Teorem5.5 den [, (A™) = [, bulunur.
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6. [,(A™), I,(4™), ¢o(A™), ¢ (A™) UZAYLARININ a—,f8 —
Y —DUALLERI
Bu béliimde 1 <p < oo igin [,(A™), le(A™),co(A™) ve ¢ (A™) uzaylarnm a—,f —

ve y —duallerini gosterecegiz.

Teorem 6.1: A, C ve B(q) ciimleleri

Am_lﬂ.n
A=4a= (an)EW:Zmlanl < ooy,
n

m—-1
C={a= € w: “a, | < oo,
{a (ap) Ew 51711p A an oo}
Am_llln q
B(q) ={a = (a,) e w: a,| < oop
n . Amlln n

seklinde tammlansin. Bu taktirde 1<p<oo igin [,(A™), lx(A™),co(A™) ve ¢ (A™)
uzaylariin o — dualleri

i) {co(@™M}* = {c (™)} = {lo(A™)}* = A

i) {lp(A™)}* = B(q)

iii) {LiA™M}*=C
seklinde tanimlanir [31].

Ispat: i) a = (a,)) € w olsun. Her n, k € N i¢in B=( b,,;) matrisini

1)k A" i 1<k<
by ={ V" g, e mTlsksn
0 Jk<n—-—1yadak>n

seklinde tanimlayalim. Her n € N i¢in (4.10) dan

n Am_l/lk
antn = ) (~D"F= = (By), 6.1)
k=n-1 n

elde edilir. Bu esitlikten “x € co(A™) iken ax = (a,x,) € [; olmasi igin gerek ve yeter sart
Y € ¢y iken By € l; olmasidir” sonucu elde edilir. Buradan a € {cy(4™)}* olmasi i¢in gerek ve

yeter sart



B € (co,l;) olmasidir. Lemma 3.4 (i) den a € {cy(A™)}* olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2.0, b

n keK

sup <o (6.2)

KEeF

ifadesinin saglanmasidir. Ayrica K € F ve her n € N i¢in

0 , n—1lvené&K
Am_ll”‘ﬂ | 1€eK ¢ K
A, a,| , n ven
ank =19 Am-1
kek A ’1"| | 1¢K EK
S —_— —_
A a, , n ven
\ |ay,| , n—1lve nek

elde edilir. (6.2) nin saglanmas1 i¢in gerek ve yeter sart

Am_lln
> et lanl < oo
n=0 n

olmasi demektir. Buradan {cy(1"™)}* = A elde edilir.

Lemma 3.4(i) den faydalanarak benzer sekilde {c¢ (A™)}* = {l,,(A™)}* = A oldugu gosterilebilir.

ii) Lemma 3.4 (ii) dikkate alinirsa a € {lp(4™)}* olmasi i¢in gerek ve yeter sart

q
sup 2 byl <o 6.3)
Fer o Iner
olmasidir. Ayrica F € Figin
(0 , k&Fvek+1¢&F
A" A k€Fvek+1¢F
Amﬂk ay , ve
Z bnk = < Am_llk
. —mak+1 , ké¢Fvek+1€F
Ax Ar+1 ) -
— A™T12 k€Fvek+1€F
(Amak a) W velk+

dir. Buradan (6.3) iin saglanmasi igin gerek ve yeter sart

2.

k

q

Am_llk -
o0

AT,

ay
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olmasi demektir. Yani 1 < p < oo i¢in {lp(A™)}* = B(q) elde edilir.

iii) (ii) deki ispatin benzeri yapilarak ve (6.1) ile verilen ifadeden ve Lemma 3.4 (iii)

de verilenlerden a € {lp(A™)}“ olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup E |bpi| < o0 (6.4)
k
n

oldugu goriilir. B matrisinin tanimindan her k € N i¢in

k+1 Am_l}{k
Zlbnkl = Z AM ) an
n n=k n

yazilabilir. Sonug olarak (6.4) nin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

ifadesinin saglanmasidir. Buradan da {l;(A™)}* = C elde edilir.

Teorem 6.2: D, E, F, G ve H(q) ctimlelerini

D=la= N A (-8 ) anei
= a—(ak)EW.k_O A k| < o,

<,

F=la=(a)€w:li A t
=ja = (ax) €w: lim oh a, |mevcut,

Am_llk
AM 2,

ag

E = {a = (ay) € w:sup
K

(AT
G = a=(ak)ew:lgl—1;£lo AT a, | =0¢

H(q) = {a = (ay) € W:z |E (A’C:‘I;Lk) A1,
K

q
< oo

tanimlansin. 1 < p < oo olmak tizere ¢y (A™), c(A™), [p(A™) ve 1, (A™) uzaylarinin S —dulleri
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i) {c™¥=DnF, {c(I)}¥ =DnE
i) (LA™ =C, LA™MF =Ccn H@, {@™} =DnG
seklindedir [31].

Ispat : i) a = (a;) € w kabul edelim. Bu durumda (4.10) dan her n € N igin
n k

n Am_lllj
E = E E 1Nk —2Ly.
Ay Xg ag -1 AM2, Yj

k=0 k=0 j=k—-1

n
_ ~ ag Am_lln
= kZO(A"‘ ) (Amﬂk) Yiet g — @ (6.5)

= (Ty)n

ag )= g Ag4q
AT AMAp AMAgyq

yazilabilir. Buradan A ( ve T = (t,;) matrisi her n, k € N i¢in

E( L )(Am—lz) k<n
A™ ), o
toe =4 A™1, B . (6.6)
l Amp, ™ ’
0 , k>n

seklinde tanimlanabilir. (6.5) dan ""x = (x;) € c(A™) iken ax = (axxy) € cs olmasi igin gerek
ve yeter sart y = () € ¢ iken Ty € ¢ olmasidir sonucu elde edilir ki bu ise a € {c,(A™)}#
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart T € (c,c) olmasidir.” Teorem 3.9 den {c(A™)}¥ =DnNF
bulunur. Benzer sekilde {c,(A™)}® = D N E oldugu Lemma 3.10 dan gosterilebilir.

ii)(6.6) dan T matrisinin siitunlari ¢ dizi uzayinin elamanidir, yani her k € N i¢in

~ a
lim tnk = A( k )(Am_ll‘{k)
n

A2, 6.7)

dir. (6.5) den ve Lemma 3.5 den “x = (x) € [p(A™) iken ax = (aixy) € cs olmasi igin gerek

ve yeter sart y = (yx) € lp iken Ty € c olmasidir” sonucu elde edilir. Yani a = (ai) €

{lr(™)}F
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1 < p < o olmasi i¢in gerek ve yeter sart T € (Ip, ¢) olmasidir. 1 <p < oo i¢in T € (Ip, c) iken

(3.5) den
- a q
> fi(gmg) amaof <o
- A™ A,
ve
Am_lﬂ.n
SUP|amy dn| <

elde edilir. Buradan da {l,(A™)}# = € n H(q) sonucu elde edilir.
p =1 iken (3.6) dan ve (6.8) ve

A( % )(Am—uk)| <

VIR

elde edilir. (6.9), (6.8) in bir sonucudur. Buradan da {l; (A™)}# = C elde edilir.

Son olarak p = oo igin (3.7) den (6.8) ve

- ag _
3 (g <

elde edilir ve her n € N i¢in (6.7) den

oo

Z |tnk —llmtnk| = Z
n

k k=n

¢ —A( L )(Am‘l/l )|

AR, _/ a, <
P -s(er - 3 i
‘ ag, o Aamr )¢ n)| + AT,
k=n+1
elde edilir. (6.10) den yararlanarak n — oo igin limit alinirsa
Am_lln
llTrlnE |tnk - llgn tnk| = llrrln AL a,
k

elde edilir ve (3.8) den
I AT 2y
W Am

a, =0

yazilabilir. Yani buradan da {l.,(A7™)}® = D n G sonucu elde edilir.
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Teorem 6.3: co(A™),c(A™),;(A™), [,(A™) ve 1,(A™) (1 < p < o) uzaylarmin y — dualleri

i) {c@™}Y ={ce@™} ={lo(A™} =DNE

ii) {L@A™MY =C

iiii) {l,(A™)} =CNH(q)

seklinde ifade edilir [31].

Ispat: i) a = (a,) € wolsun. (4.10) dan her n € N igin

n n k .Am_ll-
Z A Xy = Z e Z (D WYj
k=0 k=0 \j=k-1 k
n-1
_ 2 ag Am_lﬂ.n
= k_O(Am ) A (M> Yk t W%Yn
= (Ty)n

oldugundan “x = (x) € co(A™),c(A™),l,(A™) iken ax = (ayxy) € bs olmasi igin gerek ve
yeter sart y = (yx) €X, X =y, C, L iken Ty € cs olmasidir” ifadesi elde edilir. Buradan
a € {c(A™)Y}, {co(A™)}, {lo(A™)} olmasi i¢in gerek ve yeter sart T € (c, 1), (o, le) VE

(Lo o)
olmasidir. Lemma 3.7 (i) den {c(A™)}¥ = {c,(A™)}¥ = {l,(A™)}¥ = D N E elde edilir.

(ii) ve (iii) nin ispatlar1 benzer sekilde yapilabilir.
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7. BAZI MATRIiS DONUSUMLERI

Bu béliimde ¢y (A™), c(A™), [; (A™), 1,(A™) ve 1, (A™) (1 < p < o) uzaylarindan bazi

klasik dizi uzaylarina matris doniigiimlerini gosterecegiz. Her k,n € N i¢in

~ - ~( Onk - Ank Ank+1
e = (A AR () = (Am125) <A"71k_ i
+

A,

ifadesini kullanacagiz.

Teorem 7.1:

i) A€ (lo(AM),l) olmast i¢in gerek ve yeter sart n € N i¢in

(Am_llk )OO .
Ank Co
A™ A, ko

sup |G| < o0
k

ifadelerinin saglanmasidir.

ii) A € (c(A™),ly) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.2),

(Am_llk )°° .
Ank (o
A™ A, -

sup ) |apy| < o
NT

ifadelerinin saglanmasidir.

iii) A € (cg(A™), ) olmasi igin gerek ve yeter sart n € N i¢in (7.2) ve

<Am—1/1k >°° cl
Ank (es]
Am ), o

ifadelerinin saglanmasidir [32].

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Ispat: i) Oncelikle (7.1) ve (7.2) sartlarinin saglandigimi kabul edelim. x = (x;) € lo, (A™) olsun.

Her n € N i¢in (i) ken € {loo(A™) }# dir ve x dizisi bir A déniisiimiine sahip olur. (4.10) dan

yararlanarak [,n € N igin

o~

-1

. A"
E AnkXk = E AnkYk +—Am/1 A
!
k=0 k=0

(7.6)



elde edilir. (7.6) esitliginde [ = oo i¢in her iki tarafin limiti alinirsa ve (7.1) esitligi kullanilirsa
her
n € N igin

Z Ank Xk = Z AnkYk 7.7

k k

elde ederiz. Yani

sup|(Ax)p| SN Y lleo SUp ) |ling| < 00
neN neN A

olur. Dolayisiyla A € (I, (A™), l,) elde edilir.

Tersine A € (Io(A™),ls) alalm. Her n € N i¢in (apx)ney € {lo(A™)}F saglandigindan
(7.1) ifadesinin saglandig1 agik¢a goriliir ve (7.7) ifadesi saglanir. [, (A™) uzayinda her n € N
icin a, = (Aux)reny dizisi

fa(x) = Z AnkXk

k

seklinde siirekli lineer f;, fonksiyonellerini tanimlar. Teorem 4.1.3 den [, (™) = [, oldugundan

(7.7) den her n € N igin
Il fn I=N @y llo= sup|@,|
n
elde ederiz. Teorem 2.28 den hern € N ve M > 0 sabiti i¢in || f;, I< M olur. Buradan da (7.2)

ifadesi saglanir.

(ii) ve (iii) sartlar1 benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 7.2:
i) A€ (l;(A™),ly) olmast igin gerek ve yeter sart (7.5) ifadesiyle
sup |Apg| < o0 (7.8)
nk

sartinin saglanmasidir.

ii) 1<p<oo ikend € (lp (A™),ls,) olmast igin gerek ve yeter sart (7.5) ifadesiyle

5 1< o
Sﬁpzk:lankl (79)

sartinin saglanmasidir [32].
Ispat: (i) nin ispati Lemma 3.7 (iii) ve Teorem 6.2 den yararlanilarak gosterilebilir. (ii) nin ispati

da Teorem 7.1 dekine benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 7.3:

i) 1<p<o iken A€ (lp(/lm), c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (7.5), (7.9)
ifadeleriyle her k € N i¢in
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lim dnk = ag (710)
n

sartinin saglanmasidir.

ii) A € (11(A™),c) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1), (7.2) ve (7.10) ifadelerinin
saglanmasidir.
iii) A € (1, (A™), c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (7.1), (7.2) ve (7.10) ifadelerinin

ve

llm2|ank — akl =0
n
k

sartinin saglamasidir [32].

Ispat: i) A matrisi oncelikle (7.5), (7,9) ve (7.10) ifadelerini saglasin. x € L,(A™) dizisini
alalim. (7.5) ve (7.9) ifadelerinden Ax doniisiim dizisi mevcuttur. Her k € Nicin (7.10)

ifadesinden n — o iken |d,;|? — |a,|? elde edilir. (7.9) ifadesinden her k € N i¢in
k

E |a;|* < sup E |an;|" =M < oo
n ]
j

j=0
elde edilir ve (ay) €l; olur. x € [,(A™) kabuliinden y € [, yazilabilir. Ayrica Hdélder
esitsizliginden ise (a; V)€ [, elde edilir.
ko € N sabit ve € > 0 olmak tizere x dizisine karsilik y dizisi i¢in
1
) 14

yel?| <
k=k0+1

E
4M

yazilabilir ve (7.10) ifadesinden ny € N i¢in n > ny olmak lizere
ko

B E
Z(ank — ay) Yk <§

k=0
bulunur. n > n, (7.7) ifadesinde yeterince biiylik alinirsa

Z AnkYr — Z aYr| = Z(dnk — Q) Yk
X

k k

ko oo
< Z(dnk — a)y| + Z (@nk — )Yk
k=0 k=ko+1
o) 1/q © 1/p
€ -
<s+| D Qawl+ |ak|)q] >
k=ko+1 k=ko+1
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1 1
o /q - /q

<Ei ¢ Gt |+ gl
Py 1 Ank Z Ay
2 4M /q k:k0+1 k:k0+1

£ £
<Z4——2Mla=¢

2 4M/a

elde edilir. Buradan n — oo i¢in limit alirsak (Ax),, = Yk axXy elde edilir. Dolayisiyla Ax € ¢ ve
buradan A € (lp am, c) olur.

Simdi de A € (lp am, C) olsun. ¢ c I, i¢in A € (lp am, loo) elde edilir. Teorem 7.2 (ii)
den (7.5) ve (7.9) ifadeleri saglanir. Dolayisiyla (4.10) ifadesinden her x € 1,(A™) ve y € [, igin
(7.7) ifadesi saglanir. Simdi x dizisini (4.10) daki seklinde tammlayalim ve y € [,, olsun. Bu
takdirde y = A™(x) dir ve buradan x € [,(A™) olur. Hipotezden Ax € c ve (7.7) ifadesinden
Ay € ¢ yazilabilir. A = (@) olmak iizere A €(ly,c) dir. Lemma 3.5 de verdigimiz (3.4)
ifadesinden (7.10) saglanir.

Benzer sekilde (ii) ve (iii) ispatlanabilir.

Teorem 7.4:
i) A€ (l;(A™),cy) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.5),(7.8) ve her k € N igin

limd,, =0
no ok (7.11)
ifadelerinin saglanmasidir.

ii) 1<p<oiken A€ (lp(/lm),co) olmasi ig¢in gerek ve yeter sart(7.5), (7.9) ve (7.11)
ifadelerinin saglanmasidir.

iii) A € (I,(1™),cy) olmasi igin gerek ve yeter sart (7.1) ve
limzldnkl =0 (7.12)
n
k

ifadelerinin saglanmasidir.
Ispat : Teorem 7.3 deki ispattaki yol izlenerek ve Lemma 3.6 dan yararlanarak ispat yapilabilir.

Teorem 7.5: 1 < p < o iken 4 € (I;(A™), lp) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (7.5) ve
sulednkP’ < ® (7.13)
k
n

ifadelerinin saglanmasidir [32].
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Ispat: A matrisi (7.5) ve (7.13) ifadeleri saglasm ve x € [;(A™) olsun. (4.10) dan y € [; elde
ederiz. Ayrica Teorem 6.2 den her n € N igin (@) 5o € {{;(A™)}# yazilabilir ve dolayisiyla

Ax doniisiim dizisi mevcut olur. (7.13) ifadesinden her n € N icin

1/p
sup |Gnk| < sup <Z|dnk|”) < oo
n

elde edilir. Buradan da her neN i¢in

Z Ank Yk

k
serisi yakinsak olur.(7.6) ifadesinde [ — oo i¢cin (7.5) ve (7.7) ifadeleri elde edilir. (7.7) ve (7.13)

ifadelerinden ve Minkowski esitsizliginden faydalanarak

(th‘ln(x)lp) " = <Z Zfinkyk p) ' < Zk: l|yk| (Zmnkw) g < o

n k
elde edilir. Dolayisiyla Ax € [, ve A € (L,(a™), lp) elde edilir.

Simdi de A € (11 am, lp) olsun. Buradan A € (I;(A™),l.) olur. Teorem 7.1 den (7.1) ve
(7.2) ifadeleri saglanir. (7.1) ve (7.2) ifadelerini géz 6niine alindiginda her x € [;(A™) ve
buradan y € I; igin (7.7) ifadesi saglanir. Hipotezden de A = (&) € (I, L) elde edilir. Sonug
olarak Lemma 3.8 den (7.13) ifadesi elde edilir.
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