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OZET

Bu ¢aligmada yerel olmayan elastisite teorisi kullanilarak diizlem digi kayma
gerilmesine maruz lineer izotrop sonsuz elastik bir katida dogrusal gift gatlak
problemi incelenmigtir. Galigma, dort ana b6liim, sonuglar ve 6neriler kismi ve
iki ekten olugmaktadir.

Birinci boliimde, yapilan ¢aligma tanitilarak, ¢atlak probleminin 6nemi ve
bu konudaki temel galigmalar ve yerel olmayan elastisite teorisi ile ilgili bilgiler
verilerek, bu teori ile ¢6ziilmiig catlak problemlerinden elde edilen sonuglara yer
verilmigtir. Son olarak yapilan ¢aligma kisaca anlatilarak kaynaklarda mev-
cut benzer galigmalardan olan farkliliklar: ve elde edilen sonuglar {izerinde du-
rulmusgtur.

ikinci bdliim, yerel olmayan elastisite teorisinin biinye ve alan denklemle-
rinin elde edilmesine ayrilmigtir. Bu amagla ilk 6nce yerel olmayan ortam-
lar igin korunum yasalarinin yerellestirilmig ifadeleri ve benzer gekilde entropi
yasas: verilmigtir. Daha sonra ise sirasi ile yerel olmayan elastik katilarin biinye
denklemlerinin elde edilmesi, lineer teori kullanilarak bu biinye denklemlerinin
lineerlestirilmis ifadeleri ve alan denklemleri verilmigtir.

Ugiincii boliimde, problemin tanitim, formiilasyonu, ¢6ziimii konular: ince-
lenmigtir. ilk ayitta kisa bir girigten sonra ikinci ayitta problem tanitilmis ve
yerel olmayan elastisite teorisi kullanilarak formiile edilmigtir. Sinir kogullan
uygulanarak problemin ¢dziimi @gli (triple) integral denklemlerin ¢6ziilme-
lerine indirgenmigtir. Sonraki ayitta ise sirasi ile elde edilen {icli integral
denklemlerin ¢6ziimii tekil Fredholm integral denkleminin ¢6ziimiine getiri-
lerek, integral denklemin ¢6zlimii ardigik (rekiirsiv) tekil integral denklem-
lerin ¢6ziimiine indirgenmigtir. Ardigik tekil integral denklemlere sonlu Hilbert
doniigiimii uygulanarak ¢6ziim ifadeleri formiile edilmig ve sayisal olarak ilk iki
adimdaki ¢6ziim ifadeleri sabit ylikleme hali i¢in hesaplanmgtir.

Dérdiinci bélimde gerilme analizi yapilmigtir. ilk ayitta girigten sonra
ikinci ayitta yerel elastisite teorisi igin sirasi ile diizgiin dagili yiikleme duru-
munda ¢ift ve tek catlak problemi incelenmistir. Ugiincii ayitta yerel ¢dziim
kullanilarak yerel olmayan teori igin ¢ift ve tek gatlak problemi incelenmigtir.
Son olarak ise birinci ve ikinci adimda elde edilen ¢6ziim ifadeleri kullanilarak
yerel olmayan teoride tek gatlak icin problem incelenmigtir. Sonuglar ve 6neriler
kisminda ise elde edilen sonuglar ve bu konudaki diigiincelere yer verilmektedir.

iv



SUMMARY

CRACK PROBLEMS OF NONLOCAL ELASTICITY

In the present work, the problem of two collinear cracks in an isotropic,
homogeneous elastic medium which is subjected to uniform shear loading at
infinity is investigated in the context of nonlocal theory of elasticity.

Crack problems are investigated by many authors. Among many others,
Griffith’s [1, 2] works are of great importance. Classical elasticity solution of
problems predicts a stress singularity at the crack tip no matter how small the
applied load is. The major discrepancy that exists between experimental obser-
vations and the theory led Griffith to propose his celebrated fracture criterion
which results from equating the elastic energy to the surface tension energy.
The past half century registered many other advances in this field . They are
mostly influenced by the idea of Griffith. But the problem basically remained
unresolved until recently. Eringen [25-27] gave a solution of this problem by
solving nonlocal field equations which take into account long-range influences
between the particles.

Fundamental Equations of Nonlocal Elasticity

Taking into acount the long-range influences, the constitutive equations of
linear, homogeneous elastic solids are given as

by = / (New (2)bs + 20" ens (2'))do (). (1)

Here, it is considered that the nonlocal moduli are to be distributions with
bounded supports. They are positive functions in a finite domain about z
and vanishing outside of this domain . In the limit when these distributions
become “Dirac delta ” function, equations (1) reduce to the classical form of the
constitutive equations of local elasticity. The form of A’ (|z'—z |) and p'(|z'—z [)
may be determined by matching the dispersion relation of the plane waves by its
corresponding relation known from lattice dynamics. Among several possible
curves the following has been found very useful to describe the nonlocal elastic
moduli as

() = (A p)a(lz' ~z)- (2)

Here A and p Lamé constants and |z’ — z|) is an attenuation factor which
brings the influence of the strain field in the neighbouring direction and sub-
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jected to normalization condition

[ atiz’ - zhav =1. (3)

v

Substituting equation (2) into equation (1) we find

tu = [ allg’ - zodv. ()
Here o;, is given by the classical Hooke’ s law

0y = Oxi(z') = Aer, (/)61 + 2pen(z)- (5)

€ is the component of strain tensor . With vanishing body forces, equations
of equilibrium reduce to

Lo = 0. (6)

The attenuation factor a([z’ — z[) may be determined by the use of lattice
dynamics. A more useful candidate for two dimensional problem is Gaussian
function

oflz' - zl) = a expl~(E)*(z' - 2) - (&'~ 2)] (7

where § is a constant, a is the internal characteristic length (lattice parame-
ter). The constant a, is determined by the normalization condition (3). Now,
substituting the form of ¢;, given by equation (4) into equation (6) and using
Green-Gauss theorem we obtain

/., allz’ - zlowslgdviz’) - § allz’ -~ zllon(z)den(2") =0. (8)

Formulation of the Problem

In this work a problem of two collinear cracks in elastic plane which is
subjected to a uniform anti-plane shear load is considered. Thus, we consider
an elastic medium in the (z, = z,z; = y) plane weakened by two line cracks
each of length |b — ¢| along z axis. Since the anti-plane shear loads are acting,
the only non-zero displacement component of the displacement vector is u,.
Then we may write

u, = u, =0, u, = W(z,y). (9,a — b)
Thus, the non-zero stress components are

ow ow
_8? Oy, = E. (10,0. - b)

Opz =

vi



To obtain the field equations we may substitute the equations (10, a—b) together
with the equation (5) into the equation (8) and write

uf [ alie -l - y)vewia,y)izay
§

- [l - sl llow (2,012 - ["aliz - 2l o (', 0)ds’ = .
) (11)

This is the only field equation of the present problem. Here, brackets in the last
two terms indicate the jump at the crack line. As it is known the displacement
field possesses the following symmetry condition.

W(.’l:, —y) = _W(z, y) (12)
Using this result in (11) we find that
[0y:(',0)] = 0. (13)

By this result the line integral in (11) vanishes. Now, taking Fourier transform
of equation (11) with respect to z' we obtain the following differential equation

W (¢,y)

et - ewie) -o. (19

Here superposed bar indicates the Fourier transform of the related function.
The boundary conditions of the problem are

W(z,00=0 0<z<b

ty. =0y b<z<ec
W(z,00=0 =z>c¢
W(z,y) =0 (z® +3°)"/% > 0.

(15,a ~ d)

The solution of equation (14) for y > 0 satisfying the boundary condition (15,
d) is

Wiaw) = (2172 [ A(Q) expl(~y) cosles)a. (16)

Here, the unknown function A(§) will be determined by using the remaining
three boundary conditions (15). The non-zero stress components of the stress
tensor for two dimensional medium may be written by considering the consti-
tutive equations given by expression (4) as follows

R / / a(|z' - z|, |y’ — y|)o..(z',¢')dz'dy’

oo oo (17, a— b)
tys =/ / af|z' — z|, |y’ —y|)o,.(z',y')dz'dy’.
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These components can be expressed in terms of the displacement vector u
Choosing the Gaussian function given by equation (7) as the attenuation func-
tion e(|z' — z ) and substituting equation (12) into the equations (17, a-b) and
carrying out the integrals, we get

w)~1/2 erfe
- )2 [ A@ciexp(-enjerse( S5 "
—exp(fy)erfc( \/- 2¥) sin(¢z)de
= — (27)" /2 - —Ey)erfe
te == ()2 [ A@elexp(-enerse(® ) "
+exp(€y)erfc( \/- PY)) cos(éz)de.
Here
=y, (20)
and ®(2) is the error function defined by
&(z) = 27-1/2 /o Cexp(—2)dt,  erfe(z)=1-8(z).  (2L,a—b)

Using these final forms of stress components, the boundary conditions (15,a—¢)
may be expressed as

/oo A(¢)cos(s¢)d¢ =0 O<s<k
/w ¢A(¢)erfe(e¢) cos(s¢)de =Z2r-Po k<s<1 (22,a —¢)

/:o A(¢)cos(s¢)de =0 s>1

where we have introduced

oz _ _a _ b _ . [200c
8= ¢ = e ,6—25‘: ,k—c ve Po—\/; . (23)
Now, we define a new function K(e¢) as

K(eg) = erfe(es). (24)

Here ¢ is a nonlocal parameter and characterizes the nonlocal effects. The func-
tion K(e¢) becomes one for the limit case which is € = 0, and then the equation
(22) characterizes the corresponding problem in local theory. To determine the
unknown function A(¢) we must solve the triple integral equations (22). For
this purpose we write

a0 = | " h(%) sin(ct)dz. (25)
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It can be easily shown that equation (22, ¢) is satisfied identically by the sub-
stitution of (25) into the equation (22, c) and by noting the integral

[ sintereostsaias = {§ FIS} (26)

On the other hand, equation (22, a) gives us the following conditional equation
1
/ h(t2)dt = 0. (27)
k
The remaining equation (22, b) may be expressed as
1
/ MK (s,)dt = TP(s)  k<s<l (28)
k
Here we have introduced
Ky (s,8) = / [1 — B(ec)] cos(s¢) sin(tc)de (29)
0

and replaced P, by P(s), a known function of s. Now, defining a new kernel
K. 2 (s, t) as

1, (s +1) exp(—“28%) — (s — ) exp(— 2221)

K (s:t) = 5[ 12 — g2 ] (30)
we arrive at
th(t?)dt
/k FTy / K, (s, t)h(t?)dt = —P(s) k<s<Ll. (31)

Thus, the solution of the triple integral equations (22) is reduced to the solution
of a singular Fredholm integral equation with conditional equation (27). The
kernel K, in equation (31) has an essentional singularity which does not allow
us to expand this function into series with respect to its argument or parameter
€ for instance. Then we introduce an artificial parameter v by considering
that the contribution to the solution of the second term of equation (31) which
includes kernel! function Kj (s,?) is too small comparing to the equation (31) as

/,, 1 i’:—“_z% - /,. VK (5, () dt = ~P(s). (32)

Now writing h(t?) in the following form

h(t?) = f: V" b () (33)



and substituting it into the equations (32) and (27) and rearranging gives us

2O _p ) moa

wJ, t2-—s2
k<s<1 (34,a — b)

1
/ ha(t?)dt =0 n=0,1,2,---
k

Here
P(s) n=0

B (s) = { 2 [l () Ky (s,t)dt n>1. (35)

Since P(s) is a known function, integral equation (34) can be solved succesively.
It is also possible to apply Hilbert transformation to this equation. Solution
may be given in the following form

2 t2 — 11—42 sR, (s)ds
m(e) == 2o [ Gyt

T, (36)
V(2 — k) (1 —12)
Here, unknown constant C, can be calculated by considering condition (34, b)
as
2 [t -k, Pl-¢? sR,(s)ds
JANRLE /2 1/2
- wF/,, (1—t2) dt/,, (sz—kz) 8% — 2 (37)

n=0,1,2,-+-

=0,1,2,-

where F is the complete elliptic function of the first kind. It is also possible to
write h, (t2) in the form of

() == 2=y [ (o el

1-—s% s? — 2
D, (38)

MY e

D, 1rF/(t2 kz)llz /( — )1/28R..(s)ds. (39)

For constant loading we write P(s) = P, . For n =0 we find

Here

E
Co =Po(k2 - F)

Dy =Fp(1 - E) ‘ (40,a —¢)

. —EJF
h(E) =Py

X




Here E is the complete elliptic function of the second kind. For n = 1 we write

2 1
Ri(w) =2 [ holu?) s o). (41)
k
Substituting expressions (40, ¢) and (30) into equation (41) gives

) +{+ v exp(= 220 + (- ) exp(- 28 } (2 - B}

R, (y) = A \/(u —k2)(1 - uw?)(u? - y2)
(42)
Introducing I(t?) as
1) = [ @ FIRE) - (@ — )R (2))dy (43)

k2 VI -y - k) (y—¢2)
we obtain

1 [ (-t)I(t)dt

1
() iF o VOG- F)
(44)
Similar calculations can be done for n = 2,3,---. It is observed that the func-
tions ho(t?) and ho(t?) + h, (t?) are approaching to each other for decreasing
value of the parameter ¢. For € = 0, we find k, (t?) = 0. Thus we may conclude
that h, (t?) denotes the nonlocal effects which appear when € # 0.

hy(t?) = —

[(1—-#)1(*) -

Stress Analysis

Most important part of the problem is the determination of the stress distri-
bution in the neighbourhood of the crack tip. For this purpose we write y =0
in equations (18) and (19)

2
(00 = -2([ B2 - [ he)m, (s 0a (45)
where
. _[2%,.(s,0)
£,.(s,0) = \/; P (46)
To find the solution for local theory we write € = 0 in equation (45)
2
iyz(s)0)=—_/‘ t’:(t )it 0<s<k
(s k t — 8
th(t?)dt (47
tys (3, 0) =‘1_r‘/k s — 12 s> 1.

xi



Calculations can be carried out by writing n = 0 in equations (36), (38) to
obtain hg(t?). Using obtained result in equation (47) and rearranging gives us

-k yP(y)dy
t!l‘ (8, 0) _(kz 82 )1/2 / ( 1 y 1/2 yz (__)32

Vv -82)(’6"’ - &)

ty (s,0) _3 "82 )1/2 / (y2 - )1/2 ysP(f)!ﬁy
_ Co

V(A - 82)(k? - 5%)

As it can be observed from expression (48) that the values of stress go to infinity
for the approaching values of s to k and 1. But this is not possible for pratical
problems. To determine the stress state at the tip of the crack, we use the
concept of stress intensity factors which are given simply as

N, = 1i1:1 V(k - s)it,.(s,0), N, = lim (s —1)E,,(s,0). (49,0 —b)
ok~ a—1

(48,2 — b)

s> 1.

For the present problem calculations give us

21 yP(y)dy T

o "\/Zkl k?) Ve / VA -92)(? - k) 2! (50, — b)
2 1 o [ yP(y)dy ™ ’

N, -“—————2(1_,62)[(1 k?) . V=) =) + 5 Col.

We find the corresponding solutions of particular case which is Py) = P, =
constant

P

= oK), M= i - T

Another particular solutions may be obtained by writing & = O for unique crack.
After some mathematical manipulations we arrive

. P, - .
t,.(s,0) = \/83——1(8 - Vs —1) > 1. (52)

Similar result for a crack which is subjected to anti-plane uniform loading at
infinity may be calculated as

(61,a — b)

[

. (s,0) = s>1 (53)

and the stress intensity factor at crack tip is

e (60) _ g v (54)

7
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which is a very well-known result as Griffith criterion . To find the stress
distribution for non-local case, we may use the result given for local case by
equation (40,¢) and substitute this form of ko (t*) into the equation (45) to
obtain

ty,g 0 _ 2 { / o kz)z - e )[t— %[(s+t)exp(— (s:?zt)_)
+@-gen(- Ly a)  0<o<k

iyz (ss 0) _2 ' £ - % (s )

T_;{/k N T e TR [ —-[(s+t)eXP(— )

+(t—s) exp(—(s:_T:)z)]]dt} s> 1.

(55,a — b)
The value of the stress at the crack tip for unique crack can be calculated simply
by writing k = 0 in equation (55, b) which gives

fys(5,0) _ 2 / [t = 2[(s + &) exp(—L53) — (s — £) exp(— 55 et

4¢3 4e3
Po /3

V1-—1t2(s? —12)
s>1.
(56)
Numerical calculation have been carried on for several values of parameter e.
It is observed that the maximum stress occurs at the crack tip but it is finite
as it is expected. It is also possible to obtain the known classical solution by
considering limit case which € tends to zero. As the last step of this work, we
shall give the stress analysis of the crack problem by taking the function h(¢?)
as the sum of two functions namely ho(t?) and k, (t?). To this end, we write
k = 0 in the equations (40) and (44) and define following functions

Glu) = {1+ 2 (- (v — ”’2)+(1—%)exp( Wet o)’y gy s1)

4¢? 4¢?
R = o [ o e (58)
Then we write
ho () + hu () = \/P°_[1 ~LEE) -+ RE) (69)

Here

F(t?) = /01

Substituting (59) into the equation (45) and writing k = O gives us

fe(s,0) _ 1 / 1= 2{F() = 7(1 + B (DNG(s, )it
P, or J, V1—t t— o2

y LB (1—3) — By (°)]dy.

(60)
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Numerical calculations have been carried out for different values of ¢ and it
has been observed that the obtained results are very close to the ones found
in the first step of the problem. The difference between the results due to two
solutions goes rapidly to zero by increasing value of the distance of the point
under consideration to the crack tip.

Stress intensity factor at the crack tip may be given as [26]
ty:(c,0) Cs

a
P \/E €= %
Using (56) and (60) we find for ¢ = 1/100
¢s = —0.30. (62)
Now we may conclude following results:
1: Maximum shear stress occurs at the crack tip and it is finite. 2: The shear
stress at crack tip becomes infinite as the atomic distance a tends to zero . This

is the very-well known classical result. 3: When ¢,,(¢,0) = ¢, (cohesive shear
stress) fracture will occur and crack begins to propagate. In this case (61) gives

(61)

o3¢ =Cg (63)
where e
— 2
CG i (Zﬂcg )tc' (64)

Here, we have found the Griffith criterion by direct method. Cohesive shear
stress ¢, may be predicted by using the concept of surface energy ~ given by
Griffith . Thus we write

4pn
= — 65
CG T (1 4 I/) ( )
and equate this quantity to (64) to obtain
2 = K, 4. (66) -
Here 8ucis
puc?
= ——, 67

Now considering the known values of 4 and the elastic constants for steel [26]
as

v = 1975CGS, pu = 6.92 X 10'* CGS,v = 0.291,a = 2.48A° (68)
we find .
i = 0.19287368/2. (69)

Assuming that, in n atomic distance, z = na, the nonlocal effects attenuate to
%1 of its value at z = 0 from (7) we find
B = 2.145966/n. (70)

For n = 6, we have

i
= =0.1153. 71
- ()

This value is found as 0.14 by Eringen [27]. Our result is closer to the result given
by physicists and metallurgists based on other considerations. For instance,
Kelly [53] gives this result as 0.11 which may be regarded as a perfect agreement.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu caligmada yerel olmayan elastisite teorisi kullanilarak sonsuzda diizgiin
dagih diizlem digi kayma gerilmesine maruz lineer izotrop sonsuz elastik bir

katida dogrusal ¢ift ¢atlak problemi incelenmigtir.

Malzeme iginde gatlak olugmasi ve yayilmasi problemleri deneysel ve teorik
olarak gegitli aragtiricilar tarafindan incelenmigtir. Catlaklarin olugmasi ve iler-
lemesi genellikle ortama etkiyen dig kuvvetler ve gerilmeler yolu ile ortaya cikar
ve ortam iginde dnemli Slglide mukavemet kaybina yol acar. Catlaklarin kat1
bir cisim iginde gerilme dagiligina etkisi ile ilgili ilk 6nemli gahgmalar Griffith |1,
2] tarafindan yapilmugtir. Griffith kat1 bir cismin sinir yiizeyinde bir yiizey geri-
limi oldugunu ve bir gatlak yayilinca gekil degigtirme enerjisindeki azalmanin bu
ylizey geriliminden dolay: potansiyel enerjideki artma ile dengelendigini kabul
etmigtir. Griffith, elastik katilarin gevrek kirilmas: ig¢in termodinamigin birin-
ci yasasim kullanarak dig yiikler altinda catlak yayilmas: icin gerekli kirilma

kriterini elde etmigtir. Bu kriter
d
—(W -U
3 )

geklinde ifade edilebilir. Burada W ve U siras: ile gekil degigtirme enerjisi ve
yizey gerilimi dolayisi ile yapilan ig, ¢ ise yari gatlak uzunlugunu géstermektedir.
Bu kirilma kriterinden gevrek malzemeler icin deneylerle uyumlu sonuclar elde
edilmesine karsin siinek malzemede ornegin metal tipi malzemelerde uygun ol-
mayan sonuglar elde edilmektedir. Griffith kriterinin ortaya konmasindan sonra
pek ok teori onerilmistir. En tanmmmig caligmalar Irwin [3, 4] ve Sander [5]

tarafindan yapilmigtir.

Irwin, gatlak ucunun yakin civarindaki gerilme alanini incelemeyi 6nermigtir.
Catlak ucunda gerilmenin sonsuz oldugunu kabul ederek gerilme durumunu be-

lirleyen kritik degeri gerilme giddeti ¢arpani olarak tanimlamigtir.



—2-

Sander ise gatlak ucunu gevreleyen kapal bir yol boyunca sekil degigtirme e-
nerjisi integralini tanimlamigtir. Bu integral J- integrali olarak bilinir ve yoldan
bagimsizdir. Bu teoriye goére J- integrali kritik bir degere ulagtifinda catlak
yayilmaya baglayacaktir. Bu teorilerin hepsi Griffith teorisi ile iligkilidir ve
catlak ucunda sonsuz gerilme y1g1lmasin kabul ederler. Gerilme giddeti ¢garpan:
, J- integrali ve kirilma mekanigindeki diger enerji yaklagimlarindaki temel
amag klasik elastisite teorisinden kaynaklanan g¢atlak ucundaki tekil gerilme
davramgindan kaginmaktir. Dogal olarak pek ¢ok aragtirici olas: yeni teoriler
diiglinmeye baglamiglardir. Barenblatt [6], catlak ucundan itibaren kohezyonlu
bir bolgenin varlifini kabul ederek gerilmedeki tekilligi ortadan kaldirnmgtir.
Bu model ¢atlagin ilerisindeki muhtemel kirilma yiizeylerinin uygulanan yiikiin
etkisi ile ayrilacagini ve ayrilmaya atomlar veya molekiiler aras1 cekmenin kargi
koyacagini sdyler. Sih ve Liebowitz [7] ise bilylik deformasyon teorilerini &ner-
miglerdir. Lineer olmayan teori veya polar teoriler gibi diger elastisite teori-
leri catlak ucundaki gerilmenin sonlulugunu géstermek icin uygulanmg fakat
bagarisiz kalmiglardir. Bunun en makul nedenlerinden birisi olarak catlagin
ucundaki egriligin kiigiikligi gosterilmigtir. Bu egrilik o kadar kiigiiktir ki

stireklilik limitinin diginda kalmaktadir.

Yerel olmayan elastisite teorisi klasik elastisite teorisinin yetersiz kaldig
durumlar: gidermeyi amaglayan bir teoridir. Bu teoride genel siirekli ortam-
lar mekaniginin temel aksiyomlar1 arasinda yer alan ilkelere dayanmaktadir.
Yanlizca yerel etkilerin gozoniine alindig klasik teorilerin siirekli ortamlara
uygulanmasi ile pek ¢ok teorik ve uygulamali problem ¢6ziilmiigtir. Yerel
stirekli ortamlar mekanigi iki temel a.ksiyoinim ozellegtirilmesi ile elde edilir.
Bunlardan birincisi cismin tiimi igin dogru olan her egitligin, cismin istenildigi
kadar kii¢iik alinabilecek her maddesel pargas: iginde gegerli oldugudur. ikincisi
ise gerilme, 1s1 akisi gibi bagli biyiikliklerin bagimsiz biyiikliklerin yanhz
ayn1 noktadaki degerlerine bagli olacag varsayimidir. Klasik siirekli orfam-
lar mekanigi teorisi, cismin iginde etkilerin yayilma dalgasinin boyu molekiiler
boyutlara inmeyen biiyiik dalga boylu dig etkiler olmasi durumunda bagarili bir
bigimde kullanilabilir. Klasik teorinin sonuglarinin deney sonuglarina uymadig:

durumlara bakildifinda baz ortak noktalar gdzlenir. Ornegin dalga yayilim
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problemlerinde yerel elastisite teorisi, uzun dalga boyu limitinde bagarih oldugu
halde, kisa dalga boyu limitinde yani ultrasonik dalgalar i¢in farkh sonug vererek
deneylerden elde edilen yayihm hizinin frekansa bagli oldugu dispersif dalga
gerceggini agnkiaya.maz. Dalga boylarinin kiigiilerek malzemenin i¢ yapisinda goz-
lenebilecek mikroskopik uzakliklar mertebesine inmesi halinde atomik pargacik-
lar arasindaki etkilegimler 6nem kazanmaktadir. Benzer tiir ornekler kirilma,
dislokasyon mekanigi, siv1 kiristallerin veya polimerlerin dinamiginden de ve-
rilebilir. Dislokasyon mekaniginde vida veya kenar dislokasyonlar: ve benzeri
problemlerdeki gerilme tekillikleri [8-10], kirilma mekaniginde ozellikle gatlak
problemlerindeki ¢atlak uglarindaki gerilme tekillikleri [11-16] dogrudan dogru-
ya klasik teori yardim ile aciklanamaz. Klasik siirekli ortamlar mekaniginin ye-
tersiz kaldig1 noktalar bazi kargilagtirmalarla agagidaki bicimde de agiklanabilir.
Cismin i¢ yaps ile ilgili karakteristik boy 6rnegin atomlar arasi uzakhk (atomik
mesafe) veya taneli cisimler igin tane boyutu olan / alinabilir. Benzer gekilde
dig tesirlere baglanabilecek karakteristik boy yayilimin dalga boyu olan A olarak
alinirsa, A/l > 1 olmasi halinde i¢ yapinin 6nemi azalacagindan yukarida belir-
tildigi gibi klasik teori gegerli olur. Eger A/l ~ 1 ise yani dig etki i¢ yap: ile aym
mertebede karakteristik boya sahip ise artik i¢ yap: onem kazanmaktadir. Bu
durumda klasik teori varsayimlarindan uzaklagan teorilere gereksinim vardir.
Dolayist ile yerel olmayan elastisite teorisi, siirekli ortamlar mekaniginde yeni
bir yaklasimdir. Ikinci varsayimi kabul etmeyerek, atomlar aras: uzak erigimli
kuvvetleri gézoniine almaktadir. Yerel olmayan teorinin geligimi sirasinda ya-

pilan caligmalar kisaca agagida verilmistir.

Kunin [17] de mikroyapili elastik ortamlar incelenmigtir. Kérner [18] de
ise gegitli slirekli ortamlar mekanigi ile ilgili gesitli teoriler arasinda yerel ol-
mayan teorinin yeri belirtilmektedir. Eringen [19]’, yerel olmayan polar elastik
ortamlar i¢in biinye denklemlerini elde ederek, 6zel hal olarak yerel olmayan
elastitenin biinye denklemlerini ¢ikarmigtir. Eringen ve Edelen [20] de dﬁekt
mekanik ve varyasyonel yollarla elastik katilar ele alinarak benzer biinye denk-
lemleri elde etmiglerdir. Eringen [21] nolu ¢aligmasinda ise yerel olmayan lineer
elastisite teorisi icin denklemleri ¢ikarmig ve tek boyutlu elastik dalga yayilum

problemi ele alinarak fiziksel gerceklere uygun, klasik yollarla elde edilemeyen
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sonuglar elde etmigtir. Yine Eringen [22] de yerel olmayan elastitenin siras:
ile korunum yasalari, biinye denklemleri, alan denklemleri verilerek, birtakim
dalga yayilim1 problemlerine uygulanan ¢aligmalarindan Grnekler sunmusgtur.
Dislokasyon ve gcatlak problemlerinin yerel olmayan elastisite teorisi kullanilarak
coziimlerini iceren ¢aligmalar yapilmigtir. Daha sonra catlak problemleri ile il-
gili caligmalardan s6z edilecektir. 6rne§in dislokasyon problemlerinin bu teori

kullanilarak ¢dziimleri icin Eringen [23, 24] ile verilen ¢aligmalar gdsterilebilir.

Yerel olmayan elastitenin temel varsayimlarindan biri, bir noktadaki bagiml
degisken 6rnegin gerilme yanhzca o noktanin termoenerjik faktoriine bagh degil
de o noktanin belli yakinhgindaki tim noktalarinda termoenerjik faktGriine
bagl olacagidir. Elastik cismin sinirinda da komsu noktalar arasinda etkile-
gimler siireceginden, klasik elastisite teorisinden éllstlélmlz bicimde komgu nok-
talarda birbirinden bagimsiz yerdegigtirme ve gerilme sinir kogullarinin bulun-
masi, genelde cok bagh ¢6zimii olmayan bir denklem sistemine yol agmaktadir.
Bu nedenle kendi iginde uyumlu kabul edilebilir sinir kogullarinin iiretilmesi de
yerel olmayan elastite teorisinin 6nemli bir kismini olugturmaktadir. Yerel ol-
mayan denklemlere gegildiginde ¢oziim uzay: genigletilmekte ve bu uzay iginde
secim yapabilmek igin problemin fiziginden kaynaklanan gesitli kisitlayici1 kogul-
lar gerekmektedir. Bu kisitlarin baginda ise etkilegsme uzaklhiginin sifira gitmesi

ile yerel olmayan teori ile yerel teorinin ¢akigmas: gelmektedir.

Asa@ida yerel olmayan elastisite teorisinin ¢atlak problemlerine uygulan-
masi ile ilgili baz1 galigmalardan kisaca soz edilmigtir. Eringen ve Kim [25]
caligmalarmda sonsuzda diizgin dagili ¢ekme gerilmesine maruz Griffith ¢atla-
gmi incelemiglerdir. yerel olmayan etkilegmeleri catlak dogrultusundaki eksen

lizerinde varsayarak catlak ucundaki gerilmeyi

¢ 2 fE
to—a a

geklinde elde etmiglerdir. Burada ¢, sonsuzdaki cekme gerilmesini 2¢ c¢atlak
uzunlugunu a ise atomik uzakli gostermektedir. Bu sonuca gore ¢atlak ucun-
daki gerilme yigilmas: sonludur, a = O ise yani siireklilik limitinde sonsuz ol-

maktadir. Bu a = 0 daki karekdk tekilligi klasik teori ile aynidir. Eringen [26]



-5 -

ve [27] deki ¢aligmalarinda siras: ile kaymaya ve diizlem digi kaymaya maruz
catlak problemlerini inceleyerek yukaridaki benzer sonuglara ulagmigtir. Yine
An ve Eringen (28], Griffith ¢atlak problemini farkl bir etkilegme gekirdegi kul-
lanarak incelemigler ve benzer sonuglar elde etmiglerdir. Ayrica Eringen [29],
dislokasyon ve gatlak etkilesmesi problemini inceleyerek yerel olmayan elastisite
teorisinin tstlinliigiini gostermistir. Benzer gekilde Eringen ve g¢aligma arka-
daglan tarafindan yapilan yerel olmayan elastik katilarda ¢atlak problemleri
i¢in [30], [31] nolu ¢aligmalardan s6z edilebilir.

Bu ¢aligmada sonsuzda diizlem dig1 kayma gerilmesine maruz lineer, izotrop
sonsuz elastik katida, dogrusal ¢ift gatlak p;'oblemi incelenecektir. Elastik kati,
homojen varsayildifinda problem siiperpozisyon ilkesi kullanarak iki problemin
toplami geklinde ayrlabilir. Birinci problem, icinde gatlak bulunmayan son-
suzda diizgiin dagili diizlem digi kayma gerilmesine maruz sonsuz elastik kat
cisim problemidir. Burada elastik kati homojen varsayildig igin gerilme her
yerde sabit olacaktir. Ikinci problem ise sonsuzda yiiksiiz icinde gatlak yiizeyle-
rine ters yonde etkiyen diizglin dagili kayma gerilinesine maruz aym diizlemde
iki dogrusal gatlak ihtiva eden sonsuz elastik kat1 problemidir. Bu ve benzeri
problemlerin ¢dziimii matematikte karigik simr deger problemlerinin ¢6ziimiine.
karg: gelmektedir. Sinr kogullarimin saglatilmas: ile elde edilen denklemleri anal-
itik olarak cozmek oldukga zordur. Dolayis ile burada ikinci problemin ¢6ziimii

incelenmigtir.

Problemde simir kogullarinin saglatilmas: ile {iglii integral denklemler elde
edilmigtir. Bu denklemlerin ¢6ziimii uygun bir déniigiim ile tekil Fredholm in-
tegral denkleminin ¢oziimiine indirgenmigtir. Bu tekil Fredholm integral denk-
lemini analitik olarak ¢6zmek miimkiin olamamigtir. Bu durum gerek integral
denklemin tekil olmas: gerekse ¢ekirdek fonksiyonun yapisindan kaynaklanmak-
tadir. Burada klasik yani yerel teori kullanilarak bulunabilecek olan ¢dziimiin
daha etkin oldugu varsayilmig ¢6ziim fonksiyonu bir pertiirbasyon serisine agi-
larak, tekil Fredholm integral denklemine yerlegtirilmig ve ardigik olarak ¢ozii-
lebilecek olan tekil integral denklemler elde edilmigtir. Bu tekil integral denk-

lemler sonlu Hilbert déniigiimii uygulanarak ¢éziilebilecek bir yapiya sahiptirler.
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Dolayisi ile formel olarak bu denklemleri ¢6zmek miimkin olmaktadir. Adim
sayis1 artirildikca problemin ¢éziimii o derece zorlagmaktadir. Burada sabit
yikleme durumu igin ilk iki adimda hesaplar yapilmigtir. Birinci adim igin
elde edilen ¢6ziim klasik ¢6ziimdiir. Yani elastisite teorisinden elde edilebile-
cek ¢dziime karsi gelmektedir. ilk iki adimda elde edilen ¢dziimlerin toplamm
yerel olmayan yapiy: ifade eden parametrenin cegitli degerleri icin hesapla-
narak klasik ¢oziim ile kargilagtirilmigtir. Bu parametrenin kiigiik degerleri igin
toplam ¢6ziim klasik ¢oziime yaklagmaktadir. Bu ise yerel olmayan teoriden
elde edilen ¢6ziim ifadelerinin limit durumda yerel teori ile elde edilebilecek olan
coziim ifadeleri ile cakigacagini géstermektedir. Daha sonra gerilme analizine
gecilerek, sirasi ile gift ve tek catlak olmasi halleri i¢in problem incelenmigtir.
Elde edilen sonuglar kaynaklarda mevcut sonuglarla kargilagtirilmstir. Yerel
elastisite teorisinin aksine, catlak uglarinda gerilme maksimum degerlere ulag-
masina ragmen sonlu bir degere sahiptir. Yerel olmayan yapiy: ifade eden
parametre degeri sifir alindiginda klasik gerilme tekilligi olusmaktadir. Yani

catlak ucu civarinda gerilme degeri sonsuza gitmektedir.

Ugli integral denklemler, cok baglh bir denklem sistemidir. Bilinmeyen
fonksiyon ii¢ ayr1 bolgede ii¢ ayri integral denklemi sagliyacak gekilde belirlen-
melidir. Integral denklemlerin gekirdek yapisina ve tanim aralifina bagh olarak
bu denklemlerin ¢6ziimii oldukca zordur. Bu nedenle genelde bu tiir denklem
sistemleri icin yaklagik ¢dziim metotlarina bagvurulmaktadir. Ozellikle izle-
nen yol bu denklemleri tek bir Fredholm integral denklemine ya da simiiltane
Fredholm integral denklemlerine indirgeyerek ¢cozmektir. Cok defa indirgenmig
integral denklemleri analitik olarak ¢6zmek miimkiin degildir. Dolay:si ile prob-
lemin yaklagik ¢dziimii 6n plana gikmaktadir. Tranter [32] i¢ basing ile a-
cilmaya c¢aligilan dogrusal ¢ift gatlak problemini inceledigi caligmasinda sinir
kogullarindan elde ettigi ticli integral denklemleri dual seri denklemlere in-
dirgemis ve diizgiin dagili ic basing 6zel hali icin ¢oziimil tamamlayabilmigtir.
Daha sonra Cooke [33], [34] bu konuda galgmalar yapmgtir. Cooke [33] deki
caligmasinda Tranter [32] ile verilen #iglii integral denklemleri genellegtirerek
Fredholm tipi integral denklemlere indirgemistir. Bu yontemi elektrostatik

problemlere uygulamistir. [34] deki galigmasinda ise Erdelyi ve Sneddon [35]
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tarafindan tanimlanan operatorler yardimu ile {igli integral denklemleri gesitli
durumlar icin incelemigtir. Lowengrub ve Srivastava [36] sonsuz uzunluklu
elastik bir gerit icinde aymi diizlemde bulunan iki Griffith ¢atlag: problemini
incelemiglerdir. Sinir kogullarindan elde edilen iiglii integral denklemleri tekil
Fredholm integral denklemine indirgemislerdir. indirgenmig tekil Fredholm in-
tegral denkleminde gekirdek fonksiyonunu gerit genigligini biiyiik varsayarak
seriye agmglar ve yaklagik bir ¢o6ziim vermiglerdir. Srivastava, Palaiya ve Ka-
raulia [37]| ¢aligmalarinda sonsuz uzunluklu elastik bir geritte aym: diizlemde
yerlesmig iki Griffith ¢atlaklar: ile kayma dalgalarimin etkilegimlerini incelemis-
lerdir. Elde ettikleri tiglii integral denklemleri Fredholm integral denklemine
indirgeyerek sayisal olarak ¢ozmiiglerdir. Tekil integral denklemlerle ilgili temel
bilgiler ve elastisite teorisindeki uygulamalan (38, 39] ile verilmigtir. Tekil in-
tegral denklem sistemlerinin sayisal ¢dziimleri icin gerekli bilgiler [40] ile verilen

caligmadan elde edilebilir.

Sonug olarak bu galigmada yerel olmayan elastisite teorisi kullanilarak diiz-
lem digi kaymaya maruz sonsuz elastik bir katida ayn1 diizlemde iki dogrusal
catlak problemi incelenmigtir. Problemin sinir kogullarindan elde edilen iiglii
integral denklemler tekil Fredholm integral denklemine indirgenmigtir. indir-
genmig tekil Fredholm denkleminin ¢6ziimii icin yukarida kisaca agiklanmaya
caligilan ¢aligmalardan farkli olarak yaklagik bir ¢6ziim gemasi verilmigtir. Ce-
gitli durumlar igin gerilme analizi yapilarak gerek yerel gerekse yerel olmayan
teoride ¢ift catlak ve tek gatlak 6zel hali igin kaynaklarda mevcut olan ¢aligma-

lara uygun sonuglar elde edilmigtir.

Bolim 2 ayit 2.1 de kisa bir girig yapilarak ayit 2.2 de yerel olmayan siirekli
ortamlar i¢in korunum yasalarinin yerellegtirilmig ifadeleri verilmigtir. Ayit 2.3
de termodinamigin II. yasas: verilmigtir. Ayit 2.4 de ise yerel olmayan elastik
katilarin biinye denklemlerine yer verilmig ve ayit 2.5 ise biinye denklemlerinin
lineerlegtirilmesine ayrilmigtir. Ayit 2.6 da 2.5 de elde edilen homojen izotrop

elastik katilarin biinye denklemleri kullanilarak alan denklemleri elde edilmistir.

Bélim 3 ayit 3.1 de ¢ok kisa bir giristen sonra ayit 3.2 de yerel olmayan

elastisite teorisi kullanilarak catlak probleminin formiilasyonu yapilmig ve sinir
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kogullar: uygulanarak problemin ¢6ziimiinii verecek olan figli integral denklem-

ler elde edilmigtir. Ayit 3.3 tiglii integral denklemin ¢6ztimiine ayrilmigtir.

Bolim 4 gerilme analizine ayrilmigtir. Bu amagla ay1t 4.1 deki girigte catlak-
larin bulunduklar: diizlemde yerel ve yerel olmayan elastisite teorisinde gerilme
biinye denklemleri verilmigtir. Ayit 4.2 de yerel elastisite teorisinde siras: ile ¢ift
ve tek catlak olmasi halleri icin ¢atlak ucu civarinda gerilme analizi yapilmigtir.
Ayit 4.3 te yerel elastik ¢oziim ifadesi yerel olmayan elastitenin gerilme biinye
denkleminde kullanilarak yine siras: ile gift ve tek catlak olmasi hallerinde catlak
ucu civarinda gerilme analizi yapilmigtir. Ayit 4.4 de ise yerel olmayan elastisite
teorisinde yerel olmayan katkilari iceren ¢6ziim ifadesi de kullanilarak tek catlak

icin gerilme analizi yapilmigtir.



BOLUM 2
YEREL OLMAYAN ELASTISITE

2.1 GIRIS

Bu bolimde yerel olmayan elastisite teorisinin biinye ve alan denklemleri
{izerinde durulmustur. Ik ayitta genel olarak siirekli ortamlar mekaniginin
korunum yasasinin integral formdaki ifadesi kullanilarak yerel olmayan ortam-
lar i¢in korunum (denklik) denklemlerinin yerellestirilmiy ifadeleri verilmistir.
Sonraki ayitta ise termodinamigin II ci yasasinin yerel olmayan ortamlardaki
ifadesi verilmigtir. Diger ayitlarda ise siras: ile yerel olmayan elastik katilarin
biinye denklemleri ve biinye denklemlerinin lineerlestirilmis ifadeleri verilmigtir.
Son olarak lineerlestirilmig biinye denklemleri kullanilarak lineer izotrop elastik
katilar icin alan denklemleri gikarilmigtir.

2.2 KORUNUM DENKLEMLER]

Bir maddesel cismin, ¢t = 0 aninda dik koordinat takimi X* (K = 1,2,3)
olan ii¢ boyutlu Euclid uzay: E® in, yine {i¢ boyutlu, agik, basit bagimh bir alt
uzaymin Euclid topolojisine gore kapanis: olan bir B bolgesini iggal ettigi kabul
edilir. Yani cisim B bolgesi olarak diigliniliir ve cismin maddesel noktalar:,
t = 0 anina karg1 gelen X* koordinatlar ile ifade edilir. Bdylece t = 0 am

maddesel cismin baglangic durumu olarak alinmig olur.

Cismin hareketi, B bolgesinde X* koordinatlar1 ile verilen P noktasini,
z* (k =1,2,3) dik koordinatlarina sahip p “uzaysal nokta” sina gotiiren
& =(X*,t), VX¥eB (2.2.1)

tek parametreli bir déniigim ile verilebilir. (2.2.1) déniisimiiniin bire-bir ve

tersinin olabilmesi i¢in hareketin jakobiyenin sifirdan farkli olmas:i gereklidir. -

Yani

j=det(z*x)>0, Vt,X*€B (2.2.2)



-10 -

olmalhdir. (2.2.2) kogulu altinda (2.2.1) ’ in tersi
XK = xK@Ek ), vtitev (2.2.3)

geklinde yazilabilir. V' B’ nin (2.2.1) doniigiimi altindaki goriintiisiidiir. Benzer

gekilde OB smir yiizeyinin goriintiisii S ile gosterilecektir. Burada

k 61:"

_ dXX . Dok 9vf(z,t)
yK = 6XK

K _ Lk kol
X% = 9k v= Dt ot ),g:sa.blt_” oz

T

dir. 7_% maddesel tiirevi gostermektedir. Tekrarlanan indisler aksi s6ylen-
medikge indisler iizerinde toplami gosterirler. Genel olarak siirekli ortamlar
mekaniginde, bir S yiizeyi ile sinirh , V hacmine sahip bir cisim iginde y iz ile
ilerleyen bir o(t) siireksizlik yilizeyine sahip ise kaynag ¢ ve akis1 T olan, skaler,

vektor, tansor olabilen bir 4 biliyiikligi i¢in korunum yasas: integral formda

4 / PdV — T -da — / odV (2.2.4)
di V-o s~ 7 V—o
gcklinde yazilabilir. (2.2.4) ifadesinde genellegtirilmig Green-Gauss teoremi kul-

lamildiginda korunum yasasi ,

4 -
/V A Ny —n) - ¢}V + / (e —u)—zlnda=0 (2.2.5)

yazilabilir [41].  Burada y, iz vektériidiir. | ] ise siireksizlik yiizeyi iizerinde
ilgili biiyiikliigiin yilizeyin ilerleme yoniindeki deger degigimini yani sigramasin
gostermektedir. Siirekli ortamlar mekaniginde (2.2.5) ifadesi cismin her pargas:
icin gegerlidir. Bu ylizden (2.2.5) in integrandim sifira egitleyerek yerel korunum
yasalar: elde edilebilir. Yerel olmayan teoride ise yerellegtirme yani cismin her.
pargasi igin gegerli olma varsayimm biraz daha yumusatilarak, yerel olmayan

etkilegimleri de icerecek gekilde korunum yasas

% +Wv*) k-1 —¢=¢ V-0 icinde
[p(v* —u*) = 7% —®*np =0 o (iizerinde (2.2.6)

¢dV + / [®%)dar =0 (2.2.7)
V—o o
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seklinde verilir [22], [42]. Burada ¢ ve &* alanlar yerellegtirme artiklarin
veya yerel olmayan etkilegimleri ifade ederler. Yerel teoride ¢ ve ®* alanlan
cismin her ¢ aninda biitiin noktalarinda ihmal edilmiglerdir. Eger cismin bu
yerellegtirme artiklari birbirinden bagimsiz veya zayif etkilegim iginde ise o za-

man (2.2.7) ifadesi

/ $dV =0 f [®%]da; =0 (2.2.8)
V-0 c

geklinde yazilabilir. Bu genel gosterilime gore gesitli korunum yasalar agagidaki

gibi ozetlenebilir.

i )Kiitlenin korunumu : (2.2.6) ifadesinde ¢ = p , 7¥ = ¢ = 0 alindiginda

kiitlenin korunumu yasasi

2’2 + (pvk),k = ﬁ V-0 iginde
ot
[p(vF —u*) = R¥]ny =0 o fizerinde (2.2.9)

/V $dV + /, [$*]daz = 0

seklinde yazlabilir. Burada p ve R* biiyiikliikleri sirasi ile V — o iginde ve o

iizerinde yerel olmayan kiitle etkilegimlerini gostermektedir.

ii )Momentumun korunumu : (2.2.6) ifadesinde ¢ = pvy ¥ =tF ve ¢ =

p[f, alimirsa, momentumun korunumu yasas:

Lite(f ~8)=py—pf V-0 iginde

~y

[pgl(v" — u¥) —Lk —F lng=0 o iizerinde (2.2.10)

/ pfdV + / [F*]dar =0
V—o o

geklinde elde edilir. Burada p f ve F airasiile V — o iginde ve o izerindeki

yerel olmayan kuvvet etkilegimlerini gostermektedir. ¢ k gerilme vektorii, L
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birim kiitle bagmma cisim kuvvetidir. Gerilme vektori t*, t*! gerilme tansorii
cinsinden

tF =t (2.2.11)

~1i

seklinde yazilabilir. Burada{ pE k uzaysal sistemdeki birim baz vektoridiir.

iii )Momentumun momentinin korunumu : Yine (2.2.6) ifadesinde ¢ = z x
py, ™ =z xtk, $=z xpf*, & =gz x F* ahnarak, (2.2.9) ve (2.2.10)
ifadeleri kullamildiginda

e xt*  veya ' =t"
(2.2.12)
/ ,g,x,;,tdv+/£x£'=da,,
Vo o

elde edilir. Burada gerilme tansoriiniin simetrik oldugu ortaya ¢ikmaktadir.
Genelinde yerel olmayan teoride gerilme tansorii simetrik degildir. Bu klasik
sonu¢ yerel olmayan teoride momentumun momentinin korunumunda ortaya
cikan ¢, & artiklarinin yukaridaki gibi 6zel segiminden kaynaklanmaktadir. Ayni
nedenle [z] = 0 gerge§inden yani hareketin o siireksizlik yiizeyi boyunca siirekli

oldugu varsayimindan dolay: sigrama kogulu 6zdeg olarak saglatilabilir.

iv )Enerjinin korunumu : Yerel olmayan teoride enerjinin korunumunu elde

etmek igin yine (2.2.6) ifadesinde
1 A ) A A
Y=petopy-y, 1f=t"-p+d, d=p[-y+rh, é=ph o* = H*

alinir ve (2.2.9) ve (2.2.10) ifadeleri kullanilir ise

Pl

1 H . _8
pé—-y‘-zk—q",k—ph+ﬁ(e—Eg-g‘)+pi~g‘=p V -0 iginde

[(pe + -;—g~g)(v'° —~u*)—t* .y —¢* — A*]n, =0 o iizerinde

/ phdV + / [H*]|da, =0
V-0 o
(2.2.13)
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sonuglar elde edilir. Burada € birim kiitle bagina i¢ enerji yogunlugu, ¢* yiizey
enerji akis1 , h ise birim kitle bagina enerji kaynagidir. (2.2.9) , (2.2.10) , (2.2.12)
ve (2.2.13) ifadeleri yerel olmayan siirekli ortamlarin temel korunum yasalaridir.
Bu korunum yasalar: cisimlerin geometrileri ve yapilar1 diiginiilmeksizin her
cesit cisim icin gecerlidir. Yerel olmayan artik terimler ihmal edildiginde yerel
korunum yasalan elde edilir. Bazi yumusatic1 varsayimlarla yerel korunum

yasalan yerel olmayan teoride de kullanilabilir.
2.3 TERMODINAMIGIN 1I. YASASI

Termodinamigin ikinci yasasi yani entropinin artimi yasasinin integral form-
daki ifadesi (2.2.4) ifadesi ile benzer yapidadir. Yanhzca egitlik yerine egitsizlik

kullanilacaktir. Bu nedenle

']
Y = pn, ‘rk=%" ¢ =

tanimlari ile (2.2.6) ve (2.2.7) den
. (7 ph _ o+ .
—{— — i =
il — (g )e — 5 2 Pb—in

k
E_.ky_ 9 _ Ak >
" —u%) — % — B'lm 20 (2.3.1)

/ pbdv + / [B*)da, >0
V—-o

o

sonuglari elde edilir. Burada n ve @ siras: ile birim kiitle bagina entropi yogun-
lugu ve mutlak sicakliktir. b ve B ise sirasi ile hacim ve yizeyin yerel olmayan

artiklar1 veya yerellegtirme artiklaridir. Burada
0 >0, infd =0

dir. (2.3.1) ifadesinde

Yp=e—0n (2.3.2)
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geklinde Helmholtz serbest enerji fonksiyonun tamm kullambr ve (2.2.13),

denkleminden b ’ bulunarak (2.3.1) de yerine konursa

—£( +n) + %i" Rkt 0i2qko’k -5~ %(z '2)
(2.3.3)
,, o g
—5L~'Q+p(-é-—b)20 V — o iginde
egitsizligi elde edilir. (2.3.3) sonucu Clausius-Duhem egitsizliginin genellegtiril-
mig geklidir. Biinye denklemlerinin elde edilmesinde (2.3.3) egitsizliginin sagla-
tilmasinin 6nemli bir yeri vardir. (2.3.3) esitsizligi termodinamik biiyiikliiklerin

slireksizlik gostermesi veya tekilliklerin olmasi1 durumunda ve faz geciglerinde

gegerli degildir.
2.4 YEREL OLMAYAN ELASTIK KATILARIN BUNYE DENKLEMLERI

Yerel olmayan teori ile elastik katilarin hareketinin belirlenmesi icin ayit 2.2
de formiilasyonu verilen korunum yasalarimn yam sira katinin yapisim yansitan
biinye denklemlerine gereksinim vardir. Bunun i¢in biinye bagimh degigkenleri
tx1, q¥, ¥ ve 1 ’ya ek olarak yerel olmayan artiklan ifade eden p, f, h larinda
belirlenmesi gereklidir. Boylece bir anlamda klasik biinye denklemleri biitiin
noktalardaki alan etkilerini icerecek gekilde genellegtirilmig olacaktir. Yerel ol-

mayan elastik katilarin biinye bagiml degigkenleri formel olarak

=9z’ .0) (2.4.1)

geklinde gosterilebilir. Buradaki iis igareti cismin biitiin X' noktalarindaki
fonksiyonel baghlig) gostermektedir. Yani

g'=z(X'\t) z' =z XLt o= é(X',t)

z=z(X,t) gz, .=z (X,t) 0=6X,1)

geklinde gosterilmektedir. Sekilsel olarak (2.4.1) de verilen form biinye bagimh
degigkenleri t*, g¥ven igin yazilacaktir. Yerel olmayan artiklar, biinye bagimli

degigkenlerindeki argiimanlarin bazilarina bagh olmayabilir.
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i) Yerel olmazlik aksiyomu : Yerel olmayan artiklar cismin X deki durumuna

agik olarak bagh degillerdir. Bu artiklar cismin biitin X' noktalarinin X nok-
tasina olan etkisi sonucu ortaya giktiklarina gore bunlar ancak X' noktalan
ile X maddesel noktas: arasindaki farka bagh olabilirler. Ornek olarak New-
ton mekaniginde i atomik kuvvetlerin yanliz £ in bir fonksiyonu degil [z’ — z |

uzaklhiginin bir fonksiyonu oldugu gosterilebilir.

ii)Objektivite aksiyomu : Objektivite aksiyomuna gore biinye bagimh de-

giskenleri ve yerel olmayan artiklar, uzaysal koordinat sisteminin keyfi zamana
bagli hareketleri ve zaman degigimleri altinda gekilsel degigmez kalmalidirlar.

Bu aksiyom

EXD=QUz(X 1) +2() QY =@'Q=1 deQ=1 i=t-a

(2.4.2)

seklinde yazilabilir. Yerel olmayan artiklar uzun erigimli i¢ atomik etkilerin

sonucu olarak ortaya giktiklarindan cismin keyfi rijit hareketlerinde degigmezler.

Objektivite aksiyomu geregince ¢ biinye bagimli defigkenin gekilsel degigmez

kalmas: igin

v(Qe' +2,Qz' ,0) =¥(z'z, ,¢)
kogulunu gergeklemelidir. Bu kogul geregi keyfi b oteleme vektorlerinin ¢’ nin

z' niin fonksiyoneli degil de x = z' — z ’ in bir fonksiyoneli olmasi sonucunu

dogurur. (2.4.2);5 ’ i saglayan keyfi @ lar yani donmeler igin 9 fonksiyoneli

] ! r ! ! ’ — [
X 'Xs Ck=X"2, Ckr=g

N'K

!
< EL (2.4.3)

geklinde skaler carpimlarla tanimlanan fonksiyonlarin fonksiyoneli olmaldir.

(2.4.3), deki skaler garpim C}; ve C}, cinsinden -
X' x' = (Ck2i)-(CLal) = Gk CLC™"
geklinde yazilabilir. Boylece ¢
¥ =9(Ck,Cx ') (2.4.4)
geklinde ifade edilir. Yerel etkiler ayrildifinda (2.4.4) ifadesi

X, X x
¢=¢(CK 'CKL’0~;CKL’0) (2-4-5)
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geklini alir. Burada

1 X 5 1 X
Cer =Cxr—Cxkr, 0~=0 -0, CgZ =Cx —Ck (2.4.6)
dir. Ayrica
. I’)f' l’)\(' ) X
F'={c.,C,0~} G = {Cx.,0} (2.4.7)
tanim ile (2.4.5) ifadesi
¥ =¢(F';G) (2.4.8)

geklinde yazilabilir. Burada F' ve G fonksiyonlarinin argiimanlarina gore siirekli
ve tiirevlerinin var oldugu kabul edilir. F’ fonksiyonellerinin olugturdugu uzay
lineer normlu bir uzay varsayilmigtir. Gergekten bu uzay bir H Hilbert uzay:
olarak alinabilir [22],[42]. F] ve F} iki fonksiyonelin i¢ carpim

(F,Fp) = | H(X - XDF(X)F(X)V(X) (2.4.9)

v-x
seklinde tanimlanabilir. Burada H(|X' - X]|) , | X' — X| uzakh ile pozitif olarak
azalan bir fonksiyondur. H(|X' — X]|) etki fonksiyonu yardimi ile X noktasina

civarindaki maddesel noktalarin hareketlerinin etkisi gosterilmektedir. Bu et-

kiler X den yeterince uzaklagildifinda yok olurlar. H etki fonksiyonu olarak

H(X - X)) = exp{-a(X)X - XI}» a(X) >0

(2.4.10)
H(X - X)) ={1+K(X)IX' - XI}"", K(X)>0

ornekleri verilebilir. Cegitli etki fonksiyonlar1 fiziksel gerceklere dayanilarak
atomik lattis dinamigi teorisi yardimm ile verilmigtir [28], [43]. (2.4.10);,2 den
gozlenebilecedi gibi H(0) = 1 dir. Bir ¥(F") fonksiyoneli igin Oy(F'|SV) Fréchet
tirevi | ‘

im |y(F + @) - ¢(F) - 6$(F'|¥)] =0 F, 0V €H (2.4.11)

o'z

ve |||z normu

10)le = (@, 0}/ (2.4.12)
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geklinde tanimlanir. Fréchet tiirevi de bir lineer fonksiyonel oldgundan F', )
lineer fonksiyonelleri Hilbert uzayimn elamanlaridir. Dolayisi ile Riesz-Fréchet

gosterilim teoremi yardimi ile §4(F'|Q') Fréchet tiirevi
S(F|) = / 5 (o xe(x)av (X)) (2.4.13)
v_g 6F

seklinde bir i garpim ile ifade edilebilir [44]. Burada 7¥;, F' ve X' fonksiyon-

FFT?
larinin bir fonksiyonelidir. V ve X ise sirasi ile cismin ¢ = 0 anina karg1 gelen
hacmini ve siireksizlik yiizeyini gostermektedirler. Benzer gekilde ¥ ve G ’ye
gore de siirekli ve tiiretilebilir oldugu kabul edilir. Buna goére ¢ ’ nin zamana
gore tiirevi

, 5
= % /V 3 ﬁ (F'; G, X') " (X')dV" (2.4.14)

yazilabilir. Burada kisalik amaci ile
dv(X') = av’ (2.4.15)

yazilmistir. Simdi (2.4.8) ele alinarak (2.3.3) esitsizligi yeniden yazilabilir. Bu

durumda
p oY / 6y ' i oy
B . ——dV' + 0+t—2———-
900 J,_; 54X me+ 35l 5Ces
6 1
S . ST P TR TR
v-E 6CKL
. 6
_.g(fk__/ "/’ )zlk dV')vk+02q 0k
V- 6C~
6 5, 6 ) ,
2, + b+ (o] - sl
-z 6% 0% 6CK
+p’7h—pb>0

(2.4.16)
elde edilir. Bu egitsizlik v, kuadratigi ve é, v;,x Ok cinsinden lineerdir. Biinye

bagimli degigkenleri ve yerel olmayan artiklar, bu degigkenlerin degigimlerinden
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etkilenmemelidir. Buna goére oncelikle (2.4.16) dan

_ % 6
56 " s 60'5(”/

(2.4.17)

sonuclari elde edilir. Burada 8 > 0 ve (2.2.9); denklemi ile j = 0 sonucuna

ulagilmgtir. (2.4.17) sonuglarina gore (2.4.16) egitsizliginin saglanabilmesi igin
g(iz —D)—pb>0 (2.4.18)

gerekliligi ortaya gikmaktadir. Burada D yerel olmayan disipasyon fonksiyonu-
dur ve
D= / {5—,'/;(9' + —6—',/’,—(-0;“ + L’ff[v;, + (2} — m)'Lle'k}dV’ (2.4.19)
v-z 80~  s0F; - CE
geklinde tamimlanmigtir. Objektivite aksiyomu geregince h ve b de cismin rijit
hareketi altinda gekilsel deffismez kalmahdir. Bunun sonucu olarak D da gekilsel
degismez olmalhdir. Buradan v

5o =" (2.4.20)

elde edilir. Dolayisiile 3, C ’ya bagh degildir. Bu sonug (2.4.17) de kullanlirsa
f = 0 oldugu ortaya qikar. Boylece biinye bagimh degigkenlerini

Iz 1 X N
Y =9(Cgp,0~;Cker,9), f=0 (2.4.21)

geklinde yazabiliriz. Sonug olarak termodinamigin ikinci yasasimin ve objektivite

aksiyomunun gergeklenebilmesi igin (2.4.18) ve (2.4.20) kogullarimn saglanmas:
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gerektigi digiiniilerek yerel olmayan teori ileT glastik katilarin biinye denklemleri
(2.4.17) ifadeleri ile verilirler.

2.5 BUNYE DENKLEMLERININ LINEERLESTIRILMESI

Lineer yerel olmayan elastitenin biinye denklemlerini elde edebilmek igin
biinye denklemlerini degigkenlerine lineer bagl ifadeler geklinde yazmak gerekir.
Biinye denklemlerinin bagimh olduklar: degigskenler fonksiyonlar ise bu fonksi-
yonlar lineer fonksiyonlar, bagiml olduklan degigkenler fonksiyoneller ise kat-
sayilar: ilgili degigkenlerin lineer fonksiyonla.n olan fonksiyoneller olarak yazil-

malidir. Bu amagla py °

po¥=E=50(G0, X0+ [ IZ(G0 X, XIEX)

V--
x (2.5.1)
+33°7(C,0, X, X')Cc, (X)]aV!
seklinde yazilir ve (2.4.17), , ifadelerinde kullanilacak olursa
1958, 1 axy ., oxxL 1 rere
Po EY) Po Jyv_g [ (0 0) + EY) (CKL CKL) x ]dV
KL —P0 ki vk 9%, / 9%y ..,
T _pt X5 = aCKL+2 [BC’ (0 —0)
M N
+ 9B (G o) ~ BNV
(2.5.2)
elde edilir. Lineerlegtirmek igin (2.5.1) deki katsay: fonksiyonlar:
1
Yo = oo + S5  Exr, + EE(I;‘;LMNEKLEMN
E — 2: + E'KLE
00 e (2.5.3)

'K L 'K L KLMN
22 = 220 + = 2' EMN
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seklinde segilebilir. Burada Zoo, DL , TELMY 6 ve X in Ef, , DKL, DKL ve
NHELMN g, X ve X' niin fonksiyonlanidir. Ayrica
KL LK LKMN MNKL
> =% Eg(zLMN — 202 —_ EOZNK

01 — <01 »

tKL _ LK KL, _ swLK
201 '—201 ’ 220 —220

(2.5.4)
SUKLMN _ syLKMN _ syMNKL
simetri ozellikleri yazilabilir. Bilindigi gibi lineer teoride [45]
Cki = b6k +2EkL =6k + Uk,L + ULk (2.5.5)

dir. Burada Uy yerdegigtirme vektorii bilegenidir.

105 1 OnKL 1 osh,
= 1000 %% p 1 9200 g _g
" po 08  po 98 "7 pg v-z:[ 06 ( )
LKL

+ (Exr — Exr) — Too — Z6i “Exp]dV’

a6

=L (ol 4 S B+ [ [0 - 0)
Po V-2

+ 550 MY (Eyn — Eun) - 2850 — S5 "MN Eyn)dV'}alyaly

(2.5.6)
elde edilir. Lineer teori igin
P onq Gk o1 o .1. -
p» 16 em = S(urttunk) e = S(ur —uik)

~o ok 1 ko 77K ok
ExL Senzr gz, u” U b
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yaklagimlar kullanilabilir [45]. Burada 6%, §X koordinat ceviricilerini ve §px
Kronecker deltasini, ex; ve rg; ise sirasi ile Euler gekil degigtirme ve dénme
tansorlerini géstermektedir. (2.5.6)2 denkleminde (2.5.7) ile verilen yaklagimlar

kullanilir ve lineer olmayan terimler atilirsa

t* =a*(1~ €]) + "™ (ep, +17,) + o' (e +77)

klmn 1kl gt tkimn _t ' (2'5'8)
+ 0" emn + / [6"(0 —80)+ o €mnldv
v—0
sonucu elde edilir. Burada
o =(zKL —2 / SKLgyhsk. 6l
o*imn =(mgt MY — 2 / Sox MV qv')6 61 6760
(2.5.9)

o™ =5L gk 6t
o,lklmn EE;IfLMNts?(&}J(SX}&x,

tanimlan kullamlmgtir. Ayrica dv' ile dV’ niin uzaysal koordinatlardaki ifadesi
gosterilmektedir.

(]
dv' = (L)dv' = (1 — ey )dv'
p k

dir. Sicakligin cismin tiimiinde diizgiin dagih oldugu varsayildiinda (2.5.8)

denklemi

t" =aM(1 - €]) + " (e + i) + 0" (e +7m)

(2.5.10)
+ o_klmnemn +/ alklmnel"m]dvl

geklinde yazlabilir. (2.5.10) denklemi izotermal anizotropik homojen olmayan
elastik katilar i¢in yerel olmayan teori ile elde edilen biinye denklemidir. Burada
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a(z ), o*'™"(z ) malzeme fonksiyonlar: ile yerel olmayan etkilegimleri ifade eden

o™ (g ,z') fonksiyonu,

akl — alk, a,klmn — o.lkmn — aklnm o o,mnkl
(2.5.11)
o,lklmn —_ o,llkmn — o,lklnm — o.lmnkl
geklinde simetrilere sahiptirler. izotrop katilar igin
akl — 06"‘, o,klmn — /\6“6'"" +M(6km 6ln + 6kn61m)
(2.5.12)
o,lklmn — Alsklsmn +[l,'(6km 6ln + 6kn61m)
dir. (2.5.12) ifadeleri (2.5.10) denkleminede yerlerine yazildifinda
te =a(l — €)6; + Ae. by + 2(1 + ) ey
(2.5.13)

+ / (N'elrde +2p'e;,)dv'

denklemi elde edilir. (2.5.13) denklemi izotrop elastik katilarin yerel olmayan
teori ile elde edilen biinye denklemleridir. A, y, @ sadece z in fonksiyonlari, A’
, W' ise g ve z' niin fonksiyonlaridir. Eger dogal durumda cisim gerilmesiz ise
yani 6n gerilme yok ise & = 0 olur. Malzeme homojen ise a , & , A sabit g’ , A’

ise |z, — z,| ’niin fonksiyonlaridir. Yani
N=XN(z —zil),  # =4 (e — z) (2.5.14)

Burada ), g’ malzeme fonksiyonlar |z, — z}| uzakhfi arttikga hizla azalan

yapidadir. Orneffin
N =X exp(—klz —z'|]) reel k>0 (2.5.15)
bu ozelligi gosteren bir fonksiyondur. Bazen (2.5.13) denklemini

by = / (Ne,, b + 21 e, )dv (2.5.16)
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geklinde yazmak daha uygun olabilir. Bu halde tanimlanan X’ ve u' fonksiyonlar:
klasik limitte A ve u malzeme katsayilarini veren tiirde fonksiyonlardir. A’ ve

u' fonksiyonlar:
(N, w) = (A p)a(lz’ —z) (2.5.17)

ve
/ a(lz' —z|)dv' =1 (2.5.18)

geklinde tanmimlandiinda (2.5.16) denklemi
by = / allz’ — z|)oLidv’ (2.5.19)
geklinde yazilabilir. Burada o}, gerilme tansoriidiir ve Hooke yasas ile
0 = 0ri(z') = ey, (') 6kt + 20ei(2) (2.5.20)

seklinde tanimlamr. a(|z'—z|) cekirdek fonksiyonu etki fonksiyonudur. Cegitli
z' noktalarindaki sekil degigtirmelerin £ noktasina etkilerini ifade etmektedir.
a(|lz’ — z|) fonksiyonu komsuluk hafiza aksiyomuna uygun olarak maksimum
degerini z = z de aldig1 ve z den uzaklagildikca suretle azaldif1 varsayihr.

(2.5.19) denkleminden a(|z’ — z|) fonksiyonun boyutunun
[(a(lz’ — 1))} = gerilme/ (uzunluik)’

oldugu goriilebilir. Dolayisi ile bu fonksiyonun bir € uzaklik 6lgegine baghihig:
aciktir. Bu bir i¢ karekteristik uzunluktur. Lattis dinamiginden yararlanarak
cegitli etki fonksiyonlar: elde edilebilir. Uygun bir lattis parametresi ¢ olmak
tizere tek kristaller igin ¢

€=¢ya (2.5.21)

geklinde segilebilir. e, boyutsuz, deneyle belirlenebilecek olan bir sabittir. € —
0 gittiginde (2.5.19) denklemi (2.5.20) denklemini verecektir. Bunun sonucu
olarak a(|z' — z |) fonksiyonu bir Dirac-Delta dizisidir ve limit durumunda yerel
olmayan teori yerel teori ile iist iiste diigegektir. Ornek olarak agagidaki etki
fonsiyonlar: verilebilir. Bir boyutlu ortamlarda [21],

Iz’ -2

- ~|) (2.5.22)

a(lz’ —z|) = (2¢)" exp —(
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iki boyutlu ortamlarda [28] ,

Iz’ -2

~|) (2.5.23)

oflz’ —zl) = (2m€*) ™" Ko (=

!
Iz, -z

€

) modifiye bessel fonksiyonudur. Ug boyutlu or-

alinabilir. Burada K,
tamlarda ise [42]

!

z'—zx
a(lz' —z|) = (4n?|g’ —z|)~* exp—(|~ p ~l) (2.5.24)

etki fonksiyonu kullanilabilir. Benzer gekilde iki veya {ic boyutlu ortamlar igin
ofls’ ~z) = wexp-CP' ~2)- (' ~2)]  (2525)

geklinde Gauss fonksiyonu etki fonksiyonu olarak almabilir. (2.5.25) de oy,
(2.5.18) normalizasyon kogulundan belirlenebilecek olan bir sabit, 8 ’yine bir
sabit, a ise lattis parametresidir. v — o = R" igin

4

0p =7~ ‘z‘(;)" (2.5.26)

elde edilebilir. Bu gekirdeklerin ayrintilh yapist yerel olmayan teori ile dalga
yayilimi1 problemlerinin incelenmesi ve sonucglarin lattis dinamigi verileri ile
kargilagtirilmasi ile daha iyi belirlenebilir. Bu sonuglarla ortalama etkilegme
uzakhig: ve soniim hiz1 tahmin edilerek yerel olmayan yap: yeterince tanimlana-

bilir.
2.6 ALAN DENKLEMLER]

Ayit 2.2 de momentumun korunumu yasasindan elde edilen (2.2.10), denk-

leminde $ = 0, f = 0 aliir ve (2.2.11) ifadesi (2.2.10), de kullamlirsa
th +p(fi —) =0 (2.6.1)

geklinde alan denklemi yazilabilir. Bilindigi gibi bu Cauchy hareket denklemidir.
Bu ayit ta lineer yerel olmayan teori ile elde edilen, homojen izotrop elastik
katilarin biinye denklemleri kullanilarak elde edilen alan denklemleri {izerinde

durulacaktir. (2.5.13) biinye denklemi 6n gerilmesiz hal igin yani a = 0 igin
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(2.6.1) denkleminde yerine yazilir ve ayrica A ve u |g' — g | in fonksiyonlan

olduklar: igin
0 0
Fak Vo) = =55 (X, ) (2.6.2)

tiirev bagintis1 kullamlirsa alan denklemi
(A + p)uk et + pu ke + / [N+ i Yu ot + 1 g g )d’

(2.6.3)
- / ohedal + / (oluldal, + p(fi — i) = 0

elde edilir. Burada Green-Gauss teoreminden yararlamlmigtir. (2.6.3) alan
denklemi yerel olmayan teori ile elde edilen lineer izotrop elastik katilarin alan
denklemleridir. Ayrica (2.5.19) ile verilen biinye denklemi (2.6.1) de yerine

yazildiginda, benzer gekilde Green-Gauss teoremi ve

Oa , a(aa;c,)_*_ doy,

’5:—1;7"0',31 = — aa,"k aaz,k (2.6.4)
tlirev bagintis1 kullamldiginda alan denklemleri
[ alle = ghobuds’ - [ alg’ - g )okda}
(2.6.5)

+ / le(lz’ — z[)oklddl + p(fi — iit) = 0

geklinde de elde edilebilir. Eger sonsuz bir ortam igin a(|z '~z |) etki fonksiyonu
(1-eVHa=6(z' —z|) (2.6.6)

diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii ise (2.5.19) biinye denklemine yerlegtirildi-
ginde bu denklemler
1- e"’V’)t,,, = Okl (267)

geklinde bir diferansiyel denklem sistemi ile verilebilir (46]. (2.6.5) alan denklem-
lerinde yiizey gerilmelerinin ve o siireksizlik yiizeylerinin olmadig: diigiiniilerek

(2.6.7) biinye denklemleri kullanilirsa

oxik + (1 — €V pfi — pit)) =0 (2.6.8)
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sonucu elde edilir. Bu denklemler statik halde ve f; = 0 alindifinda
Oty =0 (2.6.9)

geklinde bilinen Navier-Lame denklemlerine indirgenir. Bu durumda yerdegis-
tirme alani (2.6.9) denklemleri ¢oziilerek elde edilebilir. Gerilme alani ise artik
(2.6.7) diferansiyel denklemleri ¢oziilerek elde edilebilir. Sonug olarak sinir ve
baglangig kogullar: yerdegigtirme ve hiz alanlar: yerel olmayan elastisitede yerel

elastisite ile 6zdegtir. gerilme sinir kogulunda ise esas gerilme t;; dir. Yani
b, = t(‘,b)' (2.6.10)

yazilmahidir. Burada ¢(, ), terimi simrda verilen gerilme kuvvetini gostermek-

tedir.



BOLUM 3
YEREL OLMAYAN ELASTITEDE CATLAK PROBLEMI

3.1 GIRIS

Bu boliimde problemin ¢6ziimii verilmigtir. Problemin tanitimi yapildiktan
sonra yerel olmayan elastisite teorisinin biinye ve alan denklemleri kulla.mla,ra.k
formiile edilmigtir. Daha sonra smmr kogullan1 uygulanarak ¢6ziimi verecek
denklemler elde edilmistir. Son ayitta ise sinir kogullarindan elde edilen denk-
lemlerin ¢oziim gemas: verilmigtir. Verilen bu ¢6ziim gemasi iginde ilk adimda
elde edilebilecek olan ¢ozlim klasik yani yerel elastite teorisindeki ¢oziimii ifade
etmektedir. Bu gema ile ilk iki adimdaki ¢6ziim ifadeleri, diizgiin dagili yiikkleme

ozel hali i¢in sayisal olarak hesaplanarak kargilagtirilmigtir.
3.2 DUZLEM DISI KAYMAYA MARUZ CiFT CATLAK PROBLEMI

Aym diizlemde iki dogrusal gatlak ile zayiflatilmig sonsuz elastik bir kati
diigiinelin . Elastik katinin (z; = z,z3 = y) diizlemsel kesitini géz 6niine
alalim (Sekil 3.2.1 ). Catlaklar1 z— ekseni boyunca ve uzunluklar: |b— ¢| olacak
gekilde segelim ve gatlak ylizeylerinde t,, = o9 = sabit diizgiin dagih diizlem

dig1 yukleme olsun

Sekil 3.2.1 Sonsuz elastik katida ¢ift catlak
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Yerdegigtirme alam

Uz = uy =0, u, = W(z,y) (3.2.1)

geklinde alindiginda klasik gerilme alam (2.5.20) den

ow ow
Ozz = uga—:- Oyz = ,a—ag- (3.2.2)

geklinde yazilabilir. Diger gerilme bilegenleri sifirdir. (3.2.2);,2 ifadelerini (2.6.6)

ifadesi ile verilen alan denkleminde yerlegtirilir ve o(t) siireksizlik yiizeyi ihmal

edilir ise

w [ [ ol = ol - s VEWe!, yo'dy
S

s/ " a(la’ — al, [yDloys(e', 0)lds’ ~ / (e’ = 2, [yDloys (e, 0)ldz" = 0
—b b

(3.2.3)
geklinde alan denklemi yazilabilir. Catlaklar y =0 —c <z < -bveb<z <¢c
de yerlegmiglerdir. (3.2.3) ifadesindeki kogeli parantez catlak cizgileri boyunca

sigramayi ifade etmektedir. Burada yerdegigtirme alani
W(z,—y) = —W(z,y) (3.2.4)

simetri kogulunu gergeklemelidir. (3.2.2) ve (3.2.4) den
[oy2(=',0)] =0 (3.2.5)

elde edilir. Dolays: ile (3.2.3) deki ¢izgisel integraller ortadan kalkar. (3.2.3)

denkleminde ' degigkenine gére Fourier déniigiimii uygulanirsa [47]

PW(¢,y)

i~ €Wy =0 (3.2.6)

diferansiyel denklemi elde edilir. Burada

W(E,y) = (2r)~1/2 /_w W(z,y)exp(itz)dz
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dir. Problemin yerdegigtirme ve gerilme sinir kogullar:
W(z,00=0 0<z<b

t,. =0p b<z<e

(3.2.7)
W(z,00=0 z>¢

W(z,y) =0 (2* +¥*)"/? = o

geklinde yazilabilir. (3.2.6) diferansiyel denkleminin (3.2.7), kogulunu saglayan
¢oziimi (y >0 igin)

W(z,y) = (%)‘/2 /oo A(€) exp(—£&y) cos(éx)dé (3.2.8)

]

dir. (3.2.8) yerdegistirme ifadesindeki A(¢) fonksiyonu (3.2.7),,5,5 sinir kogul-
lar1 kullanilarak elde edilecektir. Bunun igin gerilme bilegenlerinin ifadelerine
gereksinim vardir. (2.5.19) ile verilen biinye denklemlerinden sifir olmayan ge-

rilme bilegenleri

tos =[_: /_: a(lz' — z|, |y’ — y|)o..(z',y')dz' dy’

o oo (3.2.9)
tys =/ / a(|z' — z|, |y’ — y|)oy.(z',y')dz'dy’

gseklinde yazilabilir. (3.2.9),,, gerilme bilegenleri (2.5.20) yardimu ile yerdegis-

tirme bilegenleri cinsinden yazilir ve ¥’ degigkenine gore integraller iki toplam
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geklinde ifade edilir ise
oW (=,
o= [y [ aet ol ' - s 2

o / ' [ afle ol b ~ o) 2

(3.2.10)
*u/ dy/ alle’ - 2l,ly' - «)BW(””"”d'

+/t/ dy' / afjz' ~ =), )y’ ~yl)md«'v

bulunur. (3.2.19); ifadelerinin ilk toplamlarinda y' yerine —y' yazlarak dii-

zenlenirse
ter = [ [ fall! = ol b = v = ale’ — ah Iy + o1 2t
tyz = Loo dy' [j’o [a(lx' - wi’ly’ . y]) +a(|:c' _ wl,ly’ +yl))?}_/]]—gz-,,_yld .
(3.2.11)

gseklinde gerilme ifadeleri elde edilir. (3.2.8) deki yerdegigtirme ifadesi (3.2.11); 2

ile verilen gerilme ifadelerinde yerlegtirildiginde

tpy = — (%)1/2# /000 A(£)£d§ /o°° dy’
<[ " la(le’ = 2,y yl) - a(lz’ — 2], ! + y])) exp(~Ey') sin(£z")da’
the == 1P [ acepea [ a

X [” la(lz’ ~ 2|, ly' — yl) + a(lz’ —=|, |y + y|)] exp(—£€y') cos(éz')da'

(3.2.12)
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sonuglarina ulagilir. a(]z' —z|) etki fonksiyonu olarak (2.5.25) ile verilen Gauss

fonksiyonu alinarak iki boyutlu ortamlar icin

o(fa’ ~ oIy’ ~ 31) = o exp[~(E) (&' ~ 2)* + (4’ ~ )]

yazilabilir. Burada ag sabiti (2.5.26) dan
= 1By
a0 = —(~)

dir. (3.2.13) ile verilen etki fonksiyonunda

Cy

a

yerine
_ (B2
p=(3)

yazilir ve (3.2.12), ; ifadelerine yerlegtirilerek,
n=z -z

doniiglimii yapilirsa

ter == 3o [ At [ ay
x [ lexploply' ~ 4)) — exp(—pl +9))
 exp(~¢y') exp(—pr?) sin £(n + 2)dn

the == () Pua [ At [ o
x /_ o:o[exp(—p(y' —y)?) +exp(—p(y' +9)*)]

x exp(—¢y') exp(~pn*) cos §(n + z)dn

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)



-32 —

sonuglan elde edilir. (3.2.17); 2 ifadelerinde
v=€6-2py F=E(+2py (3.2.18)

taniumlanir ve yeniden diizenlenirse

2.1/2 °°

== (2)uan [ At
L 0
o0
X /0 exp(—py”)[exp(~py” — 1y') — exp(—py" — 7y")dy’

o0
< / exp(~pn?) sin €7 + )dn
)

o0 (3.2.19)
== )0 [ Aterede
X /0 exp(—py*)lexp(—py”? - 1y') + exp(—py”? — 7y')]dy’
X /_ 4 exp(—pn*) cos {(n + z)dy
elde edilir. Burada
- siné(n + z) sin(éx)
L = /_Oo eXP(—pnz) cosé(n + ) = ( )1/2 exp( ) cos((a:)

L= / " exp(-py® ~ )’ = 5 ") exp( ] ){1 ;)]

\/"

2z
®(2) =27r"1/2/ exp(—t2)dt
0

(3.2.20)
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integralleri gozoniine alindiginda ve

Yy
;i;)—exp( ¢y)

exp(—g—:;) exp(—py?®)ezp(
exp(—-%) exp(—py”)exp(z—p) =exp(£y)

egitlikleri kullamldiinda (3.2.19), , ifadeleri

t,,=—(2w)-*'2u/0°°A(s)z[exp( D1 - a(S 20

W
- exp(¢a) (1~ @52 sin(ee)ag
(3.2.21)
b == m) % [ A@)ctern(-¢0)(1 - 8( £
exp(en)(1 (578 con(co)de
geklinde yazilabilir. Ayrica
erfe(z) =1—8(2) (3.2.22)
oldugundan gerilme ifadeleri
= — (27)~ /2 / A(€)€[exp(— fy)erfc( \/fy)
—exp(fy)erfc( ‘/_ )]sm(fz)d{
(3.2.23)
- m) o [ A dexn(-ex)erse S

+ exp({y)erfc( )] cos(éz)dé

f
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geklinde de yazlabilir. Burada sonug olarak (3.2.7);,3,s simr kogullar1 kul-

lanilarak

/w A(€)cos(éz)dé =0 O0<z<b

/ooo £A(£)crfc(§—§\/—z_;) cos(¢z)d¢ =(§)1/2% b<z<e (3.2.24)

/oo A(€) cos(€x)dé =0 z>¢

iigli integral denklemi elde edilir. Bu integral denklemlerden A(¢) bulunabilirse

yerdegigtirme ve gerilme alani tamami ile belirlenmig olur. Burada

z _a r _ [200¢?
5=~ ,¢ = €e ,e-—ﬁ; k=~ ve Po—\/ﬂ_ (3.2.25)

tanimlar: yapilarak (3.2.24), ;5,5 denklemleri

/ A(¢)cos(s¢)d¢ =0 O<s<k
0

|7 sAerseles)cos(as)ls =3Py k<< (3.2.26)

/oo A(¢)cos(s¢)d¢ =0 s>1

o

geklinde de yazilabilir.
3.3 UCLU INTEGRAL DENKLEMLERIN ¢OZUMU

Ay1t 3.2 de sunulan gatlak probleminin ¢éziimii (3.2.26) ile verilen {iglii integ-
ral denklemlerin ¢6ziimiine indirgenmistir. Bu denklemlerde genelligi saglamak

igin P, yerine P(s) geklinde s ’ nin bir fonksiyonu yerlestirilir ve

K(e¢) = erfe(eg) (3.3.1)
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tanim yapilirsa (3.2.26) integral denklemleri daha genel bir formda

/oo A(Qcos(s€)d( =0 O0<s<k
0

| AR st =5Pe)  k<a< (3.3.2)

/0 T A cos(sC)d =0 s> 1

geklinde yazilabilir. Burada e parametresi yerel olmayan yapiy:1 tanimlaysn
parametredir. € = 0 i¢in K(0) = 1 oldugundan, (3.3.2) ile verilen denklem-
ler bu durumda yerel elastisite teorisinden elde edilebilecek olan denklemleri

vermektedir.

Uglii integral denklemleri ¢ézmek igin genel olarak izlenen yol bu integral
denklemleri Fredholm integral denklemine veya simiiltane Fredholm integral
denklem takimlarina indirgeyerek ¢6zmektir. Burada da 6nce bu tiglii integral
denklemler Fredholm integral denklemine indirgenecek ve indirgenmisg integral
denklemin ¢6zlimii tizerinde durulacaktir. Bu amacla (3.3.2); 2,3 denklemlerin-

de A(¢) bilinmeyen fonksiyonu yerine

1
A¢) = ¢ / h(£2) sin(Ct)dt (3.3.3)
k
geklinde tamimlanan ifade yazilir ve [48]
- (5 lsl<t
/0‘ ¢! sin((t) cos(s¢)d( = 0, |s|>¢ (3.3.4)

sonucu kullanilir ise (3.3.2); denklemi s > ¢ oldugu igin kendiliginden saglanir.
(3.3.2); denklemi ise

/l h(t*)dt /°° ¢ sin(¢t) cos(s¢)d¢ =0 O<s<k
k 0

geklinde yazilabilir. Burada s < ¢ oldugundan (3.3.4) ile verilen integralin
sonucu dikkate alindiginda

/k : h(t*)dt = 0 (3.3.5)
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kogulu elde edilir. (3.3.5) kogulunun h(t?) fonksiyonu fizerine getirdigi kisitlama
fiziksel olarak yerdegigtirme fonksiyonun tek degerli olmasina karg: gelmektedir.

Saglanmas: gereken son denklem (3.3.2), dir. Bu denklem (3.2.3) tanim ile

Aﬁmﬂalmxmymggmmga=§pm k<s<1 (3.3.6)

geklinde yazlabilir. Burada K(e¢) yerine (3.3.1) deki ifadesi (3.2.22) bagintis:

gozoniinde bulundurularak yazilir ve
K, (s,t) = / " [1 — ®(eg)] cos(s¢) sin(t¢)de (3.3.7)
0
tanimi yapihirsa (3.3.6) integral denklemi
‘/kl h(t*) K, (s,t)dt = gP(s) k<s<1 (3.3.8)

sekline doniigiir. Boylece (3.3.2) ile verilen iicli integral denklem sisteminin
¢6ziimi (3.3.5) kogulu altinda (3.3.8) integral denkleminin ¢dziimiine indirgen-

mig olur. Burada

cos(s¢) sin(¢t) =% {sin¢(s +t) —sin¢(s —t)}

(3.3.9)
/ [1 — ®(az)]sin(bz)dz —-—(1 - exp(— )) a>0,b0>0
sonuglar1 (3.3.7) ifadesinde kullanilir ise K (s,t) cekirdek fonksiyonu
L1 (8 + t)’ ( )
Ki(s,t) = 31— exp(- 1) - 21— (- C Py (s5.10)
olarak elde edilir. Burada
MGILG ) — (s — ) exp(=37)
K;(s,t) = ™ i (3.3.11)
tanimlandiginda (3.3.10) ifadesi
Ki(s,) = 5o 5+ Ka(s,1) (3.3.12)

yazilabilir. (3.3.12) ifadesi (3.3.8) deki integral denklemde yerine yazildiginda

/1 th(t?)dt _ /1 K, (s,t)h(t*)dt = er-P(s) k<s<l1 v(3.3.13)

t2_32
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tekil Fredholm integrali denklemi elde edilir. Bulunan bu int;agral denklemin
(3.3.5) kogulu altinda ¢5ziimil incelenecektir. (3.3.13) tekil integral denkleminde
K, (s,t) gekirdek fonksiyonu esash bir tekillife sahiptir. Bu nedenle ¢ekirdek
fonksiyonu herhangi bir gekilde yani degigkenlere veya parametreye gore seriye
agarak ardigik bir gema olugturma olasilig yoktur. Burada K, (s,t) cekirdek
fonksiyonunun bulundugu terimin ¢6ziime olan katkisinin integral denklemin
diger kismi1 yani dominant (gigli ) parcasinin yaninda ¢ok az oldugu var-
sayillarak K;(s,t) cekirdek fonksiyonun igine v seklinde yapay bir parametre
yerlestirilirse (3.3.13) denklemi

/ th(t")dt [ v, (5,)h() di = 7 P(s) (3.3.14)

*

gseklinde yazilabilir. h(t?) fonksiyonu
=Y v h.(t?) (3.3.15)
n=0

olarak segilir ve (3.3.5) ve (3.3.14) denklemlerinde yerine yazilarak diizenlenirse

1 2 1
/ thit )dt=/ hoo1(P)Ka(sst)dt  n>1
k k

tho(t?)dt = _
/k rpe 2P(.s) n=0

(3.3.16)

1
/ ha(’)dt =0 n=0,1,2,
k

denklemleri elde edilir. P(s) verilen bir fonksiyon oldugundan (3.3.16), ; den
ho(t?) bulunabilir ise (3.3.16), denklemin‘in“ sag tarafi belirlenmig olacaktir.
Yani rekiirsif olarak ho (%), ks (t2), h2(t2),- - -, by (t?) fonksiyonlarim elde etmek
miimkiin olabilecektir. Burada v yapay parametresi gercekte bir olmas: gereken
bir parametredir. (3.3.16) ile verilen ifadeleri toplu bir gekilde yazabilmek amaci

tle P(s) n=0
Bl = apih ()Ko(s,t)dt n>1 (3:3.17)
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tanimlandiginda (3.3.16) denklemleri

2 ['th,(t?)dt _ _
R I e

k<s<i1
° (3.3.18)

1
/ h.(t?)dt =0 n=0,1,2,---
k

seklinde yazilabilir. (3.3.18) denkleminin ¢Sziimii, sonlu Hilbert déniigiimi kul-

lanilarak ifade edilebilir. Bunun igin agagida verilen teoremden yararlanilabilir
[49], [50].

Teorem: Eger R(s) € Ly(k,1) ise

L h(t)dt

H[h(t)] = =R(s) k<s<l1

denkleminin ¢ozimi

l[R(s)] = h(t) _ _(___)1/2 / ( )1/2 R(s)ds

s—t

o

BT

geklindedir. Burada L,(k,1) , (k,1) araliginda karesi integre edilebilen fonk-
siyonlarin olugturdugu uzaydir. Bu teoremden yararlanarak (3.3.18) denklem-

lerinin ¢oziim ifadeleri

2 sR,(s)ds
() == 2E e [y el
(3.3.19)
Cn n=0,1,2,

VG
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geklinde yazilabilir. Burada C, sabitleri (3.3.18), kosullar1 kullanilarak elde
edilebilirler. n = 0 igin (3.3.17) ve (3.3.19) dan h, (t?) fonksiyonu

2

ho(t“)=—;; — )"’/(s2 ,cz)"2

N Co
V(e —k2)(1—2)

sP(s)ds

(3.3.20)

yazilabilir. Buradaki C, sabiti (3.3.18), den n = 0 igin
/ ( 1/2 / ( )1/2 sP(s)ds
“=1F 1- t2 52 — ¢2 (3.3.21)

geklinde elde edilir. Burada

F= F(g,\/l —k?)

fonksiyonu birinci tiir eliptik fonksiyondur. Ayrica

2 - k)1 —-s2)"",, -1t 1-8)(s® —k2)/?,. -1
(o) i ={mae -
(3.3.22)
6zdegligi kullanildiginda (3.3.20) ifadesi
ho(£?) = — ;( — )1/2/ ( — )1/2 SP(S)ds
(3.3.23)

+ Do
V(e -k2)(1-1)

geklinde yazlabilir. D, sabiti ise yine (3.3.18), kogulu kullanilarak
_ __2_/“( 1—¢ )llzdt/1(32 —k’)I/,sP(s)ds
F J, ‘1?2 —k? e 1—g2 82 — 2 (3.3.24)

olarak elde edilir. Verilen P(s) fonksiyonuna gore ko (t*) (3.3.20) veya (3.3.24)

den hesaplandiktan sonra diger adima gegilerek (3.3.17) den R, (s) hesaplanir ve
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(3.3.19) ve (3.3.18), den h,(t?) hesaplanabilir. Yani formel olarak n =1,2,---
icinde h, (t?), h2(¢?),- - - fonksiyonlar: hesaplanabilir.

P(s) = P, yani sabit fonksiyon alinir ise sirast ile (3.3.21) ve (3.3.24) den
Co ve D, sabitleri hesaplanabilir. (3.3.20) veya (3.3.23) de yerlerine yazilarak
ho (t2) fonksiyonu tam olarak belirlenmig olur. Hesaplamalar sirasinda kul-

lanilan

A sf(s)ds
Ji = /I; \/(1 — s"’)(sz — k?)(s? —12) k<t<i (3.3.25)

integrali gozoéniine alinir ve J, integrali Cauchy asal degerli oldugu diigtiniildi-
glinde

L e(fls) — f(B)ds o ods
- [ eat=me—n O [ e

1

yazilabilir. (A.16,24) den yukaridaki ikinci toplamdaki integral 6zeg olarak
silirdir. Dolayisi ile (3.3.25) integrali

Y (f(s) - f()ds

k<t<l1

) =

e VO -2 - k) (s? —t2) (3.3.26)
yazilabilir. Buradan
/l(sz—kz)llz sds
 1—82 82 —t2 2 (3.3.27)
ve
/1(1—32 /2 sds _ w
VR TY e BT R (3.3.28)

oldugu kolayca gosterilebilir. Ote yandan
E= E(%, V1-—k?)

ikinci tiir eliptik fonksiyon olmak izere [51]

142 _
/ (% t’f)l”dt:E—k”F
(G
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ve

1=
/k(tz_kz) dt=F-E

sonuglar1 ve (3.3.27,28) gdzoniine alindiginda siras: ile

E
=P0(k2“f)
E
Do =PRy(1-3)
2 _
() = 7yt BIF

Ve - k)1 -2)
elde edilir. n=1 olmas: halinde (3.3.17) den

R,(y) = ;/: hqo (u?) K, (y,u)du

(3.3.29)

(3.3.30)

(3.3.31)

(3.3.32)

yazilabilir. (3.3.31) den h(u?) ifadesi ve (3.3.11) den K;(y,u) nun ifadesi

(3.3.32) de yerlerine yazildiklarinda

R, (y) = &/kl {(y+u)e"p(_!%)_) + (u—y)exp(—llz_gL)} (u? — E)du

V(e - £2)(1 - v?)(u? — ¢?)

elde edilir. (3.3.19) dan ise

hy(?) = -

)1/2/ ( )1/2 le (y)dy

C,
V(e - k)(1- )

+

yazilabilir. C; sabiti ise (3.3.18), kogulundan

/(t2 )‘/’dt/( )I/zle(y)tfy

v

(3.3.33)

(3.3.34)

(3.3.35)
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geklinde elde edilir. Yine (3.3.22) 6zdegligi kullanihr ise

R e S M 0

D, (3.3.36)

MY )

yazilabilir. Dy sabiti ise yine (3.3.18)2 kogulundan
2 ! 1/2 1/2 le (y)dy
= — t .
7rF/,c (7 k2) d / G ) _ g (3.3.37)

olarak bulunur. (3.3.36) ve (3.3.37) ifadeleri (3.3.26) sonucundan yararlamilarak

hy(82) = — 1( 1- )1/2 ' {(y? — E®)Ri(\/fy) — (1% — k?)Rq(t2)dy
! k2 V(1 —y)(y — k?)(y? — t2)

+ D1
V(12 = k2)(1 - ¢?)

(3.3.38)
ve D= L ! (1—t)dt
T F e T - P)
[ -PRGD - -Rey O
Y ) O ) (o)
geklinde ifade edilir. Burada
rety < [ RGT) — (@ )Ry
k2 V(I =y)y — k) (y — 1?) (3.3.40)

tanimlanir ve (3.3.39) ile verilen D, ifadesi (3.3.38) ifadesinde yerlegtirilir ise

1 (- 2y — L _ Q-It)dt

7/ (1 — t2)(t2 — k2) 4F / Vi1 = t)(t - k?) N ROl

(3.3.41)

hl(tz) = —
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elde edilir. Benzer iglemler n = 2,3, icin h;(t?), hs(t?), - - - fonksiyonlarinin
hesaplamalar: iginde yapilabilir. Burada ho(t?) fonksiyonun ifade ettigi ¢6zim
klasik ¢oziimdiir. Yani yerel elastisite teorisindeki ¢oziime kars1 gelmektedir.
Yerel olmayan elastisite teorisinden gelen katkilar1 ise difer adimlardan elde
edilebilecek olan ¢oziimler ifade etmektedir. Yerel olmayan yapiy: ifade eden €
parametresi sifir alindiginda bu ¢6ziimlerde sifir olmaktadir. Délayxsl ile geriye
yalmz klasik ¢6ziim kalmaktadir. ¢ parametresinin sifira yaklagan degerlerinde
toplam ¢ozlimiin klasik ¢6ziime yaklagacaf: rahatlikla sGylenebilir. Bu amacgla
burada yanhzca h,(t?) ve h,(t?) fonksiyonlarinin sabit yikleme durumu igin

¢oziimleri ile yetinilmigtir.

k = 1/2 alinarak catlak fizerinde yani ¢ € (1/2,1) araliginda ho(t?) ve
ho (t?) + hy(¢?) fonksiyonlan (3.3.31) ve (3.3.41) ifadeleri kullanilarak € nun
1/20,1/50, 1/100,1/200 degerleri igin hesaplanmgtir. Bu parametre degerleri
igin kg (t?) ve ho (¢2) + hy (¢?) nin dagihmlarini ifade eden grafikler Sekil 3.3.1—4
ile verilmiglerdir. Grafiklerden de goriilebilecegi gibi ¢ parametresi kiigiilditkge

ho (t?) ve ho(t2) + hy (t?) egrileri birbirine yaklagmaktadir.



44 -

19 -

8-}

61 - I
ho (t2) i

o ho(t?) + hy(t?) 4

el
a.5 8.55 2.6 8.65 a.? 8.75 . 8.8 .85 0.9 8.95 1

Sekil 3.3.1 € = 1/20 igin
ho (t?) ve ho(t?) + h, (¢?) fonksiyonlarimn degigimi
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18
o+
6-1
ho (tz) Mt
ho(t?) + hy(8?) 4
43

-2

8.5 a.58 8.6 8.65 8.? 8.7 | 8.8 @8.a8s 2.9 a.9s

Sekil 3.3.2 € = 1/50 igin
ho (£2) ve ho(1?) + hy (t*) fonksiyonlarinmn degigimi



—46 -

ho (tz) R
€=1/108 by (tz) + hy (tz) o+

h

o o

8.5 8.55 8.6 8.6% 8.7 8.7 « 8.8 8.85 8.9 8.95

Sekil 3.3.3 € = 1/100 igin
ho (t?) ve ho(t?) + hy (t?) fonksiyonlarinin degigimi

o
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4 - ho(tz) :“:'»
ho(t?) + Ry (82) :+

2.5 8.55 8.6 8,65 8.7 2.75 . 8.8 8.68% 8.9 8.9

Sekil 3.3.4 ¢ = 1/200 igin
ho(t?) ve ho(t?) + h,(t?) fonksiyonlarinin degigimi

P S



BOLUM 4
GERILME ANALizi

4.1 GIRIiS

Catlak ucu civarinda gerilme dagiliminin belirlenmesi, catlak probleminin en
onemli kismini olugturmaktadir. Bu bolimde bir 6nceki béliimde formiilasyonu
ve ¢0ziim gemasi verilen ¢ift gatlak problemi i¢in ¢atlak ucu civarindaki gerilme
dagilimi incelenmigtir. Bu amagla y = 0 igin (3.2.8) ve (3.2.23),,; ile verilen

yerdegigtirme ve gerilme bilegenleri

W (z,0) =¢§ [ 4@ cos(esyae

ty. (z,0) = — \/gu /0 ) EA(E)er fe( \/-)COS(f”)df (4.1.1)

t.(z,0) =0

geklinde yazilabilir. (3.2.15) ile verilen boyutsuz biiyiikliikler kullamlir ise

W(e,0) =2 [ 40 con(cie

£,.(s,0) = — \/gp /o " ¢ A(g)er foles) cos(¢s)ds

(4.1.2)

elde edilir. Bu ifadelerde A(¢) fonksiyonu yerine (3.3.3) ile verilen ifade yer-

lestirilir ve yine benzer bigimde (3.3.4) integralinin sonuglarindan yararlanihr

W(s,0) =\/g[ M)t k<s<1

£a0,0) =~y 2l [ REM [ ey e

ise

(4.1.3)
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bulunur. Burada K;(s,t) fonksiyonu daha énce (3.3.11) ile tanimlanmgtir.

ty:(s,0) = @ fy(5,0) (4.1.4)

7

Ayrica

yazilirsa (4.1.3), ifadesi

o= 2 SO e

geklini alir. $imdi (4.1.5) ifadesi ile verilen gerilme bilegeni gesitli durumlar
icin incelenecektir. Ik énce € = O olmasi halinde yerel teoride sirasi ile cift
ve tek catlak olmasi halleri icin gerilme durumu incelenmigtir. Daha sonra
ise € # 0 olmasi1 durumunda klasik ¢éziim yani h,(t?) fonksiyonu ile verilen
¢oziim ifadesi (4.1.5) ile verilen biinye denkleminde yazilarak yine siras: ile gift
ve tek catlak igin g¢atlak ucu civarindaki gerilme dagiliglar1 € parametresinin
cesitli degerleri i¢in verilmistir. Son olarak ise tek ¢atlak olmasi durumunda
hy (t2)+h, (t?) ¢Oziim ifadesi yine (4.1.5) biinye denkleminde kullanilarak benzer
analizler yapilmig ve tek gatlak olmasi halinde € = 1/100 degeri icin elde edilen
sonuglar yardimu ile ¢atlak ucundaki gerilme hesaplanarak mevcut kaynaklardan

elde edilmis sonuglarla kargilagtirilmsgtir.
4.2 YEREL ELASTISITEDE GERILME ANALiZi

€ = 0 alindiginda (3.3.11) den gorilebilecegi gibi K, (s,t) = 0 ve yine h(t?)
fonksiyonun yapis: incelendiginde h, (t?) fonksiyonu ile verilen ¢Oziimiin gegerli

oldugu gorillecektir. Gerilme ifadesi ise (4.1.5) den
. 2 [*th(t?)dt
ty,(s,()):—;/km 0<s<k
(4.2.1)
1 4h (42
£,.(s,0) =2/ th(t)dt o4

nJ, 82-—1t2

seklinde olur. (4.2.1), , ifadelerinde h,(t?) fonksiyonu yerine sirasi ile (3.3.20)
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ve (3.3.23) ile verilen ifadeler yerlegtirilir ve (A.30) gozoéniine alinir ise

. 4 Mt 1-¢ tdt 112 tdt
tyZ(3’0)=;E{/k. [/k (tz_k2)1/2t2_32+/,;(t2—k2)1/2y2—t2]

0<s<k

=k nyPG)y, Dy
(T ) N T D)

ve

A 4 [ 2=k, tdt 142 — k2 tdt

_ /2 _ 1/2 ,
tyz(sao) 7,‘_2{/,‘ [/k(l__tz) 12 — g2 /k(l—tz) t2_y2] ‘
)1/2 yP(y)dy} _ Co

s>1
y?—s? /(2 —1)(s% - k?)

x(y —k2

elde edilir. Yukaridaki ifadeler siras: ile (3.3.28), (A.8) ve (3.3.27), (A.15)

yardim ile

ty,(s 0) == (k2 2)1/2/( )1/2yP(y)‘iy
Do
Y T CEr) B
Pl (4.2.2)
£,:(s,0) = )1/2 / (= 2)1/2.«/828/)3/2.1/
Co

s>1

Y G

geklinde yazilabilir. Gerilmenin (4.2.2); 5 ile verilen ifadelerine bakildifinda
sirasi ile s degeri k ve 1 ’e yaklagtiginda bu ifadeler sonsuza gitmektedirler, Bu
ise gerilmenin gatlak uglarinda karekok tekilliklerine sahip olduklarim goster-
mektedir. Oysa fiziksel olarak bu miimkiin degildir. Gerilme ne kadar biiyiik
olursa olsun sonlu bir degere sahip olmahdir. Bu durum yerel elastisite teorisin-
den kaynaklanmaktadir. Catlak uglarindaki egrilik o kadar kiigiiktiirki bu ug
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noktalar siireklilik limitinin diginda kalmaktadir. Bu durum yerel siirekli ortam-
lar mekanigi teorilerinin yetersiz kaldig1 durumlara bir 6rnek tegkil etmektedir.

Bunun igin burada catlak uclarindaki gerilme durumunu belirlemek icin
N, = lim /(k — 8){,,(s,0)
sk~

(4.2.3)

N, = lim +/ (s — 1)E,,(s,0)
s—1

geklinde tanimlanan [52] gerilme yigilmasi ¢arpanlarinin tanimlar: kullanilacak-
tir. Sirasiile (4.2.3);,, tanimlarini (4.2.2), , de elde edilen gerilme ifadeleri igin

kullanilir ve diizenlenirse

2 yP(y)dy

ey e [ e B

N, =

4.2.4
2 dy (4.2.4)

' ,/2(1 k2) NN 2)/ \/(1—y2 —k?)

o C'o]

elde edilir. Eger P(y) fonksiyonu verilir ise o zaman (4.2.4),;; den gerilme
yigilmasi carpanlar1 hesaplanarak gerilme durumu gatlak uglarinda belirlenebi-
lir. P(y) = P, yani sabit yiikleme alinir ve (3.3.29) ve (3.3.30) dan C, ve D,
in degierleri (4.2.4), , ifadelerinde yerlestirilirse

Ne=— T (Z_
V2k(1—k?) F

(4.2.5)

A o

elde edilir. N, /P, ve N, /P, 1n (4.2.5) ile verilen ifadeleri gegitli k& degerleri iin
hesaplanarak dagilimlarini gosteren grafikler Sekil (4.2.1 — 2) ile verilmiglerdir.
Grafiklerden de goériilebilecegi gibi catlak boyu biiylidiik¢e gerilme yigilmasi

carpanlarinin degerleri kiiciilmektedir.

Tek gatlak olmasi durumunda (4.2.2), de k = 0 alinir ve yine sabit yiikleme
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digtiniiliir ise

A P - zd
i.(s0)= 2t [Vi-gdy
e R (4.2.6)

geklinde gerilme ifadesi yazilabilir. (4.2.6) ifadesi

1 Pos l—y

s>1

fos (5,0) = (4.2.7)

geklinde yazilir ve (A.4) ile verilen hipergeometrik serilerin integral gosterilimi

bagintis1 kullanilir ve gerekli iglemler yapilir ise

£,,(s,0) =
w(2:0) §? — 1 (4.2.8)

elde edilir. Catlak yiizeyinde gerilmesiz sonsuzda diizlem dig1 kayma gerilme-
sine maruz tek gatlak probleminde ise (4.2.8) ifadesinden siiperpozisyon ilkesi

geregince
Fos s§>1
s2 —1 (4.2.9)

fy, (s,0) =

olarak elde edilebilir. (4.2.9) ifadesinde boyutlu biiyiikliiklere gegilir ve gatlak

ucundaki gerilme y1§ilmasi ¢arpan: hesaplanir ise

tys(c,0) = oov/e

b (4.2.10)

geklinde bilinen Griffith kirilma kriteri elde edilebilir.
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2.1

1.5+

8.5
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.65 8.1 8.15 8.2 0.25 8.3 9.35 8.4 9.45 8.5

Sekil 4.2.1 N, /P, fonksiyonun k degerlerine

gore degigimi
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8.25

8.15 -

9.85 /

Sekil 4.2.2 N, /P, fonksiyonun k degerlerine

gore degigimi

8.5
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4.3 KLASIK ¢OZUM KULLANILARAK GiFT VE TEK CATLAK ICIN
YEREL OLMAYAN ELASTISITEDE GERILME ANALIiZI

Bu ayitta yerel elastisik ¢dzlimi ifade eden h,(t?) fonksiyonu yerel olmayan
elastisitenin biinye denkleminde kullanilarak cift ve tek catlak olmas1 durum-
larinda gatlak ucu civarindaki gerilme dagiligi incelenmigtir. Bu amagla (4.1.5)
ile verilen biinye denkleminde h(t?) fonksiyonu yerine k,(t?) fonksiyonu yerles-

tirilir ise gerilme ifadesi

By (5,0) = — 2[ /k 1 t:;(t_z)sft - /: h(t*) Kz (s, t)de] (4.3.1)

geklinde yazilabilir. (4.3.1) de Kj;(s,t) nin (3.3.11) ile verilen ifadesi ve (3.3.31)

de elde edilen h, (t?) fonksiyonu yerlerine yazilarak dﬁzenlendiéinde

t,,,(s 0) _ t? - § s ex __( t)
L0 __2f N CEr e el L )

+ (t — s) exp(— (s +1)° )]dt}  O<s<k

4¢?
ty,sO t? — & 1 (s —1t)?
_“{/ Vit — k)1 - t2)(sz _ ) [t - 3ls +t)exp(="5)
(s +t)’
+ (t — s) exp(— )]dt}  s>1
(4.3.2)

yazilabilir. (4.3.2), , ile verilen gerilme ifadeleri artik gesitli k ve e degerleri i¢in
hesaplanabilir. Sekil (4.3.1 — 4) de k = 1/.2”igin e = 1/20,1/50,1/100,1/200
parametre degerlerinde hesaplanan gatlak ucu civarindaki gerilme degerlerinin
grafikleri verilmigtir. Bu grafiklerden de goriilebilecegi gibi ¢ 'a bagh olarak
catlak uglarindaki gerilme degerleri deffigmektedir. Yerel elastisite teorisinin
aksine ¢atlak uglarindaki gerilme degerleri sonlu kalmakla birlikte € kiigtildiikce
catlak uglarindaki gerilmeler biiyiik degerler almaktadir. ¢ — 0 gotiirildiiglinde
(4.3.2);,2 den goriilebilecegi gibi klasik gerilme ifadeleri elde edilebilir. Geril-
me ifadelerinin sayisal hesaplarinda (B.11) ile verilen Chebyshev kuvadratiir

formiili kullanitmigtir.
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Tek catlak olmasi durumunda (4.3.2), ifadesinde k£ = 0 ahnir ise

iyz (s,0) - 2 /l [t - %[(8 +1) exP("'Lait;Lz') ~(s—1) exp(—i'—‘:;—:Lz)]]tdt
B 7l i )

s>1

(4.3.3)
geklinde gerilme ifadesi yazilabilir. Yine (4.3.3) ile verilen gerilme ifadesi € nun
cesitli degerleri igin (B.12) ile verilen Chebyshev kuvadratiir formiili yardimi
ile hesaplanabilir. Burada yine ¢ = 1/20,1/50,1/100,1/200 igin (4.3.3) ifadesi
catlak ucu civarinda hesaplanarak gerilme dagilimi grafikleri gizilmigtir. (Sekil
4.3.5 - 8) Gerek gerilme ifadesinden, gerek grafiklerden goriilebilecegi gibi € — 0
yaklagtikca gerilme degeri catlak ucunda sonsuza gitmektedir. Klasik teorinin
aksine € # 0 oldukca gerilme degeri catlak ucu civarinda sonlu kalmaktadir.
Ayrica gerilme dagilimim ifade eden grafikler Eringen [27] tarafindan elde edilen

dagilim grafikleri ile uyugmaktadir.
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€=1/28
1 W—
8.5 ¢+
1 1 1
8 } { t } } } t t —]
-~
ty: g5.1
F,
-1—.
-1.85 +
~z1
-} 8.2 2.4 8.6 8.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
8

Sekil 4.3.1 € = 1/20 igin ¢ift catlakta
catlak uglari civarindaki gerilme dagihim
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€=1/58
4 —
8.5 1
. ; = { : ot ; : |
-8.5 +
.
t,vz -1 -
F
-1.8 4
24
-2.5 +
e 3 I
8 8.2 8.4 8.6 8.8 1 1.2 1.4 1.6
S

Sekil 4.3.2 € = 1/50 igin ¢ift catlakta
catlak uclari civarindaki gerilme dagilim
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€=1/189

8.5 1+

2.5 -

2.5 1

-3 4

-3.5+4

8 8.2 8.4 8.6 8.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Sekil 4.3.3 € = 1/100 igin ¢ift catlakta

catlak uglari civarindaki gerilme dagilim
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€=1/288

——

-1

éﬂ-)
o

S

e 8.2 8.4 8.6 8.8 1 1.2 1.4

Sekil 4.3.4 € = 1/200 igin ¢ift catlakta

catlak uglari civarindaki gerilme dagilim

1.6

i.8
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)
<
[

|
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= =

-8.5 +

-1.5-

8.5 1.8 2.5

Sekil 4.3.5 € = 1/20 igin tek gatlakta

catlak ucu civarindaki gerilme dagilimi
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1
8.5 |
€=1/59
| (
L } } | 1 1
-8.5 1
~
t,.
F,
i
-1.5 +
-2.9 4
e a.5 1 1.5 2 2.8
S

Sekil 4.3.6 € = 1/50 igin tek gatlakta
catlak ucu civarindaki gerilme dagilim
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€=1/160

8.5 1+

-1

Qe
-4
N

-

-1.5 1

-2 4~

-2.5 +

1.5 2.5

-3.5-L
8.5
]

Sekil 4.3.7 € = 1/100 igin tek gatlakta

catlak ucu civarindaki gerilme dagilimi
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8.5 1+

-
£ =Y

-1 -4

N
«@
N
1
-
(1]
i
|

=

-2.5 -1

-3.8 ¢+

1.5

Sekil 4.3.8 € = 1/200 igin tek catlakta
catlak ucu civarindaki gerilme dagilim
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4.4 YEREL OLMAYAN ELASTISITEDE TEK CATLAK PROBLEMi

Bundan dnceki ayitlarda gerilme analizi klasik ¢oziim yani yerel elastisik
¢ozlimil ifade eden hy (t?) ifadesi kullanilarak yapilmigtir. Bu ayitta ise hq (¢2) +
h, (t?) ¢oziim ifadesi kullanlarak tek catlak icin gerilme analizi yapilacaktir.
Burada h, (t?), yerel olmayan katkilari iceren ayit 3.3 de ¢6ziim gemas: sunulan
ikinci adima karg: gelen ¢6zlimii ifade etmektedir. Bu amagla (3.3.38) den k =0

icin

¥ — 12 (4.4.1)

elde edilir. Burada R, (y*) ifadesi (3.3.33) den birtakim diizenlemelerden sonra

G(y,u) = {(1 + %) exp(—(—‘/—;4zi)-) +(1- \/_) exp(— (Vuty) =) -2}

4e?
(4.4.2)
olmak tizere
/ G(y,
Bw') =57 1 —u u-— (4.4.3)
tammi ile r
R, (y*) = Po(1 + Ry (y))
(4.4.4)

yazilabilir. (4.4.4) ifadesi (4.4.1) de kullanilir ve ara iglemler yapilirsa (3.3. 31)
den k = 0 igin h, (2?) 1fa.des1 de gozoniine alindiginda

Pt

ho (£?) + hy (t?) = ir

1 2 D 2
1= F @) - REN o

seklinde yazilabilir. Burada

F(#?) = /o 1 \/T%Zm’ (1-y) — Ry (¢7)]dy (4.4.6)

geklinde tamimlanmigtir. Catlak ucu civarindaki gerilme degerlerini elde etmek

i¢in yine (4.1.5) de k = 0 alinarak h(t?) yerine (4.4.5) den ho(t2) + h,(t?)
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fonksiyonu yerlegtirildiginde ve (4.4.2) den
t,,,(s 0) _ / [t [1 — L{F(t) — (1 + R, (t))}|G(s, t)dt
P 2r 1- t— 82 - (4.4.7)

gerilme ifadesi elde edilebilir. (4.4.7) ile verilen gerilme ifadesi ayit 4.3 oldugu
gibi € ’nun siras: ile 1/20,1/50,1/100,1/200 degerleri icin gatlak ucu civarinda
hesaplanarak gerilme dagiliglar: elde edilmigtir. (Sekil 4.4.1 - 4) Gerek ayit

4.3 de tek catlak i¢in elde edilen gerilme'dﬁélllglarl gerekse (4.4.7) den elde
edilen gerilme dagiliglar1 birbirine ¢ok yakindir. Burada elde edilen gerilme
degerleri ¢’ na bagl olarak ¢atlak ucundan uzaklagtikca ayit 4.3 de elde edilen
degerlere gore hizla sifira gitmektedir. Buna ragmen her iki durumda elde
edilen gerilme dagiliglar1 birbirine ¢ok yakin olmasi klasik ¢6ziimiin yani ho (¢2)
ifadesinin yerel olmayan elastitenin biinye denklemlerinde kullanilmas ile elde
edilen gerilme degerlerinin gatlak ucu civarindaki gerilme durumunu yeterince

acgiklayabilecegini soyleyebiliriz.

Catlak ucundaki gerilme y1gilmasi
ta(00) _ 6 _ @
oo Ve "~ 2fc (4.4.8)

seklinde verilebilir [26]. Burada c; (4.3.3) ve (4.4.7) den ortalama olarak € =
1/100 igin
¢; = —0.30

(4.4.9)
alinabilir. Burada Eringen [26], [27] de oldugu gibi agagidaki sonuglar: ¢tkarabi-
liriz.
a: Maksimum kayma gerilmesi gatlak ucunda olugmaktadir ve bu deger son-
ludur. (4.4.8)
b: Kayma gerilmesi, a — 0 oldugunda yani atomik uzakhk sifira gittifinde
catlak ucunda sonsuza gitmektedir. (Klasik sonug ) .
c: t,.(c,0) = t,(= kohezyiv kayma gerilmesi ) degerinde gatlak yayilmaya
baglayacaktir. Bu durumda (4.4.8) den

0':0 = CG
(4.4.10)



67 -

yazilabilir. Burada Cg

a
CG=(

)t

2f¢; (4.4.11)
dir. (4.4.10) ifadesi gevrek kirilma igin Griffith kirilma kriteridir. Bu ifade
Griffith ’in onerdigi ylizey enerjisi kavramini kullanmadan dogrudan maksi-
mum kayma gerilmesi hipotezi yolu ile verilmigtir, [26]. Kirilma icin (4.4.10)
ile verilen bu kriter makroskopik ve mikroskopik dlcekteki kirilma mekanigini
sadece birlegtirmekten ziyade, atomik 6lgekte dogal olarak bag bozulmalarinda
dahi kullanilabilir. Kohezyiv gerilme ¢, Griffith ’in tanimladig: - yiizey enerjisi
kavrami kullanilarak tahmin edilebilir. Bu amagla [39),

4pny

o= 11— (4.4.12)

yazilabilir. (4.4.12) ifadesi (4.4.11) ’e egitlendiginde

t2 =K.y
(4.4.13)
yazilabilir. Burada
K, = 8ucy B
7(l—v) (4.4.14)

olarak tanimlanmigtir. Celik igin elastik sabitler ve v degeri olarak [27],

4 =1975CGS,u = 6.92 x 10'' CGS,v = 0.291,a = 2.48A°

alinir ise

¢
= =0.19287363/2
© (4.4.15)

elde edilir. Radyal yani r = ne mesafesinde (n adet atom uzaklhinda) yerel
olmayan etki fonksiyonun r = 0 daki degerini %1’ e indirdigi varsayildiginda

(3.2.13) ten
1
_[A2p2) —
exp(—A"n") = 100
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yazilabilir. Buradan ise
B = 2.145966/n

(4.4.16)
elde edilebilir. Bu deger (4.4.15) de yerine yazildiginda
2 -1/2
— =0.282542n
7 (4.4.17)
elde edilir. n =6 igin )
= =0.1153
P (4.4.18)

dir. Bu deger Eringen [27] de 0.14 olarak verilmistir. (4.4.18) ile verilen bu sonug
metalurji bilimi ile ugragan aragtiricilarin elde ettikleri degerlerle uyugmaktadir.
Ornegin Kelly [53] de ¢, /u = 0.11 olarak verilmigtir. Yerel olmayan yapiy:
ifade eden etki fonksiyonlarinin deneylerle uyumlu olarak yeterince dogru olarak
segilmesi halinde yerel olmayan teori, yerel teorinin yetersiz kaldig:1 problemlere

bagar ile uygulanabilecegi soylenebilir.
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1
8.5
=128
° } f } i {
i
Py
8.5
_1.—.—
451
8 8.5 1 1.5 2 2.8
S

Sekil 4.4.1 € = 1/20 igin tek gatlakta
catlak ucu civarindaki gerilme dagilimi
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1
8.5 +
€=1/59
1 1
a } T T
-8.5 +
ty:
Po
-1
-1.5
-2 -
-2.5 -
] 8.5 1 1.5

Sekil 4.4.2 e = 1/50 igin tek catlakta
catlak ucu civarindaki gerilme dagilimi
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'€=1/108

-8.5 1

-1

2.5+

Sekil 4.4.3 € = 1/100 igin tek catlakta

catlak ucu civarindaki gerilme dagilim
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-2

-3~

8.5 1 1.5

Sekil 4.4.4 € = 1/200 igin tek catlakta

catlak ucu civarindaki gerilme dagilimi

-t



SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢aligmada sonsuzda diizgiin dagih diizlem dig1 kayma gerilmesine maruz,
icerisinde dogrusal iki ¢atlak bulunan lineer izotrop sonsuz elastik kati prob-
lemi goz oniine alinmgtir. Elastik kat1 homojen varsayildiginda problem, sii-
perpozisyon ilkesi kullanilarak iki problemin toplami geklinde ifade edilebilir.
Birinci problem, iginde ¢atlak bulunmayan sonsuzda dizgiin dagil diizlem dig1
kayma gerilmesine maruz lineer izotrop sonsuz elastik kati problemidir. Bu
durumda malzeme homojen varsayildigi icin gerilme her yerde sabit olacaktir.
Ikinci problem, sonsuzda yiiksiiz, atlak yiizeylerine ters yonde etkiyen diizgiin
dagili kayma gerilmesine maruz iki dogrusal catlak igeren lineer izotrop sonsuz
elastik kati problemidir. Bu galigmada ikinci problem yerel olmayan elastisite

teorisi kullamlarak ¢oziilmeye cahigilmigtir.

Problemin sinir kogullarindan iiretilen tglii integral denklemler tekil Fred-
holm integral denklemine indirgenmigtir. Elde edilen tekil integral denklemi
dogrudan analitik olarak ¢ozmek miimkiin olmamigtir. Bunun nedeni integ-
ral denklemin hem tekil olmasindan hemde cekirdek fonksiyonun yapisindan
kaynaklanmaktadir. Burada klasik elastisite teorisi kullanilarak elde edilecek
¢Oziimiin etkin ¢6ziim oldugu varsayilarak, ¢6ziim fonksiyonu bir pertiirbasyon
serisine acilmig ve tekil Fredholm integral denklemine yerlegtirilerek rekiirsiv
( ardigik ) tekil integral denklemlere ulagilmigtir. Elde edilen tekil integral
denklemler, formel olarak sonlu Hilbert doniigimii uygulanarak ¢oziilebilecek
bir yapiya sahiptirler. Bu doniigiim yardimi ile integral denklemlerin ¢6zim

ifadeleri genel olarak verilmigtir.

Birinci ve ikinci adimdaki denklemlerin ¢6ziimleri sabit ylikleme 6zel hali igin
ifade edilerek, sayisal olarak ¢dziilmiiglerdir. ilk adimda elde edilen ¢dzim yerel
elastisite teorisinin kullanilmas ile elde edilecek olan ¢6ziimii ifade etmektedir.
Yerel ¢6ziim yani birinci adimdaki ¢6ziim analitik olarak hesaplanmigtir. Yerel

¢oziim ve yerel olmayan katkilar: igeren ikinci adimdaki ¢dzlimlerin toplam,
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yerel olmayan yapiy1 ifade eden parametrenin gegitli degerleri igin hesapla-
narak yerel ¢6ztim ifadesi ile kargilagtirilmigtir. Yerel olmayan yapiy: ifade eden
parametre sifira yaklagtikca yani kii¢iik degerleri icin yerel olmayan teorinin bir

sonucu olarak toplam ¢6ziimiin yerel ¢6ziime yaklagtif géi‘iilmﬁgtﬁr.

Elde edilen ¢6ziim ifadeleri kullanilarak 6nce yerel elastisite teorisi i¢in sirasi
ile gift ve tek catlak icin gerilme analizi yapilarak ¢atlak uglarindaki gerilme
yigilmas: carpanlan diizgiin dagili yikleme icin verilmigtir. Daha sonra yerel
yani birinci adimda elde edilen ¢6ziim ifadesi yerel olmayan elastisitenin gerilme
biinye denkleminde kullanilarak sirasi ile yine ift ve tek gatlak igin yerel ol
mayan yapiy1 ifade eden parametrenin ¢egitli degerlerinde ¢atlak ucu civarindaki
gerilme degerleri hesaplanarak gerilme dagiliglarinin grafikleri verilmigtir. Son
olarak birinci ve ikinci adimda elde edilen ¢6ziimlerin toplami yine yerel olmayan
teorinin gerilme biinye denkleminde kullanilarak ayni parametre degerlerinde
tek catlak icin gatlak ucu civarindaki gerilme deéeﬂeri hesaplanarak, gerilme

dagiliminm ifade eden grafikler verilmigtir.

Yerel olmayan yapiy: tanimlayan para.xﬂefrenin sifirdan farkh olmasi duru-
munda gerilme degerleri ¢atlak ucunda yerel teorinin aksine sonlu kalmaktadir.
Yine en biyiik gerilme degerleri catlak ucunda olmaktadir. Tek catlak icin
maksimum kayma gerilmesi hipotezi kullanilarak gatlak ucundaki kritik gerilme
degeri Eringen [27] deki yol izlenerek hesaplanmugtir. Bunun igin birinci adimda
yerel olmayan teori ile ¢atlak ucunda hesaplanan gerilme degeri ile yine birinci
ve ikinci adimdaki ¢6zimlerin toplaminin kullanilmas: ile elde edilen gerilme
degeri de dikkate alinarak ortalama bir deger secilmistir. Ozel olarak yine [27]
deki gibi gelik i¢in yapilan sayisal incelemede Kelly (53] de verilen teorik degere
% 0.5 hata ile yaklagan bir sonug elde edilmigtir. Eringen [27] de ise bu yaklagim
% 3 olarak elde edilmigtir.

Bu elde edilen deger metalurji ile ugragan aragtiricilarin yaptiklar1 ¢aligma-
larla elde ettikleri degerlere yaklagikli bakimindan kabul edilebilir bir sonug
oldugu sdylenebilir [53]. Dogaldir ki yerel olmayan yapiy: ifade eden etki fonk-

siyonlarinin ortamin biinyesini yansitacak gekilde deney sonuglar: ile uyumlu
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bir gekilde segilmesinin biiyiik yarar olacaktir. Eger biinye denklemleri ortam
icin gerekli 6zen iginde segilebildigi takdirde elastisite ya da genel olarak yerel
sirekli ortamlar teorilerinden kaynaklanan yetersizliklerin yerel olmayan teori

yardimi ile giderilebilecegi sGylenebilir.

Sonug olarak problemin ¢6ziimii sirasinda kullanmilan ¢oziim gemas birinci,
ikinci adimda oldugu gibi istenilen adima kadar kullanilabilir. Adim sayisi
arttikca problemin bilgisayar kullanilarak ¢oziimii de o derece giiglesmekle bir-
likte miimkiindiir. Burada ilk iki adima kars: gelen ¢6ziim ifadelerinin sabit
yiikleme hali i¢in hesaplanmasi ile yetinilmigtir. Bu da yerel olmayan teoriden
bekledigimiz sonuglarin elde edilmesi bakimindan yeterli olmugtur. Gerilme
analizinde dzellikle tek gatlak 6zel hali i¢in yerel ¢6ziim ifadesinin kullanilmas ile
yerel olmayan teoride, gatlak ucuna yaklagildiginda elde edilen gerilme degerleri
mevcut sonuglara uygun diigmektedir. Son olarak yihe tek catlak olmasi hali
icin bu defa yerel olmayan katkilar iceren ikinci adimdaki ¢oziim ifadesi de kul-
lanilarak gerilme durumu incelenmigtir. Bu inceleme sonucunda catlak ucuna
yaklagildiginda elde edilen gerilme degerleri bir 6nceki incelemeye gore birbirine
¢ok yakin olmakla birlikte gatlak ucundan uzaklagildifinda daha ¢abuk sifira

gitmektedir. Bu ise probleme uygun bir sonugtur.



EK-A
BAZI INTEGRALLERIN HESAPLANMASI

Burada sonuglarindan yararlanilan bazi integrallerin hesaplanmasi tizerinde
durulacaktur.

1 —t2 tdt
I = / e BT O (A1)
integrali gozoniine alinir ve bu integralde

t?=u

doniigiimii uygulanir ise

1—u du
/kz u—k? (u—2?) (4.2)
yazilabilir. Yine (A.2) de
u=(1-K)y+k*

dontigimi yapilirsa

L= gt [vta-a {1- G }-1@ (4.3)

yazilabilir. Burada

Flospima) BBy 6) = [ gyt (e dy (Ad)

bagintisi g6zoniine ahindifinda [54], (A.3) integrali

(1-8) 1ok

b=z "% (2 2)F(1 =)

(A.5)

geklinde yazlabilir. Burada F(a,8;v;w) ve B(B,v — B) fonksiyonlar: siras: ile
hipergeometrik fonksiyon ve beta fonksiyonudur. (A.5) ifadesinde gériilen beta

fonksiyonu
1 3 I‘( rE) =«
B3 @@ 2

dir. Ayrica
1 1 1
F(1, 5;2;0}) = F(1, 5;2;40(1 —-v)) = 19

(A.6)
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bagintis1 kullanildiginda

R

yazilabilir. Burada
_1-F
w= 22 — k2

yazilir ve (A.5) ifadesine yerlestirilir ise

22 -1

7|'
Il = "'E(l -

elde edilir.

! /t”—k” tdt
Iz=‘/k 1—t2 t2_zz z>1

integralini hesaplamak igin yine sirasi ile
’=u

ve
u=(1-Fk)y+k?

doniigiimleri uygulanir ise

(1-%) 1-4

I2=

__(1-F) o8 1008,
L= 2(z=—k2)B(2’2)f‘(l’2’2

halini alir. Burada

F(a,fi1iw) = (1~ w)""* P F(v - a,7 - Biiw)

veya 0zel olarak rekiirans bagintis: yardim ile

F(1,5

yazilabilir. (A.6) (A.13) igin kullanilir ise

“2Z = k) J, y%(l—y)'g{l—(zz _kz) y}-ldy

geklinde yazilabilir. Burada (A.4) ile verilen bagint1 kullanildiginda

1-k2

!zz_kz)

?.;2;,,,) =(1-w) FF(1, %;2;«1)

’

F(l,g;2' )= (t-w)7? 25” /1-0)

elde edilir. Burada yine w yerine

1- 42

23 — k2

W=

(A7)

(4.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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alinir ve (A.11) integralinde yerlestirilir ise

22 _kz

T
I, = —-—2—(1 + 71 ) (A.15)
elde edilir.
! tdt

I, = € (k,1 A.16
= e BELCU B

integrali yine

u=1t
déniigiimi ile
1

L =1 du z€ (k,1) (4.17)

T 2) Vu-P) I —u)(u-2?)

yazilabilir. Yukarida (A.17) ile verilen integral Cauchy asal degerli olarak
diiginilir ise

2

1 [? du

=35/, i a © (k, 1) (A.18)
ve 4
Jy = % T kz)(f“_ ) (k,1) (A.19)
olmak {izere tanimlanir ise o takdirde (A.17) integrali
I =J, +J, (A.20)

olarak yazlabilir. (A.18) ve (A.19) integrallerinde sirasi ile

v=GNE=E) -y (A21)

ve
22—k 22

eyl

v=( :i) —q (4.22)

doniigiimleri yapildiginda

Jy (A.23)

_ 1 /”_iv__=_J
2/(0—2)( k) Jo v+l

elde edilir. Dolayisi ile (A.17) ile verilen integral 6zdeg olarak sifirdir. Yani

I,=0 (A.24)
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z > 1 ise I, integralini (A.16) dan yine siras ile
v =1t

ve
v=(1-K)y+k*

doniigiimleri yardim ile

I————l——/l oyt lio A2y VT
2T 2(22 —k2) J, y y 2k Y y
yazilabilir. Yine (A.4) bagintis1 géz 6niine alinir ise

iy 1 1—4k2
-y b lia )

/

Iz=

yazilabilir ve
F(—n,8;8;—w) = (1 + w)"

bagintis1 kullanilir ise

I, = —g[(zz ~1)(2-F)F  z>1

elde edilir. z € (0, k) olmas: halinde ise kolayca (A.26) ve (A.27) den

I, = %l(l ~2) k- 22)] % ze(0,k)
elde edilebilir. Buradan (A.24), (A.28) ve (A.29) ifadeleri topluca

Y tdt
5 _/k Ve =) 1 -8)( — 22)

(Z[(1-2%)(k* —2%)]"% O<z<k

_{0 . k<z<l1

—Z[(2® —1)(2* - k’)]‘* z>1

\

geklinde yazlabilir.

(A.25)

(A.26)

(4.27)

(A.28)

(A.29)

(4.30)



EK-B o
CHEBYSHEV KUVADRATURU

Chebyshev kuvadratiiri Gauss kuvadratiiriiniin 6zel bir halidir. Ancak
sinirhh durumlarda bir ortogonal polinom ile iligki kurularak olugturulabilir. Ku-
vadratiiriin temel formili

/b“’(”)f(x)dz = A{f(21) + f(za) + -+ f(2a)} + Rn (B.1)

a

geklinde yazlabilir. Burada w(z) agirhk fonksiyonunu, R, ise hata terimini
ifade etmektedir. (B.1) den gérildigia gibi A,z,,z,,...,Z, yani n + 1 tane
bilinmeyen vardir. Bu bilinmeyenleri bulabilmek igin (B.1) ifadesi en azindan n’
yinci dereceden polinomlarla saglatilmalidir. Bu amagla f(z) = z*,k = 1,2,...n
segilir ve R, = 0 alinir ise (B.1)

A{zk + 2k + 42t} =M, k=0,1,2,..,n (B.2)

yazilabilir. Burada M,
b
M, =/ w(z)z*dz k=0,1,2,..,n (B.3)

olup momentleri ifade etmektedir. (B.2) de k¥ = 0 igin

_ M,
elde edilebilir. (B.2)
zf+a:’;+---+z:="M’° k=1,2,..,n (B.5)
M,

yazilabilir. (B.5) ifadesi n bilinmiyenli lineer olmayan denklem sistemini ifade
etmekte ve bilindigi gibi bu denklemlerin ¢6ziimi oldukca zordur. Bu nedenle
Gauss kuvadratiiriinde oldugu gibi polinom k6ki bulma ydntemi tercih edilir.

F.(z)=(z-z)(z—23):+ (z — 2,) (B.6)
tanimi yapilir ve logaritmik tiirev alinir ise

1 1 1
Fl(z) = + +oet
r—x T — Ty r—z,

} F, (z) (B.7)
yazilabilir. F, (z) polinomu

F,(z)=z"+a,,2" " ' +---+ a2+ a (B.8)
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geklinde tanimlanir ve (B.7) de yerlestirilir ise, birtakim ara iglemlerden sonra

+( W +

n na,_; n—m Mo' n~m+1

+an la +an).L+ _n+(n l)an 1+...(n—m)aﬂ—m (Bg)
Mo -l Mo ™ n zm )

elde edilir. (B.9) ifadesinde ilk n + 1 terim yani X’in azalan kuvvetlerinin kat-
sayilar1 birbirine egitlendiginde

nM, nM, 4. +nM"'"la +nM,,,
Mo nm—-m+1 Mo n-—1 Mo

ma,_n, +

=0 (B.10)

seklinde
QoyQyyeeey Ay

katsayilarim bulmak igin gerekli bagintilar elde edilir. Daha sonra (B.8) poli-
nomunun kokleri bilinen yéntemlerle bulunarak

L)3T24:003Ty,

koordinatlar: belirlenmis olur. Boylece (B.1) den ise kuvadratiir yaklagik olarak
hesaplanabilir. Kuvadratir ile ilgili ayrintili bilgiler cegitli kaynaklardan [55]
elde edilebilir. Burada ortogonal polinomlarla iligki kurularak olugturulabilen
kuvadratiirlere 6rnek olarak sirasi ile

’ f(y)dy ~ - _b+a tﬂ'
/a\/(y—a)(b—y)"z“"f(y‘) b=y + 5

i=1
‘1 .
Z; = cos u, w,-=£ i=12,..,n (B.11)
2n n
ve
21 —-1m
dz = ; ; = cos? z
‘/ f(z) z & E wif(z;)  z; =cos M1z
w, 27 t=1,2,. (B.12)
1™ )

verilebilir. burada (B.11) kuvadratiri

T.(2) (Ta(1) =

oin- 1)

(B.12) kuvadratiri
T2n+ 1 (\/5)
Vz

geklinde gosterilen birinci tiir Chebyshev ortogonal polinomlar: ile iligkilidirler.
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