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OZET

Bu tezde, ¢cok noktali yerel olmayan smir kosullu ters eliptik problemi bir Hilbert
uzayinda arastirilmistir. Burada ters eliptik problemin yaklasik ¢oziimii i¢in iiglincii ve
dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalar1 kurulmustur. Sunulan bu fark
semalarmin ¢oziimleri ig¢in kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif
kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Burada kararlilik esitsizliklerini kanitlamak i¢in
operator yontemi kullanilmistir. Cok boyutlu kismi eliptik diferansiyel denklem icin ters
yerel olmayan sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimiiniin tiglincli ve dordiincii
mertebeden dogruluklu fark semalari olusturulmustur. Ayrica ¢ok boyutlu kismi eliptik
diferansiyel denklem i¢in yerel olmayan ters Dirichlet ve Neumann tipi sinir deger
problemlerinin yaklasik ¢oziimiiniin yiiksek mertebeden dogruluklu fark semalari
kurulmustur. Bu fark semalarinin ¢oziimleri igin kararlilik kestirimleri ele alinmistir.
Uciincii ve dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin sayisal ¢oziimlerini
bulmak icin ise algoritma ile birlikte test edilen Orneklerle MATLAB kodlar

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark semasi, Kararlilik esitsizlikleri, Sayisal ¢6ziim, Sinir

deger problemi, Ters eliptik problem.

VI



SUMMARY

In this thesis, the multi-point nonlocal boundary conditional inverse problem is
investigated in a Hilbert space. For the approximate solution of the inverse elliptic
problem, third and fourth order accuracy difference schemes are established. Stability,
almost coercive stability and coercive stability estimates are obtained for the solutions
of the presented difference schemes. The operator method is used to prove the stability
inequalities. For the approximate solution of the inverse nonlocal boundary value
problems for the multidimensional partial elliptic differential equation, third and fourth
order accuracy difference schemes are created. For the approximate solution of nonlocal
inverse Dirichlet and Neumann type boundary value problems for multidimensional
partial elliptic difference equations, higher order accuracy difference schemes are
established. Stability estimates for solutions of difference schemes are discussed. In
order to find numerical solutions of third and fourth order accuracy difference schemes,

examples tested by MATLAB codes are given together with the algorithm.

Keywords: Difference scheme, Stability inequalities, Numerical solution,

Boundary value problem, Inverse elliptic problems.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda lineer sistemler, metrik uzayi, normlu uzay, Banach uzayi, i¢ ¢arpim
uzay1, Hilbert uzayi, sinirli lineer fonksiyoneller, sinirli operatorler, 6z-eslenik ve pozitif
taniml1 operatorlerin tanimlar1 verilmektedir. Ayrica direkt ile ters problemleri
aciklanmaktadir. Bununla birlikte fonksiyonun tiirevlerinin yaklasim formiilleri ve
onlarin yaklasim mertebeleriyle ilgili bazi kavramlarin tanimlar1 ile agiklamalar

verilmektedir.

Tammm 1.1.1. Bir £ kiimesinde, x ve y elemanlarmin her ikisi i¢in, x+y ile
gosterilen ve toplam olarak adlandirilan bir eleman varsa ve her bir x ile A reel
(karmasik) sayisi igin, Ax ile gosterilen ve onlarin ¢arpimi olarak adlandirilan bir
eleman varsa ve bu islemler asagidaki sartlar1 sagliyorsa, o zaman FE kiimesi reel
(karmasik) lineer uzay: olarak adlandirilir (Krein, 1972):

Vx,v,z € E ve VA, u € R (veya C) icin,
L. (x+y)+z=x+(y+2z);
2. x+y=y+x

3. V xeE icin Ox =@ olacak sekilde E nin sifir § elemani vardir;

N

 (A+p)x=Ax+ px;

9

. /1(x+ y)=/1x+ﬂy;

(Au)x = 2(ux);

7. Ix=x.

o

Tamm 1.1.2. Bir E kiimesinde herhangi iki elemani, x ile y elemanlar1 arasindaki

mesafe olan ve asagidaki aksiyomlar1 saglayacak, negatif olmayan bir p(x, y) say1s1

varsa, E kiimesi bir metrik uzay olarak adlandirilir (Krein, 1972):

1. p(x,y)=0, p reel degerli, negatif olmayan simrh bir fonksiyondur;
2. p(x,x)=0 veeger p(x,y)=0 ise x=y olur;

3. Vx,y€E i¢in, p(x,y)=p(y,x) (simetri aksiyomu);



4. Vx,y,z€E i¢in, p(x,y)< p(x,z)+p(z.y) (liggen esitsizligi).

Tammm 1.1.3. Eger E kiimesindeki, her bir x e E eleman ig¢in, xelemaninin

normu olarak adlandirilan negatif olmayan bir x| > O reel sayisina karsihik geliyorsa ve

asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa, bu durumda E lineer uzayir normlu uzay olarak
adlandirilir (Krein, 1972):
Vx,y,ze E ve VAeR igin,

I |x|=0=x=0;
2. ||ﬂx|| =|ﬂ,|||x|| (normun homojenligi) ;

3. |x+y|<|xl|+ ]| (iiggen esitsizligi) .

Tamm 1.1.4. Her &£>0 sayisi ve herhangi m,n> N dogal sayilart i¢in

p(x,.x,) <& olacak sekilde bir N =N(g)sayst varsa, bu durumda E metrik

uzayindaki (xn ) dizisi, temel dizisi veya Cauchy dizisi olarak adlandirilir (Krein, 1972).

Tanmm 1.1.5. E metrik uzaymdaki her temel dizisi (Cauchy dizisi) sayet uzaymn
bir elemanina yakinsarsa, bu durumda E uzay1 tam uzay olarak adlandirilir (Krein,

1972).

Tamim 1.1.6. E tam normlu bir lineer uzay ise, bu durumda E uzay1 Banach uzayi

olarak adlandirilir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.7. H, karmasik sayilarla ¢arpma isleminin oldugu ve her bir eleman
ciftine asagidaki ozelliklere sahip bir (x, y) karmagik sayisinin atandigi bir lineer uzayi
olsun. Vx,y,ze H ve VA eC igin agsagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa,

. (x,x)=0,ve (x,x)=0 < x=0 igin;

ii. (x, y) = (y,x);

iii. (A.x,y) = A.(x,y) keyti karmasik bir 4 sayis1 i¢in;

. (x+y,2)=(xN+(,2);

Bu takdirde (x,y) sayisi i¢-¢arpim, (H,(x,y))ikilisine ise i¢-carpim uzay1 olarak

adlandirilir (Krein, 1972). Asagidaki sonuglar i-iv aksiyomlarindan gelmektedir:

2



L (e y+2) =0, 9)+(3,2);
2. (x,A.y)=A.(x,y);
3. Buniakovsky-Schwarz (Cauchy-Schwarz) esitsizligi:
|(x, y)| < «f(x, x)af(y, y) veya |(x, y)| < ||x|| . ||y|| seklinde yazilabilir (Krein, 1972).
H uzaymdaki her bir i¢-¢arpima karsilik bir norm |x|| = ,\f(x, x) getirilebilir. Bu

durumda H i¢-carpim uzay1 bir normlu lineer uzaya doniisiir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.8. Eger H i¢-carpim uzayi |x|=/(x,x) normuna gére tam ise, o

zaman bu uzaya Hilbert (karmagik veya reel) uzay1 denir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.9. E, reel (karmasik) bir lineer uzay1 olsun. Her x € E ’ye karsilik bir

reel (karmasik) f(x) sayist geliyorsa, bu takdirde E reel (karmasik) lineer uzay1 tizerinde

bir f(x) fonksiyoneli tanimlanmis olur (Krein, 1972).

Tanmm 1.1.10. Eger f(x) fonksiyoneli, f(ox+ fy)=afx)+p f (), (o, f EE

ve x, y, € E i¢in) sartini sagliyor ise, f(x) fonksiyoneline lineer denir (Krein, 1972).

Tamm 1.1.11. Timx € E igin |f(x)|<c|x| olacak sekilde negatif olmayan bir ¢

sayis1 varsa, E tizerinde f{x) fonksiyoneline sinirli lineer fonksiyonel denir. Bu esitsizligi

saglayan c sayilarinin en kiigiigiine sinirl lineer f{x) fonksiyonelinin normu denir ve

|—s p ” ” —sup|f(x)| formiilii

|f|| ile gosterilir. f fonksiyonelinin normu igin,
=1

gecerlidir (Krein, 1972). Buradan hareketle diger baz1 kavramlar ve Hilbert uzayinda

operatorlerin tanimlar1 asagida verilmektedir.

Tammm 1.1.12. £ ve F iki lineer uzay1 olsun. D c E kiimesinde tanimlanan,
degerleri F lineer sisteminde olan bir A operatdriiniin (D’den F’ye bir operator) her bir

xe D’ye y=Axe F tekabil ediyorsa, bu durumda D kiimesine A operatotiiniin tanim
bolgesi denir ve D(A) ile gosterilir. F lineer sisteminin tiim y elemanlarinin y = Ax
(x € D(A)) bigiminde gosterilebilen ciimlesine A operatoriiniin deger bolgesi denir ve

R(A) ile gosterilir (Krein, 1972).



Tanom 1.1.13. Eger her x,x, €D(A) ve her a,0:eC igin
A(oyx, + a,x,) = o, A(x,) + o, A(x,) ise, bu durumda A operatorii, lineer operator olarak

adlandirilir (Krein, 1972).
Tamim 1.1.14. E lineer bir uzay1 olsun. Her bir x € E i¢in, Ax = x olacak sekilde
bir A operatorii varsa, bu A operatorii birim 6zdeslik operatorii olarak adlandirilir ve

1,1, ile gosterilir.

Tammm 1.1.15. A operatérii E lineer uzaymdan F lineer uzayina tanimlanan bir

lineer operator olsun. Eger her bir xe E ig¢in, Ax”F <C ||x||E olacak sekilde x’den

bagimsiz bir C sabiti varsa, bu durumda A opratdrii sinirlidir denir. Son esitsizlikteki en

kiigiik C sabiti, A operatoriiniin normu olarak adlandirilir ve su sekilde gosterilir:

= sup = sup ||Ax||F olur (Krein, 1972).

e [y e

||A|| . Tanima gore,

A

E—>F E—>F

Tanmm 1.1.16. A operatorii H Hilbert uzaymda tanimli smirli bir lineer operator
olsun. Bu uzaydaki A" operatdriine, A operatdriiniin eslenigi denir ve (Ax y) = (x, A y)

formiilityle tanimlanir. Eger A" = A ise, A’ya dz-eslenik operatdr denir (Krein, 1971).

Tamm 1.1.17. A 6z-eslenik operator olsun. EZer her bir x#0 eleman icin
(Ax,x)> 0 ise A operatdriine pozitif operator, (Ax,x)>J(x,x) (5> 0)ise A’ya pozitif

tanimli operator denir (Krein, 1971).

A 06z-eslenik pozitif tanimli operator olsun. A operatoriiniin f{A) fonksiyonunun

normu i¢in, || f (A)|| < sup | f (l)| kestirimi gecerlidir (Krein, 1972).
<A<

A 0z-eslenik operatorii pozitif tanimli ise, her bir 7> 0 i¢in C = A+§A2 olmak

uzere, D= %(TC +\4C +7°C? ) ve R= (I + Z'D)_1 operatorleri de 6z-eslenik pozitif

taniml1 operatdrlerdir (Krein, 1966).

Calismada kullanilan C = D’R esitliginin dogrulugu su sekilde gosterelmektedir:

D= %(TC +44C +7°C? ) ve R=(I+ z‘D)_1 operatdrlerini kullanarak;



DR = i(ﬁcz +20CVAC+7°C* +4C+7°C? (1 +2D) |

= i(zrzc2 +27C\AC+7°C? +4C)(1 +7D)"

= (%#Cz +%rc 4C+1°C? +Cj(l +7D)"

= C+%TC(TC+\/4C+2'2C2 )(1+TD)71
= C{I+r%(rC+\/4C+12C2 )}([+‘[D)l

=C(I+D)(I+zD)"
= C elde edilir.
Asagida ¢aligmada kullanilan uzaylar ve uzaydaki normlar tanimlanmaktadir:
C(H)=C([0,T],H) uzay1,[0,T] arahginda tanimli degerleri H Hilbert uzaymda
olan tim  siirekli f{f) fonksiyonlardan olusan ve bu fonksiyonlarin

f”cm) — 52,2‘ ||f(t)|

normu,

., » lle tammlanan Banach uzayidir.

Co (H) = Cy;*([0,T], H) uzay: ise, [0,T] arahginda tammh degerleri H Hilbert
uzayinda olan biitiin diizgiin f(f)fonksiyonlardan olusan ve bu fonksiyonlarin normu,
”f”cgr’“(m = ||f||C(H) + ogil,lgg(t + T) T“ (T —t) ||f(t +7)— f(t)||H ile  tanmimlanan
Banach uzaydir.

n keyfi bir dogal say1 olmak iizere Q= (0,/)", n-boyutlu R, Oklid uzaymda sinirt

0Q olan bir agik kiip olsun. QO kapanisi Q=0QuaQ ile belirlensin.

H=L,(Q) uzayl, Q kiimesinde tanimlanan tiim karesi integrallenebilen

1/2
f €L,(Q) fonksiyonlarindan olusan ve || f ||12(Q) = { .[ . Q“ f (x)|2 dxl___dxn} normu ile
birlikte tanimlanan Hilbert uzayidir.
Wf (QY) uzayi, Q kiimesinde ikinci mertebeden kismi tiirevleri meveut ve karesi

integrallenebilen f fonksiyonlarindan olusan ve

1/2
2
jdx,___dxn} normu ile birlikte tanimlanan

|l + 55

i=1 j=1

Fon ()

Sobolev uzayidir.

Grid noktalar kiimesi;



Q= {x= X, = (h1ml,...,hnmn);m=(m,,...mn),mr =0,..M hM, =1,
rzl,...,n},
Q, =Q,NQ,0Q, =Q,NAQ ile tanimlansin.

L,=L(Q, uzay, €, grid noktalar kiimesinde tamimlanan, ¢&" grid
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fonksiyonlarindan olusan ve HQZth,Z :(Z‘fh (x)‘z}h..-th normu ile birlikte
h

tanimlanan Hilbert uzayidir.

W, =W, (Q,) uzayi, Q, grid noktalar kiimesinde tanimlanan, ikinci mertebeden

tiirevleri siirl £ grid fonksiyonlarindan olusan ve

e, =1 o ZEHe), [ | o[ ZE o), [ oo

ile birlikte tanimlanan Sobolev uzayidir.

Ters problemlerin kesin bir tanimi1 olmamakla birlikte, genel olarak matematikte
ve bilimin bir¢ok alaninda karsilasilan parametrelerin goézlem verilerinden elde
edilmesini amaglayan problemler siifina ters problemler denilebilir. Ters problemleri
belirlemek icin, oncelikle direkt problemin ne oldugunu anlamak gerekir. Bunun i¢in
matematiksel fizigin problemleri 6rnek olarak ele alinabilir. Matemetiksel fizikte, direkt
problemler genellikle herhangi bir fiziksel alani, siireci veya olay1 (elektromagnetik,
akustik, sismik, termal vb.) modelleme problemleri olarak anlasilir. Direkt
problemlerde, incelenen alanin her noktasinda ve her aninda (alan duragan degilse)
fiziksel bir alan1 veya silireci tanimlayan bir fonksiyonu bulmak gereklidir. Direkt
problemleri ¢c6zmek i¢in;

V' siirecin ¢alisildig bolge,

v' verilen siireci agiklayan denklem,

v’ baslangig kosullar (siire¢ duragan degilse),

v bolge smirindaki kosullar verilmelidir (Kabanikhin, 2009).

Eliptik denklem i¢in direkt problemler Dirichlet, Neumann ve Robin sinir
degerleri verilerek ele alinir (birinci, ikinci ve tigiincii tip). Aslinda denklem bir siirecin
modellenmesidir. Denklemde birsey eksik oldugunda ek sinir sartlar konulur. Bu sefer
karsimiza yeni bir problem g¢ikar. Bu yeni probleme ters problem (iistbelirli) denir

(Samarskii ve Vabishchevich, 2007).



Ornegin, Q= (0,)" acik bir kiip olmak iizere, [O,T]xQ bolgesinde ¢ok boyutlu
eliptik diferansiyel denklemi icin direkt sinir deger problemi asagidaki sekilde ele

alinabilir.

—u,(t,x) —Zn:(ar(x)uxr (t,x))xr +ou(t,x)=f(t,x),xeQ,0<t<T,

r=1

u0,x)=<&(x),u(T,x) = Zq:kiu(}ti,x) +p(x),x € §_2, (1.1.1)

u(t,x)=0,0<t<T,x€0Q

Buradaki denklemi ve sinir sartlarini saglayan u(z, x) ¢6zimii bulunmalidir.

Ters problemde, u(t, x) "e ek olarak, direkt probleme dahil olan herhangi bir p(x)

fonksiyonu bilinmemektedir. Bilinmeyen fonksiyonlar1 belirlemek icin direkt problemin

¢oziimii hakkinda bazi1 ek bilgiler (ters problemin verileri) yukarida verilen (1.1.1)
problemine eklenir. Ornegin, ek smir sartindaki v(y,x) =(x),x € Q,0< y <T kosulu,

direkt (1.1.1) probleminin ¢6ziimiiniin ek bilgisi olacaktir. Ters problemde, direkt

problemin formiilasyonunda yer alan bilinmeyen fonksiyonlar1 belirlemek icin £ (x)
verilerinden faydalamilir. Burada karsimiza (v(t, x), p(x)) bilinmeyenli yeni bir

problem c¢ikar:
2,62~ Y @, (O, ), +0v(t,x) = f(1,0)+ pl),
X = (xl,...x,:;le Q0<r<T,
v(0,x) = ¢(x),v(T, x) = ik,.v(;t,., x)-n(x),xeQ,
=

v(y,x) :g”(x),xef_l,o <y<T,
v(t,x)=0,x € 0Q2

Bu yeni probleme ¢ok boyutlu eliptik diferansiyel denklem i¢in ters problem denir
(Kabanikhin, 2009).

AisAysens 4y €(0,T) (g bir dogal say1), kie (0,1) (i=1,..q),0 >0 gergek sayilar

q
ve Zki <1 olmak iizere;

i=l1
p: Q>R 1:Q>R, p: Q>R f:(0,T)xQ—>R, a,: Q>R (1<r<n)

fonksiyonlar1 verilmis olsun. [0,7]x€ bolgesinde tanimlanan (n+1) degiskenli v

fonsiyonu, —v, (¢, x) —Z(ar(x)vx (t,x), +ovt,x)= f(t,x)+p(x),xeQ,0<t<T

r=I1

7



q
eliptik diferansiyel denklemini ve v(0,x)=¢(x), v(T,x):Zkiv(/li,x)+77(x) sinir

i=1
kosullarin1 saglamis olsun. Bu tip kosullara Dirichlet tipindeki veya 1. Tip ¢cok noktali

lokal olmayan kosullar denir.

n mnormal vektor olmak tizere v fonksiyonunun (z,x)(0<7<T,xeoQ)

- ov(t,x . .
noktasindaki normal n vektoriine gore yonlii tiirevi ((3* ) ile belirtilir. v fonksiyonu
n
icin, v(t,x)=0,0<1<T,xedQ kosuluna Dirichlet kosulu ve
ov (t, x) . .
P =0, x € 00,0 <t <T kosuluna ise Neumann kosulu denir.
n

Asagida yaklagim formiillerinde gecen mertebe sembollerinden kisaca
bahsedilecek olup, bu baglamda 6nce mertebe sembollerinin tanimlar1 daha sonra ise

mertebe sembollerini belirlemede kullanilan teorem verilecektir.

Tanom 1.1.19. f ve ¢ iki fonksiyon olsun. Eger ¢, <z<¢

icin, | f (t)| <k, |¢(t)| olacak sekilde k,ve #, (#’den bagimsiz) sabitleri mevcut ise, bu

durum r—1¢, icin f=0(4) seklinde ifade edilir ve “r—1, icin f fonksiyonu ¢

fonksiyonunun biiyiik O’sudur” bi¢giminde okunur. V& >0 ve f, <t <t, durumundaki

bir 1, icin, | £ (¢)|<5|¢(t)| ise, bu durum 1 —1, igin f =o(¢) seklinde ifade edilir ve
“t —>t, icin f fonksiyonu ¢  fonksiyonunun kii¢iik o’sudur” big¢iminde okunur
(Holmes, 2010).

f =0(¢) ifadesi, f ile ¢ fonksiyonlarmin aym hizda azalmakta veya artmakta

oldugu anlamina gelmektedir. f =o(¢) ifadesi ise, ¢ fonksiyonunun azalis veya artig

hiz1 f ’ye gore daha biiyiiktiir, demektir (Holmes, 2010).

Teorem 1.1.1. —0<L<oo olmak iizere eger, lim% =L(L=#0) ise,
l*)[()

t
f =0(¢p) ve eger lim% =0 ise, f =o0(¢)’dir (Holmes, 2010). Buradan hareketle
t—)l‘o

arastirmada kullanilan bazi merkezi, ileri ve geri fark formiilleri ile fonksiyonun

tiirevlerinin yaklagim formiilleri asagida sunulmaktadir.



ty,t,....t, farkli noktalarda degerleri bilinen y= f(#r) fonksiyonunun bir
noktadaki tiirevi, bilinen bu degerler kullanilarak yaklasik olarak hesaplanabilir. f
fonksiyonunun ¢ noktasindaki tiirevi:

f @=L 020

70 T

Teorem 1.1.2. f(t+17)i¢in Taylor Teoremi;
f €C""[a,b] oldugunu varsayalim. ¢ € [a,b] ve bazi 7#0 igin t+7 € [a,b]olsun. Bu

takdirde,

G (n+1)
f(t+r):f(t)+zf k'(t)rk+f(n+§)§‘)r"” (1.1.2)

olacak sekilde ¢ ile r+7 araligmmda bir ¢ sayis1 vardir. Burada,

. f(”*l) (é) Tn+l

il = (n k. 1)! = O(T”” ) yaklasim hatasidir (Cheney 2004).

feC?la,b] ve tela,b] keyfi bir nokta olsun. Bu durumda f (r) tiirevini

hesaplayalm. Bazi 720 igin r+7 € [a,b] olsun. Bu takdirde,

f@=

, olacak sekilde 7 ile r+7 aralifinda bir £ sayisi

fa+o-fo ofP¢
T 2

vardir. Buna gore, tiirev i¢in f (¢) =

S+ =@ yaklagik formiilii elde edilir. Bu
T

formiile 7 > 0 i¢in ileri fark formiilii ve 7 <0 i¢in de geri fark formiilii denir (Cheney,

2004).

a) f eC’[a,b] ve t—7,t,t+7 € [a,b] olsun. O halde,

, _ _ , _ _ 2 £(3)
F e LODSCD o LD SCD T G gekilde
2t 2t 3!
e
c=c(t)e [a,b] vardir. E(f,7)= T 0(t?) sayisma yaklasim hatasidir. Bu

formiile 2. mertebeden merkezi fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).

Bu formiilii elde etmek i¢in (1.1.2) formtiliinden,
, " (3)
fa+n:fm+faﬁ+f;”f+f3$9f\m



, o, o)
f@-o)=f@O)—-f O+ / 2'( ) I / 3(’62) 7> elde edilir ve bunlar taraf tarafa

¢ikarilirsa,

[f(3)(cl)_f(3)(cz):| .

fa+1) = ft—7)=2f (T +

3!
®3) _r0
¢ saysy, fO (c)= [f () 2f (02)] seklinde secildiginde,
, _ _ 2 ¢(3)
Fp=Llrn-sa 0, 0f hﬁvwa
2T 3!
fo=lTDTEED () (1.1.3)

2T
elde edilir.

b) feC*[a,b] ve t—7,t,t+7 € [a,b] noktalar olsun. O halde,

f(t+2')—2f(t)+f(f—7)+0(Z_2) (1.1.4)

2
T

fn=
formiiliine 2. mertebeden merkezi fark formiilii denir. Burada ¢ =c(r) e [a,b]olmak

Tzf(4) (c)

1 :0(12) sayist yaklagim hatasidir (Mathews ve Fink,

iizere, E(f,7)=

1999).
Buradan hareketle (1.1.2)’ye gore (1.1.4)’1i elde edelim.

£, 00

f+0)= fFO+f O+ . T o)
, f(2)(t) , f(3)(,) X \ §
f-o)y=fO)—-f O+ Y T7— 3 7° +O(7") olur. Taraf tarafa toplandiginda,
f () 2

f+0)+ ft—1)=2f()+25—=7>+0(r*) elde edilir. Bu esitlikten yola ¢ikarak

istenilen f (¢) =

(0] (12 ) formtiliine ulagilir.

f@+ﬂ—2ﬂ0+f@—ﬂ+
T2

¢) feC’la,b] ve t—-27, t—7,1,t+7,t+27 € [a,b] olsun. O halde

fa+20)=-2f@+7)+2f(t—71)— f(t—27) +0(Tz) (1.1.5)

f o= Py

formiiliine 2. mertebeden merkezi fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).

10



(1.1.2) kullanilarak ve katsayilarla ¢arpilarak,

(4)
ft+2r)= f(t)+2f O +4f() 7y f3—'(t)r3+16fT'(t)r4+0(rs),

, : () @
Df(t+1)=2ft)-2F (t)r—zfz(f)rz—zf (1) 3—2f4'(t)r4+0(75),

G) 4
2f(t-7)=2f () =2f ()t +2f() 2 o 1) (t)2'3+2—f (t)f4+0(r5)

veE

, . () 4)
—f(t=20)=—f()+2f (t)‘[—4f2('t)fz+8f (t) 16f4(l)r +0(r%)

3!
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplandiginda (1.1.5)’e ulasilir.

¢) feC’la,b] ve t—27, t—17,1,t+7,1+27 € [a,b] olsun. O halde;

f'(t): —f@E+20)+8f(t+7)-8f(t—7)+ f(t—-27) +0(T4) (1.1.6)

127
formiiliine 4. mertebeden merkezi fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).
(1.1.2) kullanilarak ve katsayilarla ¢arpilarak,

g @
SO o (1) o 16l (), o,
2! 3! 4

—f@+2r)=—f(t)— 2f -4

() 4)
8f(t+7)=8F()+8f (t)r+8f(’) 2,87 (t)r3+8f4(t)r4+0(z'5),

() 4)
—8F(t—1)=-8f(1)+8f ()7 - sf(t) 2,87 (t)r3—8f (1)

4 5
3l 2 774+0(1’) ve

G) 4)
ft=20)= f()-2f (t)r+4f2(t) 2 8f3'(t)2'3+16f4’(t)r4+0(r5) esitlikleri

elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplandiginda (1.1.6)’ya ulagilir.
Calisma igerisindeki Dirichlet sinir deger probleminde kullanilan yaklagim

formiilleri asagida su sekilde gosterilmektedir:

d) f eC*[a,b] ve t,t+7,1+27,1+37 € [a,b] noktalar olsun. O halde,

= ARt i 222-) D) +2f (@) + O(Z'z) formiiliine 2. mertebeden

T
ileri fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).
Bu formiil (1.1.2) kullanilarak su sekilde elde edilir:

11



: G
f (t)2_2+f (I)TS+O(T4),

21 31

: 6
S @ / (t)8r3+0(r4) ve

47% +
2! 3!

f+t)=fO+f O+

F+20) = FO)+2f (DT +

, " (3)
f@+30)=f@)+3f (H)Tt+ fz('t) 9r* + / 3'(t) 2777 +O(z*)  oldugu  bilinmektedir.

Katsayilarla ¢arpildiginda,

5f(t+7)=-5f(t)-5f (t)r—%f” ()7 —%f“) (1)7* +O(h),

Af(t+20)=Af()+8f (t)2'+4%412 +%f(3) ()7’ +0(")

—4f () +8f ()T +8f ()7 +§ (1) +oh,

—f(t+30) =—F(O)-3f ()r— % - % O (1) +O(z*) esitlikleri elde edilir. Bu

esitlikler taraf tarafa toplandiginda,
—f+30)+4ft+20)-5ft+7)==2Ff@)+f (O)r>+O0(t*) elde edilir. Buradan

istenilen f (¢) = AU Dl i Ui 22) D) +2f () +0 (72) esitligine ulagilir.
T

e) feC'la,b] ve t-3r, t-2r,t—7,r€[a,b] noktalar olsun. Bu takdirde

2f(t)—Sf(t—r)+4f(t—27)—f(t—3r)+O( )

f = . r*) formiiliine 2. mertebeden geri

fark formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).
(1.1.2) uygulayarak 2. mertebeden geri fark formiiliinii asagidaki sekilde elde

edelim:

5f(t—7)=-5f()+5f (Or —% O +% ) +oih,

f@0, . 32
2

4e =3 1) +o@),

Af(t—20)=4f(1)-8f ()T +4

—f(t-30)=—f()+3f (t)r—%f”(t)z'z +%f(3) (t)7* +O(").

Yukaridaki esitlikler taraf  tarafa toplanarak diizenlenecek olursa
Sft-1)+4f(t-20)—f(t-30)=-=2f)+f (O)r°+O0(z*) elde edilir. Buradan

hareketle,

12



2f(t)—5f(t—r)+4f(t—21)—f(t—3r)+

f = :
.

0] (2'2 ) formiiliine ulasilir.

Calisma icerisindeki Neumann sinir deger probleminde kullanilan yaklagim

formiilleri asagida su sekilde gosterilmektedir:

fy feC'lab] ve tt+zr,6+2r€[a,b] noktalar olsun. Bu takdirde,

—f(t+21)+4f(t+r)—3f(t)+
2T

formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).

0(1’2) formuline 2. mertebeden ileri fark

f@=

(1.1.2) uygulayarak 2. mertebeden ileri fark formiilii asagidaki gibi elde edilebilir:

f(2) (t)
2!

f+7)= f(t)+f Ot +———=7>+0()

4f(t+7)= 4f(t)+4f N +4

(2)
f Z(I)T +0(7)

—f@+20)=—f()— 2f -4

2
f 2(t)r +0(7).

Taraf tarafa toplanarak yazildiginda:
—f+20)+4f(t+0)=3f()+2f | (1) t+O0(7’) elde edilir. Buradan istenilen

—f(t+21)+4f(t+r)—3f(t)+

f@= >

0] (12 ) formilii bulunur.

g) feClab] ve t-2r,t-z,te[a,b] noktalar olsun. Bu durumda,
3fO=4f=D+f=20)
2t
formiilii denir (Mathews ve Fink, 1999).
(1.1.2) formiiliinden;

f@=

(72) formiiline 2. mertebeden geri fark

(2)
Fl-1)=f6)— f<r>r+f2(t)r +O(r)

f(2) (t)
2!

—4f(t—r)——4f(t)+4f (T —4——27"+0(7")

f@=27)=f(t)— 2f O +4———=

f(2) (1) ,
Y 7° +0(7”) elde edilir. Taraf tarafa toplandiginda,
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—Aft-0)+ ft-20)=-3f()+2f | ()r+O(7’) bulunur ve son olarak istenilen

3f(t)—4f(t—r)+f(t—2‘r)+0
2T

(Z’z) formiiliine ulagilir.

f@=

8) feC'[ab] ve t,t+7,t+2z,t+3r€[a,b] olsun. O halde f (1) =0 olmak

—f(t+32')+6f(t+2‘r)—15f(t+r)+1()f(t)+O

3

2 e qee
. (r) formiiline 2.

lizere, f ()=

mertebeden ileri fark formiilii denir (Ashyralyyev,2014).
(1.1.2) uygulanip katsayilarla carpildiginda;

, (2) ®) 4
—15f(@t+7)=-15f(@1)-15f (t)r—leT(t)rz—15fT(t)r3—15f2—4(t)r4+0(z'5),

: &) (3) (4)
6f(t+2r)=6f()+12f (t)r+24fT(t)rz+48fT(t)r3+96f2—4(t)r4+0(75)ve

: f(z)(t) ) f(3)(t) s f(4)(t) \ X
—f@t+30)=—f(@)-3f (t)r—9Tz' —27Tr —8177 +0(7°)  elde

edilir. Taraf tarafa toplandiginda ise,

£ = Fo, 2(t) N —f(t+3T)+6f(t+2r2—15f(t+r)+10f(t) +0(Tz) formiiliine
T T

ulasilir. Burada f | (t) =0 oldugundan;

£y = L3007 @20 2D D+ 10/ | (12) elge edilmektedir.

T

hy feClab] ve -3z, t-2r,t-7,t€[a,b] noktalar olsun. Bu

takdirde f ’(t) =0 olmak iizere,
—10f(t)+15f(t—r)—6f(t—27)+f(t—3r)+0( )

f= . 7?) formiiliine 2. mertebeden

geri fark formiilii denir (Ashyralyyev,2014).
(1.1.2) uygulanarak katsayilarla ¢arpildiginda;

(1) ()

A5F(t—7) =—15F (1) +15f (t)r—lSTrz +1sTr -15 ™ +0(),

f(4) (t)
4

: (2) (3) (4)
6f(t-2r)=6f(t)-12f (t)r+24fT'(t)f2 —48f3—'(t)r3 +96fT|(t)r4 +0(7°) ve
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: @ (4 3 (¢ @) (¢
—f@-30)=—f()+3f (t)r—9fTY()r2 +27f3—'()r3 —SIfT‘()T4 +0(7%) elde
edilir. Taraf tarafa toplanip f | ) =0 kullanildiginda istenilen
f @)= —10/ 0 +157¢-7) _36f =20+ j=30) (12 ) esitligine ulasiimaktadir.

T

Calismada kullanilan fonksiyonun tiirevlerinin yaklasim formiilleri asagida

verilmektedir.

Teorem 1.1.3. f(¢) icin Taylor Teoremi:
f €C"'[a,b] oldugunu varsayalim. f, € [a,b] ve baz1 #0 i¢in A€ [a,b] olsun. Bu

takdirde,

n £
f(ﬂ“):f(tl)‘kk:l ! k!(tl)(i—t,)k+0(r"“) (1.1.7)

olacak sekilde ¢, ile A arahfinda bir & sayist vardir. Burada,

(n+1)
= f—@)(i—tl )n+1 = 0(2’"”) yaklagim hatasidir. Burada [-] en biiyiik tam say1

" (n+1)!

fonksiyonunun notasyonu olmak tizere, ¢, =7 = {i} T, |ﬂ —tl| <7 (Cheney, 2004).
T

feC™ab], telab] ve Aelab] olsun. (1.1.7) formiiliinden,

(A-1,)
2!

F(A)= )+ (1) (A-1)+f (1) +0(r*) oldugu bilinmektedir.

f (tl) = f, alarak tekrar,

(A-1,)
2!

F(A)=f+f (A=-1)+f +0(7°) (1.1.8)

seklinde yazilabilir. Burada 0(73) yaklagim hatasidir.

(1.1.3) ve (1.1.4) merkez fark formiillerini (1.1.7) formiiliine uyarlayarak,

f = % + 0(72 ) ve f = L{’Jrf’*l +0 (12) seklindeki  formiiller
T T

yazilabilir.

Bu formiiller ve /1—t,=ir—lr=(£—l)r=(i—{iDr bagintisin1 (1.1.8)
T T T |7

formiiliine uygulayarak,

15



A 277
(7]
R O
T

T T T 2!

2
+(A-1,)0 (r2 ) + % 0] (12 ) +0 (13 ) esitligine ulasilir. Diizenlemelerden

sonra, ticlincli mertebeden yaklagim formiilii agagidaki sekilde bulunur:

oY
T

N %@_BD%G_EH f[([ﬂ +1jr]+0(13)(Ashyralyyev,2014).

(1.1.7) formiiliinden, f(2)= f, + f, (2—1,)+ f, (/1;1) +f (Z;f)

+0(r") (1.1.9)
oldugu bilinmektedir. Burada, [] en bliylik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak
" % s
iizere, 1, =| = |7, |A-t|<7, O(z' ) yaklasim hatasidir.

T

(1.1.6), (1.1.4) ve (1.1.5) merkezi fark formiillerini (1.1.7) formiiliine uyarlayarak,
f’ — _.ﬁ+2 +8f}+l _8-](}—] +-ﬁ—2 +0(T4)
I b

127
fl” — fl+1_2]:1 +fH +0(2_2) ve
T
f = Jia —2f,+12+32f,1 —Jis +O(r2) formiilleri yazilabilir. Bu formiilleri ve
T
A-t = 4 T—lr= (i —ljr = (i —{iD T bagintisini (1.1.9a  uygulayarak,
T T T |t
_fz 2+8fl 1_8fl—l+f}—2 A A 4
A)=fi+—= - | =—|=||+(A-¢)0O(r
f( ) /i 127 T T ( 1) ( )

dGid)
plaz2ifn \e Le) | (A=) o(z*)
T 2! 2!
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(i _[ﬂ
+ fz+2 — 2f1+1 + 2f1—1 — fz—z v v

277 3!

U L) o(r)  elde

3!

edilir.

Diizenlemelerden sonra, dordiincii mertebeden yaklasim formiilii asagidaki sekilde

bulunur:

S EEIEHN(EEY

(Ashyralyyev,2014).

Uclii kdsegen matrisler icin degistirilmis Gauss ydntemini kisaca aciklayalim.

Ozel olarak ii¢lii kdsegen matrisler igin lineer denklem sistemini gdz &niine alalim.

a b 0 0 0 -~ 0 O 0
¢, a, bb 0 0 0O O 0
0 ¢ a b, O 0 O 0
0 ¢ a, b 0 O 0
0O 0 0 O O ¢, a,, b,
0 0 0 O 0 ¢, a, |

D :ax +bx, = f,,
D, :c,x, +a,x, +bx; = f,,
D, :cx, +a.x; +bx, = f;,

D, :ex  +ax +bx,, = f,

14

Dn—l : Cn—l‘xn—2 + an—l'xn—l +bn—1xn = frz—l’

D :cx +ax =f.

n n’n-1

17
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Burada a,, b, ¢,, f, i=1,..,n verilensayilardir (¢, =0,b, =0).

b .
Birinci denklem, o, =-—L, f = A olmak tizere, x, =a,x,+ [ seklinde
al al
yazilabilir. Bu formiilii kullanarak ikinci denklemden x;’i yok ederek, asagidaki sekilde,
c, (Ozlx2 +,Bl)+a2x2 +b,x, = f,

(az +0(162)x2 +b,x; = f,—¢,

b —-c . N - .
X, =— L x, + fr=ap elde edilir. Boylece X, bilinmeyeni,
a, +a,c, a, +a,c,
b —c . C ..
a, = _—2, ﬂl — fz—z'Bl olmak uzere, x, =a,x, +ﬂ2 b1<;1m1nde yazﬂlr. X,
a,+ac, a, +a.c, ’

bilinmeyeni i¢in elde edilen esitligi uygulayarak ve tigiincii denklemden x3’ii yok ederek

yazilabilir. Ayni islemlere devam ederek, x,, bilinmeyeni i¢in x, , =¢a, X, + /5,
esitligini kullanarak i.denklemini yazalim:
¢, (X +pB)+ax +bx,, = f
(a +Clal l) bx1+l +(f l i—l)
b, —c.f.
xi — i xi+] + f; Cl i—1 .
ai +Ciai—l ai +Ciai—1
Buna gore x, bilinmeyeni,x, =¢,x,,,+/ seklinde elde edilir. Burada «,,p,
b, —c.f3 iy
(i =2,..,n—1) katsaylar, o, =~ L B = fizap esitlikleriyle hesaplanir. Bu
a,+co, a,+ca,

formillere dikkat edilirse, a; ve p; katsayilarinin hesaplanmasi i¢in a.; ve pii

katsayilarmi onceden bilinmesi gerekmektedir. Simdi n. denlemi, x, , =«, x, + /8,

n

bagintisini kullanarak yazalim:

cx +ax =f,

n""n—1

X, -1 = anfl'xn + n—1

n

Buradan;

Cn (an—lxn +ﬁn—])+an'xn = fn’

(a +Cnan l) =fn_cn n—1°
—C . .- . —C . 12s
x, = Jo= P elde edilir. Dolayisiyla x, bilinmeyeni, x, = foz6Pn formiiliiyle
an + Cnan—l an + Cnan—l

hesaplanir. x;, bilinmeyeni i¢in elde edilen x, =ox,,+p8, i=n—-1,n-2,...,2,1
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formiuli ile, x

n—-1°

X

n-2°°"

. X,, %, bilinmeyenleri sirasiyla hesaplanabilir (Samarskii ve

Nikolaev, 1989).

1.2. Literatiir Taramasi

Miihendisligin ve fizigin farkli modellerine etkisi sebebiyle, son yillarda
diferansiyel denklemler icin ters problemlerin arastirilmasinin énemi daha da artmustir.
Ters problemlerin astronomi, fizik, jeofizik, uzaktan algilama, okyanus akustigi, tipta
goriintii isleme ve tahribatsiz muayene gibi bilimin bir ¢ok alt dalinda uygulandig:
goriilmektedir.

Ozellikle Prilepko vd. (2000), Isakov (2006), Samarskii ve Vabishchevich (2007)
ile Kabanikhin (2009) calismalarinda bu ters problemlerin genel teorisine ve onlara
¢Ooziim bulma yoOntemlerine yer vermektedirler. Kismi diferansiyel denklemlerin
parametrelerini bulmaya yonelik ters problemlerin teorisi ve ¢éziim yontemleri bircok
arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bu farkli tipteki ters problemleri; Eidelman (1991),
Dehghan (2001), Soloviev (2004, 2006, 2007), Kabanikhin (2008), Orlovskii (2008),
Orlovsky ve Piskarev (2009), Sakamoto ve Yamamoto (2009), Ashyralyev ve Erdogan
(2010), Topsakal ve Amirov (2010), Ashyralyyev vd. (2012), Erdogan ve Uygun
(2012), Aleroev vd. (2013), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013), Orlovsky ve Piskarev
(2013), Roberty (2013), Bouzitouna vd. (2013), Ashyralyev ve Ashyralyyev (2014),
Ashyralyev ve Erdogan (2014), Ashyralyev ve Agirseven (2014), Ashyralyyev (2014,
2015), Ashyralyyev ve Akkan (2015), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2014, 2015),
Ashyralyyev ve Akyliz (2016), Klibanov ve Romanov (2016), Ashyralyyev (2017),
Ashyralyyev vd. (2017), Ashyralyyev, Akyliz ve Dedetiirk (2017), Orlovsky ve
Piskarev (2018), Ashyralyyev ve Cay (2018), Ashyralyyev ve Akyiiz (2018),
Akhundov ve Hasanov (2018), Kirane, Sadybekov ve Sarsenbi (2019), Kozhanov ve
Shipina (2020), Feizmohammadi ve Oksanen (2020), Ashyralyyev ve Cay (2020),
Ashyralyev, Al-Hammouri ve Ashyralyyev (2021), Ashyralyyev (2021), Ashyralyyev
ve Akyiiz (2021), Lassas, Liimatainen vd. (2021) calismalarinda kapsamli bir sekilde
incelemistir.

Ashyralyev ve Oztiirk (2012, 2013, 2014) ile Ashyralyev ve Ozsezenli Tetikoglu
(2012, 2013, 2014) calismalarinda, eliptik denklemler i¢in lokal olmayan sinir deger
problemleri i¢in iist mertebeden fark semalarini arastirmistirlar. Bu ¢alismalarda lokal
olmayan direkt problemlerin ve yaklasik fark semalarinin ¢dziimleri i¢in kararlilik
kestirimleri elde edildigi goriilmektedir. Eliptik denklemler i¢in farkli tistbelirli sinir

deger problemleri ve onlarin yaklagimlart Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev
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(2013, 2018), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013) ve Ashyralyyev (2014, 2017)
calismalarinda incelenmistir. Orlovsky (2013), Orlovsky ve Piskarev (2013, 2018)
calismalarinda Dirichlet ve Neumann kosullu Bitsadze-Samarskii tipi istbelirli
problemi, Banach ve Hilbert uzaylarinda incelenmistir. Bu ¢alismalarda varlik ve teklik
teoremleri ele alinmistir.

Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013) calismalarinda bilinmeyen p € H elemani ve v
fonksiyonu i¢in,

—v, () +Av(t) = f (t)+p,0<1<T,
{V(O) = (p,v(T) = w,v(l) =(, A€ (O,T)
formundaki Dirichlet tipi ters eliptik probleminin ¢6zlimii i¢in kararlilik esitsizlikleri
elde edilmistir. Ashyralyyev (2014) calismasinda bu tip ters problemler igin iist
mertebeden dogruluklu fark semalarini aragtirmistir. Ashyralyyev (2017) ¢alismasinda
Neumann tipi eliptik iistbelirli problem igin dordiincii mertebeden dogruluklu fark
semasini sunmustur.

Ashyralyyev (2017) calismasinda bilinmeyen pe H eleman ve v fonksiyonu

i¢in,

v, @)+ Av(t)= f(t)+p,0<t<T,
v,(0)= ¢,v(/10) =4,0< ﬂ,o <T

q
v(T)=D kv, (A)+n,0< A <T,
i=l1

ikinci tlir sinir sarthh ve Neumann tipi ek sartli ters problemini arastirmistir. Bu ters
problemin ¢oziimii i¢in kararlilik esitsizlikleri sunulmustur. Birinci mertebeden
dogruluklu fark semasinin ¢oziimii i¢in kararlilik ve koersif kararlilik esitsizlikleri
ispatlanmugtir.
Akyiiz (2017) ¢alismasinda, Hilbert uzayinda eliptik diferansiyel denklem igin,
v, O +Av(@)=f({t)+ p,0<t<T,

wm=¢majzf}yug+mo<4<r,

i=1
v(1)=¢,0<y<T
formundaki Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli probleminin ¢oziimii i¢in
kararlilik kestirimlerini arastirmistir. Ayrica bu problemin yaklasik ¢oziimiinii bulmak
icin birinci ve ikinci mertebeden fark semalari sunulmus ve incelenmistir. Arastirma
sonuglar1 Ashyralyyev ve Akyliz (2016), Ashyralyyev, Akyiliz ve Dedetiirk (2017),
Ashyralyyev ve Akyiiz (2018) ¢alismalariyla literatiire kazandirilmstir.
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Ashyralyyev ve Cay (2018, 2020), bilinmeyen p e H elemani ve v fonksiyonu

igin,

v () +AVD) = f(D)+ p0<t<T,
1, (0) = p,v(A)=¢,0< 4 <T
v (@)= a(A)v,(Ddi+y,

integral kosullu Neumann tipindeki eliptik iist belirli probleminin iyi tanimliligin
arastirmugtir. Ust belirli problemin yaklasik ¢oziimii i¢in birinci ve ikinci mertebeden
dogruluklu fark semalar1 ve kararlilik ile koersif kararlilik kestirimleri sunulmustur.
Literatiir incelendiginde, ¢ok noktali yerel olmayan smir kosullu ters eliptik
problemler icin yiliksek mertebeden dogruluklu fark semalarmin arastirilmadigi
goriilmektedir. Bu ¢aligmanin amaci ise literatiirdeki bu boslugu doldurmaktir.

Calismada, A operatorii 6z-eslenik pozitif tanimli operatdr ve p bilinmeyen

eleman olmak {izere, (v, p) ¢ifti icin c¢ok noktali yerel olmayan sinir kosullu
v, (O)+AV(@)= f()+ p,0<t<T,

v(0)=¢,v(T) = Zq:kiv(li) +1,0< 4, <T,

i=1
v(y)=¢,0<y<T
ters eliptik problemi Hilbert uzayinda incelenmektedir.

Bu ¢alisma temelde dort boliimden ve eklerden olugmaktadir. Birinci bolim genel
bilgiler kism1 olup, iki alt boliimden olusmaktadir. Ikinci boliim yapilan calismalari ele
almakta olup, ii¢ alt kissmdan olugmaktadir. Alt kisimlarin ilkinde elde edilen 6zgiin
onermeler ispatlartyla sunulmaktadir. ikinci alt kistmda ise yerel olmayan sinir kosullu
ters eliptik problemin yaklasik ¢6zlimiiniin {i¢iincli mertebeden dogruluklu fark semasi
ele alinmaktadir. Burada problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen
koersif kararlilik ve koersif kararlilik kestirimlerini ifade eden teoremler ispatlariyla
birlikte verilmektedir. Sonuncu alt kisimda ise, ¢ok noktali yerel olmayan sinir kosullu
ters eliptik problemin yaklagik ¢oziimii icin dordiincii mertebeden fark semast
kurulmugtur. Burada problemin yaklasik ¢6zliimii i¢in kararlilik, hemen-hemen koersif
kararlilik ve koersif kararlilik esitsizliklerini iceren teoremler ispatlariyla verilmektedir.

Ucgiincii bdliim bulgular ve tartisma seklinde tasarlanmis olup, iki alt kisimdan
olugmaktadir. Bunlardan ilkinde ¢ok boyutlu ters yerel olmayan siir deger problemleri
icin fark semalar1 olusturulmustur. Yerel olmayan ters Dirichlet ve Neumann sinir deger
problemlerinin ¢dziimii i¢in yliksek mertebeden fark semalari kurulmus ve ¢6ziim i¢in

kararlilik analizi yapilmistir. Devamindaki ikinci kisimda ise sayisal Orneklerin
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sonuglar1 verilmektedir. Bu alt kisimda ayrica ikiye ayrilmaktadir. Birincisinde eliptik
denklem i¢in yerel olmayan ters Dirichlet sinir deger probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in
liclincli ve dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin sayisal ¢oziimleri ele
alinmistir. Bu fark semalarina besli kosegen matrisler i¢in degistirilmis Gauss yontemi
(Samarskii ve Nikolaev, 1989) uygulanarak matrislerden olusan bir lineer sisteme
dontstiiriilmesi saglanmistir. Bir, iki ve ii¢c noktali yerel olmayan sinir kosullu ters
eliptik problemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmak icin MATLAB programi kullanilmistir.
Elde edilen sonuglarla, grafikler ve hata analizleri tablolar seklinde burada
verilmektedir. Devaminda ise eliptik denklemler i¢in yerel olmayan ters Neumann sinir
deger probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in yliksek mertebeden fark semalarmin sayisal
sonuclart sunulmaktadir. Bu fark semalarinin sayisal sonuglarini bulmak igin
degistirilmis Gauss yontemi uygulanmistir. Bir, iki ve ii¢ noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters eliptik problemlerin sayisal ¢oziimleri MATLAB programi kullanilarak elde
edilmistir. Elde edilen sonuglarla, grafikler ve hata analizleri burada verilmektedir.
Dordiincii ve son boliim ise elde edilen sonuglarin ve Onerilerin sunuldugu
boliimdiir. Ekler kisminda ise incelenen problemin {i¢ noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Dirichlet ve Neumann sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimiiniin
ticlincii ve dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin sayisal ¢oziimlerinin

MATLAB program kodlar1 sunulmaktadir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. On Hazirhk

A operatorl, keyfi H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tanimli bir operator

olsun. k; (i =1,...q) katsayilari,
k=% <1. 2.1.1)

kosulunu saglayan bilinen negatif olmayan reel sayilar ve belirli 4, 4,,...,4, sayilari,
A <4, <..< 4, Ozelliginde olmalidir. A operatoriiniin pozitif tanimlihgt 6> 0 ve [

birim operator olmak iizere, A > 61 esitsizligiyle verilir.

Cok noktal1 yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik problemini ele alalim. ¢, 7,
¢ e H Hilbert uzaymin verilen elemanlar1 ve f: [O,T] — H bilinen diizglin bir
fonksiyon olmak lizere, bilinmeyen peH elemani ve
veC? ([O,T] JH ) NC ([O, T], D(A)) fonksiyonu asagidaki diferansiyel denklemi ve
siur sartlarini saglamaktadir:

v, @) +Av(@)=f({t)+p,0<t<T,
v(0)=¢,v(T) = Zq:kiv(i,.) +1,0< 4 <T, (2.1.2)
v(y)=¢,0<y <%

C(H) ve Cy(H) Banach uzaylarindaki normlar1 tanimlayalim. [O,T]

araliginda tanimli, degerleri H Hilbert uzayinda olan diizgiin v(t) fonksiyonunun

normlart asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

s, = max o)

s
0 H

”V”cgf“(m =||v||C(H) + sup (t+r)a T“ (T—t)a ||v(t+r)—v(l)||H. (2.1.3)
0<t<t+7<T

Asagida calisma icin gerekli olan 6nermeler ifade edilmektedir. Calismada zaman
zaman farkli gbsterilen pozitif sabitler, M ile belirtilmekte ve M (&) sabiti, sadece S5 ya

bagli olarak kullanilmaktadir.

Eger bir A operatorii H Hilbert uzayinda sinirli ve 6z-eslenik pozitif tanimli ise,

2
her bir >0 igin, C=A+1T—2A2, D=%(TC+\/4C+Z'2C2) ve R=(I+zD)"



operatorleri de 6z-eslenik pozitif tanimli operatorlerdir (Krein, 1966). Burada I birim

operatordiir. Ayrica, D sinirl operatorii tiim A Hilbert uzayinda tanimlidir.

Oncelikle [] en bliyiik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak tizere,

lozlizj|,li=|:£:|}/l ,uo,/i—l—,ul,z—l .q
T Tl

1 | 2 1, 1
Hoy = Eﬂo 12:“0’:"0,2:_5/104'5#0‘*'6,“0’
2 2 1 2 1 3 1 1 3
/u0,3:1_:u0’:u0,4:§/uo+51u0_gﬂo’ﬂo,sz_aﬂo"'aﬂo,
IR PR
Hiy = 12/4 lzﬂi’ﬂi,z 3ﬂi 2/4' 6/“;"
T R L S SV T
Hi Hi s Hiy 3lui 2/“;' 6/“:"/4,5 12/“:' 12/“

notasyonlarini kabul edelim.
Onerme 2.1.1. Asagidaki kestirimler saglanir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):
1
exp [ka2 J R

H(I -RMY

|R|, <M (1+87)" k=1,6>0,

<M (8)c™" k=1,

H—->H

<M(S), erDR" HH%H <M(S),

H—>H

a

rr)

HDﬁ (Rk+r +Rk)H <M (5) (z')mﬁ >

H—>H

/‘\

1<k<k+r<N,0Za,p<I. (2.1.4)

Onerme 2.1.2. Asagidaki kestirim gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):
ZTHDR’ H <M (&)Y (z,6) (2.1.5)

Burada;

Y(5.5)= rmn{ln(lj 1+‘1n||D||H%H‘}.

Onerme 2.1.3. 1</ <N -1, 1<l <N -1 olmak iizere (Akyiiz, 2017):
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A =[1-R R +R2N’°}{I SRS (R R )}—[RN’O ~R"™]

i=1

i=1
A, <M@

kestirimi gecerlidir.

Onerme 2.1.4. 1</, <N-1,1<[, <N -1 olmak iizere;

Ay =(1-R)(1-R )(1 ZkR j(l—zq:kiRN_l‘)”"]—(I—RZN)

i=1

X {Zki {‘:—%,ul + % ,Uiz } (RN—/,'H _ RN ) _ Iuiz (RN—li _ RN )
+ |:% M+ % ﬂiZ :l (RN—Z,-—l y RN+11'+1 )} A |:_% Ly + % ,U(? :| (Rlo—l _ RzN—10+1 )

o plo  p2N l l 5 It 2Nl _l l 5
:UO(R R )+|:2/u0+2:u0j|(R R )+|: 2:uo+ Ky

N+l +2 Nty —1.-2 1 1 1
Z’{ M+ M}(R 4 4 )+Z’<,q—5ﬂo 2/12}

i=1

x[1=u ]+ [1- 415 ]B 1 +%ﬂ,~2D(RN’°”"” R

1 1 1 2 2. 2 2 2
+Z’< q——ﬂﬁ Zﬂo}{_zﬂi +H }[ﬂoﬂ[ 5y~ |
o[seg [gmogu o) B o]

i=1

1 l 5 1 1 o0 2 N-lg#p=1 N+ =11

{ S+ 2%} [2ﬂ0+2ﬂ0}[1 ﬂ,-]j(R R0
1 | B 1 Lo [ pN-lgHi=2 N+l 1,42

+|:Eﬂo+5ﬂo}zki|: Eﬂi+5ﬂi:|(R R )

i=1
o e ee -1 .
operatoriiniin A" tersi vardir ve

|25, <4

kestirimi gecerlidir.
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q
x{Zki(Rl" R )} olsun. O halde A, operatoriiniin A;' tersi vardir ve

(2.1.6)

2.1.7)



Ispat: K, operatorii,

K, = (I RZN){Zk [{_—ﬂ +%Iu2i|(RNli+l _RNHl.fl)_luig (RNle. _RN+ll.)

_'{% L +%Iui2}(RNzl.1 _ RV )j"‘ {_%ﬂo +%,u§}(Rl°1 _R2N710+1)
2 pl 2N 1 1ol plot 2Nl 1 1,
/JO(R R )+ 2/”0""2/”0 (R R )+ 2:“0"'2:“0
XZk ‘: L +_ p }(RNIOH 2 _ pNelgh 2)+Zq:k [{__‘uo_i_ ;ﬂo}
x[1- 4] ] +[1—ﬂ§]B H, +%ﬂ,~2D(RNIO”f” —RN”O”Z"l)
+Zk {__ 1 2}{_1 _’_l 2}_’_[ 2,2 2 2}

Hy + 2/“ 2/“[ 2/”;' Mol —Hy — K
+{% Ly +%y§}{% i +%,ufD(RNzo+z RVl ) Zk ([ ]
x[—%ﬂ[ +%,U,-2} +B Ho +%ﬂ§}[1—ﬂ,.2]J(RNIOH"I —RN”O”f“)

- {% Uy + % 7 } Z::ki {—% L+ % w } (RNJOHF2 — R0 )}
olmak tizere,
A=A = ATACK, (2.1.8)
seklinde yazilabilir. (2.1.4) kestirimlerini kullanarak,

Nl+1 N+/ -1

2N 2
L " SHI -R H,HH {?933,( —SH; = ﬂ HR ooy T X[ \
- ) 4, 1 1 . N-L-1  N+l+l
X kAHRN P RM + — A= HR =R
; l H—H rlrﬁli)q( 2/1, 2/11 = H—H
N 1 +l 2|l gl _ gV lo! +‘ 2‘ R _ RN
2 Ho 2 Ho HoH Ho HoH
1 L olllplott pp2N—p-1 1 I, 1 1,
+—4|||[R° —R° +l—=p, +— — U+ — L
2#0 2# - 2,% 2:“0 max 2”’ 2ﬂ,
sz RVl _ pNHg 2 _l 1 1 - ‘
Hn > Hoy > /Jo T11<122; H;
XZk HRN—lO+li+l _ RNt +‘1 3 2‘ 1 +l )
el o AT AT A

26



XiZ::ki HRN—IOHZ.H _ RVl . N —%ﬂo +%,ng rg;g; —%,Ui +%,ui2
sz HRN ot _ pN+loh . +‘/10 IEI%? ‘Zk HRN ot _ pN+loh -
+‘ﬂ§‘zq:ki HRN—IOHI. _RN+10711. + max | ‘Zk HRN o+ N+10 ;

i=1 H-H  I<i<q HoH
+ %,uo ;/JO n;l,ili,( ;,U, + Z,U, Zk ‘ RYNT0M _ RV o™ o
+‘1 Ho | max |- + ,ul ‘ RY ottt _ pN¥lo i+

1<i<q H—H

+ Eluo +%ﬂo rlg%? 1- 1 ‘Zk HRN—IOHi—l _RN+10—zi+1 o
7 +%#§ max —%ﬂi +%Mf 2 ,-HRM‘)+”"2 — RN H%H}

<Mt (2.1.9)
elde edilir. Burada M,z ’dan bagimsizdir. Uggen esitsizligini, (2.1.8) formiiliinii, (2.1.6)

ve (2.1.9) kestirimlerini  kullanarak  yeterince kiicik pozitift 7  igin,

HA;IHH»H - HAI_IHH»H +HA;1 HH%H HAI_IHH»H ||Kl||HHH +HA HH—>H )MT (2.1.10)

esitsizligi bulunur. Buradan istenilen (2.1.7) kestirimi elde edilir ki, bu da ispati

tamamlar.

Onerme 2.1.5. 1</, < N-1,1<l, <N -1 igin,

A =(1-R)(1-R" )(1 ~S%R™ j(l—zq:kiRN_l‘J”" J
i=l1

i=1

0

Jy==(1 =R Yty (RO =R o gy (RO =R )= g (RO — R0

q
+ldy (Rlo*1 _ RN~ )+/Jo,5 <R10+2 RV~ ) Z { ( RV li+2_RN”i’2)

i=l

(R =R ) (R R ) g (R R

" (RN—IFZ _ RV )}} ’
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J, = _(1 —R* ){Zq:ki {:uo,lﬂi,s (RN?IOHI'+4 _RNHOJZA)—F(‘UOJ‘UM +ﬂ0~2ﬂi’5)

i=1

N—lg+1,43 N+ly—1,—3 N—lg 442 N+ —1.—2
0 0 o o
x (R ""—R ' ) + (;uo,lfui,s T Moo s+ Hostis )(R " —R l )

N—=Iln+1.+1 N+ln—1.-1
+(,U0,1/Ui,2 T Moo iz T Hoskt 4 +,Uo,4/ui,5)(R R )}’

q
Jy= _(I—RZN){Zki {(/uo,l:uu + Mo M +[,u§,ui2 _‘ug _'uiz]-i_ﬂo"“u’?“ +'u0»5’u"’5)
i=1

X(RNfzoJr/i _RN+104[ )} ,

J,==(I-R")

I N—ly+1.-1 N+ly—1.+1
X{ k; { Hoo My + HosHin + Hoali s +:U0,5;Ui,4)(R ¢ -R )

i=1

N—l+l.-2 N+ l+2
+(,u0 sty T Hoathi +IUO,5/ui,3)(R CTT-R " ) (ﬂo,4,ui,1 +/UO,5:ui,2)
X(RN—10+1i—3 _ RV ) ¥ ot (RN—10+1i—4 _ RN+ )}} -

K,=J +J,+J,+J, (2.1.11)
olmak tizere,

A, = A, + K, operatériiniin A} tersi vardir ve
HA;'HH_)H <M(5) (2.1.12)

kestirimi gecerlidir.

Ispat: (2.1.11) ile ifade edilen K, operatdriinii kullanarak,
A =N =AAK, (2.1.13)
seklinde yazilabilir. Burada,

J, = o, (1 _R )(RIO—Z _RzN—10+z)_Iu0’2 (1 _R¥™ )(Rlo—l _RzN—10+1 ) N ,U(? (I _RZN)
X(RIO _ R )_,uo,4 (I _RzN)(R10+1 _RzN—zo—l)_,qu (I _RZN)
X(R10+2 _RZN’IO’Z)

_Zq:ki/ui,l (I -R* )(RN?liJrz n RNHFZ ) - Zq:ki/ui,z (I —R* )(RN#"H — RNHF1 )
i=l il
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Sk (1= R (R R ) S (1) (R R
i=1
i=1
10
=2 1w
n=1
‘]2 = _/Jo,l iki/ui,s (I _RzN )(RN_IOHi+4 _RN+IO_Ii_4)
i=1
— Ly, ik“uM (I _ RN )(RN_10+Ii+3 _RN+10_1l._3>
i=l
_/”o,zikiﬂi,s (I—R2N)( RY 0t _ pN*lo; *)
i=1
—ﬂoi:kiﬂis(l—R”)( Ng*li+2 _ pN*lo™ 2)
i=I
_ﬂozzq:kiﬂm(l—RZN)( Nlo++2 _ pN*lo™h 2)
i=I
_/10,3Zq:ki:ui,5 (I—RZN)( RV ot _ pN+o 2)
i=I
q
_/”o,lzkiﬂ,-,z (I _ RN )(RN_IO+Zi+] _RN+10—zi—1 )
i=1
—Lhy, ikiluiﬁ (I _ RV )(RN—10+li+l —RN+IO_li_1)
i=1
q
—Lys ZkifuiA (I _ RN )(RN_10+li+l _RN+10_1i_1 )
i=1
—Lyq Zq:ki:ui,s (1 _ RN )(RN710+11.+1 B RN+107[I,71)
i=1
10
= Z‘Iz,n’
n=l
J3 =~ IZ::kiﬂi,l (I -R )(RN?IOH" — RV )
q
_/'lO,Z Zk“ui’z (I _RZN )(RN_ZOHL' _RN+ZO_Zi )
i=1

—,Ug iku”iz (I _R2N )(RN—IOHi _RN+ZO—zi )
i=1
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+ 4y Z" (1-R)(RY — R0

q

i=1

q
“Ho4 zkilui,él (I -

i=1

q
~Hos an“i,s (I -

i=1

7
= ZJ 3>
n=1

T ==ty Yot (1 - R )(RY0

i=1

ﬂoazk/u by I

—Hy 4Zk M 2

q
“Hos zki:ui,zt (I r

i=l1

q
“Hos zknum (I

i=1

q
“Hoq anui,z (I -

i=1

q
“Hos zkuum (I -

i=1

q
“Hoq Zkilui,l (I -

i=l

q
“Hos Zkilui,Z (I -

i=1

+Zkilui2 (I _ RZN )(RN—IOHZ. _ RN+10711. )

RV )(RN—IOHI. _RN+10711. )

RZN)(RN—IOHl. _RN+ZO—Il.)

N+lO—li+l)
RQN ( N loth—1 N+10 11+1)
RZN ( N “loth-1 N+10 ll+1)

R2N )(RN—IOHI.—I i RN+10 ll+1)

—RZN )(RN—IOHi—Z . RN+10—1i+2)

RZN )(RN—IOHi—Z _ RN+10—zi+2 )
RZN)(RN lo+;=2 _RN+10—1i+2)
RZN )(RN710+11.73 _ RN+10 L; +3)

RV )(RN7/0+11.73 _ RN+10711.+3>

“Hos ikilui,s (I —RzN)(RNflo”i*“ RN+IO lz+4)
i=1
10
= ZJ4,n‘
n=1
Buradan ||J1||H4>H ’”h”HHH ,||J3||HHH ve ||J4||

Oncelikle |/, ..
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i¢in, (2.1.4) kestirimlerini uygulayarak,

kestirimlerini olusturalim.



2N 10—2 2N—IO+2
il <Ll =, RO =R

H"H‘ H—H

<Mz,

2N—ZO+1

R —R

HaH‘

2], < et = 5]

H—H
<M, ,z,

2N—IO

RY_R

H*)H‘

HJ1’3HH—>H S "ug‘ Hl B RZNH

H—-H
<Mz,

lo+1 _ 2N—lo—l

S TS L

H 1’4HH—>H H—H ‘ ‘H—)H

<M, ,7,

2N—10—2

Rlo+2 _R

H—)H‘

2N
050, <ot = R

H—->H

< MLST,

< max

1<i<q

4161
g —>n H—H

q
2N N—-L.+2 N+L.-2
MJW—R w{HE}NR it _ RN
- i=1

<M,

< max

7.4
HoH - g,

H—H

d —1.+ +1.—
/ui,ZH‘I_RZNHHﬁH ;ki HRN 141 _RN l; IH

< Muz',

< max

[7.4]
HoH - gy

d —l. +.
MZH‘I _RZNHHHH ;ki HRN L, _RN I

H—H

<M, gz,

< max
I<i<q

[
MNu—>n H—H

q
IN N-1;-1 N+ +1
nlli=r"], 3 -k
. H—H
B

<Mz,

10l < masx

I<i<q H—->H

q
2N N-1;-2 N++2
pallr =R, Sk
i H—H
~H A

<M, ifade edilir. Buna gore,

Il,,, <Mz olur. Benzer sekilde, |J,||, . icin (2.1.4) kestirimi kullamilarak,
N\ N-ly+l;+4 N+ly1;-4
HJZ’I“H—)H < ‘IUO,I 1;22( /Ui,s‘HI_R2NHHﬁH ;ki HR 0 -R o
<M, z,
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q
N N—-Il+1.+3
U lr-# Zk-HR v
H 220l = 1o ﬁ‘i‘,ﬁ’j His HoH &=t
<i< =

<M 227>

+Zi +3

q
2N Nl
H 23\yy = Moz Ilgll%f; His HosH &
<i< P

<M,.t,

724, < et0s max
24|yl 0,1 nax

q
uillr=r, SR

<M,,z,

q
N N—ln+1.+2
Tyl <] max | H‘I—R H Zk.HR 0t _
H 250y m = |Ho2 1<£§ Hia HoH i
<i< =

<M,

726l = ] max

1<i<q

< M2’6r,

q
2N N—-ln+l.+1
H 27y m = Hoa 11132]( i Hot
<i< =

<M,,z,

q
2N N—-l+l.+1
H 28l = Ho2 I}}E’q‘ His HoH
<i< =

<M,,,

72501 < o] max

1<i<q

<M 207>

q
2N N—ln+1.+1 N+ly—1.—1
H 2105 = [Hoa flgll%i]( H; s Hot Ll
<i< P

<M, esitsizlikleri elde edilir. Buradan ||J,| . <M,z olur. Daha sonra

||J3|| oy 1sinise (2.1.4) kestirimlerini uygulayarak,

A
H 3Ugsh /uo'l

<M,
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-R

-R

N—IO+Zi +2 .

q
2N N—10+ll.+2
ﬂi’s‘”l B R HH—)H Zk’ HR 4
i=1

q
N N—10+ll.+1
'uiA‘ HI B R HH—)H Zkl HR B
i=1

q
2N N—-I\+l; N+1, -1
max‘lui,lH‘I—R H EleR 0™ _ R0
1<i<q HoH —

N+1071i -3

H—->H

N+lo —1;=3

H—H

N+ZO_Zi_2

R

H—H

RN+IO_Ii_2

H—H

N+IO 711.72

R

H—->H

RNHO 7li =l

H—->H

RN+10 711. -1

H—->H

N+lofll.71

R

H—->H

H—->H

H—H



q

oN N—=I+l. N+l -1

152], o <|rs lH‘I—R H ZkiHR ot _ gMoh
2llH—>H i 0 HoH &=

H—H
<M, ,r
N N—ln+L. N+in—L:
R P 1 T D YA LB S
~IH—>H H—>H H—H
<Mt
2 N d N—I,+ N+l -1
il <l =R, Dok R = R
IH—->H H—>H P H—>H
<Mt
2N N-I +l N+Z —.
sl <l =R | S R R
~I|H—>H H—>H 1<l<q H—H
<M,r
2N . N—-I,+l N+In—1
2l = et max =, Do R - R
H—>H 1<i<q H—>H = H—oH
<Mt
2N I N—-ln+l N+l
Tl <lttos|maxaa [l =R, Dk RO - R
H 37y = 1Hos 12 His HoH &=t HoH

<M, 7 kestirimleri elde edilir. Buna gore |/, igin |||, <M,z

H—H H—H

kestirimine ulasilir. Son olarak ||J 4||H%H icin (2.1.4) kestirimlerini kullanarak,

q
oN Z N-I +l N+l —1.+1
“H->H 1 ci< L H—H
=g i=1

H—->H
<M 417>
H‘] H Lu H‘I RZNH zk HRN To+h=1 _RN+10—1[+1
42lH->H 0.3 H—H HoH
<M 427>
d N—-In+l.-1 N+~ +1
A lr=r], L, Dok R R
P IH—>H g ’ HoH <= ! HoH
<M 437>
2N d N-ly+l.-1 N+l +1
17640, < s max o[ =R, DR - R
SYIH—>H ’ <i<q ’ H—->H P H—H

<M,,t,
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q
N N—In+1.-2 N+l —1.+2
il bl 1R, S e -
~II1H—>H > 1<i<q > H—>H s H—oH
<M,
N . N—ln+1.-2 N+l—1.4+2
T O P e PR TR S ) LSRR
PIUH—>H > 1<i<q ’ H—->H P H—H
<M,r,
2N ! N-ly+l.-2 N+ly—1.+2
il Dot maax sl =R, SR = R
I\ H—>H > 1<i<q ’ H—->H P H—oH
<M, ,
N d N-I,+1.-3 N+l =143
T e PR TR O v LA
°llH—>H 4 1<i<q ’ H—>H P H—oH
<M,,7,
oN - N-I,+l.-3 N+ln—1.+3
il o bl ., S 7 -
2 IH—>H > 1<i<q ’ H—-H o H—oH
<M,,t,
2N z N—-Il+l.—4 N+ln—1.+4
HJAIOH S‘:uos max /JMH‘I_R H ZkiHR CT R
’ H—>H ’ 1<i<q ’ H—>H P H—oH

<M, v esitsizlikleri elde edilir. Buradan ||J4|| i¢in ||J4||H_>HSM T

H—>H
esitsizligi ve K operatori icin ise
2lH>H

(1S S A P A8 P T PR A

H—H H—H H—H H—H H—H

<Mt (2.1.14)

esitsizligi elde edilir. Burada M,7’dan bagimsizdir. Yeterince kiigiik pozitif 7 igin,

ticgen esitsizligini, (2.1.13) formiiliinii ve (2.1.6) ile (2.1.14) kestirimlerini de
uygulayarak;

HA;HH%H = HAIIHHHH +HA;1HHHH HAI_IHHA)H ||K2||H—>H
<M(5)+[a)|, , M (5)Mr (2.1.15)

ifade edilir. Boylece (2.1.12) kestirimi elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

2.2. Ugiincii Mertebeden Dogruluklu Fark Semasi ve Kararlihk Egsitsizlikleri
Bu boliimde yerel olmayan smir kosullu (2.1.2) ters eliptik probleminin yaklasik
¢Oziimiinii bulmak i¢in tigiincii mertebeden dogruluklu fark semasi kurulmustur.

v(y) ve v(A4) icin ligiincii mertebeden yaklasim formiilleri,
34



o BEEEH HER D TED
B HE oty e

Burada [] en biliyik tam sayr fonksiyonunun notasyonu olmak {izere,

l, = {Z}, Hy = Z—lo, [, = {i}, M= ﬁ—li,(i =1,...,q) notasyonlariyla, v(y) ve v(4,)
T T T T
i¢in iiglincli mertebeden yaklagim formiilleri tekrar

) =| =5+ [ 0)+ [ o)+ 30+ .6 o(( 1))+ 0 (),

v(4)= {—%,ui +%,uf}v((li —1)2’)+[1—,u,.2]v(lir)+{%,u,. +%,ul.2}v((li +1)r)+0(r3)

seklinde yazilabilir. Bu yaklasim formdiillerini uygulayarak ve
k=YY% =1 (2.2.1)

oldugunu kullanarak, yerel olmayan sinir kosullu (2.1.2) ters eliptik probleminin ii¢lincii
mertebeden dogruluklu fark semasi,

TZ
—7 (Vk+1 =2v, +v ) +Av, + EAZV,( =0, +p,

f(tk+1)_2f(tk)+f(tk—l)

T

2'2
O, —f(tk)+ﬁ( +Af(tk)],

t, =kt 1<k<N-1,Nt=T,v,=¢, (2.2.2)

1 1 1 1
|:_5/Jo +Eﬂgj|‘}[ol +|:1_:u§j|vlo +|:§:u0 +5’ugi|v’0” =¢

Vy = Zki |:__/Ji +_lui2:|vl-—l +|:1_’u"2:lvl' +[_'ui +_'ui2:|vl'+l i
P 2 2 i i 2 2 !

seklinde olusturulur.

(2.2.2) tgiincii mertebeden dogruluklu fark semasini gz Oniine alarak, bu fark
probleminin v, ¢0ziimil i¢in,

v, =u, +A"p (2.2.3)
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formiiliinii ve (2.2.1) ifadesini kullanarak u, i¢in,

2
—T’Z(uk+,—2uk+uk_1)+Auk lezuk .,

6 = f(t)+ L (f(tk“) 2/(t)+ /O 1)+Af(tk)],
T
tk=kT,1SkSN—1,NT=T, 2.2.4)
1 1 2 2 1 1 2
uo_|:_§:uo+5:uo}uzo1_[1_ﬂ0]u10_{Eluo*'z:uojluloﬂ:¢_§’

_Z {__/”rlﬂ},”{l @ Ju, +By+;u} }=f7

seklinde yardimci lokal olmayan fark problemi elde edilir.

p elemant, (2.2.4) fark problemi ¢oOziildiikten sonra,
p=Ad—Au, (2.2.5)
formiiliiyle elde edilebilir.

Tim H degerli {19,(}::11 grid fonksiyonlarnin C(H) ve Cy;”(H) uzaylarmdaki

normlarini tanimlayalim:

o1

o2

C(H) 0<k<N-1

= {Gk }kN=_11

CS‘T’“(H) ‘

+ sup (kr+nr) ne (T -kr)" |6, - 6]

C(H)  0<k<k+r<N-1 "

Teorem 2.2.1. k (i=1,..q) katsayilarm (2.2.1) kosulunu sagladigmi ve
$,{,ne D(A),{ } ., € C(H) oldugunu varsayalim. O halde, (2.2.2) fark probleminin

({vk} , p) ¢oziimi i¢in agagidaki kararlilik kestirimleri saglanir:

[, <M )[||¢|| +lell, el +[(6 12

|47, = (5] I, +1c, +1o, + 6.3

Burada M (&) sabitleri, verilen ¢,¢,7 elemanlarindan ve {Hk}kN: dan bagimsizdir.

:|, (2.2.6)
C(H)

C(H)

] (2.2.7)
C(H)

Ispat:
2

T
—7? (uk+] —2u, +uk_])+Al/tk +EA2Mk =0,,1<k<N-1, (2.2.8)

u, ve u, verilmistir.
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direkt probleminin ¢oziimii Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) c¢alismasinda

=(1=RY) (R =R Juy + (R = R Yuy —(R* = R*™*)(1+ D) (21 + D)

xD—lg(RN—f ~ R )ejr}(l +7D)(2I +7zD)" D‘lg(Rkj ~R")0c
j=1 j=1

formiiliiyle verilmistir. Burada, A operatorii H Hilbert uzayinda sinirlt ve 6z-eslenik

2
pozitif tanimli olmak iizere, C=A+ IT—ZA2 , D= %(TC +4C +7°C*? ) ve

R= (I + TD)_I operatorleri de sinirli ve 6z-eslenik pozitif tanimli operatorlerdir (Krein,

1966). Bu formiil P = (I +7D)(2I + rD)_l D' notasyonu kullanilarak,

u, = (I _RW )’1 |:(Rk _ RNk )uo +(RN—k _ RN+ )”N _(Rka _ RN+ )PNil(Rij _RN+j)

Jj=

N-1
x0c |+ Py (R*! =R/ )0,z
j=1

k=1,.,N—-1 (2.2.9)
seklinde yazilabilir. Yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark probleminin sinir sartlarina

(2.2.9) formiilii uygulanarak,

{(I—RZN)—[—%% +%,u§}(Rl(’_l —R) 1= 4y (RO - R )—Byo +%,u§}

xR R )} u, — {—% Ly + % ,u(f}(RN_IOH —R" ) [1- 4 ] (R0 R
B Hy+ ; 1 }(RN_I‘)_] —R"" )}MN =0

1L L Ll ) G0 [ L]
xR R ‘)} +Zk {(I—R”){—%yi +%,ui2}(RN_Z"+I ~R")

- (R R )- BM +%,ui2}(RNl"l —R”*’f“)}uN =0,

elde edilir. Burada,

0 :(I—RZN)(¢ é,) [ 1 +1 :| (RN—10+1_RN+10—1)PN1(RN, RN+j)0T
1 ~Hy 2/u0 — j
( RQN )PN 1( ‘l() —1- j‘ 10 1+ )HT}"‘ [1_ﬂ2:|
J 0
Jj=1
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N-1 N-1

x{—(RN_IO—RN+]°)P (R¥7—R")0r+(I-R")P (R’O 1 Rl‘)”)ej}
Jj=1 Jj=1

N-1

+|:%/Uo +%/I§}{_(RN_ZO_ N+ZO+1)P (RN ! RNH)H T+( RZN)

J=1

PZ(RIO+1 /‘ Rlo+l+j )012_}
j=1

N d 1 1 N—l.+1 NAL—1\ Xy N+
Q,=(I-R )mzk,{{ SHESH }{ (R iR )P (RY7-R)
i=1 J=1
><49j2'+(1 _RzN)PE(Rl,-lJ' _Rli—1+j)€jz_j|+|:1_ﬂi2i|
j=1
N-1 N-1
><|:—( L N*’)P (RY7—R")@,r+(I-R™)P ( R R”’) J}
J=1 j=1
1 I, Nelot N+LAT\ DR N—i N+ 2N
+|:—,ui+—,ul}{—(R TR PY (R RV )0,z +(1-R)
272 & ‘

N-1 ;1] L1+
xPY (R -R")0 7|

j=1

Bilinmeyen u, ve u, elemanlari i¢in;

{qn”‘o +quy =0,

(2.2.10)
Goithy + Grotty = 0,

denklem sistemi ifade edilebilir. Burada,

a,=(1- RZ”){—%#ﬁ;ﬂé}(R"’I—RZN’°+l)—[l—ﬂ§](R’°—R2N °)- Bﬂﬁ;ﬂg}

X(RIOH _RZN—]O—I ),

G, = —{—%ﬂo +%ﬂ§}(RN_’0” R [1- g (R - R ) B st iﬂg}
X(RN lo-1 _RN+10+1)
) gk" {{_%ﬂi +%”’2}(Rlil SR [ (R R )_Bﬂi +%A
x(Rl"H _R2N71i71 )} ’

= iki {(1 _RzN)_[_%lui +%,Ui2:|(RN_li+l —RN+li_l)—|:1—,Lli2](RN_li _RN+1i )
i=1
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—{%ﬂi +%luiz}(RNl,-1 _RNHI.H)}

(2.2.10) denklem sisteminin ¢Oziimiiniin var olmast i¢in, A;=¢q,,9, —4,,9,
operatdriiniin tersinin varlign ve sinirli oldugu Onerme 2.1.4’de kanitlanmistir. Bu
sebeple (2.2.10) denklem sisteminin ¢Oziimii vardir ve tektir. Bununla birlikte,
bilinmeyen u, ve u, elemanlar igin, u, = A} (4,0 —4,,0, ). uy = A5 (4,0, —4,,0,)

esitlikleri bulunur. Sonug olarak u, ve u,:

A . PN _l l 2 N+l HpN+-1\ [ o N—l; N+
= A; {zlk{(l R™) [ 2,ui+2,ul}(R R ) 1 ,ul.](R R )
_Bﬂi +%uf}(RN‘lf‘l —RN”Z‘“) {(1—R2N)(¢—§)+{—%uo +%ﬂ§}

N-lg+l N+10 - N—j N+j 2N S \lo -1- /\ ’o I+j
xi—(R )P l(R ~RV)07+(I-R™)P 1( )ejr
j= J=
NI(RN] RN+j)HT+(I—R2N)PN1(RZO j‘ 10+j)
g 1

J=1 Jj=

+[1—y§]{—(RN"0 R )p
N-1

x@}.r}+B/¢0+% ng—(RN"O“ RO PY (R —R")0,r

J=1

2\ o [ plot- i Rl 1 1, N-lgtl N+l
+(1-R)PY (R Ot ||~ 554 (R0 —RY0)

J=1

_[1_%?}(]?1\/—10 _RN+10 )_[%ﬂo +%lu§:|(RN—10—1 _RN+10+1 ):||:(I_R2N)77+

1

Zk {{——u +;u }{ RV R 1)PN (R™ =RY)0,r+(1-R™)P
)

J=1

'S N B N N+ SRV RV
XZ(R ~R 0.t + (R -R )P (R -R )
Jj=1 =

XNZ_:(RN_j —RN+f)9jr+(1—R2N)P
=1

J J

N—

l(Rl +1- /‘ l+1+/
=1

N-1 A '
xt9j2'+(l_R2N)P (Rlil _Rl;+1)6,j j| |: Iulz}[ N+li+])P

ef}}}
(2.2.11)

ve
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u, = A;l {|:(I—R2N)—|:—%,UO +%/J§:|(R101 _RzN—loﬂ)_[]_lug](Rlo _RZNIO)—{%ILIO +%/I§}
X(RIOH _R2Nlol)(( _ RN )77 N Zq:k, {|: ;lujgj“:_(RNliH _RN+/i—1)P

i=1

xi(RN—j _RN+j)0jz.+(1_R2N)Pi(Rzi—l J _ R 1+,) jf}-i-[l—,uf]
/= =

J

2

J

N-1 )
{—(RN‘G—R”’)P (RY7—R")0r+(I-R")P (’ o ’”)07}
j=1 j=1
N-1

+[%ui+—ui2}{—(RN’l N”“)P (R¥/-R"7)0z+(I-R")P

Jj=1

xg(Rlﬁ-l—/ —Rli“*j)ejl' }J—[Zq:kl {_{_%ﬂi +%‘ui2j|(Rlil _R2N7]i+1)

Lr-s (R ) L] 4( R g )}{(I—RZN)(¢—§)

[
+|:_llu +lﬂ2}{_(RNlo+l N+10 )PNZi(RN—j_RN+j)HT+(I_R2N)P
270 27 = j

J

N-1

XZ( \10 -1- /\ 10 1+j) T}+[1 ;Uo { R Iy N+IO)PZ(RN—_/ _RN+j)
=1 j=1

( J
N Nl o= f‘ Ioﬂ N~ly-1 N+ +1
x0,r+(1-R )PZR 0 ,u0+ S { (R0 —R™™)
j=1

N-1 N-1 )
XPZ(RN_j _RN+j ) ej,z_ + (I _ R2N )PZ(RI()H J‘ 10+1+J ) 9}7}}j} (2212)

j=1 Jj=1
seklinde yazilabilir. Bundan dolayr yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark problemi
(2.2.9), (2.2.11) ve (2.2.12) formiilleriyle tanimlanan tek bir {u, }:]:0 ¢Oziimiine sahiptir.

Direkt (2.2.8) probleminin ¢6ziimii i¢in,

], = e

esitsizligi gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004). Ilk énce Q, ve Q, ifadeleri igin

Rl R, | 2y

C(H)

kestirimler belirlenir. Bunun igin, iiggen, Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve Onerme

2.1.1°deki (2.1.4) kestirimleri de kullanilarak,

1 Nl +1 N+l -1
,Uo +— ,Uo O -R

0, <N =8, (181, 1T, )+ =5 40+

H—H
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Vel ma R, o =R, 1P
X max Rl glo H{@ }N_l +‘1—,u2‘
1<j<N-1 HoH k=1 C(H) 0
N N+ - ; N1
X{HR 0 _R +y . ”P”H»H lgljga}v)sIHRN 7 RN+ . ‘ {gk}k=1 o
) llg=41 In+J N-1
I A T e S T e
1 1 “y-1 o+ i :
+ E/uo +5/,l§ { RN 0 _RN+O+ HoH ||P||H—>H 1?;}3(_1”1?1\/ ! _RNH H—H
N-1 2 ‘l +1—j‘ [\+1+)
WS izl TN R TPy e JROT RO
N-1
b {ek}k=l C(H)}
<u (I, +Iel, e, ) ve
10, <11 =R, bl + D g5 5[ R
2llccH) = Hoi WU T | T O H—H
,< ; -1
><”P”HAH églsf:[lv)EIHRN y _RN+j H—>H H{Hk }kN=1 C(H) +H1_R2NHH—>H
l.—1—] L.—1+j N-1
VPl mas [ ey C(H)Hl_ p
N—I. N+ _ ; N-1
X[HR R HoH ”P”H”H 151'5%)51”RN R H—H {ek}kzl C(H)
2 =il N-1
r=r, 1Pl max (B =R 6 C(HJ
1 1 N-L-1 N+l +1 - '
+ E'Ui +5ﬂ,-2 [ R i —R +i+ o ”P”H»H ISI?SE}V)E]HRN I _ RN+ o
N-1 ;1] 414
WOy, I =R TPy ma R =R
N-1
X {ek}kzl C(H):|}
SM(5)(||77||H +e j elde edilir.
=Hlear)

(2.2.11) ve (2.2.12) formiillerine iiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini
uygulayarak, bununla birlikte (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini de kullanarak,
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- I 1 1 g+ -
IRl <Rl 851, {Zk {HI—R” PV AT ] LR W
_’_‘1_ 2‘ RNfli _RNHI. + l +l 2 RN—li—l _RN+ll.+l ”Q ”
K Yl 2/1,- 2% oo (1€l
IR ol Ny : .
+_‘_5ﬂ0+5ﬂ§ RN o I_RN Iy o +‘1_ﬂ§‘ RN o _RN lo o
1 1 2 N—ly-1 N+l +1
+E;Uo+5/uo R -R - ”Qz”C(H)
<m @ lol, +l, +l, ek, |
_ 1 1 - o+
IRl <181, A, {U'—R”HM MIETARETal LR
= 1 1 i ¥y, _
-l w0 e,
+ik _l +l 2 lel _RZN—II.H +‘1_ 2‘ Rli _RZN—II.
2Rtk o T4 o
1 1 + e
+ SH +§,ui2 Rt _ AN ‘H%H}“QIHC(H)}

g} elde edilir. Buradan (2.2.13)
kJ k=1 ciH

<u @I, +1¢1, +ll, +

esitsizligini kullanarak,
(T o

kestirimine ulagilir. Daha sonra (2.2.5) , (2.2.11) formiillerini ve A™'p = ¢—u, esitligini

} 2.2.14)
C(H)

=4l 412l 1, 4

kullanarak, 6z-eslenik operatorler i¢in operator islemlerini, tiggen ve Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini uygulayarak, (2.1.4), 2.1.7) kestirimlerini kullanarak,
0}
bulunur. Son olarak, (2.2.3) formiiliinde (2.2.7) kararlilik kestirimi ve (2.2.14) esitsizligi
elia {0

kararlilik kestirimi elde edilir. Sonug olarak, Teorem 2.2.1 ispatlanmis olur.

|ap|, <m (5)[||¢||H +<l,, +lmll, +‘ C(HJ (2.2.7)  kararhlik  kestirimi

kullanilarak, ‘

<M (5)[||¢||H +lct, el +| } seklindeki (2.2.6)

C(H) C(H)
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Teorem 2.2.2. & (i=1,..q) katsayilarmm (2.2.1) kosulunu sagladigim ve
$.¢ . € D(A)ND(C),{6, }i:l € C(H) oldugunu varsayalim. Bu takdirde (2.2.2) fark

probleminin ({vk }]I:: , p) ¢oziimii asagidaki hemen-hemen koersif kararlilik esitsizligini

saglar:

{(Vlm -2y, +v )}N_l
’ k=1

T

N-1

+ H{Cvk }k—_l

+[l,

C(H)

C(H)

<m@)lcdl, +Iccl, +Icnl, +ladl, +1agl, +Anl,

. 1 _
+min {ln (;J A+ ‘ln ||D||H_>H m {gk }:;ll C(H)}, (2.2.15)

Burada, M (&) sabiti, verilen 7,¢,{,n elemanlarina ve {Hk}kN: ’ya bagimli degildir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢Ozlimi i¢in,
N-1
(“k+1 — 2w 1y, ) H N-1
‘ { Tz }k—l ’ {Cuk }kzl CH

C(H)

O} C(H)} (22.16)

esitsizliginin  dogrulugu Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) c¢aligmasinda

gosterilmistir. (2.1.4), (2.1.5), (2.1.7) kestirimlerini ve (2.2.11), (2.2.12) formiillerini

. 1
<MG) {||<:u0||ﬂ +|Cuy |, +min {m (;j,u\mnanwﬂ

kullanarak yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark probleminin ¢ozimi igin,

[Cuoll, +lCunl,

N-1 . .
{ek}kzl C(H)} kestirimi

. 1
<@ licd, +lcel, +lcr, +mnfnf L1 +joiol, .|

elde edilmelidir. Bunun icin C=D’R, P=({+tD)2I+7D)'D" esitliklerini ve
(2.2.11) ve (2.2.12) formiillerini kullanarak,

Cu, = A;l {iz::ki {(I—RZN)—[—%,U[ +%ﬂiz}(RNli+1 _RN+11.71)_[1_M2]
x(R" R )—B 1 +%,U,»2}(RN_I"_I — RV )}CQ1 _{_[_%ﬂo +%ﬂ§ }

X(RN—10+1 _ RN+10—1 ) _ [1 _ ,Ug :I (RN—IO . RN+10 )_ {% Ly + % yj}
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o (RN—IO— N+10+1 )} CQZ}
Cuy = A;l {{(1 -R™ ) _‘:_%ﬂo +%/ug:|<Rlo_l — R oM ) - [1 - /u(?](R]O —_R*o )
B e b S

esitliklere ulagilir. Burada;

CQ, =D’RQ, =(I-R*")[Cp-CS]+ {—— 1y + ;,uo }{ (R”"W1 — RV )(21 +7D)"

xz-DZ(RN’ RY1)0,+(I-R*)(21 +7D) TD[ZR 76, + ZR o

j=1

Jj= 10
N-1 N-1
SRl J} +[1-14 ] {—(RN"O ~R"")(21+zD) DY (R -R"")0,
j=1 Jj=1

lp-1 ) N-1 N-1 ,
+(1-R™)(21+7D)" TD[OZRIOJHJ. +> R0, ->R"g, J}+ B fy+ yg}

il i=ly = 2

x{—(RN_IO_] — R )(21 +7D)" er(RN*f —R¥)0,+(1-R*") (21 +zD)"
=

o (lo+1)-i = (o) _N’l (1o+1)+i
xtD ZR 0j+ZR ¢9j ZR (9j ve

Jj=1 j=lo J=1

CQ, =D’RQ, =(I-R*™)Cn+ Zq:ki {—% 1+ % ,uf}[—(RN_l"“ —RN+Zf_1)(2I +7D)"
i=1

— -1 ' O
XTDNZi(RN—j_RN+j)0j +(I_R2N)(2I+TD)71 TD[ZR(li_l>_]0j +NZiR]_(li_l)0
a J=1 =

_NZ_IR(li1)+j0jJ:| " [1 _ ,Ll,-z:i[—<RN_li _ RN+li )(21 n TD)_I TDNZ_I(RN_j _RN+j)

VL -l -1
x0,+(I-R*")(21+7D)" TD(ZR"'"QJ. - %RH’H]. —ER“‘”@JH

j=1 J=l, j=1
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+B 1 +% yf}{—(RN_l"_] ~R")(21+7D)" DY (R =R")0, +(1-R™)

Zi_l ) N-1 . N-1 .
)((2[ 4 TD)—I TD[ZR(1i+1>_]8j + ZR-/_(IZ‘H)aj _ ZR(]i+1)+jaf J]} sekllndedlr. Uggen

j=1 J=l; j=1

ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve 6z-eslenik operatdrler icin operatdr islemlerini

uygulayarak, ilk 6nce ||CQ1|| can icin;
_ 1 1
(€l -], , (sl e, lereny ], -3 me
X{HRNIOH _ RN o ZT(HDRN ,HH%H +HDRN+] H—>H)H0-7HH

In—1

+|1- R OZT pRl +§r pr’ 0™
H=H) 43 HoH o HoH

i

~.

D R(IO 71)

N-1
-7
j=1

}wmy}+p_Mﬂ{MR»%_RN%
H—H

S L

ol

N—
5 RN—IO— N+lo+l Z (HDRNfH H
- H—->H
=1

H—H

N-1
<>z (HDRN‘j H

Jj=

+|DRY*

H—->H

il

= j+1
J
—ZrHDR 0
j=1

H—H H—-H

lo™! :
X(ZTHDRIO}
j=1

J :l()

1 1
+ 5/10 +5/u0

0—1

o, =%, Xejor®"

H—)H) JH

+HDRN”’1

H—H

= (10 +1) = J+ 10+1 . .
Z DR’ Z HQ f HH bulunur. Ayni islemleri
]=10 H—>H j=1 H—>H

tekrar kullanarak ||CQ2||C(H) i¢in;

B d 1 1
(Ol =471, e, ooy, (3% f-be L

H—H )HGIHH

+|DRY

MRN ;41 RN+1 -1

(HDR” |

H—H H—-H
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i 4 N-1 4
-, Jol, [ Sl St
+§T DR(10—1)+j J:I_'_‘l_ﬂiz”: Nt _ pN; -
j=1 H—H -

N-1 . .
2r(lor ], +lor e, -5,

H—>HJ

H—H (ZTHDRN jHH—)H

j_[i

DR’

l.—1
1

«| 3
J=1

N-1
+> 7
j=ll»

|

lifl
ol b=, (5

N-1
+> 7
H—>H S
Jj=1

H—->H

N—li -1 N+l +1

-R

L1
SHtoH

ol 145

D R(li +1)7j

N-1
+> 7 |DRY
j=1

H—->H

%HJHQJHH]}} esitsizligine ulasilir.

Daha sonra (2.1.4) ve (2.1.5) kestirimleri kullanilarak ||CQ1|| can V€ ||CQ2|| cun igin,

ve
C(H)

} kestirimleri elde

DR (Z +1) J+H l +1)

N-1
j:li

HDR

H—->H j=1

(c0l = 41®) ol el +min o[ L]+l |

0

||CQ2||C(H)_M(6){||C77|| +mln{ln( ]n\m o], \}

O

edilir. Boylece tiggen, Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve (2.1.4), (2.1.7) kestirimlerini

C(H)

de uygulayarak ||Cu,|,, ve ||Cu,], igin;

N N 1 1 N—1.+1 N+l.—1
by <l , I, S e S
4,2 RNfl,- _RN+ll- 1 +l 2 RN—II.—I _RN+li+l _”CQ ”
HoH 2'u z'u' HoH | | He)

_ | . » N 7 +
+_‘_5,U0+2,U§ RN ! I_RN o H—H +‘1_'u§‘ RN ’ _RN ’ H—H

1 1 2 RN*lofl RN+10+1 C 0o 17
TRty - 1€, 2.2.17)

ve
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2N—10+l

R -R

+‘1_/u§‘

el s, =R, 3

H—->H

- 1 1 +
« Rlo _RZN I . n _E,uo+5,u§ Rlo I_RZN O HﬁHi|||CQ2”C(H)
L1 2Nl ~ oleh  p2N
+Zk{‘ y,+— R -R H%H+\1 1£||R" - R .
1 1 + e
+ _Eﬂi +§:Ui2 Rt _ gV . }:|||CQ1||C(H) (2.2.18)

kestirimleri elde edilir. (2.1.1) sartim1 uygulayarak, (2.2.17), (2.2.18) esitsizliklerini ve
ayrica [CQ |, -|CQ. |, i¢in elde edilen kestirimler kullanilarak,

[Cuofl, +lCus], <M @[Cal, +Icsl, +lcnl,

+rmn{ln( j l+‘ln”D”HﬁH‘:| {Qk}g_—ll } esitsizligi  bulunur.
—NC(H)
Buradan;
ficuiz], <m@lica, +Iccl, +lcrl,
+rmn{ln( j 1+‘1n”D”HﬁH‘:| {ek}kN:—ll C(H)} (2.2.19)

kestirimi elde edilir. Boylece, yardimc1 lokal olmayan (2.2.4) fark problemine iiggen
esitsizligi uygulanarak (2.2.16) kestirimine ulagilir.

Bilinmeyen p elemani igin |p|, kestirimini belirleyelim. Bunun igin (2.2.5)

bagintisinda (2.2.11) esitligini kullanarak ve sonra iicgen ve Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini uygulayarak, ayrica (2.1.4) ve (2.1.5) kestirimlerini de kullanarak,
N-1
{ek }k=1 c

kestirimi elde edilir. (2.2.3) formiiliinde (2.2.19) esitsizligini ve (2.2.20) kestirimini

by <00 {1, acl, o, i (Lol i, | 2220

kullanarak

H{C"k };15711

= llcH)

<m@{cyl, +Icsl, +Icnl, [, +14g], +anl,

+mm{ln( j1+\1n||D|| ﬂ‘{@k}lf C(H)} (2.2.21)

esitsizligini elde ederiz. Ayrica (2.2.2) fark problemine iicgen esitsizligini uygulayarak,
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{(Vkﬂ =2V +v )}Nl
’ k=1

<m@lcdl, +Icsl, +lcnl, +1adl, +14s1, +lan,

i) i 2.1+ ol e

elde edilir. Sonugta iiggen esitsizliginden, (2.2.22), (2.2.21) ve (2.2.20) kestirimlerinden

C(H)

} (2.2.22)
C(H)

(2.2.15) elde edilir. Boylelikle Teorem 2.2.2.°nin ispat1 tamamlanir.

Teorem 2.2.3. k, (i=1,.q) katsayilarm (2.2.1) kosulu sagladigim ve

1

@.6,ne D(A)ND(C ),{Qk}kN: eCy“(H)O<a<1) oldugunu varsayalim. O halde,

(2.2.2) fark probleminin ({vk }N_ll , p) ¢Oziimil i¢in asagidaki koersif kararlilik kestirimi

k=
gecerlidir:

N-1
{r’z (Ve =2V, + v )}k 1

+ H{C"k b

ngwa(H) Cgfa(H) +||p||H

|
(I-a)a
+|Ad],, 1A, +lAnl, |- (2.2.23)

SM@{ (0

 +lcdl, +lcet, +le,

a,a
Cor

Burada M (&) sabiti, verilen «,¢,,n elemanlarindan ve {49,(}:: ’dan bagimsizdir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢oziimii i¢in, Ashyralyev ve Sobolevskii’nin
(2004) calismasinda,
;‘
(I-a)a
kestirimi ispatlanmistir. Yardimer lokal olmayan (2.2.4) fark problemin ¢oziimii i¢in

(2.2.11) ve (2.2.12) formiilleri;

=23 33 ) L a0 o )
i=1

_ 1 1 2 N—ll.—l_ N+l+1 ) _1 1 2 N—IOH_ N+ly-1
{EMJFEM}(R R )}CQI { { Eﬂ0+5ﬂ0:|(R R )

~[1-g J(R" o -R™ )—B Ho +%u§ }(RN‘IO" — RV )} CQZ} ve

(O

SM(&){

(e (20 ) RCTRTEN
oT

g
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Cuy = A;l {{(l -R ) _‘:_%,uo +%ﬂ(?:|<Rlo_l — R o" ) —[1_ /u(?jl(Rlo —_R*o )

_ l l 2 10+1_ 2N—[0—1 _ ! _ _l l 2
[2/10"'2/”0}(}3 R )}CQQ {Zk,» S Mt H

i=l1

X(Rll.—l _RzN—zi+1)+[1_ﬂi2](Rli _ RN )_|:%,Ui +%,U,-2}

X(Rf = RZNII'I)})CQI} seklinde  yazilabili. ilk o6nce C=D’R,

P=(+1D)2I +7D)"' D" bagmtilarmi kullanarak, daha sonra 6z-eslenik operatorler

icin operator islemlerini, liggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak

”CQl”C(H) ile ”CQz”c(H) i¢in,

1 1
2N -1 2
(o <li—#"1,., s, +lccl, )l ey o], |-+ L
N—-l,+1 N+Il—-1 o A N-1
x{[R o™ — gV |RY-7 — R ‘ 9
{H HoH 123\/)51 H—H { k}k=1 C(H)
AN \10—1— j‘ lo-1+J N-1
+HI_R HH—)H maX R _R {ek}k=1
1<j<N-1 H—H C(H)
N—I N+ N—i N+j N-1
+‘1_ 2‘ RY o _ pN*o m HR j_ RN+ 0
Ho H—H lsjééllvx—l H—H { k}kzl C(H)
I In+j N-1
Hr-r, | max |RY- RO e
HoH 1< j<n-1 HoH C(H)
N 1 N 1, RV _ gt HRN_j _ RN ‘{0 }N—l
2/10 ZIUO H—H 13&2}\/)51 HoH (VR =1 ooy
[\+1—j Ih+1+) N-1
+HI_R2NHH%H max R‘o \_Ro j H{Qk}k:] ”
I<j<N-1 H—H C(H)

_ 1 1
(COl, b=, +lar ey sl =/ 35 -
|

=~ max
H—H 1< jcn-]

N—[i+1 N+ll.—1

R -R

O

cuu}

e

N-j N+j
max HR '—R™
H—H 1< j<N-1

H—)H‘ C(H)

L—1+j

R‘li_l_j‘ — R

6.3

H—->H

N-I N+l

R "—R

N-j N+j
max [RY —R""
H—H 1<j<N-1

+‘1_M’2‘l:

C(H)
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|-~ max Rl _ gl

H—H 1< jcN-]

e

}l L1

C(H) 2'ui 2'ui
N-1

{Hk}k=1 C(H)

H{gk };i:l o }H elde  edilir.

(2.1.1) sartim ve (2.1.4) esitsizliklerini kullanarak ||CQ1||C(H) ile ||CQ2||C(H) i¢in,

veE
G

] esitsizliklerine wulagilir. Daha
Ca,a(H)

1 N-1
o,
(l—a)a‘{ k}k=1 0

H—->H

N-1.-1 N+ +1
e R

N—j N+j
max HR —R
H—H 1<j<N-1

H—)H‘

[ +1—j L+1+j
+|1-R"||  max R R

HoH < jcn-|

H—->H

1
(1—0{)05‘

{0}

icol., < M<5>[||c¢||H Hee], +

icoll., sw[ncﬂnﬂ :

sonra {iggen esitsizligini, (2.1.4) ve (2.1.7) kestirimlerini de kullanarak ||Cu,|, ve

Ici,, icin

N—li+1 N+li—1

R R

2 2

H—->H

~ 1 1
feud, <, (35 {271, o e d

o i, 1 1
RNll—RNll Ny - 2
2/1, 2/“1

N—ll. —1 N+li+1

+ R —R

H—>H

+‘1_1ui2‘

HoH }”CQl”C(H)

N—lo+1_ N+lo—1 N—lo_ N+l0

R

R

R

+‘1—,u§‘ R

H—H

ot |

SM@{W”H+||c:||H+||Cn||H+

1 1,
+__Eﬂo+5ﬂo

H—H

+ Eﬂo"'aﬂo

N—lo—l _ N+lo+l

R R

ve

{0

1
(1—05)05‘

feu <, IR, o3

i)

2N—10+1

RO _R

H—->H

HAH:|

+‘1_ﬂi2‘

lf 2N—l0

R°—R L

1
=y +—
dn zluo 2:“0

1+1 2N-I,-1
+[1- 4] R0 R

q 1 1 B B
X"CQZHC(H) +;ki {‘_Eﬂi +Elui2 Rll 1_R2N 41

H—H

ek

I 2N, 1 1,
Ri—R" — U+ — 1L
2/4 2/41

% + Zi+l 2N—li—l

H—->H

R

R
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< M(5){||C¢||H +lcgl, +lcnl, +

} elde edilir. Elde
Ca,a(H)

O
or
1 N-1
— 1,
a(l—(l) { k}kzl Cg],_a(H):I

bulunur. Yardimci lokal olmayan (2.2.4) fark problemine tiggen esitsizligi uygulanarak,

{0}

1
(l—a)a‘

ettigimiz son kestirimlerden,

N-1
{172 (u,<+1 —2u, +u, )}kzl ‘

) M«s{naﬁuﬂ Hez], +en, +

ci

H{Cuk}k 1

1
& () (l—a)a‘

SM<5{||C¢||H+||c:||H+||Cn||,,+ y } 224)
g

kestirimi elde edilir.
(2.2.5) bagintisinda (2.2.11) esitligini kullanarak, daha sonra iiggen ve Cauchy-
Schwarz esitsizlikleri ile birlikte (2.1.4) ve (2.1.7) kestirimlerini de uygulayarak,
1 ‘ N-1
6
0!(1—0() { k}k=1

esitsizligi elde edilir. (2.2.3) formiiliinden ve (2.2.24) ile (2.2.25) esitsizliklerinden,

I <ot e, <L, P 4 @229
or

1
H{Cvk}k =1 Ca,a(H) B M(5)[a(1_a) {ek}k =1 Caa ||C¢||
lecl, +Ionl, +lad, +lacl, lanl, ] 0226
kestirimi  bulunur. (2.2.2) fark problemine iicgen esitsizligini uygulayarak,
= N-1 1 N-1
{T ’ (Vk+1 —2v 4V, )}k=] @) < M(é‘){a(l—a) ‘ {ek }k =t flgaer ”C¢”

+lecl, +lcal, +14gl,, +lAzl, +anl, | @.2.27)
kestirimini elde ederiz. Boylece son olarak (2.2.27), (2.2.26) ve (2.2.25)

kestirimlerinden,
~ N-1
{T ? (vk+l - 2Vk + Vk*l )}k:l ngva (H) H{Cvk} CgTa + ||p||H
1 N-1
<wo) oo, led, ledl, e,

+||A¢||H +||Aé’ ||H +||A77||H] (2.2.23) kestirimine ulasilir. Bu da ispati tamamlamis olur.
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2.3.

Dordiincii Mertebeden Dogruluklu Fark Semasi ve Kararhhk
Esitsizlikleri

Bu boéliimde yerel olmayan sinir kosullu (2.1.2) ters eliptik probleminin yaklagik
¢Ozlimiini bulmak i¢in dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasi olusturulmustur

v(y) ve v(A4)icin dordiincii mertebeden yaklasim formiilleri

oA
s aHECHERHI(HE

W | N

N

T

2/1{/1} 1/1[[21,1[,1}3 [/1}
+| = —— +=| === —=| ——| — vi||—|+1|7
3\t |7 2\t | 7] 6\7 |7 T
- 3
- i—[i} Y O i} v F}z r |+ 0(c*) seklindedir.
12{7r |7 12\7 |7 T
en biiyiik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak iizere,

[]
r T

1 2 1 , 1 4

Hoy1 = Eﬂo lzﬂov ﬂo,2=_§ﬂo+§ﬂo+gﬂo’
) 2 1 , 1 ;4 1 1 5
ﬂ0,3:1_/uo’ ﬂo,4:§ﬂo+5ﬂo_gﬂ07 /Jo,sz_aluo 12;“0’
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Ll 2
Hii = 12/1 12/“1’ His 3ﬂi Zﬂi 6

2 1 1 1 1
o=1—yl, o, ===t ——1’, . =——u +— 1 notasyonlarini kullanarak
/ul,3 lLll lle,4 3 /ul 2#1 6ﬂl lLll,S 12 lth 12 lle y

v(y) ve. v(4) i¢in, dordiincii mertebeden yaklasim formiillerini  tekrar,
v(y) = /uO,IV((IO - 2) T) + Hy,V ((lo - 1) T) + Ho3Y (IOT) t by sV ((ZO + 1) T) tHosV ((ZO + 2) T)
+0 (2'4 ) ,

v = g, ((1,=2)7)+ v (L =1)7) + v (17 ) + 0 (L + 1) 7) + 1,59 (4, +2) 7)

+0 (T4)

seklinde yazabiliriz. Dordiincli mertebeden yaklasim formiillerini uygulayarak ve &,

katsayilarinin olusturdugu (2.2.1) bagintisim1 kullanarak, yerel olmayan sinir kosullu

(2.1.2) ters elptik probleminin dérdiincii mertebeden dogruluklu fark semast,

2
- (vk+1 -2, +vk_1)+ Av, +f—2A2vk =0, +p,

Jf ) — 2f(t )+ )

T

0, = f(t)+ ( +Af(tk)j,
tk=kr,1SkSN—1,NT=T,vo=¢,

HoyVi,-2 iy HooVig -1 + HozVi, + HoaVign + HosViy2 = g,

(2.3.1)

q
= Zk; {/4’,1"'1,.72 + HiaVi + HizV, + HiaVia + /’li,svli+2} +7
i=1

seklinde kurulur.
Dordiincli mertebeden (2.3.1) dogruluklu fark semasini goz oniine alalim. Bu fark
probleminin v, ¢6ziimii i¢in (2.2.3) formiiliinii ve (2.2.1) sartim1 kullanarak, yardimci

lokal olmayan

2
-2 (uk+l —2u, +uk_l)+ Au, +1T—2A2uk =0,

S (t) — 2f(t )+ )

T

O =ft)+— ( +Af(tk)j,

t, :kr,lﬁkSN—l,Nr:T,

Uy = Hoty + Hooty o = Moty = Hoaly o = Hosty o = P—¢,

(2.3.2)

q
Uy — Zki {/ui,lul[—Z +H,t Hi st + Hi gy + ﬂi,5”1i+z} =n

i=1

fark problemine indirgeyelim. u, lokal olmayan (2.3.2) fark probleminin ¢éztimiidiir.
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Teorem 2.3.1. &k (i = 1,...q) katsayilarinin (2.1.1) kosulunu sagladigint ve
¢.¢.n e D(A),{6, }k _, €C(H) oldugunu varsayalim. O halde, (2.3.1) fark probleminin

(v, }kN: ,p) ¢oziimii icin asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir:

[, <M (e )[||¢|| +lell, Il + (6

|47, =0 (5)]Iol, +1e, +I, +Jfec}

Burada M (5 ) sabitleri, verilen «,¢,d,n elemanlarindan ve {49,{}:: ’dan bagimsizdir.

:|, (2.3.3)
C(H)

C(H)

}. (2.3.4)
C(H)

Ispat: (2.3.2) fark probleminin simir sartlarma (2.2.9) formiiliinii uygulayarak,
~Hos (RZO+1 ~RT ) ~ Hys (R —R0 )} ) {/IOJ (RN*IO*Z _ RN*ZOJ)
+1y (RN*IOH _ gVt ) s (RN—I0 _ RV )+ fo (RN71071 B RNHOH)

N-i—2 N+in+2
THys (R *-R " )}MN =5,

z -2 ON-1+2 L=l 2Nl L AN,
Zki{_lui,l(Rl -R )_:ui,z(Rl -R )_:uis(Rl_R l)_:ui,4

i=1

(R —R)- u,s(R’f”—RZNI"2)}uo+gkf{(’ R,
e (R S R (S S NP

X(RN I,-1 _RN+11.+1 )_,Ui,s (RN—]i—Z _RN+li+2 )} u, =S,

X

X

elde edilir. Burada;

N-1

S1 _ (I —RZN)(¢—§)+,UOJ {_(RN10+2 N+IO )PZ(RN_j _RN+_1')0jz_

J

N-1 ‘
+(I_R2N)P (RIOZJ 10 2+;)0 z‘}+,u02{ (RN—10+1 _RN+10—1)

Jj=

ng(Rij _ RN )gjz- + (I - RN )PE(RIOIJ. ~R0 )QJI}
= =

N-1

+Ldy 5 {_(RNIO N*’o)PZ(RN—j _RNH')QJT'F(I _RzN)P
=

J
= ‘lo—j‘ lo+J N=ly=1 N+10+1 < N-j N+j
x| RO =R )0,z t+ 4 (R )Py (R —R*)
=1 =1

J J
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N-1 »
XQJT"'(I—RZN)P (Rlo+1 J‘ RIO+1+J)0]2_}_'_“[0?5 {_(RN—IO—z _RN+10+2)P
j=1
N-1 N Nei N N-1 ‘1 +27j‘ -
R R0 (1R P[RR o
J=1 =
N-1

(I RZN)U"'Z]C{ [(RNI,-+2_RN+11-2)P (RNJ RN+j)€jT+(I_R2N)P

i=1 j=1

9]
)
Il

N-1

Xg(R,i_Q_j _R1i2+j)9jz_:|+lui!2 |:_(RN 1 N I)PZ(RN—]’ —RN”')er
j=1

i
- 1 Nl N+
| ‘_R 1)0}.2’}+M’3[—(R -R )P

N-1 N-1
(RY/-R")0z+(1-R")P (R’ g )ejr}/lﬂ

j=1 Jj=1

N-1 N-1
X{_(RNI - NHH)PZ(RN_‘i—RN”)Q_I.T-F(I—RZN)P ( \/+1 Jl R/+1+J)
=

J Jj=1

2

1

x0jr]+,ui’{—<RN_l"_2—RN+]"+2)P (R —R*)0,c+(1-R*™)P

~.
Il

N-1 | .
XZ( R\l,»+2—f\ _ Rl ) 49,-7} olarak yazilir. Boylece bilinmeyen u, ve u,,

Jj=1

elemanlar1 i¢in,

{Sn”o +S,Uy =S, (2.3.5)

Sylly + Syl =S,
bicimindeki denklem sistemi ifade edilir. Burada,

lg=2  pp2N-ly+2 Il 2N+l I 2N~
:(I_RZN)_,UOJ(RO -R )_,uo,z(RO -R° )‘ﬂo,s(RO_R O)
gt p2N—ly-1 ¥ p2N—lp=2
_,Uo,4(R0 -R° )_/Uo,s(RO -R " )’
N—ly+2 N+ly-2 N—-ly+1 N+ly-1 N—I, N+l
5, =—{,uO!1(R 7RI g (RO RO g (R0 RV
s ( RV o1 _ N+ ) Tty ( RV o2 _ g2 )} ’
Z =2 ON-L+2 -1 2N—l+1 L 2N
s21=zki{_ll'li,1(Rl -k )_ﬂi,z(Rl -k )_/um(Rl_R l)
i=1

i, (Rziﬂ _RZN—li—l ) i (Rll»rz _Rzzvfzifz )} ’
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_ Zq:ki {(1 _R2N ) u, (RNflﬁz _RN+11.72)_M’2 (RN—ll.H _ RN ) 4,
i=1

X(RN—li _ RN+li )_ I (RN—li—l _ RN+li+1 ) — i (RN—li—2 _RN+li+2 )}

seklindedir. Bu (2.3.5) denklem sisteminin ¢oziimiinin var olmasi igin,
A, =5,,8,, — 5,8, operatoriiniin tersinin varligi ve smurl oldugu onerme 2.1.5°de
kanitlanmistir. Bu sebeple (2.3.5) denklem sisteminin ¢éziimii vardir ve tektir. Boylece,
bilinmeyen u, ve u, elemanlar igin, u,=A} (5,,5—5,5 ), uy =4, (s,5,—5,5)

esitlikleri yazilabilir. Sonug olarak u, ve u, igin,

q
— A;l {Zki {(1 . RzN ) s (RN—li+2 . RN+li—2 ) — it (RN—Ii+1 _RN+Zi—l ) — it
i=1

X(R i _ R ) I (RN—li—l —RN+Z[+])—,Lti’5 (RN‘IFZ _ g2 )} {(I _Rzzv)

X(¢_§)+/uo,1 {_(RN_IO+2 R )PN (RN*j —RN+j)9jT+(I—R2N)P

J=1

i

2

-1

9 ( \10 -2-j R 2+/)49T}+,L102{ (RN710+1_RN+1071)P

J

1l
—_

2

N-1 | i
x> (RY —R")0.z+(1-R)P (RIOIJ—RIO_1+])¢9jr}+ Ho s

j=1

~.
Il

-1

X —(RN"O—RN”O)P (R —R")0r+(1-R™)P

—
1 2

= lio-1i lo+i N-ly-1 N+IO+1 & N=j N+
<Y | RO =R O, b gy (R - )PY (R —R")

J=1 J=1

N-1 )
><l9j2'+(I—R2N)P ( Rl _ ZO+1+J)0jT}+,Ll()’5 {—(RN‘IO‘Z _RN+10+2)

J=1

XPNZI(RN*" _RN+j)9jT+(I_R2N)PN 1(RzoJrz i 10+2+j)9jz_}
==

J=1

+{,Uo,1 (RN—]0+2 _RN+IO_2)+/10,2( N o+l N+10 )+ ( N Iy _RN+]0)

N-1,-1 N+l +1 N-1 Nl 2
_|_lu0’4(R 0T _R +0+)+ﬂo,5(R 0% _ +o+ }

N-1

q
- n i YHia| — M “—R"™
x(([ R+ Sk {u{ (R =R PY (R - R™)

i=1 j=1
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veE

u

N

[.—2—j -2+ N—I.+1 N+I.—-1
x0,r+(1-R*" )P (R’ 1R J)er}ﬁui’z[—(R " _R ’)P

N-1 N-1 A )
xY (RY7 =R")0,r+(I-R™)P (R’f” ~R" )02} + 4 [—(R’Hf —RN”f)
1

j=1 j=
'S N- N+ 2N 'S \1»—1\ li+i N-l-1 N+l;+1
xPY (RV/=R")0.r+(I-R*")P (R’ —Rl-)ejr +ﬂl_’4[_(R RV )
Jj=1 1

N-1

xpg(RN‘f —R¥)0r+(1-RV)P (R”‘ i Rl+lﬂ)t9_lr}+,ui5
j=1

Jj=1

( N-l=2 _ pN++2 L~ j N+j AN\ 2 142+
x| —(R )P (R ~R")0,r+(1-R™)P (R ~R )
Jj=l Jj=l
6 T]})} (2.3.6)
_ Af {((1 _ R ) o, (R’O*Q _R2N710+2)_ to, (Rlofl _ RN )_ to (RIO _ RN )
s (R10+1 _RZN_IO_l)_,Uo,s (R10+2 _ RN o2 ))((1 _RZN)U " ikilui,l
i=1
( N-l+2 N+l 2\ = N-j N+j AN\ e 1 l—2-i L-2+j
x| —(R )P (R =R¥1)0,r+(1-R™)P (R R )
j=1 Jj=1

<0,z |+ ,ul.,{—(RN_l TRY ‘)PN I(RN’f—RN*j)er+(I—R2N)P
j=l1
“ ‘11,717]‘\ L-14j Nl N+l = N—j N
xZ(R R )ejr - 5| (R P (R R )0
1

j= j=1

N-1 N-1

+(I—R2N)PZ(RI -l Rl +j)9,'7:|+/‘i,4 |:_(RNI - N+l +1)PZ(RN—]' _RN+j)
=1 j=1

J J

N-1
<07 +(1-R*")P (R”' d R”'”)ar}r 1 s [_(RN-%—Z_ RV P

j=

S Rte A

= =

+iki {/”i,l (Rli_z —RT ) T Hin (Rli_l ~R ) T4 (Rli — R )
i=1

ot (R =R Y (R =R (1R ) (9= )+ g

57



N-1 ‘ A N-1 o e
x{—(RN10+2 N+10 )Pzz;(RNJ _RN+J)9jZ_+(I_R2N)P§1(RIO 2 j‘_Rlo 2 /)Hj,[}

J J

+Ly {_(RNIOH RV o~ )PNZi(RN—j _ RN*i )sz. " (I _RW )P
-1

J
= 141 In—14j Nl N+ & v N+ N
XZ(RO ~R" )ejr +py 4 =(RTO =R ) PY (R =R*) 0 +(1-R)
j=1 j=1
S ool ploti Nl _ p+ip+ & N N oy
xPZ(RO ~RY )ejr + o d—(R" )P (RY R )0+ (1-R )P
J=1 j=1
N-1 N-1

xZ(RZO*” — R0 )ejr}Jr . {—(RN_IO_ N+l°+2)P (R -RY)or+(1-R™)
=1

J Jj=1
- g +2-] 2+
xPZ(RO —R" )ejr (2.3.7)
j=1
bagmtilar1 yazilir. Bu sebeple (2.3.2) fark problemi, (2.2.9), (2.3.6) ve (2.3.7)
formiilleriyle tanimlanan tek bir {uk} ¢Ozlimiine sahiptir. (2.2.8) direkt probleminin

¢oziimii i¢in (2.2.13) kestirimi gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004). Oncelikle
S; ve Sz ifadeleri icin kestirimlerini belirleyelim. Bunun i¢in tiggen, Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini ve 6nerme 2.1.1.°deki (2.1.4) kestirimleri kullanilarak,

Y T R (7 W PO | TS S
x max [R*-R" A% o FI=R L,
X max, R - g H%H‘{@}ZJ C(HJ”L [ 1P,
o L F b A A
iR, max (R -R] e C(H)j+\uo,3\
<[Pl (HRN"° SR max R R e
1R, max |RO-RY g am)”ﬂo’ét\"”"fz%
e I e MO Y
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[\+1—] In+1+j
-, ma JR R

H—H 1<jcN-]

R

e,

Jolod
C(H)

H—->H

N+lo+2

N-j N+j
max HR -R
H—H 1<j<N-1

el Rk
H—H

R\10+2—j\ _ Rl

ve
C(H)

=R, max
H—H 1< j<n-|

e

C(H)j

H—->H

N-1

<01 (5 Il <16, <oy

q
N-L.+2 N+—2
S e, <1 - R P Dk (R - R
” 2||C(H) HosH ”77”11 ” ”HﬁH P i |I1Hia HoH
x R¥/ RV ol +[r-R"
max kJ k=1
1<j<N-1 H—H C(H) H-oH
li=2-1] L=2+j N-1
1 — 1
e N I
1<j<N-1 H—H C(H)
N-I.+1 N+l.-1 N—j N+j N-1
X HR i —R H max HR —R {Qk}k_]
H—H 1<j<N-1 H—oH =lcH)
N -1 I-1+j N-I
+| =R max [R"-R 93" +|4.5)
= 1<j<N-1 H—H C(H)
N-1, N+, Nei Nt N-1
X HR I—R ¢ max HR SR H{Hk}
H—H 1< j<N-1 H—H k=lem
1. L+j N-1
+|r-R"| max R R 6.}, 44|
H—H 1<j<N-1 H—H —NC(H) ’
N-I.-1 N+l.+1 N—j N+j N-1
R R max |RY R 6.3
H—H 1< j<N-1 H—H =llc)
IN 1] L+14) N-1
+H1_R HHHH max R —R {ek}k:l +"ui’5‘
1<j<N-1 HoH C(H)
N-1.-2 N+L.+2 N—j N+j N-1
|R* R max [RY ~R (6.}
H—oH 1<j<N-1 H—H = e
IN J+2- 1 4+2+] N-I
+HI R HH%H max R R {Hk}kﬂ
1<j<N-1 H—>H C(H)

<M (5)(||’7||H +[te C(H)) elde edilir.
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(2.3.6) ve (2.3.7) esitliklerine tiiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini
uygulayarak, ve ayrica (2.1.4), (2.1.12) kestirimlerini de kullanarak Ru, ve Ru, igin,

N+li—2

RN—[i+2 —R

+‘/ui,2‘

H—H

Rl <181 15 S

N_li+1 N+li—1 N+l[. N+Ii+1

x|[R" " R RV _R RV R

+‘/Ji,4‘

+‘/Lli,3‘
H—->H

‘H—)H H—>H

N+L.+2 N+l -2
i 0

RNflle —R RNflo+2 _R

+a | s

H—>H

N—/0+l_ N+ZO—1 N—ZO_ N+lO

R R R R

+ ‘/'10,4‘

+‘,u0,2‘ +‘/u0,3‘

H—>H H—->H

U

N—IO—I N+10+1 2 N+lo+2

R RV _R

ve
C(H)

R _R

XHR

+ ‘/”0,5‘

0

H—>H

<M (5)(||¢||H +l¢l, +lnl, +|

2Nflo+2

L e (1 W o 0]

2N710+1 2N—lO ZO+1 2N71071

x|[R0" =R RY_R RO _R

+ ‘ﬂo,4‘

+‘:u0,3‘

H—->H H—->H H—->H

q
HoH )||S2||C(H) +Z]:ki {‘/u,]‘

2N—li

+2 2N710—2

+| | [R” ~R

2Nfll. +2

R -R

H—->H

1.1 2N—I.+1 l. L+1 2N-I.-1
|| R =R R'-R R R

‘H—)H

+‘/Ji,3‘ +‘/Ji,4‘

sl
(o4
sebeple, (2.2.13) esitsizligini kullanarak,
i

(2.2.5) formiiliinden hareketle A™'p = ¢—u, bagintisim elde edip (2.3.6) esitligi ile

H—->H

1.+2

+‘ﬂi,5‘ R""-R

2N—;=2

<M(9)| |4, + +l|77|[ , + esitsizlikleri elde edilir. Bu
(o) el +lel, +lo, ek, )

N-1

{ak }kzl

} (2.2.14) kestirimi yazilabilir.

=M@ Il +lel, +ll, +

C(H C(H)

birlikte kullanarak ve bunlara 6z-eslenik operatorler i¢in operatdr islemlerini, iggen ve

Cauchy-Schwarz esitsizliklerini de uygulayarak, ve ayrica (2.1.4) ile (2.1.12)
N-1
{gk }k:I

(2.3.4) kararhilik kestirimi elde edilir. Son olarak, (2.2.3) formiiliine (2.3.4) kararlilik

kestirimlerini kullanarak HA"pHH <M (95) [||¢||H +|<],, + ., +‘

} seklindeki
)

C(H

kestirimi ile (2.2.14) esitsizligini uygulayarak,
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\{vk}f: AN C(H)} bigimindeki (2.3.3) kararlilik

kestirimine ulagilir. Boylelikle Teorem 2.3.1 ispatlanmis olur.

<M (3) I, +l¢1, I, +

CH)

Teorem 2.3.2. k (i=1,..q) katsayilarm (2.1.1) kosulunu sagladigmi ve

¢.¢.n € D(A)ND(C),{6, }N_l € C(H) oldugunu varsayalim. Bu takdirde, (2.3.1) fark

k=1

probleminin ({Vk }2: , p) ¢ozliimii asagidaki hemen-hemen koersif kararlilik esitsizligini

saglar:
N-1
Vi =20, 4V, _
2l o ol swofed, lecl, o+, + 1, Lo
k=1 C(H)
' 1 ] :
nﬂﬂ{lfl(;)’lﬂlnllDllH%{\{Gk}iif C(H)} (238)

Burada M (&) sabiti, verilen 7, ¢,¢,n elemanlarma ve {Hk}kN: ’ya bagimli degildir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢dziimii icin, (2.2.16) esitsizliginin dogrulugu
Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda gosterilmistir. (2.1.4), (2.1.5),
(2.1.12) kestirimlerini ve (2.3.6), (2.3.7) esitliklerini kullanarak yardimer lokal olmayan

C(H)}

(2.3.2) fark probleminin ¢6ziimii i¢in,

N-1

{Hk}k=1

e+l <o i, lecl, i, +nin|u( L 1+fulol,.,|
kestirimi elde edilmelidir. Bunun icin (2.3.6) ve (2.3.7) bagmtilarini kullanilarak,
Cu, = A} {ik,. W1 =R )=y (R =R )=y (R =RV )=

y ( RV _ RN )—,Ui,4 ( RV g ) . ( RV _ g2 )} cs,
N {ﬂm ( R0+ _ e ) bt ( RV _ Ny ) s ( R0 _ pM*lo )
g (Y07 RO gy (RO R )} CSZ} ve

Cu, = A;l {((1 _ R ) o, (R1072 _ RPN ) o, (R1071 _ RV ) s

X(RIO _RZN—ZO )_,Uo,4 (R10+1 _ R2N—10—1 ) — o (R10+2 _ RzN—zo—z )) C52
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q

+Zki {ﬂi,l (Rli*Z _ RN ) a0, (Rll.fl _ RN ) Y (Rll. _ RN )

i=1
e (R’i“ —R”‘Zi‘l)+ 1 s (le*2 —R )} CSI} esitlikleri elde edilir. Burada
C=D’R, P=(I+tD)(2I +rD)_1 D' esitliklerini uygulayarak CS, ve CS,;

CS, = DRS, = (1-R*)[Cp~C& |+ 14, {—(RN_]°+2 ~R""7)(21+D) " =D

. Ih-1 _ L
XN_Zi(RN"' ~R")0,+(I-R™) (21 +7D)’ TD(OZR(IO—Z)—J 0+ Nzi Ri072) 0
- ]

Jj=1 i=ly

1 A
+ZR(10—2)+19j j} Tl {_(RN#OH _ RN+1071 )(21 N TD)—I D

= Iy=1 a0
S 1(RN‘J' —R")0,+(I-R*)(21 +zD)" TD(OZR’O” 0, + NZIR”(’O")QJ.
j=1 J=1 j:lo

! (tg-1)+i N-1 N+ BN N—j N+j
+Y RO, |k 1y, i ~(RT0 ~R*™)(21 +2D) ' eDY (RY ~R™)
j=1 Jj=1

j=1 i=l =

-1 ; N-1 N-1 )
x0,+(I-R*")(21 +zD)" TDLOZ:RIO_]HJ +> R0+ >R"g, J}

+/u(),4 {_(RN_IO_I - RN+[0+] )(2] + TD)_I TD%(RNﬁj — RN+j)gj + (1 _RZN)

j=1

O (S )i, ), A ()
x(2I+7tD) tD| D RO+ YR TVO DR b+ s

j=1 =l Jj=1
x {—(R’V’02 ~R"7)(21+7D)" ng(RN"' ~R")0,+(1-R")
j=1

4 o (fo+2)-J i i(lg+2) = (lg+2)+
x(2I+7tD) tD| DY RO+ RTTVO Y ROTG, | ve

Jj=1 j=lo J=1

CS, = D*RS, = (1-R*)Cn+ ik,. { 1, [—(RN_Z"+2 ~R""7)(21+7D)" D

i=1

J

-« N-j N+j 2N -1 (e (4-2)-i < i(;-2)
xD (R =RY7)0,+(1-R")(21 +zD) ' «D| 3 R0, + 3R,

= j=1 i=l,
- (h-2)+J N-1+1 N+~ 1

Y R0 gy | ~(R =R ) (21 +2D) " D
j=1
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- 1(RN T—RY7)0,+(1-R*")(21 +7DY TD(ZRZ )
J=1 j=1
+§Ri g 4 gR(H)H 0, J] Sy [—(RN_I" ~R"")(21+zD) "D
J=ly j=l1
I 1
» 1(RN J—RY)0,+(I-R")(21 +D) Z’D[ZRI 7o+ ZR’ "0,
Jj=1 Jj=1 Ji=ly
N-1 ] N-1
+> R0, ﬂ + 4 {—(RNI"I —R¥ )(21 +7D)" DY (R"/ -R"/)0,
j=1 j=1

+(1-R*)(21+7D) "D [OELR(Z"“M 0,+ ij’(lf”)ej + NZIR(’I'“)” 0, ﬂ

j=1 =l j=1

4 [—(RN’I'2 -R"")(21+7D)" TDNZ_I(RN_-i ~RV7)0,+(1-R*™)
j=1

j=1 J=l j=1

lo! : i N-1 .
X(Zl o TD)—I XTD{ZR(Iﬁz)‘Jaj N ZRJ—(li+2)9j 4 ZR(15+2)+.lei J]} olarak yazilabilir.

Oncelikle ||CSl|| icin kestirimi belirleyelim. Bunun i¢in 6z-eslenik operatdrler icin

C(H)

operator islemlerini, liggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak,

ICS o, <=, (1A, +lcSl, ) +|2r+eD) | (]

HaH(

X(HRN—IO-Q N+10
o Iy
o, +r-r",..,| 2
JH H—H | 4 -

j=

C(H)

ZT(HDRN P

H—H H%H)

DR(IO_Z)_j DR.I'—(!O—Z)

N-1
+D 7
j=/0

H—->H

o Jel, Joasi

N-1 . .
(o], +lor e, =&,

H—->H

DR(10—2)+j N-lp+l RN+1071

H—->H

+J
H—->H

N-1
T
=1

DR(lofl)fj DRJ;(IO%) DR(IOA)

H—->H H—>H

/0—1
S
j=1

o,

N-1 N-1
+>r +>7
= =

N +l0

RN—ZO _R

N-1 N
Se(low,,

H->H
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+HDRN+f

H->H

2N (O I—j
ol -, Srloe

N-l N-1
=1 In+j
+2r|pr™*]_, + 2 ¢|DR" [0, |+es
=l H—>H ; H—H JH ﬂ0,4
=l =

N-1,-1 N+in+1

Se(low ., +lor”

H—H )HQJ'HH

H—->H

-1

+r-r| OZ DR +§r DR’ 0"
HoH 53 HoH T HoH
"‘NZ_IT DR(10+1)+j HQH +‘/‘ ‘( RV 072 _ pNi+2
j=1 won )0 ”? H-H
N-1 . .
2 (|or],, + R, e, -,
fo~! N-1 N-1 )
(,+2)-i i(lg*2 (1o +2)+J
x[;r DR w +§Jf DR Yy +JZ::; DR H%HJ

xuaj HH )} esitsizligi bulunur. Daha sonra benzer islemleri ”CSZHC(H) icin de
kullanarak,
ICS. oy <1 =R, N, +|21+2D) | Zk {\y, [HRN R

N-1 . N-1 "
X[Z]THDR o], Selpr
Jj= =

ol -,

+Jj
H—->H

N-1
+>r DR

H—->H j=1

S

N-1 A
+3 7| pr )

H—>H Jj=l;

ol el |
]i_l
o o -,

DR

ll-—]
x| 27
j=1

N—l+1 N+l -1

-R

D R(li 71)”'

H—->H

N-1
+> 7|DRY
J=1

N-1

el el Yol
i=l HoH  j=1 HoH JTiH ;
Xl:HRNI,- _RN+I o [ZTHDRN /HH_>H +ZTHDRN+J H_)HJH H
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DRI +j

H—->H

li_l .
+Hl — RV HH—>H [;THDR’:‘ j

ol Jee I

N-1
+ZTHDRN“
j=1

N-1 - N-1

+ E Z'HDRJ i E
Ny H—H "
J=l,' j=1

H—)HJ

N—ll. -1 N+l +1

-R

(S, o,

DR(li+l)_j

-1
ueju,,}uf—wuw b

el e

[ZTHDRN I+ Ste|orr
j=1

H—->H

DR (l +1) DR(! +1)

N-1
j=li

N-
j=1

H—->H

N/ 2 N+l +2

I-1 AW
ol b=, Sl

H—->H

H—)H]
N-1

Z DR’ i~(1+1)

H—>H j= l

H—->H

H]HQJ.HH } esitsizligi yazilabilir. Boylelikle (2.1.4) ve

A
C(H)

} kestirimleri elde
C(H)

1 +1)

DR"

+ZT

(2.1.5) kestirimlerini kullanarak |CS,||

Hic(m)

ve ||CSz||C(H) icin,

1 N-1
65l <010, +Icc, < min{inf Lol o,

651y, <000 el +min{f Lol ., 10,

edilir. Uggen, Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve (2.1.4) ile (2.1.12) kestirimlerini de
uygulayarak ||Cu0||H ve ||CuN||H i¢in,

fcud, =l (35 (-],

N-I.+1 N+l,.—1

x|R * —R

N—li+2 N+IL.-2

_Rt

+‘/Ui,2‘

H—>H

N-I. N+l N-I.—-1 N+I.+1
i __ i i _ i
| |RY - R R

+‘/Ji,4‘ R
H—->H H—->H

o 1S e+l [R

N +lO

H—->H

N—li—z . RN+li+2 N—IO+2 N+10—2

-R

+‘/Ui,5‘ R

H—->H

N—lo+l N+ZO—1

“R R0 _R

+‘,u0’2‘ R +‘/‘0,3‘

+ ‘IUOA‘
H—->H

H—>H

N—lO -1 N+lO +1 N—ZO—Z N+10+2

X||R

-R

-R

+| 5| [R HﬁH}||CSZ||C(H)} (2.3.9)

H—->H

ve
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2N-ly+2

[cu, <[]

H—H {(Hl _RZNHH—>H _“UOJH‘RIO_Z —R HoH _"UOJ‘

2N—[0+1 2N—10 2N—10—]

x|[R°" — R RY_R “R

~| o ~|to.|
HH ‘ 0,3 0,4

H—->H H—>H

_‘ﬂ ‘ R/0+2 _R2N—1072 Rli—Z _RZN—liJrZ
0,5

H—->H

q
IS+ 2

1.1 2N—-I.+1 l. 2N-I. L.+1 2N-I.-1
| |RT R R —R™" R —R™

‘H—)H

+‘/Ji,3‘ +‘;Ui,4‘

H—->H

16 23.10)

esitsizlikleri elde edilir. (2.1.1) sartin1 uygulayarak, (2.3.9) ile (2.3.10) esitsizliklerini ve
Jcsi|

H—>H

1.4+2 2N—li—2

+‘ﬂi,5‘ R""—-R

icin elde edilen kestirimleri de kullanarak istenilen

C(H)}

Bilinmeyen p elemani igin, (2.2.5) formiiliinii ve (2.3.6) esitligini kullanarak

ayrica ||CS,|

C(H) C(H)

. 1 -
feud, +1cil, b1 (e, +lcel, +Icrl, +minf (e, 1)

esitsizligi elde edilir. Buradan (2.2.19) kestiriminin elde edildigi goriiliir.

esitlik yazilabilir. Daha sonra liggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak ve
ayrica (2.1.4) ile (2.1.5) kestirimlerini de kullanarak |p||, igin (2.2.20) kestirimi
bulunur. (2.2.19) ve (2.2.20) kestirimlerini (2.2.3) formiiliine uygulayarak (2.2.21)
kestirimine ulagilir. Ayrica (2.3.1) fark problemine iliggen esitsizligi uygulayarak
(2.2.22) esitsizligi elde edilir. Son olarak, iicgen esitsizliginden ve ayrica (2.2.22),
(2.2.21) ile (2.2.20) kestirimlerinden hareketle (2.3.8) elde edilir. Boylelikle, Teorem

2.3.2 ispatlanmis olur.

Teorem 2.3.3. k, (i=1,..q) katsayilarmmn (2.1.1) kosulunu sagladigim ve
@.6,ne D(A)ND(C ),{Gk}j: eCy“(H)O<a<1) oldugunu varsayalim. O halde,

(2.3.1) fark probleminin ({vk}kN:_ll , p) ¢Oziimil i¢in asagidaki koersif kararlilik kestirimi

gecerlidir:
= N-1 _
{T ’ (Vk+1 _2Vk Vi )}k=1 €8 (i) +H{Cvk}iv=1l ngT,a(H) +||p||H
1 N-1
<wo) L0, led, ledl, e,
o, gl 1, ) @31
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N-1
k=1

Burada M (5) sabiti, verilen 7, «,¢,{,n elemanlarindan ve {49,(} ’dan

bagimsizdir.

Ispat: (2.2.8) direkt probleminin ¢oziimii igin,

< M(é){m\\{ek}le‘

1
{r’z (v —2u, + 11, )}kN_l

g an

oo ol s,

kestirimi elde edilmelidir. Bu kestirimin dogrulugu Ashyralyev ve Sobolevskii’nin
(2004) ¢alismasinda gosterilmistir. Yardimci lokal olmayan (2.3.2) fark probleminin
¢Oziimii i¢in (2.3.6) ve (2.3.7) formiilleri uygulanarak,

A {ik {( PR ) g (R R gy (R R
(R R ) (R R ) (R R s,
(R0 R (R R g, (R - R0)
(R0 RO g (RO RO s } ve
Cuy, = A {((1 R )= gy, (RO = RO ) g, (RO = RO

X(RZO _ R2N—lo )_ Lo (RZOH _ RZN—IO—I ) — o (R10+2 _RZN—IO—Z ))CSZ

+,ul.’4(Rli+l— RZN_Ii_l) 1 s (Rll+2—R2N_l"_2)} csl} yazilabilir. ik once

||CSI||C(H)Ve ||CS2||C(H) icin esitsizlikleri belirleyelim. Bunun i¢in C=D’R,

P=(I+tD)2I +tD)"' D" esitliklerini, daha sonra oOz-eslenik operatorler igin

operatdr islemlerini, tiicgen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak,

ICS L, <=8, (ICol, +lcgl, ) +|@r+en) |12,
N-ly+2 N+1,-2 i N-1
X{‘ﬂo’l‘(‘R LR H—H 1<r?<%vX1HR R H—oH H{ek}"=‘ C(H)
_ p2N \10—2—1‘\ _ plo2+i N-1
+HI R HH%H lsr?-gz}v)(,l R RY HosH {ek}k ! C(H)j
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N—I+1 N+Il—1 N—j N+j N-1
+| .| HR ol _ g max HR -R H{Hk}k_l
H—H 1<j<N-1 H-H = e
I —1-j =1+ N-1
e|r-r,, max [ROT-R) g
HoH 1< jcn-] H—H C(H)
N-I N+ _ i N-1
0 _ 0 N=j _ pN+j
+‘/u0,3‘ HR R ‘ max HR R HosH H{Hk}kzl
H—H 1<j<N-1 - C(H)
2N [\—J I\+j N-1
+|r-rY| max RO _Rb 0.3
H—H 1< j<N-1 HoH C(H)
N—-Iy-1 N+I+1 N—j N+j N-1
+‘ﬂ0,4‘ HR ¢ -RY max HR —R {ek }k:]
H—H 1<j<N-1 H—oH C(H)
2N I +1— ] In+1+j N-1
+|r-R"Y| . max R Ro A
H—H 1< j<N-1 HoH C(H)
N-I, N+l +2 =4 i N-1
07" _ 0 N=j _ pN+j
+‘/u05 HR R max HR R™ H{Hk Y
H—H 1<j<N-1 - C(H)
2N In+2—j In+2+j N-1
ef-#,,, max |R* RO 6.3 ve
H-H 1<j<N-1 H—H C(H)

Ics,|.... < Hl - RZNH

C(H) H—H

|cnl,, +|(21+=D)" D]

H—->H

q
szi (HRN 1,+2 RN+li72
i=1

N-j N+j
max HR -R
H—H 1<j<N-1

P (A

C(H)

N -2 j 1=2+j N-1
o, R R e
HoH 1< jcn-1 HsH C(H)
N—1;+1 N+l.-1 N-1
+‘ﬂ12 HR -R max HR — R H{Hk}
H—H |<j<N-1 H-H K=l
N . —1— l—1+] N-1
A, [ ] ay
HoH ¢ jcn-| HoH C(H)
N-L. N+l' N—j N+j N-1
+‘ﬂi,3‘ HR ‘—R HR -R {gk}kzl
H—H 1<]<N 1 H—>H C(H)
2N Li—J N-1
xR, max |RY-RV g )
H—H 1<j<N-1 H—oH C(H)
N-l;-1 N+I+1 N—j N+j N-1
+‘ﬂ,4 HR -R max HR J—R™ H{Hk}k—l
H—H 1<j<N-1 H—H =llew)
N [ +1-j Li+l+] N-1
eJr-#,,, max |R R e
H—H I<j<N-1 H—H —licH)
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N-I.-2 N+I.+2 N—j N+i N-1
+‘ﬂi,5‘ ‘R iT—R T max HR ’—R™ ‘{ﬁk}k=l
H—H 1<j<N-1 H-H C(H)
N [.+2—j L+2+j N-1 IET .
+HI—R H max R" ‘—R’ H{Hk}k_l esitsizlikleri
HoH |<j<n- HoH - licH)

bulunur. Onerme 2.1.1°deki (2.1.4) kestirimlerinden ve (2.1.1) sartindan
0 N-1
{ k}k=1 CgT,a(H)J ve

j kestirimleri elde edilir. Daha
Ca,a(H)

1 N-1
0,
(1_0!)0!‘{ k}k:l 0

1
(1—05)05‘

lcs)l., < Mw{nc«sn,, Heg], +

e, < Mw{MCnMH ;

sonra (2.1.4) ile (2.1.12) kestirimlerini, liggen esitsizligini ve elde ettigimiz son

kestirimleri ~ de  kullanarak |Cu|, ve |Cu |, igin,
I T O DY T O P e P
RN — g ‘H_)H —‘,Ui,s‘ RV _ g . —‘MA‘ RV N .
7 R =T PN i S
|| [RYTOT = RO . || RO - R - + |t
o], esi)
<o) led +ledl, el + b | ve
el <], (1=, el RO =R
xR0 — R o o — |t |[RO = R*" o || |ROT = RO o
x| || RO = RN H%H)”CSZ”CW +§k,. {‘,u,.’l‘ Ri _ RN »
Huo|[RT =R [|R =R  [|RT R
tlas|R -] e |
< M(5){||C¢||H +|c<|, +lcnl, + (1_10[)0[ o) chmm} elde edilir. Bu

esitsizlikler kullanilarak,
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1

a(l-a) H{H" ha

. N-1
{r ? (g —2u, +u, )}k_l H

eggean

gM(a{||c¢||,,+||c¢||H+||Cn||,,+

c(‘j‘T’“(H)}

kestirimine ulagilir. Ayrica (2.3.2) yardimci lokal olmayan fark problemine iicgen
esitsizligi uygulanarak (2.2.24) kestirimi elde edilir.

(2.2.5) bagintisina (2.3.6) esitligini uygulayarak, daha sonra tiggen, Cauchy-
Schwarz esitsizliklerini ve bunlarla birlikte (2.1.4) ve (2.1.12) kestirimlerini de
uygulayarak (2.2.25) esitsizligi elde edilir. Ayrica (2.2.3) formiiliinde (2.2.24) ve
(2.2.25) kestirimlerini kullanarak, (2.2.26) esitsizligi bulunur. Boylece (2.3.1) fark
problemine iiggen esitsizligi uygulanarak, (2.2.27) kestirimine ulagilabilir. Sonug olarak,
(2.2.27), (2.2.26) ve (2.2.25) kestirimlerinden istenilen
{1_2 (vk+1 -2v, +v, )} " +H{Cvk}kN;11

N-1

k=1 ngfa(H) +||p||H

a,a
Cor

1 =
<M(9) {mﬂ{@}iﬂ o, tledl, +leel, +lcnl, +lagl, +lAcl, +lAnl,

a,a
Cor

(2.3.11) kestirimi elde edilir ve bdylelikle teorem ispati tamamlanir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

3.1. Cok Boyutlu Ters Yerel Olmayan Eliptik Smir Deger Problemleri i¢in
Fark Semalar

Bu boéliimde cok boyutlu eliptik kismi diferansiyel denklem igin ters yerel
olmayan simir deger problemlerinin fark semalar1 olusturulacaktir. Ik 6nce bu boliimde

kullanilacak olan bazi notasyonlar tanitilacaktir. Sinirt 6Q olan, n keyfi bir dogal say
olmak tizere, R Oklid uzaymda Q=(0,/)" bir agik kiipii ele alalim. Q kiimesinin
kapanisi Q=QuadQolur. f(t,x) (te0,T),xe) ve
a, (x),d(x),n(x),S(x) (xe f_l) bilinen diizglin fonksiyonlardir. 0<A <1, 0<y<T,

k,k,,...k, bilinen negatif olmayan katsayilar ve a,(x)2a >0 (1<r<n, xeQ)’dir.

3.1.1. Cok Boyutlu Yerel Olmayan Ters Dirichlet Tipi Eliptik Simir Deger

Probleminin Fark Semalar
Q=(0,1)" agik bir kiip olmak iizere, [0,T]xQ bolgesinde ok boyutlu eliptik

kismi diferansiyel denklem i¢in yerel olmayan ters Dirichlet tipi sinir deger problemini

1, (0.0 = Y (4, (v, ), +OV(E.2) = F(1.)+ p().

x=(x,..x,)eQ0<t<T,
q R

v(0,%) = GO0, W(T, x) = Y Kv(Ay, ¥) = (), x € O, G111
i=1

v(y,x)=C(x),xeQ0< y<T,

v(t,x)=0,x€0Q

ele alalim. Buradaki k,,k,.,...,k, katsayilari (2.1.1) kosulunu saglamalidir. o >0 olmak

tizere (3.1.1.1) probleminin diferansiyel operatorti,
A== (a,(x)v, ), +ov(t,x) (3.1.1.2)
pa r r

seklindedir. (3.1.1.2) ifadesiyle tamimlanan A" operatorii, tanim bolgesi
D(AY) = {v(x) e L,(€2),0Q tizerinde v(x) = 0} olan L,(Q) uzayindan L,({)) uzayma

bir operatordiir ve 6z-eslenik pozitif tanimlidir.



(3.1.1.1) probleminin yaklasimini iki adimda olusturalim. Ilk adimda grid
noktalar uzayi, Q= {x =x, =(hmy,...hm );m=(m,..m ),m =0,..M_ hM, =,
r= 1n} Q, = NQ,00Q, =Q, N ile tanimlanir.

(3.1.1.2) ile tanimlanan A" diferansiyel operatorii yerine,

n

AV (== (a, (x) ) +o (3.1.1.3)
r=1 rr

seklindeki A' fark operatoriinii kullanacagiz. Burada v"(x) fonksiyonlari tiim x € 0Q,
icin V'i(x)=0 kosulunu saglamaktadir. A, fark operatort,
D(A") = {vh (x)eL,,,V'(x)=0,x¢€ th} seklinde tanim bdlgesi olan 6z-eslenik pozitif
taniml1 bir operatordiir.
A, fark operatorii igin (3.1.1.3) esitligi uygulandiginda, adi diferansiyel denklem
sistemi i¢in, ters yerel olmayan
d*" (t, x)
ar’
v"(0,x) = ¢h(x),x e Q,
Vi, x) =" (x), x € Qu,

+A,’l‘vh (t,x)= fh(t,x)erh(x),O <t<T,xeQ,,
(3.1.1.4)

q
V(T ,x) = Zkiv" (A, x)+ 7" (x),x € Qu.

i=l1

sinir deger probleminde v"(z,x) ve p”(x) bilinmeyen fonksiyonlarmna ulasilir.
Ikinci adimda (3.1.1.4) probleminin ¢ degiskenine gore yaklasimini kuralim.
Grid noktalar uzaymm [0,T ]T ={t, =kr,k=1,...,N,Nr =T} ile gosterelim. Burada N-

sabit pozitif tam sayidir.

I, = {Z},li = {i}z—lo = ,uo,i—li =u,(i=1,...q) olmak iizere, V'(y,x),
T |7 T

V! (4,x),(i=1,...,q) degerleri i¢in,
1 1
Vi(y,x) = {_Eﬂo +§,u§}v((lo —1)r,x)+[1—,u02]v(lor,x)
1 1
+{5,u0 +E,u§}v((lo +1)r,x)+0(r3), xeQ,,

V(A x) =[—%,ui +%,uf}v((li —l)r,x)+[l—,uﬂv(lir,x)
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+{% 1+ %,uf } v ((li +1)z, x) +0 (2'3 ), xe€Q, bigimindeki {igiincii mertebeden

yaklasim formiillerini kullanarak (3.1.1.4) problemi igin, iiglincii mertebeden

dogruluklu fark semast;

R 2E O D) 2t (05 ),

0; (x)= "t 0+ — (f () =2 (tk,x)+f (t,15 %)

T

+A,i‘f”(tk,x)}

t, =kt,1<k<N-1,Nt=T,xeQ,,
vy (0,x) = ¢" (x), x € Qu,
1

1 1 2| & 27 .k 1 2 |, h h
[—E,uo tSH }1,0_1 ()c)jt[l—,u0 }V’o (x)[a,uo ok }vloﬂ (x)=¢"(x). (3.1.1.5)

xe by

)=3% {-—y .y }v] ,(x)+[l—yf]v{_’(x)+{%ﬂi %ﬂf}v;gﬂ (x)}
+n (x),xe@

A A.
ly =[Z}’l" =[_l]'uo =Z_lo’/ui =—-1
T T T T

olarak kurulur. Benzer sekilde V'(y,x), V'(4,x),(i=1,...q) degerleri igin,

V(a2 = v (I = 2) 7.x) + g v (I = 1) 7.%) + a0 (17 X) + 1, v (1, +1) 7. %)
+uy 59 (I +2)7.x)+0(2"), xeQ,,

V(A2 = 1 v((1=2) 7. x) + v (1L =1) 70x) + v (L x) + 41, 0 (4 +1) 7. x)
+1,v((L+2)7.x)+0(7). xeQ,

dordiincii mertebeden yaklagim formiillerini uygulayarak (3.1.1.4) problemi igin,

dordiincii mertebeden dogruluklu fark semast;
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@) =28 0D | 2 g ()45 (),

T

0l (x)= f' (1. 0+ = (fh(w) 21400+ £ 00)

i)
r?

t, =kt,1<k<N-1,Nt=T,xe€Q,,

vy (0,x) = ¢"(x),x € Qu,

/Jo,lv,’;_z (x) + ,uo,zvl’;_1 (x) + ,uoﬁvfz) (x) + ﬂ0,4VZ)+1 (x) + /Jo’svf(l)+2 (x) =" (x), (3.1.1.6)

xe by
Zk {/Uz 1V1 2 +:Uz 2V1 1( )+lui,3vllz (x)+lui,4vl};+1 (‘x)+/ui,5vl}il+2 (x)}

+n (x),xeg,l

A A
Iy :H”f :[_l}’“o =Lty =2,
T T T T

seklinde olusturulur.

3.1.1.4) probleminin V'(t, x) ¢Ozimiinii elde etmek i¢in,
V! (t, x) =u" (t, x) + (A,’f )_1 p"(x) bagmtism  ve (2.2.1) kosulunu uygulayarak,
bilinmeyen " (z,x) fonksiyonu igin,

2 h
—dbiT(;’x)+A,fuh (t,x)=fh (t,x),O <t<T,xeQ,,

(() x) u ( ) h(x)—é’h(x),erh, (3.1.1.7)

T,x) Zq:klu’ ll,x (X),XEQh.

i=1

lokal olmayan yardime1 sinir deger problemi elde edilir.

p" (x) bilinmeyen fonksiyonunun degerini hesaplamak igin, (2.2.5) bagmntisina

gore,
p"(x)=A¢" (x)- A" (0,x) (3.1.1.8)

0zdesligi kullanilacaktir.
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(3.1.1.7) problemi i¢in, Tg¢ilinci mertebeden dogruluklu fark semasi

~ (u,f+l (x) —2u, (x) +u, (x))

> +C}fu,’: (x) = 0: (x),
T
0 ()= "0+ (f (tsX) = 2" (tk,x>+f (tero) A;fh(tk,x)}
T

t, =kt,1<k<N-1,Nt=T,x e,

ug (x) = {2%+;%}hn)‘P‘%}%()[;%+;%}%”“) (3.1.1.9)

=¢"(x)-¢" (x),x b

seklinde ve dordiincii mertebeden fark semast

() =24 ) (D) | ),

2

T

( ) £, x)+— {f (t10 %) — 2f" (lk,x)+f (t_»X)

T

+¢y%%m}

kt 1<k<N-1,Nt=T,xeQy,

( ) ,umul 2( ) /10,2”1,;4 (x)—,uwu]'; (x)_:uo,ztuzgﬂ (x)_ll'lo,juli:)+2 (x) (3.1.1.10)
=¢" ( )—=¢" (%), xe b
Zk { 11ul 2 +/" zuz 1( )+/"i,3u1}; (x)+ﬂi,4u1}:+1 (x)
+:ui,5ul.+2 (x)} =n (x),x € @
A
l _ﬂO’__l _ﬂl’
biciminde ifade edilir.
Ly, = L,(Q,) ve W, =W;(Q,),
1/2
2
€1, = S o e
h xeQp
1/2 . P 1/2
e =1, 2546, [ ) o ZEfe w10
xeQyp r=1 xeQyp r=1 reeer
normlariyla donatilmus, Qs iizerinde tamimlanan &"(x)= {5 (hmy,....h,m )} grid

fonksiyonlariin olusturdugu uzaylardir.
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Teorem 3.1.1.1. & (i=1,..q)katsayilarmin (2.1.1) kosulunu sagladigim ve
N
k

" 0" eD(A,f),{fkh} : e C(L,,) oldugunu varsayalim. Bu durumda, (3.1.1.5) ve

(3.1.1.6) fark semalarinin ({v,f}kN_ll , ph) ¢Ozlimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri

gecerlidir:
A o M (5){”# I+l +ll,. +H{ o %J’ (3.1.1.11)
a1, gM(5)[H¢hHL2h el +ll,, +H{ P %J_ (3.1.1.12)

Burada M (5 ) sabitleri, verilen ¢",¢”,n" elemanlarindan ve { f,f‘}:l__l1 ’den bagimsizdir.

Teorem 3.1.1.2. k (i=1,..q) katsayilarmm (2.1.1) kosulunu sagladigim ve
¢" "' e D(A;)mD(C;),{fkh }:: e C(L,,) oldugunu varsayalim. Oyleyse, (3.1.1.5)

ve (3.1.1.6) fark semalarmin ({v,':}kN__ll, ph) ¢oziimii asagidaki hemen-hemen koersif

kararlilik esitsizligini saglar:

N-1
h h h
(vk'H _2vk +Vk_l) Cx p V! h
2 + { hvk} ""p

T . =lew,) L
SM(5)D C,¢" W +|cie” W +|cin" W +1n(’l'j—hju{fkh}:]=11 .
h
+[Asg" szzh +|Axg! H% +] A;r;”HW;J (3.1.1.13)

Burada M (é‘) sabiti verilen 7, ¢",{",n" elemanlarma ve { fkh}j_ll ’ya bagiml

degildir.

Teorem 3.1.1.3. ¥, (i = 1,...q) katsayilarinin  (2.1.1) kosulunu sagladigini ve
¢".¢"n" e D(A) N D(C). fkh}kN: e C&(L, )0 < a<1) oldugunu kabul edelim. O

N-1

halde, (3.1.1.5) ve (3.1.1.6) fark semalarinin ({v,i’ }k=1 ,ph) ¢Oziimii i¢in asagidaki

koersif kararlilik kestirimi gegerlidir:
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N-1

-2 h h h
{r (vk+1 -2v +v, )}

N-1
h
ek

||
k=1 a,o a,0 2
Cor (Loyp) Cor Wap) Lo

1 A N-
S T IO P Y A

o,
Cor

Burada M (5) sabiti, verilen 7,a,¢4",{",n" elemanlarindan ve { 1 }:/__11 ’dan

bagimsizdir.

Teorem 3.1.1.1, Teorem 3.1.1.2 ve Teorem 3.1.1.3’tin ispatlari, A, fark
operatoriiniin  L,, uzayindaki simetri dzelligine ve soyut fark problemi i¢in gosterilen
2.2.1-2.2.3 ve 2.3.1-2.3.3 teoremlerine dayanmaktadir.

Ayrica Teorem 3.1.1.2°nin ispati A, operatoriiniin pozitifligine, Onceki

boliimlerdeki soyut fark problemi icin elde edilen Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.3.2 ile

Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda gegen,

min{ln(lj,l%r }SMIH(LJ (3.1.1.15)
T 1+7

esitsizligine dayanmaktadir.

lnHD,f

Ly

3.1.2. Cok Boyutlu Yerel Olmayan Ters Neumann Tipi Eliptik Sinir Deger
Probleminin Fark Semalari
Cok boyutlu eliptik kismi diferansiyel denklem ic¢in yerel olmayan
=, (0= (@, (v, ), +ov(t.x)= f(t,.x)+ p(x),
pary ror

x=(x,..x,)eQ0<t<T,

q —_
V(O’ x) = ¢(X), V(T7 x) _Zk,‘v(ﬂ’,"x) = U(X), X e Q’ (3121)
i=l
v(y,x) = Cf(x),xeﬁ,o <y<T,
8v(t,x)
——=——==0,xe0Q,0<r<T
on

ters Neumann tipi sinir deger problemini [O,T]XQ bolgesinde ele alalim. k],kQ,...,kq

katsayilar1 (2.1.1) kosulunu saglamalidir. o >0 olmak iizere (3.1.2.1) probleminin

diferansiyel operatorii, (3.1.1.2) seklinde tanimlanir. (3.1.1.2) ile tanimlanan A"

operatorili, tanim bdlgesi,

D(A") = {v(x) eL, (), GQﬁzerindeS—‘i = O} olan L,(€2) uzayindan L,(€2) uzaymna bir
n

operatordiir ve 6z-eslenik pozitif tanimlidir.
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Iki adimda (3.1.2.1) probleminin yaklasimini olusturacagiz. Birinci adimda, grid

noktalar uzayi,
Qh={x=xm=(h‘ml,...,hnmn) =(my,..m,),m, =0,...M hM =1, r=1,..n},
Q, = NQ,00Q, =Q, N ile tanimlanacaktir.

(3.1.2.1) problemine gore tanimlanan A" diferansiyel operatorii yerine (3.1.1.3)
ile tanimlanan A; fark operatorii kullanilacaktir. Buradaki v"(x) fonksiyonlar
D'"V'(x)=0 (xedQ,) kosulunu saglamalidir. Bu sckilde tanimlanan A fark

operatdrii  0z-eslenik pozitif tanimhidir ve bu fark operatdriniin tanim bolgesi

D(A") = {vh(x) eL,,D"V'"(x) =o,xeth} seklindedir. Burada D"V"(x), = *nin bir

n

yaklagimidir.
A/ fark operatériinii kullanilarak, v"(z,x) ve p”(x) bilinmeyen fonksiyonlar:

icin (3.1.1.4) bicimindeki sinir deger problemi elde edilir.

Ikinci adimda, (3.1.1.4) probleminin ¢ degiskenine gore yaklasimini olusturalim.
Grid noktalar uzaymi [0,T ]T ={t, =kr,k=1,...,N,Nz =T} ile gosterelim. Burada N

sabit pozitif tam sayidir.

Z—{Z}———l = Uy, i—{i}zi—li:,ui,(i:1,...,q)01makiizere, vh(j/,x),
T |7 T T T T

V' (4,x),(i=1,...,q) degerleri i¢in,
1 1
vh(y,x):{—5y0+5y§}v((lo—l)r,x)+[1—,u§]v(lor,x)
{ ,uo+2,uo} l+1 Tx +O( ) xeQ,,
1
V(4. x) = [——,u +2,u } l—l Tx [l—y ] (lr x)

{ 7 + ﬂ, l +1 z- x +0( ) xe€Q, TUglincli mertebeden yaklasim

formiillerini uygulayarak, (3.1.1.4) probleminin,
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(v,i’+1 (x) -2 (x) +v) (x))

- 72 +Covy (x) =0 (x)+p" (%),
2 h h h
H:(X):fh(tk’x)_i_f_z(f (t 1, X)=2f ;l;k’x)'i_f (Zkl,X)-I-A;fh(l‘k,x)j,
t, =kt 1<k<N-1,Nt=T,xeQ,,
vg 0,x) = ¢"(x),x € Qu,
1 1 \ 1 1 )
(IS RN N I

(3= 2k |~ o () (1 Do ()| S S ot ()
N = LN 2#; 2% Via\X Hi Vi X 2#; zlui Vi (X

liciincii mertebeden dogruluklu fark semasi elde edilir. Benzer sekildev’(y,x)
v (4,x),(i=1,...,q) degerleri i¢in
Vi(y,x) = ,uo,lv((l0 -2)z, x) + ,uo,zv((lo ~1)z, x) + o ;v (1,7, x) + ,u0’4v((lo +1)7, x)

+115v (4 +2)z',x)+0(r4), xeQ,,

V' (A, x) = ,u,.’lv((ll. - 2) T, x) + ul.’zv((ll. —1)r,x) + ,ul.ﬁv(lir,x) + ﬂ,-,4v((l,- +1) T, x)
+ ,ui,sv((li +2)7, x) + 0(74 ) ,x€Q,  dordiincii  mertebeden  yaklasim

formiillerini uygulayarak, (3.1.1.4) probleminin,

_(Vgﬂ (x)_zv,’jgx)w,’f_l (X)) +Cvl (x)= 6 (x)+ p" (%),

() i, x)+— (fh(tkﬂ’x) 2f" (l‘k,x)+f (t,_»X)

T

+A}ffh(tk9x)]’

t, =kt,1<k<N-1,Nt=T,xe€Q,,

vy (0,x) = ¢"(x), x € Qu,

,Uo,lvll(l)fz (x) + /Jo,zvli(l)fl (x) + ll'l(),3vl/(l) (X) + ﬂ0,4VZ)+1 (x) + /uo,svllz)u (x) =g’ (x)’ (3.1.2.3)
xe by

Zk{ 1V1 LX)+ a 2V1 L (x )+/"i,3vzlz (x)+ﬂi,4vz};+1 (x)+,ui’5vl};+2 (x)}

+7 (x),xeg,l

A, A
lo:|:Z:|’li |: j| Hy = z —lpp=—-1,
T T T T

dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasi ifade edilir.
79




Teorem 3.1.2.1. k (i=1,..q) katsayilarmm (2.1.1) kosulunu sagladigim ve

#'.¢" " e DA ADC) (£} €C(L,) oldugunu varsayalm. O halde, (3.1.2.2)

ve (3.1.2.3) fark semalarim ({v,i’}kN_ll, ph) ¢Oziimii asagidaki kararlilik kestirimlerini

saglar:
N 10 R S I S
H(A,f)1thL2hgM(cS)[HqshHLQh+thH +|" H H{ } %J (3.1.2.5)

Burada M (5) sabitleri, verilen ¢h,§’ h,nh elemanlarindan ve { fkh }::l ’den

bagimsizdir.

Teorem 3.1.2.2. ¥, (izl,...q)katsayllarlmn (2.1.1) kosulunu sagladigin1 ve

$".¢" 0" € D(A)YND(C)) { 1 } _, €C(L,) oldugunu varsayalm. Bu takdirde,

(3.1.2.2) ve (3.1.2.3) fark semalarinin ({vf}:,_ll , p") ¢Oziimii, asagidaki hemen-hemen

koersif kararlilik esitsizligini saglar:

v =2V + v " N
{( k1 Z_zk k 1)} +H{C2V£}:,:ll . +th .
k=1 ClLyy)
SM(d)DCZWHW ‘ng H ‘C)‘ h W3 +ln(r+h]H Hew,,)
gl el 'l | (3.1.2.6)

Burada M (é‘ ) sabiti, verilen 7, ¢".¢".n" elemanlarina ve { 1 } ’ya bagiml

degildir.

Teorem 3.1.2.3. k (i=1,..q)katsayilarmin (2.1.1) kosulunu sagladigim ve

¢".¢" 0" e D(A).{ fkh}kN_'l1 e C4*(L, )0 <a<1) oldugunu varsayalm. Bu takdirde,
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(3.1.2.2) ve (3.1.2.3) fark semalarinin ({v,’j }kN__ll, ph) ¢cOziimii icin asagidaki koersif

kararlilik kestirimi gegerlidir:

(2 (v =2 v )] @, v e 1],
1 N
o ol Wl Ayl | e

Burada M (5) sabiti, verilen 7, a,¢4",{",n" elemanlarindan ve { 1 }kN__ll ’dan

bagimsizdir.

Teorem 3.1.2.1, Teorem 3.1.2.2 ve Teorem 3.1.2.3’lin ispatlari, A, fark
operatoriiniin  L,, uzayindaki simetri 6zelligine ve soyut fark problemi igin gosterilen
2.2.1-2.2.3 ve 2.3.1-2.3.3 teoremlerine dayanmaktadir.

Ayrica Teorem 3.1.2.2°nin ispati A, operatoriiniin pozitifligine, Onceki

boliimlerde soyut fark problemi i¢in ifade edilen 2.2.2 ve 2.3.2 teoremleri ile

Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda gegen,
. 1

min {ln (—j A+
T

3.2. Sayisal Uygulamalar

lnHD,f

1
} <M In (1—j (3.1.1.15) esitsizligine dayanmaktadir.

Ly +7

Calismanin bu kisminda eliptik denklem i¢in ¢ok noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Dirichlet ve Neumann tipi sinir deger probleminin sayisal sonuglari

verilecektir.

3.2.1. Cok Noktali Yerel Olmayan Simir Kosullu Ters Dirichlet Tipi Eliptik
Siir Deger Probleminin Sayisal Sonuclar:
Cok noktal1 yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet tipi sinir deger probleminin

sayisal sonuclari i¢in asagidaki eliptik problemini ele alalim.
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_ - )+v(;x) f(t.x)+p(x),0<x<1,0<1<1,

f(t, )=[ 7’ +1 I + 11)t]sin(ﬂ'x),
(e} (202521,

sin (3.2.1.1)
7/,x):( +7/+1)sm 7x)=¢(x),0<x<1,

(
(
v(1,x)- kv {3 2Zk (23+ﬂ,):|sm(ﬂx) 0<x<I,
(1,0)= (t,1)=0,0StS1.

(32.1.1) probleminin gergek goziimleri v(t,x)= (2t +7+1)sin(zx) ve
p(x) = (z* +1)sin(zx)’dir.  (3.2.1.1)  probleminin  v(r,x)  ¢bziimii  igin
v(t,x) = u(t,x)+ A" p(x) 6zdesligini kullanarak,

—62ua(tt2’x) — azu@g;’x) +u(t,x)= f(1,x),0<x<1,0<r <1,

u(0,x)—u(y,x) ==y + y)sin(rx),0 < x <1, (3.2.1.2)

q9 q
u(1,x) =Y ku(d,x) = {3-22/@ (4 +;Ll.)} sin(7x),0 < x <1
i=1 i=1
yardimci problemini elde edelim.
(3.2.1.2) probleminin yaklagik ¢oziimiinii [0,1] x[0,1], kiimesinde ele alalim.
Grid noktalar uzayi, [O,l]r x[O,l]h = {(tk,xn):tk =kr,k=1,..N—-1,Nr=1,x, = nh,
=1,..M —1,Mh =1} ile tanimlanur.

Ugiincii mertebeden dogruluklu (3.1.1.9) fark semasmm uygulayarak ve

): a)(‘xn+l)_a)(xn—1)+0(h2)’

' 2h
o (x,)= W(x,wl)—zﬁf)h(;n)m(xnl) o)
v (0)= 20)(0)—50)(’1); do(2h)=o(h) o),
o (1)= 2“’(1)_5‘0(1_h)+if’(l_2h)_w(l_3h) +0(K") yaklasm formiillerini de

kullanarak, (3.2.1.2) probleminin ¢ ig¢in {cilincli mertebeden ve x i¢in ikinci

mertebeden dogruluklu fark semasi,
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k+1 2
2 + l/t a- 2M + M T 1 2u
1 k +2 +1 k
— _ Vl + u + — h2 % + un+1

2( ub, -2ut +ul P B T/ T iy - 2u' +u!
-1 -2 k +1 k
+_ —+u R _nh#-i_un—l %_’_un

0 = [2(%2 1)1y +(7r2 -1 l)tk}sin(ﬁxn)+lr—2(7r2 +1)2 (2tf +tk)sin(ﬂxn),
k=1,.N-1,n=2,.M -2,

4 . 1 p 4

5

k k k lk
ub=ub =0, ub ==ur—=u, u
0 M ’ 1 2 3 Ml
5 5

k
—u ——Uu

M-2 M-3>
5

k=0,..N,

0 | 1 I~ 27 1 1 Iy +1
u,—{—gﬂwz% e A R A

=27 +7) sin(zx,), n=0,..M,

d 1 1 1-1 |1 1 L+1
W' =Nk == | A L= | | == |u
2 g =tk [ |~ g

i=1

=

= {3—22‘1:1@ (2 +4 )}sin(mcn), n=0,.M,
i=1

A A
:u0=Z_louui=_l—li’ li:{_l}’l():[z}
T T T T

bi¢iminde ifade edilir.

(3.1.1.8) formiilii uygulanarak x i¢in ikinci mertebeden dogrulukta p ’nin

degerleri,

By Uy )= 2(4, — 1, )+ (4, —u,-
pn:_( 1 1) (h2 ) ( 1 l)+(¢n_u2)’ n=1,..M-1
olarak bulunur.

F0T
U, =| . ,Ss=n—-2,n-1,nn+1,n+2
N
L% Jinsipa
ve
Fgo
0= . |\n=1,.M-1,
49'N
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19,? = —(27/3 +y)sin(zx,),

0" = {3_ 3%, (47 +4 )}in(mn),
i=1

2

0" = [2(72’2 +1)t,‘:’ +(7z2 —ll)tk}sin(zzxn)Jr:—Z(ﬂ2 +1)2 (Zt,f +tk)sin(7rxn),

k=1,.,.N-1,n=1,..,.M -1 (3.2.1.5)

olmak tizere, (3.2.1.3) fark semasini matris formunda

AU

n+2

+BU

n+l

Uyt =5 Un = U (3.2.1.6)

yazabiliriz. Burada A, B, C, D, E (N +1)x(N +1) tipinde kare matrisler olup, 6, ise
(N +1)x1 tipinde bir siitun matris, I ise (N+1)x(N+1) tipinde bir birim matristir.

A,B,C,D ve E matrisleri sirastyla

0000+ 0O0O0OTO

0 a 00 0 000

0 0 a O 0 000

0 0 0 a 0 000
A=E=|: : - 1 i (3.2.1.7)

0 00O a 0 0 0

0 0 0O 0 a 00

0 0 00 0 0 a O

o000 - 000 O_(N+l)><(N+l)
(100 0 Yo % & 0 0 0 00 0 - 000 0]

cr 0 0 0 0 0 0 0 0 -—-0000

cr 0O -- 0 0 0 0 0 0 -—-0000
00rc¢c- 0200 - 000 0 0 0 0000
C=: @ @ : o 0 o 0 o0 Do 1(3.2.1.8)
0000« 00 0 - 0 0 0 0 cr 00
0000« 00 0 - 0 0 0 cr 0
0000 0 0 0 - 0 0 r r
o000 00 0 - y z g Vi %4 & 00 1]

e
~



0 00O 0 00O
0O b 0O 0 00O
0 0 b O 0 00O
0 0 0 b 0 00O
B=D=|: : : = - i i (3.2.1.9)
0 00O b 0 0 0
0 00O 0 b 0O
0 00O 0 0 b O
o000 000 O_(N+1)><(N+1)
seklindedir. Matrislerdeki a,r,b,c
7’ 1 1 7 2 2 77(6 4
=—, r=——,b=-—-—-—, c=l+—+—=+—| —+—5+1|(3.2.1.10
12h* 7’ n* 3nt 6n N 12(%‘ j( )
ile diger katsayilar ise,
1 1 1 1
yo:{‘5%*5“5}%:-[1—ﬂé]’go={5“°+5“5}’
1 1 1 e
2/“1"‘2:”1 ’g F 5#]"‘5#] >
1 1 1,
E'U 2 V2 =— gz=— 5#2+5ﬂ2 ,
1 1 1,
5 +2,u3 12 = g3=— Eﬂg Eﬂa )
1 1, ) 1 1,
== ——pu+— |,z =—|1-u |, g.=—| —pu +— " |,
) [2/1, 2%}4 (114 .8, Lu, 2%}
o=t =2 (3.2.1.11)
T T

biciminde ifade edilir.

a, ve p, (n=1,.,M-1), (N+1)x(N+1) tipinde kare matrisler, ¢,
(n=1,...,M—1) ise (N+1)x1 tipinde bir siitun matris olmak iizere, (3.2.1.6)

denkleminin ¢Oziimi (Samarskii, Nikolaev, 1989),

U=c,U,+pB.U.,+p,n=M-2,.,0 formiiliiyle aranir. (3.2.1.6) fark denkleminin

¢oziimii icin, @, =¢, =0 ve a,=pf, (N+1)x(N+1) tipinde sifir kare matris,

I B = I olmak iizere,
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F,=(C+Da, +Ef, ,+Ea, ,a,,),

=, (B4 DB, + B, ).

B =—F,'A,

¢, =F'(10,-Dp, ,—Ea, @, ,—Ep, ,),n=2,...,M -2 formiilleri gegerlidir. Ayrica
bilinmeyen U, ve U,, , ise

U, =0,D, =(B,,+51)-(41-a, ,)a,_,

Uy =D, [(4 =y _,) 9y — @y, | esitlikleriyle bulunur.

Simdi (3.2.1.2) probleminin dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasini ifade
edelim. Bunun i¢in, dordiincii mertebeden (3.1.1.10) dogruluklu fark semasini

uygulayarak ve

o ()= L)) o)

o ()= L) 2000 ) r00) o0y

o (0)= A0S0 h0 ) 0l3h) )

o (1)= 220 50U=R) o000 o(10) yatagim fommaterin de

kullanarak, ¢ i¢in dordiincii mertebeden ve x i¢in ikinci mertebeden dogruluklu fark

semasl,
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T T V) T o AP el IS I (R ) A S TR

— — +_ —_— =
2 2 n 2 2 n+l
T 12| h h

2 ufH —2uf +uf;1 ‘ 1 uf —214,’1‘71 +uf1‘72 ‘ u,';l —2u,’§ +uiﬂl ‘
+_2 - 2 n|T 2| T 2 n-1 2 u

h h h h h
=@
0F =[2(z* +1)¢ +(z* ~11)s, sin(mn)+ﬁ(;z2+1 (26 +1,)

12
xsin(ﬂxn), k=1,.N-1,n=2,.M -2,
1 4 1
u(')‘ :u;[ =0, ulk :§u§ —gué‘, ”1,1(471 :guﬁfz —gufm, (3.2.1.12)
k=0,..N,
10+2

0 lp=2 Ip-1 lo Ip+l
W, = Ho U, — Mooty = HosU, — Ho i, — Hosiy,

=—Q2y +y)sin(zx,), n=0,..M,

q
N —Zk =2 n -1 n L + L+ n Li+2
un i /ui,]un /uiAZun lui,3un lui,4un lui,Sun
i=1

= {3 - qu:ki (4 +4 )}sin(ﬂxn),n =0,.M,

i=1

A A
Hy :Z_lo’lo :[Z} w=—=1,l = {_l}
T T T T

seklinde olusturulur.

(3.2.1.12) fark semas1 (3.2.1.6) matris formunda yazilabilir. Burada A,B,D,E
(3.2.1.7), (3.2.1.9) matrisleriyle, 8, ise (3.2.1.5) ile ifade edilir. C matrisi ise asagidaki

forma dontistir.

L0 00 sy oy thy Moy s 00 0 0 0 0000
recr 0 0 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0000
Orcr- 0 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0000
00rc 0 0 0 0 0 00 0 : 0 0000
C=|: @ @ i @ i nnnonnnnnn | (32.1.13)
60000 0 0 0 0 O 00 0 0 0 - ¢cr 00
60000 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 - rcro
60000~ 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 «0rcr
00000 0 0 0 0 - gy py fhy thy fhs - 0001

Buradaki ¢ ve r (3.2.1.10) ile aynt olup, diger katsayilar ise

o 2 1,1
Ho, ={Eﬂo _Eﬂ3:|nuo,2 ={—§uo + +gﬂ3}ﬂw =—[1-4 |,
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2 1 , 1 4 1 I 5
Hos =— 5:“0"‘5/10 _g:uo s Hos =— _E:Uo 12# >

1 1 2 1, 1, )
== — U —— === == | == 1=,
ILll,l l:12/’l 12 /’lt :l lLll,Z |: 3/'11 2#1 6/’1, } lLll,3 ': /Jt :I

S VR O S X AR DS N
Hig 3/4‘ 2/4‘ 6:“;‘ M s 12/” 12;“ )

=L =121, (3.2.1.14)
T T
bigimindedir.

Simdi MATLAB programlarini1 kullanarak elde edilen sayisal analiz sonuglarini
verelim. Sayisal ¢dziimler farkli N, M ve T=1 degerleri igin elde edilmistir. u', v* grid
fonksyonlart; (tk,xn) grid noktalarindaki yardimer yerel olmayan ve ters problemlerin
fark semalarnin sayisal ¢oziimlerini, p, grid fonsiyonu ise; x, grid noktalarindaki
bilinmeyen p fonksiyonunun sayisal ¢Oziimiinii temsil eder. v(tk,xn) ise gergek

¢ozimiin (7,,x,) noktasindaki degeridir. Gergek ¢Oziim ile yaklasik ¢Oziimiin

karsilastirilmasi

1<k<N-1

M -1 2 2
VY = max ‘V hi|,
1<k<N-1

n=1

Hp,, =(A:Z:‘p(x

hata formiilleriyle yapilmistir.

N
Hu),, = max z

MATLAB programini kullanarak (3.2.1.1) probleminin sayisal ¢oziimleri elde
edilmistir. Sayisal ¢oziimler bir, iki ve {i¢ noktal1 yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik
problemleri i¢in hesaplanmastir.

Tablo 1’den Tablo 18’e kadar olan tablolarda gergek ¢oziimler ile fark semalart
arasindaki hata analizleri verilmektedir. Bu tablolar ticlincii mertebeden dogruluklu fark
semasinda N=10, M=32; N=20, M=90; N=40, M=254 i¢in olusturulmustur. Dérdiincii
mertebeden dogruluklu fark semasinda ise N=10, M=100; N=20, M=400; N=40,

M=1600 i¢in olusturulmustur. Sayisal deneylerden elde edilen sonuglari
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degerlendirdigimizde, dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasinin {igilinci
mertebeden dogruluklu fark semasindan daha iyi sonuglar verdigi anlagilmaktadir.

Tablo 1°den Tablo 6’ya kadar tablolarda bir noktali yerel olmayan simir kosullu
ters Dirichlet tipi smir deger probleminin ger¢ek c¢oziimiiyle iiclincii ve dordiincii
mertebeden dogruluklu fark semalarmin yaklasik ¢6ziimleri arasindaki hatalar

q=1,4,=0.5,k=1 degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 1. (3.2.1.3) bir noktali 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
5.48x10-4 7.04x10-5 8.85x10-6

Tablo 2. (3.2.1.4) bir noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.04x1072 1.32x1073 1.5x10*

Tablo 3. (3.2.1.1) bir noktal1 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.12x10* 1.44x107 1.81x10°

Tablo 4. (3.2.1.12) bir noktal1 4. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
5.70x107 3.57x10° 2.6x107

Tablo 5. (3.2.1.4) bir noktal1 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.06x1073 6.67x107 4.23x10°¢

Tablo 6. (3.2.1.1) bir noktali 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.70x10? 7.3x107 4.72x10°®

Tablo 7’den Tablo 12’ye kadar olan tablolarda iki noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Dirichlet tipi smir deger probleminin gercek ¢oziimiiyle licilincii ve
dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklasik ¢oziimleri arasindaki hatalar

q=2,4=07,4,=08k = %,kz = % degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 7. (3.2.1.1) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
6.92x10 8.88x107 1.12x10°
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Tablo 8. (3.2.1.4) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.32x1072 1.65x107 2.07x10*

Tablo 9. (3.2.1.4) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

2.00x10™ 2.57x107 3.23x10°

Tablo 10. (3.2.1.12) iki noktal1 4. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

7.27x107 4.55x10° 2.94x107’

Tablo 11. (3.2.1.4) iki noktal1 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

1.34x107? 8.38x107 5.34x10°

Tablo 12. (3.2.1.1) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

2.11x10? 1.32x10° 8.51x10®

Tablo 13 ile Tablo 18 arasindaki tablolarda ii¢ noktali yerel olmayan siir kosullu
ters Dirichlet tipi sinir deger probleminin ger¢cek ¢oziimiiyle liciincii ve dordiincii
mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklagik ¢oziimler arasindaki hatalar

q=3,4=02,4=03,4 =04,k = %,kz = %,lg :% degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 13. (3.2.1.3) ii¢ noktali 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

4.97x10* 6.39x10” 8.04x10°

Tablo 14. (3.2.1.4) li¢ noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
9.59x107? 1.21x10? 1.53x10*

Tablo 15. (3.2.1.1) {i¢ noktali 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
1.34x10"* 1.71x10? 2.16x10°

Tablo 16. (3.2.1.12) ii¢ noktali1 4. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
5.18x107 2.24x10°° 2.08x1077
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Tablo 17. (3.2.1.4) li¢ noktal1 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
9.85x10* 6.16x107 3.90x10°°

Tablo 18. (3.2.1.1) li¢ noktal1 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.39x107 8.7x1077 5.63x10°8

0 .
15

40

5 20
10

Sekil 1. (3.2.1.1) DSDP’nin N=10, M=32 i¢in ger¢ek ¢oziim grafigi

Sekil 1, yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin N=10,

M=32 i¢in gercek ¢oziim grafigini gostermektedir.
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Sekil 2. (3.2.1.1) DSDP’nin ii¢ noktali UMDFS yaklasik ¢oziim grafigi

Sekil 2, yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin tigiincii

mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklagik ¢6ziim grafigini géstermektedir.

92




%104
1.5 ~

0.5 4

10 15

10
5

5
X aX|S 0 0 tax|s

Sekil 3. M=32 icin (3.2.1.1) DSDP’nin ger¢ek ¢oziimii ile ii¢ noktali UMDFS yaklasik
¢ozlim arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 3, M=32 i¢in hesaplanan ters Dirichlet sinir deger probleminin gercek
¢Oziim ile iiclincli mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢oziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.
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Sekil 4. (3.2.1.1) DSDP’nin N=10, M=100 i¢in gercek ¢oziim grafigi

Sekil 4, Yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin N=10,

M=100 i¢in gergek ¢ozlim grafigini gostermektedir.
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Sekil 5. (3.2.1.1) DSDP’nin ii¢ noktalit DMDFS yaklasik ¢oziim grafigi

Sekil 5, Yerel olmayan sinir kosullu ters Dirichlet sinir deger probleminin
dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasmnin yaklasik ¢oziim grafigini

gostermektedir.
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Sekil 6. M=100 i¢in (3.2.1.1) DSDP’nin gercek ¢oziimii ile ti¢ noktali DMDEFS yaklagik
¢ozlim arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 6, M=100 i¢in hesaplanan ters Dirichlet smir deger probleminin gercek
¢Ozlim ile dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢6ziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.

3.2.2. Cok Noktali Yerel Olmayan Simir Kosullu Ters Neumann Tipi Eliptik
Sinir Deger Probleminin Sayisal Sonuclar:
Cok noktali yerel olmayan siir kosullu ters Neumann tipi smr deger
probleminin sayisal sonuglari i¢in agagidaki eliptik problemini ele alalim.
~ 62\/(1, x) _ 82v(t,x)
or’ ox’
f(t,x)= [(2752 sin(7t) + 27 cos(zt))e™ + (7[2 + 1)4 cos(7x),

+v(t,x)=f(t,x)+p(x),0 <x<1,0<¢<1,

v(0,x)=cos(7zx)=¢(x),0<x<1,

v(y,x) =(sin(7r7/)e_7 +7/+1)cos(7zx)= Q’(x),OSxSl, (3.2.2.1)
v(1,x)- y kv (Z4,x)= {1—quki(sin(7rli)el" +/1i)}cos(7rx),

0<x<l1,

v, (2,0)=v,(2,1)=0,0<7<1.
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v(t,x)= (sin(m)e*’ +1+ l)cos (7x) ve p(x)= (7[2 +1)cos (7x) fonksiyonlarimn
(3.2.2.1) probleminin gercek c¢oziimleri oldugu aciktir. (3.2.2.1) probleminin v(z, x)
¢Oziimii icin v(f,x) = u(t, x) + A p(x) 6zdesligini kullanarak, u(z,x) igin
o’u (t, x) ou (t, x)
or’ ox®
u(0,x) —u(y,x) = —(sin(zy)e™” +y)cos(7wx),0< x <1,
q q
u(l,x)— Zkiu(/li ,X) = {1 — Zki (sin(ﬂ/ll. Ye i+ A )} Ccos (ﬂx) ,
i=1 i=1

0<x<1,

+u(t,x)=f(1,x),0<x<1,0<r<1,

(3.2.2.2)

yardimci lokal olmayan problemi elde edilir.

[0,1] x[0,1], kiimesinde, yardimci lokal olmayan (3.2.2.2) probleminin yaklasik
¢6ziimii igin [0.1] x[0.1], ={(.x,):1, =kz.k=1,..N—1,Nz =1,x, =nh,
n=1,..M —1,Mh =1} grid noktalar uzaym ifade edelim.

(3.1.1.9) fark semasimi ve yeterince diizgiin @ fonksiyonunun yaklagimi igin,

)= a)(anrl )2_ha)(xn1) +0(l’l2),

o ()= 22) 20001 005) )

» (O) _ —3w(0) +4;oh(h) —(2h) )

w (1) _ 3a(1) —40)(1;hh) +a(1-2h) o).

' (0)= 10a(0) — 15w(h)h43- 6w (2h) — w(3h) O,

P (1) _ —10a(1)+15w(1—h) }—136a)(1—2h)+a)(1—3h)

+0(h*)

yaklagim formiillerini kullanarak, (3.2.2.2) probleminin ¢ i¢in iiglincii mertebeden ve x

i¢in ikinci mertebeden dogruluklu fark semasini
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k+1 k k-1 k k k 2 k k k
_ u, 2un + u, U~ 2”11 + U, k T_ _L W,n— 2”11+1 + u, k
7 1
7’ n* 12l K n "
k k k k k k k k k
z Uy~ zun + U, k| _ 1 _ u, - 2un—l + U, k Uy — 2Mn + ) k
PR 2 tu, ? e tu,, e tu
="

Gf = [(2712 sin(rt, ) + 27 cos(rt, ))e" + (7[2 + l)tk }cos (ﬂxn ) + E

x[(87r2 sin(z1,) + (47z —47[3)cos(mk))e" + (7[2 +1)2 A }cos(nxﬂ),
k=1,.N-1,n=2,.M -2,

1 1 11 I 1 1 I+l
”3‘{{—5ﬂo+§ﬂ§}”f +[1_ﬂé}”;)+[aﬂo+5ﬂé}”f }

= —(sin(zry)e”” +y)cos(7x,), n=0,..M,

u, _iZ:ki {[_%ﬂi +%:ui2}”ii_l +[1_ﬂiﬂur[: +[%M’ +%ﬂi2:|”ii+l}
d -

= I—Zkl.(sin(ﬂli)e ’+il.) cos(7zx,),
i=l1

“3ud +duf —uf =0,3ul, —4uf,  +ul, , =0, k=0,..N,
10u§ —15141" +6u§ —u§ = 0,—10u,’f4 +15u,’fH —6u1'\‘472 +u]'fH =0,
k=0,..N,

A A
Hy =Z_ZO’:ui =—-1, | ={_[}lo =[Z}
T T T T

seklinde kurulur.

(3.2.2.3)

(3.1.1.8) uygulanarak p ’nin degerleri, (3.2.1.4) formiiliiyle hesaplanir. U,

uO
U, =| . ,Ss=n—-2,n—-1,nn+1,n+2
N
L% Jinsipa
ve 0,
Fg0
6= . |n=1,.M-1,
H'N

) =—(sin(zy)e” +y)cos(rx,),
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0" = {1 — Zq:kl. (sin(ﬂ'/li Ye i + A )} cos (ﬂxn ),

i=1

o = [(27# sin(rt, ) + 27rcos(mk))e*’ +(7r2 +1)tk]cos(7rxn)+g

x[(Sﬂz sin(rt, )+ (47r - 47r3)cos(7ztk ))e*’ + (7r2 + 1)2 t, }cos (7x,),
k=1,.,.N-1,n=1,...M -1 (3.2.2.4)
olmak tizere, (3.2.2.3) fark semasinin matris formu
—3U,+4U,-U, =0,
10U, 15U, +6U, —U, =0,
AU

+BU,, +CU +DU,  +EU, ,=10,,n=2,.M -2,

n+2 n+l

U, —-4U, ,+U,, , =0,
-10U,, +15U,, ,—6U,, , +U,, ;=0 (3.2.2.5)
bigiminde yazilabilir. Burada A,B,C,D,E(N+1)x(N+1) tipinde birer kare
matrisler, 6, ise (N +1)x1 bir siitun matris, / ise (N +1)x(N+1) tipinde bir birim
matristir. A, B, C, D, E (3.2.1.7), (3.2.1.9), (3.2.1.8) matrisleriyle tanimlanmaktadir.
Matrislerdeki katsayillar a, r, b, ¢ (3.2.1.10) ile aym1 olup, diger katsayilar ise,
(3.2.1.11) seklindedir.

a,.B,(n=1,..,M 1), (N +1)x(N +1)birer kare matrisler, ¢, (n=0,...M -2),
(N +1)><1 tipinde bir siitun matris olmak iizere, (3.2.2.5) fark denkleminin ¢6ziimii

(Samarskii, Nikolaev, 1989), U, = a, U,

wm+tBU ,+o . .n=M-2,..,0 seklinde aranir.
(3.2.2.5) denkleminin ¢6ziimii i¢in,

4 1
& =§I,ﬂ0 = _51’% = Oaapars

8 3
@ =gl’ﬂ1 = _gl’(Pl =0(N+1)><1’
8 5
Xy = gl’ﬂM—3 = _51’(0M—3 = Oy

Ay ) = 41, ﬂMfz = _317 Dy = O(N+l)><l' olmak ﬁZGI‘e,
F,=(C+Da, +Ea, ,a, +EfS, ,)n=2,.,M-4,

an = _F;;l (B+Dﬁn71 +Ean72 n—l)’
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B,=—F'A,
@, =F ' (16,-Dg, ,—Ea, ,p, ,—Ep, ,) esitlikleri gegerlidir. Ayrica U,, ve U,
i¢in,
U, = (S, = 5,525,07" (L, = S,,S5L,).
Uy =S5 (L, —S,U,,) elde edilir. Burada,
S =3B, ,—8Cy, ,—Dy , (8¢ s +3By5) —Ey > (80 1@y s +30y B +8Bu )
S, =Ay_,+4B, ,+9C,, , +D,,_, (92, _,+4B,_5)
+E,_, (9ay, 40y +40y, By +98y )
S, =4,,-3C,,—-8D,, ,—E, (86!1\473 +3,3M73),
S, =B, +4C,,_,+9D,  +E, (92, +4p,_).
L=10, ,—Dy, 0, s—Ey_,(0y_s+y_,) 0y,

L=16, ,-E, ¢y ;-
Simdi (3.1.1.10) fark semasini ve

o (x)= (%, )Z‘h”(xnl) +O(h*),

o (x,)= o(x,,)= 2wh(jn Jroln.) o),

v (0)= 300+ 4;;5@ —2CR o,

o (1)= 300 —4a><12—hh> =2 | om,

- (0)- 1000(0) — 15a)(h)h43r 6w (2h) —aBh) O(h?),

o (1)= Z10eD+15e(1-h) ;3660(1 2 0= o) yakiagm formiillerini

kullanarak, ¢ i¢in dordiincii mertebeden ve x i¢in ikinci mertebeden dogruluklu fark

semasl,
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k+1 k k-1 k k k 2 k k k
_ w, — 2un + u, _ U~ zun + U, I/tk + 4 |: 1 [_ Uy~ 2Mn+l + u, k \]

e I " W e el

ko ok iyt k_oyk k L, DU
+% _un+l uzn +un—l +ul/1€ _iz _un un;l+un—2 +M:71 _un+1 Lin +un—1 +u”j

h h h h h
=¢9:,
2

0 = | (2x%sin(xt, )+ 27z cos(nt, ) )e” +(7* +1)t, |cos(7mx )+ —
) = (20 sinGrt) + 2ot ) )+ +1)s, Jeos (mx, )+
x[(&zz sin(rt, ) + (47z —47r3)cos(7rtk))e'Z + (7[2 +1)2 t, }cos (7x,),
k=1, .N-1,n=2,.M-2,
”;(1) _ll'lo,lulllo_z _ﬂo,zuio_l _ﬂ0,3”;lqo _:Uo,4”;l10+] _ﬂo,suiwz (3.2.2.6)

= —(sin(zy)e” +7)cos(7x, ),
q
- Zki {’u"’]uii_z + :ui,zullf_] + ﬂ;,3”ii + :ui,4”,1f+l + ﬂi,5”2+2}
i=1
q
= {l _Zki (Sin(ﬂﬁ,)e%i + ﬂi)}COS (ﬂ'xn), n=0,..M,
i=1

Bl +dut —ut =0,3ut, —4u,  +ub ,=0,k=0,..N,

10u; —15u +6u} —ul =0,~10uy, +15uy, , —6u;, ,+u;, , =0,
k=0,..N,
A A
Hy =Z_louui =—-I, = |:_l}’lo =[Z:|
T T o T

bi¢iminde olusturulur.
(3.2.2.6) fark semasi, (3.2.2.5) matris formunda yazilabilir. Burada A, B, C,D

ve E (3.2.1.7), (3.2.1.13) ve (3.2.1.9) matrisleriyle tanimlanmaktadir. C matrisindeki
¢ ve r (3.2.1.10) ile aynm1 olup, diger katsayilar ise, (3.2.1.14) seklindedir.

On,, Pn(N+1)x(N+1) tipinde kare matrisler olup, ¢, ise bir (N+1)><1
(n=0,...,M —2) slitun matrisi olmak Ttzere, (3.2.2.5) ¢6ziimi bu formiil ile

U=aU,  +pU, ,+¢p.,n=M-=2,.,0 elde edilir. (3.2.2.5) denkleminin ¢oziimii

i¢in,

oy = gl’ﬂo = —%I"Po =0(N+1)><1’

&, =§Lﬂ1 = _gla(ﬂ =O(N+1)x1’

oy 5 = gl,ﬂM3 = —§I,¢M3 = O(NH)X],

Uy =41, By, = 31,0y 5 =0y, Olmak lizere,
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F,=(C+Da, +Ea, ,a, +EfB, ,)n=2,.,M-4,
—-F(B+DB,_+Ea,p,,),
ﬂn :_F;:IA’

@, =F, ' (10,—-Dg, ,—Ea, ,p,,—Ep, ,) formiilleri gerekmektedir. Ayrica
S, =-3B,_,—8C,,_,—D,,_,(8c,, s +38,_;)

—E,_, (8ay, sty 5 +30t, By +8By ).
Si, =Ay_,+4B, ,+9C,, ,+D,,_, (92, s +4B,_5)

+E, , (9ay, ey +40y, By +9By )
S, =A,_,—3C,_,—8D,, ,—E,_ (8a,,_,+38,_).
Sy, =B, +4C,,+9D,  +E, (92, _;+4By_)
L=10, ,-Dy, 0, s—Ey ,(0y_s+y )0y
L=10,,-E, ¢, ,; olmak tlzere, bilinmeyen U, ve U, , i¢in,
Uy =S, =S5528,) " (L, 5,85, L, ),
Uy =S85 (L—S,U, ). elde edilir.

Simdi MATLAB programlarini kullanarak elde edilen sayisal analiz sonuglarim

verelim. Sayisal ¢oziimler farkli N, M ve T=1 degerleri i¢in elde edilmistir. uf , vf grid
fonksyonlar; (tk,xn) grid noktalarindaki yardime1 yerel olmayan ve ters problemlerin
fark semalarnin sayisal ¢oziimlerini, p, grid fonsiyonu ise, x, grid noktalarindaki
bilinmeyen p fonksiyonunun sayisal ¢dziimiinii temsil eder. v(r.,x,) ise gergek
¢oziimiin (7,,x,) noktasindaki degeridir. Gergek ¢Oziim ile yaklasik ¢Oziimiin

karsilastirilmast,

max [z\

N
Hu,,

1<k<N-1

Hv) = max (Z‘

1<k<N-1

iy =( L), j;

hata formiilleriyle yapilmistir.
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MATLAB programini kullanarak (3.2.2.1) probleminin sayisal ¢oziimleri elde
edilmistir. Sayisal ¢oziimler bir, iki ve ii¢ noktal1 yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik
problemleri i¢in hesaplanmistir. Tablo 19°dan Tablo 36’ya kadar ger¢ek ¢oziimler ve
fark semalar1 arasindaki hata analizleri verilmektedir. Bu tablolar ii¢lincii mertebeden
dogruluklu fark semast N=10, M=32; N=20, M=90; N=40, M=254 icin
olusturulmustur. Dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasi ise N=10, M=100;
N=20, M=400; N=40, M=1600 i¢in olusturulmustur. Sayisal deneylerden elde edilen
sonuglardan, dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasmin iiglincii mertebeden
dogruluklu fark semasindan daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

Tablo 19°dan Tablo 24’e kadar olan tablolarda bir noktali yerel olmayan sinir
kosullu ters Neumann tipi smir deger probleminin gercek c¢oziimleriyle iigiincii ve
dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklagim ¢oziimleri arasindaki

hatalar g =1,4, =0.8,k =1 degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 19. (3.2.2.3) bir noktali 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

3.56x107 1.93x10* 9.1x10°

Tablo 20. (3.2.2.4) bir noktali 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

5.45%107 5.77x1073 6.18x10

Tablo 21. (3.2.2.1) bir noktal1 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar

N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254

9.04x10* 1.83x10 1.01x10°

Tablo 22. (3.2.2.6) bir noktali 4. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

4.96x10* 2.4x107 1.29x10°

Tablo 23. (3.2.1.4) bir noktali 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

9.77x107 7.75%10™ 6.42x107

Tablo 24. (3.2.2.1) bir noktal1 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar

N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600

9.21x107 2.55%x10° 1.42x1077

Tablo 25’den Tablo 30’a kadar olan tablolarda iki noktali yerel olmayan sinir

kosullu ters Neumann tipi smir deger probleminin gercek coziimleriyle iigiincii ve
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dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklasim c¢o6ziimleri arasindaki

hatalar g =2,4 =0.57,1, =0.65,k, = %,kz =§ degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 25. (3.2.2.3) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
3.16x107 1.75x10* 7.57x10°°

Tablo 26. (3.2.1.4) iki noktal1 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
4.95x102 5.22x1073 5.60x10*

Tablo 27. (3.2.2.1) iki noktali 3.mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
5.84x10* 3.13x107 4.1x10°°

Tablo 28. (3.2.2.6) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
4.61 x10™* 2.31x107 1.24x10°6

Tablo 29. (3.2.1.4) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
8.77x10-3 7.01x10-4 5.81x10-5

Tablo 30. (3.2.2.1) iki noktali 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
1.21x107 2.88x10°¢ 1.67x107

Tablo 31°den Tablo 36’ya kadar olan tablolarda ii¢ noktali yerel olmayan smir
kosullu ters Neumann tipi simir deger probleminin ger¢ek ¢oziimleriyle liglincli ve
dordiincii mertebeden dogruluklu fark semalarinin yaklasik ¢oziimleri arasindaki hatalar

q=3,4=05,4=0.6,4, =07,k = %,kz = %,lg :% degerleriyle gosterilmektedir.

Tablo 31. (3.2.2.3) ii¢ noktali 3. mertebeden dogrulukta u i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
3.63x107 1.91x10* 9.02x10°

Tablo 32. (3.2.1.4) ii¢ noktali 3. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
5.46x107? 5.54x1073 5.93x10*
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Tablo 33. (3.2.2.1) ii¢ noktali 3. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=32 N=20, M=90 N=40, M=254
3.07x10™ 1.64x107 9.19x1077

Tablo 34. (3.2.2.6) ii¢ noktali 4. mertebeden dogrulukta u igin hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
4.92x10* 2.34x107 1.26x10°°

Tablo 35. (3.2.1.4) ii¢c noktali 4. mertebeden dogrulukta p i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
9.58x10°3 7.43x10* 6.17x107

Tablo 36. (3.2.2.1) ii¢ noktali 4. mertebeden dogrulukta v i¢in hatalar
N=10. M=100 N=20, M=400 N=40, M=1600
4.34x107 2.37x10°° 1.38x1077

5 //g

X aXiS 0 0 taxis

Sekil 7. (3.2.2.1) NSDP’nin N=10, M=32 i¢in gercek ¢coziim grafigi

Sekil 7, yerel olmayan sinir kosullu ters Neumann siir deger probleminin N=10,

M=32 i¢in gercek ¢coziim grafigini gostermektedir.
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10 40

30

5 20
10
X aXiS 0 0 taX|S

Sekil 8. (3.2.2.1) NSDP’nin ii¢ noktali UMDFS yaklasik ¢dziim grafigi

Sekil 8, Yerel olmayan simir kosullu ters Neumann sinir deger probleminin
ticiinci mertebeden dogruluklu fark semasmin yaklasik ¢oziim grafigini

gostermektedir.
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Sekil 9. M=32 icin (3.2.2.1) NSDP’nin ger¢ek ¢oziimii ile ii¢ noktali UMDFS yaklasik
¢ozlimii arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 9, M=32 i¢in hesaplanan ters Neumann sinir deger probleminin gercek
¢Oziim ile iiclincli mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢oziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.
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Sekil 10. (3.2.2.1) NSDP’nin N=10, M=100 i¢in gercek ¢coziim grafigi

Sekil 10, yerel olmayan siir kosullu ters Neumann sinir deger probleminin

N=10, M=100 i¢in ger¢ek ¢6ziim grafigini gdstermektedir.
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Sekil 11. (3.2.2.1) NSDP’nin ii¢ noktali DMDFS yaklasik ¢6ziim grafigi

Sekil 11, yerel olmayan smir kosullu tersNeumann sinir deger probleminin

dordiinci  mertebeden dogruluklu fark

gostermektedir.
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Sekil 12. M=100 i¢in (3.2.2.1) NSDP’nin ger¢ek ¢oziimii ile iic noktali DMDFS
yaklasik ¢6ziimii arasindaki farkin mutlak deger grafigi

Sekil 12, M=100 icin hesaplanan ters Neumann sinir deger probleminin gergek
¢Ozlim ile dordiincii mertebeden dogruluklu fark semasinin yaklasik ¢6ziim arasindaki

farkin mutlak deger grafigini gostermektedir.
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4. SONUCLAR

Bu c¢alismada, yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik problemleri igin yiliksek
mertebeden fark semalar1 aragtirllmistir. Yapilan ¢aligma sonucunda elde edilen 6zgiin

sonugclar sirasiyla asagida verilmektedir:

1. Sonu¢: A operatorii keyfi bir H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tanimli

9
operatdr, k, (i=1,..q) parametreleri k =Y k, <1 kosulunu saglayan bilinen negatif
i=1

olmayan reel sayilar ve belirli 4,4,,....4, sayilar ise 4 <A, <..<A 0Ozelliginde
olsun. Ayrica ¢, 17, { € H Hilbert uzaymin verilen elemanlar1 f :[O,T] — H bilinen
diizgin bir fonksiyon ve bilinmeyen peH olmak tizere, (v,p) ifti igin,
v, @) +Av(@)=f({t)+p,0<t<T,
v(0)=¢,v(T) = Zq:kiv(}ti) +1,0< A <T, 4.1)

i=1

v(7)=¢,0<y<T
cok noktali yerel olmayan sinir kosullu ters eliptik probleminin yaklasik ¢6ziimiiniin

ticiincii mertebeden dogruluklu fark semasl

2
-2 (Vk+1 =2v, +v ) +Av, + f—zszk =0, +p,

f(tk+1)_2f(tk)+f(tk—l)

T

2'2
O, —f(tk)+ﬁ( +Af(tk)],

t, =kt 1<k<N-1,Nt=T,v, =g, 4.2)

1 1 1 1
|:_5/10 +Eﬂ§j|vlol +|:1_:u§j|vlo |:E:u0 +E/J§jlvlo+1 =g,

_N 11, 2 P 1,
Vn = ;ki {|:_Elui +E/"i :|V1,.—1 +|:1_/Ji :Ivli +[5/Ji +5/Ji :|Vli+l}+77

seklinde olusturulmustur. Olusturulan bu fark semasinin ¢oziimii i¢in kararlilik, hemen-

hemen koersif kararlilik ile koersif kararlilik kestirimleri elde edilmis ve ispatlanmistir.



2. Sonug¢: Cok noktali yerel olmayan sinir kosullu ters (4.1) eliptik probleminin
yaklagik  ¢O6zlimii i¢in  dordiincii  mertebeden  dogruluklu  fark  semast
2
-7 (v,m =2v, +v ) +Av, + IT_Zszk =0, +p,

f(tk+l)_2f(tk)+f(tk—l)

T

T2
6, _f(tk)+ﬁ(

t, =kz,1<k<N-1,Nr=T,v, = ¢,

+Af(tk)j,

1 1 2 1 , 1 )
[Eﬂo_ﬁﬂo}vlo—z"{_gﬂo""aﬂo +g'u0}vlo“+[1_’u°]vlo 4.3)

2 1 , 1 5 1 1,
+ 5/‘0"’5/‘0_6:“0 V10+1+ _Eﬂo‘i'ﬁﬂo V10+2:§,
I 1 | . 2 1, 1 4
Vy = k| —u——u |v - +—u-+—u v
N ; 1{|:12/'ll 121u1j| ll.—2 |: 3/'lz 2#1 6#l:l ll.—l

2 1 1 1 1
+|:1_/ui2:|vli +I:§:ui +§/ui2 _gﬂ?:lviiﬂ |:_E:ui +Elui3}vli+2}+77

seklinde kurulmustur. Kurulan bu fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen

koersif kararlilik ile koersif kararlilik esitsizlikleri elde edilmis ve kanitlanmustir.

3. Sonug: n-boyutlu R, Oklid uzayinda sinirt 6Q olmak iizere Q= (0,1)" bir
acik kiip, Q) kiimesinin kapanist Q=QuaoQ dr.
a (x),p(x),n(x),5(x) (xe §_2) ve f(t,x) te ( T0 € bilinen diizglin
fonksiyonlardir. 0<4 <1, O0<y<Tve k.k,,..k, bilinen negatif olmayan
katsayilardir. Ayrica a . (x)=2a>0 (xeQ)’dur. [O,T]xQ bolgesinde, c¢cok boyutlu

eliptik kismi diferansiyel denklem i¢in,

(1) =@ (v, ), +0v(x) = F(t.0)+ plx),

x=(x,.x,)eQ0<t<T,

v(0,x) = ¢(x),v(T, x) — ikiv(ﬂ,i,x) =n(x),xeQ, 44)

i=l1

v(y,x) = g”(x),xef_l,o <y<T,
v(t,x)=0,x € 0Q2

yerel olmayan ters Dirichlet tipi sinir deger problemi ve bunun yaklasik ¢oziimii i¢in
ticlincii ve dordiincli mertebeden dogruluklu fark semalar1 olusturulmustur. Elde edilen
fark semalarinin ¢6ziimii i¢in kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif

kararlilik kestirimleri kanitlanmistir.

112



4. Sonug: [0,T]xQ bolgesinde Q= (0,/)" bir agik kiip olmak iizere, ¢ok boyutlu
eliptik kismi diferansiyel denklem igin

1, (13- (@, (v, ), +0v(tX) = F(t.0)+ pl).

x=(x,...x,)eQ0<t<T,

q R
v(0,x) = ¢(x), v(T, x) = D kv(4,x) =n(x),x€Q, 4.5)
i=1
v(y,x)= Cf(x),xeﬁ,o <y<T,
8v(t,x)
—=0,x€0Q,0<t<T
on

yerel olmayan ters Neumann tipi sinir deger problemi ve bunun yaklasik ¢éziimii igin
yiiksek mertebeden fark semalar1 kurulmustur. Bu fark semalarinin ¢6ziimii ic¢in
kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri elde edilmis

ve ispatlanmaistir.

5. Sonug: Sayisal ¢ozlimler, bir iki ve li¢ noktali yerel olmayan sinir kosullu ters
Dirichlet ve Neumann smir deger problemleri icin MATLAB program kodlar
kullanilarak hesaplanmistir. Ters Dirichlet ve Neumann sinir deger problemlerinin
ticlincii ve dordiincli mertebeden dogruluklu fark semalarinin ¢éziimii icin elde edilen

teorik ifadeler, sayisal 6rneklerin sonuclariyla dogrulanmaktadir.
1. Oneri: Caligmada ters Dirichlet ve Neumann smir deger problemleri
incelenmistir. Ilerleyen zamanda farkli Dirichlet-Neumann, Neumann-Dirichlet smir

deger problemlerinin de arastirilmasi 6nerilmektedir.

2. Oneri: Integral tipi yerel olmayan ters problemlerin yaklasik ¢dziimlerini

bulmak i¢in {ist mertebeden kararl fark semalariin arastirilmasi 6nerilmektedir.
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EKLER

Ek 1. Ug Noktali DSDP’inin 3. Mertebeden Sayisal Cdziimleri i¢in
MATLAB Programi Kodlar1

function ellipticinversed3nG3(N,M,gm,lambda,miyu,omega)

% -vtt-vxx+v=f(t,x)+p(X);

Yinverse problem
9%v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/5)*v(lambda,x)+(3/10)*v(miyu,x)+(1/2)*v(omega,x)+psi(x),
Yov(gm,x)=Kksi(x)

%ov(t,0)=v(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end;

close;close;

T=1;

tau=T/N; h=1/M;

m1=0.2;m2=0.3;m3=0.5;

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;l=floor(lbt);1btl=Ibt-I;
gbt=miyu/tau;q=floor(gbt);qbtq=qbt-q;
wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w;

%%%%%%’EXACT SOLUTION V,U’ %%%%%%%%

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;

90 %0 %0 %0 %0 % % % EX ACT P

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

esp(j)=exactp(x);

end;

G0 %0 %0 %0 %0 % %0 % %% THIRD ORDER ACCURACY % % % % % % %o %o %o %o %o
0% %0 % % % % % First step THIRD ORDER ACCURACY % % % % % % % %
9o %0 %0 Yo %o %o %o %o %o % % Calculation U % % % %o To To Fo Yo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
A=zeros(N+1,N+1,M+1);
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B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);

D=zeros(N+1,N+1,M+1);

E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(-1)*h;

for k=2:N;

A(k,k,j)=tau2/(12*h"4);

B(k.k,j)=-1/(h"2)- tau"2/(3*h"4)-tau2/(6*h"2);
C(k.k,j)=1+2/(tau2)+2/(h"2)+tau2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k.k+1,j)= -1/(tau2);

C(k.k-1,j)= -1/(tau”2);

D(k k,j)=-1/(h"2)-tau2/(3*h"4)-tau2/(6*h"2);
E(k.k,j)=tau2/(12*h"4);

end;

C(1,1j)=1;

C(1,s,j)=sbts/2-sbts"2/2;

C(1,s+1,j)=-1+sbts"2;

C(1,5+2,j)=-sbts/2-sbts"2/2;

C(N+1,N+1,))=1;

C(N+1,1,j)=C(N+1,L,j)+m1*(1btl/2-1bt]*2/2);
C(N+1,14+1,j)=C(N+1,1+1,j))+m1 *(-1+Ibtl*2);
C(N+1,142,j))=C(N+1,1+2,j)+m1 *(-Ibtl/2-1btl*2/2); C(N+1,q,j)=C(N+1,q,j)+m2*(gbtq/2-qbtq”"2/2);
C(N+1,g+1,j)=C(N+1,q+1,j))+m2*(-1+qbtq"2);
C(N+1,g+2,j)=C(N+1,q+2,j)+m2*(-qbtq/2-gbtq"2/2); C(N+1,w,j)=C(N+1,w,j)+(m3)*(wbtw/2-
wbtw/2/2);

C(N+1,w+1,j))=C(N+1,w+1,j)+(m3)*(-1+wbtw”2);
C(N+1,w+2,))=C(N+1,w+2,j)+(m3)*(-wbtw/2-wbtw"2/2);

end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1 ;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;

tk=(k-1)*tau;

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau2/12*((rsf(tk+tau,x)-2 *rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
/(tau2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);

fii(N+1,j)=ksii(T,x)-m1 *ksii(lambda,x)-m2*ksii(miyu,x)-m3*ksii(omega,X);

end;
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o0 %0 Yo %o %o %o %0 Y0 % %0 % % Alpha, Betha, Gamma % % % %o % %o % Yo % Yo Yo Yo Yo Yo Jo Jo Yo
alpha{l} = zeros(N+1,N+1) ;

betha{1} = zeros(N+1,N+1) ;

gamma{l}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (4/5)*R;

betha{2} = (-1/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);

Go %00 %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Jo Yo Fo Jo Fo Jo Jo Yo
for j = 3:M-1;

QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alpha{j-1}+E(:,:,j)*betha{j-2 }+E(:,:,j)*alpha{j-2 } *alpha{j-1});
L=inv(QQ);

betha{j} = - L*A(:,:,));

alpha{j} = - L*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2} *betha{j-1}); gamma{j} =
L*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2 } *gamma{j-1}...

- EC:,nj)*gamma{j-2} );

end;

Go %0 %o Yo %o %o Yo Yo Yo To Yo Yo Yo To Fo To Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo o Yo Fo Fo To Yo Fo Fo Yo Fo Yo Yo
U=zeros(N+1,M+1);

U, M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-2})...
*gamma{M-1} - gamma{M-2});

90 %0 %0 %0 % COMPUTE U (1) % % % %0 %0 %0 %

for j = M-1:-1:1 ;% %% %M-3;

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gamma{j};

end;

90% % % % % Second step THIRD ORDER ACCURACY % % % % % % % % % %
90% %0 % % % Calculation of p(x) % % % %% Yo% Yo %o Yo To To Fo Fo Jo Fo Yo Yo Yo Yo

for j=2:M;

x=(j-1)*h;
Uj=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts2/2)*U(s+2,j);
Ujp1=(-sbts/2+sbts*2/2)*U(s,j+1)+(1-sbts"2)*U(s+1,j+1)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,j+1);
Ujm1=(-sbts/2+sbts*2/2)*U(s,j-1)+(1-sbts*2)*U(s+1,j-1)+(sbts/2+sbts"2/2) *U(s+2,j-1);
p1(G)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h"2+(ksii(gm,x)-Uj);
end;

pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

0% % % % % Third step THIRD ORDER ACCURACY % % % % % % % % %%

9o %0 %0 Yo %0 %0 %0 % %0 % Calculation V %% Y% %o %o %o Fo Fo Fo To Jo Fo Yo Yo Jo Yo Yo Yo Yo Yo

V=zeros (N+1,M+1);

for j=1:M+1

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1
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Un=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,j);
V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

%t=(k-1)*tau,
Un=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts*2/2) *U(s+2,j);
V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end

ptu=U;

pts=V;

ftf=esu-ptu;

fmat1=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. ~ (1/2);

maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1(G)) *2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h” (1/2);

ftf=es-pts;

fmat1=abs(ftf);

fmat2=fmat1.*fmat1 *h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. » (1/2);

maxerror=max(fmat4);

format(’shortG”);

Grids=[N,M];

cevapThird Accuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror];
cevap=[Grids,cevapThirdAccuracy]

%% %GRAPH OF THE SOLUTION for THIRD ORDER ACCURACY % % % % % % % %
dif1=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1;

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

dif1(k,j)=abs(es(k,j)-V(k.j));

end;

dif1(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( "N=",num2str(N),’,”,”"M=",num2str(M),’i¢in gercek ¢dziim”);

figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
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strl=strcat( 'N=",num2str(N),’,”,’"M=",num2str(M),’i¢in 3 noktali probleminin 3. mertebeden
yaklagimi ’);

figure; surf(pts); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
str3=strcat(’"N=",num2str(N),’i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;

Go %o %0 Yo %o %o To %o Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo To Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Jo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo
9o %0 % %0 %0 Yo %o %o %% SUB FUNCTIONS % % % % %o %o Yo To To To %o %o To Fo Fo To To T Yo To Fo To Fo Fo
function estx=exact(t,x)

estx=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=2*t"3*sin(pi*x)+t*sin(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(pi"2+1)*sin(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)

rsftx=2*(pi"2+1)*t"3*sin(pi*x)+(pi*2-11)*t*sin(pi*x);

Go %o %o %o %o %o Yo Fo Yo To Yo Yo Yo Vo Fo Fo Fo To Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo To Fo Yo Yo Yo Fo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo
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Ek 2. Ug Noktali DSDP’nin 4. Mertebeden Sayisal Coziimleri igin
MATLAB Programi Kodlari

function ellipticinversed3nG4(N,M,gm,lambda,miyu,omega)
% -vtt-vxx+v=f(t,x)+p(x);

Yoinverse problem
9%0v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/5)*v(lambda,x)+(3/10)*v(miyu,x)+(1/2)*v(omega,x)+psi(x),
Yov(gm,x)=Kksi(x)

Pov(t,0)=v(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end;

close;close;

T=1;

tau=T/N; h=1/M;

m1=0.2;m2=0.3;m3=0.5;

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;l=floor(lbt);1btl=Ibt-1;
gbt=miyu/tau;q=floor(qgbt);qbtq=qbt-q;
wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w;

%%%%%%’ EXACT SOLUTION U, V’ %%%%%%%%
for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;

Y00 %0 %0 %0 % %o % EX ACT P

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

esp(j)=exactp(x);

end;

o0 %0 %0 %0 % %0 % %% FOURTH ORDER ACCURACY

Go %00 Fo %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo

Yo %0 %0 %0 %0 % % YoFirst step FOURTH ORDER ACCURACY % % % % % % %o % % %o % %o %
9o %0 %0 %o %o %0 Yo % %o % Calculation U %o % % Yo %o Yo %o Fo To To Fo Fo Fo Fo Fo To Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
A=zeros(N+1,N+1,M+1);

B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);

D=zeros(N+1,N+1,M+1);
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E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

%x=(n-1)*h;

for k=2:N;

Ak k,j)=taur2/(12*h"4);
B(k.k,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*h"4)-tau2/(6*h"2);
C(k.k,j)=1+2/(tau2)+2/(h"2)+tau2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k,k+1,j)= -1/(tau™2);

C(k,k-1,j)=-1/(tau”2);
D(k.k,j)=-1/(h"2)-tau2/(3*h"4)-tau2/(6*h"2);

E(k k,j)=tau2/(12*h"4);

end;

C(,Lj=1;

C(1,s-1,j)=-sbts/12+sbts"3/12;
C(1,s,j)=2/3*sbts-sbts"2/2-sbts"3/6;

C(1,s+1,j)=-1+sbts"2;
C(1,s+2,j)=-2/3*sbts-sbts"2/2+sbts"3/6;
C(1,s+3,j)=sbts/12-sbts"3/12;

C(N+1,N+1,j)=1;
C(N+1,1-1,j)=C(N+1,1-1,j)+m1*(-1btl/12+Ibtl*3/12);
C(N+1,L,j)=C(N+1,1,j)+m1*(2/3*Ibtl-1bt1"2/2-1bt1"3/6);
C(N+1,14+1,))=C(N+1,I1+1,))+m1 *(-1+Ibtl*2);
C(N+1,142,))=C(N+1,14+2,j)+m1 *(-2/3*1btl-1bt12/2+1bt1*3/6);
C(N+1,143,j)=C(N+1,1+3,j)+m1 *(Ibtl/12-1btl*3/12);
C(N+1,g-1,j)=C(N+1,g-1,j)+m2*(-gbtq/12+qbtq"3/12);
C(N+1,q,))=C(N+1,q,j)+m2*(2/3*gbtq-qbtq*2/2-qbtq"3/6);
C(N+1,g+1,j)=C(N+1,g+1,j)+m2*(-1+qbtq"2);
C(N+1,g+2,j)=C(N+1,q+2,j)+m2*(-2/3*qbtq-qbtq"2/2+qbtq"3/6);
C(N+1,g+3,j)=C(N+1,q+3,j)+m2*(qbtq/12-qbtq"3/12);
C(N+1,w-1,j)=C(N+1,w-1,j)+m3*(-wbtw/12+wbtw"3/12);
C(N+1,w,))=C(N+1,w,j)+m3*(2/3*wbtw-wbtw/2/2-wbtw"3/6);
C(N+1,w+1,))=C(N+1,w+1,j)+m3*(-1+wbtw”2);
C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+m3*(-2/3*wbtw-wbtw"2/2+wbtw/3/6);
C(N+1,w+3,j)=C(N+1,w+3,j)+m3*(wbtw/12-wbtw"3/12);
end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1 ;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;
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tk=(k-1)*tau;

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau2/12*((rsf(tk+tau,x)-2 *rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
/(tau2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);

fii(N+1,j)=ksii(T,x)-m1 *ksii(lambda,x)-m2*ksii(miyu,x)-m3*ksii(omega,X);

end;

Go %0 %0 Yo %o %o %o %o Yo %o %0 % % Alpha, Betha, Gamma % % % %o %o Jo Jo Jo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
alpha{1} = zeros(N+1,N+1) ;

betha{1} = zeros(N+1,N+1) ;

gamma{l}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (4/5)*R;

betha{2} = (-1/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);

Go %0 %0 Yo To %o Yo %o Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo To Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo
for j = 3:M-1;
QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alpha{j-1}+E(:,:,j)*betha{j-2 }+E(:,:,j) *alpha{j-2 } *alpha{j-1});
L=inv(QQ);

betha{j} = - L*A(:,:,));

alpha{j} = - L*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2} *betha{j-1});

gamma{j} = L*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma(j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2 } *gamma{j-1}...

- EC,nj)*gamma{j-2} );

end;

o0 %0 Jo %o %o Yo %o Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Yo Fo Fo Jo Jo Yo Yo
U=zeros(N+1,M+1);

UG, M)=inv( betha{M-2} + 5*R - (4*R-alpha{M-2} )*alpha{M-1})*((4*R- alpha{M-2})...
*gamma{M-1} - gamma{M-2});

90 %0 % %0 % COMPUTE U (1) % % % % % % %

for j = M-1:-1:1 ;% %% %M-3;

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j4+2)+gamma{;j};

end;

90% % % % % % Second step FOURTH ORDER ACCURACY % % % % % %o %o %o %o %o %o %o Yo %o Yo %o
Go%0 %0 %o %o %0 %0 %0 %0 % %% Calculation of p(x) % % % %o %o JoFo Fo T Fo %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo

for j=2:M;

x=(j-1)*h;
Uj=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+((-2/3)*sbts+sbts"2/2+sbts*3/6)*U(s,j)+(1-sbts"2)...
*U(s+1,))+((2/3)*sbts+sbts?2/2-sbts"3/6) *U(s+2,j)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j);
Ujpl=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j+1)+((-2/3) *sbts+sbts"2/2+sbts"3/6) *U(s,j+1)+(1-sbts2)...
*U(s+1,j+1)+((2/3)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6) ¥*U(s+2,j+1)+(-sbts/12+sbts"3/12)¥*U(s+3,j+1);
Ujm1=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j-1)+((-2/3)*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j-1)+(1-sbts"2)...
*U(s+1,j-1)+((2/3)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6) *U(s+2,j-1)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j-1);
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p1(G)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h"2+(ksii(gm,x)-Uj);end;
pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

90% %0 % % % % Third step FOURTH ORDER ACCURACY % % % % % % %o %o % %o %o Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo
9o %0 %0 %0 %0 %0 % % % Calculation V % % % % %o %o %o Yo %
V=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(-1)*h;

for k=1:N+1; %tk=(k-1)*tau;
Un=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+(-2/3*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j)+...
(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(2/3*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6) ¥*U(s+2,))...
+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,));

V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end;

%% % %% ERROR ANALYSES FOR FOURTH ORDER ACCURACY
Go %0 %0 Yo %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo

pfu=U;

ftf=esu-pfu;

fmat1=abs(ftf);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3. ~ (1/2);

maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1()) *2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h” (1/2);

pfv=V;

ftf=es-pfv;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmat1.*fmat1 *h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3. » (1/2);

maxerror=max(fmat4);

Yoes(k,j)=exact(tk,x);

90 %0 %0 %0 % % % % % Output FOR FOURTH ORDER ACCURACY

9o %0 %o Yo Yo %o Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Vo Vo Vo

format(’shortG”);
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Grids=[N,M];

cevapFourthAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror];
cevap=[Grids,cevapFourthAccuracy]

90% % % % % % GRAPH OF THE SOLUTION for FOURTH ORDER
ACCURACY %% % % %o %o %o % %o %

dif1=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1;

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

dif1(k,j)=abs(es(k,j)-V(k,j));

end;

dif1(k,N+1)=abs(es(k, M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( "N=",num2str(N),’,”,”M=",num2str(M),’i¢in ger¢ek ¢dziim’);
figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
strl=strcat( 'N=",num2str(N),’,”,’M=",num2str(M),’i¢in 3 noktali probleminin 4. mertebeden
yaklagimz1’);

figure; surf(pfv); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
str3=strcat(’N=",num2str(N),’i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;
9o %0 Yo Yo %o Yo To To To o Yo Yo Fo Fo Fo To T Yo Yo Yo Fo To To To %o Yo Yo Fo Fo To To To To Yo Fo To To Fo Fo Yo Yo Yo Jo To Fo Fo Yo
90 %0 %o %o %o Yo

Go %o %o %o T To To To To o T To To Fo To To To %o %o % SUB FUNCTIONS

Go %o %o T %o To To To To To o T To Fo Fo To To To Yo To To Fo Fo

function estx=exact(t,x)

estx=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=2*tA3*sin(pi*x)+t*sin(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(pi"2+1)*sin(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=2*t"3*sin(pi*x)+(t+1)*sin(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=2*(pi"2+1)*t"3*sin(pi*x)+(pi*2-11)*t*sin(pi*x);

Fo %o %o %o %o To To To To T T To Fo Fo Fo To o T Yo To Fo Fo Fo To T To Yo Yo Fo To To o T Yo Yo To Fo Fo Yo Yo To Yo Fo To Fo Yo Yo
Yo% % %o %o

130




Ek 3. Ug Noktalit NSDP’nin 3. Mertebeden Sayisal Coziimleri igin
MATLAB Programi Kodlari

function ellipticinverse3nGN3(N,M,gm,lambda,miyu,omega)

% Computers numerical solution of the equation

% -Vtt-Vxx+V=f(t,x)+p(X);

Yinverse problem

%V (0,x)=fi(x),V(1,x)=(1/10)*V(lambda,x)+(2/10)*V(miyu,x)+(7/10)*V(omega,x)+psi(x),
9%V (gm,x)=ksi(x)

% Vx(t,0)=Vx(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end;

close;close;

T=1;

tau=T/N; h=1/M;

m1=(1/10);m2=(3/10);m3=(6/10);

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;l=floor(1bt);1btl=Ibt-I;
gbt=miyu/tau;q=floor(qgbt);qbtq=qbt-q;
wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w;

%%%%%%’EXACT SOLUTION W,V,U’ %%%%%%%%

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;

90 %0 %0 Y0 % % % % EX ACT P

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

esp(j)=exactp(x);

end;

Yo %0 %0 %0 %0 % %0 % %% THIRD ORDER ACCURACY % % % % % %0 % % %
Y0 %0 %0 %0 %0 % %% % First step THIRD ORDER ACCURACY % % % % % % % % %o %o %o
9o %0 %0 %o %o %o %o %o Yo %o Yo % Y% % Calculation U % % %o To Yo Yo %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo %o
A=zeros(N+1,N+1,M+1);

B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);

D=zeros(N+1,N+1,M+1);
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E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(-1)*h;

for k=2:N;

Ak k,j)=taur2/(12*h"4);

Bk k,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*h"4)-tau2/(6*h"2);
C(k.k,j)=1+2/(tau2)+2/(h"2)+tau2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k,k+1,j)=-1/(tau2);

C(k,k-1,j)= -1/(tau”2);

D(k k,j)=-1/(h"2)-tau2/(3*h"4)-tau2/(6*h"2);
E(k.k,j)=tau”2/(12*h"4);

end;

C(1,1,)=1;

C(1,s,j)=sbts/2-sbts"2/2;

C(1,s+1,j)=-1+sbts"2;

C(1,s+2,j)=-sbts/2-sbts"2/2;

C(N+1,N+1,j)=1;
C(N+1,Lj)=C(N+1,1,j)+(m1)*(Ibtl/2-1bt1"2/2);
C(N+1,1+1,))=C(N+L1,1+1,))+(m1)*(-1+1btl"2);
C(N+1,142,))=C(N+1,1+2,j)+(m1)*(-1btl/2-1bt1"2/2);
C(N+1,q,))=C(N+1,q,j)+(m2)*(gbtg/2-gbtq"2/2);
C(N+1,g+1,j))=C(N+1,g+1,j)+(m2)*(-1+gbtq”2);
C(N+1,g+2,j)=C(N+1,g+2,j)+(m2)*(-gbtq/2-qbtq"2/2);
C(N+1,w,))=C(N+1,w,j)+(m3)*(wbtw/2-wbtw"2/2);
C(N+1,w+1,j))=C(N+1,w+1,j)+(m3)*(-1+wbtw”2);
C(N+1,w+2,))=C(N+1,w+2,j)+(m3)*(-wbtw/2-wbtw"2/2);
end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1 ;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;

tk=(k-1)*tau;
fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau2/12*((rsf(tk+tau,x)-2*rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
/(tau2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,j)=ksii(T,x)-(m1)*ksii(lambda,x)-(m2)*ksii(miyu,x)-(m3)*ksii(omega,x);
end;

U=zeros(N+1,M+1);

Yo %0 %0 %o %0 % %0 % %% Alpha, Betha, Gamma % % % %o %o % %o %o Yo %o Yo Yo %o Yo Yo Yo %o
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alpha{1} = 4/3*R,

betha{l} =-1/3*R;

gamma{l}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (8/5)*R;

betha{2} = (-3/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);

Go %00 %o %o %o %o %o Yo %o Yo %o Yo Yo Yo Fo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Jo Yo Fo Jo Fo Jo Jo Yo
for j = 3:M-3;

QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alphafj-1}+E(:,:,j) *betha{j-2 }+E(:,:,j) *alpha{j-2 } *alpha{j-1});
LL=inv(QQ);

betha{j} = - LL*A(,:,));

alpha{j} = - LL*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2 } *betha{j-1});
gamma(j} = LL*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}...

- EC,nj)*gamma{j-2} );

end;

9o %0 %0 Yo %o %o Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Fo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Jo Yo Jo Jo Jo Jo Jo Yo
alpha{M-1} = 4*R;

betha{M-1} = -3*R;

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{M-2} = (8/3)*R;

betha{M-2} = (-5/3)*R;

gamma{M-2} = zeros(N+1,1);

Al12=A(;,;,M-2)+4*B(:,:;,M-2)+9*C(:,:, M-2)+D(:,:;,M-2)*(9*alpha{M-3 } +4*betha{ M-3 } )+...
E(:,:,M-2)*(9*alpha{M-4}*alpha{M-3 }+4*alpha{M-4 } *betha{ M-3 }+9*betha{M-4});
A11=-3*B(:,;,M-2)-8*C(:,:,M-2)-D(:,:,M-2)*(8 *alpha{M-3 } +3*betha{ M-3})-...
E(:,:,M-2)*(8*alpha{M-4} *alpha{M-3 }+3*alpha{M-4 } *betha{M-3 }+8*betha{ M-4 });
A21=A(:,:,M-1)-3*C(:,:,M-1)-8*D(:,:,M-1)-E(:,:, M-1)*(8*alpha{ M-3 } +3*betha{ M-3 });
A22=B(:,:;,M-1)+4*C(:,:,M-1)+9*D(:,:, M-1)+E(:,:;,M-1)*(9*alpha{M-3 } +4*betha{ M-3 });
F1=R*(fii(:,M-2))-D(:,:,M-2)*gamma{M-3 }-E(:,:;,M-2)*(gamma{M-4 } +alpha{M-4 } *gamma { M-
3;

F2=R*(fii(:,M-1))-E(:,:,M-1)*gamma{M-3};

Q=inv(A22);

QZ=A11-A12*Q*A21;

F=inv(QZ);

U M+1)=F*F1-A12*Q*F2);

U(,M)=Q*(F2-A21*U(:,M+1));

90 %0 % %0 % COMPUTE U (1) % % % %0 % % %

for j = M-1:-1:1 ;%% % %M-3;

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j}*U(:,j+2)+gamma{;j};

end;

0% % % % % Second step THIRD ORDER ACCURACY %% % % % %o %o %o % % % %o %o %o
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Yo %0 %0 %0 %0 %0 %0 % % Calculation of p(x) %% Y% % %o %o %o Yo %o Jo %o %o

for j=2:M;

x=(-1)*h;
Uj=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,));
Ujp1=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j+1)+(1-sbts"2)*U(s+1,j+1)+(sbts/2+sbts"2/2) ¥*U(s+2,j+1);
Ujm1=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j-1)+(1-sbts"2)*U(s+1,j-1)+(sbts/2+sbts"2/2) *U(s+2,j-1);
p1(G)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp 1 )+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h"2+(ksii(gm,x)-Uj);
end;

pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

90% %0 % % % % Third step THIRD ORDER ACCURACY % % % % % % %o %o %o Yo %o %o
9o %0 %0 %o %0 % % % %o Calculation V %% %o %o %o Yo %o To Fo Jo Jo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
V=zeros (N+1,M+1);

for j=1:M+1

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1

%t=(k-1)*tau,
Un=(-sbts/2+sbts"2/2)*U(s,j)+(1-sbts"2)*U(s+1,j)+(sbts/2+sbts"2/2)*U(s+2,j);
V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end

ptu=U;

pts=V;

ftf=esu-ptu;

fmat1=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. » (1/2);

maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1()) *2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h* (1/2);

ftf=es-pts;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmat1.*fmat1 *h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3. » (1/2);

maxerror=max(fmat4);

format(’shortG’);
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Grids=[N,M];

cevapThirdAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror|;
cevap=[Grids,cevapThirdAccuracy]

90 % % % % % % GRAPH OF THE SOLUTION for THIRD ORDER
ACCURACY %% % % %o %o %o % %o %

dif1=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1;

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

difl(k,j)=abs(es(k,j)-V(k.j));

end;

dif1(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( 'N=",num2str(N),’,”,’M=",num2str(M),’i¢gin gergek ¢6ziim’);
figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d,;
strl=strcat( 'N=",num2str(N),’,”,’"M=",num2str(M),’i¢in 3 noktali probleminin 3. mertebeden
yaklagim1’);

figure; surf(pts); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
str3=strcat(’N=",num2str(N),’i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;

Fo %o %o %o %o T To To To o Yo %o To %o % SUB FUNCTIONS % %0 %o To %o %o %o T To To To To T To T To Fo To To %o Yo
function estx=exact(t,x)

estx=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=(sin(pi*t)*exp(-t)+t)*cos(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(pi"2+1)*cos(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)

rsftx=((2*(pi*2)*sin(pi*t)+2*pi*cos(pi*t)) *exp(-t)+((pi*2)+1)*t) *cos(pi*x);
Go %o T T %o To To To To o o To Fo Fo Fo To To o To Fo Fo To To To To T Fo Fo Fo To To To To Fo To To To To To T Fo To Fo To Fo To
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Ek 4. Ug Noktali NSDP’nin 4. Mertebeden Sayisal Coziimleri igin
MATLAB Programi Kodlari

function ellipticinverse3nGN4(N,M,gm,lambda,miyu,omega)

% Computers numerical solution of the equation

% -Vtt-Vxx+V=f(t,x)+p(X);

Yinverse problem

%V (0,x)=fi(x),V(1,x)=(1/10)*V(lambda,x)+(3/10)*V(miyu,x)+(6/10)*V(omega,x)+psi(x),
9%V (gm,x)=ksi(x)

% Vx(t,0)=Vx(t,1)=0

%Second and Fouth order in t

if nargin < 1; end;

close;close;

T=1;

tau=T/N; h=1/M;

m1=0.1;m2=0.3;m3=0.6;

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
Ibt=lambda/tau;l=floor(1bt);1btl=Ibt-I;
gbt=miyu/tau;q=floor(qgbt);qbtq=qbt-q;
wbt=omega/tau;w=floor(wbt);wbtw=wbt-w;

%%%%%%’EXACT SOLUTION W,V,U’ %%%%%%%%

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1;

tk=(k-1)*tau;

es(k,j)=exact(tk,x);

esu(k,j)=exactu(tk,x);

end;

end;

90 %0 %0 Y0 % % % % EX ACT P

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

esp(j)=exactp(x);

end;

Yo %0 %0 %o %o %0 %o %0 %0 %0 %0 %% FOURTH ORDER ACCURACY % % % % % % % % Y% % %o %
Yo% %0 %0 %0 % %% % First step FOURTH ORDER ACCURACY % % % %0 %0 %0 %0 %o %0 %0 % %
o %0 %0 Yo %o %o %o %o Yo %o Yo % % % Calculation U % % %o Jo %o Yo %o Yo %o Yo Yo Yo Yo
A=zeros(N+1,N+1,M+1);

B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1);
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D=zeros(N+1,N+1,M+1);

E=zeros(N+1,N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(-1)*h;

for k=2:N;

Ak k,j)=taur2/(12*h"4);

B(k,k,j)=-1/(h"2)-tau"2/(3*h"4)-tau 2/(6*h"2);
C(k.k,j)=1+2/(tau2)+2/(h"2)+tau2/12*(6/(h"4)+4/(h"2)+1);
C(k,k+1,j)= -1/(tau™2);

C(k.k-1,j)= -1/(tau”2);

D(k k,j)=-1/(h"2)-tau2/(3*h"4)-tau2/(6*h"2);
E(k.k,j)=tau”2/(12*h"4);

end;

C(11j)=1;

C(1,s-1,j)=-sbts/12+sbts"3/12;
C(1,s,j)=8/12*sbts-sbts"2/2-sbts*3/6;

C(1,s+1,j)=-1+sbts"2;
C(1,5+2,j)=-8/12*sbts-sbts"2/2+sbts"3/6;
C(1,5+3,j)=sbts/12-sbts"3/12;

C(N+1,N+1,))=1;
C(N+1,1-1,j)=C(N+1,1-1,j)+m1*(-1btl/12+Ibt1*3/12);
C(N+1,1,j)=C(N+1,1,j)+m]1*(8/12*Ibtl-1btl*2/2-1btl*3/6);
C(N+1,14+1,))=C(N+1,1+1,j))+m1 *(-1+Ibtl*2);
C(N+1,142,))=C(N+1,1+2,j)+m1 *(-8/12*1btl-1bt1*2/2+1bt1*3/6);
C(N+1,143,))=C(N+1,1+3,j)+m1 *(1btl/12-1btl"3/12);
C(N+1,g-1,j)=C(N+1,g-1,j)+m2*(-qbtq/12+qgbtq"3/12);
C(N+1,q,))=C(N+1,q,j)+m2*(8/12*qbtq-qbtq"2/2-qbtq"3/6);
C(N+1,g+1,j)=C(N+1,g+1,j)+m2*(-1+qbtq"2);
C(N+1,g+2,j)=C(N+1,q+2,j)+m2*(-8/12*gbtq-qbtq 2/2+qbtq"3/6);
C(N+1,g9+3,j)=C(N+1,q+3,j)+m2*(gbtq/12-qbtq"3/12);
C(N+1,w-1,j)=C(N+1,w-1,j)+m3*(-wbtw/12+wbtw”3/12);
C(N+1,w,))=C(N+1,w,j)+m3*(8/12*wbtw-wbtw"2/2-wbtw”3/6);
C(N+1,w+1,j)=C(N+1,w+1,j)+m3*(-1+wbtw”2);
C(N+1,w+2,j)=C(N+1,w+2,j)+m3*(-8/12*wbtw-wbtw”"2/2+wbtw”3/6);
C(N+1,w+3,j)=C(N+1,w+3,j)+m3*(wbtw/12-wbtw"3/12);
end;

R=eye(N+1,N+1);

fii=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1 ;

x=(j-1)*h;

for k=2:N;
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tk=(k-1)*tau;

fii(k,j)=rsf(tk,x)+tau2/12*((rsf(tk+tau,x)-2 *rsf(tk,x)+rsf(tk-tau,x))...
/(tau2)+(pi*pi+1)*rsf(tk,x));

end;

fii(1,j)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,j)=ksii(T,x)-(m1)*ksii(lambda,x)-(m2)*ksii(miyu,x)-(m3)*ksii(omega,X);

end;

U=zeros(N+1,M+1);

Go %0 %0 Yo T %o %o %o Yo %o %0 % % Alpha, Betha, Gamma% % % %o %o Jo Jo Jo Jo Jo Yo %o Yo Yo Yo Yo %o
alpha{l} = 4/3*R;

betha{l} =-1/3*R;

gamma{l}= zeros(N+1,1) ;

alpha{2} = (8/5)*R;

betha{2} = (-3/5)*R;

gamma{2} = zeros(N+1,1);

Go %0 %0 Yo %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Yo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Jo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Fo Yo Yo Yo Yo
for j = 3:M-3;

QQ=(C(:,:,j)+D(:,:,j)*alpha{j-1}+E(:,:,j)*betha{j-2 }+E(:,:,j)*alpha{j-2 } *alpha{j-1});
LL=inv(QQ);

betha{j} = - LL*A(,:,));

alpha{j} = - LL*(B(:,:,j) +D(:,:,j)*betha{j-1}+E(:,:,j)*alpha{j-2 } *betha{j-1});

gamma(j} = LL*(R*(fii(:,j)) - D(:,:,j)*gamma{j-1}-E(:,:,j)*alpha{j-2}*gamma{j-1}...

- EC:,nj)*gamma{j-2} );

end;

Go %o %o Yo %o %o Yo To Fo To Yo T Yo Yo Fo Fo Fo Fo To Fo Fo Fo Fo Fo Yo Fo Yo Yo Yo To Yo Yo Yo Yo To Yo Fo Fo To Fo Fo Jo Yo Yo
alpha{M-1} = 4*R;

betha{M-1} = -3*R;

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ;

alpha{M-2} = (8/3)*R;

betha{M-2} = (-5/3)*R;

gamma{M-2} = zeros(N+1,1);

Al12=A(,:;,M-2)+4*B(:,:,M-2)+9*C(:,:, M-2)+D(:,:;,M-2)*(9*alpha{ M-3 }+4 *betha{ M-3 } )+...
E(:,:,M-2)*(9*alpha{M-4} *alpha{M-3 }+4*alpha{M-4 } *betha{M-3 }+9*betha{ M-4 });
Al11=-3*B(:,:;,M-2)-8*C(:,:,M-2)-D(:,:,M-2)*(8 *alpha{M-3 } +3*betha{ M-3})-...
E(:,:,M-2)*(8*alpha{M-4} *alpha{M-3 }+3*alpha{M-4} *betha{M-3 }+8*betha{ M-4});
A21=A(,:,M-1)-3*C(:,:, M-1)-8*D(:,:,M-1)-E(:,:, M-1)*(8 *alpha{M-3 } +3*betha{M-3});
A22=B(:,:,M-1)+4*C(:,:, M-1)+9*D(:,:, M-1)+E(:,:, M-1)*(9*alpha{M-3 } +4*betha{M-3 });
F1=R*(fii(:, M-2))-D(:,:;,M-2)*gamma{M-3 }-E(:,:, M-2)*(gamma{M-4 } +alpha{ M-4 } *gamma { M-
3;

F2=R*(fii(:,M-1))-E(:,:, M-1)*gamma{M-3 };

Q=inv(A22);
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QZ=A11-A12*Q*A21;

F=inv(QZ);

U(G,M+1)=F*(F1-A12*Q*F2);

U(GM)=Q*(F2-A21*U(:,M+1));

90 %0 %0 %0 % COMPUTE U (1) % % % %0 %0 % %

for j = M-1:-1:1 ;%% % %M-3;

U(:,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j} *U(:,j+2)+gamma{j};

end;

0% %0 %0 %% %% Second step FOURTH ORDER ACCURACY % % % % %o %0 %o %o %o %0 %o Yo %o %o %o
9o %0 %0 %o %o %o %o %o %o %0 %o % Calculation of p(x) % % %o %o %o Jo %o Jo %o Jo %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo o

for j=2:M;

x=(j-1)*h;
Uj=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+((-8/12)*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j)+(1-sbts"2)...
*U(s+1,j)+((8/12)*sbts+sbts2/2-sbts"3/6) *U(s+2,j)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j);
Ujp1=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j+1)+((-8/12)*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j+1)+(1-sbts”2)...
*U(s+1,j+1)+((8/12)*sbts+sbts"2/2-sbts?3/6)*U(s+2,j+1)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j+1);
Ujm1=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j-1)+((-8/12)*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j-1)+(1-sbts"2)...
*U(s+1,j-1)+((8/12)*sbts+sbts"2/2-sbts"3/6) ¥*U(s+2,j-1)+(-sbts/12+sbts"3/12)*U(s+3,j-1);
p1(G)=-(-2*(ksii(gm,x)-Uj)+(ksii(gm,x+h)-Ujp1)+(ksii(gm,x-h)-Ujm1))/h"2+(ksii(gm,x)-Uj);
end;

pl(1)=exactp(0);

pl(M+1)=exactp(1);

0% %0 %0 % % % % Third step FOURTH ORDER ACCURACY % % % % % % % %o %o % %o % %o %o %o %
900 %0 Y0 %0 %0 %0 % %o Calculation V %% % % %o %o %o Yo Yo

V=zeros(N+1,M+1);

for j=1:M+1;

x=(j-1)*h;

for k=1:N+1; %tk=(k-1)*tau;
Un=(sbts/12-sbts"3/12)*U(s-1,j)+(-8/12*sbts+sbts"2/2+sbts"3/6)*U(s,j)+...
(1-sbts”2)*U(s+1,j)+(8/12*sbts+sbts?2/2-sbts"3/6) *U(s+2,j)+(-sbts/12+sbts"3/12) *U(s+3,j);
V(k,j)=U(k,j)+ksii(gm,x)-Un;

end

end;

90% % % % %% ERROR ANALYSES FOR FOURTH ORDER ACCURACY

o0 %0 Fo T %o %o %o Yo %o Yo %o Yo Yo

pfu=U;

ftf=esu-pfu;

fmatl=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmatd=fmat3. » (1/2);
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maxerrorut=max(fmat4);

maxerrorp=0;

for j=2:M;

maxerrorp=maxerrorp+(esp(j)-p1()) *2;

end;

maxerrorp=maxerrorp” (1/2)*h” (1/2);

pfv=V;

ftf=es-pfv;

fmat1=abs(ftf);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2,2);

fmat4=fmat3.  (1/2);

maxerror=max(fmat4);

9o %0 %0 %o %o %0 %o %o Y0 % % % Output FOR FOURTH ORDER ACCURACY
Go %0 %0 Jo Jo %o Yo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo

format(’shortG’);

Grids=[N,M];

cevapFourthAccuracy=[maxerrorut,maxerrorp,maxerror];
cevap=[Grids,cevapFourthAccuracy]

90% %0 % % % % GRAPH OF THE SOLUTION for FOURTH ORDER
ACCURACY %% % %o % %o %o %o %o %o

difl=zeros(N+1,N+1);

for k=1:N+1;

dif1(k,1)=abs(es(k,1)-V(k,1));

for j=2:N;

dif1(k,j)=abs(es(k,j)-V(k.j));

end;

dif1(k,N+1)=abs(es(k,M+1)-V(k,M+1));

end;

strO=strcat( "N=",num2str(N),’,”,"M=",num2str(M),’i¢in ger¢ek ¢6ziim’);
figure; surf(es); title(str0); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
strl=strcat( "N=",num2str(N),’,”,"M=",num2str(M),’i¢in 3 noktal1 probleminin 4. mertebeden
yaklagim1’);

figure; surf(pfv); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
str3=strcat("N=",num2str(N), i¢in hata ’);

figure; surf(difl); title(str3); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d ;
Go %0 %0 Yo %o %o Yo %o Yo Yo Yo %o %o %o % % SUB FUNCTIONS %% %o %o %o %o Yo %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Yo Yo
function estx=exact(t,x)

estx=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=(sin(pi*t)*exp(-t)+t)*cos(pi*x);
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function estxp=exactp(x)

estxp=(pi"2+1)*cos(pi*x);

function ksi=ksii(t,x)

ksi=(sin(pi*t)*exp(-t)+t+1)*cos(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)

rsftx=((2*(pi*2)*sin(pi*t)+2*pi*cos(pi*t)) *exp(-t)+((pi*2)+1)*t) *cos(pi*x);

Go %o %o Yo To %o T %o Yo %o Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Jo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Fo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Fo Jo Fo Jo Jo Yo Yo Yo
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