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OZET

YERELLESMIS YUZEY PLAZMON REZONANS SPEKTROSKOPISi iLE
YUZEY PLAZMON REZONANS SPEKTROSKOPISININ SENSOR
UYGULAMASINDA KARSILASTIRMALI iINCELENMESI

BINGOL, Giilan
Yiiksek Lisans, Fizik Bolimii
Danisman: Dog. Dr. F.Figen BINBAY
Temmuz 2024, 56 Sayfa

Giiniimiizde kullanim alanlar gittikge artan, Yiizey Plazmon Rezonans Spektroskopisi (SPR)
ve Yerellesmis Yiizey Plazmon Rezonans Spektroskopisi (LSPR); Nanoteknoloji,
Biyosensorler, Kimyasal Sensorler, Malzeme bilimi, Tip ve Saglik, Cevre Bilimi, Kinetik
Analiz ve Biyomolekiiler Etkilesimler gibi pek ¢cok uygulama alanina sahiptir. Hassasiyetleri
ve Ozgiilliikleri sayesinde bilimsel arastirmalar ve endiistriyel uygulamalar i¢in vazgecilmez
araclar haline gelmistir. Metal bir ylizey ile dielektrik arayiiziinde elektromanyetik dalga
tarafindan uyarilan bir plazmonun rezonansa girmesi ve belirli bir agida gelen 15181n biiytik bir
kisminin ylizey plazmonlar1 olusturmak i¢in kullanilmasi prensibine dayanan Yiizey Plazmon
Rezonans Spektroskopisi (SPR), yansiyan 15181n minimum seviyeye diisiip yogunlugunun bir
dedektor tarafindan Olglilmesini, aym1 zamanda yiizeydeki biyomolekiiler etkilesimleri
etiketleme yapmaksizin tespit ve analiz edilmesini saglar. Bir de o6zellikle nano 6lgekteki
metalik yapilar (genellikle altin veya giimils) ile etkilesime giren 151k dalgalarmin
nanoparc¢acik yiizeyindeki elektronlarin topluca saliniminin uyarilmasmi inceleyen
Yerellesmis Yiizey Plazmon Rezonans Spektroskopisi (LSPR), salinan elektronlarin
rezonansa girmesi durumunda 1$181n nanoparcaciklar tarafindan absorbe edilmesi gibi optik
Ozelliklerini aragtirir. SPR ve LSPR’nin karsilastirmali incelenmesini konu alan bu ¢aligmada,
oncelikle, harici bir ortama goémiilii (yani vakum, gaz veya s1vi) nano boyutta y-yayiliml z-
polarizasyonlu 1sinlanmis tek bir metal kiire igin, kullanilan lazer 1s1gmin dalga boyu A,
ortamin dielektrik sabiti &y, kiirenin dielektrik sabiti €1, kabul edilmek iizere bu kiiresel yap1
icin Yerellesmis Yiizey Plazmon Spektroskopisi (LSPR) teorik altyapisi incelenecek ve bu
baglamda ilgili Maxwell Denklemleri ¢oziiliip bu iki yontemin nano yapilara uygunlugu
tartigilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Plazmon, Rezonans spektroskopisi, Maxwell Denklemleri,
Yerellesmis yiizey plazmon, Yiizey plazmon.

xi



ABSTRACT

COMPERATIVE INVESTIGATION OF LOCALIZED SURFACE PLASMON
RESONANCE SPECTROSCOPY AND SURFACE PLASMON RESONANCE
SPECTROSCOPY IN SENSOR APPLICATION

BINGOL, Giilan
Master of Science in Department of Physics
Supervisor: Dog. Dr.F.Figen BINBAY
July 2024, 56 Pages

Nowadays, Surface Plasmon Resonance Spectroscopy (SPR) and Localized Surface Plasmon
Resonance Spectroscopy (LSPR), has been increasing application area, such as
Nanotechnology, Biosensors, Chemical Sensors, Materials science, Medicine and Health,
Environmental Science, Kinetic Analysis and Biomolecular Interactions. Thanks to their
sensitivity and specificity, they have become indispensable tools for scientific research and
industrial applications. Surface Plasmon Resonance Spectroscopy (SPR), which is based on
the principle that a plasmon excited by an electromagnetic wave at the dielectric interface with
a metal surface resonates and a large part of the light coming at a certain angle is used to create
surface plasmons, reduces the reflected light to a minimum level and its intensity is measured
by a detector, at the same time. It also enables the detection and analysis of biomolecular
interactions on the surface without labeling. Localized Surface Plasmon Resonance
Spectroscopy (LSPR), which examines the stimulation of the collective oscillation of electrons
on the nanoparticle surface by light waves interacting with nanoscale metallic structures
(usually gold or silver), investigates their optical properties, such as the absorption of light by
nanoparticles when the oscillating electrons resonate. In this study, which is about the
comparative examination of SPR and LSPR, first of all, for a single metal sphere irradiated
with nano-sized y-emission z-polarization embedded in an external medium (i.e. vacuum, gas
or liquid), the wavelength of the laser light used is A, the dielectric constant of the medium &,
the dielectric constant of the sphere &;, the theoretical infrastructure of Localized Surface
Plasmon Spectroscopy (LSPR) for this spherical structure will be examined and in this context,
the relevant Maxwell Equations will be solved and the suitability of these two methods for
nanostructures will be discussed.

Keywords: Plasmon, Resonance spectroscopy, Maxwell’s Equations, Localized
surface plasmon, Surface plasmon.
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1. GIRIS

Yiizey Plazmon Rezonansi (SPR) 1968°de Otto ve daha sonra Kretschmann tarafindan
kesfedildi [1]. Yiizey Plazmon Rezonans teknigi, belirli bir baglanma dinamigine
sahip her tiirlii molekiil ¢iftinin baglanmasini etiketleme yapmadan tespit eden optik
ve elektriksel bir yontemdir. SPR altin, giimiis gibi metallerin tasidig1 karakteristik

ozelliklerden yararlanir. Hiicre ve protein etkilesimlerini izlemek i¢in kullanilir [2].

Yerellesmis Yiizey Plazmon Rezonans (LSPR) caligsmalari 1990’larda yapildi ancak
2000’lerin baginda popiilerlesti. LSPR, nano yapilarin boyut, yap1 ve sekillerine bagh
olarak optik oOzelliklerindeki degisiklikleri incelemek i¢in kullanilir. Bu teknik

biyolojik algilayicilar, plazmonik nanosensorler ve bir¢ok alanda kullanilir [3].

Bu calismada atomik boyutta metal kiiresel bir yap1 i¢in Yerellesmis yiizey plazmon

rezonans spektroskopisi (LSPR) teorik altyapisinda Maxwell denklemleri ¢oziildii.

LSPR spektrumu metal kiirenin boyutu, sekli ve ¢evresel ortamin dielektrik sabiti gibi
faktorlere bagli olarak belirlenir. Spektrum metal kiirenin plazmonik rezonans
frekansini ve optik 6zelliklerini tanimlar [4]. Bu baglamda kiirenin goémiilii oldugu
harici ortamin dielektrik sabiti, kiirenin dielektrik sabiti ve kullanilan 15181n dalga boyu
bilgileri 15181nda ele alinan nano boyutta kiire ylizeyinin elektromanyetik dalga ile
etkilesimi sonucu rezonansa geldigini ve bu rezonans durumunda 15181n bir
elektromanyetik dalga olarak yayilmasi ile enerjisinin hesaplanmasi ve Maxwell

Denklemlerinin ¢6ziilmesi gergeklestirildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Yiizey Plazmon Rezonansi (SPR) ve Lokalize Yiizey Plazmon Rezonansi (LSPR),
Biyosensor uygulamalar1 alaninda ¢ok genis bir c¢alisma alanina sahiptirler. SPR,
negatif ve pozitif gecirgenlik malzemesi (genellikle bir metal ve dielektrik) arasindaki
araylizde iletim elektronlarinin rezonans saliniminmi igerirken, LSPR, metalik

nanopartikiillerle nano 6l¢ekte meydana gelir [5].

SPR’deki temel c¢aligmalar, biyomolekiiler etkilesimlerin gercek zamanli izlenmesi,
virlis tespiti ve kanser biyobelirteclerinin tanimlanmast gibi uygulamalara
odaklanmuigtir. SPR teknolojisi, gelismis sinyal amplifikasyon teknikleriyle hassasiyeti
artirarak ve yanlig sonuglari en aza indirgeyerek, COVID-19 da dahil olmak iizere viral

enfeksiyonlarin tespitinde 6zellikle etkili olmustur [6].

LSPR ise gevresel izleme, klinik teshis ve gida giivenligi dahil olmak iizere ¢esitli
uygulamalar i¢in oldukca hassas ve etiketsiz optik sensdrlerin gelistirilmesinde
kullanilmistir [7]. Arastirmalar, LSPR tabanli sensorlerin, nanoparcacik ylizeyindeki
geligmis yerel elektromanyetik alanlar1 nedeniyle diisiik konsantrasyondaki analitleri

tespit edebildigini gostermistir.

Son gelismeler bu teknolojileri fiber optiklerle entegre ederek, cesitli ortamlarda
caligabilen ve gelismis biyouyumluluk ve stabilite sunan daha kompakt ve ¢cok yonlii

algilama cihazlarinin ortaya ¢ikmasina yol agmistir [8].

2.1 Yiizey Plazmonu

Isik maddeyle etkilesime girdiginde ve enerjisini elektronlara aktardiginda lokalize
olmayan elektronlar, Elektrik alanina yanit olarak topluca salinirlar ve bunlarin
kuantumlarina plazmon adi verilir. Bagka bir deyisle plazmonlar, fotonlarin elektron

plazmasina baglanmasiyla tiretilir [9].

Plazmonik kavrami nano oOlgekte alt dalga boyu uygulamalari, algilama, dalga
kilavuzu, 151k gelistirme, kirmnim sinirt dahil olmak tizere optik ve fotonigin bir¢ok

alaninda yaygin olarak kullanilmaktadir. Sekil 2.1.’de gelen fotonlarla uyarilmis



elektronlarin etkilesime girdigi, rezonans ve olusan yiizey plazmon durumu

gosterilmistir.

plazmon

elen fotonlar

o

Sekil 2.1 Yiizey Plazmonu [10]

Yiizey plazmonlar1 algilama uygulamalarinda yaygin olarak kullanilir ve SPR
sensorleri i¢in temel olusturur. Yiizey plazmonlar1 ilk olarak Robert W. Wood
tarafindan kesfedildi; 15181 metalik bir kirinim 1zgarasina tuttugunda 151 anormal
kirmnimmint goézlemledi [11]. Wood, belirli kosullar altinda 1zgara yiizeyine 11k
diistiiglinde spektrumda keskin, koyu ¢izgiler gozlemledigini belirtti. Parlak ¢izgilerin
koyu ¢izgilere yogunluk oraninin 10'a 1'den fazla oldugunu bildirmistir [12]. Wood’un
kesfi ilk kez teorik olarak Rayleigh ve Fano tarafindan ayri ayr1 incelenmistir [13].
Sonraki yillarda Pines ve Bohm, Watanabe ve Leder [14] bu alana katkida bulunsa da
Yiizey Plazmonlarmin yiikselisi zayiflatilmis toplam yansima (ATR) yonteminin
kesfinden sonra gergeklesti [ 15]. Otto, Kretschmann ve Raether tarafindan onerilmistir
[16].

Bir metal yiizeyindeki dielektrik ortam ile metal arasindaki elektromanyetik dalga
tarafindan uyarilan plazmonlarin rezonansa gelmesi sonucu ortaya ¢ikar [ 17]. Plazmon
rezonans1 yiizeydeki molekiillerin tespiti, biyolojik tespitlerde kullanimi ve optik
sensoOrler gibi birgok kullaniom alan1 vardir [18]. Bir metal yiizeyindeki
elektromanyetik dalgalarin varligini algilar ve bu dalgalarin rezonans frekansinda

emilim veya sac¢ilma ile karakterizedir [19].



2.2 Yiizey Plazmon Rezonans Spektroskopisi (SPR)

Gelen fotonun momentumu ve frekansi, Yiizey Plazmonlar1 uyarmak i¢in Yiizey
Plazmon momentumu ve frekansiyla eslesmelidir. Bu kosulun yerine getirilmemesi
durumunda, birlestirme ¢ok zayif olacagindan Yiizey Plazmonlar uyarilmayacak ve
toplam i¢ yansimaya neden olacaktir. Yiizey fotonlarinin ve Yiizey Plazmonlarin
eslesen frekans ve momentumla tam eslesmesi bir rezonans yaratir ve bu olaya Yiizey
Plazmon Rezonans1 (SPR) ad1 verilir. Yiizey Plazmon dalgalarinin rezonans durumu
ve Ozellikleri, ince tabakalar halinde mevcut olan ve genellikle sinir1 olusturan

malzemelerin (yani dielektrik ve metal) 6zelliklerine son derece baglidir [20].

SPR uygulamasi1 1980'lerde Nylander ve Liedberg tarafindan saglandi. Ancak SPR
sensorlerinin ticarilesmesi 90'l1 y1llarda gergeklesti [21]. 1990 yilinda Isveg biyosensédr
sirketi Pharmacia, piyasadaki ilk ticari SPR biyosensdriinii Biacore'u piyasaya siirdii
[22]. Birg¢ok sirket SPR'yi biyoalgilama cihazi olarak uygulamada Biacore'u 6rnek
aldi. Bu basarilara bagli olarak SPR hakkinda yayinlanan makalelerin sayist 90'larin
basindan sonuna kadar hizla artti. SPR sensorleri ¢ok ¢esitli maddelerin varligini tespit
edebilse de en popliler uygulamalarin biyo-molekiiler etkilesimleri algilamaya yonelik

oldugu gosterilmistir [23].

Yiizey Plazmonlarmin optik algilamada kullaniminin gésterilmesi, SPR sensoriiniin

metal yiizeyine bir 151k dalgasinin yansitilmasiyla yapilir [24].

Numune tanitilir ve yansiyan dalganin 6zellikleri sirasiyla referans ve test kosullari
altinda karsilastirilir. Algilama icin izlenecek 151k 6zellikleri, yansitilan 1s181n frekansi,
yansima agis1, yogunlugu veya fazi olabilir. SPR yansima egrisi keskin bir minimuma
sahip oldugundan (sogurma egrisi bir maksimum degere sahip oldugundan), ¢cogu
uygulamada minimum yansima (yansiyan 1sik icin gozlemlenebilir) kosulunun
gozlemlenmesi, Yiizey Plazmonlarin uyarildigini ortaya ¢ikarir. Sensordeki malzeme
katmanlarinin 6zellikleri (kalinlik ve/veya kirilma indisi) Olgiilen bir biiyiikligiin
varligiyla degisirse, koyu ¢izginin konumu (yani minimum SPR yansimasi)

degisecektir.



Bos uzay fotonlarinin momentumu her zaman yiizey plazmonlarinin momentumundan
daha diisiik oldugundan 151k ve ylizey plazmonlarinin dogrudan eslesmesi miimkiin
degildir. Fotonlarin momentumunun Yiizey Plazmonlarla eslestirilmesi ya bir prizma,
bir ATR semas1 [19] kullanilarak ya da metal yilizeye 1zgaralar gibi diizenekler
eklenerek yapilir. Bir prizma eslestirme icin yiiksek kirilma indeksini kullanirken
1zgaralar, gelen dalga vektoriiniin paralel bilesenini arttirmak i¢in kullanilir [25];
burada 1zgaralar, yayilma vektoriiniin bliylikliglinii kirinim dénemleri sirasina gore

degistirir. Isik kaynagi olarak LED'ler ve lazerler kullanilabilir [26].

Dielektrik (=5)
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Sekil 2.2: Fotonla uyarilan metal-dielektrik yiizeyinde plazmonlarin uyarilmasi [27].

Bugiin SPR biyosensorleri, etiketleme gerektirmeden hizli ve dogru 6l¢iim kapasiteleri
nedeniyle biyosensorlerde ve kimyasal algilamada yaygin olarak kullanilmaktadir.
Bugiine kadar molekiiler diizeyde Ol¢iim sonuglart saglamak iizere cesitli SPR
sensorleri tasarlanmigtir. Ayrica uygun yikama yontemleri kullanilarak tekrar

kullanilabilen sensorler olarak da turetilebilmektedir.

2.3 Yerellesmis Yiizey Plazmon Rezonans Spektroskopisi (LSPR)

Lokalize bir yiizey plazmonu (LSP), bir yiizey plazmonunun, plazmonu uyarmak i¢in
kullanilan 15181n dalga boyuna benzer veya bundan daha kiiciik boyuttaki bir
nanopartikiil icinde hapsedilmesinin sonucudur. Kiigiikk bir kiiresel metalik
nanoparcacik 1sikla 1sinlandiginda, salinan elektrik alani iletim elektronlarinin tutarl
bir sekilde salinmasima neden olur. LSP'min iki onemli etkisi vardir: pargacigin
ylizeyine yakin elektrik alanlar1 biiyiik dlcilide artar ve pargacigin optik absorpsiyonu,

plazmon rezonans frekansinda maksimuma ulasir. Yiizey plazmon rezonansi,
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nanopartikiiliin sekline gére de ayarlanabilir [28]. Plazmon frekans1 metal dielektrik
sabiti ile iligkili olabilir. Artis, ylizeyden uzaklastik¢a hizli bir sekilde diiser ve metal

nanopartikiilleri i¢in rezonans, goriiniir dalga boylarinda meydana gelir [29].

Lokalize yiizey plazmonlari, yayilan yilizey plazmonlarindan farklidir. Lokalize ylizey
plazmonlarinda elektron bulutu toplu olarak salinir [30]. Yiizey plazmonlarinin

cogaltilmasinda, ylizey plazmonu yapinin uglar1 arasinda ileri geri yayilir.

Light Wave

Electric Field

Sekil 2.3 Metal nanopargagiktaki elektronlarin gelen 1sikla etkilesime girdigi LSPR semasi [31]

Yayilan yiizey plazmonlarinin ayrica gelen 15181n dalga boyuna yakin veya bundan
daha uzun en az bir boyuta sahip olmasi gerekir. Yayilan yilizey plazmonlarinda
olusturulan dalgalar, metal nanoyapinin geometrisi kontrol edilerek de ayarlanabilir
[32]. LSPR, gelen fotonlar ile metal nano yapisimin iletim bandi arasindaki
etkilesimlerden dolay1, degerlik elektronlarinin toplu salinimmma ve ardindan
ultraviyole-goriiniir bant i¢inde emilimine neden olan optik bir olgudur [33]. LSPR,
uyarilmis plazmonlarin metal-dielektrik araytiizii yerine lokal olarak nanoyapiya dogru
salinmasi nedeniyle SPR'den farklidir. Bunun bir sonucu olarak yiizey plazmonunda
gozlenen elektromanyetik alanin bozunum uzunlugu 200 nm mertebesindedir [34].
LSPR’nin daha kisa alan bozunma uzunlugu, yiizeydeki kirilma indisi degisikliklerine
karst artan hassasiyet saglarken, ¢ozelti kirilma indisi dalgalanmalarindan
kaynaklanan girisime karst duyarliligi azaltir. Bu 0Ozellik biyo algilama
uygulamalarinin temelini olusturur.

LSPR genis bir uygulama alanina sahiptir. Tekrarlanabilirligi ve duyarlilig1 sayesinde

sensOr alt katmaninin imalat1 ve islevsellestirilmesi {izerinde daha fazla calismaya
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ihtiya¢ duyulmasina ragmen, yiiksek hassasiyete genis ¢apta ulasilmistir [35]. Veri
toplama, isleme, depolama ve okuma gorevleri i¢in pahali 6zel donanimlar yerine
akilli telefonlarin kullanilmasi, bunlarin verileri merkezi islem yerlerine geri iletmek
icin de kullanilabilecegi goz oniine alindiginda umut verici bir durumdur [36]. Ayrica
LSPR sensorleri, endemik hastaliklarin gelecekteki tespitini diisiik maliyetli
yapabilecek olmasi ve gelismekte olan iilkelerde tarimsal faaliyetlerin, cevresel

stirdiiriilebilirligin izlenmesi i¢in ideal yontem olabilir [37].

2.3.1 Spektroskopi

Spektroskopi, bir maddenin 6zelliklerinin, sogurulan 151k yardimiyla incelendigi bir
yontemdir. Molekiillerin, iyonlarin ve ¢ekirdeklerin kuantumlanmis enerji diizeylerini
belirleyen bir yontemdir. Plazmonik malzemeler iizerindeki temel spektroskopik
caligmalar, algilama uygulamalar1 i¢in malzeme tasarlarken kritik 6nem tasiyan
substratlarin hem LSPR dalga boyunu hem de yiizey gelistirme faktoriinli yoneten

ozelliklerin anlagilmasini saglar.



3. YONTEM

Yerellesmis Yiizey Plazmon Rezonansin (LSPR) fiziksel 6zelliklerini ortaya ¢ikarmak
icin, Elektromanyetik dalga enerjisi tanimlanir ve temel Maxwell denklemlerinden
yararlanilir. Ciinkii Maxwell denklemleri, Elektromanyetik (EM) dalgalarin metal
nanoparcaciklarla etkilesimini modellemek icin temel teskil eder. Bu denklemler
aracilifiyla nanopargaciklarin boyutu, sekli, malzemesi ve c¢evresel kosullara bagl
olarak rezonans 0zellikleri hesaplanabilir. Bu analiz, LSPR’nin optik 6zelliklerini ve
duyarliligini anlamak ve optimize etmek i¢in olduk¢a 6nemlidir. Bu analiz ve hesaplari
yapmadan once Maxwell’in Elektromanyetizma (EM) teorilerinin neler olduguna

bakmamiz gerekir.

3.1 Maxwell’in Elektromanyetizma Teorisi

19. yiizy1lin sonuna dogru, 1860 yillarinda iskog Fizik¢i J.Clerk Maxwell ¢ok énemli
bir teoreme imza atti. Bu tarihe kadar Elektrik ve Manyetizma ayr1 ayr ele
alintyorlardi ve optik deneylerinde kullanilan 15181in dogast hakkinda bir sey
bilinmiyordu. Maxwell calismasina o zamana kadar deneysel olarak yapilmis,
ispatlanmig empirik (deneysel) yasalarla basladi. Bu yasalar Carl Friedrich Gauss,

Michael Faraday, Andre M. Ampere tarafindan ortaya konmus yasalardi [38].

3.1.1 Empirik (deneysel) yasalar

$E.da =2t (3.1)

0

Gauss yasas1 denen yukaridaki yasada, E elektrik alaninin kapali ylizey tlizerinden
integrali alindiginda, yani ylizeyden gegcirdigi akiya bakildiginda, bu akinin yiizeyin
kapladigi hacimde igerilen toplam yiike esit oldugu sdylenmektedir. &, bosluktaki
elektriksel gegirgenlik sabitidir.

$B.da=0 (3.2)

Yine yukaridaki bu denklem, manyetostatikteki Gauss yasasidir. Manyetik monopoliin
(manyetik alana kaynaklik eden tek bir yiik) olmadigmin gostergesidir. Ornegin bir

miknatisi ikiye bolseniz daima N ve S kutuplar1 vardir.
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_ _de
$E.dl = - (3.3)

Bu yasa Faraday yasasidir. (Z—(f) akidaki degisimdir Degisen bir manyetik alan bir

elektrik alan indiikler. Bu denklemin sag tarafi soyle yazilabilir; = — [ Z—I:. da.

$B.dl = p,[ J.da (34

Burada p,bosluktaki manyetik gecirgenlik sabitidir. 4. yasa Amper yasast olarak
bilinir. Bu denklem eksiktir, Maxwell tarafindan tamamlanarak diizeltilmistir. Bu.
diizeltme yapilirken Fizigin en 6nemli yasalarmdan biri olan Korunum Yasast ihlali

ortadan kaldirilmistir. Korunum Yasasi su sekildedir;
%4vy=0 3.5
at J = (3.5)

Korunum yasasi, hacimsel yik yogunlugunun zamanla degisiminin Akim
yogunlugunun diverjansina esit oldugunu soyler. Siireklilik yasasi olarak da anilir.

Ayrica, Ornegin lizerlerine yiiksek voltaj uygulanan diizlem levhalar arasinda olugan
Elektrik alan levhalarin orta boliimiinde sabittir. Halbuki levhalarin kenarina dogru

gidildiginde bu Elektrik alanin sabit olmadig1 zamanla degistigi gozlenmistir. Maxwell

bu degisen Elektrik alaninin akim yogunluguna (J) katkida bulunacagini bulmustur.

Bu yasalar Integral formdaydilar, onlar1 kendi adiyla anilan diferansiyel formdaki
denklemlere doniistiirmek icin Maxwell vektor cebirinin yontemlerini kullandi. En
onemli arac1 V isaretiyle gosterilen nabla operatorii oldu [39]. Nabla operatorii tek
bagina hicbir anlam ifade etmeyen, yanina bir skaler veya vektdrel bir nicelik
geldiginde islev goren, 3 boyutta veya 2 boyutta Tiirev operatoriidiir. Daha
dogrusu,bilesenleri kullanilan koordinat istemindeki konum tiirevleri olan bir

vektdrdiir. Ornegin Kartezyen koordinatlarda,

e Lo 10
V—la-}']@-}'ka (36)



seklindedir. Nabla operatoriinden bahsedince Skalere ve Vektore nasil etkidiginden
bahsetmemek olmaz.Skalere etkiyorsa, buna skaler fonksiyonun Gradyeni denir.
Ornegin; T = f(x,y,z) seklinde olmak iizere skaler bir fonksiyon olsun. Gradyen
T — VT ile gosterilir. T skaler iken artik Gradyen T vektorel bir nicelik olmustur.

Voperatorii ya da islemcisi bir vektore de iki tiirlii etki eder;

V.V —DiverjansV
Ve de,
V x V —»RotasyonelV

Nabla operatoriiniin inceledigimiz problemin simetrisine bagli olarak egrisel
koordinatlardaki ifadesi de kullanilir. Ornegin kiiresel bir sistemi inceliyorsaniz,

V(r, 9, ) olarak kullanirsiniz.

3.1.2 integral teoremleri
Bu arada kolaylik olsun diye yine ayn1 koordinatlarda yani Kartezyen koordinatlarda
devam edecek olursak, Maxwell’in Integral formdaki denklemleri diferansiyel forma

cevirirken kullandig1 integral teoremleri de soyledir;

$E.da= [[[V.Eav (3.7)

Bu teorem sunu soyler, herhangi bir vektoriin kapali ylizey iizerinden integralini
alacagimiza, onun Diverjansinin hacim (ylizey tarafindan sarmalanan) tizerinden
integralini alabiliriz. Bu Teorem Diverjans ya da Gauss teoremi diye bilinir. Ikinci

integral teoremii ise,

$E.dl=[[VXE.da (3.8)

seklindedir. Bu teorem de Stoke teoremi olarak bilinir.Yine bu teorem sunu sdyler,
herhangi bir vektoriin kapali bir egri iizerinden ¢izgi integralini alacagimiza, o
vektoriin rotasyonelinin yiizey integralini alabiliriz.Herhangi bir vektoér sdylemi, bu
teoremlerin biitiin vektorler i¢in gecerli oldugunu vurgular. Burada E (Elektrik alan
vektoril) i¢in yazilmigtir. Ayni teoremler B Manyetik alanvektorii i¢in de gegerlidir.
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Bu teoremlerin ayrintili ispatlar1 Berkeley serisinin Elektrik ve Manyetizma kitabinda
mevcuttur [39].
Maxwell’in adiyla anilan denklemleri elde etmede kullandig: ikinci Integral Teoremi

Stoke teoremidir ve asagidaki gibidir;

$B.dl = [[V xB.da (3.9)

Burada sadece ilk deneysel yasa olan Gauss denklemini ve Diverjans Teoremini
kullanarak, 1. Maxwell denkleminin nasil elde edildigini gosterecegiz. Geriye kalan
iic denklemin daha dogrusu biitiin denklemlerin eldesi biitiin Elektrodinamik veya
Elektromanyetizma kitaplarinda bulunmaktadir [38].

Deneysel yasa soyleydi;

SﬁE-da=% (3.10)

0

Integral teoremi ise
$E.da=[[[V.EdV (3.11)

seklindedir. Gauss yasasindaki Q, ¢ yerine,

Qi = IfJ pav (3.12)
yazabiliriz. Burada p hacimsel yiik yogunlugudur. (Birim hacimdeki yiik miktarimi

yani yiik yogunlugunu biitiin hacim {izerinden integre ederseniz s6z konusu hacimde

icerilen toplam yiikii bulursunuz). Boylece sunu yazabilirsiniz;

JIf pav = [[f v.E av (3.13)

Bu esitlik integrandlarin (yani integrali alinan niceliklerin) esit oldugunu sdyler.

Boylece 1. Maxwell denklemi elde edilir;
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V.E=L

Diger 3 denklem de sirastyla soyledir;

V.B=0

0B
VXE__E
VX B = o

(3.14)

(3.15)
(3.16)

(3.17)

Bu denklemlerden sonuncusu eksiktir, Amper yasasi olarak anilir. Maxwell bu yasada

gerekli diizeltmeyi yaparak, sonuncu denklemi agagidaki sekilde yeniden yazar;

0E
VXB:ﬂO]-}_SOMOE

(3.18)

Boylece Maxwell denklemleri tamamlanmis olur. Bu ilk grup bos uzayda p ve J’nin

sifir olmadig1 durum igin yazilmistir. Ikinci grup, bos uzayda hacimsel yiik

yogunlugunun ve akim yogunlugunun sifir oldugu durum igin yazilir. Ugiincii grup,

maddesel ortamda p ve J’nin sifir oldugu deklemlerdir ve son olarak bu ikilinin

sifirdan farkli oldugu dordiincii grup denklemler gelmektedir. Maddesel ortamda

bilindigi lizere B’ nin yerine H, E’nin yerine de D gelir. Bunlar madde icerisindeki

Manyetik Alan ve Elektrik Alandir.

Buna gore;
V.E=0
V.B=0

OB
VXE= ~

0E
VXB :‘SOMOE

Maddesel ortamda p, J sifir olmasinlar;

V.B=0
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0B
VXE=-= (3.25)

aD
VXH_]f-}_E (3.26)
Maddesel ortam derken, dogrusal ortamlar kastedilmektedir. Ayrica f alt indisi free=

serbest yiikler anlamina gelir. Dogrusal ortamda D=¢E veH = iB’dir.

Maxwell’in Fizik bilimine katkisi sadece Elektrik ve Manyetizmay1 birlestirmesi
degildir, onun zamanina kadar 151k, optik deneylerinin nesnesiydi. Is181 kullanarak
aynalardan yansimayi, merceklerden gegerken kirilma olayr vs. olmak iizere biitiin
optik deneyleri yapiliyordu ve fakat 15181n hangi dogaya sahip oldugu bilinmiyordu.
Isigin dogast hakkinda Antik Yunan’da ve ¢ok sonralar1 Isaac Newton tarafindan
tanecikli oldugu disiiniilmiistii. Maxwell’in son iki denkleminden yararlanarak ve
asagidaki islemleri yaparak 1s181in dalga dogasina sahip oldugunu ortaya koydu.
Ornegin 3. Denklemi hacimsel yiik yogunlugunun ve akim yogunlugunun sifir oldugu

grubu kullanarak yazalim;

VXE=-=" (3.27)

Bu denklemin her iki tarafinin bir kez daha rotasyonelini alalim,

VXVXE=-2VxB (3.28)

Sag tarafta B 'nin rotasyoneli yerine 4. Maxwell denklemindeki karsiligini,

rotasyonelin rotasyoneli yerine de su 6zdesligi yazalim; V X V x E=V(V.E) — V2E.
V.E=0 (3.29)

Oldugunu da hatirlayarak;

2

20 ad
V2E = eopty - E (3.30)
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denklemini elde ederiz. Yine ayni sekilde islem yaparak, manyetik alanin da benzer

2

2 _ ad
V’B = £ty =5 B (3.31)

denklemini sagladigini goriiriiz. Maxwell, bu denklemin Klasik Dalga denklemine ¢ok
benzedigini farketti. Klasik dalga denklemi, basitce tek boyutta asagidaki gibidir.

92 , 1 92

dx2 T p29¢2

(3.32)

Burada 1), Ornegin ipte olusturulan dalgalarda ipin denge durumundan
yerdegistirmesidir. v ise dalganin hizidir. Bu denklemle karsilastirilinca dalga hizinin

karesinin tersinin,

ER— (3.33)

seklinde oldugu bulunur. Bosluktaki elektriksel gegirgenlik sabiti &, ve bosluktaki

2
manyetik gegirgenlik sabiti 1y, SI birimlerinde sirasiyla 8.85 x 10712 Nsz ve 4 X
1077 % degerlerine sahiptirler. Bu degerler kullanilarak,
A
v =——=3.0x 108m/sn (3.34)

VEolo

bulunur. Bu kadar biiylik hiz, o zamanlar 1851°de Hippolyte Fizeau tarafindan
bulunmustu, ancak Isik hizidir. Dolayistyla Maxwell’in vardigi sonu¢ su oldu; Isik
bilesenleri Elektrik ve Manyetik alanlar olan ve 151k hiziyla ilerleyen bir dalgadir [38].
Maxwell boylece teorisiyle hem Elektriksel olaylarla Miknatisal (manyetik) olaylarin
ayr1 ayr1 seyler olmadigini, birbirleriyle iliskili olduklarmi ve degisimlerinin
birbirlerine kaynaklik ettigini, hem de 151g1n elektromanyetik dalga oldugunu ortaya
koydu [40]. O donemde c¢ogu fizik¢i, Maxwell'in teorisinin dogru oldugunu
diistinmedi. Yaklasik 25 yil sonra Heinrich Hertz, Maxwell'in teorisinin dogru
oldugunu kanitladi. Radyo dalgalarinin kesfi, olusumlarinin gosterilmesi ve hizlarinin

tayini Hertz'in ¢ok sayidaki basarilarindan bazilaridir. Bir radyo dalgasinin hizinin 11k
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hiz1 ile ayn1 oldugunun bulunmasindan sonra, Hertz, radyo dalgalarinin 151k dalgalar:
gibi yansima, kirilma ve girisim yapabildiklerini gosterdi [41]. Kisa yasami1 boyunca
bilime bir¢ok katki yapti. Saniye bagina titresim olarak tanimlanan hertz, onun ismi ile
antlmaktadir [42]. Yaptig1 deneylerde laboratuvarlarimin bir tarafindaki elektrik
kiviletminin yaymis oldugu manyetik dalganin bir tel halka tarafindan hissedildigini
gozlemledi [43]. Elektromanyetik 1simanin bagka bir tiirii olan radyo dalgalarmin
varligint kanitladi. Isigin toplanip yansitildigr gibi radyo dalgalarinin da ayni sekilde
islev gordiglinii gosterdi. Hertz'in yaptig1 ¢alismalar, Maxwell'in daha 6nce ortaya
att1g1, elektromanyetik dalgalarin elektrik dalgalariyla ayni davraniglar1 gosterdigi

bigimdeki kuramini kanitlamis oldu [44].

Bu teorinin énemi bizim i¢in ¢ok biiyiiktiir, ¢linkii teknolojinin gelismesinde ve bu
noktaya gelmesinde en 6nemli etkendir. Dahast Maxwell'in teorisi, Evreni anlamamizi
saglayan en temel doga yasalarmdan biridir.S6yle diisiinelim: Maxwell olmasaydi,
giintimiizde "elektromanyetizma" yerine "elektrik" ve "manyetizma" seklinde iki ayr1
yasadan s0z ediyor olacaktik ve bunlarin birbirinin aynisi oldugunu fark edememis
olacaktik. Ayrica Maxwell'in ¢aligmalari, FEinstein'in gorelilik kuraminin ve
sonrasinda Max Born gibi dehalarin kuantum kuraminin gelismesini saglamis ve bu

kuramlara esin kaynagi olmustur [45].

3.2. Teorik Altyap1
Oncelikle, A dalga boyunda y-yayilimli ve z-polarize lazer 15181 tarafindan 1inlanan
tek bir metal kiireyi ele aliyoruz. Kiire, dielektrik sabiti €, olan harici bir ortama (yani

vakum, gaz veya s1v1) gomiiliidiir.
Kiirenin dielektrik sabiti €1 ve kiire boyutundan bagimsiz oldugu varsayilir. a/A = 1.0

durumu i¢in kiire, lazer E alan1 ve Kartezyen koordinat sistemi Sekil 3.1°de

gosterilmistir.
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alh=0.1

[ }\' »l
w L)

Sekil 3.1 Yarigapi a olan bir kiire, dielektrik sabiti o olan bir ortama gomiiliidiir ve dalga boyu A olan,
x yayilimli, z-polarize 151kla 1sinlanmustir. (a) a/A = 1, (b) a/A = 0.1 (yar statik alan durumu) [46]

Lazerin Elektrik Alan1 E soyle yazilir;

E=Ex+Ey+E,z (3.35)

A AN A

Burada x, y, z Kartezyen eksenleri x, y, z boyunca birim vektorlerdir. Ey, E,, ve E; ise
x yayilimli, z polarize bir dalga i¢in E = E,, = 0, E, # 0 olmayacak sekilde polarize

edilir:
E, = Elcos [Zn G) - vt] (3.36)
Burada; 27” ve 2mv = w esitligi bize sunu verir:

E = E2cos(kx — wt) (3.37)

Bu problemin genel ¢oziimii, uzayin tim bolgelerinde zamana baglh elektrik ve

manyetik alanlar1 bulmak i¢in Maxwell denklemlerinin ¢dziilmesini igerir.

VE=L (3.38a)
€o
_ _98
VXE=—= (3.38b)
d
VX B = o + &olto 5. (3.38¢)
V.B=0 (3.38d)

Burada biraz sadelestirme yapip, A > 400 nm durumunda kx < wt olmasini istersek,
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E, = EQ cos wt (3.39)

Ayrica a/A < 0.1 olmasini istersek, lazerin elektrik alani, z eksenli bir vektor olan E,
olacaktir ve bunun kiire boyutu diizeyindeki mesafeler i¢in uzaysal olarak bagimsiz

oldugu varsayilabilir.

Harici uygulanan E, alan1 zaman i¢inde yaklagik olarak sabittir,

OE oB _

\ =0
ac 'C ¢

Boylece Maxwell denklemleri elektrostatik ve manyetostatik denklemlerine

indirgenir.

Elektrostatik;

V.E = ﬂo (3.40a)
VXE=0 (3.40b)
Manyetostatik;

V xB =icl2J (3.41a)
V.B=0 (3.41b)

Bu, statik ytikler ve akimlar i¢in elektrik ve manyetizmanin ayr1 olgular oldugu

anlamina gelir.

Odaklanmak istedigimiz problem, metal kiirenin i¢indeki ve disindaki elektrik alani
icin elektrostatik denklemlerin ¢6ziimiidiir. Bu nedenle manyetostatik denklemleri
g6z ard1 ediyoruz. Metal kiire bir iletkendir ve net yiik yogunluguna sahip degildir
(yani p = 0), dolayisiyla;

V.E=0 (3.42a)
VXxE=0 (3.42b)

E(x,y, z) alanin1 hesaplamak i¢in skaler potansiyeli ¢ (x, y, z) bilmemiz gerekir,

boylece alan su sekilde elde edilebilir:

17



E=-Vo (3.43)
Skaler potansiyel, ¢ (x, y, z), su sekilde elde edilebilir:

V.V =0 (3.44)
Bu da bize Laplace denklemini verir:

VZp =0 (3.45)
3.2.1 Laplace denklemi

Denklem 3.45'i yeniden yazalim;

vi(r,0,0)¢(r,0,0) = 0 (3.46)

Problemin igerdigi simetriye bagl olarak, bagimsiz degiskenlerimizi seceriz ve
devaminda V islemcisini de o koordinatlarda ifade eder, islemleri yine o
koordinatlarda siirdiiriiriiz. Buna gore, problemde kiiresel simetri sdzkonusu

oldugundan kiiresel koordinatlar1 kullaniriz.
Kiiresel Koordinatlarla Kartezyen koordinatlar arasindaki bagintiy1 kullanarak,
x=rsinfsin®,y=rsinfcos®,z=rcosf (3.47)

Laplasiyeni su formda yazabiliriz:

72(r,60,0) = 52 (r2 2) + L[ 2 (sino o) + L2 (3.48)

or or r2 Lsin 6 90 sin26 02¢

3.2.2 Radyal ve acisal degiskenlerine ayirma
(Coziimiin asagidaki gibi oldugunu varsayalim,

o(r,0,0) =F()Y(6,0) (3.49)
3.49'da onerilen ¢oziimii 3.46’da yerine yazarsak:
VZ(r,0, ) [F(r)Y(0,$) =1+ 11+ 11 =0 (3.50)

Elde ederiz. I, II ve III denklemleri agagidaki gibidir;

18



=12 [rF ()Y (6,0)] (3.51a)

_ 1 ) A[F(r)Y(6,0)]

Ir= r2sin 6 86 (Sl o a0 ) (3.51b)
1 9[F(YIe,9]]

1= ez 202 (3.51c¢)

Kullandigimiz bu yonteme degiskenlerine ayirma yontemi denir. Bdylece kismi bir
denklem olan Laplace denklemi iki tane (bir tanesi sadece radial koordinata digeri
acisal koordinata bagli) normal denkleme doniistiiriiliir. Terimleri ayirip Laplace

denklemini su sekilde yazalim:

+

2
I+11+111=Y(6,0) [

E@F(r) LT)[ 1 i( . 6Y(9,(D))]
r or + r2 Lsin@ 00 sin @ a0 +

F(r)[ 1 82%v(6,0)

e a0z | = 0 (3.52)

r2

Denklem 3.52°de tiim F(r) terimlerini denklemin bir tarafina tiim Y (6, @) terimlerini

de denklemin diger tarafina alacak sekilde yeniden diizenleyip her iki tarafi once

Y (6, @) sonra da Fr— ye bolelim:

r? [azF(r) 20F(MD] _ 1 [1 i(. Qay(e,(b)) 1 9%Y(6,0)
F(r)L ar2 r ar 1~ v(60) lsing a0 a0 sin%20 002

(3.53)
Bu esitligi korumanin tek yolu bu ifadenin her iki tarafinin da ayni sabite esit
olmasidir. Bu sabite K diyelim. Sonug olarak Laplace denklemi artik iki denkleme
ayrildi; biri radyal bagimlilikla (Denklem 3.54a) ve digeri acisal bagimlilikla
(Denklem 3.54b) ilgilidir:

r? [8%F(r) zaF(r)

F(r)[ oz T or =K (3.54a)
1 0 (.. n0Y(60) 1 9%v(6.0)_

{sin9£(5ln0 00 )+sin29 002 }_ KY(Q; @) (354b)
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3.2.3 Kutupsal ve azimutal degiskenlerine ayirma
Laplace denkleminin 6 ve @’ye bagimli kisimlarini izole etmek igin degiskenlerin

ikinci bir sekilde ayrilmasi gerekir. Bunun igin;

Y(6,0) = P(6)Q(0) oldugunu varsaytyoruz. (3.55)

Denklem 3.55'i denklem 3.54b’de yerine yazalim,;

1 9 (. o0[P(6)Q(®) 1 9’[P(O)Q@N _
{sinG 20 (Sln9 a0 ) + sin20 092 } B K[P(Q)Q((Z))] (356)
7] . 92 . c e
Y] yalnizca P(0) ilizerinde ¢alistigindan ve yalnizca 307 Q(o) tizerine etki ettiginden:
Q@ a (. ,9lP(6)] P(9) ?*[e@N _
{sin(bﬁ (Slng a0 ) + sin26 992 } - K[P(H)Q(Q))] (357)

Her iki tarafi da Q(@) ve P(6)’ya boliip sin? ile ¢arparsak:

. 2 in2 2
{ sin?6 i(smga[p(e)]) y_sin 6 9 [Q((b)]} — —Ksin20 (3.58)

P(8)sinf a8 a0 Q(®)sin20 @2

Tiim 6’lar bir tarafa ve tiim @’leri bir tarafa alacak sekilde yeniden diizenleyelim:

siné 8 (ing 3ROl c2g _ __1 0%
{p(e)ae(snu9 a6 )}+Ksm9_ ONELE (3.59)

Bu yalnizca tim 0, @° ler i¢in gegerli, eger her iki taraf da D diye adlandirilan bir

sabite esitse, boylece.

sing 8 ( . a[p[e]] Cop

{p(e) 26 (smH 26 )} + Ksin®0 =D (3.60a)
1 9%[e@)] _

Q@) 002 (3.60Db)
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Tablo 3.1 Degiskenlerine Ayirma

[62F(r) 2 0F(r)
F() or? r or

Radyal Denklem: =K

ﬂi( : ea[P[e]]

Kutupsal Denklem: {P @) 90 50

)} + Ksin%0 = D

. . 1 9%le@)] _
Azimutal Denklem: - 00 90

3.2.4 Azimutal denklemin ¢oziimii

Azimutal Denklem yalnizca @’nin bir fonksiyonu oldugundan kismi tiirevleri siradan

(normal) tiirevlerle degistirip yeniden diizenleyelim:

a?e(®
ae?

+DQ(®) =0 (3.61)
Bu denklemin ¢oziimleri su sekildedir:

Q(p)=e™? (3.62)
2_p (3.63)

m

Bunlar yerine yazalim,

. 2
WO _ jmeimd ye LUD _ j225m0 — _pp2oimo (3.30)
ao dap?
Boylece,
-m?e'™® 4+ De™? = ( olur tabi m? = D oldugunda. (3.64)

Q(®) i¢in sinir kosulu sudur: Q(@) , 0< @ < 2m icin tek degerli ve siirekli olmalidir
boylece Q(@) = Q(P + m) olur.

Q(@)=e™2™ yi sinir kosulu yerine koyarsak sunu elde ederiz: em? = gim(@+2m
[=eim2™ = cos2mm + isin2mwm verir. Buna gore,

m=0 i¢in: cos0=1 ve sin0=0 iken e27(® =1
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m=+1 i¢in: cos+2n=1 ve sin*2n=0 iken e?"*D =1
m=+2 i¢in: cos*4n=1 ve sinTr+=0 iken /272 = 1
sonug olarak;

m? = D ve m=0, +1; +2;%3;.. Iken Q,,(®) = e™? (3.65)

3.2.5 Kutupsal denklemin c¢oziilmesi

Kutupsal denklem yalnizca 8' nin bir fonksiyonu oldugundan, kismi tiirevleri siradan

tiirevlerle degistirip yerine m? = D yazdigimizda sunu elde ederiz:

sing d (. dP6)] e
{P(e)de (Sm" a6 )}”Sl" 6 =m (3.66)

Her iki tarafi da sin’6’ya béliip P(6) ile carparsak,

d (sinH d[l;gg)]) + (K — S,m

2
sinf do in20

)P(e) =0 (3.67)

Belirtilen tiirevleri uygulayalip ardindan x = cos 0'y1 yerine koydugumuzda uygun

trigonometrik iligkileri kullanarak sunu elde ederiz:

2 2
(1—x2)dd”—”)—2xd”—“‘)+(x— m )P(9)=0 (3.68)

x2 dx (1-x2)
ki bu denklem Legendre denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimii asagida 6zetlenmistir:

1=0,1,2,3,.. iken K=I([+1) ‘dir. Ve,

21+1 (I-|m|)!
2 (I+|m|)!

P(0)= P™ (cos) (3.69)

Burada P(6) Legendre polinomudur. PlImI (cos ) de ilgili Legendre fonksiyonudur.
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3.2.6 Azimutal ve eksenel ¢oziimlerin birlestirilmesi

Toplam agisal baglilig1 verecek sekilde polar ve azimutal denklemlerinin sonuglarini

birlestirebiliriz. Bu durumda 6nceki denklemleri hatirlarsak;

1=0,1,2,3,.... Ve m=-1, -1+1,....0,1,2,.. ..I- 1,1 oldugundan;

Y(6,0) = P(6)Q(®) (3.55'ten)

m=0, +1,+2,+3, .... iken szeimq) (3.65°ten)
Im| _ |21 {=ImD! plm| )

P (0) = > (l+|m|)!Pl (cosB) (3.69°dan)
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Tablo 3.2 Y;,,(6, @) Tablosunda baz1 harmonik kiiresellerin normallestirilmesi

__1
2m)2

yo 13 s
10=3(;) " coso

Yoo

1
1/3\72 . .
Yig = ii(ﬂ) sin 6(+i®)

1
/
Yo = %(;) ? (3cos?6 — 1)
1715\ /2
You1 = ii(ﬁ) sin @ cos Bexp(+i®)

1
/
YZiZ = Z(E) 2 stBexp(iZL@)
1M\ /2
Y30 = Z(Tz) (5cos®0 — 3 cos 0)

1/
- +l(21) ? (5c0s26 — 1)sinfexp(+10)

T

Y
V3sa =5 (52) * sin’6 cos Bexp(+2i0)
135\/2 . 3
Vass = £3(3) " sin*0exp(£3i0)
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3.2.7 Radyal denklemin c¢oziilmesi

Radyal denklem yalnizca r *nin bir fonksiyonu oldugundan, kismi tiirevleri siradan

tirevlerle degistirip ve K = [(l + 1) yerine sunu elde edelim:

2 2
, [d Fagy | %dif)] =1(0+1) (3.70)

Fi(r)L dr?

Daha standart bir formda yeniden diizenleyelim,

d?Fy(r) | 2dF (1) Fl(r)
dr? 7 r dr l(l + 1) =0 (371)

F; (r) formunda tiirevleri hesaplayalim,

aRG) _ ™ _ (3.722)
dr dr ’

d*Fiey _ d

Ei - ] - ) o - o

Simdi Denklem 3.72a ve 3.72b’de tiirevleri ve fonksiyonlari Denklem 3.71°de yerine

yazalim;

1(1+1)r™

_ n—-2 Z n-1 __
nn—1Dr" =+ -nr =

=0 (3.73)
Asagidaki denklemi elde etmek icin yeniden diizenleyelim;
nn—Dr" 2+ 2nr" 2 —(l+ 1)r" 2 =0 (3.74)

Ikinci dereceden denklemi elde etmek igin ifadeyi r™~2’

ye boliip basitlestirelim,
n2+n—-I1(1+1)=0 (3.75)
n i¢in ikinci dereceden denklemi ¢ozdiiglimiizde bize iki ¢oziim verir:

n=l ve n=-(1+1 (3.76)

Dolayistyla Radyal denklem ig¢in iki ¢0ziimii vardir:
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l
Fi(r) = {T_ZH) : (3.77)

Bu ¢oziimii katsayilarla belirlenecek genel bir ¢oziimle birlestirirsek problem igin

uygun sinir kosullar1 sdyle bulunur:
F,(r) = Arl + Br—(+1) (3.78)
3.2.8 Radyal ve acisal ¢coziimlerin birlestirilmesi

Kiiresel koordinatlarda Laplace Denklemine genel bir ¢6ziim saglamak i¢in radyal,

polar ve azimutal denklemlerinin ¢oziimlerini birlestirelim.
V2(r,8,0)pun(r,6,8)=0 (3.46°dan)
Genel ¢ozlim igin;

Om(r,6,0) = F;1(r)Y;,,(0,0) (3.79a)
Pim(r,0,0) = [Ar! + Blr‘(”l)]Pllml(cos 0)eimo (3.79b)

[=012,..vem=-,—-1l+1,...-2,-1,0,1,2,.....,l — 1,1 iken ¢6zlim yukardaki
gibidir.

3.2.9 Coziime simir kosullarini uygulamak

Bu noktada, geometrik olarak tiiretilmis sinir kosullarinin kdkenini gérmek i¢in sabit
bir elektrik alanindaki metal kiirenin fiziksel resmine (sekil 3.1) geri donmek
faydalidir. Bu problemin geometrisinin eksenel olarak simetrik oldugu agiktir.
Dolayistyla azimutal agrya (@) baghilik yoktur. Bu, azimutal denkleminin m = 0

cozlimlerine karsilik gelir.

Genel olarak kiirenin i¢indeki E alani kiirenin digindakinden farkli olacaktir.
Kiireden uzaklastik¢a (yani r — o) gelen E alaninin kiireden etkilenmeyecegini
biliyoruz. Ayrica kiirenin merkezindeki alanin belirli bir sonlu degere sahip olmasi
gerektigini de biliyoruz (yani alan sifirdan farkli olacaktir). Bu ii¢ kosul

matematiksel olarak su sekilde ifade edilebilir:
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1. E;. # E gy

A

2.r > o, Eys > Epz
3.r>0,E; - sonlu

Eksenel simetriyle m = 0 oldugunu bildigimizden, belirli [ degerleri i¢in 3.78, 3.70

ve 3.79 Denklemlerinin bazi ¢oziimlerini inceleyelim.

m = 0vel = 0 i¢in,

FO = [AO + % A\ YOO = \/% Olur,
Boylece,
1 B
Poo = T [AO + 7“] bulunmus olur. (3.80)

Denklem 3.80'i r — 0 ve r — oo i¢in degerlendirirsek sunu elde ederiz:

Poo(r = 0) =0 ve @oo(r > o) = \/% elde edilir.

E = —V¢ oldugundan bu ¢oziimler suna karsilik gelir:
E;. (r—0) =00 ve E 4,4(r—0)=0

Bu ¢oziimler yukarida olusturulan ii¢ sinir kosulunu ihlal ediyor.

m=0ve [=1igin,
B 3
F1 = [Alr + T_; ve Y10 = \/;COS 9 Olur.

Sinir kosullar: tarafindan belirlenecek A; ve B; sabitlerine \[g ‘U dahil edersek,

sunu elde ederiz:

Bicos@
r2

@10(r,0) = A rcosf + (3.81)
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Kartezyen koordinatlar1 kullanarak dontisiim yapalim,

z=rco0sf ve 1=x%2+y%+ z2)'/2

Blz

(x2+y2+zz)1/2

P10(x,y,2) = Az + (3.82)

A A

Simdi V = Vyx + V,y + V,z oldugunu hatirlayarak E = —V¢,,'den E alanini

hesaplayalim,
F) 9 ad -
o= V= 5 V, =5, oldugundan,

a " a " a "
E(x,y,z)——(£x+5y+£z)¢1o(x,y,z)

Blz

(x2+y2+22)3/2

s> o’ a°’
E(x,y,2) = —(£x+5y+£z) [A1z+ (3.83)
Alanin her bir bileseni i¢in kismi tiirevleri ayr1 ayri1 alarak ve zincir kuralin1 gerektigi

sekilde uygulayarak E(x,y,z)"yi hesaplayalim.

A

z 32(x;+y;l+zg)l

(x2+y2+zz)3/2 (x2+y2+22)5/2

E(x,y,7) = —A,z — B, [ (3.84)

Simdi A: ve B1'i kiirenin ylizeyindeki sinir kosullarini (yani r = a) kullanarak

cozmeliyiz.

r=2+yt+22) "2
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Tablo 3.3 Sinir kogullar

Kiirenin i¢i ve dis1 Kiire yiizeyi (r=a)
1.Durum: 2.Durum:
Eqs(x,y,2) = Eog,r - 0 gicEric = €asErais
3.Durum: 4.Durum:
Eig(x, y,z) = sonlu,r - 0 EgqveEystreklidir.

Denklem 3.84'e tablodaki 1. durumu uygularsak; Eqs (X,y,z)—EyZ , r—o0 iken

A A

& > 3z x;+yy+zz
Edl§(xr 82 Z) = _Al,dl$z - Bl,dl$ [Z - Ql (385)

r3 rS5
Parantez igindeki terim r—oo olarak 0'a gider. Yani
—A 145=Eo (3.86)

3.durumu uygularsak: E; (X, y, z) »r —0 sonlu olur.

Eip(x,y,2) = —Ay 42 — Byjg |5 — (3.87)

rS

i 32(xx+yy+zz)]

Parantez igindeki terim r—0 olarak oo'a gider. Boylece alan1 sonlu tutmak i¢in
B1i=0 olur. (3.88)
2.durumu kosulunu uygularsak: €icEricc =€ais Eais olur.

Oncelikle E ’nin radyal bilesenlerini hesaplamaliyiz. E' nin kiiresel koordinat
bilesenleri ile E ’nin Kartezyen koordinat bilesenleri arasindaki iliski su sekilde

verilir;

E(x,y,z) =Exx+E,y+E,z (3.89a)
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E(r,0,0) = Exr + E,0 + E,0 (3.89b)
Ey Ey, E;’ denE,, Eg, Eg’yi elde etmek igin,

E,. = sin 6 cos QE, + sin 0 sin QE,, + cos O, Eg

= cos 6 cos QE, + cos 0 sin QE,, — sin 0 E,
Ey = —sin QE, + cos QE,,

Ayrica birim vektorleri asagidaki gibi gosterebiliriz:

A4S

r.x =sinf cos®

AN AN

r.y =sin@sin@®

ANAY

r.Z =cos0

A

.Xx =cosBcos®

NOA

6.y =cosOsin®

é; = —sin6
(;JJAC =—sin®
(;J)A/ =cos @
0.2=0

Bunlar1 birlestirelim;

E. =r.xEy +r.yE, +1r.2E,

A A A

A A A

Eg = 0.xE, + 0.yE,, + 0.zZE,

Ey = @.xEx + @.YE, + ¢.ZE,
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Simdi E;.(x, y, z)’yi asagidaki forma gore yeniden diizenleyelim.

Ei(x,y,2) = Ej lgx +E, u;)’ +E, iz (3.90)

Denklem 3.87'yi Denklem 3.90'a uyacak sekilde yeniden yerine yazalim:

Eig(x,y,2) = |25 e [ae] 4 [P0 _Brie ] (3.91)

5 rs rSs r3
Birim vektor baglantilarini kullanarak sunu elde ederiz:

3B 3By .z
Eris = (sin cos ) [ + (sin g sin @) 2] +

(cos 0) [33‘“5 _ Gay Al_ig] (3.92)

T3
Denklem 3.85’tekine benzer bir denklem elde ederiz.

3Bl dl§

g Bl ,dis
Er 45 = (sin6 cos 6) + (sin 6 cos ©) —5 +

- s (3.93)

1522 L
(cos 0) [ Ldiy lr: 3 — Al,dls]
Denklem 3.92’yi 3. durum sinir kosullarinda belirlenen By ;. = 0 ‘1 kullanarak
degerlendirelim,
E i = Ay cosb (3.94)

3B, 4 3bq 41sZ
E, 45 = (sin6 cos @) [ 1d$ ] + (sin 6 sin @) [ 1'd5$ y] +
r

(cos 6) [331‘“52 — ey Eo] (3.95)
Son denklemi degistirip yeniden yazarsak,

. x . . y z
sinBcos®P = ~  sin Osin® = ~, cos 0 = 5 yazilirsa,

— 0 3 2 2

Eras = Egcos 6+ By g [% +5 (zz cos 6 + % + %)] (3.96)

Artik 2.durum sinir kosullarini yani &;cEyjc = €q,5E7 415" yi uygulamaya hazirz,
bunu 3.94 ve 3.96’ya ekleyelim:
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EdisB1,d15 €OS 0

—&icA1,iccos 0 = g4, 4Eq cos 6 —

73
3€digB1,du
% (z cos 6 + 2= + —) (3.97)
Simdi de bu denklemi cos@’ya boliip z=rcosf yazarsak.
Y p Yy
EdisB1,d1 3eqisB1ar 2 2
— 1A = EqgFo — s 4 Tl (52 4 B 4 B (3.98)

r? = (xz + y% + Zz) oldugunu gostermistik. Bdylece son denklemi biraz
sadelestirebiliriz;

_ EdisB1,dis 3eqisB1,ds 2
eigAric = EasEo — 57 + =5 (r?) (3.99)

Denklemden r?'yi ¢ikarip terimleri birlestirmek ve Eais 1 garpanlara ayirmak bize
sunu verir:

2B1 4,
igA1is = Eais |[Eo + 52| (3.100)
Kiirenin ylizeyiyle ilgilendigimiz i¢in r = a kabul edersek,
2By 4
&A1 i = Eag [ Eo + ] (3.101)

4.Durum sinir kosulunun uygulanmasina gegelim, Eq ve E, siireklidir. Eg;c = Eg 45
oldugu eksenel durumda;

Eg=0.xE,+0.YE, + 0.2E, (3.102)

Denklem 3.91°1 ve birim vektor baglantilarini kullanarak sunu elde edebiliriz:

Eg ;. = (cos 6 cos @) [ B, lc ] + (cos 0 sin @) [ ;;gzy] +
(- sin6) [331 i7" e Am] (3.103)
Simdi Denklem 3.85’ten sunu yazabiliriz:
Egas = (cos 0 cos @) [3Bldlszx] + (cos 0 sin @) [331‘1”2)}] +
(—sing) [Fadel _ it _ Amls] (3.104)

3.Durum sinir kosulu olarak belirlenen B ;. = 0 esitligini kullanarak denklem

3.103’te yerine yazalim;
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EB,i(; = Al,ig sin 6. (3105)

Simdi de denklem 3.104'ii 1. durum sinir kosulunda belirlenen A1 4,3 = —E
kullanarak yazalim.

3B1,ais2x 3B, 4,2
Bpuas = (c05 6 cos 8) [ + (cos 0 sin @) [ +

2
(- sin 6) [331"’“52 _ s Eo] (3.106)

rSs r3
Son denklemden yola ¢ikarak,

3By,q,5Sin 6 3Bl,d1522 sin@ N 3By,415zy cos 8 sin @

E =—E,sin0 +
0.dis 0 rS5 rs 75

3B1,q152x c0s 6 cos @

(3.107)

rs
Denklem 3.105 ve Denklem 3.107’yi 4. Durum sinir kosuluna gore esitleyip sinf'ya

bolelim,

B1,dis 331,d1522i 3B1,diszycos8sin®  3Bq g,5Zxcos6cos@

Aijg=-Eg+ | + (3.108)

r3 r5 r5sin@ rS5sin@

Denklemde biraz sadelesme yapalim; ﬁ yerine sin® ve —np yerine de cos®

yazalim.
Biais 3Biaisz® | 3B1qi5zy?cos® | 3B1,diszx2cosf

L= + , _ ) ’
Atig=-Eo r3 rs r6sin26 r6sin20 (3.109)
Denklem 3.109'da z yerine rcosf yazip daha sade hale getirelim;

o B1,dis 331,d1522 3Blydl$zy2 cos 9/ 2,9
Al,u; =-Eot 3 5 755in20 ( X +y ) (31 10)
(x2+y?) yerine r’sin’0 yazip daha da sade hale getirebiliriz:
Ay = -Eo+ B1,dis 3Bl,dlszz+ 331,dt§;22 3.111

Li¢ — ~L&0 73 5 r5 ( . )
Sonunda r=a yazdigimizda da su hale gelir:
_ Bl,dl$

Ayig = -Eot 3 (3.112)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 Elektrik Alan ifadelerinin Céziimii

Elimizde A, ve Bi,as icin ¢cozmemiz gereken iki bilinmeyenli iki denklemimiz var,
yani Denklemler:

2B
— 0 idis
_Si(;AI,ig = Edis [E + _]

a3

(3.101)

Bl,dls
a3

ve  Atic=-Eot+

Once Denklem 3.112'nin her iki tarafin —2€&4,5 ile ¢arpip Denklem 3.101'e ekleyelim;

| e
Al [25d15+8ig] 4.1)
Eig—Edu
Bias= a’E [9—5] 4.2
1,dis™ a o £+ 22015 ( )

Eic(x,y,z) (Denklem 3.87) ve Eqs(X,y,z) (Denklem 3.85) i¢in Onceki ifadelerimizi
hatirlarsak, Denklem 3.88 ve 3.112'yi Denklem 3.87'de yerine koyup sunu elde ederiz:

Ei(xy.2) = [ —25 )Eyz 4
16 7Y9Z) 0Z (3)

2&qi15tEic
Simdi de Denklem 3.86 ve 3.122'yi, Denklem 3.85'te yerine koyarsak, sunu elde

ederiz:

A z 3z, " A "
Eas(x,y,z) = Eoz- [(SM;Q“'TZ)] 3_3Eo[r—3 s (xx+yy+zz) (4.4)

Lokalize Yiizey Plazmon Rezonansinda (LSPR) meydana gelen kayma goz Oniine
alindiginda, d kalinliginda ve nanopargacik yiizeydeki kiricilik indisi n; olan katmanin
absorpsiyonunu inceliyoruz. Yiizeyden d'den biiylik tiim mesafelerde, ng kirilma

indisine sahip bir dis ortam oldugunu varsayiyoruz.

n,0<z<d
ng,d<z<oo

n(z) = { (4.5)

O zaman mesafeye bagl kirtlma indisini bulabiliriz. LSPR spektrumundaki dalga

boyu degisimini 6l¢tiiglimiizde absorpsiyon katmanini su sekilde ifade edebiliriz:

A;L = m.(nson'nilk) (4.6)
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m, nanopartikiillerin toplu kirilma indisi duyarliligidir. nix ve nson ise sirasiyla
baslangi¢ durumu ve son durum kirtlma indisleridir. Nii'i emici bir katmanin olmadigi

bir ortamda harici olarak tanimlayabiliriz. Ornegin nix=ng gibi.

Elektromanyetik (EM) alan younlugu, incelenen bdlgenin yerel kirilma indisi
nanopargcacik ylizeyine yakin oldugunda daha da artar. EM alanini /, tarafindan verilen

bazi1 karakteristik uzunluklarla iistel olarak bozunan bir alan olarak degerlendirebiliriz.
E(2) = Eoexp () (@.7)
d

Bu nedenle, kirilma indisini bagil alan yogunluguna onda biri kadar gore standart bir

hale getirmek i¢in EM alaninin karesini kullanirsak;

ep (D = e (2) x

Artik z'ye bagl bir kirilma indisi n. ¢ tanimlayabiliriz.

2
Nesr = Jy n(2) exp () oz (4.9)
Onceki denklemleri kullanip integrali biraz daha genisletirsek;
Mopp= — f nexp ( )dz + [ ngexp ( )dz] (4.10)
Bu da bize su denklemi verir:
2d
Mepp=m [1- exp ( )] + 1z exp ( - ) @.11)
Denklem 4.6'da nson yerine nss baslangi¢ degeri yerine de ng koyarsak, sunu elde
ederiz:
-2d -2d
AL =m.(Neff-ng) = m.{n1 [1 —exp (?)] + ngexp (7) - nE} (4.12)

ng terimlerini gruplayip yeniden diizenleyerek sunu elde ederiz:

AL=m. (ni-ng) [1 — exp (‘l—zd)] (4.13)

35



5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1 Sonuglar

En son elde ettigimiz denklemin d sonsuza giderken AA= m.(ni-ng)’ye doniistiigiinii

goriiyoruz. Burada n; yeni ¢oziicliniin kirilma indisidir ve ng ise ortamin toplam

kirilma indisidir. Bu yaklasim bir¢ok katmanli sistemde ise yarar [47,48].

Bu denklem hem SPR hem de LSPR dalga boyu kaymasi dl¢limleri i¢in gegerli

oldugundan bunu iki tip sensdriin performansini dogrudan karsilastirmak igin

kullanabiliriz:
e (o)
AALsPR _ MLSPR P\larspr (5.1
AAspr  MspR [1—exp< —2d )] '
laspr

Dikkat ettiyseniz (111 — Ng) terimlerini yazmadik ¢iinkii ayn1 deneysel kosullar altinda
sensOr performansini karsilastirdik. mspr = 9000 nm RIU-1 iken mrspr =200 nm RIU-
1 oldugunu biliyoruz [49]. Bu da demek oluyor ki SPR sensorleri algilama agisindan
LSPR sensorlerine gore daha duyarhidir. Yalniz burada sunu belirtmek gerekiyor;
olduk¢a kii¢ciik emilim katmanlarindan ve yiizeylerden bahsettigimiz icin bu iki
teknigin karsilastirilmasi ancak kisa mesafe dl¢limlerinde gecerlidir. Bunun nedeni

laspr = 200 nm ve lgLspr = 5 nm yani EM alaninda bozunma uzunlugundaki farktir. 14
ve m degerlerini Denklem 5.1°e uyguladigimizda iki sensoriin dalga boyundaki

degisimi, Sekil 5.1'de gosterildigi gibi katman kalinligmin bir fonksiyonu olarak

dogrudan karsilagtirabiliriz.

0.8f

0.6f

LSPR response/SPR response

i ¢ 2 <1 6 8 10
Layer thickness (nm)

Sekil 5.1 LSPR ve SPR’nin dalga boyu degisimlerinin karsilastirilmasi [50]
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Katman kalinlig1 sifira yaklastik¢a, iki sensoriin tepkisi neredeyse ayni oluyor yani
oran bire yaklasiyor. Boylece, toplu kirilma indisi tepkilerindeki farka ragmen, LSPR
ve SPR ince emilim katmanlar i¢in karsilastirilabilir hale geliyor. LSPR ve SPR’yi
karsilastirmak i¢in, toplu kirilma indisi olan m ve EM alan1 bozunma uzunlugu olan
1d’yi kullaniyoruz. Molekiil bagina dalga boyundaki degisimi elde etmek i¢in absorbe
edilen molekiillerin sayisina gore normallestirilen farkli yiizey alanlarini da hesaba
katmamiz gerekiyor. Bir nanopargacik grubunun kapladigi metalle kapl bir SPR ince
filminin alanini karsilastiralim.

NSL ile tiretilmis bir numunenin 10 x 10 pm'lik bir bolgesini diigiiniin. 500 nm ¢aplh
nanokiireleri biriktirme maskesi olarak kullanilmasi durumunda kaplayacaklar1 alan
yaklasik 460 kiire kadardir ki bu alan birbirine siki siki baglanmis bir dizi altigen
yapilardan meydana gelir. BOylece nanopartikiillerin kapladigi alanin yaklagik
degerini elde etmek i¢in kiirelerin kapladigi alan iligili bdlgenin alanindan ¢ikarilabilir.
Ilgili bdlgenin 100 um?’sinin tamamini kaplayan siirekli ince filmle karsilastirildiginda
nanopartikiiller yaklasik %90 daha az yer kaplar. Buna gore LSPR sensoriinde,
molekiillerden meydana gelen yansima SPR’ye gore %90 daha azdir [51]. Aslinda bu
demek oluyor ki absorbe edilen molekiil basina yansima miktar1 agisindan LSPR
sensOrii SPR sensdriinden daha iyi is ¢ikariyor [52]. Bu da onu gelecekte daha ¢ok
tercih edilecek bir teknik haline getiriyor, daha kiigiik yapilarda hatta tekli molekiilleri

algilamada gittikce gelisecek ve 6nemli bir rol oynayacaktir [53].

5.2 Oneriler

LSPR (Lokalize Yiizey Plazmon Rezonansi) sensorlerinin gelecekteki uygulamalar
icin pek ¢ok potansiyel alan bulunmaktadir. Bunlardan bazilari;
1. Tibbi Teshis ve Saglk izleme:

e Hastalik Teshisi: LSPR Sensorleri, kanser, Alzheimer ve enfeksiyon
hastaliklar1 gibi cesitli hastaliklarin erken teshisinde kullanilir. ilerde
Biyomarkerlerin tespiti daha yiiksek hassasiyetle yapilabilir.

e Gergek Zamanl Biyomolekiil Analizi: Hastalarin biyolojik 6rneklerinden

(kan, tiikiiriik vb.) hizli ve dogru analizler yapilarak tedavi siireci izlenebilir.
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2. Cevresel Izleme:
e Su ve Hava Kalitesi izleme: LSPR sensorleri, cevredeki kirleticileri ve toksik
maddeleri tespit etmek i¢in kullanilabilir. Agir metaller, Pestistler ve diger
diger zararl bilesenlerin izlenmesi miimkiindiir [54].
e Biyolojik Kontaminasyon: Bakteri ve viriis gibi biyolojik kontaminantlarin
tespitinde etkin bir ¢ézlim sunabilir [55].
3. Gida Giivenlig:
e (ida Kalitesinin Kontrolii: Gidalardaki patojenler, toksinler ve kimyasal
maddelerin hizli tespiti i¢in kullanilabilir [56,57].
e Tazelik ve Bozulma izleme: Gidalarin tazelik durumunun izlenmesi ve raf
Omriiniin belirlenmesi i¢in sesorler gelistirilebilir [58].
4. Endiistriyel Uygulamalar:
e Kimyasal Analiz: Endistriyel siireclerde kullanilan kimyasallarin analizi ve
izlenmesi igin sensorler gelistirilebilir [59,60].
e Gaz Sensorleri: Endiistriyel gazlarin tespiti ve izlenmesi, glivenlik agisindan
biiyiik 6nem tasir.
5. Biyoteknoloji ve Arastirma:
e Protein ve Protein Etkilesimlerinin incelenmesi i¢in kullanilabilir [61].
e DNA ve RNA Analizi: Genetik aragtirmalar ve biyoteknoloji alaninda niikleik
asitlerin analizi yapilabilir [62].
6. Savunma ve Giivenlik:
e Biyolojik kimyasal tehditlerin tespiti hizl1 yapilabilir.
e Patlayict madde tespiti i¢in kullanilabilir [63].
7. Noroteknoloji:
e Sinirsel Aktivitenin izlenmesi: Beyin sinyallerinin izlenmesi ve analiz edilmesi
icin hassas sensorleri gelistirilebilir.
e Beyin Makine Arayiizleri: Beyin Sinyallerinin algilanmasi ve yorumlanmasi
icin kullanilabilir, bu sayede norolojik bozukluklarin tedavisi ve

kontroliimiimkiin hale gelebilir.

Bu uygulamalarin her biri, LSPR sensorlerinin yliksek hassasiyet, hizli yanit siiresi ve

spesifiklik gibi 6zelliklerinden faydalanarak 6nemli gelismeler ve yenilikler sunabilir.
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Bu sensorlerin gelistirilmesi ve optimize edilmesi, gelecekte cesitli alanlarda daha

yaygin ve etkili kullanimlarini miimkiin kilacaktir.
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