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YIGILMAYA DAYALI AG ANALIZi

0z

Aglar, kimyasal sistemler, yapay sinir aglari, sosyal aglar veya internet ve World
Wide Web gibi farkli sistemleri modellemek i¢in kullanilmaktadir. Bir iletisim ag1
merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglanti hatlarindan olusur. Cizge
kurami bir iletisim aginin mimarisinin tasariminda ve analizinde giiglii bir
matematiksel aractir. Bir iletisim aginin temelini olusturan topoloji bir ¢izge ile
modellendiginde ¢izgenin tepeler kiimesi agdaki merkezlere ¢izgenin ayritlar kiimesi
agdaki baglant1 hatlarina karsilik gelir. Agdaki 6nemli bir tepenin zarar gérmesi ¢ogu
durumda tiim agin zarar gérmesine yol agar. Bu nedenle 6nemli tepelerin belirlenmesi
karmasik aglarin temel tepelerini koruyarak aglarin siirdiiriilebilirligini  ve
saglamligim1 arttirmaya yardimci olur.  Karmagik aglarda tepelerin Oneminin
belirlenmesi problemini ¢6zmek i¢in y18i1lmaya dayali tepe biiziilmesini temel alan bir

yontem Onerilmistir.

Bu tezde ¢evre, yol ve benzeri ¢izgelerin yigilma degerleri hesaplanmis ve
sonrasinda biiziilme isleminden yararlanilarak ilgili cizgelerin tepelerinin Onem
degerleri hesaplanmistir. Bir ¢izgenin tepelerinin énem degerlerini bulan polinom

zamanli bir algoritma Onerilmistir.

Anahtar kelimeler: Ag yigilmasi, tepe 6nemi, baglantililik, cevre ¢izge, yol ¢izge,

uzaklik, tepe derecesi
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AGGLOMERATION BASED NETWORK ANALYSIS

ABSTRACT

Networks are used to model different systems such as chemical systems, artificial
neural networks, social systems or the internet and the World Wide Web. A
communication network is composed of processing nodes and links connecting these
nodes. Graph theory is a powerful mathematical tool in the design and analysis of the
architecture of a communication network. If the underlying topology of a
communication network is modeled by a graph, the node set of the graph corresponds
to processors and the edge set of the graph corresponds to communication links in the
network. Damage to an important node in the network in most cases results in
damage to the entire network. Therefore identifying the important nodes helps to
increase the sustainability and robustness of the complex networks by preserving the
fundamental nodes. To solve the problem of determining the importance of nodes in

complex networks a method of node contraction based on agglomeration is proposed.

In this thesis agglomeration of cycle, path and related graphs are evaluated and
then importance of nodes of the related graphs is determined by the use of contraction
operation. A polinomial time algorithm which determines the importance of the nodes

of a graph is proposed.

Keywords: Network agglomeration, node importance, connectivity, cycle, path,

distance, vertex degree
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BOLUM BiR
GIRIS

Hizl1 ve kesintisiz iletisim giiniimiizde olduk¢a dnemli ve vazgegilmezdir. iletisim
hizindaki artig ve etkinlik ilgili ag1 oldukca onemli ve degerli kilar. Dolayisiyla ag
tasarimi ve analizindeki amag her tiirlii saldir1 veya islev bozuklugu durumunda ag
sisteminin davranigint Ongorebilmek, anlayabilmek ve miimkiinse kontrol altina

alabilmek olmalidir.

Aglar, kimyasal sistemler, yapay sinir aglari, sosyal aglar veya internet ve World
Wide Web gibi farkli sistemleri modellemek icin kullanilmaktadir. Bir iletisim ag1
merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglanti hatlarindan olusur. Bir
iletisim aginm dayaniklilig1 ag tasarimcilar1 i¢in biiyiik 6neme sahiptir. Iletisim aginin
baglanti hatlarinin veya merkezlerinin zarara ugramasi agin etkinligini kaybetmesine
neden olur. Agin islevsel olarak tasarlanmasi agdaki merkezlerin veya baglanti
hatlarinin bozulmasi durumunda agin islev dis1 kalma olasiligini azaltir. Dolayisiyla
bir iletisim ag1 distan gelen etkiler altinda kolayca bozulmayacak sekilde bozulmaya

ugramast durumunda da kolayca yeniden yapilandirilabilecek sekilde tasarlanmalidir.

Cizge kurami bir iletisim aginin mimarisinin tasariminda ve analizinde giiclii bir
matematiksel aractir. Cizge teorisine dayali tasarlanan iletisim aglar1 daha etkin
caligan aglardir.  Bir iletisim agimin gereksinimleri teorik c¢izge parametreleri
cinsinden ifade edildiginde aglarin tasarimi ve analizi problemi bazi belirlenen
gereksinimleri karsilayan bir ¢izge olusturma problemine karsilik gelir.  Bir
G = (V(G), E(G)) gizgesi tepeler olarak adlandirilan ve V(G) ile gosterilen sonlu
sayida nesneden olusan bostan farkli bir kiime ile G ¢izgesinin ayrik tepe ¢iftlerinin
siralanmamis ikililerinin olusturdugu ayrtlar olarak adlandirilan (bu kiime bos
olabilir) ve E(G) ile gosterilen kiimeden olusur. Bir iletisim aginin temelini olusturan
topoloji bir ¢izge ile modellendiginde ¢izgenin tepeler kiimesi agdaki merkezlere

cizgenin ayritlar kiimesi agdaki baglant: hatlarina karsilik gelir.



Agdaki 6nemli bir tepenin zarar gormesi ¢ogu durumda tiim agin zarar gérmesine
yol acar. Bu nedenle aglarin temel tepelerini belirlemek olduk¢a 6nemlidir. Onemli
tepelerin belirlenmesi karmagsik aglarin analizinde temel bir konudur ve bircok
uygulama alaninda olduk¢a anlamlidir (Albert ve Barabasi, 2002; Boccaletti, Latora,
Moreno, Chavez, ve Hwang, 2006; Corso ve Romani, 2016; Domenico, Solé-Ribalta,
Omodei, Gomez, ve Arenas, 2015; Nardelli, Proietti, ve Widmayer, 2001; Wang, Liu,
Gu, Wang, ve Jia, 2010; Zhang, Zhou, Xu, ve Small, 2010). Omegin bir virlis aginin
yayilmasinda virlisiin daha fazla yayilmasini 6nlemek i¢in ana yayilma kaynaginin
bulunmasma ve kontrol edilmesine yardimci olabilir (Malliaros, Rossi, ve
Vazirgiannis, 2016). Bir sosyal agda etkili tepelerin yardimiyla bilgi yayilimi
hizlandirilabilir (Liu, Ren, Guo, ve Wang, 2013). Biiyiik olcekli bilgisayar aglarinda
sunucularin yedeklenmesi ve sunucularin dnemine goére yedekli tasarim yapilmasi
onemlidir; bu yalmizca bilgisayar aginin saglamligini arttirmaz ayni zamanda
kaynaklar1 da koruyarak ag optimizasyonunu saglar (Lawyer, 2015). Dolayisiyla
onemli tepelerin belirlenmesi karmagsik aglarin temel tepelerini koruyarak aglarin
siirdiiriilebilirligini ve saglamhgm arttirmaya yardimci olur. Iletisim aglarinin
tasarimi sirasinda 6nemli tepelerin hata oranlarin1 azaltmak i¢in daha fazla dikkat
edilmesi aglarin giivenilirliginin arttirillmasinda etkili bir yaklasimdir (Havlin ve

diger., 2012).

Karmagik aglarda tepelerin oneminin belirlenmesi i¢in derece merkezligi, arada
bulunma merkezligi, yakinlik merkezligi, 6zdeger merkezligi gibi merkeziyet
Olctimleri (Bonacich ve Lloyd, 2001; Borgatti, 2005; Du, Gao, Hu, Mahadevan, ve
Deng, 2014; Freeman, 1977; Gao, Ma, Chen, Wang, ve Xing, 2014; Sabidussi, 1966)
ve kapsayan agaglara dayali yontemler (Chen, Hu, Hu, ve Chen, 2004) yaygin olarak
kullanilmaktadir. Karmasik aglarda 6nemli tepeleri belirleme problemi i¢cin mevcut
yontemlerin ¢ogu en Onemli tepe, bozulmasi ag performasinda en biiyiik diisiise
neden olan tepedir, degerlendirme kriterine dayanir. Ancak tepe atilmasinda en biiyiik
problem eger tiim tepe bozulmalart agin pargalanmasiyla sonuglaniyorsa tepe

Ooneminin bir anlami1 olmayacaktir (Liu, Wang, ve Liu, 2014).



Karmagik aglarda tepelerin Oneminin belirlenmesi problemini ¢ézmek igin
yigilmaya dayali tepe biiziilmesini temel alan gelismis bir yontem Onerilmistir (Tan,
Wu, ve Deng, 2006). Bu yontemde bir tepenin hem derecesi hem de agdaki konumu
degerlendirilir. Agdaki her bir tepeyi biizerek ve bu biizme isleminden sonra degisen
ag verimliligini gz Oniine alarak ve ag yigilmasina dayali olarak onemli tepeleri
belirleyen ve agdaki tiim tepeleri dnem derecelerine gore siralamak i¢in onerilen yeni
bir yontemdir. Agdaki en 6nemli tepe, biizlilmesi ag yigilmasinda en biiyiik artisa
neden olan tepedir. Tepe derecesini ve bu tepeden gegen en kisa yollarin sayisini ele
alan bu yontemde bir tepenin derecesi ne kadar biiyiikse ve bu tepe ne kadar 6nemli
bir konumda bulunuyorsa bu tepenin biiziilmesinden sonra yi1gilma o kadar biiyiiktiir
ve buna bagl olarak da o tepe daha dnemlidir. Ayrica bir tepenin biiziilmesi tepe ve
ayrit sayisini azaltir ve buna bagli olarak is yiikii azalir. Bu da bu yontemin 6nemli bir
avantajidir.  Her bir tepenin katkisinin dogrudan degerlendirildigi bu yontemde
aciklayict ornekler ve elde edilen sonuglar, sezgisel yargilarla tutarli olup yontemin
gecerliligini, uygulanabilirligini ve verimliligini dogrulamaktadir (Tan, Wu, ve Deng,

2006).

Bu calisgmanin ikinci boliimiinde diger boliimlerde kullanilacak olan genel tanim
ve teoremler verilmistir. Calismanin ticlincti boliimiinde bir ¢izgenin yi1gilma degeri
ve bir tepenin tepe Oonemi degeri tanimlanmistir. Ddrdiincli ve besinci bdliimde,
sirasiyla, ¢evre ve benzeri ¢izgelerin, yol ve benzeri ¢izgelerin yigilma degerleri
hesaplanmis ve sonrasinda biiziilme isleminden yararlanilarak ilgili c¢izgelerin
tepelerinin 6nem degerleri hesaplanmistir. Son olarak, altinci béliimde bir ¢izgenin

tepelerinin 6nem degerlerini bulan polinom zamanli bir algoritma 6nerilmistir.



BOLUM iKi
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde bu tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu tezde

bukle ve katli ayrit icermeyen basit yonsiiz ¢izgeler lizerinde ¢alisilmstir.

Tanim 2.1: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir GG ¢izgesinin her tepe ¢ifti arasinda en

az bir yol var ise, G ¢izgesine birlestirilmis ¢izge denir.

Tamm 2.2: (Chartrand ve Lesniak, 1996) G ¢izgesi V(G) tepeler kiimesi ve F(G)
ayritlar kiimesine sahip olan bir ¢izge olsun. V(H) C V(G) ve E(H) C E(G) olacak
sekilde V (H) tepeler kiimesi ve E(H) ayritlar kiimesine sahip olan H ¢izgesine G

cizgesinin alt ¢izgesi denir ve H C G ile gosterilir.

Tamim 2.3: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G = (V(G), E(G)) ¢izgesinde
S C V(G) bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere G[S] etkilenmis alt ¢izge S
tepeler kiimesini ve G ¢izgesinde S kiimesindeki tepe ciftleri arasinda bulunan

ayritlari igerir.

Tamim 2.4: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Agac, ¢evre igermeyen birlestirilmis bir
cizgedir.

Tanimm 2.5: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir GG c¢izgesinde herhangi bir v tepesi

herhangi bir ayrit ile bitisik degil ise bu tepeye izole tepe denir.

Tamim 2.6: (Chartrand ve Lesniak, 1996) G ¢izgesi V(G) tepeler kiimesine sahip
olan bir gizge, v € V(G) ve |V(G)| > 2 olmak lizere G \ {v} gizgesi V(G) \ {v}



tepeler kiimesine ve GG ¢izgesinin v tepesine bitisik olan ayritlar1 digindaki diger tim

ayritlara sahip olan bir alt ¢izgedir.

Tamm 2.7: (West, 2001) Bir G = (V(G), E(G)) ¢izgesinde v € V (G) olmak tizere v
tepesinin komsulugu veya agik komsulugu N (v) veya Ng(v) seklinde gosterilir ve
Ng(v) = {u € V(G)|uv € E(G)} seklinde tanimlanir. S C V(G) olmak iizere S
kiimesinin komsulugu veya agik komsulugu N (.5) veya Ng(S) seklinde gosterilir ve
Ng(S) = U,es N(v) seklinde tanimlanr.

Tanim 2.8: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinin herhangi bir v tepesine
bitisik olan ayritlarin sayisia v tepesinin derecesi denir ve deg(v) veya degq(v) ile

gosterilir.

Tamim 2.9: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir GG ¢izgesinin tiim tepelerinin dereceleri
icerisinden en biiyiik olan tepe derecesine GG ¢izgesinin en biiylik tepe derecesi denir

ve A(G) ile gosterilir.

Tanmm 2.10: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G c¢izgesinin tiim tepelerinin
dereceleri icerisinden en kiigiik olan tepe derecesine G ¢izgesinin en kiiciik tepe

derecesi denir ve 0(G) ile gosterilir.

Tanim 2.11: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinde tepe derecesi 1 olan

tepeye ug tepe denir.

Teorem 2.1: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G = (V(G), E(G)) ¢izgesinin tepe

derecelerinin toplami ayrit sayisinin iki katidir; dega(v) = 2|E(G)].
veV(Q)



Tamim 2.12: (Buckley ve Harary, 1990) Bir GG ¢izgesinde herhangi iki tepeyi

birbirine baglayan yollardan en az ayrita sahip olan yola en kisa yol denir.

Tamim 2.13: (Buckley ve Harary, 1990) Bir G = (V(G), E(G)) ¢izgesinde herhangi
iki tepe arasindaki en kisa yolda bulunan ayrit sayisina iki tepe arasindaki uzaklik
denir. w,v € V/(G) olmak iizere G ¢izgesinde u ve v tepeleri arasindaki uzaklik

d(u,v) veya dg(u, v) ile gosterilir.

Tamm 2.14: (Buckley ve Harary, 1990) G = (V(G), E(G)) birlestirilmis bir ¢izge
ve v € V(@) olmak iizere v tepesinin agiklik degeri e(v) veya eq(v) ile gosterilir ve

e(v) = mazx{d(u,v)|u € V(G)} olarak tanimlanir.

Tamm 2.15: (Buckley ve Harary, 1990) G = (V(G),E(G)) ¢izgesinin ¢apt

diam(Q) ile gosterilir ve diam(G) = maz{e(v)|v € V(G)} olarak tanimlanir.

Tammm 2.16: (Chartrand ve Lesniak, 1996) G = (V(G,),E(Gy)) ve
Gy = (V(G2), E(Gs)) ayrik tepe kiimelerine sahip iki ¢izge olsun. G ve G
cizgelerinin toplama islemi sonucunda elde edilen G = G; + Gy cizgesi
V(G) = V(Gy) U V(Gy) tepeler kiimesi ve
E(G) = E(Gy) U E(Gs) U {(u,v)|lu € V(Gy),v € V(Gq)} ayntlar kiimesine

sahiptir.

Tanim 2.17: (Buckley ve Harary, 1990) Birlestirilmis bir G ¢izgesini birlestirilmemis
bir ¢izge ya da sadece izole tepelerden olusan bir ¢izge haline getirmek i¢in ¢izgeden

atilmasi gereken en az tepe sayisina ¢izgenin tepe baglantililik sayis1 denir.



BOLUM UC
YIGILMAYA DAYALI TEPE ONEMI ANALIZi

Bu boéliimde, tepe biiziilme iglemi, bir ¢izgenin y1gilma degeri ve bir tepenin tepe

Oonemi degeri tanimlanmustir.

Tanim 3.1: (Tan, Wu, ve Deng, 2006) G ¢izgesinde v € V(G) tepesi i¢in v tepesinin
biiziilmesi v tepesine komsu olan |N(v)| tepeyi v tepesinde birlestirir; yani
|N(v)| + 1 tepe yeni bir v’ tepesi ile yer degistirir. v tepesi ve v tepesine komsu olan

tepeler yeni bir v’ tepesi olarak tanimlanur.

o Ul
® u2 ul
r—o——0—0 —_—
ug Uy v Us Uy us v oy
® U/5 U’6
e Us

Sekil 3.1 v tepesinin biiziilme iglemi

Tamm 3.2: (Tan, Wu, ve Deng, 2006) G n tepeli bir ¢izge ve L(G) G gizgesinin

ortalama yol uzunlugu olmak iizere G  ¢izgesinin  yiZilma  degeri

_ 1 _ 1 _ n—1
o(G) = nL(@ (M ) = Sivevio de olarak tanimlanr.
n(n—1)

n = 1 ise ¢izgenin y1gilma degeri ¢(G) = 1 olarak tanimlanir. Cizgenin y1gilma
degeri 0 < ¢(G) < 1 smr degerlerine sahiptir ve n = 1 i¢in ¢(G) = 1 en biyik

degerini alir.



Ornek 3.1: H ¢izgesinin y1g1lma degerinin hesaplanmas:

U1 V2

U3 V4 Us

Sekil 3.2 5 tepeli H ¢izgesi

H ¢izgesinin y1g1lma degerini hesaplamak icin bes durum séz konusudur:

Durum 1: v; € V(H) tepesinin agik komsulugu N(v;) = {vg,vs,vs4} kiimesidir
5

dolayisiyla v, tepesi vy tepesine 2 uzakhiktadir. " d,, =1+ 1+ 1+ 2 =5 olur.
=2

Durum 2: v, € V/(H) tepesinin agik komsulugu N(vy) = {vy,vs} kiimesidir
dolayisiyla Vg tepesi U3 ve Us tepelerine 2 uzakliktadir.

5
Y dyyy, =1+2+1+2=06o0lur
i=1,i#2

Durum 3: v3 € V/(H) tepesinin agtk komsulugu N(v3) = {vy,vs} kiimesidir
dolayisiyla U3 tepesi Vg ve Us tepelerine 2 uzakliktadir.
5

Y dyyw, =1+2+1+2=06o0lur
i=1,i#3

Durum 4: v, € V(H) tepesinin agik komsulugu N (vy) = {v1,ve, v3, v5} kiimesidir.
5

> dyw, =1+1+1+1=4olur
i=1,i#4



Durum 5: v5 € V(H) tepesinin agik komsulugu N (vs) = {v,4} kiimesidir dolayisiyla
4

vs tepesi vy, vg, v3 tepelerine 2 uzaklhiktadir. > d,.,, =2+2+ 2+ 1 =7 olur.
=1

Durum 1-4’ten, 5 tepeli H  ¢izgesinin ortalama yol uzunlugu

L(G) = it — 56464057 — T olur. O halde, H gizgesinin yigilma degeri
o(H) = m = ﬁ = 1 elde edilir.

Tamm 3.3: (Tan, Wu, ve Deng, 2006) G ¢izgesinde v € V(G) ve G'(v) v tepesinin
biizlilmesinden sonra elde edilen ¢izge olmak {izere v tepesinin tepe 6nemi degeri

IMCv)=1- w(“é—,G(?)})) olarak tanimlanir.

Ornek 3.2: H cizgesinin tepelerinin tepe 6nemi degerlerini hesaplamak igin bes

durum s6z konusudur:

Durum 1: v; € V(H) tepesi biiziiliirse geriye 2 tepeli P; yol ¢izge kalir. Dolayisiyla
H'(v1) ¢izgesinin yigilma degeri ¢(H'(v1)) = ¢(P2) = 3 olur. O halde v; tepesinin

. C o _ (H)  _ (H) _
tepe 6nemi degeri IMC(v;) =1 — m =1- ;f(&) =1-

= 2 elde edilir.

ol

Durum 2: vy € V(H) tepesi biiziiliirse geriye 3 tepeli P yol ¢izge kalir. Dolayisiyla
H'(vy) gizgesinin yigilma degeri p(H'(v2)) = ¢(P3) = 1 olur. O halde v, tepesinin

oH) _ 1 _eH) 1 _ 7 _3 .-
o(H'(v2)) 1 o(P3) 1 = ¢ elde edilir.

tepe onemi degeri /M C(vy) =1 —

>M>—t|\1\>a

Durum 3: vz € V(H) tepesi biiziiliirse geriye 3 tepeli P3 yol ¢izge kalir. Dolayistyla
H'(v3) ¢izgesinin yigilma degeri ¢(H'(v3)) = ¢(P3) = 1 olur. O halde v; tepesinin

N e . (H) (H) _
tepe onemi degeri /M C(v3) =1 — sa(ﬁ,,(vg)) =1- % =1-

= 3 elde edilir.
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Durum 4: vy, € V(H) tepesi biiziilirse geriye 1 tepe kalir. Dolayisiyla H'(vy)
¢izgesinin y18ilma degeri o(H'(v4)) = 1 olur. O halde v, tepesinin tepe 6nemi degeri

H 1 .
IMC(vg) =1— @(Z(,(vl)) =1— 1 = elde edilir.

Durum 5: v5; € V(H) tepesi biizillirse geriye 4 tepeli H \ {vs} alt ¢izgesi kalir.
Dolayisiyla H'(vs) ¢cizgesinin y1gilma degeri Ornek 3.1’den

H — o(H _ _WVEH\wsPl=1 3 — 3 olur. O
p(H'(vs)) = o(H \ {vs}) S e bev (H\(u5}) Gab v diy—2 S Gy olur
halde Us tepesinin tepe dnemi degeri

o eUD o _eUD 3 1 il;
IMC(vs) =1 S = LT songey = 4 é = 3 elde edilir.

G n tepeli bir gizge ve v € V(G) olmak tizere ¢izgenin yigilma degeri ve bir

tepenin 6nem degeri tanimlarindan /M C(v) = 1 — ("_NG(;”'L)()(GL)(G/(”))) elde edilir
(Wang, Wu, Yan, ve Guo, 2011). Buradan ¢izgedeki v tepesinin 6nem degerinin, v
tepesinin tepe derecesi ve konumu olmak iizere iki etkene bagli oldugu agiktir. Eger v
tepesinin derecesi bliylikse ve v tepesinin biiziilmesinden sonra geriye kalan tepelerin
sayis1 daha az ise, 0 zaman ¢izgenin y1gi1lma degeri daha biiyliktiir dolayisiyla v tepesi
daha onemlidir. Ayrica eger v tepesi ¢izgede onemli bir konumda bulunuyorsa, tepe
ciftleri arasindaki en kisa yollar v tepesinden gecer dolayisiyla v tepesinin
biiziilmesinden sonra ¢izgenin yigilma degeri daha biiylik olabilir. Eger v tepesi

cizgenin baglantililigina katkida bulunan Onemli bir tepe ise v tepesinin

biizlilmesinden sonra ¢izgenin y1g1lma degeri daha biiyiik olacaktir.

H g¢izgesi i¢in deg(vy) > deg(vi) > deg(va) = deg(vs) > deg(vs) ve
IMC(vy) > IMC(v1) > IMC(ve) = IMC(vs) > IMC(vs) olur. v, tepesi
biiziildiiglinde yi1gilma en fazladir; geriye sadece izole tepe kalir. vs tepesi ve diger
tepeler arasindaki en kisa yollar v, tepesinden geger. v, tepesi ¢izgenin baglantililik
degerini veren tepedir. Dolayisiyla vy tepesi H ¢izgesinin en énemli tepesidir. vy ve
v tepelerinin tepe dereceleri ve konumlari da dikkate alindiginda her iki tepe de ayn1
Oneme sahiptir. v; tepesi minimum tepe derecesine sahiptir ve biiziilmesinden sonra

yigilma en azdir. Konumu da dikkate alindiginda c¢izgedeki 6nemi en az olan tepedir.
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BOLUM DORT
CEVRE VE BENZERI CiZGELERDE ONEMLI TEPELERIN
BELIRLENMESI

Bu béliimde, ¢evre ¢izgenin ve ¢evre benzeri ¢izgelerden yelpaze ¢izge, k-piramit
cizge ve giines cizgenin yigilma degerleri hesaplanmig ve sonrasinda biiziilme

isleminden yararlanilarak ilgili ¢izgelerin tepelerinin 6nem degerleri hesaplanmistir.

4.1 Cevre Cizge

Yardimci Teorem 4.1: C, n tepeli ¢evre ¢izge olmak iizere, ¢cevre ¢izgenin yigilma

4 = Tapoe
Ty egern tek ise;

4(’;—51), eger n ¢ift ise.

degeri ¢(C,,) =

Ispat: v; € V(C,) (0 <i <n—1)igin,

5 y 2(1) +2(2) + ... +2(15)), eger n tek ise;
Vii 0<j<n-1) 2(1) +2(2) +...+2(5 = 1) + 1(5), eger niftise.
n2_1 - .
T, egerntekise; o
ve buradan > dyv; = , elde edilir.
Vj#i (0<j<n—1) o, eger n ¢ift ise.

Dolayistyla, n tepeli ¢cevre ¢izgenin ortalama yol uzunlugu

n+1 ~ k f A
i di; > eger n tek 1se;
L(C,) = =4V = — 4 olur.

n(n—1) 4(:il) , eger n ¢ift ise.

Buradan, ¢evre ¢izgenin y18ilma degeri
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) n(n4+1) , egern tek ise; )
o(Cy) = = olarak bulunur ve ispat tamamlanur.

nL(Chp n— o cpy
() 4(71—31) eger n ¢ift ise.

Teorem 4.1: G = (), n tepeli gevre ¢izge olmak lizere v € V((7) tepesinin tepe 6nemi

2(2n—1) 5 ise;
degeri TMC(v) n4(n+1§ ; 2 eger n tek ise;
Ay, eer n gift ise.

Ispat: v; € V(C,) (0 < i < n — 1) igin, v; tepesi biiziildiikten sonra C,, cevre ¢izge

n — 2 tepeli C),_5 cevre cizgeye yigilir. Yardimct Teorem 4.1°den n — 2 tepeli C,_o

gevre ¢izgenin yigilma degeri
(_2)4ﬁ, eger n tek ise;
o(Cl(v;)) = o(Ch_2) = 4" " olur. Dolayistyla, Yardimct
(7(;2?3 , eger n gift ise.
Teorem 4.1°den, v, € V(C,) tepesinin tepe Onemi degeri
() () 2(2"711), eger n tek ise;
IMC(v) =1 - 585 = 1= 2620 = | s atasa N
4 L _4’;;(“2?3)_8“4, eger n cift ise.

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Aciklama 4.1: Cevre ¢izgede bulunan bir tepenin 6nem degeri tepenin derecesi ve
tepenin ¢izgedeki konumu olmak iizere iki etkene baghdir. C), ¢evre ¢izgede bulunan
tiim tepeler ayni tepe derecesine sahiptir ve her v € V(C,,) i¢in tepe 6nemi degerleri
aynidir. Dolayisiyla, ¢evre ¢izgedeki her bir tepe ¢izgede dnemli bir konumda yer alir,

¢izgenin baglantililigina ayn1 6nemde katkis1 vardir ve etkin ag akisindan sorumludur.
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4.2 Yelpaze Cizge

C,, gevre ¢izgenin bir tepesinin diger tiim tepelere birer ayrit ile birlestirilmesiyle
olusan ¢izgeye yelpaze cizge denir ve F), ile gosterilit. n = 3 i¢in F3 = C5 oldugu
aciktir. Yelpaze ¢izge ayni zamanda F,, = P,_; + K; (n > 3) olacak sekilde n — 1
tepeli yol cizge ve 1 tepeli tam ¢izgenin toplami ile de tanimlanabilir (Gallian, 2012).
¢, Vg, ..., Un_o yelpaze ¢izgenin tepeleri olmak {izere vy ve v,,_o tepeleri tepe derecesi 2
olan tepelerdir ve F;, yelpaze ¢izgenin mindr tepeleri olarak adlandirilabilir. ¢ tepesi
F,, yelpaze ¢izgede diger tiim tepelere komsudur dolayisiyla F), yelpaze ¢izgenin
merkez tepesidir ve tepe derecesi n — 1’dir. F;, yelpaze ¢izgede c, vy, v, tepeleri
disindaki diger tiim tepeler tepe derecesi 3 olan tepelerdir ve ¢izgenin major tepeleri

olarak adlandirilabilir.

Vo U1 (% U3 V4 Us

Sekil 4.1 n = 7 igin yelpaze ¢izge F),

Yardimci Teorem 4.2: G ny tepeli ve e; ayritl, Gy no tepeli ve ey ayrith iki ayrik

cizge olmak lizere, G + Gy cizgesinin yigilma degeri
_ nit+nas—1
SO(Gl + G2) - 2(n%+n%+n1;27217n2761762) Olur'

Ispat: G, + G, gizgesinde herhangi iki tepe birbirine komsudur veya aralarmdaki
uzaklik 2’dir. Dolayisiyla, diam(Gy + G3) < 2 oldugu agiktir. G; + G ¢izgesinin
yigilma degerinin hesaplanmasi i¢in ¢izgenin tepelerine bagl olarak iki durum soz

konusudur:
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Durum 1: G; + G5 gizgesindeki u; € V(G7) (1 < i < ny) tepesi igin, u; tepesi
G1 + Go cizgesinde G, ¢izgesinin degg, (u;) tepesine ve Go ¢izgesinin tim
tepelerine; yani ny tepeye komsudur, G; + G ¢izgesinde (G, ¢izgesinin diger geriye

kalan n; — 1 — degg, (u;) tepesine 2 uzakliktadir. Dolayisiyla, > Ay
VweV (G1+G2)

(dege, (u;) + n2)(1) + (n1 — 1 — dege, (1)) (2) = 2ny + ne — degg, (u;) — 2 olur.

Durum 2: G, + G, gizgesindeki v; € V(Gs) (1 < j < ng) tepesi igin, v, tepesi
Gh1 + G cizgesinde G, ¢izgesinin degg,(v;) tepesine ve G, ¢izgesinin tim
tepelerine; yani n, tepeye komsudur, G; + G ¢izgesinde G5 ¢izgesinin diger geriye

kalan ny — 1 — degg, (v;) tepesine 2 uzakliktadir. Dolayisiyla, > dyjw
YweV (G1+G2)
(dega, (v;) +m1)(1) + (n2 — 1 — dega, (v4))(2) = ny + 2ne — dege, (v;) — 2 olur.

ni n2
Durum 1-2’den, > dey = (3 201 + no — degg, (wi) — 2) + (D na + 2ns —

m,er(GH—Gg) g=il j=1
ni n2
dega, (v;) —2) = ni1(2n1 +ne —2) = > degg, (wi) +n2(n1 4 2ns —2) — > dege, (v))
i=1 =1
olur. Teorem 2.1’den, 3 dyy = 2(n3 +n3 4+ ning — ny —ng — €1 — €3)

x7y6V(G1+G2)
Zi,jEV(G1+G2) dij

olur. G| + G+ ¢izgesinin ortalama yol uzunlugu, L(G; + G3) = ) s T) =

2(n%+n§+n1n2—n1 —ng—ei;—ea)

(n1+n2)(n1+n2_1) 01111'.

o halde Gh + Go ¢izgesinin y1gilma degeri

_ 1 _ ni+na—1
SO(Gl + Gz) T (ni+n2)L(G1+G2) T 2(ni4n34nine—ni—na—er1—e2

) elde edilir ve ispat

tamamlanir.

Sonug 4.2: F, n tepeli yelpaze gizgenin y131lma degeri ¢(F},) = 5= ) olur.

2(n2—3n+3

Ispat: F, yelpaze ¢izge F,, = P,_; + K; olarak da tanimlanabildiginden ve
[V(Poo1)| = n—1, |[E(P1)| = n—2, |V(Ky)| = 1, |[E(K;)| = 0 oldugundan,
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Yardimct Teorem 4.2’den n tepeli F,, yelpaze ¢izgenin yigilma degeri

_ (n—1)+1—1 B 1 - )
p(Fn) = S TP T ) (=2 =0) —  a2—ants clde edilir ve ispat

tamamlanir.

Teorem 4.2: G = F,, n tepeli yelpaze ¢izge olmak iizere v € V(G) tepesinin tepe

onemi degeri

2n2—Tn+7
2(n2—3n+3)’
2(n?—4n+2)
n3—6n2+12n—97

eger v = c ise;
eger v bir mindr tepe ise;

IMC(v) = 3(n2—5nt3) eger v = v; (I = 1,n = 3) mindr bir tepeye
komsu olan bir major tepe ise;

\ %, eger v = v, (2 < m < n — 4) bir major tepe ise.

(4.2)

Ispat: F, cizgesinin tepelerinin tepe onemi degerlerini hesaplamak icin ¢izgenin

tepelerine bagh olarak dort durum s6z konusudur:

Durum 1: ¢ € V(F,) merkez tepesi i¢in, F;, yelpaze ¢izge c tepesi biiziildiikten sonra

tek bir tepeden olusan ¢izgeye y1gilir ve p(F) (c)) = 1 olur. O halde, Sonug 4.2’den ¢

n—1

tepesinin tepe onemi degeri IMC/(c) = 1 — Jé‘ﬁc))) =1 20 o 22(22:;215)

olur.

Durum 2: v, € V(F,) (k = 0veya k = n — 2) mindr tepesi i¢in, n tepeli ), yelpaze
cizge vy, tepesi biiziildiikten sonra n — 2 tepeden olusan F,,_, yelpaze ¢izgeye yigilir.

Sonug 4.2’den, F! () ¢izgesinin yigilma degeri

n—2)—1 n— I o .
p(Fy(vr) = p(Frz) = 2((n_2()2_3)(n_2)+3) = 2(n2_7§’+13) ve vy, tepesinin tepe onemi
n—1

" _ o(Fn) 2(n2—3nt3) __ _ 2(n®—dn+2
degeri IMC(v;) =1 — % =1 253 n3£6n2+12n)_9 olur.
Piin—2 2(n2—7n+13)
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Durum 3: v, € V(F,,) (I = 1 veyal = n — 3) major tepesi i¢in, n tepeli F,, yelpaze

cizge v; tepesi bliziildiikten sonra n — 3 tepeden olusan F;, 3 yelpaze ¢izgeye y18ilir.

Sonug 4.2°den, F!(v) ¢cizgesinin yigilma degeri
O(F!(0)) = @(Fn_3) = 2((71_3()”2—_?;))(;1_3”3) — Q(HQSSHU ve v; tepesinin tepe dnemi
n—1
Sori 32 —3n43) 3(n2—5nt:
degeri IMC(v) =1 — % T v B (nf(ﬂt)(nf_;j}rg) olur.

2(n2 —9n+21)

Durum 4: F), yelpaze cizgede geriye kalan diger n — 5 major tepeden biri v,
(Vm # k,l) tepesi olsun. v, tepesi biiziildiikten sonra, n tepeli yelpaze ¢izge F,,

Ki+ (PUP,4) (i = 1,..,[%*]) ¢izgesine yigilir. Yardimer Teorem 4.2°den,

F)(vy,) ¢izgesinin yigilma degeri ¢(F)(vy,)) = oK1 + (P, U Pyyy)) =
14 (i+n—4—i)—1 _ n—4
ST ()P (=) 1= (=190 (—TTn—i=i=1)) — 2(n?—snt2z) Olur. Sonug
4.2’den, wv,, tepesinin tepe Onemi degeri IMC(v,,) = 1 — % =
n—1 nivm
B o(Fyp) _ 1 _ 2(n2-3n+3) __ _ 3n2—16n+10 1s
1 @(Kl“"(PiUPn—él—i)) - 1 m o (n_4)(n2_3n+3) elde edlllr.

Teoremin ispat1 tamamlanir.

Aciklama 4.2: Yelpaze ¢izgede ¢ merkez tepesi biiziildiikten sonra, ¢izge tek bir
tepeye olmak tizere daha ¢ok yigilir. v, v, (I = 1,n — 3;k = 0,n — 2;m # k1)
major tepeler, v, mindr tepe olmak iizere deg(c) > deg(v;) = deg(vy,,) > deg(vg)
oldugundan, ¢ merkez tepesinin derecesi en biiyliktiir dolayisiyla biiziilmeden sonra
tepe sayisi en az ve yigilma en fazla olur;
IMC(c) > IMC(v)) > IMC(v,) > IMC(v). Dolayisiyla, ¢ merkez tepesi
¢izgenin baglantililigina katkida bulunan en 6nemli tepedir. ¢ merkez tepesi ¢izgede
onemli bir konumda yer alir ve ¢izgedeki tepe ciftleri arasindaki en kisa yollarin ¢cogu
c tepesinden gecer. F,, yelpaze ¢izgede, eger vp mindr tepesi veya v; major tepesi
biiziiliirse ¢izgede hemen hemen bir degisiklik olmaz ancak deg(v;) > deg(v)
olmakla birlikte /M C(v;) > IMC(vy) olur. Mindr tepeler yelpaze gizgede en kiigiik
tepe derecesine sahip olan tepelerdir, biiziilme isleminden sonra geriye kalan tepe

sayist en fazladir ve ¢izgenin yigilmasi en azdir; yani ¢izgede hemen hemen bir
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degisiklik olmaz. F,, yelpaze c¢izgede bir tepenin tepe Onemi degeri o tepenin
konumuna da baglidir. Major tepelerin tepe dereceleri birbirine esittir. Ayni zamanda
hem v; hem de v,, major tepeleri biiziildiikkten sonra geriye kalan tepe sayilar1 da
aymidir. Ancak IMC'(v;) > IMC(v,,) olur dolayisiyla F), yelpaze ¢izgede v; major

tepesi v,,, major tepesinden daha 6nemli bir konumda bulunmaktadir.
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4.3 k-Piramit Cizge

C, n tepeli ¢evre ¢izge, N, k izole tepeden olusan bir ¢izge olmak tizere C,, + N
toplama iglemi sonucu k-piramit ¢izge elde edilir ve kP (n) ile gosterilir. £ = 2 i¢in
C, + Nj toplama islemi sonucu ikipiramit ¢izge elde edilir ve BP(n) ile gosterilir.
k = 1 i¢in C, + Ny toplama islemi sonucu W,, tekerlek ¢izge elde edilir (Gallian,
2012). wvy,...,v, C, cevre gizgeye ait tepeler ve wy, ..., wy N} ¢izgesine ait tepeler

olmak iizere deg(v;) = k+2 (1 <i <n)vedeg(w;) =n (1 < j <k)olur.

(%1 (%

(7 V3

w3
Sekil 4.2 n =4 ve k = 3 igin 7 tepeli k-piramit ¢izge kP (n)

Sonu¢ 4.3.1: kP(n) n + k tepeli k-piramit ¢izge olmak iizere, k-piramit ¢izgenin

n+k—1
n2+k24nk—2n—k

yigilma degeri ¢ (kP (n)) = X 5 olur.

Ispat: kP (n) k-piramit ¢izge C,, + Nj, toplama islemi ile tanimlandigindan, Yardimci
Teorem 4.2°den |V (C,,)| = |E(Cy)| = nve |[V(Ng)| = k, |E(Ny)| = 0 olmak tizere

kP(n) cizgesinin y1gilma degeri
gp(kP(n)) = 2(n2+k2f7;k_;bl_k_n_0) = 2(n2+k7’§f;;1_2n_k) elde edilir.

Sonug¢ 4.3.2: K, n tepeli yi1ldiz ¢izge olmak iizere, yildiz ¢izgenin yi18ilma degeri

@(K17n71> = ﬁ olur.
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Ispat: N, k izole tepeden olusan gizge olmak iizere K 1n—1 ylldiz ¢izge N; + N,y
toplama islemi ile tanimlanabildiginden, Yardimci Teorem 4.2°den |V(Ny)| = 1,

|[E(Ny)| = 0ve |[V(N,-1)] = n—1, |[E(N,-1)] = 0 olmak tizere K, yildiz

¢izgenin yi18ilma degeri p(K;,—1) = 2(12+(n_1)2+1J7?__11):11_(n_1)_0_0) = 2(77,1—1) elde

edilir.

Teorem 4.3.1: G = kP(n) (n > 4,k > 1) n + k tepeli k-piramit ¢izge olmak iizere

v € V(G) tepesinin tepe dnemi degeri

3n2+nk?+3nk—3k%—14n—10k+13
IMC(U) _ (n—3)(n?2+k2+nk—2n—k) )
n(n—1)+k—1
n2+k24+nk—2n—k’

egerv =uv; (1 <1< n)ise;

egerv =w; (1 <j <k)ise.
(4.3.1)

Ispat: kP(n) gizgesinin tepelerinin tepe dnemi degerlerini hesaplamak igin cizgenin

tepelerine bagl olarak iki durum s6z konusudur:

Durum 1: v; (1 < i < n) tepesi kP(n) ¢izgesinde C,, ¢evre ¢gizgeye ait olan bir tepe

olmak tizere, v; tepesi biiziildikkten sonra kP(n) ¢izgesi n — 2 tepeli F,_» yelpaze

cizgeye yigilir. Sonu¢ 4.2’den, kP(n)'(v;) ¢izgesinin yigilma degeri
P(kP(n)(v:)) = @(Fus) = srsiramars — srram olur. Sonug 4.3.1°den,
on tepesinjfk :[?pe onemi degeri IMC(v;)) = 1 — % =1- % =
|- T s

Durum 2: w; (1 < j < k) tepesi kP(n) ¢izgesinde N, ¢izgesine ait olan bir tepe
olmak iizere, w; tepesi biiziildiikten sonra kP(n) gizgesi k tepeli Kj;_; yildiz
cizgeye yigilr. Sonu¢ 4.3.2°den, kP(n)(w;) ¢izgesinin yigilma degeri
o(kP(n)(w;)) = (K1 j-1) = m olur. Sonug 4.3.1°den, w, tepesinin tepe 6nemi

degeri
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o(kP()) o(kP())
IMC(w:)=1-— =1 - —-— -z 432
(W) = 1= Py (w)) ~ ' pKi) (432)
n+k—1
N1 27 k*nk—2n—k) _ nn—1)+k—1
TMC(wy) =1 e e (4.3.3)

olur.

Teoremin ispat1 tamamlanir.

Ac¢iklama 4.3.1: k-piramit c¢izgede bir tepenin tepe derecesi ne kadar biiyiikse ve
konumu ne kadar 6nemliyse, y18ilma o kadar biiyiik olur. Dolayisiyla, n > &k + 2 i¢in
deg(w;) > deg(v;) ve IMC(w;) > IMC(v;) olur, w; (1 < j < k) tepesi daha
onemli bir tepedir. n < k + 2 i¢in deg(w;) < deg(v;) ve IMC(v;) > IMC(w;) olur,

v; (1 <i < n) tepesi daha 6nemli bir tepedir.
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4.4 Giines Cizge

Giines ¢izge S, vo, V1, ..., Up—1 tepelerine sahip n (n > 3) tepeli tam ¢izge K, ve
w; tepesi v;, v (1 = 0,1,...,n — 1;(i + 1)mod(n)) tepelerine birer ayrt ile
birlestirilmis olmak tizere n adet wy, wy, ..., w,_; tepelerinden olusur. Giines ¢izge 2n
tepeli ve @ ayrith bir ¢izgedir. 5,, glines ¢izge tepe derecesi n + 1 ve 2 olmak
tizere iki tiir tepe igerir. Tepe derecesi 2 olan tepeler mindr tepe, tepe derecesi n + 1

olan tepeler major tepe olarak adlandirilabilir.

Wo

Vo U1

W3 w1

U3 V2

W2
Sekil 4.3 n = 4 i¢in 8 tepeli giines ¢izge .S,

Yardimel Teorem 4.4: S,, 2n tepeli giines ¢izge olmak lizere, giines ¢izgenin y1gilma

degeri (S,) = m olur.

Ispat: S, giines cizgenin y1g1lma degerini hesaplamak icin ¢izgenin tepelerine baglh

olarak iki durum s6z konusudur:

Durum 1: v; € V(5,) (0 < ¢ < n — 1) major tepesi igin, v; tepesi agik komsulugu
N(v;) = {wj, w1} U{v;|0 < j < n—1,7 # i} ((i — 1)mod(n)) kiimesinde

bulunan n + 1 tepeye komsudur ve dolayisiyla {wi|0 < k < n — 1,k # i,i — 1}
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kiimesinde bulunan geriye kalan diger n — 2 mindr tepeye 2 uzakliktadir. O halde,

2 vuev (S wizn ow = (0 +1)(1) + (0 = 2)(2) = 3n — 3 olur.

Durum 2: w; € V(5,,) (0 < i < n — 1) mindr tepesi i¢in, w; tepesi agik komsulugu
N(w;) = {vi,vit1} ((@ + 1)mod(n)) kiimesinde bulunan 2 major tepeye komsudur,
{wig1, w1} U{v;]0 < j <n—1,j#1i,i+ 1} kimesindeki n tepeye 2 uzakliktadur,
geriye kalan diger n — 3 mindr tepeye 3 uzakliktadir. Dolayisiyla,

D eV (s anstu Qww = (2)(1) + (n)(2) + (n — 3)(3) = 5n — 7 olur.

Durum 1-2’den, giines ¢izgenin ortalama yol uzunlugu
L(S,) = z{é;ﬁ‘(gzﬁ?“ r "(37(12771?’))(;:&517;77) = 722 olur. O halde, giines ¢izgenin

yigilma degeri ¢(S,,) = el i(sn)) = 2712(27:5) elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.4: G = S,, (n > 3) 2n tepeli giines ¢izge olmak tizere v € V(G) tepesinin
2(n%-1)
n(4n—>5)°

8n%—16n+9
n(4n—5)(2n—3)’

- ‘ egerv=1; (0<i<mn-—1)ise;
tepe 6nemi degeri IMC'(v) =
egerv=w; (0<i<n-—1)ise.

Ispat: S, ¢izgesinin tepelerinin tepe onemi degerlerini hesaplamak icin ¢izgenin

tepelerine bagli olarak iki durum s6z konusudur:

Durum 1: v; € V(S5,) (0 <1i < n — 1) major tepesi i¢in, v; tepesi biiziildiikten sonra

¢izge n — 1 tepeli K7 ,_o yildiz gizgeye yigilir. Sonug 4.3.2°den, S, (v;) ¢izgesinin

yigilma degeri ¢ (S, (v;)) = @(Kip—2) = 2(n—11—1) = 2(n1_2) olur. Yardimci Teorem
4.4’ten, V4 tepesinin tepe onemi degeri
2n—1
N eSn) g _e(Se)  _q _ EGn=y) _ 2(n?-1) T
IMC(v;) =1 o =l sy =1 1= ) elde edilir.

Durum 2: w; € V(S,) (0 < ¢ < n — 1) mindr tepesi i¢in, w; tepesi biiziildiikten

sonra ¢izge n — 1 tepeli S,,_; giines ¢izgeye yigilir. Yardimer Teorem 4.4’ten, S/, (w;)
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¢izgesinin yigilma degeri ¢(S), (w;)) = @(Sp-1) = 2n—1)-1 = 2n—3

2(n—1)(4(n—1)—5) 2(n—1)(4n—9)

olur. Yardimc1  Teorem 4.4’ten, w; tepesinin tepe Onemi degeri
2n—1

N1 o(Sn) 1 o(Sn) _ 1 _ _Fman-5  _ _8n2—16n+9 ot

IMC(w) =1-Zgay =1 - om0 =1~ .2 = wn-siea-g ode edilir

Teoremin ispat1 tamamlanir.

Aciklama 4.4: Giines cizgede eger bir major tepe biiziiliirse, o zaman ¢izge yildiz
cizgeye yigilir, ancak eger bir minor tepe biiziiliirse, o zaman ¢izgede hemen hemen
bir degisiklik olmaz. v; major tepe w; mindr tepe olmak iizere deg(v;) > deg(w;) ve
IMC(v;) > IMC(w;) (0 < i < n — 1) olur. Major tepe en biiyilk tepe derecesine
sahiptir, major tepenin biiziilmesinden sonra geriye kalan tepe sayisi en azdir ve ¢izge
yigilmasi en biiyliktiir. Dolayisiyla major tepeler giines ¢izgede etkin ag akisinda odak

konumda bulunan en énemli tepelerdir.

23



BOLUM BES
YOL VE BENZERI CiZGELERDE ONEMLI TEPELERIN BELIRLENMESI

Bu boliimde, yol ¢izgenin ve yol benzeri ¢izgelerden kuyruklu yildiz ¢izge, cift
kuyruklu y1ldiz ¢izge ve lolipop ¢izgenin y18ilma degerleri hesaplanmis ve sonrasinda
biliziilme isleminden yararlanilarak ilgili ¢izgelerin tepelerinin 6nem degerleri

hesaplanmagtir.

5.1 Yol Cizge

Yardimci Teorem 5.1: P, n (n > 1) tepeli yol ¢izge olmak iizere, yol ¢izgenin

yigilma degeri ¢(P,) = ﬁ olur.

. n—1 7 n—1—j
Ispat: P, yol ¢izgenin tepeleri igin, > dyy = i+ i) =
Yu,weV (Pr),u#v j=0 i=1 i=1
n—1 n—1
j(741 n—1—j)(n—j n(n?—n . . .
2)(](];‘) + ( ;)( J)) _ ( . ) + 2)02 + = ny) _
j= j=
n(n?—n ol . =l . n(n?—n n(n—1)(2n—1 n(n—1 n(n?—1
(2)+;)]2+ZOJ(1_TZ):(2)+( )6( )+(1—n)(2):(3)
j= J=
olur. Buradan, n tepeli yol c¢izgenin ortalama yol uzunlugu
- g n(n?-1)
L(P,) = Z"’jf(;(_’;f)) %o T = 2t olur. O halde, yol ¢izgenin yigilma degeri

o(Pa) = wpipy = (,} = o) €lde edilir ve ispat tamamlanr.
n n 3 nn

Teorem 5.1: G = P, n (n > 3) tepeli yol ¢izge olmak tizere v € V(G) tepesinin tepe
2

onemi degeri IMC(v) = ;L(?’_l)
n(n+1) ’

eger v bir ug tepe ise;

aksi durumda.

Ispat: P, ¢izgesinin tepelerinin tepe onemi degerlerini hesaplamak icin ¢izgenin

tepelerine bagl olarak iki durum s6z konusudur:
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Durum 1: v € V(P,) ug tepesi i¢in, u tepesi biiziildiikkten sonra ¢izge n — 1 tepeli

P, yol gizgeye yigilir. Yardimci Teorem 5.1°den P/ (u) ¢izgesinin yigilma degeri

o(Pl(u)) = p(Pyq1) = (nfl)(iflﬂ) = n(n371) olur. O halde, Yardimc1 Teorem
3
5.1’den, u tepesinin tepe onemi degeri /M C(u) = 1 — % =12t = 2o

n(n—1)

elde edilir.

Durum 2: Ug tepeden farkli v € V(P,) tepesi igin, v tepesi biiziildikten sonra ¢izge

n — 2 tepeli P, 5 yol ¢izgeye yigilir. Yardimci Teorem 5.1°den P/ (v) gizgesinin

yigilma degeri (P (v)) = @(P,_2) = (n72)(i72+1) = (n72)3(n71) olur. O halde,

Yardimet1 Teorem 5.1’den, v tepesinin tepe onemi degeri
3
— _ SD(PTL) _ A n(n+1) o 2(2n—1) ey
IMCw) =1 Sy =1 = D elde edilir.

Teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Aciklama 5.1: Yol cizgenin bir tepesi biiziiliirse, ¢izgede neredeyse hi¢ degisiklik
olmaz, ¢izge yine yol ¢izgeye yigilir. u € V(P,) tepe derecesi 1 olan bir ug tepe ve
v € V(P,) (n > 3) tepe derecesi 2 olan bir tepe olmak ilizere deg(v) > deg(u),
IMC(v) > IMC(u) olur. v tepesi en biiyiik tepe derecesine sahiptir, v tepesi
biizlildiikten sonra geriye kalan tepelerin say1s1 en azdir ve dolayisiyla ¢izge y1gilmasi
en biuytktir. O halde, v tepesi ¢izgenin baglantililifina katki saglayan en etkin

tepedir.

25



5.2 Kuyruklu Yildiz Cizge

Kuyruklu yildiz ¢izge, K s yildiz ¢izgenin merkez tepesini ¢ tepeli F; yol ¢izgenin
bir ug tepesi olarak belirlenmesi ile elde edilen bir agactir ve Cs; (s,t € Z7) ile
gosterilir. Dolayisiyla C; = K, ve C1; = P,y olur (Hattingh ve Ungerer, 1998).
K, s yildiz ¢izgenin merkez tepesi; yani F; yol ¢izgenin bir ug tepesi c tepesi olsun. v,
bir ug tepe olmak tizere P, yol ¢izgenin tepeleri vy, vg, ..., v;_1, c ve u; (1 < i < s) bir

ug tepe olmak tizere K ; yildiz ¢izgenin tepeleri ¢, uq, ua, ..., us olsun.

U

U2

us

o

(% (% (% (% (%
1 2 3 4 5 Uy

Us

Sekil 5.1 s = 5 ve t = 6 igin 11 tepeli kuyruklu y1ldiz ¢izge C ¢

Yardimci Teorem 5.2: C; s + t tepeli kuyruklu yildiz ¢izge olmak iizere, kuyruklu

3(s+t—1)
t(t+1)(t+35—1)+6s(s—1

yildiz ¢izgenin y18ilma degeri ¢(Cs ;) = 7 olur.

Ispat: C,; kuyruklu yildiz gizgenin yiilma degerini hesaplamak igin ¢izgenin

tepelerine bagli olarak dort durum s6z konusudur:

Durum 1: C;; ¢izgesinde P, yol ¢izgeye ait olan vy, ..., v;_1, c tepeleri igin Yardimci

Teorem 5.1°den, > Ay = t(tQT_l) olur.
Yu,weV (Py),u#w
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Durum 2: C;; ¢izgesinde F; yol ¢izgeye ait olan vy, ..., v;_1, ¢ tepeleri ve K ; yildiz

S
cizgeye ait olan wuy, ..., us tepeleri igin > ow, = >0 Yodow, =
VeV (P) Vu; eV (K1 ) VeV (Py) i=1

st) +s(t —1) 4 ..+ 5(1) = s(1 + ... + t) = s("2) olur,

Durum 3: C, cizgesinde K, , yildiz ¢izgeye ait olan uy, ..., u, tepeleri ve P, yol

cizgeye ait olan wvy,...,v;_1,c tepeleri i¢in Durum 2’ye benzer olarak

)Y iz =3 % du = (t+ (= 1)+ .+ (1)(s) = L(s)
wi €V (K1,s),V2eV (F) i=1VzeV(P;)
olur.

Durum 4: C,; cizgesinde K, yidiz cizgeye ait olan wu,,...,u, tepeleri icin

S duy =2 Y du, = s((2)(s — 1)) olur.

Vug,ui €V (K1,s)ui#u; =1 j=1,j#i

Durum 1-4’ten, Cs; s + t tepeli kuyruklu yildiz ¢izgenin ortalama yol uzunlugu

2ijev(Cyy) i U221 | o(o(HEED Y) 4 o(2(s—1)) #(£2—1)+3st(t+1)+65(s—1)
L(Csy) = (s—]l—t)(s—f—tt—l) = i) ~ 3(s+0) (54t —1) olur.
0] halde, kuyruklu yildiz ¢izgenin yigilma degeri
_ 1 _ 1 _ 3(s+t—1) 1
P(Cst) = i = (5) (DB D465 (1) ) t(t+1)(t—f+3s)+68(s—1) elde edilir

3(s+t)(s+t—1)
ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.2: G = Cy; (s > 2,t > 3) s+t tepeli kuyruklu ¢izge olmak iizere v € V(G)
tepesinin tepe dnemi degeri

[ 2¢(352—65+3st—3t+124+2)—65(s—1)

(t(t+1)(t+3s—1)+6s(s—1))(s+t—2)’
12st(s+t—3)+2t(2t—5) (t—2)—6(3s—1)(s—1)
]MC(U) _ (s+t—3)(t(t+1)(t+3s—1)+6s(s—1)) ’
2(t(s(t+2)+t—1)+3s(s—1))
t(t+1)(t+35—1)+65(s—1) °
2t(t>+65—7)+6(s—1)(s—2)
\ (s+t—2)(t(t+1)(t+3s—1)+6s(s—1))’

eger v = vy ise;

egerv=v; (2<i<t—1)ise;

eger v = c ise;

egerv =u; (1 <j <s)ise.
(5.2)

Ispat: C,; cizgesinin tepelerinin tepe dnemi degerlerini hesaplamak igin ¢izgenin

tepelerine bagli olarak dort durum s6z konusudur:
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Durum 1: C, cizgesinde P, yol ¢izgenin bir ug tepesi olan v; tepesi igin, v; tepesi

biiziildiikten sonra ¢izge s + t — 1 tepeli C,;—; kuyruklu yildiz ¢izgeye yigilir.

Yardimci Teorem 5.2’den, Csi'(v1) ¢izgesinin yigilma degeri
/ _ _ 3(s+t—1—-1) _ 3(s+t—2)
P(Cst' (01)) = 9(Csp1) = DT D)~ T3 F6:G=1) = W=D (it35—2)+65(=T) °lur-
O halde Yardimci Teorem 5.2’den w; tepesinin tepe Onemi degeri
3(s+t—1)
— ¢(Cs,t) _ p(Cst) (FD) (+35—1)+65(s—1)
IMC(v) = 1= ga vy = - goy = V- sy —

( 5 5 ) ( ) t(t—1)(t+3s—2)+6s(s—1)
2t(35°—65+3st—3t+t°+2)—6s(s—1 :1:
(185D 165 1))(s i) clde edilir.

Durum 2: C; ¢izgesinde P; yol ¢izgenin ug tepeden farkli olan v; (2 < i <t — 1)
tepesi i¢in, v; tepesi biiziildiikten sonra ¢izge s + ¢ — 2 tepeli C;_» kuyruklu yildiz

cizgeye yigilir.  Yardimer Teorem 5.2°den, Cj,'(v;) ¢izgesinin yigilma degeri

o(Csi'(1:)) = @(Cs—2) = (t_z)(t—2+?§?:rj;f?;1—)1)+6s(s—1) - (t—1)(t—2;3((ti),ts:3:2)+65(s—1)

olur. O halde Yardimci Teorem 5.2°den v; tepesinin tepe 6nemi degeri IMC(v;) =

1 — ©(Cst)  _ 1 z<t+1>(t?3r<§:ff>ﬂes(s_1> _ 12st(s+t—3)+2¢(2t—5)(¢t—2)—6(3s—1)(s—1) elde
@(Cs,t—2) (tfl)(t—2)3((t5:3ts_733)>+63(s71) (s+t—3)(t(t+1)(t+3s—1)+6s(s—1))

edilir.

Durum 3: ¢ € V(C,) tepesi igin, ¢ tepesi biiziildiikten sonra ¢izge ¢t — 1 tepeli P;_4

yol cizgeye yigilir. Yardimer Teorem 5.1°den, Cs,'(c) ¢izgesinin yigilma degeri

©(Csi' () = o(Pmq) = (tfl)(§71+1) = t(t?il) olur. O halde Yardimci Teorem 5.2°den
.. . . - . . _ W(Cs,t) _ _ SD(CSJ) —
¢ tepesinin tepe Onemi degeri IMC(c) = 1 W) = 1 A =

3(s+t—1)
@D r3s—Dt6ss—1) __ 2((s(t+2)+t—1)+3s(s—1)) s
1 3 T t(t+1)(t+3s—1)+6s(s—1) elde edilir.

t(t—1)

Durum 4: C,; cizgesinde K , yildiz ¢izgenin bir ug tepesi olan u; (1 < j < s)
tepesi i¢in, u; tepesi biiziildiikten sonra ¢izge s + ¢ — 1 tepeli Cs_;; kuyruklu yildiz
¢izgeye yigilir.  Yardimer Teorem 5.2°den, Cy;'(u;) cizgesinin yigilma degeri

/ _ _ 3(s—1+t—1) _ 3(s+t—2)
P(Cst' (1)) = o(Comre) = D) (3(—1)—1)+6(s—1)(s—1-1) _ t(t+1)(t+35—4)+6(s—1)(s—2)

olur. Teorem  5.2°den  w;  tepesinin  tepe  Onemi  degeri
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3(s+t—1)

_ Cst) __ T (i+3s—1)+65(s—1) __ 2t(t2465—7)+6(s—1)(s—2)
IMC(u;) =1-— 2Cot) 1 — =
J 3(s1i-2
©(Cs—1,t) t(t+1)(t+33(—4)+6()s—1)(5—2) (s+t—2)(t(t+1)(t+35s—1)+6s(s—1))
elde edilir.

Teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Aciklama 5.2: Kuyruklu yildiz ¢izgede bir tepenin 6nemi tepe derecesi ve tepenin
konumu olmak iizere iki etkene baghdir. deg(c) > deg(v;) > deg(vi) = deg(u;)
olmakla birlikte IMC(c) > IMC(v;) > IMC(v1) > IMC(u;) olur. c tepesi en
biiylik tepe derecesine sahiptir, ¢ tepesi biiziildiikten sonra geriye kalan tepelerin
sayis1 en azdir ve dolayisiyla ¢izge yigilmasi en biiyiiktiir. ¢ tepesi ¢izgenin
baglantililigina katkida bulunan en etkin tepedir. c tepesi ¢izgede 6nemli bir konumda
yer alir ve tepe ciftleri arasindaki en kisa yollarin ¢ogu c tepesinden geger. C;
cizgesinde v; tepesi veya v; tepesi veya u; tepesi biiziiliirse ¢izgede neredeyse bir
degisiklik olmaz.  Ancak deg(v;) > deg(vi) = deg(u;) oldugundan
IMC(v;)) > IMC(v1) ve IMC(v;) > IMC(u;) olur. Bu da bir tepenin tepe
derecesi ne kadar biiyiikse ve kuyruklu yildiz ¢izgede ne kadar 6nemli bir konumda
bulunuyorsa, ¢izge yigilmasi o kadar biiylik olur demektir. Dolayisiyla v; tepesi ag
akisinda oldukca 6nemli bir tepedir. C,; ¢izgesinde bir tepenin etkinligi o tepenin
konumuna bagli oldugundan, deg(v;) = deg(u;) olmasina ragmen
IMC(v1) > IMC(u;) olur. Buda C, ¢izgesinde v; tepesinin u; tepesinden daha

onemli bir konumda oldugu anlamina gelir.
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5.3 Cift Kuyruklu Yildiz Cizge

n — a — b tepeli bir yol ¢izgenin bir ug tepesine a adet ve diger ug tepesine b adet
ug tepe eklenerek olusturulan agaca ¢ift kuyruklu yildiz ¢izge denir ve DC(n, a,b)
(a,b > 1,n > a+ b+ 2) ile gosterilir. DC(n,a,b) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izgenin n
tepesi ve a + b adet ug tepesi vardir (Cygan, Pilipczuk, ve Skrekovski, 2011).
ULy eeey Ugy ULy weey Upy W1, Wy vy Wy—aq—p  DC(n,a,b) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izgenin
tepeleri olmak tizere n — a — b tepeli P,,_,_; yol ¢izgenin tepeleri wy, wa, ..., Wy _q_p,
P,_._p cizgesinin ug tepesi w; tepesine komsu olan ug tepeler vy, ...,v, ve P, 4

cizgesinin diger ug tepesi w,,_,_;, tepesine komsu olan ug tepeler uq, ..., u, olsun.

Uy U1
V2
° ° ° °
U2 Ws Wy w3 %) w1
U3
us Uy

Sekil 5.2 n = 12,a = 3,b = 4 i¢in ¢ift kuyruklu yildiz ¢izge DC(n, a, b)

Yardimei Teorem 5.3: DC(n,a,b) (a,b > 1,n > a+ b+ 2) n tepeli ¢ift kuyruklu
yildiz ¢izge olmak iizere, ¢ift kuyruklu yildiz ¢izgenin yigilma degeri

_ 3(n—1)
QO(DC(TL, a, b))  (n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1)) olur.

Ispat: DC(n,a,b) cift kuyruklu yildiz ¢izgenin yigilma degerini hesaplamak igin

cizgenin tepelerine bagli olarak dort durum s6z konusudur:

Durum 1: W1, Wy ey Wiy by Uty Uy -y Upy tepeleri igin
S = {wi,wa, ..., Wn_q_p, U1, Us, ..., up} Olsun. O zaman Cj,_,p n — a tepeli

kuyruklu yildiz ¢izge olmak tizere DC(n, a,b)[S] = Cp—q—p olur. Yardimer Teorem
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5.2’nin Durum 1-4’ten,

S iev @y i = O (g — b)(n—a — b+ 1)+ 2b(b — 1)

olur.

Durum 2: DC(n,a,b) ¢izgesinde P, , ; ¢izgesinin w; ug tepesine komsu olan

V1, Vg, ..., Ug ug tepeleri i¢in
a

; ZV:ceV(C’byn,a,b) dviﬂc = Z(dviwl + dvin +ot dviwn—a—b + dviul + dvmz +.+

i=1

Qo) = (1424 o+ (n—a—b) +b(n —a—b+1)) =y (Lretlzebrl)
i=1 =1
b(n —a—b+ 1)) _ a((nfafb)(nfa7b+1)+2b(nfa7b+1)) _ a(nfa7b+21)(nfa+b

5 ) olur.

Durum 3: DC(n,a,b) ¢izgesinde wy,ws, ..., Wy_q_p, U7, Uz, ..., up tepeleri igin,
Durum 2’ye benzer olarak,
S eV Conn) ; o, = (duror + durey + oo+ dune) + (dugoy + gy + oor -+
Qugvg) + oo+ (dwy o yor + Qg yoe + oo + Ay yva) + (dugey + dugoy + o +
uive) T (dugoy + dugoy + oo + dugwy) + oo + (duyor + dugo, + - + duyws)

(@)(1)+ (a)2)+ ...+ (a)(n—a—=b)+ (a)(n—a—b+1)+ (a)(n—a—b+ 1)+
ot (@n—-—a-b4+1)=(@1+24+..+n—a—->b)+bn—a—->b+1)) =

(a)((nfafb)(;zfafbﬂ) +bn—a—-b+1)) = “(”’“’bgl)(”*a*b) olur.

Durum 4: DC(n,a,b) ¢izgesinde P,_,; ¢izgesinin w; ug tepesine komsu olan
V1, Vg, ..., Ug UG tepeleriigin Y Y dy., = a((a —1)(2)) = 2a(a — 1) olur.

i=1j=1j#i

Durum 1-4’ten, n tepeli DC(n,a,b) cift kuyruklu yildiz ¢izgenin ortalama yol

o di;
wznlugs  L(DC(n,a,b)) - T -
<"*“*b><<’;*“*”)2*1>+b(n—a—b)(n—a—b+1)+2b(b_1)+2(W)+2a(a4) _
n(n—1) -
(n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1))

3n(n—1) olur. O halde ¢ift kuyruklu

yildiz ¢izgenin yigilma degeri »(DC(n,a,b)) = m =

1
(n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1)) ) -

’I’L( 3n(n—1
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3(n—1)
(n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1

) elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.3: G = DC(n,a,b) (a,b > 2,n —a—b > 4) n tepeli ¢ift kuyruklu yildiz
gizge ve by = mn — a — b, ks = a — 1, ks = b — 1,
ky = (k1 + 1)(ki(n —a +2b — 1) 4+ 3a(n — a + b)) + 6(bks + aks) olmak iizere
v € V(G) tepesinin tepe 6nemi degeri /M C(v) =

(=k1—1)(k1(n—a+2b—1)—3(n—a+b)(n—a—1))
ka(n=2) , egerv =1; (1 <i<a)ise;
6(bks—ka(2n—a—2))
ka(n—2)
(k1+1)(k1(2n+a—2b—2)+3a(a—b+n—2))_I_
k4(’n—2) - . ) . s .
6(bks(—b-+2n—2)—ak) ’ eferv =u; (1< j < b)ise;
ka(n—2)
(nfaf2)(k1+1)(k1(nfa+2b71)+3a(nfa+b))+
ka(n—a—2)
6(ak2(n—a—2)—bks(a+1)) 3 — feor
) 2 k4(n_a_2)3 = , eger v = w 1S€;
ki(n—1)(k1—1)(n—a+2k3)
ka(n—a—2)
(n=b—2)((k1+1) (k1 (n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6bks)
ka(n—b-2) . €8erv = wy,_q_y ise;
k1(n—1)(k1—1)(n+2a—b—2)—6aka (b+1)
ka(n—b—2)
(n=3)(k1+1)(k1(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))
ka(n—3)
(n=1)(k1—=1)((k1—2)(n—a+2b—3)+3a(n—a+b—2)) 5 _ _ :
1 1 s —, egerv=w; (2 <t <k —1)ise.
12(bk3+ak2)
\ ka(n—3)

Ispat: DC(n,a,b) gizgesinin tepelerinin tepe dnemi degerlerini hesaplamak igin

cizgenin tepelerine bagl olarak bes durum s6z konusudur:

Durum 1: v; € V(DC(n,a,b)) (1 < i < a) ug tepesi i¢in, v; ug tepesi biiziildikten
sonra ¢izge n — 1 tepeli DC(n — 1,a — 1,b) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izgeye yigilir.
Yardime1r  Teorem  5.3’ten  DC(n,a,b)'(v;) ¢izgesinin  yigilma  degeri

o(DC(n,a,b) (v;)) = o(DC(n  — 1l,a — 1,0) =

3(n—2)

e ) (b (=t 2= 1) 13 (a= 1) (n=aF0)) T =T T (a=T)(a=2)) OLur-

Yardimc1 Teorem 5.3’ten v; tepesinin tepe Onemi degeri
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, - _ (DC(n,a,b)) - _ ¢(DC(n,a,b)) -
IMC(’Ul) 1 @(DC(n,a,b) (v;)) 1 ©(DC(n—1,a—1,b)) -
(=n+a+b-1)((n—a—b)(n—a+2b—1)—3(n—a+b)(n—a—1))—6(b(b—1)—(a—1)(2n—a—2)) s

(n—2)(n—a—bt 1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+ b)) +6(b(b—1)+a(a—1))) elde edilir.

Durum 2: u; € V(DC(n,a,b)) (1 < j < b) ug tepesi igin, u; tepesi biiziildiikten
sonra ¢izge n — 1 tepeli DC(n — 1,a,b — 1) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izgeye yigilir.
Yardimer  Teorem  5.3’ten  DC(n,a,b)(u;)  ¢izgesinin  yigilma  degeri

p(DC(n,a,b) (u;)) = e(DC(n - lab — 1)) =
3(n—2) olur
(n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—4)+3a(n—a+b—2))+6((b—1)(b—2)+a(a—1)) :

Yardimc1 Teorem 5.3’ten u;j tepesinin tepe Onemi degeri
. _ _ ¢(DC(n,a,b)) _ _ ©(DC(n,a,b))
IMC(uy) = 1 @(DC(n,a,b)’éq;jz)l - 1 o(DC(n—1,a,b—1)) -
1 _ (n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1)) —
3(n—2)

—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—4)+3a(n—a+b—2))+6((b—1)(b—2)+a(a—1))
(n—a—b+1)((n—a— b)(2n+a 2b—2)+3a(a—b+n—2))+6((b—1)(—b+2n—2)—a(a—1)) elde edilir.
(n—2)((n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1)))

Durum 3: w; € V(DC(n,a,b)) tepesi i¢in, w; tepesi biiziildiikten sonra ¢izge
n —a — 1 tepeli Cp ,—q—p—1 kuyruklu yildiz ¢izgeye y1gilir. Yardimei Teorem 5.2°den

DC(n,a,b) (wy) ¢izgesinin yigilma degeri o(DC(n,a,b)' (w1)) = ©(Copn—a—b-1) =

3(b+n—a—b—1-1) 3(n—a—2)

e D e b D) (1—a b= T T60=T) — —a=b=D)—a—b)(n—at2—2) 76651 Olur-

Yardimcr Teorem 5.2 ve Yardimer Teorem 5.3’ten w; tepesinin tepe onemi degeri

_ _ (DC(n,a,b)) — _ _e(DC(n,a,b)) —

[MC(wn) L PIDCTna 0y () L E(—
1 _ (n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1)) _
3(n—a—2) -

(n—a—b—1)(n—a—b)(n—a+2b—2)+6b(b—1)
(n—a—2)(k1+1)(k1(n—a+2b—1)+3a(n—a+b)) + 6(ako(n—a—2)— bk3(a+1)) ki(n—1)(k1—1)(n—a+2k3)
ka(n—a—2) ka(n—a—2)

elde edilir.

Durum 4: w,_,, € V(DC(n,a,b)) tepesi i¢in, w,_,_; tepesi biiziildikkten sonra

cizge n — b — 1 tepeli C,,—q—p—1 kuyruklu yildiz ¢izgeye yi1gilir. Yardimcr Teorem

5.2’den DC(n,a,b) (wp—a—p) ¢izgesinin yigilma degeri

SO(DO(TZW a, b)/(wn—d—b)) = @(Ca,n—a—b—l) ==
3(a+n—a—b—1-1) o 3(n—b—2)

(n—a—b—1)(n—a—b—1+1)(n—a—b—1+43a—1)+6a(a—1) o (n—a—b—1)(n—a—b)(n+2a—b—2)+6a(a—1)

olur. Yardimci Teorem 5.2 ve Yardimci Teorem 5.3’ten w,,_,_; tepesinin tepe dnemi
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degeri IMC(w,_q) = 1 — p(DC(n,a,b)) — 1 _ _eDC(nab)

SD(D?S(nv%yb),(wn—a—b)) W(Ca,n—a—b—l)
1 _ (n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2b—1)+3a(n—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1)) _
3(n—b—_2) =
(n—a—b—1)(n—a—b)(n+2a—b—2)+6a(a—1)
(n=b—2)((k1+1)(k1(n—a+2b—1)+3a(n—a+b)+6bks)  ki(n—1)(k1—1)(n+2a—b—2)—6ak2(b+1) clde
ka(n—b—2) ka(n—b—2)

edilir.

Durum 5: w; € V(DC(n,a,b)) (2 <t < n—a—>b—1) tepesi igin, w; tepesi
biiziildiikten sonra ¢izge n — 2 tepeli DC(n — 2,a,b) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izgeye

yigihr.  Yardimei Teorem 5.3’ten DC'(n,a,b)'(w;) ¢izgesinin yigilma degeri

e(DC(n,a,b) (w)) = e(DC(n = 2,a,b)) =
3(n—2-1) _

(n—2—a—b+1)((n—2—a—b)(n—2—a+2b—1)+3a(n—2—a+b))+6(b(b—1)+a(a—1)) -

3(n—3)
e =) (T=a=b=0) (n—aT3h=3) F3a(n—aTh=2)) T =T Tata=1)) °lUr-
Yardimet Teorem 5.3’ten wy tepesinin tepe onemi degeri
- _ o(DC(n,a,b)) i _ @(DC(n,a.b))

IMC(wy) — 1 ADC(ma ) we) = 1 (DC(n—2,a.0))

1 - (n—a—b+1)((n—a—b)(n—a+2bg(1)tzt)z(n—a+2b))+6(b(b—1)+a(a—1)) —

(=3 (k1 +1) (b (n—a 195 1)+ 30 (b)) 15 (Dbt ) eeem D) B

ka(n—3)
(n—l)(kl—l)((kl—2)(kz(—;j—;)b—fi)—&—fia(n—a-&-b—%) elde edlllr.

Teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Aciklama 5.3: Cift kuyruklu y1ldiz ¢izgede w,,_,_, veya w; tepesi biiziildiikten sonra
cizge kuyruklu yildiz cizgeye yigilir, yigilma daha ¢ok olur. a > b igin
deg(wi) > deg(wp—ap) > deg(w) > deg(v;) = deg(uy)
2<t<n—a-b-1,1<i<a,1<j<b) oldugundan w, tepesi biiziildikten
sonra geriye kalan tepelerin sayisi en azdir ve dolayisiyla ¢izge yigilmasi en biiyiiktiir.
IMC(wy) > IMC(wp—q—p) > IMC(w;) > IMC(u;) > IMC(v;) olur ve
dolayisiyla w; tepesi ¢izgenin baglantililigina katkida bulunan en énemli tepedir. w,
tepesi ¢izgede dnemli bir konumda yer alir ve tepe ciftleri arasindaki en kisa yollarin
¢ogu w; tepesinden gecer. Benzer sekilde, b > a i¢in

deg(wp—q—p) > deg(wy) > deg(w;) > deg(v;) = deg(u;) oldugundan w,,_,_ tepesi
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biiziildiikten sonra geriye kalan tepelerin sayisi en azdir ve dolayistyla ¢izge yigilmasi
en biyiiktir. IMC(wy—q—p) > IMC(wr) > IMC(w;) > IMC(v;) > IMC(u;)
olur ve dolayisiyla w,_,_, tepesi etkin ag akisinda Onemli bir konumda yer
almaktadir. @ = b i¢in deg(wy) = deg(wp—q—p) > deg(w;) > deg(v;) = deg(uy)
oldugundan IMC(w) = IMC(wp—q-p) > IMC(w;) > IMC(v;) = IMC(uy)
olur. Eger DC(n, a, b) ¢izgesinde w; tepesi veya v; tepesi veya u; tepesi biiziiliirse o
zaman ¢izgede neredeyse hicbir degisiklik olmaz, ¢izge yine ¢ift kuyruklu yildiz
cizgeye y18ilir. Ancak bir tepenin 6nemi ayn1 zamanda o tepenin ¢izgedeki konumuna
bagli oldugundan deg(w;) > deg(v;) ve deg(w;) > deg(u;) olmast sonucu
IMC(wy) > IMC(v;) ve IMC(w) > IMC(uj) olur. O halde w; tepesi v; ve u;

tepelerinden daha 6nemli bir tepedir.

35



5.4 Lolipop Cizge

d (d > 1) tepeli P, yol ¢izgenin ug tepelerinden birinin n — d tepeli K,,_; tam
¢izgenin tiim tepelerine birer ayrit ile birlestirilmesiyle olusan ¢izgeye lolipop ¢izge
denir ve L, 4 ile gosterilir (Morgan, Mukwembi, ve Swart, 2011). v; ve vy tepeleri P,
yol ¢izgenin ug tepeleri ve degr, ,(v1) = 1,degr, ,(vq) = n — d + 1 olmak tizere Py

yol ¢izgenin tepeleri vy, ..., vy ve K,,_4 tam ¢izgenin tepeleri uy, ..., u,_4 olsun.

Sekil 5.3 n =11 ve d = 6 i¢in lolipop ¢izge Ly, 4

Yardimcr Teorem S5.4: L, ; n tepeli lolipop ¢izge olmak iizere, lolipop ¢izgenin

3(n—1)
3(n—d)(@2—1+n)+td(d®—1

y1gilma degeri (L, 4) = 5 olur.

Ispat: L, , lolipop ¢izgenin yigilma degerini hesaplamak igin gizgenin tepelerine

bagli olarak dort durum s6z konusudur:

Durum 1: L,q c¢izgesinde FP; yol ¢izgenin wvy,...,vg tepeleri igin
d d

> dyw, = D, D>, dyy, olur. Yardimcr Teorem 5.1%in ispatindan
Vv, v €V (Pr),vi#vj 1=1j=1,57#i
d d

d(d?>—1

Yo Y dy, :%olur.
i=1j=1,j#i

Durum 2: L, 4 cizgesinde P; yol ¢izgenin vy,...,vq4 ve K, 4 tam ¢izgenin

d n—d
Ur, oo Un—q tepeleri igin > dy = 2 oy, =
Vo, €V (Pr) Yu €V (K, _q) 1=1j=1
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dn—d)+(d—1)(n—d)+..+(1)(n—d) = (n—d)(1 + ... +d) = (n— d)(2LL)

olur.

Durum 3: L, , ¢izgesinde K, 4 tam ¢izgenin uy,...,u,—4 ve Py yol ¢izgenin

vy, ..., Uq tepeleri i¢in, Durum 2’ye benzer olarak, > dupw; =
VuiGV(Kn,d),VU]’GV(Pn)

n—d d

> Zlduivj =(d+(d—1)+ ... + (1)) (n — d) = D (n — d) olur.

=1 )=

Durum 4: L, cizgesinde K, 4 tam ¢izgenin wuq,...,u,_4 tepeleri igin

S =% X duy, = d)((n—d—1)(1))olur

Vui,uy €V (K ) uidu; i=1 j=1,j#i

Durum 1-4’ten, n tepeli L, lolipop ¢izgenin ortalama yol wuzunlugu
L(Ly ) _ eV g i U D) 4 o((n—d) (L)) 1 (n—d)(n—d—1)

(n)(n—1) y n(n—1) -

d(d2_1)+3d("_‘?£c(l:i)1;“3(n_d)(”_d_l) olur. O halde, lolipop ¢izgenin yigilma degeri

_ 1 F 1 _ 3(n—1
SO(Ln,d) F (n)L(Ln,d) - n(d(d271)+3d(n7d)(((i+1)4)»3(n7d)(n—d—1)) ™ 3(”1—d)(d2—1+n)—|—d(d2—1) elde
3n(n—1

edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.4: G = L, 4 (d > 3,n —d > 1) n tepeli lolipop ¢izge ve © = n — d,
y=n—1,2=d—1,t = 3z(d>— 14+ n)+d(d* — 1) olmak iizere v € V(G) tepesinin

tepe Onemi degeri

3z(y(2d—1)—d?)+dz(3n—d—4)
t(n—2) )

6I(2yz*d2):(“si(;’)yzfd(dﬂ)), egerv=1; (2<i<d—1)ise;

3z(d?—1+n)+dz(d—n+2)
t )

z(d(2d—1)+3y)

\ t ’

eger v = v ise;

IMC(v) = (5.4)

eger v = vy ise;

egerv =u; (1 <j<n-—d)ise.
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Ispat: L, 4 cizgesinin tepelerinin tepe énemi degerlerini hesaplamak i¢in ¢izgenin

tepelerine bagli olarak dort durum s6z konusudur:

Durum 1: L, ; cizgesinde FP,; yol c¢izgeye ait olan wv; tepesi i¢in, v; tepesi
biiziildiikten sonra ¢izge n — 1 tepeli L,_; 41 lolipop ¢izgeye yigilir. Yardimel

Teorem 5.4’ten L;, ,(v1) gizgesinin yigilma degeri p(L;, ;(v1)) = @(Ly-14-1) =

3(n—1-1) _ 3(n—2) olur
3(n—1—(d—1))((d—1)%>—1+n—1)+(d—1)((d—1)2—1) 3(n—d) (& —2d+n—1)+(d)(d—1)(d—2) :
Yardimci Teorem 5.4’ten U1 tepesinin tepe Oonemi degeri
3(n—1)
_ 1 eLnag) 1 e@na) 1 3(n—d)(d2—14n)1d(d2 1)
IMC(n) =1- gy =1 - sy = 1 =)

3(n—d)((n—1)(2d—1)—d?)+d(d—1)(3n—d—4) 3(n—d)(d2—2d+n—1)+d(d—1)(d—2)
2 — n— —1)—d*)+d(d— n—d— .
=2 B3(n—a) (@ —T+n)+d(@—1)) elde edilir.

Durum 2: L, 4 gizgesinde P; yol gizgeye ait olan v; (2 < i < d — 1) tepesi i¢in, v;
tepesi biiziildiikten sonra ¢izge n — 2 tepeli L,,_3 49 lolipop ¢izgeye yigilir. Yardimer

Teorem 5.4°ten L, ;(v;) ¢izgesinin yigilma degeri o(L;, ;(vi)) = @(Ln-24-2) =
3(n—2—1) 3(n—=3)

@ (2R @ (@) — D@ it i@ naaa—g olur

Yardimci Teorem 5.4’ten V4 tepesinin tepe Oonemi degeri
3(n—1)

N 1 eEna) 1 pemd) 4 3(n—d)(d2—1+n)+d(d2—1) o

IMC(vi) = 1= ooty = 1~ Staas = | o) =

6(n—d)(2(d—1)(n—1)—d?)+2(d—1)(3(d—1)(n—1)—d(d+1)) 3(n—d)(d2—4d+1+n)+(d—1)(d—2)(d—3)
n— —1)(n—1)—d”)+2(d— —1)(n—1)—d(d+ iy
(n—3)(3(n—d)(d2—14n)+d(d2—1)) elde edilir.

Durum 3: L, 4 ¢izgesinde Py yol ¢izgeye ait olan vy tepesi i¢in, vy tepesi biiziildiikten

sonra ¢izge d — 1 tepeli P;_; yol ¢izgeye yigilir. Yardimci Teorem 5.1°den L;hd(vd)

cizgesinin yigilma degeri p(L;, 4(va)) = ¢(Py1) = 7 olur.

3 _ 3
@—D(d—1+1) — d@-1

Yardime1 Teorem 5.4’ten vy, tepesinin tepe 6nemi degeri /M C(vy) = 1 — %
n,d
3(n—1)

Lna) _ GO @1t d@oD) _ 3(n—d)(d®~14n)+d(d—1)(d—n+2) s
1- W(Pd_i) =1-= d(%irl; S = 3(n—d) (@ —1+n)+d(d>—1) elde edilir.

Durum 4: L, 4 ¢izgesinde K,,_, tam gizgeye ait olan u; (1 < j < n — d) tepesi igin,
u; tepesi biiziildiikten sonra ¢izge d tepeli F; yol ¢izgeye yigilir. Yardimer Teorem
5.1den L) ;(u;) g¢izgesinin yigilma degeri o(L;, 4(u;)) = @(Py) = m olur.
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Yardimc1r Teorem 5.4°ten wu; tepesinin tepe Onemi degeri IMC/(uy) =

(n—1)
1— _na) g pLna) 1— B(nfd)(d2371[+'r11)+d(d271) _ _(n=d)(d(2d—1)+3(n—1)) clde
P(L, (1)) o(Pa) T 3(n—d)(d?~1+n)+d(d*~1)

edilir.

Teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Ac¢iklama S5.4: Lolipop ¢izgede bir tepenin tepe Onemi tepe derecesi ve tepenin
bulundugu konum olmak {izere iki etkene baghdir. Lolipop cizgede v, tepesi
biizlildiikten sonra ¢izge yol ¢izgeye yigilir, ¢izge y18ilmast daha fazladir. Lolipop
cizgede en biyik tepe derecesi A(L,q) = deg(vq), en kiiciik tepe derecesi
d(Ln.a) = deg(vy) oldugundan, v, tepesinin derecesi en biiyiiktiir, biiziildiikten sonra
geriye kalan tepelerin sayisi en azdir ve dolayisiyla ¢izge yigilmasi en biiyiiktiir, yol
cizgeye yigilir.
IMC(vg) > IMC(vy), IMC(vg) > IMC(v;), IMC(vq) > IMC(uj;) olur, vy tepesi
cizgenin baglantilihigina katkida bulunan en 6nemli tepedir. v, tepesi etkin ag
akiginda ¢izgede onemli bir konumda yer alir ve tepe giftleri arasindaki en kisa
yollarin ¢ogu v, tepesinden geger. L,, 4 ¢izgesinde v; veya v tepesi biiziiliirse ¢izgede
neredeyse bir degisiklik olmaz ancak deg(v;) >  deg(v;) oldugundan
IMC(v;) > IMC(v;) olur. L, 4 ¢izgesinde u; tepesi biizilliirse, ¢izge yine daha ¢ok
yigilir,  yol ¢izgeye yigilir ancak deg(vy) > deg(u;) oldugundan
IMC(vq) > IMC(u;) olur ama IMC(u;) > IMC(vq) elde edilir. L, 4 ¢izgesinde
bir tepenin 6nemi ayn1 zamanda o tepenin ¢izgedeki konumuna bagl oldugundan, u;
ve v; tepeleri v; tepesinden daha dnemli bir konumda bulunmaktadir. n — d = 2 igin
deg(u;) = deg(v;) olmasma ragmen IMC(v;) > IMC(u;) olur, o halde v; tepesi u;
tepesinden daha 6nemli bir tepedir. n — d > 2 i¢in deg(u;) > deg(v;) olur. L, 4
cizgesinde bir tepenin derecesi ne kadar biiylikse ve bir tepe ne kadar 6nemli bir
konumda bulunuyorsa, yigilma o kadar biiyiik olur. Dolayisiyla n = 7,d = 4 ve
n = 8,d = 5 6zel durumlar1 diginda /M C(u;) > IMC(v;) olur. Ancak genel olarak

lolipop ¢izgede u; tepesi v; tepesinden daha 6nemli bir tepedir.
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BOLUM ALTI
TEPE ONEMI ALGORITMASI

Bu boliimde, bir ¢izgenin her bir tepesinin tepe 6nemi degerini hesaplayan polinom

zamanli bir algoritma tasarlanmistir.

6.1 Bir Cizgenin Tepelerinin Onem Degerlerini Hesaplayan Algoritma

n tepeli bir ¢izgenin her bir tepesinin 6nem degerini hesaplayan bir algoritma
tasarlanmisti. ~ Bu algoritma, ilk olarak c¢izgenin yigilma degerini hesaplar.
Sonrasinda her bir tepeyi diger tepelerden bagimsiz olarak ele alir ve bu tepenin
biiziilmesinden sonra geriye kalan alt ¢izgenin yi8ilma degerini hesaplayarak ilgili

tepenin tepe onemi degerini bulur.
G ¢izgesinin komsuluk matrisi,

1, i ve jtepeleri GG ¢izgesinde birbirine komsu ise;

Ali, j] =
0, @ = jveyaive j tepeleri G ¢izgesinde birbirine komsu degil ise.
(6.1)
olmak iizere
1, G cizgesinde 7 ve j tepeleri birbirine komsu ise;
dii,jl=19 0, i=j ise; (6.2)

0o, G gizgesinde i ve j tepeleri birbirine komsu degil ise.

matrisi olusturulur. d matrisi tlizerinde Floyd-Warshall algoritmasi (Floyd, 1962)
calistirilarak G ¢izgesi i¢in uzaklik matrisi elde edilir. d uzaklik matrisi kullanilarak

G ¢izgesinin y18ilma degeri hesaplanir ve bu deger Phi_G degiskeninde tutulur.

G ¢izgesinde biiziilen her bir tepe i¢in, geriye kalan alt ¢izgenin komsuluk matrisi

C matrisinde tutulur. C komsuluk matrisinden ve Floyd-Warshall algoritmasindan
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yararlanilarak bu alt ¢izgenin yigilma degeri hesaplanir. Bdylece ilgili tepenin tepe
onemi degeri bulunur. Algoritma ¢ikt1 olarak c¢izgenin her bir tepesinin tepe dnemi
degerini verir. Tepe Onemi algoritmast polinom zamanli bir algoritmadir.
Floyd-Warshall algoritmas1 n tepeli gizgeler i¢in O(n®) zaman karmasikligina
sahiptir. Tepe onemi algoritmasi n tepeli bir ¢izgenin her bir tepesi igin tepe dnemi

degerini hesapladigindan algoritmanin zaman karmasikligi nO(n3) = O(n?) olur.

Algoritma 1: Shortest Path: Floyd-Warshall Algoritmasi (A[n, n], n)
1 begin

2 for: < 1tondo
3 for j < 1ton do
4 read A[i, j];
5 end for
6 end for
7 for: < 1tondo
8 for j < 1ton do
9 if 2 = 7 then
10 dfi, j] < 0,
1 else if (A[é, j]) = 1 then
12 dfi, j] < 1;
13 else
14 d[i, j] < oo;
15 end if
16 end for
17 end for
18 for k< 1ton do
19 for: < 1tondo
20 for j + 1ton do
21 if d[i, k] + d[k, j] < d]i, 7] then
2 di, j| < d[i, k] + d[k, j];
23 end if
24 end for
25 end for
26 end for

27 end
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Algoritma 2: Tepe Onemi Degeri

1 A,C:array[1..n,1..n] of boolean;
2 1,j,n,ki,kj,v,k,vi,Phi_G: nonnegative integer;
3 vbuz,vbuzkom,vbuzi: array[l..n] of boolean;

4 function Phi(B,x): nonnegative integer
5 d:array[1..n,1..n] of nonnegative integer;
6 topd:nonnegative integer;

7 begin

8 d < Floyd Warshall(B,x);
9 topd < 0;

10 for : < 1to x do

1 for j < 1to z do

12 topd < topd +d[i, j;
13 end for

14 end for

15 return ((x — 1)/topd);

16 end

17 Begin

18 Phi_G < Phi(A,n);
19 forv<+< 1ton

20 for ; < 1ton do

21 vbuzli] < Alvli];

22 vbuzkomli] < 0;

23 vbuzili] < 0;

24 for j + 1ton do

25 Cli, j] < 0;

26 end for

27 end for

28 for : < 1ton do

29 if vbuz[i] = 1 then
30 for j < 1ton do
31 vbuzkom|j| <—(vbuzkom[j] OR Ali][j]);
32 end for

33 end if

34 end for
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35

36
37 ki < 0;

38 for : < 1ton do

39 if vbuz[i] = 0 then

40 ki <+ ki+1;

41 vbuzilki] < i;

42 if v = ¢ then

43 vi  ki;

44 end if

45 kj < 0O;

46 for j < 1ton do

47 if vbuz[j] = 0 then

48 kj < kj+1;

49 Clki, kj] < A, j];

50 end if

51 end for

52 end if

53 end for

54 for : < 1ton do

55 if (vbuzkom|i] =1 AND i # v ) then

56 7+ 0;

57 do

58 J+—7+1

59 while (i <> vbuzi[j] AND j <= ki);
60 if (7 <= ki ) then

61 Clj,vi] + 1;

62 Clvi, j] «+ 1;

63 else

64 for j < 1to kj do

65 if (vbuzi[j] <> v AND Ali,vbuzi[j]] = 1) then
66 Clj,vi] « 1,

67 Clvi, j] < 1;

68 end if

69 end for

70 end if

71 end if

72 end for

73 print v, tepesinin 6nem degeri:”,1 — (Phi_G/Phi(C, ki));
74 end for

75 end
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BOLUM YEDI
SONUCLAR

Bu tezde, karmagik aglarda tepelerin 6neminin belirlenmesi problemini ¢6zmek
icin Onerilmis y18ilmaya dayali tepe biiziilmesini temel alan gelismis yeni bir yontem

calisiimistir.

Cevre cizge ve benzeri ¢izge tiplerinden yelpaze ¢izge, k-piramit ¢izge ve gilines
cizgenin, yol ¢izge ve benzeri ¢izge tiplerinden kuyruklu yildiz cizge, ¢ift kuyruklu
yildiz ¢izge ve lolipop ¢izgenin tepelerinin 6nem degerleri hesaplanmis ve sonrasinda
elde edilen tepe 6nemi degerleri tepelerin ilgili ¢izgedeki dereceleri ve konumlar1 da

dikkate alinarak ¢izgenin 6nemli tepeleri belirlenmistir.

Son boliimde, bir ¢izgenin tepelerinin dnem degerlerini bulan polinom zamanli bir

algoritma Onerilmistir.
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