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OZET

YILDIZ VE KUVVETLI YILDIZ SECME PRENSIPLERI

Nuran ALAR

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danigman: Dog. Dr. Siikran KONCA
Agustos 2020, 57 sayfa

Bu tez ¢alismasinda ¢ok dnemli bir topolojik 6zellik olan kompaktligin daha genel formlari
olan ortii 6zellikleri ¢calisilmistir. Yildiz-kompaktlik ve y1ldiz segme prensipleri teorisi {izerine su
ana kadar yapilmis calismalar arastirilarak konuyla ilgili temel kisimlar ispatlariyla birlikte
verilerek derlenmistir.

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde se¢me prensipleri
teorisinden kisaca bahsedilmistir. Tkinci béliimiin ilk kisminda konuyla ilgili 6n bilgiler ve
temel kavramlar verilmis olup, ikinci boliimiin ikinci kisminda oOrtii 6zellikleri ve o -
kompaktlik kavramlar ile klasik se¢me prensiplerine yer verilmistir. Ugiincii béliimiin ilk
kisminda yeni Ortii ¢esitleri ve yi1ldiz se¢gme prensipleri kavramlarma deginilmistir. Tezin ana
kismim olusturan iigiincii boliimiin birinci kismi ise iki béliime ayrilmaktadir. i1k alt
boliimiinde yildiz-kompaktlik, ikinci alt béliimiinde ise yildiz-Menger-tipi segme prensipleri
ve kuvvetli-yildiz-Menger-tipi se¢gme prensipleri incelenmistir. Dordiincii boliimde eldeki
sonuclar degerlendirilerek Onerilerde bulunulmustur. Son bdliimde ise kaynaklara yer

verilmistir.

Anahtar kelimeler: Se¢me Prensipleri Teorisi, Y1ildiz Segme Prensipleri, Yildiz Kompaktlik,
Acik Ortii.



ABSTRACT

STAR AND STRONGLY STAR SELECTION PRINCIPLES

Nuran ALAR

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate Education Institute
Department of Mathematics,
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Stikran KONCA
August 2020, 57 pages

In this thesis, more general forms of compactness, which is an important topological
property, are studied. The studies on the theory of star-compactness and star-selection have been
investigated so far, and the main parts of the subject have been compiled with the proofs.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the theory of selection principles is
briefly mentioned. In the first part of the second chapter, preliminary informations and basic
concepts are given, and in the second part of the second chapter, the covering properties and o -
compactness and classical selection principles are included. In the first part of the third chapter,
the concepts of new covering types and star selection principles are mentioned. The first part of
the third chapter, which forms the main part of the thesis, is divided into two subsections. In the
first subsection, star-compactness, in the second subsection, star-Menger-type selection principles
and strongly-star-Menger-type selection principles are examined. In the fourth section, suggestions

are made by evaluating the results obtained. In the last section, references are included.

Keywords: Selection Principles Theory, Star Selection Principles, Star Compactness, Open

Cover.
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ONSOZ

Matematikte se¢me prensibi, verilen bir kiimeler dizisinden elemanlar secerek
matematiksel olarak Oonemli nesneler elde etme olasiligini ortaya koyan bir kuraldir. Se¢me
prensipleri teorisi, bu prensipleri ve diger matematiksel Ozelliklerle iligkilerini inceler. Bir
matematiksel 6zelligin bir se¢gme prensibi kullanilarak karakterize edilmesi, karakterize edilen
0zellik hakkinda yeni kavrayislara yol acan ¢ogunlukla asikar olmayan bir islemdir.

Kosegenlestirme yontemi olarak da bilinen se¢me prensipleri teorisinin uzun bir tarihi
gecmisi vardir. 1845-1918 yillar1 arasinda yasamis kiimeler kuraminin kurucusu iinlii matematikei
Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor, 1874 yilinda reel sayilar kiimesinin sayilamaz oldugunu
kanitladiktan sonra kanitta kullandigi {inlii kosegenlestirme yontemi, asagida verilen sekilde,

matematikte yeni arastirmalar ortaya koymustur.

“Bir tiire ait matematiksel nesnelerin (An :neN ) dizisi i¢in, belirli bir kurala gore her ne N igin

A, ’den bazi elemanlar segildiginde, segilen elemanlarin ayn1 veya farkli tiirde bir matematiksel

nesne olusturmasi.”

Genel olarak, bu yontemi kullanan matematik dalina se¢gme prensipleri teorisi denir.
Se¢me prensipleri teorisinin bir¢cok alanda uygulamalarini goérebildigimiz gibi kiime teorisi, genel
topoloji, cebirsel topoloji, matematiksel analiz, oyun teorisi, Ramsey teorisi, fonksiyon uzaylari
ve hiperuzaylar, kardinal degismezlik, boyut teorisi, topolojik gruplar ve baglar, Karamata teorisi
gibi matematigin bir¢ok daliyla giiclii baglantilar1 vardir. Temel olarak topolojik uzaylarda,

ozellikle fonksiyon uzaylarinda ortii 6zelliklerini tanimlar.
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SIMGELER DiZIiNi

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Bir X topolojik uzaymin tiim agik ortiilerinin bir ailesi

Bir X topolojik uzayinin tiim y -6rtiilerinin bir ailesi

Bir X topolojik uzaymin tim @ -ortiilerinin bir ailesi

Bir topolojik uzayin agik ortiilerinin bir dizisinin her bir elemanina karsilik
gelen agik Ortiiden sonlu birgok elemanini segerek agik bir ortii elde etmek
Bir topolojik uzayin bir y-6rtiisiinden sonlu tanesini segerek yeni bir

y ortii elde etmek

Bir topolojik uzayin agik ortiilerinin bir dizinin her bir elemanina karsilik

gelen acik ortiiden tek bir tane eleman secerek bir acik ortii elde etmek

F nin U ya gore yildiz1 (St(F,U)=U{U eU:FNU i@})
UV nin U ya gore yildiz1 (SI(UV, U)=U{U € U:Uﬂ(UV)#@})
St(x.P)=\J{PeP:{x}nP=2}

Bir A kimesinin kardinalitesi

vii



KISALTMALAR DiZiNi

C Kompaktlik (Compactness)

CC Sayilabilir kompaktlik (Countable Compactness)

L Lindelof

M Menger

R Rothberger

H Hurewicz

GN Gerlits-Nagy

SM Yildiz Menger (Star Menger)

SSM Kuvvetli y1ldiz Menger (Strongly Star Menger)

SR Yildiz Rothberger (Star Rothberger)

SSR Kuvvetli y1ldiz Rothberger (Strongly Star Rothberger)
SH Yildiz Hurewicz (Star Hurewicz)

SSH Kuvvetli Yildiz Hurewicz (Strongly Star Hurewicz)
SGN Yildiz Gerlits-Nagy (Star Gerlits-Nagy)

SSGN Kuvvetli Yildiz Gerlits-Nagy (Strongly Star Gerlits-Nagy)

SyM Yildiz-K-Menger (Star-K-Menger)

viii



1. GIRIS

Se¢me prensipleri teorisinin 1920-1930’lara dayanan zengin bir tarihi gecmisi vardir ve
kiime teorisi, genel topoloji, cebirsel topoloji, matematiksel analiz, oyun teorisi, Ramsey teorisi,
fonksiyon uzaylar1 ve hiperuzaylar, kardinal degismezlik, boyut teorisi, diizgiin yapi, topolojik
gruplar ve baglar, Karamata teorisi gibi matematigin birgok daliyla siki iligkileri vardir [18]. Bu
hizla biiyiiyen teorinin kokleri Menger [22], Hurewicz [9], Rothberger [23], Gerlits-Nagy [8],
Sierpinski’nin [29] klasik ¢aligmalarina dayanmaktadir. Klasik yontemler, Menger-tipi, Hurewicz-
tipi, Rothberger-tipi, Gerlits-Nagy-tipi se¢gme prensiplerini kapsar. Son 20-30 yildir se¢gme
ozelliklerinin farkl: tipleri sistematik olarak calisilmistir ve birgok giizel sonug elde edilmistir [1,
7-10, 13-15, 17-18, 22-23, 25-29, 34, 36-37]. Ne var ki, daha bir¢ok ilging agik problem ve olasi
arastirma safhalar1 mevcuttur.

Menger oOzelligi, Menger [22] tarafindan tamimlanmig bir topolojik kavramdir ve
Scheepers’in [26] makalesinden itibaren sistematik olarak calisilmistir. Segme prensipleri teorisi
hakkinda birka¢ derleme makale yayinlanmistir (6rnegin, [17-18, 25], acik problemler i¢in [36]
nolu makale ve se¢cme prensipleri teorisinin 6nemli bir alt alan1 olan yi1ldiz segme prensipleri
hakkinda [2, 3, 12, 16, 21, 24, 30-33, 35, 38] nolu makaleler yaymlanmaistir.)

Yildiz operatoriiniin topolojide kullanimi uzun bir tarihe sahiptir. Kocinac, yildiz
operatoriinii se¢me prensipleri alaninda uyguladi ve bu operatorii kullanarak bir dizi yeni segme
prensibini tanitt1 [12]. [16, 21] numarali derleme makaleleri, y1ldiz segme prensiplerinin ispatsiz

ayrintilt birer agiklamasini icermektedir. Yeni segme prensipleri; yildiz segcme 6zellikleri, kuvvetli

yildiz segme Ozellikleri, yildiz segme komsuluk tipleri ve Q;-se¢imleri (i=1,2,3,4) dir. Yildiz
secme prensipleri i¢in en iyi dogal 6rnekler, diizgiin (uniform) uzaylarda [17, 21] ve 6zellikle de
topolojik gruplarda se¢im prensipleridir.

Eger A bir X kiimesinin bir alt kiimesi ve P, X ’in altkiimelerinin bir kolleksiyonu ise

bu durumda A’nin P’ye gore yildizi SI(A, P) ZU{P eP:PnA# @} olarak gosterilir.

St ({X},P) yerine yazim kolaylig1 a¢isindan SI(X,P) yazilir.

Se¢me prensipleri ile ilgili tlilkemizde yeterli sayida tez caligmasi bulunmamaktadir.

Klasik se¢me prensipleriyle ilgili derleme niteliginde sadece bir tez ¢alismasi1 bulunmaktadir (bkz.

[5D.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. On Bilgiler ve Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 [19] X bos olmayan bir kiime ve 7 da X ’in kuvvet kiimesi ile gosterilen P (X )

’in bir alt kolleksiyonu (ailesi) olsun.

T1) X ve &, r’yaaittir. Yani; X €7 ve Jer,

T2) 7 ’nun herhangi bir alt kolleksiyonununa ait kiimelerin birlesimi yine 7 ’ya aittir. Yani; [

herhangi bir indis kiimesi olmak iizere, i € [ i¢in U, e 7 ise UU L ET,

iel
T3) 7 ’ya ait sonlu sayidaki iki kiimenin kesisimi yine 7 ’ya aittir. Yani U,V ez ise U(\V e,

ozellikleri saglaniyorsa 7 ’ya X iizerinde bir topoloji denir. 7 kolleksiyonu X {izerinde bir

topoloji ise (X T ) siral1 ikilisine bir topolojik uzay ve X ’in elemanlarina noktalar denir.

Not 2.1.2 [19] Agikca tanimdaki (T3) sart1
" 7 ’ya ait sonlu sayidaki kiimelerin kesisimi yine 7 ’ya aittir "

sartina denktir. Diger yandan 7 'nun
U,Uy iU, ..
kiimelerinin alinarak bunlarin birlesimi olan

v,Uu,U..UU, U...

kiimesinin 7 ’ya ait oldugunu gostermek Tanim 2.1.1 in (T2) sartinin saglandigini1 géstermez. Bu
sadece 7 'nun sayilabilir sayidaki elemanlarinin birlesiminin 7 *nun bir elemani oldugunu gosterir.
7 ’nun Tanim 2.1.1 in (T2) sartinin saglandigin1 géstermek i¢in 7 *nun sayilabilir veya sayilamaz
sayldaki elemanlarinin birlesiminin 7 ’da oldugu gosterilmelidir. Yani 7 ’ya ait keyfi sayidaki

kiimelerin birlesiminin 7 ’ya ait oldugunun gosterilmesi gerekir.

Ornek 2.1.3 [19] X bostan farkli bir kiime olmak iizere 7 ={®,X } kiimeler ailesi X

tizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye asikar (indiskrit) topoloji diyecegiz.



Ornek 2.1.4 [19] X bostan farkli bir kiime olmak tizere X ’in tiim alt kiimelerinin 7 = P (X )

ailesini ele alalim. X ’in alt kiimelerinin arakesiti ve birlesimi yine X ’in alt kiimesi
olacagindan bu koleksiyon X {iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye ayrik (diskrit) topoloji

denir.

Ornek 2.1.5 [19] X ={a,b,c} olsun. r:{Q,X,{a,b},{a,c}} kiimesi X {izerinde bir topoloji

degildir. Ciinkii {a,b}{a,c} ¢ dur.

Tanim 2.1.6 [19] (X T ) bir topolojik uzay olsun. 7 ’nun elemanlarina (X T ) uzayinin agik

kiimeleri denir.

Tanim 2.1.7 [19] (X T ) bir topolojik uzay ve U kiimesi X ’in bir alt kiimesi olsun. U 'nun X

‘e gore tlimleyeni olan X \U kiimesi (X T ) uzayinda agiksa U ’ya (X N3 ) uzayinin kapali alt

kiimesi denir.

Tamm 2.1.8 [19] (X T ) bir topolojik uzay ve B de X ’in agik kiimelerinin bir ailesi olsun. 7

‘nun her elemanmt B ’ye ait bir takim kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa B ’ye ¢
topolojisinin bir taban1 denir. Yani;

TB1) Bcr dur,

TB2) U ez ise iel igin B, € B olmak tizere U = UB,- olacak sekilde bir I indis kiimesi vardir,

iel

sartlar1 saglaniyorsa B ’ye 7 topolojisinin bir tabani denir.

Ornek2.1.9[19] X ={a,b,C,d,€} ve
2':{@,X,{a},{b},{a,b},{a,c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}} olmak {izere
(X,r) uzay1 verilsin. B = {{a},{b},{a,c},{b,d},X} , 7 ’nun bir tabanidir. Ciinkii, S <7 ve

{a.b}={a}U{p}, {a.b,c}={b}U{a,c}
{a,b,d}:{a}U{b,d}, {a,b,c,d}:{a,c}U{b,d}

olur. Yani 7 'nun her eleman1 B ’ye ait birtakim elemanlarin birlesimi olarak yazilabilir.



Tanim 2.1.10 [19] (X T ) bir topolojik uzay ve O, X ’in a¢ik kiimelerinin bostan farkli bir ailesi

olsun. O ’ya ait biitiin sonlu sayidaki bir takim kiimelerin ara kesiti 7 *nun bir tabani oluyorsa O

’ya 7 'nun bir alt tabani denir. Yani
B, = {ﬂ §;:J sonlu bir indis kiimesi ve j € J i¢in §; € (9}
jeJ

kolleksiyonu 7 ’nun bir tabani1 oluyorsa O ’ya 7 ’nun bir alt tabani denir.

Not 2.1.11 [19] O kolleksiyonu 7 topolojisinin alt tabani ise ¢ < B, < 7 oldugu agiktir. Diger

yandan X =[S, ( jeDiginS; e (’)) oldugundan her zaman X € B, olur.

jeD

Ornek 2.1.12 [19] X ={a.b.c.d.e} iizerinde alt tabam @ ={{c.d}.{a.b.c}.{a.c.e}| olan
topolojiyi bulalim.
Alt tabani @ olan topoloji 7 ve 7 ’nun ¢ yardim ile elde edilen tabant B, olsun. Bu durumda
¢CB,C7 veNot2.1.11 geregince X e B, oldugundan
{c.d}.{a,b,c}.{a,c.e},X B,

olur. Diger yandan

{e.d}N{a,b,c}={c}, {c.d}N{a,b,c}N{a,c.e} ={c},

{e.d}N{a,c.e} ={c}, {a,b,c}N{a,c,e}={a,c}
oldugundan

Bw :{X,{c},{a,c},{c,d},{a,b,c},{a,c,e}}

olur. Buradan

T:{@,X,{c},{a,c},{c,d},{a,b,c},{a,c,e},{a,c,d},{a,b,c,e},{a,b,c,d},{a,c,e,d}}

elde edilir.

Tamm 2.1.13 [19] (X T ) bir topolojik uzay ve xe X olsun. xeU o6zelligindeki her U agik

kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir. Diger bir deyisle 7 'nun x noktasini igeren her
elemanina x noktasinin bir komsulugu denir. Bir x € X noktasinin komsuluklarinin kolleksiyonu

genellikle N seklinde gosterilir.



Not 2.1.14 [19] (X,T) bir topolojik uzay ve xeX ise xe X ve X er oldugundan tanim

geregince X kiimesi x noktasinin bir komsulugu olur. Yani X kiimesi her x € X noktasinin bir

komsulugudur.

Ornek 2.1.15 [19] (X ,T) kaba uzayinda, kaba uzaymin agik kiimeleri sadece & ve X

oldugundan x noktasinin komsulugu sadece X kiimesidir. Yani N = {X } dir.

Tamm 2.1.16 [19] (X T ) bir topolojik uzay, x € X ve B, ’de x noktasini iceren acik kiimelerin

bir ailesi olsun. xeU 0zelligindeki her U €7 i¢in B U olacak sekilde bir B e B varsa B,
ailesine x noktasinin komsuluklarinin bir tabani1 veya x noktasinin bir yerel tabani denir. Yani

YTB1) B, c 7 dur,

YTB2) Be B, ise x € B dir,

YTB3) xeU o6zelligindeki her U €7 i¢in B U olacak sekilde bir B € B, vardir,
sartlart saglaniyorsa B, kolleksiyonuna x noktasinin komsuluklarinin bir tabani veya x

noktasinin bir yerel tabani denir.

Ornek 2.1.17 [19] (X , T) kaba uzay1 verilsin. B, = {X } kolleksiyonunun x € X noktasinin yerel

taban1 oldugunu gosterelim.

YTB1) X €7 oldugundan B C 7 olur.

YTB2) xe X dir.
YTB3) xeU ve U et ise U =X olur. Boylece X cU dur.

Bu durumda tanim geregince B, kolleksiyonu x noktasinin yerel bir tabanidir.

Tamm 2.1.18 [11] (X ,T) bir topolojik uzay, (xn )neN terimleri X de bir dizi ve x€ X olsun. x
elemanmin her U komsulugu icin n> N oldugunda x, €U olacak sekilde bir N pozitif

tamsayis1 varsa (xn )neN dizisi x € X noktasina yakinsar denir. X elemanina (x )ne\T dizisinin

n

limiti denir ve lim___x =x seklinde gosterilir.

n—®0 n



Tamm 2.1.19 [19] (X , r) bir topolojik uzay olsun. X kiimesinin farkli her iki noktasinin en az

birinin digerini igermeyecek sekilde bir komsulugu varsa bu uzaya bir 7 - uzay: denir. Diger bir

deyisle x =y ozelligindeki her x, y e X noktalar1 i¢in
xeUveyeU veyayelU vexgU

olacak sekilde bir U e 7 varsa bu uzaya bir 7, -uzay1 denir.

Tamm 2.1.20 [19] (X,7) bir topolojik uzay olsun. X kiimesinin farkli her iki noktasinimn her

birinin diger noktay1 igermeyecek sekilde bir komsulugu varsa bu uzaya bir 7, -uzay1 denir. Diger

bir deyisle x# y 6zelligindeki her x, y € X noktalari i¢in

xeU veygU veyayeV vexgV

olacak sekilde U,V e kiimeleri varsa bu uzaya 7, -uzay1 denir.

Tamm 2.1.21 [19] (X, 7) bir topolojik uzay olsun. x# y 6zelligindeki her x,y € X i¢in
xeU,yeV ve UNV =
olacak sekilde U,V et kiimeleri varsa (X,7) uzayma bir Hausdorff uzay: veya bir T, -uzay

denir.

Ornek 2.1.22 [19] (R, ng) uzayinin bir Hausdorff uzay1 oldugunu gosterelim.

Coziim x#y ve x,y R olsun. x <y oldugunu kabul edelim. x <a <y 6zelliginde bir aeR
ve y<b ozelliginde bir beR secelim. Bu durumda x € [X,Cl), VAS [y,b) ve [x,a)ﬂ[y,b) =0

dur. Ustelik, [X, a),[y,b) €7, dir. O halde (R, rmgv) uzay1 bir Hausdorff uzayidir.

Ornek 2.1.23 [19] X=[O,OO), T={(a,00):aZO}U{@,X} olmak iizere (X,T) uzayinin bir

Hausdorff uzay1 olmadigini gosterelim.

Coziim x =0 olmak lizere xe X olsun. 0eU, xeV ve U,V er ise U = X olacagindan xeU

olur. Bu durumda xeU NV dir. O halde 0cU, xeV ve U NV = olacak sekilde U,V e ¢

yoktur. Boylece (X T ) uzay1 bir Hausdorff uzay1 degildir.



Tamm 2.1.24 [19] (X T ) bir topolojik uzay olsun. Kapali her F < X kiimesi ve x¢F

ozelligindeki her x € X noktasi i¢in

UNV=0,FcVvexelU
olacak sekilde U,V € r kiimeleri varsa (X T ) uzayma T, -uzay1 denir. (X T ) uzay1 hem bir 7,

-uzay1 hem de bir 7| -uzay: ise (X T ) uzayina regiiler uzay denir.

Ornek 2.1.25 [19] (X T ) kaba uzaymin T -uzay: fakat regiiler olmadigini gosterelim.

Coziim Bu uzayda bos kiime ve X kiimesinden farkli hi¢ bir kapali kiime olmadigindan bu uzay

bir 7} -uzayidir. (X T ) bir 7, -uzay1 olmadigindan bu uzay bir regiiler uzay degildir.

Tanim 2.1.26 [19] Bir (X T ) topolojik uzaymin kapali her F alt kiimesi ve x ¢ F' 6zelligindeki
her xe X noktasiigin f(x)=1 ve f(F)={0} olacak sekilde siirekli f : X —>[0,1] fonksiyonu varsa

(X T ) uzaymna bir 7 -uzayi denir. (X T ) uzayl hem bir 7, -uzayr hem de bir 7, -uzay ise
N !

p) 3

(X T ) uzayina tamamen regiiler uzay veya Tychonoff uzay1 denir.

Tamm 2.1.27 [19] (X T ) bir topolojik uzay olmak tizere, F; "\ F, = ozelligindeki kapali her

F, ve F, kimeleri icin UNV =@, F, cU,F,cV olacak sekilde U,V e+ kiimeleri varsa

(X T ) uzayma bir T, uzayi denir. (X T ) uzayt hem 7, uzayr hem de T, uzayi ise (X T )

uzayina normal uzay denir.

Not 2.1.28 [19] I herhangi bir kiime ve / nin her bir i eleman1 i¢in bir X, kiimesi taniml1 olsun.

Bu durumda {X ; 1i eI} kiimelerin bir ailesidir. I kiimesine bu kolleksiyonun indis kiimesi denir.

Tamm 2.1.29 [20] X bir kiime ve A< X olsun. Eger bir U C 77(X) ailesi i¢in
Acu

saglantyorsa, bu U/ ailesine A alt kiimesinin bir Ortiisti denir.



Tanim 2.1.30 [19] (X , z') bir topolojik uzay ve A< X olsun. / bir indis kiimesi olmak iizere her

ielicinU,et ve AC UUi ise U = {Ul. e I} koleksiyonuna A 'nin bir agik oOrtiisii denir.

iel

Tanim 2.1.31 [4] X bir topolojik uzay ve U, X ’in bir ortiisii olsun. Eger ¢/ *nun tiim elemanlar1
bu uzayda agik ise ¢/ ’ya X uzayinin bir agik Ortiisii denir ve X ’in agik Ortiilerinin ailesi O ile

gosterilir.
Ornek 2.1.32 [19] U ={(n.n+1):neZ} ailesi R i¢in bir agik ortii degildir. Ciinkij,

-1 0 1 2

e R

Sekil 2.1. R i¢in agik ortii olmayan bir 6rnek

R=[J(n.n+1)=R\Z

nez

tam sayilar1 6rtemedigimizden R ’nin agik Ortiisti degildir.
Ormegin; X =R, 7 =alisilmis topoloji

3-2-10123

Sekil 2.2. R i¢in agik ortii 6rnegi

U= {(—n, n) ‘ne N} , U (—n, n) =R ’yi verir. Boylece R ’nin bir agik Ortiisiidiir.

neN
Tamm 2.1.33 [19] U = {U el } koleksiyonuna A 'nin agik bir ortiisii ve J </ olmak iizere
V={U,:ieJ} koleksiyonu A’mm bir ortisii ise V={U,:ielJ} ortisine U={U,:iecl)

Ortusunin bir alt ortisu denir.

Tamm 2.1.34 [19] Bu durumda J sonluysa V = {Ul. e J} ortiisiine U = {Ui e I} ortiisiiniin

sonlu alt ortisi denir.



Not 2.1.35 [19] Agik Ortii taniminda A= X almrsa X ¢ UUi ifadesi X = UU , seklini alir.

iel iel

Tamm 2.1.36 [19] (X,7) bir topolojik uzay olsun. X ’in her agik értiisiiniin sonlu bir alt drtiisii

varsa (X , z') uzayina veya kisaca X ’in kendisine kompakt topolojik uzay denir.

Not 2.1.37 [19] Kompaktligin tanim1 geregince bir uzayin kompakt olmadigin1 géstermek igin

uzayin sonlu higbir alt ortiisii olmayan agik bir ortiisiiniin oldugunu gostermek yeterlidir.

Ornek 2.1.38 [11] U = {(n,n + 2), ne Z} ailesi R 1i¢in bir agik ortiidiir fakat sonlu bir alt ortiisii

olmadigindan R kompakt degildir.

{ j ( )
_ € ) (_____
AN 7
— ( ) ( )

I L] ) 1 1 1 1
-3 —2 -1 0 1 2 3

Sekil 2.3. R kiimesinin sonlu altortiisti.

Ornek 2.1.39 [19] R standart uzayinin kompakt olmadigini gosterelim.

Coziim R = U (—n,n) ve her neN igin (-n,n) araligi R ’de agik oldugunda {(—n, n):ne N}

neN

kolleksiyonu R standart uzayinin agik bir ortiisiidiir. Simdi bu 6rtiiniin sonlu higbir alt Srtiisiiniin

n;

olmadigini gdsterelim. Bu ortiiniin sonlu bir {U = 1,...,m} alt ortiisiiniin oldugunu varsayalim.

n, = max {nl. = 1,...,m} olmak iizere UU” =(—n,,n,) olur. Diger yandan sonlu alt ortii tanim

i=1

geregince R = UUni olur. Buradan R =(-n,,n,) elde edilir. Buise n,+1¢ (-n,,n,) oldugundan

i=1
miimkiin degildir. O halde R ’nin {(—n,n) :neN } acik Ortiisiintin hi¢ bir sonlu alt ortiisii yoktur.

Bu durumda R standart uzayr kompakt degildir. (Sekil 2.2. ye bakiniz.)
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Sekil 2.4. R standart uzaymin kompakt olmayisi

Ornek 2.1.40 [19] X sonlu bir kiime olmak iizere (X , r) topolojik uzay1 kompakttir. Ciinkii,
X sonlu bir kiime oldugundan 7 sonludur. Bdylece {U el } kolleksiyonu bu uzayin agik bir
oOrtiisli ise {U el } C 7 oldugundan bu ortii sonludur. O halde X ’in her {U el } acik

ortlistiniin sonlu bir {U el } alt ortiisti vardir. Boylece (X, 7) uzayr kompakttir.

Not 2.1.41 [19] Ornek 2.1.39°dan goriildiigii gibi sonlu her topolojik uzay kompakttir. Aslinda

kompaktlik sonlulugun bir topolojiksel genellemesi olarak diistiniilebilir.

Tamm 2.1.42 [19] (X,7) bir topolojik uzay ve A da X ’in bir alt kiimesi olsun. (4,7,) alt uzay:

kompaktsa A °ya X ’in kompakt alt kiimesi denir.

Ornek 2.1.43 [19] R standart uzaymin (0,1) alt kiimesinin kompakt olmadigin1 gsterelim.

Her neN igin L,l kiimesi R ’de ac¢ik ve L,l =0, L,l oldugundan
n+l1 n+l n+l1

L,l kiimesi  (0,1)’de aciktir. Diger yandan (O, 1):U L,l oldugunda
n+l1 +1

n=1

U= (L,lj :neN} kolleksiyonu (0,1)’in acgik bir ortiisidir. V= (L,ljzn el cN
n+1 n+1

kolleksiyonu bu Ortiiniin sonlu bir alt ortiisii olsun. Bu durumda 7, = max {n nel } olmak {izere

1 1
(0’1)=U(j’1]=[ 1,1] olur. Bu ise

nel no +

1 1 .
€ (0,1) ve & ,1 | oldugundan bir
ny+2 ny+2 \ny+1
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celiskidir. Boylece (0,1) ’in U = {[% , lj :neN } acik Ortiisliniin sonlu higbir alt ortiisii yoktur.
n+

O halde (0,1) uzayr R ’nin kompakt bir alt kiimesi degildir.

1
2
1 )
i ¢ 1
1 ) 1
<
€ )1
w
720 A 4 v
1 ¢ )1
720+ 1
¢ —n
1 .
O 7o+1 W v v
—e4— 1
ng+-2

Sekil 2.5. R standart uzayinin kompakt olmayan bir alt kiimesi

Tanim 2.1.44 [19] (X T ) bir topolojik uzay olsun. X ’in sayilabilir her agik ortiisiiniin sonlu bir
alt ortlisi varsa X uzayma sayilabilir kompakt uzay denir. Ac X ve (A, TA) uzay1 sayilabilir

kompaktsa A kiimesine (X ,T) uzayinin sayilabilir kompakt alt kiimesi denir.

Not 2.1.45 [19] Kompaktlik (C) ve sayilabilir kompaktlik (CC) tanimlar geregince her kompakt
uzay sayilabilir kompakttir. Ciinkli kompakt uzaymn her Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisii vardir.

Bunlar i¢inde sayilabilir olanlarinda sonlu bir alt ortiisii vardir. Dolasiyla C = CC dir.

Tanim 2.1.46 [19] (X ,T) bir topolojik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun. xeU
ozelligindeki her U acik kiimesi ve her N e N i¢in x, € U olacak sekilde bir n > N dogal say1s1

varsa x noktasina (x,,) dizisinin bir y1g1lma noktasi denir. Yani x eU 06zelligindeki her U agik

kiimesi i¢in x, €U olacak sekilde sonsuz sayida ne N varsa x noktasina (xn) dizisinin bir

yi1gilma noktasi denir.

Tanim 2.1.47 [19] (X ,2’) bir topolojik uzay olsun. Her x € X noktasinin sayilabilir bir yerel

taban1 varsa (X T ) uzayina birinci sayilabilir uzay denir.

Ornek 2.1.48 [19] Reel sayilardaki her x eleman igin

11



G(x) :{(x—%,er%j:n EN} ailesi gergel eksen iizerindeki alisilmis topolojiye gore x

noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabani oldugundan bu topolojik uzay birinci sayilabilir

aksiyomunu saglar.

Tamm 2.1.49 [19] (X ,r) bir topolojik uzay olsun. 7 'nun sayilabilir bir taban1 varsa (X ,2')

uzayina ikinci sayilabilir uzay denir.

Ornek 2.1.50 [19] R iizerinde 7z, standart topolojisi mevcut olsun. Bu uzayn

B = {( D, q) 'p.q€ Q} sayilabilir bir taban1 vardir. Dolasiyla ikinci sayilabilir aksiyomunu saglar.
Not 2.1.51 [19] Ikinci sayilabilir uzay birinci sayilabilir uzaydir.

Tamm 2.1.52 [19] Bir (X T ) topolojik uzayinin her agik ortiisiiniin sayilabilir bir alt Ortiisii varsa

X uzayma Lindel6ff uzay (L) denir.

Not 2.1.53 [19] Her kompakt uzay bir Lindeloff uzayidir (C = L). Ciinkii bir kompakt uzayin her
acik Ortilisiiniin sonlu bir alt ortiisli vardir. Sonlu olan sayilabilir oldugundan her agik ortiistiniin

sayilabilir bir alt Ortiisii vardir deriz. O halde tanim geregi bu uzay Lindeloff uzayidir.

Teorem 2.1.54 [19] Her sayilabilir kompakt (CC) Lindel6ff (L) uzayr kompakttir (C).
CC+L=C

Ispat U/, X ’in bir agik 6rtiisii olsun. X bir Lindeloff uzayi oldugundan 2/ *nun sayilabilir bir V

altortiisii vardir. X sayilabilir kompakt oldugundan sayilabilir V' agik Ortiislinlin sonlu bir W

altortiisii vardir. Buna gore YV, U 'nun sonlu bir alt ortiisii oldugundan X kompakttir.

Teorem 2.1.55 [19] ikinci sayilabilir her (X, 7) topolojik uzay1 bir Lindelff uzayidir.

Ispat /= {Bn neN } kolleksiyonu X ’in sayilabilir bir taban1 ve U = {U iel } kolleksiyonu
X ’in herhangi bir agik ortiisli olsun. Bu durumda her x€ X i¢in xeU, olacak sekilde bir

U, el vardir. U, agik ve xeU, oldugundan xe B _c U, olacak sekilde bir B, € f vardur.

12



Boylece X = U B, dir. Her bir B, € f i¢in B, cU, olacak sekilde bir tane U, € kiimesi

xeX

secelim ve bunlarin kolleksiyonuna V diyelim. Bu durumda g sayilabilir oldugundan V

sayilabilirdir. Ustelik X = Usz UU olur. Diger bir deyisle V kolleksiyonu X ’in U

xeX UeV

ortiistiniin sayilabilir bir alt Ortiisiidiir.

Tanim 2.1.56 [19] (X ,T) bir topolojik uzay olsun. X ’deki her dizinin yakinsak bir alt dizisi

varsa X uzayma dizisel kompakttir denir.

Ornek 2.1.57 [19] A= (0,1) alisilmis topolojiden indirgenen topolojiye sahip olsun. A= (O,l)

kiimesi dizisel kompakt degildir. Gergekten (an):{l:neN} dizisi 0 noktasina yakinsar.
n

Dolastyla dizinin her alt dizisi de 0 noktasina yakinsar. Ancak O ¢ A dir.
Teorem 2.1.58 [19] Dizisel kompakt her (X T ) topolojik uzay1 sayilabilir kompakttir.

Ispat A kiimesi X ’in sonsuz elemanl bir alt kiimesi olsun. Bu durumda A kiimesinde terimleri

farkll bir (xn) dizisi vardir. (X ,T) uzay1 dizisel kompakt oldugundan (xn) dizisinin bir x € X
noktasina yakinsayan bir (xnk ) alt dizisi vardir. x e U ve U € olsun. Bu durumda (xnk ) alt dizisi
x noktasina yakinsadigindan bir n, € N sayis1 n, > n, oldugunda x, €U olacak sekilde vardur.

Boylece m, 2n, oldugunda x, eUNA dur. (xnk) dizisinin terimleri farkli oldugundan U m A

kiimesinin sonsuz sayida elemani vardir. Bu durumda x noktast A kiimesinin bir w -limit

noktasidir. Dolasiyla (X T ) uzayi sayilabilir kompakttir.

Not 2.1.59 [19] Dizisel kompaktligin sayilabilir kompaktligi gerektirmesine ragmen sayilabilir
kompaktlik dizisel kompaktlig1 gerektirmeyebilir. Bununla beraber birinci sayilabilir uzaylar i¢in

dizisel kompaktlik ve sayilabilir kompaktlik denktir.

Tanim 2.1.60 [19] (X, 2') bir topolojik uzay ve x € X olsun.

13



a) xeU < Colacak sekilde bir U e 7 ve X ’in kompakt bir C alt kiimesi varsa X uzayma x

noktasinda yerel kompakttir denir. Diger bir deyisle x € X noktasini iceren (X , Z') uzayinin bir

U acik kiimesini igeren (X ,2') uzaymin kompakt bir alt kiimesi varsa (X ,Z') uzayma Xx
noktasinda yerel kompakttir denir.
b) Her xe X igin (X ,T) uzayl x noktasinda yerel kompaktsa (X ,2') uzayina yerel kompakt

uzay denir.

Ornek 2.1.61 [19] R standart uzaymnin yerel kompakt oldugunu gosterelim.

Coziim xeR olsun. Bu durumda &>0 igin U:(x—g,x+€) ve Cz[x—g,x+€] olsun. Bu

durumda x eU < Cdir. U kiimesi agik bir kilme ve C kiimesi kompakt oldugundan R standart

uzay1 yerel kompakttir.
Teorem 2.1.62 [19] R standart uzayinin kapali ve sinirli her altkiimesi kompakttir.

Tamm 2.1.63 [4] U/, X ’in bir agik Ortiisii olsun. X ’in bir V' acik Ortlisiine I/ 'nun bir incesi

veya inceltilmisi denir eger her V €V baz1 U, € U tarafindan kapsaniyorsa.

Tanim 2.1.64 [4] U/, X ’in bir agik ortlisii ve V', U 'nun bir incesi olsun. Eger X ’in her noktasi

V ’nin en ¢ok sonlu ¢oklukta elemani tarafindan kapsaniyorsa V' nokta-sonlu incedir denir.
Tanim 2.1.65 [4] U/, X ’in bir agik ortlisii ve V', U 'nun bir incesi olsun. Eger X ’in her bir
noktasi V ’nin en ¢ok sayilabilir ¢coklukta eleman tarafindan kapsaniyorsa ) nokta-sayilabilir

incedir denir.

Tanmim 2.1.66 [4] Bir X topolojik uzayinin her ¢/ agik ortiisiiniin agik ve yerel sonlu bir V' incesi

varsa, bu uzaya parakompakt uzay denir.

Tamm 2.1.67 [4] Bir X topolojik uzayinin her ¢/ agik ortiisiiniin agik ve nokta-sonlu bir V' incesi

varsa, bu uzaya metakompakt uzay denir.
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Tanim 2.1.68 [4] Bir X topolojik uzayinin her ¢/ acik ortiisiiniin agik ve nokta-sayilabilir bir V
incesi varsa yani; X ’in her noktas1 V 'nin elemanlarinin en ¢ok sayilabilir ¢okluktakine ait ise,

bu uzaya meta-Lindel6ff uzay denir.

Tamm 2.1.69 [4] Bir X topolojik uzayina eger X ’in her U/ agik Ortiisiiniin sayilabilir, yerel, acik

bir incesi varsa para-Lindelof denir.

Tamim 2.1.70 [4] f:X — Y doniisiimiine eger Vy eV igin f© (y), X ’in kompakt alt kiimesi

ise kompakt dontisiim denir.

Tamm 2.1.71 [4] f:X — Y doniisiimiine eger VyeY ve f <_( y)C U ag¢ik komsulugu igin

yeWve [© (W) c U olacak sekilde Y ’de agik bir W kiimesi varsa kapali dontisiim denir.

Tanim 2.1.72 [31] X ve Y birer topolojik 6zellik ve f : X — Y olsun. Y ’deki her noktanin ters
goriintiisiinde nokta sayisinin X ’de sonlu oldugu f doniigiimiine sonludan-bire doniisiim (finite-

to-one mapping) denir.

Not 2.1.73 [4] Her kompakt uzay parakompakttir. Bir Lindel6f uzayinin her agik ortiisiiniin yerel-

sonlu, acik bir incesi vardir.

Teorem 2.1.74 [4] Yerel kompakt bir X uzayinda asagidakiler denktir.
a) X uzayl o -kompakttir.
b) X uzayr Lindeloftiir.

¢) X uzaymin kompakt altkiimelerinin bir dizisi

K. .K,,K,,.. KcK,cK,c..ve X= U K, olacak sekilde vardir.

neN

Tamm 2.1.75 [4] X bir Tychonoff topolojik uzayr ve X iizerinde tanimlanmis her reel-degerli,

stirekli fonksiyon sinirli ise X uzayina pseudokompakt uzay denir.
Teorem 2.1.76 [4] Her sayilabilir kompakt (CC) Tychonoff uzay1 pseudokompakt uzaydir.

Teorem 2.1.77 [4] Her pseudokompakt normal uzay sayilabilir kompakttir (CC).
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Tanim 2.1.78 [11] X #J bir kiime olmak tlizere, d : X x X — R doniisiimii asagidaki 6zellikleri

sagliyorsa d ’ye X iizerinde bir metriktir denir.

M1) Vx,ye X i¢in d(x,y)ZO.
M2) d(x,y)=0=x=y.
M3) Vx,ye X i¢in d(x,y)=d(y,x).

M4) Vx,y,z€ X igin d(x,z)ﬁd(x,y)+d(y,z).

Tamm 2.1.79 [4] (X ,T) topolojik uzayina eger X {izerindeki 7 topolojisi d: X xX —R

metrigi tarafindan iiretilmigse metriklenebilir denir.

Teorem 2.1.80 [4] Her metriklenebilir topolojik uzayda kompaktlik, sayilabilir kompaktlik ve

dizisel kompaktlik kavramlar1 denktir.

Teorem 2.1.81 [4] Her metriklenebilir kompakt uzay ayrilabilirdir.

Tanim 2.1.82 [4] Bir topolojik uzayin altkiimelerinin bir ailesine o -yerel sonlu (sirasiyla, o -
ayrik) denir eger yerel sonlu ailelerin (sirasiyla, ayrik ailelerin) sayilabilir bir birlesimi olarak

gosterilebiliyorsa.

Not 2.1.83 Metriklenebilir uzaylarin en 6nemli 6zelliklerinden biri Stone Teoremi olarak bilinen

asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.1.84 [4] (Stone Teoremi) Metriklenebilir bir uzayin her agik ortiistiniin o -yerel sonlu

ve o -ayrik bir incesi vardir.
Teorem 2.1.85 [4] Her metriklenebilir uzayin o -ayrik bir bazi vardir.
Teorem 2.1.86 [4] Her metriklenebilir uzayin o -yerel-sonlu bir bazi vardir.

Teorem 2.1.87 [4] Bir topolojik uzayin metriklenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart parakompakt

Hausdorff uzay1 olmasidir.

16



Teorem 2.1.88 [4] (Arhangelski’nin Metriklenebilme Teoremi) Bir topolojik uzay

metriklenebilirdir ancak ve ancak bir T,-uzayidir ve regiiler bir taban1 vardir.

Teorem 2.1.89 [4] Her regiiler X topolojik uzay1 i¢in agagidakiler denktir:

i) X uzay1 parakompakttir.

11) X uzaymin her agik Ortiisiiniin agik sigma-yerel sonlu bir incesi vardir.
i) X uzayinin her agik ortiisiiniin yerel sonlu bir incesi vardir.

iv) X uzaymin her agik Ortiisiiniin kapali yerel sonlu bir incesi vardir.

2.2. Ortii Ozellikleri ve Secme Prensipleri
Bu boliimde ortii 6zellikleri ve klasik se¢me prensipleri derlenmis olup konuyla ilgili

temel kisimlar verilerek ispati verilmeyen veya ilgili makalelerde okuyucuya birakilan bazi

teoremlerin ispatlar1 yapilmistir. Referans verilmeyen bu sonuglar bahsi gegen ispatlardir.

2.2.1. Ortii Ozellikleri ve o - Kompakthk

Sekil 2.6. A kiimesinin bir I/ agik ortiisii

Tanim 2.2.1.1 [26] X bir topolojik uzay ve ¢/ da X ’in bir agik ortiisii olsun. Eger her bir x € X

, U ’nun sonlu tane elemani hari¢ hemen hemen tiimiine aitse veya diger bir deyisle, Vx € X i¢in
{U eU:xeU } kiimesi sonlu oluyorsa X ’in U/ acik Ortiisiine y -Ortii denir ve X ’in tiim y -

ortlilerinin ailesi I' ile gosterilir.
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Tanim 2.2.1.2 [26] Bir X topolojik uzayimmin U/ acik Ortiisiine eger X ¢ U/ ve her bir sonlu
F < X kiimesi baz1 U € U/ tarafindan kapsaniyorsa @ -0rtii denir. X ’in tlim o -Ortiilerinin ailesi

Q ile gosterilir.

Ornek 2.2.1.3 [20] Agik bir sekilde tanimlardan da goriildiigii gibi, R *nin agik bir 6rtiisii olan

U= {(—n n) :neN } bir w -0rtii ve ayrica bir y -Ortiistidiir.
Teorem 2.2.1.4 [20, 26] Bir X topolojik uzayinin her bir y -Ortiisii bir @ -Ortiidiir. Yani y = w.

Ispat 4/, X’in bir y-ortiisi olsun. o/ ’nun bir @ -6rtiisii oldugunu ispatlayacagz.
F ={x1,x2,...,xk} kiimesi X ’in sonlu bir alt kiimesi olsun. ¢ bir y -6rtii oldugundan
X, , U nun sonlu elemanlar: harig tiimiine ait.

X,, U nun sonlu elemanlart hari¢ tiimiine ait.
X, , U nun sonlu elemanlar: hari¢ tiimiine ait.

Boylece F hemen hemen her U € U tarafindan kapsanir ki bu da sonlu F < X kiimesinin bazi

U € U tarafindan kapsandig1 anlamina gelir. Boylece U/ bir o -ortiidiir.

Sonugc 2.2.1.5 [20, 26] y -ortli, @ -Ortiiden daha giicliidiir (baskindir).

Ornek 2.2.1.6 [26] U, X topolojik uzaymnn bir @ -Grtiisii olsun. U’ ={UxU :U €U} nin X*

i¢cin bir @ -0Ortii olmasi gerekmez.

Teorem 2.2.1.7 I' — QQ — O kapsama bagintisi saglanir.

Teorem 2.2.1.4 ten ¥ = @ oldugunu biliyoruz. I, Q kolleksiyonlarinin elemanlar1 ayn1 zamanda

acik ortiiler oldugundan ispat agiktir.

Lemma 2.2.1.8 [20] @ -ortiisii icin X topolojik uzay1 daima sonsuz elemanli kabul edilir.
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Ispat Eger X sonluysa, @ -6rtiisii i¢in asikar durumdur. Ciinkii her bir sonlu F < X baz1 U e U
tarafindan kapsanir. X sonlu olacagi i¢in Ortiiniin bazi elemanlan tarafindan kapsanir ve bu
eleman X olmalidir. Boylece X €U/ olur ki bu da ® -0rtiiniin tanimiyla ¢elisir. O halde X

sonsuzdur.
Not 2.2.1.9 [20] X deki her bir F sonlu kiime, @ -ortiisiiniin sonsuz ¢oklukta elemanina aittir.

ispat FcX,3U, el > FcU,
K =FU{X1} sonludur. Buna gore, 3U, ed > F, cU, ve bdylece F cU,.

F, =Fu{x1,x2} sonludur. Buna gore, 3U, eUd > F,cU, vebdylece F cU,.

F =Fu{x1,x2,...,xn} sonludur. Buna gore, 3U, eld > F,cU, vebdylece F cU, olur.

Boyle devam ettirilirse, F, U, 'nin sonsuz ¢oklukta elemani tarafindan kapsanr.

Tamm 2.2.1.10 [10] Bir X topolojik uzayimna eger kompakt kiimelerin sayilabilir bir birlesimi

olarak yazilabiliyorsa o -kompakttir denir. Yani, K, K,,....,K ... bu uzaydaki kompakt kiimeler

olmak lizere X = UK" .

n=1

Ornek 2.2.1.11 [20] R, o -kompakttir.
U= {[—n, n] ‘ne N} kiimeler ailesi R i¢in bir ortiidiir. Her bir K, = [—n,n] kiimesi R *de kapali

ve sinirli oldugundan kompakttir.

Sekil 2.7. o -kompaktlik
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[—1,1], [—2, 2], [—3,3],...,[—11, n], kiimelerinin her biri R ’de kompakttir ve birlesimleri R ’yi
verir. R = U [—n,n] oldugundan R, o -kompakttir.

neN
Not 2.2.1.12 [10] o -kompaktlik i¢in X =K, UK, U... iken X, c X, c X, c... her zaman
saglanir. X, =K, X, =K, UK,, X;=K, UK, UK,,... alalm. X, cX,cX,c.. saglanimr.
Kompakt kiimelerin sonlu sayidaki birlesimi de kompakt oldugundan X, X,, X;,... kiimelerinin
her biri de kompakttir. X , o -kompakt uzay, {Kn :neN } ise X ’in kompakt alt kiimelerinden

olusan bir Ortiisii olur. Kompakt kiimelerin sonlu birlesimi de kompakt kiime oldugundan her n

i¢in C = UK; *de kompakttir. O halde {, :n e N} ailesi, o -kompakt X uzaymin i¢ i¢e gegmis

i=1

kompakt alt kiimelerinden olusan bir ortiisiidiir.
Teorem 2.2.1.13 [20] Her kompakt uzay o -kompakttir.

Ispat X kompakt olsun. X ’in o -kompakt oldugunu gosterecegiz. Her bir n igin

X=X 0UX,U..UX, U.. yazalim. Buna gore, her bir n i¢cin X, =X olmak {izere agik¢a

goriiliir ki X , kompakt kiimelerin sayilabilir bir birlesimi olarak yazilabilir ve boylece X , 0 -

kompakttir.

Teorem 2.2.1.14 [20] o -kompaktlik y -Ortiiyii iiretir.
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2.2.2. Secme Prensipleri Teorisi

X : Topolojik uzay

P: Topolojik 6zellik Se¢meli P
Bir tek eleman Elemanlarin bir dizisi
P: Kompaktlik ise Se¢cmeli P: Menger-Tipi Se¢me Prensibi olur

X ’in her U agik Ortiisiiniin sonlu bir V alt | x i acik ortiilerinin her bir {un :neN}
ortist vardir > UV =X. . " .
dizisi igin bir {)) :n e N} dizisi vardir 6yle ki
VneNigin VY c U, ,V sonlu VneN iginve

U(wy)=x.

n

Sekil 2.8. Se¢me prensipleri teorisi

Tamm 2.2.2.1 [5] (Se¢me Prensibi) Bir tiire ait matematiksel nesnelerin bir (Z/ln :neN)

dizisinden, belirli bir kurala goére her ne€N i¢in U/, ’den bazi elemanlar se¢ildiginde, segilen

elemanlarin ayni1 veya farkli tiirde bir matematiksel nesne olusturmasi. A ve B kiimeler ailesi
olmak iizere, kural asagidaki gibi ifade edilebilir:
Y4 21 1, sreiss =._ A

v

e B

Sekil 2.9. Se¢me prensibi

Tamm 2.2.2.2 [26] Bir X topolojik uzaymin agik ortiilerinin ailesi O ile gosterilsin. 4 ve B,

O ’nun bostan farkl: iki alt kiimesi olmak tiizere;
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n

1. S,(A,B) yontemi: A ’nin elemanlarindan olusan her (U )neN dizisi i¢in bir (Un )HEN dizisi
vardir 8yle ki VneN igin U, €U, ve (U, )neN eB.
2. §,,(A,B) yontemi: A ’nin elemanlarindan olusan her (U )nEN dizisi i¢in bir (Vn)neN dizisi

n

vardir 6yle ki VneN igin V

n

U, ’nin sonlu altkiimesi ve U,

4

eN .l)n € B .
3. U fin (.A, B ) yontemi: 4 'nin elemanlarindan olusan her (Un )neN dizisinden, Vn € N i¢in sonlu

V) c U, kiimesi segerek, B ’de bir (UVH) elemani elde etmek.

n neN

Not 2.2.2.3 [26] Agik ortiilerin herhangi bir A kolleksiyonu ve O, I ve Q ortiilerinin bir B
kolleksiyonu i¢in S,(A,B)< S, (A.B) ve S, (A,B)cU,, (A,B) kapsama bagintist saglanir.

Tamm 2.2.2.4 [22] (Menger-Tipi Se¢gme Prensibi) (M) Bir X topolojik uzayinin agik ortiilerinin

n

her bir (U,) . dizisi igin sonlu kiimelerin bir (})) = dizisi her neN i¢in V) U, ve

X = U(Uvn) olacak sekilde varsa X wuzayina Menger oOrtii 6zelligini saglar veya Menger

neN

uzayidir denir.

Agik ortiilerin her bir U/, dizisi i¢in;

Y, U, U

Sekil 2.10. Menger-tipi segcme prensibi

Tamm 2.2.2.5 [9] (Hurewicz-Tipi Se¢me Prensibi) (H) Bir X topolojik uzayma Hurewicz ortii

ozelligini saglar veya Hurewicz uzayidir denir eger X ’in acik Ortiilerinin her bir (Un )nEN dizisi
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icin sonlu kiimelerin bir (V )%N dizisi varsa dyle ki her neN igin V c U, ve her xe X i¢in

n

Xe U Y, sonlu tanesi harig tim n e N igin.

uE un
v K

ul
Y 4

Sekil 2.11. Hurewicz-tipi segme prensibi

Tamm 2.2.2.6 [23] (Rothberger-Tipi Se¢me Prensibi) (R) Bir X topolojik uzaymin agik

ortiilerinin her bir (U,) . dizisi igin bir (U,) , dizisi her neN i¢in U, €U, ve X =|JU,

n
neN

olacak sekilde varsa X uzayina Rothberger ortii 6zelligini saglar veya Rothberger uzayidir denir.

I 4

o ay. . (o
'%) E T% &M%)

Sekil 2.12. Rothberger-tipi se¢gme prensibi

Tamm 2.2.2.7 [8] (Gerlitz-Nagy-Tipi Se¢me Prensibi) (GN): Hurewicz ve Rothberger ortii
ozelliklerinin bir birlesimi olarak verilir. Buna gore, X uzayina Gerlitz-Nagy ortii 6zelligini saglar
veya Gerlitz-Nagy uzayidir denir eger X ’in agik Ortiilerinin her bir (Un )neN dizisi i¢in bir ( U, )neN
dizisi varsa dyle ki her ne N i¢in U, € i, ve her xe X igin x €U, sonlu tanesi hari¢ tim n e N
igin.

Eger O, bir X topolojik uzaymnin agik ortiilerinin bir kolleksiyonu ise bu durumda

o $5,,(0,0) Menger (M) ortii Szelligidir [10, 23];
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e § ((9,(9) Rothberger (R) ortti 6zelligidir [24];

o U, (I.T) Hurewicz (H) értii 6zelligidir [10].

() @)
Teorem 2.2.2.8 X o-kompaktuzay = X Menger uzayr = X Lindel6ff uzayi.

Ispat (1) Varsayalim ki X , o -kompakt olsun. X = X, U X, U... olacak sekilde X ’in kompakt
X,, X,,... altkiimelerinin birlesimi olarak yazilir. X topolojik uzaymnin agik Ortiilerinin bir
(Un )neN dizisini alalim.

X, kompakt oldugundan; ¥ c U, olacak sekilde X, kiimesini 6rten sonlu bir V alt ortiisii vardir.
X, =ul, iken X, =U) vardir (V) sonlu).

X, kompakt oldugundan; V, c U, olacak sekilde X, kiimesini 6rten sonlu bir 1} alt 6rtiisii vardir.

X=X, UX,u..=()uLY)u..uLV)u..=| J(U)) olurkibuda X topolojik uzaymin

neN

Menger uzay1 oldugunu gosterir.

n

(2) X Menger uzayi olsun. X ’in agik ortiilerinin her bir (U )neN dizisi igin bir (1)) _ dizisi

vardir 8yle ki her neN igin ¥, cU,, V), sonlu (VneN igin) ve | J(U)))=X . Buna gore, ),

n

sonlu oldugundan sayilabilir bir alt ortlidiir. Boylece, X ’in her agik ortiistiniin sayilabilir bir alt

ortiisii olacagi i¢in X Lindeloff uzayidir.

Teorem 2.2.2.9

U] (2 () ()
Kompakthk = o-Kompaktlik = Hurewicz= Menger = Lindeloff

f f
) 6)

Garlitz-Nagny (_—5 Rothberger

Ispat (1) Kompaktlik (C)= o-Kompaktlik
X kompaktolsun. X ’in o -kompakt oldugunu gosterecegiz. Her bir 7 i¢in X, = X olmak iizere

X=XUX,U..UX, U... yazahm. Buna gore, agikga goriiliir ki X , kompakt kiimelerin

sayilabilir bir birlesimi olarak yazilabilir ve boylece X , o -kompakttir.
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(2) o- Kompaktlik = Hurewicz (H )

X topolojik uzayr o -kompakt olsun. Buna gore K, K,,....,K, ... bu uzaydaki kompakt kiimeler

olmak lizere X :UKn . (Un )neN, X ’in agik Ortiilerinin bir dizisi olsun. U,, X ’i orttiigi i¢in U,

n=l1
K, i orter. K, kompakt oldugundan 3 sonlu } c U, alt ortiisii vardir 6yle ki K, UV .
U,, X i orttiigh i¢in U, , K, yi orter. K, kompakt oldugundan 3 sonlu ), ¢ U, alt ortiisii vardir

oyleki K, cU),.

U, , X iorttigi icin U, , K, *y1 6rter. K, kompakt oldugundan 3 sonlu V, c U, alt ortiisii vardir

oyleki K, cU),.

Buna gore, X:KluK2u...:UKn:U(UVn). X’in herhangi bir noktast x olsun. Bu

nen neN

durumda, x € K, olacak sekilde minimum bir k e N segelim. Ac¢ik bir sekilde, her bir m >k igin
xeK, ve K, cU), oldugundan x €U}, her bir m>k igin. Boylece, her xe X i¢in xelU)],

sonlu tanesi harig tiim m ’ler i¢in. Bu durumda, her bir i >k i¢in x€ ). O halde, X Hurewicz

uzayidir.

(3) Hurewicz (H)=>Menger (M)

X Hurewicz uzay1 olsun. X ’in Menger oldugunu kanitlamak istiyoruz. Yani; X ’in her (Un )HGN

acik Ortiistintin sonlu bir (Vn) alt ortiisii vardir yle ki UV X i orter.

neN

(U )neN , X ’in agik ortiilerinin bir dizisi olsun. X Hurewicz oldugundan 3V c U , herbir n igin

n

V sonlu ve her xe X i¢in xeUV (her n>n_eN icin ). Bdylece, X topolojik uzay: (UVn)

n
kiimeleri tarafindan kapsanir.

(4) Menger (M )= Lindelof (L)
X Menger uzayi ve U ise X ’in herhangi bir agik ortiisii olsun. Her bir n e N igin {{, = olacak

sekilde (Un )%N dizisini diistinelim. Menger 6zelligini bu diziye uygularsak; sonlu V c U, =U

bulabiliriz, yani tiim U, ’ler I/ *dan ve V= U Y c U U =UUJUU...=U olurki V= UVn cu

neN neN n=1
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demektir. Boylece X ’in her U/ acik oOrtiisiiniin sayilabilir bir ) alt Ortiisii oldugundan X
Lindeloftiir.

(5) Rothberger (R)=> Menger (M)
X bir topolojik uzay ve X ’in agik Ortiilerinin bir dizisi (Un )neN olsun. X Rothberger oldugundan

X ’in agik oOrtiilerinin her bir (Z/ln )neN dizisi i¢in bir (U ) )neN dizisi, her neN i¢in U, e, ve

UUn = X olacak sekilde vardir. V) ={U,} €U, alalim. Buna gére, her bir ¥, , I/, nin sonlu alt

n=1

kiimesi oldugundan X ’in Menger olmasin1 garantilemis olur.

(6) ve (7) Tamimdan da bilindigi iizere X Gerlitz-Nagy uzay1 ise X Rothberger ve Hurewicz

uzaydir.

Teorem 2.2.2.10 X Menger uzayinin siirekli f doniisiimii altindaki Y = f (X ) goriinttisii de

Menger uzayidir.

W ¥ Ve flx)=rop
f contimous

Sekil 2.13. Menger uzaymin siirekli f doniisiimii altindaki goriintiisii

Ispat X bir Mengeruzayive f:X — Y siirekli ve 6rten bir doniisiim olsun. (Un )neN, Y=f (X )
topolojik uzaymin agik Ortiilerinin bir dizisi olsun. Y uzaymnin da bir Menger uzayr oldugunu

gostermek istiyoruz. Buna goére, VneN i¢in V), U ’nin sonlu bir alt kiimesi ve Y = UUVn
nelN

olacak sekilde bir (V,,)%N dizisinin varligimi gostermemiz gerekir. f stirekli oldugundan, her

neN i¢in, W = { f (U ) U e Z/ln} olarak alalim, buna gore (Wl) X ’in agik Ortiilerinin bir

neN’
dizisi olur. X bir Menger uzay1 oldugundan dyle bir (7’( )MN dizisi vardir dyle ki VrneN igin

n

H,, W ’nin sonlu alt kiimesi ve
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x =JUH, (2.2.2.1)

neN

olur. Her neN igin, V) = { f (H) ‘He Hn} olsun, bu durumda V), ¥/, nin sonlu bir alt kiimesidir.
(2.2.2.1) denkleminden,
v=r(0)=r(UUR J-UUr ()= UU

olur. Boylece Y = U UV olur ki bu da Y nin Menger uzay: oldugunu gosterir.

neN

Teorem 2.2.2.11 f bir X uzaymndan bir ¥ Menger uzayina tanimlanan acik ve miikemmel bir

doniisiim ise bu durumda X uzayi da bir Menger uzayidir.

X (M)

/ 1w [) Te
J il g My
OpEﬂ -perfect mopping y S W

i

- Open closed + Continuous + compact mopping

Sekil 2.14. Menger uzaymin acik-miikemmel doniisiim altindaki ters goriintiisii Menger

Ispat ( U, )neN, X uzaymin agik Ortiilerinin bir dizisi ve y €Y olsun. f kompakt bir doniisiim
oldugundan VyeY icin f© (y) kiimesi X uzaymin kompakt bir altkiimesidir. Buna gore, her
neN ve VyeY igin U, ninsonlubir V) altkiimesi f* (y) cUY, =V, olacak sekilde vardr.
Jf kapali bir doniigiim oldugundan, ye W,  ve f < ( y) cf (Wn,y) cV,, olacak sekilde bir agik
W, , Y kiimesi vardir. Her ne N i¢in, W, = {Wm ,iyeY } ailesi Y uzayinin bir agik ortiisiidiir.

Y uzay1 Menger 6zelligini sagladigindan, bir (Hn )neN dizisi vardir 6yle ki her ne N i¢in H,, W

’nin sonlu alt kiimesi ve

y = JUK, (22.2.2)

neN
Her H € 'H, igin buna karsilik gelen sonlu bir V), < U, vardir ve bdylece V) = {V eV ,:He Hn}

kiimesi U, agik oOrtiisiiniin sonlu alt kiimesi olur. Ayrica (2.2.2.2) denkleminden
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x= 105 (YU -Uur (e x

neN neN

olur ve buradan X = U UVn' elde edilir. Boylece X Menger (M) uzayidir.

neN
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3. BULGULAR VE TARTISMA
3.1. Yeni Ortii Cesitleri Ve Yildiz Se¢cme Prensipleri

Yildiz ortii  ozellikleri kompakthigin  zayif halleri ve Lindelof 6zelliginin daha
giiclendirilmis halleridir. Aslinda bunlarin hepsi sayilabilir kompaktlik ile yalanci kompaktlik
(pseudokompaktlik) arasinda uzanir [38]. Bu kisimda [2, 3, 6, 12, 16, 18, 21, 30, 31, 32, 33, 38]
makaleleri derlenmis ve bu makalelerde ispatlari verilmeyip agik bir sekilde gortilebilecegi bilgisi

verilen teoremlerin ispatlart da yapilmistir.
3.1.1. Yildiz Ortii Ozellikleri ve Aralarindaki iliskiler

Bu kisimda yildiz kompaktlik (SC), yildiz Lindel6f (SL) ile bunlarin daha giiglii
versiyonlar1 olan kuvvetli yildiz kompaktlik (SSC) ve kuvvetli yi1ldiz Lindel6f (SSL) ile yildiz-L-
Lindelo6f (star-L-Lindelof), kompaktlik (C) ve sayilabilir kompaktlik (CC) gibi kavramlarla

aralarindaki iliskiler incelenmistir.

Tanim 3.1.1.1 [38] Bir X topolojik uzayma eger X ’in her ¢ acgik ortiisliniin sonlu bir V <=/
alt ortiisii X = St(UV,M ) = U{U el (UV)ﬂU * @} olacak sekilde varsa yildiz-kompakt (SC)

uzay1 denir.

Tamm 3.1.1.2 [38] X topolojik uzayma eger X ’in her bir ¢/ acik ortiisii i¢in sonlu bir F < X
altkiimesi X = St (F U ) olacak sekilde varsa kuvvetli yildiz kompakttir (SSC) denir.

Teorem 3.1.1.3 (Lemma 2.1.1, [38]) Kuvvetli yi1ldiz-kompakt uzay yildiz-kompakttir.

Ispat X topolojik uzayinm bir agik ortiisii &/ olsun. X kuvvetli yildiz-kompakt oldugundan,

sonlu bir Bc X kiimesi St(B,?/l ) =X olacak sekilde vardir. Her bir b€ B igin b €U, olacak
sekilde baz1 U, ed segelim. Vz{Uh :beB} olsun. Bu durumda V', U ’nun sonlu bir alt

kiimesidir ve X = St(B,M) c SZ(UV, ?/l) C X elde edilir. Boylece X = St(UV,U) olur ki bu da

X ’in yi1ldiz-kompakt oldugunu gosterir.
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Teorem 3.1.1.4 (Teorem 2.1.4, [38], ayrica bkz. [6]) Her sayilabilir kompakt uzay kuvvetli yildiz-
kompakttir (CC = SSC).

Ispat X bir topolojik uzay olsun. Varsayalim ki X uzay1 sayilabilir kompakt olsun fakat kuvvetli

yildiz-kompakt olmasin. Eger B < X sonlu ise

St(B,U)# X (3.1.1)
olacak sekilde X ’in bir agik Ortiisii ¢/ olsun. Herhangi bir x, € X secelim ve tiimevarimla,
X, e X/St({xo,xl,...,xn_l},Ll), n>0 igin secelim. (3.1.1) ile boyle bir se¢cim miimkiindiir.
A={x, :neN} ve V={St(x,.U):neN} olsun. Dikkat edilirse, x, nin segimine bagli olarak,
V ’nin her eleman1 kesinlikle A’nin bir elemanini igerir. Sonug olarak, V 'nin sonlu bir alt kiimesi
A’y1 kapsamayacaktir. Eger ye A ise yeU olacak sekilde bazi1 agik U elf secelim.

UnA=D, UNA#D vebdylece y e St(x,,U) bazi n igin. Bunun i¢in gdriiyoruz ki, X ’deki

acik kiimeler ile birlikte, )V, A ’nin sayilabilir bir 6rtiistidiir. X ’in kapali bir altkiimesi olan A,

sayilabilir kompakttir. Buna gore, A ’ni ve dolayisiyla A’y1 6rten, V) ’nin sonlu bir altkiimesi
bulunmak zorundadir. Bu ise V' hakkindaki 6nceki gozlemlerimizle ¢elismektedir. O halde X

kuvvetli yildiz-kompakttir.

Not 3.1.1.5 Bu teoremin tersinin saglanabilmesi i¢in verilen uzayin Hausdorff uzayi olmasi

gerekir.

Teorem 3.1.1.6 (Teorem 2.1.5, [38]) Kuvvetli y1ldiz-kompakt (SSC) Hausdorff uzay1 sayilabilir
kompakttir (CC).

Ispat Varsayalimki X sayilabilir kompakt olmayan bir Hausdorff uzay1 olsun. Buna gére sonsuz

kapali ayrik D={x, :neN}c X altkiimesi vardir. D ayrik oldugundan, her bir neN igin

U,N"D={x,} olacak sekilde bir U, agk kimesi vardr. Her meN igin

n

Y = {xn eD:2"<n< 2'"“} , boylece |Y, |=2"~1. Y, sonlu ve X Hausdorff uzay: oldugundan

m

2"<n<2™ igin x,e€V, olan V, ayrnk agik kiimeleri vardir. Daha sonra

n

V = {Un NV 2" <n< 2"”1} kurulumu (U, "V, )N D ={x,} olacak sekilde X ’in ikili ayrik
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agik altkiimelerinin bir kolleksiyonunu verir. V={X —D} U, ), olarak tammlayalim. Agik
bir sekilde, V', X ’in bir agik ortiisiidiir. |A| =M varsayimiyla A, X ’in sonlu bir altkiimesi olsun.

Buna gore,

A|<2" —1=|V,|. Boylece, bazi 2" <m<2"" -1 igin, (U, "V, )NnA=D dir.
Fakat U, NV,, V’nin x,’i kapsayan tek elemamdir. Bu yiizden, x, & St(A,V). Ozel olarak,

St(A,V)= X . Fakat A, X ’in keyfi sonlu altkiimesidir. Béylece X kuvvetli-yildiz kompakt

degildir.

Sonug¢ 3.1.1.7 X kuvvetli yildiz kompakt (SSC) Hausdorff uzay1 < X sayilabilir kompakttir
(CO).

Sonu¢ 3.1.1.8 C = CC = SSC.
Her kompakt uzay ayni zamanda sayilabilir kompakt oldugundan ve Teorem 3.1.1.4 den sonug

agikardir.

Tamm 3.1.1.9 [38] Bir X topolojik uzaymin her U agik ortiisii igin sayilabilir bir V </ alt
ortlisii St(UV, U ) = X olacak sekilde varsa, bu uzaya yildiz-Lindel6ff (SL) denir.

Tamm 3.1.1.10 [38] Bir X topolojik uzaymin her U agik ortiisii icin X ’in sayilabilir bir B alt
kiimesi St(B U ) = X olacak sekilde varsa bu uzaya kuvvetli-yildiz-Lindel5ff (SSL) denir.

Tanim 3.1.1.11 [38] Bir X topolojik uzayma eger X ’in her U agik ortiisii icin X ’in bir A
Lindel6ff alt uzayr St (A, U ) = X olacak sekilde varsa y1ldiz-L-Lindeloff (star-L-Lindeloff) denir.

Not 3.1.1.12 [12] numarali makalede SSL—=SL ve L = SSL = star— L— Lindeldf = SL
iligkilerinin acik bir sekilde goriilebilecegi denilmistir. Biz simdi bunlar1 asagidaki iki teoremle

ispatlayalim.

Teorem 3.1.1.13 Bir X topolojik uzayr kuvvetli yildiz Lindelof ise yildiz Lindeloftiir.
(SSL:>SL)
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Ispat Bir X topolojik uzayinin bir acik értiisii 2/ olsun. X kuvvetli yildiz Lindelf oldugundan

X ’in sayilabilir bir B altkiimesi X = St(B,U ) olacak sekilde vardir. Her bir be B i¢in beU,
olacak sekilde baz1 U, €U secelim. V={U b :bEB} olsun. Boylece V', U ’nun sayilabilir

altkiimesidir ve X = St(B,?/l) c St(UV,?/l) c X . Boylece St(UV,M) =X.

Teorem 3.1.1.14 X bir topolojik uzay olsun.

i. X Lindeléfise X kuvvetli yildiz Lindeldftiir (L=>SSL).
ii. X kuvvetli yildiz Lindeléfise X yildiz-L-Lindeldftiir (SSL = star — L— Lindeldf ).

iii. X yildiz-L-Lindelsf X yildiz Lindeloftiir (star — L— Lindeléf = SL).

ispat i. (L= SSL)
X bir topolojik uzay ve U ise X ’in bir agik Ortiisii olsun. X Lindelof oldugundan U/ agik

ortlisiiniin sayilabilir bir ) altortiisii W) = X olacak sekilde vardir. Her bir V €V i¢inbir x, €V
noktasi segelim ve B = {xv Ve V} kiimesini olugturalim bu sekilde. V' sayilabilir oldugundan B

de X ’in sayilabilir bir altkiimesi olur. Ag¢ik bir sekilde, X =S¢ (B,U ) elde edilir. Bu da ispat1

tamamlar.

il. (SSL = star—L— Lindel(')'f)
X bir topolojik uzay ve U ise X ’in bir agik 6rtiisti olsun. X = St(L,Ll ) olacak sekilde X ’in bir
L Lindel6f altuzayin1 bulmamiz gerekir. X kuvvetli yildiz Lindelof (SSL) oldugundan X ’in

sayilabilir bir A altkiimesi St(A,U)zX olacak sekilde vardir. &/, X ’in bir agik Ortiisii
oldugundan U ayrica A igin de bir agik ortiidiir. A sayilabilir oldugundan A ’y1 6rten sayilabilir
bir V' altértiisii vardir (V={V:x, €L} 5> x, €V cU,U €lU) ve béylece A Lindeloftiir. Buna

gore L= A icin sonug elde edilir.

iii. (star — L— Lindelof = SL)
X bir topolojik uzay ve U ise X ’in bir agik Ortiisii olsun. X bir yildiz-L-Lindel6f oldugundan

X’in bir A Lindelof altuzayi St(A,U ) =X olacak sekilde vardir. &, X ’in bir agik Ortiisii
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oldugundan I/ ayrica A i¢in de bir agik ortliidiir. A bir Lindelof uzayr oldugundan U/ acik

ortiistiniin A ’y1 Orten sayilabilir bir ) altortiisi A cU) olacak sekilde vardir. Buna gore,

X = St(A, Z/{) C St(UV, M) c X olur ve boylece St(UV, Z/l) = X olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.1.1.15 L = SSL = star — L — Lindelof = SL.

3.1.2. Yildiz Menger ve Kuvvetli Yildiz Menger Tipi Se¢me Prensipleri

Bu kisimda yi1ldiz Menger, yildiz Hurewicz, yildiz Rothberger, yildiz Gerlits-Nagy segme
prensipleri ile bunlarin daha gii¢lii formlar olan kuvvetli yildiz Menger, kuvvetli yildiz Hurewicz,
kuvvetli y1ldiz Rothberger, kuvvetli yildiz Gerlits-Nagy ile yildiz-K-Menger, yildiz-L-Lindel6f

kavramlar1 incelenmis ve bu ortii 6zellikleri arasindaki iliskiler incelenmistir.

Tamm 3.1.2.1 [12] Bir X topolojik uzayina yildiz-Menger (SM) denir eger X ’in acik oOrtiilerinin
her bir (U, )neN dizisi igin bir (1, )neN dizisi vardir dyle ki

i) V c U, ,herbir neN igin,

ii) V) sonlu, her bir n e N igin,
i) JSr(w.u,)
nelN

Teorem 3.1.2.2 [12] X topolojik uzayr yildiz-Menger (SM) ise yildiz-Lindelof (SL) tiir
(SM =5L).

Ispat X yildiz-Menger uzay1 ve U ise X ’in bir agik ortiisii olsun. Her bir ne N icin U, =U

olacak sekilde (Un )neN dizisini distinelim. X yildiz-Menger oldugundan bir (V )neN dizisi her

n

neN igin V,cU,=U sonlu altkiimesi ve [ JSt(wV,U)=X olacak sckilde vardir.

nelN

V= U Vc U U =UUUU..=U olur ki V= U /", U ’nun sayilabilir bir alt ailesi demektir.

nelN neN neN
Boylece X ’in her U agik Ortiisiiniin sayilabilir bir ) alt ortiist St(uV,Ll ) =X olacak sekilde

var oldugundan X yildiz Lindel6ff uzayidir.
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Tanim 3.1.2.3 [12] Bir X topolojik uzaymna yildiz-K-Menger’dir (S, M ) denir eger X ’in agik
ortiilerinin her bir (Un) dizisi i¢in X ’in kompakt alt kiimelerinin bir (Kn )neN dizisi vardir 6yle ki

{St(Kn,Un):n € N} X ’in bir agik ortiisiidiir; yani U St(K,, U, )=X .

neN

Tanim 3.1.2.4 [12] Bir X topolojik uzayma eger X ’in acik ortiilerinin her bir (Un )neN dizisi i¢in

bir (U,),., dizisi her neN i¢in U, €U, ve | JSt(U,.U,)=X olacak sekilde varsa yildiz

neN

Rothberger (SR) denir.

Tamm 3.1.2.5 [32] X topolojik uzayina yildiz Hurewicz (SH) denir e§er X ’in agik Ortiilerinin

her bir (U,) . dizisi igin bir (V) )neN dizisi vardir 6yle ki her neN icin V,, U, nin sonlu alt

neN
ortiisii ve her xe X igin x € St(UVn,Un) sonlu ¢okluktaki hari¢ tiim 7 € N i¢in ( hemen hemen

her n igin).

Not 3.1.2.6 [8] da tanimlanan Gerlits-Nagy Ortii 6zelliginin Rothberger ve Hurewicz oOrtii
ozelliklerinin birlesimi oldugunu biliyoruz. [13] de tanimlanan yildiz Rothberger ve [33] de
tanimlanan y1ldiz Hurewicz kavramlarindan yola ¢ikilarak yildiz Gerlits-Nagy ortii 6zelligi tanimi

verilebilir.

Tamm 3.1.2.7 X topolojik uzayna yildiz Gerlits-Nagny (SGN) denir eger X ’in agik Ortiilerinin

her bir (U,) _, dizisi igin bir (U, ) . dizisi vardir dyle ki ne N igin U, U, ve her xe X igin

xe St(U > Z/ln) sonlu ¢okluktaki hari¢ tim n € N igin.

Tamm 3.1.2.8 [12] Bir X topolojik uzaymin agik &rtiilerinin her bir ( U )neN dizisi i¢in bir (Fn )neN
dizisi

i) F < X, her bir ne N igin,

ii) F, sonlu, her bir ne N igin,

i) U St(F,.U,)=X

neN

olacak sekilde varsa bu uzaya kuvvetli yildiz Menger (SSM) denir.
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Not 3.1.2.9 [12] de asagidaki teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir. Bu teoremin ispatin1 bu

tezde verdik.

Teorem 3.1.2.10 X wuzayr kuvvetli yildiz-Menger ise kuvvetli yildiz Lindelof uzayidir
(SSM= SSL).

Ispat X kuvvetli yildiz-Menger uzay1 ve U ise X ’in bir acik 6rtiisii olsun. Her bir n e N igin

U, =U olacak sekilde (Un )%N dizisini diislinelim. X kuvvetli yildiz-Menger oldugundan dyle

bir (F )neN dizisi her neN i¢in F, sonlu, F, € X her n i¢in ve USt(Fn,Z/ln):X olacak

n
neN

sekilde vardir. her neN igin F, sonlu oldugundan, F, sayilabilirdir. F=U F,, X ’in

n?

neN
St(F U ) =X sartin1 saglayan, sayilabilir bir altkiimesidir. Boylece, X uzay1 kuvvetli yildiz-

Lindel6f uzayidir.

Tanim 3.1.2.11 [12] Eger bir X topolojik uzaymnin agik ortiilerinin her bir (Un )neN dizisi i¢in X

de bir (x,) , dizisi U St(x,,U)=X = UU{U €U, IUﬂ{Xn} #Q, Vn EN} olacak sekilde

neN neN

varsa X uzayma kuvvetli y1ldiz Rothberger (SSR) denir.

Tanim 3.1.2.12 [31] Bir X topolojik uzayma kuvvetli yi1ldiz Hurewicz (SSH) denir eger X ’in

her bir (Un )nEN a¢ik Ortiisii i¢in bir (F)),. dizisi vardir dyle ki her bir ne N i¢in F, € X ve her

xeXigin xe St(Fn, Lln) sonlu ¢okluktaki hari¢ tiim » e N igin.

Not 3.1.2.13 [8] da tanimlanan Gerlits-Nagy ortii 6zelliginin Rothberger ve Hurewicz ortii
ozelliklerinin birlesimi oldugunu biliyoruz. [12] de tanimlanan kuvvetli y1ldiz Rothberger ve [31]
de tanimlanan kuvvetli yildiz Hurewicz kavramlarindan yola ¢ikilarak yildiz Gerlits-Nagy Ortii

ozelligi tanim1 asagidaki gibi verilebilir.

Tamm 3.1.2.14 Bir X topolojik uzayna kuvvetli y1ldiz Gerlits-Nagy (SSGN) denir eger X ’in

acik Ortiilerinin her bir (Un )neN dizisi i¢in X ’de bir (xn )neN dizisi vardir oyle ki her xe X i¢in
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n’

xeSt (x Un) sonlu cokluktaki harig tim neN icin. Yani,

xe{St(x.1,).8t(x,,U,)..... St(x,.U,),...} hemen hemen her n e N igin.

Not 3.1.2.15 Asagidaki Sekil 3.1 [Diagram 1, 12] de gosterilmistir. Fakat bu ve buna benzer ortii

ozelliklerinin aralarindaki iliskilerin ispati verilmemistir. Biz bu tezde bu ispatlari verecegiz.

> 5 - \2
0 2
SR = SM =  star — Lindelof
0 i i i
N star — K —Menger = star— L— Lindelof
0 i i i
SSR = SSM = SSL & ayrilabilir(separable)
0 i i i
R = M = L
0 i
SC < §SC <« C

Sekil 3.1. Ortii 6zellikleri arasindaki iliski

Teorem 3.1.2.16 Bir X topolojik uzayr Yildiz-K-Menger ise yildiz-L-Lindel6f uzayidir.
(star — K —Menger = star —L— LindelO'f) )

Ispat X bir topolojik uzay ve U/ ise X ’in bir agik ortiisii olsun. X ’inbir A Lindeldf altuzaymin

St (A,U ) =X olacak sekilde var oldugunu gostermek istiyoruz. Her ne N i¢in U, =U olacak
sekilde X ’in agik ortiilerinin bir (Un )neN dizisini goz oniinde bulunduralim. X yildiz-K-Menger

oldugundan X ’in kompakt altkiimelerinin bir (Kn )neN dizisi vardir 6yle ki U St(Kn U ) =X .Bu

neN

durumda A= U K,, X’in o -kompakt bir altuzayidir. o -kompakt uzay Lindel6f uzay:
neN

oldugundan, A bu durumda X ’in St(A, U ) = X sartin1 saglayan bir Lindelof uzay1 oldugundan

X yildiz-L-Lindeloftiir.

Teorem 3.1.2.17 Her Menger uzayi (M) kuvvetli yildiz Menger (SSM) dir (M = SSM ).
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n

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in acik ortiilerinin bir dizisi (U )neN olsun. X Menger

oldugundan bir (V )neN dizisi her neN i¢in V) clU , V sonlu, her bir neN igin ve

n

U (an) = X olacak sekilde vardir. Her ne N ve her V €V i¢in bir x, €V noktasi segelim ve

neN

F = {xv Ve Vn} olarak alalim. Buna gore F,, X ’in sonlu bir altkiimesidir. A¢ik bir sekilde,

U St(F,,U,)=X olur.

neN

Teorem 3.1.2.18 Her kuvvetli yildiz Menger uzay: (SSM) y1ldiz Menger (SM) dir (SSM = SM ).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in agik ortiilerinin bir dizisi (Un )nGN olsun. X kuvvetli yildiz-

Menger oldugundan her neN i¢in E, c X, F, sonlu, her bir neN igin ve U St(Fn,Un) =X

n
neN

olacak sekilde bir (Fn )neN dizisi vardir. Her ne€ N ve her x € F, i¢in x € U, olacak sekilde bazi

U, €U, segelim. V) :{Un ‘XE Fn} olsun. Buna gore her neN i¢in V sonludur. Boylece her

neN i¢in V, U ’nin sonlu bir alt kiimesidir ve X = U St(Fn,Un) U St(an,Un) c X elde

neN neN

edilir. Buda X = U S7(UV),U,) oldugunu gdsterir.

neN

Sonug¢ 3.1.2.19 M = SSM = SM .

Teorem 3.1.2.20 Her Rothberger uzay: (R) kuvvetli yildiz Rothberger (SSR) dir (R = SSR).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in acik ortiilerinin bir dizisi (U )HEN olsun. X Rothberger

n

oldugundan her bir neN igin U, eld,’ler U U, =X olacak sekilde vardir. Her neN igin

nelN
x, €U, alahm. Her bir neN igin U,CSt (xn,un) gercegini  takip ederek

X = UU,, c USI(X,,,UH)Q X ve buradan X = USt(xn,Un) elde edilir. Yani, X kuvvetli

nelN nelN nelN

yildiz-Rothberger’dir.
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Teorem 3.1.2.21 Her kuvvetli yildiz Rothberger uzayr (SSR) yildiz Rothberger (SR) dir.
(SSR = SR).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in agik ortiilerinin bir dizisi (Z/{ )neN olsun. X kuvvetli yildiz

n

Rothberger oldugundan X ’de bir (xn )neN dizisi U St(xn,?/ln): X olacak sekilde vardir. Her

neN

neN igin x, €U, alahm. Ag¢ik¢a, her neN igin St(xn,?/ln) c St(Un,Mn) olur. Boylece,

X=USt(xn,Un)g USt(Un,Mn)gX elde edilir. Yani, X=US[(UH,UH) ve buradan X

neN nelN neN

yildiz-Rothberger’dir.
Sonug 3.1.2.22 R = SSR= SR.

Not 3.1.2.23 Asagidaki Sekil 3.2 [31] de gosterilmistir. Fakat bu ve buna benzer 6rtii 6zelliklerinin
aralarindaki iligkilerin ispatinin agik oldugu belirtilerek verilmemistir. Biz bu tezde bazi ispatlari
verecegiz.

C => SSH = SSM
Y U
SH = SM

Sekil 3.2. Ortii 6zellikleri arasindaki iliski

Teorem 3.1.2.24 Her Hurewicz uzay1 (H) kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) dir (H = SSH).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in agik ortiilerinin bir dizisi (U )nGN olsun. X Hurewicz

n

oldugundan bir (Vn)neN dizisiher neN i¢in V) c U, her neN i¢in V sonlu, vardir 6yle ki her
xe€ X igin x € U)) sonlu tanesi hari¢ tim ne N i¢in. Her n€N ve her V €V igin bir x, €V
noktasi segelim ve F) = {xv Ve V} olarak alalim. Buna gore F,, X ’in sonlu bir altkiimesidir.

n no

Buna gore, Vxe X, xeUY < St(F,,U,) sonlu tanesi harig tiim 7 igin.

Teorem 3.1.2.25 Her kuvvetli yildiz Hurewicz uzayr (SSH) yildiz Hurewicz (SH) dir
(SSH = SH)).
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n

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in agik ortiilerinin bir dizisi (U )neN olsun. X kuvvetli yildiz

Hurewicz oldugundan bir (F )neN dizisi vardir her ne N i¢in F, < X', F, sonlu, her bir ne N

igin ve Vx e X igin x e St(F,,U4,) sonlu tanesi hari¢ tiim » igin.

Her neN veher x € F, i¢in x €U, olacak sekilde bazi U, € U, segelim. V) = {Un (X€ Fn} olsun,
buna gore her n e N i¢in V sonludur. Boylece her ne N igin V), ¢/, *nin sonlu bir alt kiimesidir
ve VxeX i¢in xeSt(F,,U,)cSt(UV,U,) sonlu tanesi hari¢ tiim n i¢in. Buradan

xe U St(VY),U,) sonlu tanesi harig tiim n igin, olur ki bu da X ’in yildiz-Hurewicz oldugunu
neN

gosterir.
Sonuc¢ 3.1.2.26 H = SSH = SH .

Teorem 3.1.2.27 [12] Her kuvvetli yildiz Menger (SSM), meta-kompakt uzay1 bir Menger (M)
uzayidir. (SSM + metakompakt = M ).

Ispat X topolojik uzaymin agik ortiilerinin bir dizisi (U )neN olsun. X uzayr meta-kompakt

n

oldugundan her neN ig¢in U, ’nin agik, sonlu-nokta bir V incesi vardir. X kuvvetli-yildiz

Menger (SSM) oldugundan (bu gercegi (Vn )n acik alt ortiilerinin dizisi lizerine uygularsak), X

eN

’in sonlu alt kiumelerinin bir (F )%N dizisi vardir oyle ki U St(Fn,Vn)zX , yani;

n
neN

n

{St(Fn v ) neN } , X ’in bir a¢ik ortiisidiir. V, sonlu-nokta oldugundan F, ’nin elemanlari V
’nin sonlu ¢okluktaki elemanlari tarafindan kapsanir ve St (F,, ’ V,,) ise YV, *nin birlesimi olacaktir.
We VVn (Oyle ki V,, ‘nin gercekte bir elemant olan) igin W elemanini igeren bir U, € U, vardir.
H, = {UW We V\é} olmak iizere H,, V. ’nin sonlu alt kiimesidir ve UH, 2UW = St(Fn,Vn).

Boylece X = U (UHn) elde edilir ve buradan X Menger uzayidir.

neN

Teorem 3.1.2.28 [12] Her kuvvetli yi1ldiz-Menger (SSM) ve meta-Lindeloff X uzay1 Lindeloff
ttiir. (SSM +meta-LindelSff = L).
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Ispat X ’in bir agik ortiisii ¢/ olsun. U/ *nun sayilabilir bir alt ortiisiiniin oldugunu gostermek
istiyoruz. X meta-Lindel6ff uzay oldugundan ¢/ *nun nokta-sayilabilir, agik bir V' incesi vardir.

V', U ’nun nokta-sayilabilir, acik bir incesi oldugundan V ’nin kendisi de X ’i 6rter. X kuvvetli

yildiz-Menger uzayr oldugundan (SSM), X ’in sonlu alt kiimelerinin bir {Fn ZnEN} dizisi
U St(F,,V)=X olacak sekilde vardir. Her neN igin W, ile, W, = {V eV:FNV# @} olacak
neN

sekilde ) ’nin F, ile kesisen elemanlarinin ailesi gosterilsin. )’ nokta-sayilabilir ve F, sonlu

oldugundan, ¥V, sayilabilirdir. Boylece W = U W Kkolleksiyonu, )V *nin sayilabilir bir alt ailesi

neN

ve X ’in bir ortiisiidiir. Her W e W i¢in W c U, olacak sekilde bir U, € U elemanim karsilik

getirelim. Buna gore, { U, WeW } kiimesi / *nun sayilabilir bir alt ortiisiidiir. O halde X

topolojik uzaymin herhangi bir ¢/ agik ortiistiniin sayilabilir bir JV alt ortiisii var oldugundan X

uzayina Lindel6ff uzay: denir.

Not 3.1.2.29 Teorem 3.1.1.4 ve Teorem 3.1.1.6 dan elde edilen Sonug¢ 3.1.1.7 den bilindigi lizere
Hausdorff uzaylarda kuvvetli yildiz kompaktlik (SSC) ve sayilabilir kompaktlik (CC)
cakigmaktadir. Boylece sayilabilir kompakt Hausdorff uzaylari kuvvetli yildiz Menger (SSM) dir.

Bir 6nceki teoremden sonraki iyi bilinen sonucu elde ederiz.
Sonug 3.1.2.30 Sayilabilir kompakt meta-Lindelof uzay1 kompakttir.

Not 3.1.2.31 Asagidaki Sekil 3.3 [12] de gosterilmistir. Asagidaki Teorem 3.1.2.32 bu makalede
verilen bir teoremdir. Fakat bu tezde tiim siklarin ispati verilecek olup ispat daha detayli bir sekilde

incelenecektir.

SSM + Meta-Lindeloff = Lindeloff

M = Lindeloff

b U
SSM = SSL

b U
SM = SL

Sekil 3.3. Ortii 6zellikleri arasindaki iliski
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Teorem 3.1.2.32 [12] Bir parakompakt Hausdorff X uzay1 i¢in asagidakiler denktir:
(a) X yildiz-Menger (SM) uzayidir.

(b) X yildiz-K-Menger (s, ar ) uzayidir.

(c) X kuvvetli yildiz-Menger (SSM) uzayidir.

(d) X Menger (M) uzayidir.

Ispat (d) = (C) :M = SSM , Teorem 3.1.2.14 te gosterilmisti.

(c):>(b): SSM = S M oldugunu gostermek istiyoruz. X kuvvetli yildiz-Menger uzay1 ve
(Un )neN , X ’in agik oOrtiilerinin bir dizisi olsun. Bu durumda X ’in sonlu alt kiimelerinin bir (Fn )neN

dizisi U St (F,,, U,,) = X olacak sekilde vardir. Her neN i¢in F, sonlu oldugundan kompakttir.

nelN

Boylece, X ’in kompakt alt kiimelerinin bir (Fn )nEN dizisini U St (Fn , Mn) = X olacak sekilde elde

nelN

etmis oluruz. Buda X ’in bir yildiz-K-Menger (S «M ) oldugu anlamina gelir.

(b):>(a): S M = SM oldugunu gostermek istiyoruz. X yildiz-K-Menger ve (Un) X ’in

nelN?

acik oOrtiilerinin bir dizisi olsun. X yildiz-K-Menger oldugundan USZ‘ (Kn,u,,)=X ( yani,

neN

{Sf (Kn,un):n eN } X ’in bir agik Ortiisti ) olacak sekilde X ’in kompakt alt kiimelerinin bir

(Kn )neN dizisi vardir. Her bir neN i¢in K, kompakt oldugundan her neN icin U, , K, icin bir

n?o

actk ortidiir ve (U,)  ’nin sonlu alt kiimelerinin bir ())) . dizisi vardir oyle ki

neN
K, cUVy =8t(K,.U,). St(K,.U,)=U) oldugundan {UV) :n €N}, X *in bir agik ortiisii olur,

Buna gore, U(UV,1)= X, yani X Menger uzayidir. Sonu¢ 3.1.2.15 ten M = SSM = SM

neN

oldugundan X yildiz-Menger uzayidir.
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(a)j(d):SM =M oldugunu gostermeliyiz. Bdylece ispat tamamlanmis olur. X yildiz-

Menger ve (U X’in agik Ortiilerinin bir dizisi olsun. Parakompaktligin Stone-

”)neN’

karakterizasyonu uygulanirsa her bir U,,U,,U,,... U ,... icin Y,V 1,...,V ... dizisi vardir 6yle ki
Y, U in bir yildiz incesidir, o halde, ¥V €] i¢in 3U, €Y, vardir syle ki St(V.V)c U, .
V,, U, in bir y1ldiz incesidir, o halde, V'V €)) igin U, €U, vardir dyle ki St (V,]/;) cU,.

V,, U, in bir yildiz incesidir, o halde, ¥V €] i¢in 3U, € U, vardir 6yle ki St(V.})cU, .
V., U ’in bir yildiz incesidir, o halde, V¥V €V i¢in U, € U, vardir yle ki St (V,Vn ) cU,.

X wyildiz-Menger oldugundan her (V )neN dizisi i¢in bir (W)neN dizisi, her neN i¢in W <V

n

W  sonlu (her neN icin) ve {St(u)/\/l’,Vl),SI(UV\)z,Vz),...,St(UWl,Vn),...}EO, yani

n

USt(UWV)=X. Her neN ve WeW cV i¢in en az bir Uy, el, vardir dyle ki

neN

StWV)cU,. U " ={U,:WeW} olsun. U,' her neN igin U, nin sonlu altkiimesidir.
(Mn ')neN , X ’in acik altkiimelerinin bir ailesidir 6yle ki /,' her n e N i¢in U/, *nin sonlu altkiimesi,

St(UWV)cUlU,'. Her neN igin St{(UW.V) kiimeleri X bir ortii olusturur. Boylece,

{U U\l Uil ',...} €O olur ve buradan X Menger’dir.

Not 3.1.2.33 Kocinac [12] benzer bir yolla, parakompakt bir X uzayinda Rothberger, yildiz
Rothberger, kuvvetli yildiz Rothberger o6zelliklerinin birbirlerine denk olduklarinin
gosterilebilecegine deginmistir ve bu ispati okuyucuya birakmistir. Biz bu tezde ispatin1 asagida

verecegiz.

Teorem 3.1.2.34 Bir parakompakt X uzayi, Rothberger (R) uzayidir < yildiz Rothberger (SR)
uzayidir < kuvvetli yildiz Rothberger (SSR) uzayidir.

Ispat Sonug 3.1.2.22 de R=>SSR = SR oldugu gosterilmisti. SR=>R oldugu gosterilirse ispat

tamamlanmis olur. (Un )neN , parakompakt yi1ldiz-Rothberger bir X uzayimin agik ortiilerinin bir
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dizisi olsun. Parakompaktligin Stone-karakterizasyonu uygulanirsa her n e N i¢in V,, U, *nin agik

n

bir yildiz incesidir. X yildiz-Rothberger oldugundan her (Vn )MN dizisi i¢in bir (W )MN dizisi

vardir 8yle ki her ne N i¢in W, €V ve U S1(W,.)))=X .Her neN ve W'eW, i¢inbir Uy, e U,

neN

vardir 8yle ki S{(W'Y)cU,,.. U,"={U,.:-W'eW,} olsun. (U, ')nEN , X ’in acik altkiimelerinin bir

dizisi olup her neN igin U,'eU, ve U St(W,.))=Xc U U,'cX. Buradan U U,'=X olur

neN neN neN

ve boylece X Rothberger’dir.

Not 3.1.2.35 Teorem 3.1.2.28, Teorem 3..2.32 ve regiiler Lindel6f uzaylarin parakompakt olmasi
ger¢eginden yola c¢ikarak asagidaki sonug elde edilir. Ayrica herhangi bir ayirma aksiyomuna

gerek kalmadan Teorem 3.1.2.37 deki sonucun saglandigini gozlemleyebiliriz.

Sonug¢ 3.1.2.36 [12] Bir regiiler kuvvetli yildiz Menger (SSM) meta-Lindel6f (meta-L) uzayi
Menger (M) uzayidir.

Teorem 3.1.2.37 [12] Bir parakompakt X uzay1 yildiz-K-Menger uzayidir (S, M ) < Menger (M)

uzayidir.

ispat Menger uzaymnimn yildiz-K-Menger (M = SSM =S, M) oldugunu Teorem 3.1.2.32 den

biliyoruz. Yildiz-K-Menger uzayinin Menger olmasi i¢in uzayin parakompakt olmasi gerektigini

bu teoremde gostermis olacagiz.

Teorem 3.1.2.38 Parakompakt X uzayi yildiz-K-Mengerdir << X Menger uzayidir.

Ispat X uzaymin agik ortiilerinin bir dizisi (Un )neN olsun. X parakompakt oldugundan her n € N
icin, U, ’nin agik, yerel-sonlu bir V) incesi vardir. X yildiz-K-Menger oldugundan, X ’in

U St(Kn,Vn) =X sartin1 saglayan kompakt altkiimelerinin bir dizisi (Kn)

olsun. V, yerel
neN

neN

ile kesisen tiim elemanlarmin kiimesi V' sonludur ve

n

sonlu oldugundan, V ’nin K,

n

n’

U)/;l':St(K Vn) Buna gore U (UVn '):X .Her Vel " i¢in V cU, ile birlikte bir U, € U,
neN
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alalimve W = {U VeV '} olsun. Her bir n e N igin W, U, *nin sonlu altkiimesidir. Buna gore

U (UW)=X vebdylece X Menger uzayidir.

neN

Sonug¢ 3.1.2.39 Metrik uzaylar da parakompakt uzaylar oldugundan metrik uzaylarda Menger,
yildiz-Menger, kuvvetli y1ldiz Menger, yildiz-K-Menger ¢akismaktadir.

Teorem 3.1.2.40 Yildiz Menger (SM) bir X uzayinin siirekli ve orten bir f doniisiimii altindaki

goriintiisii olan Y uzay1 da yi1ldiz Menger (SM) uzayidir.

Ispat

Y sw
W, .

Stirekli - Orten n

H Y,

Sekil 3.4. Yildiz Menger uzayinin siirekli ve 6rten bir f doniisiimii altindaki goriintiisii

X bir yildiz Menger (SM) uzay1 ve f:X — Y siirekli ve drten bir doniisiim olsun. ¥ = f (X )

uzayinin da yildiz Menger (SM) oldugunu gosterecegiz. (Un) Y topolojik uzaymin agik

neN?

ortiilerinin bir dizisi olsun. Her n e N i¢in V,, U, *nin sonlu bir alt kiimesi ve ¥ = U UVn olacak
nelN

sekilde  bir (Vn)neN dizisinin ~ varligint  gostermemiz gerekir. Her neN igin,
W = { 1 (U):Ue Z/ln} olarak alalim. Buna gore, f siirekli oldugundan, (V\{l)neN, X ’in agik

ortiilerinin bir dizisi olur. X bir yildiz Menger oldugundan Gyle bir (Hn )neN dizisi vardir dyle ki

VneN i¢in H,, W ’nin sonlu bir alt kiimesi ve

X = USt (UK, ) (3.1.2.1)

nelN

Burada St(UHn, W ) = U{W eW: (UHn ) NW # @} oldugunu biliyoruz. Her neN igin,

V = {f (H) ‘He Hn} olsun. Bu durumda, )/, U, *nin sonlu bir alt kiimesidir. (3.1.2.1) den,
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o)

- USf(f (UH,).£ (1))
Usion.
Burada, "
U (st Ur)=YULsr (W) 27 O0): £ (Ur)0 1 (W) 2}
- ULJTU eUt,:(Uy)NU )

nelN

oldugunu biliyoruz. Boylece, Y bir yildiz Menger uzayidir.

Teorem 3.1.2.41 Eger f, bir X uzayindan yildiz-Menger (SM) bir Y uzayma tanimlanan bir
acik miikemmel doniisiim ise X de yi1ldiz-Menger (SM) dir.

Ispat

¥ (M2 ' ' =N ¥
U sl 7 L)) |)TeM

- r Open - perfect mopping W
. . | | n
I i \ - Continuous + Closed + Compact Mopping L :
Vi My g - e
n = 5 . _'

Sekil 3.5. Yildiz Menger uzayinin agik-miikemmel dontistim altindaki ters goriintiisii

(Un )neN , X ’in agik Ortiilerinin bir dizisi olsun ve y € ¥ olsun. f : X — Y acik ve miikemmel bir
doniisiim oldugundan siirekli, kapali, kompakt ve agik bir doniisiimdiir. f , kompakt bir doniistim

oldugundan, f ( y) kiimesi X de kompakttir ve bu sebeple her n €N igin U/, *nin sonlu bir V) |

alt kiimesi vardir. [ (y ey, = olacak sekilde. f kapali oldugundan yeW, ve

- ny

f (y)ere ( )CV olacak sekilde W, <Y agik kiimesi vardr.
Her neN igin, W = {Wn’y 1ye Y} (ailesi) Y ’nin bir acik ortiisiidiir. ¥ Yildiz — Menger (SM)

oldugundan bir (H \ )neN dizisi vardir dyle ki her n e N i¢in H,, W ’nin sonlu alt kiimesidir ve

n?

y=Js:(UH,.W,) (3.122)

nelN
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Her He H, igin buna karsihk gelen V), i, vardir 1A :{V €V u HeHn} kiimesi, bu

durumda, ¢, *nin sonlu bir alt kiimesidir ve her n € N i¢in. Ayrica, (3.1.2.2) dan

X=fc [USt UH,. W, j

neN

=USt(Uf“(Hn)’f“(V\%))

neN

= X ={Jst(w.u,)

neN

olur. Boylece X Yildiz— Mengerdir.

Teorem 3.1.2.42 (Proposition 4.1, [2]) Bir X parakompakt Hausdorff uzay1 yildiz Hurewicz

ozelligine sahip ise Hurewicz 6zelligini saglar.

Ispat (Un )neN, X ’in acik Ortllerinin bir dizisi olsun. Parakompaktligin Stone-
karakterizasyonundan her n € N i¢in, I/, 'nin agik bir V yildiz incesi vardir. X yildiz-Hurewicz
uzay1 oldugundan, bir (Wn )neN dizisi vardir 6yle ki her ne N i¢in VW, V ’nin sonlu altkiimesi ve
her xeX i¢in, x€ St(UWl,Vn) sonlu tanesi hari¢ tim neN i¢in. Her WeW igin
St (W,Vn)CUW olacak sekilde I/, 'nin bir eleman1 Uy, olsun. Buna gore, her neN igin
H, ={U, :WeW} kimesi sonlu ve her neN icin H, <, dir.

SHUW.) =U{V eV (UMW) nV =T}
YWeW, = 85t(W,Y)cU, = St (UW,. V) =Js:(W )| J{U, - WeW = H,

neN neN neN
H,={U, :WeW}=JH =J{U, : WeW}
neN neN
ve buradan, Vxe X i¢in xeSt(UW,)))c U 'H, , sonlu tanesi harig tiimiine ait olur ve boylece

nelN

xe U ‘H, sonlu tanesi harig tiimiine ait, yani; X Hurewicz uzayidir.
neN

Teorem 3.1.2.43 (Theorem 2.6, [32]) Yildiz Hurewicz (SH) bir X uzayinin siirekli ve orten bir

f doniistimii altindaki ¥ = f (X ) gorintiisii de yildiz Hurewicz (SH) uzayidir.
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Ispat f:X — Y doniisiimii yildiz Hurewicz bir X uzaymdan Y uzayina tanimlanan siirekli ve

orten bir doniisiim olsun. (Un )HGN, Y 'nin acik Ortiilerinin bir dizisi olsun Her neN igin
{ U € Z/ln} , X ’in acik Ortiilerinin bir dizisidir. X uzay1 y1ldiz Hurewicz oldugundan,

bir (Vn) o dizisi vardir dyle ki her ne N igin V', U ’nin sonlu bir altkiimesidir ve her xe X

icin, x € St(U - ) sonlu tanesi hari¢ tim neN i¢in. Her neN igin, U, '= {f(U) :UeV '}

olsun, buna gore U/, ' her n e N i¢in U/, ’nin sonlu altkiimesidir. Her y €Y i¢in, sonlu tanesi harig

tim neN igin, y € St(ULln ', Mn) oldugunu gostermek istiyoruz.

y €Y olsun. Bu durumda f (x) =y olacak sekilde bir x € X vardir. Boylece sonlu tanesi harig

tim neN igin xeSt(UV.)) olur. Buna gore, f(UV')=UlU,', f(V)=U, ve

St (U, U,)={f(U):UeV}, xeSt(UU, U,)={f(U):UeV} olacak sekilde
y=F(x)e (St (UR ) =t(f (). £ (0))=t(UL, 1) ={ (U): Ue )

sonlu tanesi hari¢ tiim n € N i¢in. Boylece, Y yildiz Hurewicz (SH) uzayidir.

Theorem 3.1.2.44 (Theorem 2.8, [32]) f : X — Y doniisiimi bir X uzaymndan yildiz Hurewicz

bir Y uzayina taniml agik-miikemmel bir doniisiim ise X de yildiz Hurewicz uzayidir.

Ispat (Un )neN, X ’in agik Ortiilerinin bir dizisi ve y € Y olsun. f : X — Y kompakt bir doniisiim
oldugundan her neN icin f e( y) kiimesi X de kompakttir. O halde, her Uelf,  i¢in
F( y)gUUn,y ve UNF(y)#D olacak sekilde U, nin sonlu bir U, alt ailesi vardir. f
kapali bir doniisiim oldugundan f* ( )CU{U Uel, } olacak sekilde y eY ’nin agik bir

V,, komsulugu vardir. Sonlu tane agik kiimenin kesigsimi agik ve f agik bir doniistim

oldugundan,

v, cN{f(U):Ueu, } (3.1.2.3)
oldugu varsayilabilir. Bu durumda ) = { i yeY } ailesi Y ’'nin bir agik Ortiisiidiir. Y yildiz
Hurewicz uzayi oldugundan, bir ( V ')neN dizisi vardir 6yle ki her n e N igin, V', V ’nin sonlu alt

kiimesidir ve her yeY icin, yeSt(UVn ',V,,) sonlu tanesi hari¢ tim neN icin. Gelenegi
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bozmaksizin V) '= {Vny i< n'} varsayalim. U,'=U,_, U, olsun. Bu durumda her neN igin

U,", U ’nin sonlu altkiimesidir ve
FHUn) e, (3.1.2.4)
Her x € X ’in, sonlu tanesi hari¢ tim ne N i¢in x € St(UUn ', Un) oldugunu gostermek istiyoruz.

x € X olsun. Buna gore,
xeSt(UUn ',Z/ln)
= y=f(x)ef(St(UU, u,))=St(f (U, f(U,))=5:(UV"))
= y=f(x)est(Uy,))

sonlu tanesi hari¢ tiim n e N icin. Her neN icin, y = f (x) € St(UVn VY

n

) ise V. NV, #J ve
y€V, olacak sekilde i<n' ve y'eY vardir. xe f© (V,.y ) c U{U: Ue L{,,)A} oldugundan xe U
ile birlikte bir Ue(b{ ) segebiliriz.  Buna gore, (3.2.3) den V, C f (U) olur. Boylece

n).

n)>> " n

UNfe (UV,, ') #(J . Bu yiizden, sonlu tanesi hari¢ tim neN icin xe St(f‘_ (Un).Y ) ve
(4.2.4) denkleminden x € St(UUn ', Un) olur ki bu da her x € X ’in, sonlu tanesi hari¢ tim neN

icin x € St(UUn VU, ) , oldugunu gosterir. Sonug olarak X yildiz Hurewicz uzayidir.

Teorem 3.1.2.45 (Theorem 2.13, [32]) Her para-Lindel6f y1ldiz Hurewicz uzayi Lindelof uzayidir.

Ispat U/, X ’in acik bir ortiisii olsun. X para-Lindeldf bir topolojik uzay: oldugundan 2/ nun

yerel sayilabilir, agik bir V' incesi vardir. Her x € X i¢in, {V eV:VNV= @} sayilabilir ve bazi
VeV i¢in V. <V olacak sekilde x ’in bir agik V, komsulugu vardir. V'= {Vx xeX } olsun. Bu
durumda V', V ’nin agik bir incesidir. X yildiz Hurewicz oldugundan, bir (Vn ')neN dizisi vardir
oylekiher neNigin V'c V' her neN igin V ' sonlu ve her x € X igin x € St(UVn Y ') sonlu
tanesi hari¢ tim neN i¢in. Her neN igin V) ={V eV:baz1V'eV ' vardr > VﬂV'i@}

olsun. O halde, V), her n e N i¢in V 'nin sayilabilir bir altkiimesidir. W = U V) olsun. Buna gore,

neN

W, X ’in sayilabilir bir agik ortiisiidiir. Her V € W i¢in V < U,, olacak sekilde U, € U secelim.
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Bu durumda, {UV 'V EW} ailesi U/ 'nun sayilabilir bir altortiisii olur ki bu da X uzaymin

Lindel6f oldugunu gosterir.

Not 3.1.2.46 [32] Her parakompakt topolojik uzay para-Lindel6f oldugundan asagidaki sonug bir

Onceki teoremden elde edilir.

Sonug 3.1.2.47 [32] Parakompakt yildiz Hurewicz X uzayr Lindeldf uzayidir.

H - M

\2 l
C->8H —-»> SSM

2 {

SH -  SM

Sekil 3.6. Ortii 6zellikleri arasindaki iliski

Teorem 3.1.2.48 (Theorem 2.1, [31]) Kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) uzaymin siirekli bir

doniisiim altindaki goriintiisii de kuvvetli yi1ldiz Hurewicz (SSH) uzayidir.

Ispat f:X — Y bir kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) X uzaymndan bir ¥ uzayma taniml siirekli

ve Orten bir doniisiim olsun. Y uzaymin da kuvvetli yildiz Hurewicz 6zelligini saglayan bir

topolojik uzay oldugunu gostermek istiyoruz. (U , Y uzaymin agik ortiilerinin bir dizisi olsun.
poloj y oldugunu g y nelN y

Her neNicin V) = { f(U):Ue Z/ln} olsun. Buna gore, (Vn )neN , X uzaymin agik Ortiilerinin bir
dizisi olur. X kuvvetli y1ldiz Hurewicz uzayi oldugundan X ’in sonlu altkiimelerinin bir (An )neN
dizisi vardir 6yle ki her xe X igin xe St(An,Vn) olur, sonlu tanesi hari¢ tim neN igin. Bu
ylizden ( f (An ))nEN , Y ’nin sonlu altkiimelerinin bir dizisidir 6yle ki her yeY i¢in

ye St(f(An),Un), sonlu tanesi harig tiim neN icin. y €Y alalim. Buna gore, f (x) =y olacak

sekilde x € X vardir. Bu yiizden, f (V ) =U, iken

n

y=rf(x)est(f(A,). {£(V):UeV})
St(£(A). {£(U):UeV})=5i(f(4,).4,)
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sonlu tanesi hari¢ tiim ne N i¢in, olur ki boylece Y kuvvetli yildiz Hurewicz uzayidir.

Teorem 3.1.2.49 (Theorem 2.6, [31]) f:X — Y donlisimii bir X uzayindan kuvvetli yildiz

Hurewicz Y uzayma tanimlanan agik-kapali (clopen), sonludan-bire (finite-to-one) siirekli bir
doniistim olsun. Buna gore, X uzay1 da kuvvetli yi1ldiz Hurewicz uzayidir (veya kuvvetli yildiz

Hurewicz 6zelligini saglar).

Ispat f:X — Y doniisimii bir X uzaymdan kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) Y uzayma

tanimlanan acik-kapali (clopen), sonludan-bire (finite-to-one) siirekli bir doniisiim olsun. X

X ’in

uzayinin da kuvvetli yi1ldiz Hurewicz (SSH) uzay1 oldugunu gostermek istiyoruz. (Un )%N,

acik oOrtiilerinin bir dizisi ve yeY olsun. fﬁl (y) sonlu oldugundan her neN igin,
f (y) c UU,IY ve her Ue U, icin UN f (y) #(J olacak sekilde U ’nin bir u, sonlu alt
kolleksiyonu vardir. f kapali bir doniisiim oldugundan £ (Vn}_ ) c U{U:U € Uny } olacak sekilde
y €Y ’nin bir Vny acik komgulugu vardir. f agik bir doniisiim oldugundan

v, <N{f(U):Uel, | (3.1.2.5)

oldugunu kabul edebiliriz. Her n € N ve her y €Y i¢in bu sekilde an acik kiimeleri alarak Y nin

Y ’nin agik Ortiilerinin bir

nelN ’

v :{Vn)_ ; er} bir agik ortiisii elde edilir. Bu yiizden (V)
dizisidir. Boylece, Y kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) uzay: oldugundan Y ’nin sonlu alt
kiimelerinin bir (An )nEN dizisi vardir 6yle ki her yeY icin y € St(An, V ) , sonlu tanesi harig¢ tiim
neN i¢in, f sonludan-bire (finite-to-one) tanimlanan bir doniisiim oldugundan Y ’deki her bir

noktanin ters gorilintlisii X de sonlu bir kiimeye denk gelecektir. O halde ( f (A71 ))HEN dizisi X

in sonlu alt kiimelerinin bir dizisidir. Her x € X i¢in x € St( f (An ), Z/ln) , sonlu tanesi harig tiim
neN igin. xeX olsun, buna gore f (x) € St(An, V ) , sonlu tanesi hari¢ tim neN igin.
f(x)est(AY) ise  f(x)e V., ve V, A #J olacak sekilde yeY vardir.
xef! (Vnv ) cUl, oldugundan, xeU ile birlikte Ue Z/ln)_ secebiliriz. Buna gore, (1)

denkleminden V, < f(U) olur. Bdylece uns (An) # (I ve sonug olarak x € St(f’1 (A,).U )

n)’ " 'n

olur.
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f(x)eSt(AN)=U{VeV:A NV =D, VneN}.

:>xeSt(f‘l(A,,),f_l(Vn)):St(f‘l(An),Z/ln) (f_l(Vn)zbln) sonlu tanesi harig tim neN

icin, ve boylece X kuvvetli y1ldz Hurewicz (SSH) uzayidir.

Teorem 3.1.2.50 (Theorem 2.11, [31]) Her meta-Lindel6f strongly star-Hurewicz (SSH) uzay1
Lindel6f (L) uzayidir.

Ispat 2/, X ’in acik bir ortiisii olsun. X meta-Lindel6f oldugundan, U/ agik ortiisiiniin nokta-

sayilabilir agik bir V incesi vardir. X uzay1 kuvvetli y1ldiz Hurewicz (SSH) oldugundan, X ’in

sonlu  altkiimelerinin  bir (An )neN dizisi  vardir Oyle ki  her xeX i¢in
xeSt(An,V):U{VeV:AnﬁV;t@}, sonlu tanesi hari¢ tim neN i¢in. Her neN igin
Y, ={VeV:VNA =3} olsun. Buna gore, V,, V ortiisiiniin sayilabilir bir alt kiimesidir.

W = U V) olsun. Bu durumda W, X uzaymin sayilabilir, agik bir ortiisiidiir. Her V €V igin

nelN
V c U, olacak sekilde U, € i segelim. Buna gore, {UV vV EW} ailesi U Ortiisiiniin sayilabilir
bir altortiisii olur.

W=S5t(A,,V)=U{VeV:VNA, =2} =0V

n

vweW,U,eld 5 VcU,

oldugundan H = {UV Ve W} c U olur ve bdylece H, U ’nun sayilabilir bir altdrtiisii olur.

Boylece, X ’in her U/ agikortiisliniin sayilabilir bir H altortiisii oldugundan X uzaymin Lindelof

uzay1 oldugu kanitlanmis olur.

Not 4.2. 3.1.2.51 Her para-Lindel6f uzayr meta-Lindel6f oldugundan asagidaki sonug bir dnceki

teoremden elde edilir.

Sonuc¢ 3.1.2.52 (Corollary 2.12, [31]) Bir para-Lindelof kuvvetli yildiz Hurewicz X uzayi
Lindel6f uzayidir.

Not 3.1.2.53 Her Lindel6f uzayr meta-Lindel6f ve para-Lindelof oldugundan asagidaki sonuglar
yukaridaki teoremden elde edilir.
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Sonugc 3.1.2.54 (Corollary 2.13, [31]) X kuvvetli y1ldiz Hurewicz (SSH) uzayi olsun. Buna gore,
X meta- Lindeloff < X Lindelof (L).

Sonug¢ 3.1.2.55 (Corollary 2.14, [31]) X kuvvetli y1ldiz Hurewicz (SSH) uzayi olsun. Buna gore,
X para-Lindeloff < X is Lindelof (L).

Teorem 3.1.2.56 (Theorem 2.13, [30]) f:X =Y bir X uzayindan kuvvetli yildiz Menger

(SSM) bir Y uzayina tanimlanan acik, kapali, stirekli, sonludan-bire () doniisiim ise X uzay1 da

kuvvetli y1ldiz Menger uzayidir (SSM).

Ispat (Un )neN, X ’in acik ortiilerinin bir dizisi ve yeY olsun. [~ (y) sonlu oldugundan her
neNiginher Uel, icin (y)e Ui, and UNf™'(y)#D olacak sekilde ¥, "nin sonlu U,
alt kolleksiyonu vardir. f kapali oldugundan f~' (Vn ) c U{U :Ue L[nv} olacak sekilde Y de
y’nin bir Vny acik komsulugu vardir. f acik oldugundan

v, cN{f(v):uey, | (3.1.2.6)
olacak sekilde varsayilabilir. Her y €Y i¢in bu sekildeki Vn,v acgik kiimelerini alarak, her n e N
icin Y ’nin bir V) = {Vny iyeY } acik ortiisti elde edilir. Y kuvvetli yi1ldiz Menger oldugundan

(V )neN , Y ’nin acik Ortiilerinin bir dizisi olur, bdylece U St(K Vn) =Y olacak sekilde Y ’nin

n n’
neN

sonlu altkiimelerinin bir (Kn )neN dizisi vardir. f sonludan-bire (finite-to-one) doniisiim

oldugundan ( f (K”))neN , X ’in sonlu altkiimelerinin bir dizisidir. {St( f(K,).U, ) :neN }

ailesinin X ’in bir agik oOrtiisii oldugunu gosterecegiz. x € X olsun. Buna gore, f (x) =V ve

Vly

v

V,,y N K, #( olacak sekilde neN ve yeY vardir. xe f (Vn ) C U{U:U € Un} oldugundan
xeU ile birlikte Uel, segebiliriz. (1) den V, < f(U) ve bdylece UNf(K,)#9D olur ki

buda xe St(f’1 (K ),Z/ln) oldugunu gosterir. Sonug olarak, {St(f*1 (K,).U, ) ‘ne N} ailesi X

n

in bir agik ortiistidiir ve bu da X uzaymin kuvvetli yi1ldiz Menger oldugunu gosterir.
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4. SONUC

Bu tez ¢alismasinda ¢ok 6nemli bir topolojik 6zellik olan kompaktligin daha genel formlari
olan ortii 6zellikleri ¢alisilmistir. Yildiz kompaktlik ve yildiz Segme Prensipleri Teorisi lizerine su
ana kadar yapilmis bazi temel ¢aligmalar incelenip derlenerek kompaktlik, y1ldiz kompaktlik, o -
kompaktlik, Lindelof 6zelligi ile bunlarin kendi aralarindaki iliskiler ve segcme prensipleriyle ile
yildiz segme prensipleri arasindaki iligkiler calisilmistir. Menger, Rothberger, Hurewicz Ortii
ozellikleri, yildiz-Menger, yildiz-Rothberger, yildiz-Hurewicz ortii 6zellikleri, kuvvetli yildiz-
Menger, kuvvetli yildiz-Rothberger, kuvvetli yildiz Hurewicz ortii 6zellikleri ve bu 6zellikleri
saglayan uzaylarin bazi topolojik 6zelliklerini arastirdik. Su ana kadar ilgili uzaylarin 6zellikle
temel nitelikteki yapilmis ¢alismalar iizerine yogunlastik ve ilgili makalelerde elde edilen ve ispati
verilmemis bazi sonuglar1 veya okoyucuya birakilan teoremleri burada ispatladik. Bu anlamda bu
tez calismasi, son zamanlarda 6nemli bir ¢alisma alan1 olarak karsimiza ¢ikan klasik ve yildiz
segme prensipleri konusuna yeni baglamak isteyenler i¢in temel olusturmak adina faydali bir

derleme ¢aligma niteligindedir.
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