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OZET

Anahtar kelimeler: Paralel Yiizey, Yogunluklu Uzay, Weingarten Yiizey, Regle
Yizey

Bu calisma 5 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Giris kismi yer almaktadir.
Ikinci boliimde ise 3-boyutlu Oklid uzayinda egriler teorisi, yiizeylerin karakteristik
ozellikleri ve yiizeylerle ilgili tanim ve teoremlere yer ayrilmistir.

Uciincii bolimde e’ yogunluklu uzayda yiizeylerin karakteristik 6zelliklerine
deginilmis, ylizeyin Gauss ¢ —egriligi ve ortalama ¢ —egriligi hesaplanmistir.
Bununla ilgili Teorem ve sonuglar ifade edilmistir.

Dordiincii boliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Orijinal boliim iki
kisimda incelenmistir. Dordiincii béliimiin birinci kisminda e* yogunluklu uzayda
bir qo(u,v) regle yiizeyin Weingarten yiizey olma sart1 incelenmis, ilgili teoremler
ve sonuglar gosterilmistir. Dordiincti boliimiin ikinci kisimda ise e® yogunluklu
uzaydaki bir ¢(u,v) regle Weingarten yiizeye ait paralel yiizey ¢"(u,v) nin Gauss
ve ortalama ¢ — egrilikleri hesaplanarak ¢" (u,v) nin de Weingarten olma durumu
incelenmis, teoremler, sonuglar ve 6rnek verilmistir.

Son boliimde ise tiim ¢alismanin genis bir 6zeti yapilmig ve bir regle ylizeyin paralel

yiizeyinin Weingarten olma sart1 ile ilgili bundan sonra yapilacak arastirmalara
yonelik oneride bulunulmustur.

Vi



PARALLEL WEINGARTEN SURFACE IN EUCLIDEAN SPACE
WITH DENSITY

SUMMARY

Keywords: Parallel surface, Space with density, Weingarten surface, Ruled surface

This study consists of five sections. The first part contains literature review and
fundamental facts. In the second section, the theory of curves in 3—dimensional
Euclidean space, the characteristic features of surfaces and the definitions and
theorems about surfaces are reviewed.

In the third section, the characteristic features of surfaces in e’ density space were
discussed while Gaussian ¢ — curvature and mean ¢ — curvature of the surface were

calculated. Related theorems and results are expressed.

The fourth chapter generates the original part of this study and it is divided by two
subsections. In the first subsection of this chapter, the condition for a qo(u,v) ruled

surface to be a Weingarten surface in density with e* space has been studied, related
theorems and results are shown. In the second subsection, the Gaussian and mean

¢ — curvature of the parallel surface ¢ (u,v) of a ruled surface ¢(u,v) in a density

with e* space was calculated and the Weingarten condition of ¢" (u,v) is examined,
the related theorem, result and examples are given.

In the final section, an extensive summary of the entire work was made and

suggestions for future research on the condition of the parallel surface of a ruled
surface to be Weingarten surface have been made.

vii



BOLUM 1. GIRIS

Egri ve yiizey teorileri bir¢ok gergek hayat probleminin ¢6ziimiinde kullanilmasindan
dolay1 bilimsel metotlarla ele alman ilk ¢alisma alanlarmin basinda yer almaktadir.
Diferansiyel ve integral hesabinin kullanilmasi ile diferansiyel geometri gelisim
gostermistir. 1736 yilinda Euler diizlem egrisini koordinatlar ile ifade etmis ayni
zamanda geodezikler ve yiizeyler teorisine biiyiilk katki saglamistir. Ardindan
Gaspard Monge uzay egrileri teorisini ortaya atmis ve 1807 de ilk diferansiyel

geometri kitabin1 kaleme alip yaymlamistir.

Diferansiyel geometrinin gelisiminde hatir1 sayilir 6ncii matematik¢ilerden biri de
Carl Friedrich Gauss (1777-1865)’dir. Gauss birinci temel formun Onemini
vurgulamis ve Egregium teoremi ile verilen Gauss egriliginin ifadesinin sadece

birinci temel formun katsayilar1 ve onlarin tiirevleri ile yapilabilecegini gostermistir.

Yiizey teorisi, matematik basta olmak iizere fizik, miihendislik, mimari gibi birgok
bilim alaninda genis bir yere sahiptir. Mimariyi, matematik ile iliskilendiren esas
nokta oran ve simetridir. Mimaride geometri sadece antik yunanda kullanilmamuistir.
Eski Misir, Hindistan ve Islam diinyasinda, piramitler, tapinaklar, camiler, saraylar
ve tiirbeler dahil binalar dini nedenlerle belirli oranlarda diizenlenmistir. Islam
mimarisinde, hem i¢ hem de dis cepheleri siislemek i¢in geometrik sekiller ve
geometrik doseme desenleri kullanilmistir. Yiizey siniflarindan, agilabilir yilizeyler
gerilmeden ve yirtilmadan diizleme serilebilen yiizeylerdir ve bu 6zelliginden Gtiirii
miihendislikte, sheet-metal ve plate-metal temelli endiistrilerde, deniz araglarmnin
ylizeyinde, ugak yiizeylerinde ve mimari yapilarda yaygin olarak kullanilir, (Boersma
ve Molenaar, 1995), (Pegna ve Wolter, 1992). Yiizeyler iginde 6nemli kullanim
alanina sahip regle yiizeyler ilk defa G. Monge tarafindan ¢alisilmistir. Bu ¢caligmaya
ait detayl bilgiye (Carmo, 1976) kitabindan sahip olunabilmektedir. Bir regle yiizey



E° de bir dogrunun dayanak egrisi boyunca yaptig1 siirekli hareket sonucu meydana

gelir ve ¢(u,v)=a(u)+vX (u) parametrik denklemi ile ifade edilir. Burada «

dayanak egrisi, X ise dogrultman vektoriidiir. Regle yiizeyler, acilabilir ve agilamaz
regle ylizeyler olarak iki farkli smifta incelenmistir. Acilabilir regle yiizeylerin yogun
ve acik alt kiimelerinin elemanlarini silindir, koni ve tanjant yiizeyleri olarak ifade
edilir. Tim agilabilir ylizeyler regle yiizey olmasina ragmen, tiim regle yiizeyler
acilabilir degildir, (Ushakow, 1999). Regle ylizeyler, bilgisayar destekli imalat
(CAM), bilgisayar destekli geometrik tasarim (CAGD), geometrik modelleme ve
kinematik gibi bir¢cok bilim alaninda ¢ok kullanilmaktadir, (Sentiirk ve Yiice, 2019).

Regle yilizeyleri bircok mimari yapida da gormek miimkiindiir. On dokuzuncu
yiizyilda Rusya’da Vladimir Shukhov ve Barselona’da Antoni Gaudi hiperboloid
yapilarin kullanimma onciiliik etmektedir. Gaudi’nin Sagrada Familia bazilikasinda
hiperbolik paraboloidler, mozaikler, katener kemerleri, katenoidler, helikoidler ve
regle yiizeyleri de gormek miimkiindiir. Bir yiizeyin i¢c metrigi Gauss egriligini
belirler, yiizeydeki tiim uzunluklar ve agilar tiretimde degismez kalir. Bu nedenle,

acilabilir yiizeyler miithendislik, mimari ve tasarimda siklikla kullanilir.

Diger taraftan, Oklid uzaymdaki birgok degismez sonucun Minkowski uzayinda da
bir karsiligi vardir. Bu baglamda regle yiizey teorisinin Minkowski uzayindaki
kurulumu ve gelistirilmesi bir¢ok matematik¢inin ugras alan1 olmustur. Dillen ve
Kiihnel, Minkowski uzayinda regle Weingarten yiizeyleri incelemislerdir, (Dillen ve
Kiihnel, 1999). Minkowski uzaymda birinci temel formun determinanti pozitif
tanimli ise yiizey spacelike, birinci temel formun determinanti indefinit ise yiizey
timelike olarak adlandirilir. Giiniimiizde de regle yiizeylerin smiflandirilmasi ile ilgili

pek cok caligma yapilmistir. [zumiya regle ylizeyleri bes sinifa ayirir,

Acilabilir ylizeyler

Asli ve Binormal yiizeyler
Darboux acilabilir yiizeyler
Rektifyan agilabilir yiizeyler

S A

Uzay egrilerinin odak yiizeyleri, (Izumiya, 2005).



Yiizey teorisinde, matematik¢ilerin 6zel olarak ilgilendigi regle yiizeyler, minimal
yiizeyler, paralel yilizeyler gibi bazi yilizeyler vardir. Bunlarin igerisinden paralel
yiizeyler bircok caligmaya konu olmustur. Craig elipsoidin paralel yiizeyi ile
ilgilenmis, (Craig, 1883). Nizamoglu ise paralel regle yiizeyleri birim dual kiire
iizerindeki bir parametreye bagli dual egriler olarak hesaplamistir, (Nizamoglu,
1986). (Park ve Kim, 1998) de 3—boyutlu Oklid uzaymda agilamaz bir regle
yiizeyin paralel ylizeyinin regle ylizey olmadigi, ancak agilabilir bir regle yiizeyin

paralel yiizeyinin agilabilir bir regle yiizey oldugunu gdstermistir.

Ik olarak J. Weingarten tarafindan 1861 ve 1863 yillar1 arasinda yapmis oldugu
calismalarla karsimiza ¢ikan yiizeyler Weingarten yiizeyler olarak adlandirilir. Bu
yiizeyler, Weingarten tarafindan 1861°de, belirli bir donel yiizeye izometrik tiim
ylizeyleri bulma sorunu baglaminda tanimlanmistir, (Fu ve Li, 2013). 1857 yilinda
doktora tezinin de bir bolimii olan bir yiizeyin egrilik c¢izgileri hususundaki
calismasindan dolayr o6diill almistir. 1863’de w-—yiizeyler diye gecgen teorisini
gelistiren Weingarten (Weingarten, 1863), bu teorinin 3—boyutlu Oklid uzaymnda bir
ylizeyin Weingarten yiizey veya w—ylizey olmasini, yiizeye ait asli egriliklerin ya da
Gauss ve ortalama egriliklerinin lineer bagimli olmasi ile agiklamistir. Lokal olarak

Weingarten yiizeyler bes ana sinifa ayrilir;

Donel yiizeyler,

Asli egriliklerinden biri sabit olan bir egrinin kanal yiizleri,
Helikoidsel yiizeyler,

Sabit Gauss egrilikli yiizeyler,

ok~ w0

Sabit ortalama egrilikli yiizeyler, (Kiihnel ve Steller, 2005).

Weingarten ile baslayan bu calismalar (Beltrami, 1865), (Darboux, 1894) gibi
isimlerin katkisi ile devam etmistir. Bir egrinin helisel hareketi sonucu olusan yiizeye
helikoid denir. Beltrami ve Dini, 3—boyutlu Oklid uzaymnda agilamaz regle yiizeyler
ciimlesine karsilik geldigini ispatlamis, helikoidsel regle yiizeyler 1- parametreli

vida hareketi grubu altindaki, dogrunun yoriingesidir ve o« dayanak egrisi ile X



dogrultman vektorii arasindaki iligki <X , X > = <X ' X ’> =1 ve <a’, X '> =0 kosullar1

ile karakterize edilmistir. Helikoidsel yiizey (regle olmasi sart degil) Weingarten
yiizeydir, ¢linkii Gauss ve ortalama egrilikleri yalnizca bir parametreye baglhdir,
(Beltrami, 1865; Dini, 1865). Bu c¢alisma Oklid uzaymda Gauss ve ortalama
egrilikleri arasindaki bagmnti ile Weingarten yiizeyleri smiflandirmistir. Kiihnel,
Weingarten ylizey olma sartina bagli olarak ylizeyin yapi fonksiyonlarinin sabit
olmas1 seklindeki Weingarten yilizey olma sartmi1 vererek Weingarten yiizey
smiflandirmasin1 bir adim oOteye tasimistir. Giinlimiiz c¢aligmalarina da bakacak
olursak Kalkan, 3—boyutlu Oklid uzayinda lineer Weingarten yiizeyleri ve bunlarin
ozel halleri olan cylic yiizeyleri incelemistir, (Kalkan, 2010). Cylic ylizeyler, cember
parcalarmm foliasyonu ile elde edilen yiizeylerdir. German ise 3—boyutlu Oklid
uzayinda Weingarten 6teleme ylizeylerinin smiflandirilmasini yapmustir, (German,

2010).

Gilinlimiizde yeni bir ¢alisma konusu olan yogunluk fonksiyonu matematik¢ilerin
ilgisini ¢ekmis ve konuya dair bir¢ok calisma bilim diinyasina sunulmustur.
Yogunluk fonksiyonu bazi matematik¢iler tarafindan minimal yiizeyler icin
calistimistir. Belarbi, yogunluklu Oklid uzaymdaki lineer minimal yiizeylerle ilgili
esitlikleri ifade etmis ve bazi minimal grafiklerin ¢6ziimlerini karakterize etmistir,
(Belarbi, 2012). Hieu, e’ yogunluklu uzayda regle minimal ylizeyleri smiflandirarak
silindirik ve silindirik olmayan regle minimal yiizey ailesini gdstermistir, (Hieu,

2009).

Diferansiyel geometri de yogunluklu uzaylarda egri ve uzay yapilari son zamanda sik
calistlan konular arasinda yerini almaktadir, o6zellikle Morgan ve Corwin’in
yogunluklu uzaylarda calismalari mevcuttur, (Morgan, 2005), (Corwin ve ark.,
2006). Bu caligmalardan esinlenerek yogunluklu farkli uzaylarda, farkli yiizeylerin

yapilar1 incelenmeye baslanmaistir.

Bu galismada, e’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid uzayinda qo(u,v) regle ylizeyi

tanimlanarak, Weingarten olma sarti incelenmistir. go(u,v) regle yiizeyinin



Weingarten oldugu ispat edilerek, bu regle ylizeyin Weingarten yiizey olmasina baglh
olarak bazi teorem ve sonuglar verilmistir. e’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid
uzaymda ¢(u,v) regle Weingarten yiizeye paralel olan yiizey ¢ (u,v) olarak ifade
edilmis ardindan regle Weingarten yiizeye paralel olan yiizeyin, Weingarten olma
sarti incelenmistir. Burada; e’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid uzaymnda ¢(u,v) regle

Weingarten ylizeyinin agilabilir olma ve acilabilir olmama duruma gore regle

Weingarten yiizeyin paralel yiizeyi ile ilgili teorem, sonug ve 6rnek verilmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, 3—boyutlu Oklid uzaymda temel kavram ve teoremlere yer

verilecektir.

2.1. E° de Egriler

Bu baglikta diferansiyel geometride 6nemli bir yere sahip olan egriler ile ilgili temel

kavramlara yer verilecektir.

Tamm 2.1.1. Bostan farkl bir A climlesi ve bir K cismi {istiinde bir vektor uzayi

V olsun. Asagidaki 6nermeleri saglayan bir
f:AxA->V
fonksiyonu var ise A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

(1) ¥V P,Q,ReA igin f(P,Q)+f(QR)=f(P,R)
(2) VPeA Ve VaeV igin f(P,Q):a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi

vardir, (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.2. 3—boyutlu standart reel vektdr uzayr R® ile birlestirilmis, A afin

uzaymi ele alalim. Bu R® vektor uzaymda Oklid i¢ carpimm

(, ' R*xR°—> R

(x.y) —><x,y>=gxiyi



bigiminde tanimlanirsa A afin uzayma 3—boyutlu Oklid uzayr denir ve E® ile

gosterilir, (Hacisalihoglu, 1993).

Bir reel A afin uzaymda tanimlanabilen biitiin kavramlar, bir Oklid uzaymda anlam
kazanir. Ciinkii bir V reel vektor uzayi ile birlesen A afin uzaymndaki metrik, V

uzayinda segilecek olan i¢ carpimdan dogar.

Tamm 2.1.3. X=X, %,,X;) Ve Y =(V;, Y, Y;) olmak iizere

d:E°xE* > R
r 3
(xy) > d(xy)=]xy]= [ (% %)
i=1
olarak tammlanmus d fonksiyonuna E° de uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da X, Yy € B° noktalar1 arasindaki uzaklik, tanimlanan d fonksiyonuna E* de

Oklid metrigi denir, (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.4. V X, Y,z € E® i¢in xyz agisinm Sl¢iisii

(5.5

C0S O = ———*
||

ile tanimlanan 6 reel sayisidir, (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.5. E° de sirali bir {PO, P,P, PS} nokta dértliisiine, R® de karsilik gelen
{POPl, RP,, POP?,} vektdr iigliisi R® igin bir ortonormal baz ise {PO, P,P, PS}

sistemine [E* iin bir dik catis1 veya Oklid catis1 denir, (Hacisalihoglu, 1993).



Tamm 2.1.6. f:E°— R bir diferansiyellenebilir fonksiyon ve v, eTp(E3) olsun.

Burada v, = PQ olmak iizere

V[ ]2 (F (RH(Q-R) P t(Q=P). P +1(Q=P)) o

reel sayisma f fonksiyonunun v = vektorii yoniindeki tirevi denir, (Hacisalihoglu,

1993).

Tanmmm 2.1.7. | < R bir acik aralik ve

a:l > E

t—a(t)=(a(t).a,(t).a:(1))

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu halde « (1)< E® alt ciimlesine Oklid

uzaymnda (1,a) koordinat komsulugu ile tanimlanan bir egri denir, (Carmo, 1976).

Tamm 2.1.8. &, E° de bir egri olsun. Vtel igin o'(t)=0 ise yani E* de her

noktadaki hiz vektorii sifirdan farkli ise « egrisine regiiler egri denir, (O’Neill,

1997).

Tamm 2.1.9. E* Oklid uzaymda M egrisi (1,a) koordinat komsulugu ile verilmis

olsun. Eger V te 7 i¢in

(0] -1

ise M egrisi (l,&) ya gdre birim hizli egri ve te/ yay parametresi olarak

adlandirilir, (Carmo, 1976).



Tanm 2.1.10. 7 =R de tanimhi E* Oklid uzayinda bir « egrisi verilsin. a,be 7

iken
b
Jlle (t)]at

reel sayisina a dan b ye o egrisinin yay-uzunlugu denir, (Carmo, 1976).

Tamm 2.1.11. 3—boyutlu Oklid uzayinda birim hizli 7 < R — E® egrisi igin
T(t)=a'(t) vektoriine o egrisinin birim teget vektorii, T 'ye « egrisi iizerinde bir

vektor alan1 ve bu vektor alanma ayni zamanda birim teget vektor alani denir.

T
N (t) :‘L vektoriine ¢« egrisinin asli normal vektdrii, N ’ye « egrisi lizerinde

bir vektor alan1t ve bu vektor alanmna asli vektor alani denir. B(t):T(t)/\ N (t)

vektoriine o egrisinin binormal vektoril, B ’ye de « egrisinin binormal vektor alani

denir, (Sabuncuoglu, 2004).

Tanm 2.1.12. o, k>0 egriligine sahip Oklid uzayinda birim hizli bir egri olmak

iizere, {T,N,B} vektor alanlari « egrisinin her noktasinda ortonormal vektdr

alanidir ve « egrisi lizerinde Frenet cati alan1 olarak adlandirilir, (O’Neill, 1997).

Teorem 2.1.1. E® de « birim hizl egrisi x>0 egriligine ve ¢ torsiyonuna sahip

olmak tizere Frenet formiilleri

T’ 0 x~ OT
N'|l=l-« 0 || N
B’ 0 -r 0||B

bi¢imindedir, (O’Neill, 1997).
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Tamm 2.1.13. M, E° de bir yiizey ve bu yiizey iizerinde (l,&) koordinat

komsulugu ile verilen
a:lcR—>McE?

birim hizli bir egri olsun. « egrisinin Frenet ¢atis1 {T,N,B} ve T(t)=a'(t) olmak

uzere,

k.1 >R
t—x(t)=[T'(t)]

bi¢iminde tanmimlanan fonksiyonuna ¢ egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(t)eR

sayisina da « egrisinin a(t) noktasindaki egriligi ad1 verilir, (Ru, 1999).

il >R

to (1) =(N'(1).8(1)

biciminde tanimlanan fonksiyonuna da « egrisinin burulma fonksiyonu denir. r(t)

sayisina da egrinin a(t) noktasindaki burulmasi ad1 verilir, (Sabuncuoglu, 2004).

2.2. E® de Yiizeyler

Bu baglikta ilk olarak yiizeyler hakkinda temel kavramlardan bahsedilecektir. Daha
sonra c¢aligmamizin orijinal kismimni olusturacak olan ve giinlik yasantimizda
orneklerine rastladigimiz regle ylizey kavramindan bahsedilecek, bu yiizey
yardimiyla olusturulabilen paralel ve Weingarten ylizeyleri hakkinda temel kavram

ve teoremlere yer verilecektir.

Tanmm 2.2.1. ¢:U = R® koordinat komsulugu M = R® olmak iizere YP e M igin

M nin iginde goriintiisii P nin bir komsulugunu igeren uygun bir koordinat
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komsulugu var ve ¢ :¢(U)—>U siirekli ise M ye bir yiizey denir, (Hacisalihoglu,
1994).

Tanm 2.2.2. M, E? de bir yiizey olsun. M nin bir P noktasindan gegen biitiin
egrilerin bu noktadaki tegetleri ayn1 diizem i¢inde kalir. Bu diizleme M nin P

noktasindaki teget diizlemi denir, (Hacisalihoglu, 1994).

Teget diizlemi, parametre egrilerinin ¢, ve @, teget vektorlerine paralel oldugundan

I\IO :(Du /\(Dv

vektori, M nin P noktasindaki teget diizlemine diktir. Bu vektére M nin P

noktasindaki normal vektori ve

N = A

N nal
vektoriine de birim normal vektorii denir, (Carmo, 1976).

Tamm 2.2.3. M, E® de bir yiizey ve N de M yiizeyi iistinde birim dik vektor

alan1 olmak iizere V v, eTp(M) icin M nin bir P noktasinda

esitligi ile tamml S, :T,(M)—T (M) fonksiyonuna M yiizeyinin P noktasinda

N vektdor alanina bagh sekil operatorii veya Weingarten doniislimii denir,

(Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.2.4. E° de bir yiizey M ve bu yiizeyin sekil operatorii S olsun. M

yiizeyinin bir P noktasina karsilik gelen S(P) nin karakteristik degerlerine M
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yiizeyinin bu noktasindaki asli egrilikleri denir. Asli egriliklere karsilik gelen
karakteristik vektorlere de M ylizeyinin P noktasindaki asli egrilik vektorleri veya

asli egrilik dogrultular1 ad1 verilir, (Struik, 1988).

Tamm 2.2.5. E* Oklid uzaymda bir M yiizeyi iizerinde, 1< q<3 olmak iizere q.

temel form

19: 7(M) x z(M) = C* (M, R)
(X)Y) > 19(X,Y)=(s"}(X),Y)

olarak tanimlanir, (Hiks, 1974).

Tamm 2.2.6. M, E’ de ¢ =¢(u,v) parametrik ifadesi ile verilen bir yiizey olsun.

M vyiizeyi lizerindeki bir
o(t) = (u(t).v(1))
egrisinin yay uzunlugu parametresi t ise
| = Edu® + 2F dudv + G dv?

yazilabilir. Bu ifadeye M yiizeyinin birinci temel formu denir ve 1 ile gosterilir.

Burada birinci temel formun katsayilar1 E, F,G olmak iizere

E=(p.0) F=(p.0).6=(p.0)

dir. Eger M nin birim normal vektorii N ise

L:<N’¢uu>’ M :<N’¢uV>’ N :<N’(pW>
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ifadesine M yiizeyinin ikinci temel formu denir ve II ile gosterilir. Burada ikinci

temel formun katsayilar1 L,M,N olmak {izere, birinci temel formda oldugu gibi

ikinci temel formda Il ile gosterilir, (O’Neil, 1997).

E° Oklid uzaymnm bir M yiizeyine ait Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplamak

icin birden fazla farkli yontem kullanilabilir. Asagida bunlarindan bahsedilmistir.

Tamm 2.2.7. E* Oklid uzaymm bir M yiizey olsun. PeM noktasmdaki sekil

operatorii S(P) olmak iizere

KiM > R
P — K(P)=detS(P)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (P)

degerine de M yiizeyinin P noktasindaki Gauss egriligi denir, (Gray, 1997).

Tanmm 2.2.8. E° Oklid uzaymda bir yiizey Molsun. PeM noktasindaki sekil

operatorii S(P) olmak iizere

H:M > R

P > H(P)z%iz(S(P))

seklinde tanimlanan fonksiyona M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir.

Burada H(P) degerine de M yiizeyinin P noktasindaki ortalama egriligi denir,

(Gray, 1997).

M yiizeyinin asli egrilikleri k; ve Kk, olmak tizere, K Gauss egriligi ve H ortalama

egrilikleri sirasiyla
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K =kk, ve H = atke

(2.1)

dir, (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.2.9. M, E* Oklid uzaymnda bir yiizey olsun. E,F,G ve L,M,N sirasiyla

M yiizeyine bagl birinci ve ikinci temel formun katsayilar1 iken bu ylizeyin Gauss

ve ortalama egrilikleri

— 2 —
K_LN M H:LG 2MF + NE

“ter M e @2

dir, (Sabuncuoglu, 2004).
2.2.1. E® de regle yiizeyler

Tamm 2.2.10. E° Oklid uzayinda {0} =1 cR olmak iizere diferansiyellenebilir

birim hizl bir egri

al—> B

u = a(u)= (o (u).e,(u).0s(u))

olsun. Her uel i¢in «(u) noktasmdaki T teget vektorii ile anadogrunun

dogrultman vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde

I'R—> E?

v > 1(v)=(a (u)+VX;(u))
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dogrusunu segelim. Burada 1<i<3 olmak iizere X;(u)eR skalerleri o(u)

noktasindaki dogrultman vektoriin bilesenleridir. | dogrusunun « egrisi boyunca

hareket etmesiyle, (1xR,¢) parametrizasyonu ile verilen

P IxR—> FE°
(u,v) > o(u,v)=(a (u)+vX; (u))

regle yiizey elde edilir, (Gray, 1997).

Burada o (u) regle yiizeyin dayanak egrisi, X (u) dogrultman vektoriidiir.

Tamm 2.2.11. Bir ¢(u,v) regle yiizeyine ait komsu iki dogrultmanmin ortak

dikmesinin esas dogrultman iizerindeki ayagma bogaz (merkez veya striksiyon)

noktasi denir, (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.2.12. Bir (p(u,v) regle yiizeyine ait dogrultman dayanak egrisi boyunca

yiizeyi olustururken striksiyon noktalarmin geometrik yerine, regle ylizeyin

striksiyon egrisi denir, (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.2.13. Bir ¢(u,v) regle yiizeyine ait komsu iki dogrultman arasindaki en

kisa uzakligin bu iki komsu dogrultman arasindaki ag¢iya boliimiine regle yilizeyin

dagilma parametresi (drali) denir ve ylizeyin dralinin diferansiyel denklemi

~det(T, X, X)
TTxX)

seklinde ifade edilir, (Hacisalihoglu, 1994).
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Tamm 2.2.14. E* Oklid uzayinda bir regle yiizeye ait ana dogrularin her birini dik
olarak kesen bir egri var ise bu egriye regle yiizeyin bir ortogonal yoriingesi denir,

(Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.2.15. Bir ¢(u,v) regle yiizeyinin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri

ayni ise regle ylizeye agilabilirdir denir, (Hacisalihoglu, 1994).

Teorem 2.2.1. Bir ¢(u,v) regle yiizeyi agilabilirdir ancak ve ancak dagilma

parametresi sifirdir, (Hacisalihoglu, 1994).

Simdi kiiresel Frenet catis1 yardimiyla olusturulan regle yiizeyin yapisindan

bahsedelim;

@(u,v), E® de agilamaz bir regle yizey olsun. ¢(u,v)=c(u)+ve(u)
parametrizasyonu ile verilen ¢(u,v) yiizeyi, Oklid uzayinda agilamaz regle yiizeyin
standart denklemi olarak adlandirilir. Burada <e(u),e(u)> k1, <e’(u),e'(u)> =1 ve
c(u) dogrultmani ¢(u,v) agilamaz regle yiizeyinin bogaz (striksiyon) egrisidir. E’
de bir kiiresel egri e(u) nun u parametresi yay uzunlugu parametresidir. Boylece
e(u) da bir vektor olarak almabilir ve e(u), ¢(u,v) nin kiiresel gosterge vektorii
olarak isimlendirilir. c(u), qo(u,v) nin striksiyon egrisi oldugu igin
(¢'(u).€'(u))=0dr, (Yoon, 2016). Kisalik admna u parametresi buradan sonra

yazilmayacaktir.

e kiiresel gdsterge vektoriiniin kiiresel Frenet catisi {e,t, g} olmak iizere, t=¢€' ve
g=exe’ dir. Burada t, ¢(u,v) agilamaz regle yiizeyinin merkez normali, g ise
@(u,v) agilamaz regle yiizeyinin asimptotik normalidir. {e,t,g} kiiresel ¢atisi i¢in

tirev vektorleri
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e' =t
t'=—e—-Jg (2.3)
g'=Jt

olarak ifade edilir. Burada J=(e",e'xe) kiiresel gdsterge egrisi e vektoriiniin

geodezik egriligini belirtir. Ote yandan c striksiyon egrisinin tiirevi,
c¢'=Fe+Qg (2.4)

olup F=(c'e), Q=(c’,exe) dir. Burada Q,F,J fonksiyonlar1 3—boyutlu Oklid
uzayimda qo(u,v) acillamaz regle yiizeyin yap1 fonksiyonlaridir. Ayn1 zamanda u
parametresi ¢(u,v) ye ait c striksiyon egrisinin yay uzunlugu parametresi

oldugundan dolayr F*+Q? =1 esitligi vardir, (Yoon, 2016).

E* de qp(u,v) acilamaz bir regle ylizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri, yapi

fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki sekilde hesaplanir.

(2.3) ve (2.4) ile verilen denklemler g6z Oniine alinarak qo(u,v) ylizeyinin birinci

temel formuun katsayilari

E

F=(ce) (2.5)
G=1

olarak ifade edilir. Bu yiizeyin birim normal vektorii

1., roay_ LA
N_B(C X €+ Ve xe)_D(Qt vg) (2.6)
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dir. Burada D= \/EG -F?= \/Q2 +Vv® olarak alinmustir. Ikinci temel formun

katsayilar1 L,M,N olmak iizere

L:%(Q(F +QJ)-Qv+v?)

_Q
M == 2.7)
N =0

dir. Bu nedenle qp(u,v) regle ylizeyinin sirastyla Gauss egriligi ve ortalama egriligi

__Q
K=-% (2.8)
1 2 1,
H =2D2(Jv -Qv+Q(QI-F)) (2.9)

dir, (Yoon, 2016).

Acilabilir yiizeyler, sifir Gauss egriligine sahip piiriizsiiz ylizeylerdir. Yukarida ele

alman ¢(u,v) regle yiizeyi agilamaz bir yiizey oldugundan K=0 olup Q

fonksiyonu her yerde sifirdan farklidir, (Yoon, 2016).

2.2.2. B* de paralel yiizeyler

Tamm 2.2.16. M, ve M, , E®de iki yiizey ve M, in birim normal vektr alani

olmak tizere eger bir r € R sabit sayis1 ve her P € M, noktasi i¢in



19

f(P):(a+rq(P)J§+r%(P)Jg+r%(P»
olacak bi¢imde bir
f:M, —>M,

fonksiyonu varsa M, yiizeyine M, vyiizeyinin paralel yiizeyi denir. Burada E’

yiizeylerinin ciimlesinde paralel yiizey olma bagintis1 bir denklik bagmtisidir,

(Hacisalihoglu, 1994).
Bundan sonra E® {in M yiizeyine paralel olan yiizey M" ile gosterilecektir.

Tamim 2.2.17. E* de M yiizeyine paralel M" yiizeyi verilsin. E* Oklid uzaymin
{Xl, Xy, X3} Oklid koordinat sistemine gore, X € ;(( M), X e ;(( M r) vektor alanlar:

VYPeM icin bi(P)zﬁ(f(P)),lﬁiSS olmak iizere

3 0 _ 3 -9
X:Zbla_x y Xzébla—x

olarak verilsin. Bu durumda,

1) f.(X)
2) 8" (£.(x))

Il
>
+
=
w

—
X

(2.10)

Il
w
—~~
>
N

esitlikleri gecerlidir, (Hacisalihoglu, 1994).

Tanm 2.2.18. f:M > M" ve M yiizeyinin bir paralel yiizeyi M" olsun. Bu

durumda

1) f igiincl temel form olma 6zelligini korur.
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2) f umbilik nokta olma 6zelligini korur.
3) f asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.
4) I, I, III, M yiizeyinin temel formlar1 olmak tlizere VvV PeM ve

vV X.,Y e x(M) igin
(£.(X) £ (Y iy =1( X, Y, )+ 2rT1( XY, )+ PPII(X Y, )
ifadeleri saglanir, (Hacisalihoglu, 1994).

Teorem 2.4.2. M c IE® yiizeyinin bir paralel yiizeyi M" olsun. P e M noktasinda

M yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri K ve H, f(P)eM" noktasmda M’

ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri K" ve H" olsun. O halde

K
K'n=}—— — 2.11
1+2rH +r’K (2.11)
Hro HHrk (2.12)
1+2rH +r°K

dir.

Ispat. Pe M noktasmmda M yiizeyinin asli egrilikleri k;, k, ve bu asli egriliklere
kars1 gelen asli egrilik dogrultular1 da sirasiyla X, X, olsun. M" nin f(P)
noktasindaki asli egrilik dogrultulari da f.(X,), f.(X,) olur. (2.10) esitlikleri

dikkate alinarak M" paralel yiizeyinin asli dogrultular1 yardimiyla sekil operatorii
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seklindedir. Buna gore { f.(X,), f.(X,)} baziile S, sekil operatdrii matrisi

dir. Bu matris yardimiyla paralel yilizeyin Gauss egriligi

K" =detS, = k| K
1+rk, ) (147K,

elde edilir. Bu ifade dizenlenirse

r__ klk2
1+r(k, +k,)+r? (kk,)

bulunur. Son esitlikte (2.1) esitlikleri dikkate alinirsa M" paralel yiizeyin Gauss

egriligi, M yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri cinsinden ifade edilirse

K" K

= 2.13
1+2rH +r?K (2.13)

elde edilir. Sekil operatoriiniin matrisi yardimiyla paralel yiizeyin ortalama egriligi

Hr=Liz(s,)=2f K, K
2 2\ 1+rk, 1+7k,

olarak elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
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Ktk o ks
Hr o 2 2

2 1+r(k1+k2j+r2(klk2j
2 2 2

bulunur. Son esitlikte, (2.1) esitlikleri dikkate alinirsa paralel yilizeyin ortalama

egriligi, M yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri cinsinden ifadesi

H H+rK

S L L 2.14
1+2rH +r?K (2.14)

elde edilir.

Sonu¢ 2.2.1. M cE® yiizeyinin bir paralel yiizeyi M" olsun. M yiizeyine ait
P e M noktasindaki Gauss ve ortalama egrilikleri sirasi ile K, H ve M' yiizeyinin
f (P)e M" noktasindaki Gauss ve ortalama egrilikleri siras1 ile K", H" olsun. Bu

durumda

Kf
= 2.15
1-2rH" +r?K" (2.19)
Hr_ Kr
' (2.16)

T1-2rH 4K
esitlikleri vardir.
M c E® yiizeyinin paralel bir yiizeyi M" olmak iizere sirasiyla (2.13) esitligiyle

verilen K" Gauss egriligi ve (2.14) esitligiyle verilen H'ortalama egriligi yiizeyin

Q, F, J yap1 fonksiyonlar1 yardimiyla tekrar diizenlenirse

K= < (2.17)
2D* +4DI’(JV2 -Qv+Q%] —QF)—2r2Q2
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o DL Qv 9F) 20 (2.18)
2D4+2DF(JV2—Q'V+Q2J _QF)_ZrZQz

elde edilir.

Sonlu boyutlu bir vektor uzayr V. ve T:V —V bir linecer doniisim olsun. A4

karakteristik degeri i¢in T (v)=Av ise det(T —A1)=0 olur. Bu ifade T (v)=Av ile
denktir. Tersine det(T —A1)=0 ise 4 6z deger iken T (v)=Av dir. Aym zamanda

A matrisine karakteristik deger verebilmek i¢in

det(A—21)=det(21 —A)=0 (2.19)

olmasi gerekir. Bu ifadeye denk olarak,

det(xI - A) = f (x)=0

ifadesine de A matrisinin karakteristik ¢ok terimlisi (karakteristik polinomu) denir,
(Greub, 1975).

2.2.3. E* de Weingarten yiizeyler

Weingarten’in calismalarma kadar yalnizca acilabilir yiizeyler biliniyordu. Ote
yandan 1865 de Beltrami ve Dini E° de agilabilir olmayan yegane regle Weingarten
yiizeyin helikoidal regle yiizey oldugunu ispatlamslardir. E°, 3—boyutlu Oklid
uzaymda bir go(u,v) yiizeyinin asli egrilikleri k;,K, ve yiizeye ait K Gauss egriligi

ve H ortalama egriligi olmak tizere, a,b,c e R iken

ak, +bk, =c veya aH +bK =c
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bagntisini saglayan gp(u,v) ylizeyine lineer Weingarten yiizey adi verilir. Burada

a’ +b? = 0°dir, (Lopez, 2008). Bunun ilk 6rnekleri umbilik yiizeyler, sabit ortalama

egrilikli (b=0) ve sabit Gauss egrilikli (a=0) yiizeylerdir, (Kalkan, 2010).

Oklid uzaymda vyiizeyleri incelemek igin kullanilan asli egrilikler arasindaki
fonksiyonel bagint1 ile Weingarten yiizeylerin elde edilmistir. Boylece Gauss ve
ortalama egrilikler arasindaki fonksiyonel bir bagint1 mevcuttur. Bu bagmtiya iliskin

tanim, teorem ve sonuglar asagida verilmistir.

Weingarten yiizeyler ile ilgili tarihsel siiregte birgok c¢alisiima yapilmistir. Ancak
Kiihnel, 1994 de regle ylizeyin belirlenmesin de kullanilan Q,F,J biyiikliiklerin

sabit olma sartm1 H ve K|, arasindaki bagintiy1 vererek Weingarten yiizeylere

farkli bir bakis acis1 kazandirmistir. O halde yerel olarak Weingarten ylizeyleri bes

ana sinifta ifade edelim:

1
2
3
4
5

Donel yiizeyler,

Asli egriliklerden biri sabit olan bir egrinin kanal yiizeyleri,

Helikoidsel yiizeyler,

Sabit Gauss egrilikli yiizeyler,

Sabit ortalama egrilikli yiizeyler, (Kiihnel and Steller, 2005).

Tamm 2.2.19. ¢(u,v)cE® yiizeyinin Weingarten yiizey olmasi i¢in yiizeyin K

Gauss ve H ortalama egriliklerinin arasinda
o-(K,H):O (2.20)

olacak sekilde fonksiyonel bir bagintinin var olmasi ya da bunla 6zdes olarak bu
egriliklerin degisimleri lineer bagimsiz ise qo(u,v) yiizeyine Weingarten yiizey

denir, (Sipus, 2008).
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Teorem 2.2.3. ¢(u,v) = E® bir yiizey olsun. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H

ortalama egriligi olmak {izere
K.H,-K,H,=0 (2.21)

esitligi saglaniyorsa gp(u,v) yiizeyi Weingarten yiizeydir, (Sipus, 2008).

a
Sonug 2.2.2. 2x2 tipindeki bir Az(

b
c dJ matrisinin karakteristik polinomu

det(A—Al)= A2~ ATr(A)+det(A)

olarak yazilir. Burada Tr(A), A matrisinin asli kdsegen elemanlarmin toplamidir,

(Greub, 1975).
Sonu¢ 2.2.3. k; ve k, asli egrilikleri
k?—2Hk+K =0

kuadratik denkleminin kokleridir. k; ve k, esitlikleri

k1:H+m ve k2:H—m
dir, (Kuhnel, 1994).
2.2.4. B de regle Weingarten yiizeylerin paralel yiizeyleri
Park ve Kim tarafindan E® de agilabilir olmayan regle yiizeyin, paralel yiizeyinin

regle ylizey olmadig1 ancak acilabilir regle ylizeyin, paralel ylizeyinin agilabilir bir

regle ylizey oldugu ifade edilmistir, (Park ve Kim, 1998). Lopez, 2008’de yaptig1 bir
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caligmada aH +bK =c lineer bagintisini saglayan Weingarten yiizeyleri ¢alismustir.
1785°de Meusnier, E® de bulunan tek minimal dénel yiizeyin katenoid oldugunu
ispatlamist1, donel ylizeyler cyclic ylizeylerin en iyi bilinen 6rneklerindendir. Lopez,
donel yiizey haric aH +bK =c bagintisin1 saglayan cyclic yiizeylerin, minimal
yiizeylerin Riemann &rnekleri (H =0) ve genellestirilmis koniler (K =0) oldugunu

vermistir.

Lopez tarafindan 2008 yilinda yapilan bir diger ¢alismada E° de m,ne R ve yiizeyin

asli egrilikleri k;, kK, olmak iizere
k,=mk, +n

bagitisin1 saglayan lineer Weingarten yiizeyleri ele almmistr. Bu g¢alismada
(m,n)=(m,0) olmak iizere bir cyclic lineer Weingarten yiizeyin foliasyon

diizlemlerinin paralel oldugu kisaca yiizeyin Riemann tipli oldugu ispatlanmistir.
Ayrica bir Riemann tipli Weingarten yiizeyin ya bir donel yiizey ya da minimal

yiizeylerin (H =0) klasik Riemann 6rnekleri oldugu gosterilmistir, (Lopez, 2008).

Teorem 2.2.4. Parametrik olarak verilen ¢(u,v)=a(u)+vX (u) regle yiizeyinden
elde edilen " (u,v)=a(u)+r(q, (u)/\X(u))+v[X(u)+r(Xu(u)/\X(u))]
paralel yiizeyine ait birinci temel formun katsayilar1 E", F", G" ve ikinci temel
formun katsayilar1 L', M", N olsun. ¢" (u,v) paralel regle yiizeyinin yiizeyine ait

birinci temel form katsayilar1

E'=E-2rL+r*(N,,N,)
F'=F-2rM +r*(N,,N,)
G =G+r*(N,,N,)

ve ikinci temel formun katsayilar1 ise



dir, (Savcy, 2011).

L'=L-r(N,,N,)
M"=M-r(N,,N,)
N"=-r(N,,N,)
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BOLUM 3. YOGUNLUKLU UZAYDA YUZEYLER

Yogunluklu manifoldlar, farkli fiziksel yogunluga sahip ylizeyler veya bdlgeler goz

oniine alindiginda ortaya ¢ikmaktadir. Yogunluklu ylizeylere en 1yi 6rneklerden biri
iki boyutlu Gauss diizlemidir. Gauss diizlemi, (27[)_1 e ile agirliklandirilan hacim
ve uzunluklu Oklid diizlemidir. Burada r oOrijine olan uzakligi temsil etmektedir.
Hacim, ¢evre ve alan igin kullanilan e’ pozitif yogunluklu diferansiyellenebilir

manifold i¢in Riemann hacmi dV , ¢evre dP ve alan dA olmak iizere yogunluklu

hacim, ¢evre ve alan sirasi ile

dv, =e’dV
dP, =e’dP
dA, =e’dA

seklindedir. Bir egrinin egriligini veya bir yiizeyin ortalama egriligini, yogunlugu
olan manifoldlara genelleyebiliriz. Genellemeler, manifoldlarin standart egrilik

kavramia uygun bigimde tanimlanmistir, (Corwin ve ark, 2006).

Tanim 3.1. Yogunlugu e’ olan R" uzayindaki bir hiperyiizey i¢in Kigr -+ Ko g) aSi

egrilikler olmak tizere asagidaki esitlikler elde edilir.

d
: 3.1)

dg
Kin-ss =Kiny dN
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Burada ki,...,K, , Riemann asli egrilikleri ve N hiperyiizeyin normalidir.

(n-1)

Ozel olarak 2—boyutlu yogunluklu Riemann manifoldlar1 icin N birim normal

vektorii, « Riemann egriligi olmak iizere yogunluklu Riemann egriligi

d
K, =K—d—§ (3.2)

dir, (Corwin ve ark, 2006).

e’ yogunluklu n—boyutlu bir Riemann manifoldu iizerinde, H Riemann ortalama

egriligi, N birim normal vektér olmak tizere bir hiperyiizeyin H 4 yogunluklu

ortalama egriligi

1 dg

¢ n—1dN

dir. Ozel olarak e’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid uzayinda bir ¢ regle yiizeyin

ortalama egriligi
=H-—— (3.3)

bigimindedir, (Hieu, 2009). Bu sekilde tanimlanmis H 4 ortalama egriligine

yogunluklu ortalama ¢ — egrilik denir.

d¢

(3.3) denklemi ile verilen N nin geometrik hareketi, uzayin yogunlugu ve bazi
basit minimal yiizeylerin (H =0) varligm anlamamizi saglar. Ornegin, Gauss
dg

uzayinda N ylizey lizerinde bir noktanin tanjant hiperdiizlemine orijinden olan

uzakligidir. Yani G® Gauss uzayinda bunu gérmek kolaydir.
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a) Diizlemler sabit ortalama egrilige sahiptir ve orijin boyunca gegen diizlem

minimaldir.

b) Orijindeki kiireler sabit ortalama egrilige sahiptir ve ﬁ yarigaplt olan

kiireler minimaldir.
c) Eksenleri orijinden gegen dairesel silindir sabit ortalama egrilige sahiptir ve 1

yarigapli olan dairesel silindirler minimaldir.

#(x), E" Oklid uzayinda ¢(x)=> ax bigiminde lineer bir fonksiyon ve e”*) log-

i=1
lineer yogunluk olsun. Sabit yogunluklu E" Oklid uzaymnda her bir noktalar
kiimesine bir hiperdiizlem denir. Uygun koordinatlar secilerek yogunlugu e*

formunda varsayabiliriz. Bdylece E"™", (n-1)—boyutlu Oklid uzay: ve E,, e*
yogunluklu reel dogrular olmak iizere E"* @ E , Uretiliyor iken e’™ yogunluklu E"

uzaymni inceleyebiliriz. V¢ =(0,0, ...,1) olmak iizere
dg
N (Vg,N)= |Vg|.[N|.cosd(Vg,N)=cosd(Ve N)

d¢

dir ve N <V¢, N> , z ekseni ile N arasindaki aginin kosintisiidiir, (Hieu, 2009).

e’ yogunluklu Oklid uzaymda K=#0 olmak iizere, ¢(u,v)=a(u)+vX(u)

parametrik denklemi ile verilen regle ylizeyi agilamayan bir yiizey olsun.

0

[X]l=]x"

=1, <a’, X'>

esitlikleri saglanmak tlizere Q,F,J yap1 fonksiyonlarmi

F=(a' X) Q=det(a’, X, X)
J=det(X",X",X) D=+vEG-F?



31

olarak kabul edelim.

e’ yogunluklu n—boyutlu bir Riemann manifoldu iizerinde K Riemann Gauss

egriligi olmak iizere, K, yogunluklu Gauss egriligi arasinda
K, =K-Ag¢
iliskisi mevcuttur, (Corwin ve ark, 2006).

e’ yogunluklu Oklid uzaymda j—’ﬁ: (Vg,N) oldugu dikkate almnarak (3.3)

denklemi tekrar diizenlenirse
1
H¢:H—E<V¢,N> (3.4)
elde edilir. Burada agilamaz regle yiizeyinin birim normali

N :%(Qt—vg)

olup

D=vEG-F2 =/Q?+V?

bigimindedir. (2.9) esitligini ve yukarida elde edilen birim normal vektoriin esitini
(3.4) esitliginde yerine yazarsak e’ yogunluklu Oklid uzaymda ¢(u,v) regle

yiizeyin yogunluklu ortalama egriligi
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1
¢ 2D3

(v -Qv+Q(QJ —F))—%(V(/ﬁ,Qt—vg) (3.5)

H

elde edilir, (Ulucan, 2019).

e’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid uzaymda V¢=(0,0,1) ve Ag=0 oldugu goz

oniine alinarak gerekli hesaplamalar yapildiginda yogunluklu Gauss egriligi
2
K —K=_9 (3.6)

olarak bulunur, (Yoon, 2016).



BOLUM 4. YOGUNLUKLU UZAYDA REGLE WEINGARTEN
YUZEYLER

Bu boliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda e* yogunluklu E® Oklid
uzayimda qp(u,v) regle yiizeyinin Weingarten olma durumu incelenecek, bununla
ilgili teorem ve sonuclar verilecektir. Tkinci kisimda ise e’ yogunluklu E* Oklid
uzaymnda ¢(u,v) regle yiizeyinin paralel yiizeyi ¢"(u,v) nin Weingarten olma

durumu incelenecek, bununla ilgili teorem, sonug ve 6rnek verilecektir.

4.1. ¢’ Yogunluklu Uzayda Regle Weingarten Yiizeyler

Ikinci bdlimde bir ¢(u,v)cE® yiizeyinin Weingarten yiizey olmasi i¢in (2.20)
bagintisinin var olmasmin gerekliliginden bahsedilmisti. Buradan yola ¢ikilarak bu
boliimde, e’ yogunluklu Oklid uzaymnda ¢(u,v) regle yiizeyinin ortalama ¢ —
egriligi ile Gauss ¢ — egriliginden faydalanarak yiizeyin Weingarten olma durumu

incelenecektir.

Tamm 4.1.1. ¢’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid uzaymda ¢(u,v) regle yiizeyinin

Weingarten yiizeyi olmasi igin yiizeye ait K, Gauss ve H, ortalama ¢ — egrilikleri
arasinda

O'(K H

¢ 0

=
SN—~—"
I
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olacak sekilde fonksiyonel bir o bagmtismim var olmasi veya buna es olarak, K ve

H, ¢ —egriliklerinin deZisimlerinin lineer bagimsiz olmasi durumunda (p(u,v)

regle yiizeyi Weingarten yiizey olarak adlandirilir.

(2.21) esitligiyle verilen Weingarten yiizey olma sartii dikkate alarak bu yiizeyin
Gauss ¢ —egriligi ile ortalama ¢ —egriliginin u ve v parametrelerine gore

tirevlerini bulalim.

Ik olarak (3.6) denklemiyle verilen K, fonksiyonun u parametresine gére kismi

tiirevini hesaplayalim.

(K,), o (4.1)

(K,), =53 &

olarak elde edilir.

Simdi de ortalama ¢ — egriliginin u ve v parametrelerine gore kismi tiirevlerini

sirayla elde edelim.

z

e’ yogunluklu Oklid uzaymdaki (p(u,v) regle yilizeyinin merkez ve asimptotik
normalleri sirasiyla t:(tl,tz,ts) ve g:(gl,gz,gs) vektorleri ve V¢:(0,0,l)

oldugu dikkate alinarak (3.5) denklemi diizenlenirse

2 ! 2 3 2 2 3
H¢:JV -Qv+Q J—QF—th—?V t, +Q°vg, +V'g; (4.3)
2(Q2+v2)E
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bulunur, (Ulucan, 2019).

(4.3) denklemi ile verilen H, fonksiyonun u parametresine gére kismi tiirevini

hesaplayalim.

(H,), = V2 —QV+Q?J —-QF —Q°t, - Qv’t, + Q°vg, +V g,
u 3
2(Q*+v)?

u

(W -Qv+Q%J —-QF —Q’t; —Qvt, +Q’vg, +v’g, )" . 2(Q° +V*)

3
2

—(2(Q2+v2)z} (W -QVv+Q*J -QF -Q°, - Qv’t, + Q’vg, +v'g; )

(2((@2 +v2)2 T

esitliginde gerekli islemler yapilirsa

(H,), =2 (4.4)

elde edilir. Burada

(g.)v +(3-Q't,-Qt,")v' +(-Q +Q’g,+Q’g,~QQ"g, )V’
S, =| +(2Q°3-Q'F-QF -Q’t,-Q"Q't,-Q’t,'-QQ "I )v*
+(—Q2Q" +2Q°Q'g, +Q'g, +3QQ '2—3Q'Q3gz)v+Q“J —Q'F'-Q',"-Q'QJ+2Q°Q'F

dir.

Simdi de (4.3) denklemiyle verilen H, fonksiyonun v parametresine gore kismi

tiirevini hesaplayalim.
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(H,) = V2 -Qv+Q%J —-QF —Q%, —QVv’t, + Q’vg, +V°q,
v 3
2(Q*+v?)?

3
2

(20v-Q -2Qut, +Q*g, +3v*g,)2(Q° +V*)

—(ZE(QZ +V2 )2 2vj(Jv2 ~QV+Q%J —QF —Q%, —Qv’t, +Q’vg, +Vv°g;)

[Z(QZ +v2)2J2

esitliginde gerekli islemler yapilirsa

(H,) == (4.5)
elde edilir. Burada
S, =(-Q°Q +Q"g, )+(-Q°J +3QF +Q’t, )Jv+(2Q +Q%g, )v* +(~J +3Qt, )v°

dir. Gauss ¢ — egrilikleri ve Ortalama ¢ — egriliginin u ve v parametrelerine kismi

tiirevleri yardimiyla asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.1.2. e* yogunluklu E* Oklid uzaymda go(u,v) regle yiizeyinin Klzj Gauss

¢ —egriligi ve H, ortalama ¢ — egriligi olmak iizere

(K¢)U(H¢)V_(K¢)V(H¢)u =0 (4.6)

esitligi saglantyorsa qo(u,v) regle yilizeyi bir Weingarten ylizeydir.
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Ispat. Bir e’ yogunluklu 3—boyutlu bir Oklid uzayinda ¢(u,v) regle yiizeyin

Weingarten yiizey olmasi igin (4.1),(4.2),(4.4),(4.5) esitlikleri yardimiyla (4.6)

esitliginin saglandigini gosterelim.

R R e R -3 e

(4Q°g,")v" +(-4Q°3 +4Q°Q't, +4Q%, - 4(Q") Q") +12(Q")" Q*t, )v°
+(4Q°Q —4Q'g; -4Q"9, +4Q°Q'g, +8(Q") Q" +4(Q") Q'g, )v*
-8Q'J'+4Q°Q'F +4Q°F '+ 4Q"t, +4Q°Q't, +4Q°, | |
+4Q°Q'1-43(Q')' Q°+12F (Q')’' Q° +4(Q')’ QRJV
+(4Q'Q -8Q°Q"g, - 4Q°g; -12Q°Q"+12Q'Q’g, ~4Q°(Q") +4(Q")’ Q'g, )v*
+(~4Q° 3+ 4Q°F '+ 4Q"t +4Q'Q"J ~BQ'Q'F )V
2D"

+

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

200" +2Q'Q°)S, —4vQS,
(K,), (), (k) (m,), - 22220 o)

sonucu elde edilir. (2.8) denklemi ile verilen K Gauss egriligi sifirdan farkli oldugu

icin Q #0 sartim1 saglayan herhangi bir nokta komsulugunda Q'=F'=J"'=0 ve
t;=0;=0 olmalidr. Bu durumda (4.7) denklemi sifira esit olacagindan e’
yogunluklu 3—boyutlu bir Oklid uzayinda qo(u,v) regle ylizeyi bir Weingarten

yiizeydir.

Buna bagli olarak K #0 oldugu herhangi bir regle Weingarten yiizey igin
Q, F, J, t,, g, biiyiikliikleri sabit olmalidir. Ozel olarak J =F =0 iken H =0 olur.

Bu durumda yiizey helikoidal yiizeydir.
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Sonug¢ 4.1.3. ¢’ yogunluklu Oklid uzaymnda agilabilir olmayan bir ¢(u,v) regle

yiizeyi i¢in asagidaki kosullar bir birine denktir.

i) @(u,v) bir Weingarten yiizeydir.

ii) Q, F, J, t,, g, buyiklikleri sabittir.
Ornek 4.1.4. E* Oklid uzaymda
¢(u,v)=(—cos(u)+vsin(u),—sin(u)—-vcos(u),u)
parametrik denklemi ile verilen bir helikoidal yiizey,

¢ (u,v)=(—cos(u),—sin(u),u)+v(sin(u),—cos(u),0)
=a(u)+vX (u)

olacak sekilde bir regle yiizey belirtir. Burada e’ yogunluklu E* Oklid uzayinda bir

@(u,v) regle yiizeyinin Weingarten yiizey oldugunu gosterelim.

Sekil 4.1. (D(U, V) acilamaz regle ylizeyin grafigi
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@(u,v) regle yiizeyinin u ve v ye gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevleri

@, =(vcos(u)+sin(u),—cos(u)+vsin(u),1)
¢, =(sin(u),—cos(u),0)

@, =(cos(u)—vsin(u),vcos(u)+sin(u),0)
9w =(cos(u),sin(u),0)

o, =0

dir. Yiizeyin N birim normal vektorii olmak {izere

v (cos(u),sin(u),-v)

- J1+V2

olarak elde edilir. Elde edilen kismi tiirevler yardimiyla qp(u,v) regle ylizeyine ait

birinci temel formun katsayilar1

E :<(ou,(pu>:2+vz,
F =<gou,gov>=1,
G=(p,.0,)=1
ve ikinci temel formun katsayilar
1
L=(N.p,)= ,
< ) V1+V?
1
M=(N,p,)= ,
< ) V1+V?
N=(N,gp,)=0

olarak bulunur. Temel formun katsayilari, (2.2) ifadesinde yerine yazilirsa, qo(u,v)

acilamaz regle yiizeyine ait K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi sirasiyla
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1
K=- : (4.8)
(1+v?)
ve
1
Heoe = 4.9
2(1+v2)" (@9

olarak bulunur. K ve H egriliklerinin u ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplar,

(2.21) denkleminde yerlerine yazdigimizda

K,H, —K,H, =0

bulunur. O halde ¢(u,v) agilamaz helikoidal yiizeyi regle Weingarten yiizeydir.

Simdi de bu yiizeyin e’ yogunluklu E* Oklid uzaymda Weingarten yiizey oldugunu

gosterelim.

V#=(0,0,1) olmak iizere (4.8) ve (4.9) denklemleri sirrayla (3.4) ve (3.6)

denklemlerinde yerine yazildiginda, e* yogunluklu Oklid uzayna ait yiizeyin Gauss

¢ — egriligi ve ortalama ¢ — egriligi sirasiyla

1
K¢=— 5
(1+v2)
ve
—1+v+Ve
H, = +V+
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olarak bulunur. K, ve H, egriliklerinin u ve v ye gdre kismi tiirevlerini hesaplar,

(4.6) denkleminde yerine yazarsak,
(Ky), (H), = (Ky), (H,), =0

bulunur. O halde e* yogunluklu 3— boyutlu Oklid uzaymnda ¢(u,v) agilmaz regle

yiizeyl Weingarten ylizeydir.

Sonug 4.1.5. E° Oklid uzaymnda ¢(u,v) regle Weingarten yiizey, e* yogunluklu E’

Oklid uzayimnda da yine bir Weingarten yiizeydir.
4.2. e’ Yogunluklu Uzayda Paralel Regle Weingarten Yiizeyler

Bu bolimde e’ yogunluklu Oklid uzaymda ¢(u,v) regle Weingarten yiizeye ait
paralel yiizeyin Gauss ¢ — egriligi ve ortalama ¢ — egriliginden faydalanarak ylizeyin

Weingarten olma durumu incelenecektir.

Burada, ¢(u,v) regle yiizeyinden elde edilen ¢'(u,v) paralel yiizeyinin denklemi
Teoremde 2.6.1 de verilen bilgilerin bir genellemesi olmak {izere, E;, FJ,G; birinci

ve L,, M7, N; ikinci temel formlarin katsayilar1 esas alinarak islemler yapilacaktir.

Teorem 4.2.1. e* yogunluklu Oklid uzayinda gor(u,v) ylizeyinin birinci temel

formun katsayilari
r 2
E,S=E,—2rL,+r*(N,,N,)
r 2
F'=F,-2rM,+r*(N,,N,)

G, =G, +r*(N,,N,)

ve ikinci temel formun katsayilari,
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L =L,~r(N,,N,)
M, =M, ~r(N,,N,)
N, =-r(N,,N,)

dir.

Ispat. e’ yogunluklu Oklid uzayinda ¢(u,v) regle Weingarten yiizeye ait birinci

temel formunun katsayilari o' (u , v) paralel yiizeyinin kismi tiirevleri kullanilirsa

s =(o5.00)

a, + 1 (@ A X+, AX)+V[ X, +1 (X, A X)],

< (@ A X +a, AX,)+V[ X, +1(X,, Ax)]>

=(at,, 0, )+ {0y, oy, AX)+V{ay, X, ) +1v{a,, X, AX)
+r<auu/\X,au>+r <auu/\X,auu/\X> <auu/\X,au/\X>
+1V{a, A XX ) +F V(e AX, X, A X)

+17 (o, A Xy o AXY 12 (o A Xy AX)

+ 12y A Xy Xy AX)+V (X a )+ (X, o, A X)
VE(X L XV (X, Xy AX) V(X A X )
+r2V<qu/\X ,auu/\X>+r2V<qu/\X ,au/\Xu>
FVI (X A X XV (X A X, Xy A XD

I
T

K

+

(0 AX 0y AX)FV[X 1 (X AX)] X +1 (X, A X))
0 X+, Xy AXY+12 (g, A X, X A X)

+1{a, A X, X))+ {a, A X, X, AX)

+V (X X)+Vr2 (X, AX X, A X)

I
R
><

X, X )41 (X, Xy A XY+ A X X)X A X, X, AX)



olup Teorem 2.6.1. deki ifadelere gore diizenlenir ise

E,=E,—2rL,+r*(N,,N,)
F=F,—2rM,+r*(N,,N,)

r 2
G, =G, +r*(N,,N,)
elde edilir. Ayni sekilde ikinci temel formunun katsayilari,

L =—(e0Ny)
a, +1(a, A X +a, /\Xu)+V|:Xu+r(qu /\X):I,

:_<auu/\X+au/\Xu+V(qu/\X) >
(g 8, A X)+V (e, Xy AX)+r{a, AX,a,AX)
+r{a, A X,a, A X, )+rv{a, A X,a,AX,)
+rv{a, A X, Xy, AX)+r{a, AX,,a,AX)
+r{a, A X, a, AX ) +rv({a, A X, Xy, AX)
V(X8 A X)HVE(X, Xy A XY+ (X A X 8, A X)

VI (X A X 3, AX)+VI (X A X X, A XD
M, =={glN.)
=—(a, +r (@ AX +a, AX)+FV[ X, 41 (X AX)] X, AX)
<05U,XU/\X>+I‘<05UU/\X,XU/\X>
T ey A X X A XDV (X, A XX AX)
Ng =={a0 N,
=—(X +r(X, AX), X, AX)
=—<Xu/\X,Xu/\X>

olup Teorem 2.6.1. deki ifadelere gore diizenlenir ise

43
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L, =L,~r(N,,N,)
M, =M, ~r(N,,N,)
N, =-r(N,,N,)

v!?

elde edilir. Buradan e’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid uzaymnda ¢(u,v) regle

yiizeyinin de regle yiizey olmasi i¢in yiizey normalinin v parametresinden bagimsiz

olmas1 gerektigi elde edilir.

e’ yogunluklu 3—boyutlu Oklid uzaymda qo(u,v) regle ylizeyinin paralel ylizeyi

@' (u,v) olmak iizere, bu yiizeyin Gauss ¢ — egriligi
K! =K' —Ag

olarak ifade edilir. (2.17) denklemi ve Ag =0 oldugu dikkate alinip paralel yiizeyin

Gauss ¢ — egriligi hesaplanirsa,

. 2
K =K' =— Q (4.10)
2D +4Dr (v’ -Qv+Q*] -QF )-2r’Q’

elde edilir. Ayrica paralel yiizeye ait ortalama ¢ — egriligi

r r 1
H; =H —§<V¢,N>

olarak ifade edilir. (2.18) denklemi ve V¢ = (0,0,l) oldugu dikkate alinip ortalama

¢ — egriligi hesaplanirsa

L D(Iv*-Qv+Q*J -QF )-2rQ’ Qt,-vg,
’ 2D*+2Dr(M’-Qv+Q*J-QF)-2r"Q> 2D

(4.11)
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bulunur.
Teorem 4.2.2. ¢"(u,v), e yogunluklu OKklid uzaymda ¢(u,v)=a(u)+vX (u)

acilamaz regle ylizeyin paralel yiizeyi olsun.

[X]=1x"

=1, <a’,X’>:O , K#0

F=(a',X), Q=det(a,X,X"), J=det(X",X',X)

esitlikleri saglandigi taktirde, ¢(u,v) bir Weingarten yiizey ise ¢'(u,v) bir
2

Weingarten ytizeydir.

Ispat. (u,v) Weingarten yiizey olsun. Bu durumda Q, F, J, t; ve g, degerleri
sabittir. (4.10) denklemiyle verilen Gauss ¢ — egriliginin kismi tiirevleri u ve v

parametrelerine gore alinirsa agsagidaki denklemler elde edilir.

) = Vs 4.12
(Ko, D(Q“+v4+2Q2v2+Dr(Jv2—Q’v+Q2J—QF)—2Q2r2) (412

dir. Burada

_(—ZQ'QSD —2Q'D?rQ%J +2Q°Q'D’rF +4Q'Q%’D — 4DQ°Q’ —QSQ’Jr]_
+Q*Q'Fr — 2Q°Q"ID?r —Q*JD?r + Q2Q'FD?r + Q*F D?r +2Q°Q'r’D
v, = +(2Q(Q')2 D2r+Q*(Q')r- DZQZQ”r)v

+(-4Q'Q°D-2QQ'D*rJ ~4DQ’Q' - rQ°QJ )v*

| +(-2QQD)v*

ve

(K:), = Yy (4.13)
v D(Q“+v4+2Q2v2+Dr(Jv2—Q'v+Q2J ~QF)-2Q°r?)
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dir. Burada
Q'Q'r +(~4Q*D - Q"] + IQ°F — 2Q2IDr v
| +(rQ%Q + Q%Q'r)V? +(-4DQ? ~ Q2Jr )?

dir.

(4.11) denklemiyle verilen ¢" (u,v) paralel yiizeyinin ortalama ¢ — egriliginin u ve

v parametresine gore kismi tlirevi alinirsa asagidaki denklemler elde edilir.

(H;) = - 2 wus
‘ D(2D4+2Dr(Jv2—Q’v+Q2J—QF)—ZQZr) 4D (4.14)

dir. Burada



ve

dir.

207Q71-2Q8QF +2081'—20 " F'+4Q7Q1-20%QF-80%Q"rD
+2DrQ°Q12-2DrQ*QF-20r1Q%QF+2DrQ813"+4DrQq" 2
—2DrIQ°F'-8r2Q°3Q"-2DrFQ*Q +2DrQ3Q'F 2—2DrFQy’
~4DrFQ%Q'3+2DrQ3QF2+2DrQ4FF +8r2FQ3Q—2rQ°QY
+2rQQF-2rQ83-4rQ%Qu +2rQ?QF+2rQ%F 1803 20D
+8D20%Q3+2Q1Q%12D-2Q%Q'rFDI +4D3rQ3Q 2 +2D3rQ% 11
—2D%Q'FQ21-2D3rF Q33 -4D2%QrQ31 -8D2Q*QF—2QrQ*IDF
+20%0'rF2D-4D%rQ2QIF—2D3rQ31 F +2D3rQ'F 20+2D3rQ2F F
+4D2Q2%Q'rF -8DQ°Q"2r-8D2QIQ3r2-4D21Q* 2 14D2r2Q'FQ?
+4D2FQ3r2+8DQ'Q3r2

20°013+2Q8174208174405%Q11 204 F-20%F 14001 -4Q%QF

+2DrQ'Q2Q"+2DrQ332Q'+2DrQ%13'+2DrQ413'+4DrQ33 2Q’
—2DrQ2QIF—2DrQ3IF -8r2Q3JQ'-2DrFQ2QI—2DrFQ3y’

-2Q%QIDF-2D3 QF -16DQQ3r-4Q'rIQ%-4Dr2) Q2
20%3'+203%Q1-2020'F +20%1'+403Q'1 -202QF
—2Q3F"-800Q'rD+403Q17 +4Q%41+40%1'+803Q11 ~4Q2Q'F -4Q3F’

+ 2DrQQ32+2DrQ233'+2DrQ233'+4DrQQJ 2 ~2DrIQ'F —2DrJQF’
—8r2JQQ'+2DrQ'Q"+2DrQ21J'~2DrQFI'—2Q%r1'+81Q3Q'+8Q3%Q"

+2DQQ'rI2+2D3r13'-4QQ'r)

+40%3'480°0'1-4Q*QF -4Q5F'-16Q3QrD+2DrQ%Q'12—2DrIQ%QF
+2DrQ*33'+4DrQ3Q12-20rIQ%Q F ~2DrIQ3F -8r21Q3Q+20rQ(Q)?

—2DrFQ33'-4DrFIQ2Q'+2DrQF 2Q'+2DrQ2FF +8r2FQ2Q'-2Q3rQ1
—2rQ*'-2rQ*17-4Q3Qr+2Q2rQ'F +2Q3rF +8Q°Q'+2Q'Q3 2Dr
~202Q'rFID+4D3rQQ32+2D3rQ219 -2D3QIF—2D3rQIF '-4Q3Q
+2Q(Q")*rD+2D%Q'Q+80%Q%Q 1 +20Q%Qr 2+20%Q21-8D2Q%FQ’

V4+[

+(2QQ'J 1+2023'42Q23'14QQ'1-2Q'F—2QF +4Q2J'+2DrJ1'+8QQ' )v6+(—2Q”)v7 +23')/8
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-20%(Q)?-2Q%Q"-20rQ¥(Q)?3
+2DrQ?(Q')2F-2DrQ'Q4y"-4DrQ3(Q)2
+2Dr(Q)?Q%F+2DrQQ3F +8r3(Q)?Q°
~2DrQ3)(Q')2-2DrQ4Q"+2DrFQ2(Q')2
+2DrFQ3Q"+2Q3r(Q’)2+2rQ4Q"
-80%Q%(Q)*-2r(Q)*Q%p+2Q%(Q)*rFD |,
~40%Q(Q)?3-20%Q%Q’

+20%(Q'? F+2D3rFQQ+4D2Q(Q')?r
-2Q3(Q'?rD3-20%Q"Q%

+2Q2(Q')2 DFr+2D%Q"QF +4(Q)?r%Q3

2,

~4Qr2Q%+4Q%Qr2F

+4D?r2Q"Q?
~2Q%Q-4Q%(Q)%-4Q*’
~2DrJQ(Q')?-2DriQ2Q"
-2DrQ(Q’)?3-2DrQ'Q2y’
-2DrQ'Q J’—4Dr(Q’) QJ
v2+{ +2Dr(Q')? F+2DrQ'QF’
+8r2(Q')2Q-2DrQ23Q"
+2DrFQQ"+2Q2rQ"-2Q(Q')2riD
~20%rQ"1-8D%Q(Q')?
~2DQ(Q')?ri-20%1Q’

-2Q(Q)*-20%Q"-4Q%Q" | 5
~2DrJQ"-2DrQ"J’

@, = 2D’Qt, + 2D*Qt; —2D*vg; + Q’Q't, —QQ'vg,
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(H5), = = D% 415
' D(2D4+2Dr(Jv2—Q'v+Q2J—QF)—2Q2r) v

dir. Burada

—2Q°Q' - 2rQ%JQ'D® + 2rFQQ'D? + 2rQ*Q’ - 2D%*rQ'Q?J + 2D°*rQ'QF

[ |

2Q°J —2Q°F +4Q°J +2r(Q')’ D* +2DrQ*J% —2DrQ*JF +4rQ2J2D*

—2DrFQ%J + 2DrQ*F? — 4rQFJD® - 2rQ*J + 2rQ°F — 4rQ*J

+| +8Q*D2J —8Q°D?F —16Q"Dr +2rQ*J?D — 2rQ*JFD — 4r’Q*J v

—2rFQ*JD + 2rQ’F2D + 4r’FQ® + 4D%rJQ2J — 4D°*rJQF —8D?r?JQ?

+2D°r (Q')’

—2Q°Q'-2Q*Q' - 4Q*Q’ - 2rJQ'D?® — 2DrQ'Q?J + 2DrQ'QF — 4rQ'JD?

+| —2DrQ?JQ’ + 2DrQFQ’ + 2rQ?Q’ + 2rQ’Q’ —-8Q?D°Q' - 2rQ'Q%ID |2

A =1 | +2rQ'QFD +4r?Q'Q? — 2rQ%JIDQ’ + 2rEDQQ’ - 4D*rIQ’ — 2D%rQ'J

2Q%J +4Q%J +4Q*J — 4Q°F +8Q"J + 2DrJ *Q? — 2DrJQF +4DrJ2Q?

. +2Dr(Q')* +2DrQ?J? —2DrQFJ — 2rQ%J — 4rQ%J +8D*Q?] y

~8D’QF —-16DQ?r +8QD?J +2r)?Q*D - 2rJQFD - 4r?JQ? + 2r (Q')’ D

2rQ?J?D - 2rQFDJ +4D%rJ?

+(-2Q'Q* - 4Q*Q' - 4Q°Q' - 2DrJQ’ - 2DrQ'J —8D*Q’ - 2rJDQ’ - 2rQ'DJ )v*

+(43Q* +2Q) - 2QF +4Q*J +8Q%J +2DrJ? +4DrJ? +8D*] +2rJ *D )v°
(
(

+(-2Q'—2Q)V°
+(4J+23)V

dir.

(4.6) denklemine benzer olarak paralel ylizeyin Weingarten olma sartini
(K5), (H5), =(K7), (), =0 (4.16)

esitliginin saglandigin1 gosterelim.
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(4.16) denkleminde, (4.12)-(4.15) denklemleri yerlerine yazilir ve Sonug 4.1.3’deki
ii) kosulu dikkate alinirsa, K #0 olan herhangi bir regle Weingarten yiizey i¢in

Q=0 sartm1 saglayan herhangi bir nokta komsulugunda, Q, F,J ve t;, g,

biiyiikliikleri sabit oldugundan Q'=F'=J'=0 ve t3' = g3' =0 olmalidir. Buna bagh
olarak (4.16) denklemi,

(K;), (Hs), = (K;), (H;), =0

olup e* yogunluklu Oklid uzayinda Weingarten regle yiizeyin paralel yiizeyi de

Weingarten yiizeydir. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 4.2.3. ¢ yogunluklu Oklid uzaymnda ¢(u,v) agilabilir regle Weingarten
yiizeyinin e’ yogunluklu uzayda paralel yiizeyi ¢'(u,v) de agilabilir regle

Weingarten yiizeydir.

Ispat. e* yogunluklu Oklid uzaymnda ¢(u,v)=ca(u)+VvX(u) agilabilir regle

Weingarten yiizey olmak iizere
@l ve  [x,(u)=1

olsun. Agcilabilir regle yiizeyin normalleri bir dogrultman boyunca sabit ve v

parametresinden bagimsizdir. qo(u,v) nin normal vektorii
N, =a, (U)A X (u)+v(X, (u)A X (u))

oldugundan ¢, (U)AX(u) ve X, (u)aX(u) lineer bagimhdir. Boylece

a, (u)/\ X (u) = g(Xu (u)/\ X (u)) yazilabilir, (Park and Kim,1998).
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Ayrica, N, esitliginden N, =(&+V)X, A X bulunur ve yogunluklu yiizeyin birim

normali
NN
IN|
_(e+v) X, AX
B (e+V)
=X, AX
bulunur.

e’ yogunluklu Oklid uzaymda ¢(u,v)=a(u)+VvX(u) regle yiizeyinin paralel

yizeyi X, A X g0z Oniine almarak yazilirsa,

o (u,v)=a(u)+r(X, (u)A X (u))+vX (u)
olarak elde edilir. Yogunluklu uzayda paralel ylizeyin dagilma parametresi
B det(T, X,X')
(XX
={a, + Xy A X, X, AX)
=<ch,Xu /\X>+r<qu AX, X, /\X>
dir. Burada

Xy =aX +bX, A X

ve



Xy AX =(aX +bX, AX)A X
=aX/\X+b(Xu/\X)/\X
=—-bX

u

oldugu dikkate alinir, dagilma parametresi tekrar diizenlenirse

A={a,, Xy AX)+1 (X A X, X, AX)
=—rb(X,, X, A X)
=0

o1

oldugu goriiliir. Yani e’ yogunluklu Oklid uzaymnda ¢'(u,v) paralel yiizeyi de

acilabilir regle yiizeydir.

Teorem 4.2.4. 3—hoyutlu e yogunluklu uzaymndaki bir ¢(u,v) yiizeyinin Kk, ve

k,, asli egrilikleri

dg dg

%—A@Hfﬂﬁ}(@—myaﬁ+v@ 0

kuadratik denkleminin kokleridir. Burada k;, ve k,, asli egrilikleri

(2H¢—d¢j+J4H;+(§£j —4K¢+4H¢;ﬁ—4v¢

dN
ky = >
2
(2H¢—d¢j— 4H;+-9?7 —4K¢+4H¢9£—4V¢
dN dN dN
Kyy = >

dir.
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Ispat. o(u,v), 3—boyutlu e’ yogunluklu uzayda bir yiizey ve ky, Ky, de bu

0
yiizeyin asli egrilikleri olsun. Az[ Y J bir matris ve A bir reel say1 olmak

0 K,

iizere det(A—A1)=0 esitligi 1 ya gore bir karakteristik denklem olusturur.

k 0 1 0 k,, —A 0
det(A—Al)=det|| —A =Y
( ) [( 0 kZJ [0 JJ ( 0 k-4

olup karakteristik denklem
22— 2Ky +Kyy )+ Ky =0 (4.17)

olarak bulunur. Bu denklemin e* yogunluklu Oklid uzaymnda ¢(u,v) regle

ylizeyinin yogunluklu Gauss ve ortalama egriligi cinsinden esitini bulalim.

Burada ilk olarak ortalama ¢— egriligini k, ve k,, asli egrilik fonksiyonlar:

cinsinden hesaplayalim,

H=k1+k2_d¢
¢ 2 2dN

esitliginde (3.1) esitligi dikkate alinirsa

dg d¢ | _d¢
ko + 22 )4k, + 92|82
y _(1¢+dN)+( 2¢+de AN _ky+kyy  dg

¢ 2 2 2dN
1 d¢
:E(kl¢ "|'k2¢ +d—NJ

elde edilir. Son esitlikten kokler toplamimin
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d
k1¢+k2¢=2H¢—d—£ (4.18)

oldugu goriiliir.

Simdi de Gauss ¢—egriligini k, ve Ky, asli egrilik fonksiyonlari cinsinden

hesaplayalim.
K, =kk,-V¢
esitliginde (3.1) esitligi dikkate alinirsa

A 4 LUAN
qu,—(kl +dN j(k2¢+de Vé

dg dg \’
:k1¢k2¢+m(kl¢+k2¢)+(mj -V

elde edilir. Son esitlikte (4.18) esitligi yerine yazilirsa

d d dg )
-0 o, 90) (34 1,

kokler carpimi elde edilir. Son esitlik sadelestirilirse

k. ;K

d
oy =K, —2H, 24wy (4.19)

bulunur. Elde edilen (4.18) ve (4.19) denklemleri (4.17) esitliginde yerine yazilirsa

dg dg
Al 2H ——Z K -2H ——+V¢ |=0
[ ¢ dNH $T N ¢)
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kuadratik denklemi elde edilir. Bu kuadratik denklemin kokleri

(2H¢—d¢]+J4H;+(d¢j —4K¢+4HAQQ—4V¢

dN dN ?dN
ky = >
ve
2
2H¢—% —4H 2+ d¢) —4K¢+4H¢d—¢—4v¢
dN dN dN
Kyy = >
dir.

Buradan asagidaki sonuca ulasabiliriz.

Sonu¢ 4.2.5. e* yogunluklu Oklid uzayinda Gauss ¢ —egriligi ve ortalama ¢ —

egriligi sirasiyla

d d Y
K¢:kwg¢+aﬁ{&¢+kw)+(—iﬂ -V,
1 dg
H¢ :E(kw +k2¢ +mj

olmak tlzere

K s4(9éj (4.20)

esitligi mevcuttur.



55

Bu sonucu gormek olduke¢a kolaydir. Teorem 4.2.4 de kuadratik denklemin kokler

ky, Ve K, asli egrilikleri olmak {izere

(2H¢—d¢]iJ4H¢2+(Mj —aK, +4H, 97 _avy
) dN dN *dN

16,24 — 2

ile verilmisti. Kokiin i¢inin pozitif olma sart1 ile
4H¢2+ % —4K, +4H, d¢ —-4Vgp>0
dN dN
olup, dérde boliip diizenlendiginde
2
H2vH, 92 1090 vgls0
dN 4\ dN

bulunur. e* yogunluklu Oklid uzayinda ortalama ¢ — egriligi

g on) o] v

- 2

ikiye boliiniip kokiin i¢i tekrar diizenlendiginde

d
H, = Zdﬁl +—4/4(K +V§)

elde edilir. O halde



oldugu goriilmektedir.
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BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, Oklid uzayinda temel kavramlar ve teoremlere yer verildi. Regle
yiizey tlizerindeki bir egrinin egrilik tamimlar1 verildi ve ayrica Frenet catisi
tanimlandi. e* yogunluklu Oklid uzayinda bir regle yiizeye ait temel formlar ve bu
regle ylizeye ait paralel yiizeyin temel formlar1 hesaplandi. Hesaplanan temel
formlarm katsayilar1 yardimi ile Gauss ¢ — egriligi ve ortalama ¢ — egriligi
bulundu. e* yogunluklu Oklid uzaymdaki regle Weingarten yiizeyin paralel

ylizeyinin de Weingarten yiizey oldugu teorem ifade ve ispat edildi. e’ yogunlugu

yerine e X yogunluklu almarak Oklid uzaymdaki regle yiizeylerin ve paralel regle

yiizeyin Weingarten olup olmama durumlar1 da arastirilabilir.
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