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T,, X, =1{1,2,..,n} kiimesi ilizerindeki (tam) doniisiimler yarigrubu
olsun. OP, ve OR, sirasiyla X, iizerindeki tim yon koruyan doniisiimlerin
yarigrubu ve tiim yon degistiren doniisiimlerin kiimesi olmak tizere P, = OP, U
OR,, olsun.

Biz bu ¢alismada OP, regiiler yarigrubunu, OR,, kiimesini ve P, regiiler
yarigrubunu inceledik. Bu incelemeler sonucunda OP, regiiler yarigrubu ile ilgili
yapilan ¢aligmalari derledik.
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Let T, be the (full) transformations semigroup on the set X, =
{1,2,...,n}. Let B, = 0P, UOR, where OP, is the orientation-preserving
transformations semigroup on X,, and OR,, is the set of all orientation-reversing
transformations on X,.

In this study, we investigated the regular semigroup OP,, the set OR,, and
the regular semigroup P,. As a result of these researches, we compiled some of the
studies on OP,.
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GENISLETILMIS OZET

(S, -) bir grupoid olsun. Eger, her x,y,z € S i¢in

xy)z=x-(y2)

ise (S, -) ikilisine bir yarigrup denir. Ayrica, her x €S iginx-1=x=1-x
olacak sekilde 1 € S mevcut ise (S, ) ikilisine bir monoid ve 1 € S ye de birim
eleman denir.

S bir yarigrup @ #T S S olsun. Eger T2°CT ise T ye S nin
altyarigrubu denir ve T < S seklinde gosterilir. S bir yarigrup ve e € S olsun.
Eger e-e=e ise e eclemanina S nin bir idempotent elemani denir. S
yarigrubunun tiim idempotent elemanlarimin kiimesi E(S) ile gosterilir. S bir
yarigrup ve a € S olsun. Eger a-b-a = a olacak sekilde bir b € S mevcut ise
a ya S nin bir regiiler elemam denir. Eger S nin tiim elemanlarn regiiler ise S
ye regiiler yarigrup denir. Birim eleman igeren regiiler yarigruba regiiler monoid
denir.

S bir yarigrup ve a,b € S olsun. Eger

ab-ra=aveb-a-b=0>b

ise b ye a nin bir tersi denir. Bir S yarigrubunda a € § elemaninin tiim
terslerinin kiimesini VS(a) ile gosterelim. Ozellikle S yi belirtmek gerekmiyorsa
VS(a) y1kisaca V(a) olarak gosterebiliriz.

Bir zincirden sonlu bir A = (a4, a,, ...,a;) dizisini alahm. Eger a; > a;,1
olacak sekilde birden fazla i indisi yok ise A = (ay,ay, ..., a;) dizisine bir devir
veya saat yoniinde denir. Eger a; < a;,; olacak sekilde birden fazla i indisi yok

ise A= (aq,a,,..,a;) dizisine anti-devir veya saat yonii tersinde denir. A =

III



(aq,ay, ...,a;_1,a¢) bir dizi ise A" ile gosterecegimiz A” = (a;, a¢_q, ---, Az, A1)
dizisine A nin ters dizisi (reversed sequence) denir.

k € {0,1,..,n- 1} olsun. X,, ilizerinde <j tam siralama bagintisini

k+1£kk+2$k"'$knsk1Sk"‘Skk

olarak tanimlanir. Eger i <, j ve i #j ise i <, j yazariz. Kolayca goriilecegi

uzere

i<kj © i—-k<j—k

olur. Eger a;,; <; a; olacak seckilde birden fazla i indisi yok ise A =
(aq,ay, ...,a;) dizisine <) ya gore devir denir. Eger a; <, a;41 olacak sekilde
birden fazla i indisi yok ise A = (aq,ay, ..., a;) dizisine <, ya gore anti-devir
denir.

a € T, olsun. Eger (1a,2q,...,na) dizisi bir devir ise a ya X, tstinde
yon koruyan (orientation-preserving) doniisiim denir. X,, iizerindeki tiim yon
koruyan dontistimlerin kiimesini OB, ile gosterecegiz. Eger (la,2a,...,na)
dizisi anti-devir ise a ya X, Ustlinde yon degistiren (orientation-reversing)
doniisiim denir. X,, lzerindeki tiim yon degistiren doniisiimlerin kiimesini OR,,
ile gosterecegiz. OP, U OR,, deki tiim doniisiimlerin kiimesi P, ile gosterilir.
P, = OP, U OR,,, T,, nin bir altyarigrubu olur.

T herhangi bir yarigrup olsun. E = E(T), T nin idempotentlerinin kiimesi
olsun. T nin E yi igeren en kiigiik yarigrubu (E) ile gosterilir; ve (E) ye T nin
cekirdek yarigrubu (core) denir. Eger T = (E) ise T ye yariband denir. S bir
yarigrup ve e € E(S) olsun. S nin e idempotentini birim eleman kabul eden

maksimum altgrubuna e ye karsilik gelen maksimal altgrup denir; ve G, ile
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gosterilir. Bir e € E(S) icin wW€G, ve w?=e ise w€S elemanna
involution denir.
Biz bu calisma da yon koruyan veya yon degistiren doniistimlerle ilgili

calismalar1 derledik.
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1. GIRIS Avysegiil DAGDEVIREN

1. GIRIS

Gruplar aragtirmada biiyiik 6l¢iide sonlu gruplar ele alinsa da belirli genel
teoremleri sonsuz duruma genisletme girisimleri sonucu “yarigrup” terimi ortaya
¢ikmus ve ilk olarak 1904 yilinda Monsieur 1’Abbé J. A. Séguier’in “Eléments de la
Théorie des Groupes Abstraits” adl1 kitabinda yer almistir.

Diger cebirsel teorilerde oldugu gibi yarigrup teorisinde de yarigruplarin
eleman sayisi, idempotent elemanlari, doguray (iiretec) kiimeleri ve Green
bagintilari temel arastirma alanlar1 arasinda yer almaktadir.

1922 de A.K. Suschkewitsch doniislim gruplart ile grup teorisinin temel
kavramlarim iliskilendirdi ve doniislim yarigruplar ile yarigrup teorisinin temel
kavramlarim iliskilendirmistir. Bunlardan Cayley Teoremine paralel olarak her
yarigrubun bir doniisiim yarigrubuna izomorfik olmasidir.

Caligmalar hizla artmis ve 1950 1i yillarin sonunda yarigrup teorisi Cebir ve
Sayilar Teorisi anabilim dalinin 6nemli bir alt dali haline gelmistir.

1987 de “Szeged International Semigroup Colloquium” da J.E. Pin sira
koruyan doniisiimler yarigrubunun dogurdugu A yapisinin etkin bir tarifini sordu.
Baska bir ifade ile sonlu bir yarigrubun A yapisina ait olup olmadigina karar
verecek bir algoritmanin etkin bir tarifini sordu. Pin’in bu sorusu hala
yanitlanmamis olmasina karsin sira koruyan doniisiimler yarigrubunun cesitli
genislemelerinin (yon degistiren veya yon koruyan doniisiimlerin yarigrubu)
calisilmasina motivasyon olmustur.

Bos olmayan bir X kiimesi {izerindeki (tam) doniistimler yarigrubu Ty ile
gosterilir. Eger X sonlu bir kiime ise X = X,, = {1,2, ...,n} alimir; ve Ty yerine
kisaca T, yazlr.

Sira koruyan doniisiimler yarigrubu temeli lizerine insa edilen ve T,, nin bir
altyarigrubu olan y6n koruyan doniisiimler ilk olarak 1998 yilinda Donald B.

McAlister’in “Semigroups Generated by a Group and an Idempotent” adli
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makalesinde ve bagimsiz olarak 1999 yilinda Catarino, P.M. ve Higgins, P.M. nin
“The Monoid of Orientation-Preserving Mappings on a Chain” makalesinde yer
almistir. Catarino, P.M. ve Higgins, P.M. 1999 yilinda yaptiklar1 bu ¢caligmada yon
koruyan doniigiimii ve yon degistiren doniisiimii s6yle tanimlamislardir:

Bir zincirden sonlu bir A = (a4, a,,as,...,a;) dizisini alahm. Eger a; >
a;;, olacak sekilde birden fazla i indisi yok ise A = (a4, ay, as, ..., a;) dizisi bir
devir ve eger a; < a;;; olacak sekilde birden fazla i indisi yoksa A=
(ai,ay,as,...,a;) dizisi anti-devir denir. Bir a € T, igin eger (1a,2a, ..., na)
dizisi bir devir ise @ ya X, de yon koruyan (orientation-preserving) doniisiim ve
eger (la,2a,..,na) dizisi bir anti-devir ise a ya X, de yon degistiren
doniisiim (orientation-revesing mapping) denir.

Biz de bu ¢aligmada yon koruyan doniistimler yarigrubunu ve yon degistiren
doniisiimleri arastirdik. Bu arastirmalar sonucunda yon degistiren doniigiimler ve

yon koruyan doniisiimler yarigrubu ile ilgili yapilan ¢alismalar1 derledik.



2. ONCEKI CALISMALAR Avysegiil DAGDEVIREN

2. ONCEKI CALISMALAR

Donald B. McAlister (1998) tarafindan monoidlerin birgok dnemli siniflari
bir tek e idempotenti ile birlikte birimlerin (unit) G grubu tarafindan tiretilmekte
olup burada G nin devir (cyclic) ve dihedral oldugu durumlar incelendi.

Vitor H. Fernandes (2000) tarafindan n elemanli bir zincirde tiim injective
yon koruyan kismi doniisiimlerin olusturdugu POPI, monoidlerinin baz1 yapisal
ozellikleri, bu monoidlerin kongriianslar1 ve idealleri incelendi. POPI,, nin her
n €N icin 2 —iiretecli bir yarigrup oldugu gosterildi. Ayrica bu monoidler i¢in
bir takdim verildi.

Manuel Delgado, Vitor H. Fernandes (2000) tarafindan n elemanli bir
zincirde tiim injective sira koruyan kismi doniisiimlerin monoidi POI,, tim
injective yon koruyan kismi doniisiimlerin monoidi POPI, olmak tizere POI,, ve
POPI,, monoidlerinin abelyen c¢ekirdekleri incelenmektedir.

Vitor H. Fernandes (2001) tarafindan sonlu bir zincirde yon koruyan tam
doniigiimlerin  tiim yarigruplar1 tarafindan {retilen oP yarigruplarinin
pseudovariety (bolenlerin ve sonlu direkt ¢arpimin altinda kapali olan sonlu
yarigruplarin bir sinifi) i¢in bir bélme teoremi verildi ki bu X in bir alt kiimesinin
doniistimlerinin bir monoidi olarak X kiimesinin doniisiimlerinin belirli bir
monoidinin dogal bir temsilini kullanarak elde edildi.

P.M. Catarino, P.M. Higgins (2002) tarafindan bir zincirde yon koruyan tam
doniisiimlerin monoidi OF,, olmak iizere tiim OF, monoidleri tarafindan {iretilen
OP pseudovariety yarigrubu calisildi ve diger sonuglarin yanisira OP nin self-
dual oldugu ve tiim degismeli yarigruplar igerdigi gosterildi.

Vitor H. Fernandes, G.M.S. Gomes ve M.M. Jesus (2005) tarafindan yon
koruyan ve yon koruyan veya yon degistiren kismi doniisiimlerin monoidlerinin

takdimleri incelendi.
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Lei Sun, Huisheng Pei ve Zhengxing Cheng (2007) tarafindan E, X,

iizerinde trivial olmayan bir denklik bagintis1 olmak iizere;

Te(Xp) ={f € Tn: V(x,y) € E,(f(0),f(y)) € E}

kiimesindeki tiim yon koruyan doniisiimlerin kiimesi i¢in Green bagintilar1 ve
elemanlarinin regiilerligi incelendi.

Paula Catarino, Inessa Levi (2008) tarafindan X,, de G, S, simetrik
grubunun bir alt grubu, S bir yarigrup ve Gg her f €S icin h™1fh € S olacak
sekilde tim h permiitasyonlarinin kiimesi olmak iizere Gg nin D, dihedral
grubuna izomorfik oldugu gosterildi. S yarigruplarinin bir¢ok Srneklerini insa
etmek i¢in yon koruyan doniistimlerin belirli yarigruplar kullanildi.

P. Zhao, X. Bo, Y. Mei (2008) tarafindan sonlu singiiler yon koruyan
doniisim  yarigruplarinin  locally maximal idempotent dogurayli (iiretecli)
altyarigruplan ¢alisildi.

Vitor H. Fernandes (2008) tarafindan sonlu bir zincirde sira koruyan veya
sira degistiren (yon koruyan veya yoOn degistiren) tam doniislimlerin tim
yarigruplari tarafindan iiretilen OD (OR) yarigruplariin pseudovariety icin bir
bdlme teoremi verildi.

V.H. Fernandes, G.M.S. Gomes ve M.M. Jesus (2009) tarafindan X,
iizerinde yon degistiren veya yon koruyan tim kismi ve tam doniisiimlerin
monoidleri ve bunlarin alt monoidleri olan tiim y6n koruyan kismi ve tam
doniisiimlerin kongriianslari incelendi.

Ping Zhao(2009) tarafindan sonlu singiiler yon koruyan doniisiim
yarigruplarinin maksimal idempotent {iretecli alt yarigruplart tanimlandi ve

siniflandirmalari elde edildi.
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V.H. Fernandes, P. Honyam, T.M.Quinterio ve B. Singha (2016) tarafindan
Y, X;, nin bos olmayan herhangi bir alt kiimesi olmak iizere yon koruyan

doniisiimlerin

OP,(Y) ={a € OB,: im(a) S Y}

alt yarigrubu incelendi.

Ping Zhao (2018a) tarafindan ydn koruyan doniisiim yarigruplariin
principal carpanlarinin nilpotent ranklart incelendi.

Ping Zhao (2018b) tarafindan tiim yon koruyan kismi doniisiimlerin

yarigrubu POP, olmak iizere

POP(n,r) ={a € POPR,;: |im(a)| < r}

yarigrubunun maksimal regiiler alt yaribandlar1 ve maksimal alt yarigruplari
incelendi.

P.M. Higgins (2019) tarafindan yon koruyan veya yon degistiren biitlin
doniisiimlerin yarigrubu iizerinde bir involution eslemenin nasil insa edileceginin

iki yolu gosterildi.
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3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

3.1. Yarigruplar
Tanmm 3.1.1. S # @ bir kiime olsun. Herhangi u: S X S - S fonksiyonuna bir
ikili islem denir ve (S, ) ikilisine de bir grupoid denir.

(S,p) Dbir grupoid olsun. Eger p  ikili islemi S {izerinde birlesme

ozelligine sahip, yani her x,y,z € S icin

(CeyImz)u = (x, v, Dwp

ise (S,u) ikilisine bir yarigrup denir. Burada doniisiim sembollerin sagina
yazilmistir. Her x,y €S i¢in (x,y)u yerine x-y yazarsak bu durumda
yukaridaki esitlik

(x-y)z=x-(y2)

seklindeki elementer cebirdeki birlesme 0Ozelligi formuna doniigmiis olur. Bu
durumda (S,u) yerine (S,) yazacagiz. Eger islemi ayrica belirtmeye ihtiyag

yoksa (S,)) yerine kisaca S ve x -y yerinede kisaca xy yazacagiz.

Tamim 3.1.2. S bir yarigrup olsun. Eger e €S icin e-e = e ise e elemanina S
nin bir idempotent elemam denir. S yarigrubunun tiim idempotent elemanlarinin
kiimesi E(S) ile gosterilir.

S Dbir yarigrup olsun. S nin her eleman bir idempotent ise S ye bir band
denir. S bir yarigrup ve her s,t €S i¢in s-t=t-s ise S ye degismeli bir

yarigrup denir. Degismeli bir banda bir yarilatis denir.
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Tamim 3.1.3. S bir yarigrupve e € S olsun. Egerher s €S i¢in e-s =5 ise e
ye bir sol birim eleman denir. Eger her s €S igin s-e=s ise e ye bir sag
birim eleman denir. Eger e hem sag, hem de sol birim eleman ise e ye birim
eleman denir ve kolayca ispatlanacagi iizere tektir. Bu teklikten dolay1 birim
eleman 1 ile gosterilir. Bir S yarigrubunun birim elemani varsa S ye bir monoid

denir.

Tanimm 3.1.4. S bir yarigrup ve e €S olsun. Eger her s€S icin e-s=e
oluyorise e ye S nin bir sol sifir elemam denir. Eger her s €S i¢in s-e=e¢e
oluyorise e ye S nin sag sifir elemam denir. Eger e hem sag, hem de sol sifir
eleman ise e ye S nin sifir elemam denir ve kolayca ispatlanacag: iizere tektir.
Bu teklikten dolayi sifir eleman O ile gosterilir.

S sifir (0) igeren bir yarigrup ve x € S olsun. Eger bir k € N i¢in

xk:x.x-....x:()
|
k tane

ise x e bir nilpotent eleman denir. x¥ = 0 kosulunu saglayan en kiiciik k
pozitif tamsayisina nilpotentlik derecesi denir. Ayrica S yarigrubunun tim

nilpotent elemanlarinin kiimesi N(S) ile gosterilir.

Ornekler 3.1.5.

1) (Z,+) degismeli bir monoiddir. (Sifir eleman1 yoktur.)

2) (Z,.) degismeli ve sifir igeren bir monoiddir.

3) (Z,®) (modulo n toplami ile) degismeli bir monoiddir. (Sifir elemant
yoktur.)

4) (Z,,®) (modulo n garpimi ile) degismeli ve sifir igeren bir monoiddir.

5 X,=1{12,..,n} olsun. C,, = (X,,, min{x, y}) olarak alalim. Her x,y, z €
X, i¢in
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(x - y) - z = min{min{x, y}, z} = min{x, y, z},
x - (y - z) = min{x, min{y, z}} = min{x, y, z} ve

x-y =min{x,y} = min{y,x} =y -x ve

oldugundan C,, bir degismeli yarigrup olur; bu yarilatise n inci dereceden

zincir denir. Ayrica, her x € X,, icin;
x'n=min{x,n} =x
olup n, C, yarigrubunun birim elemanidir. Her x € X,, igin;
x-1=min{x,1} =1
olup 1, C,, yarigrubunun sifir elemamdir. Her x € X, igin
x-x =min{x,x} =x
olup C,, nin her elemani bir idempotent olur. Boylece C,, bir band, ve
dolayisiyla, C,, bir yarilatis olur. Ayrica C, yarilatisine n inci dereceden
zincir (chain) denir.
Tamm 3.1.6. X, = {1,2,...,n} ve P(X,) de X, nin tim altkiimelerinin kiimesi
olsun. Altkiimelerin birleskesi ikili islemi ile P(X,) de bir yarilatis olur. Bu
yarilatis SL,, = (P(X,), U) veya kisaca, SL,, ile gosterilir. SL,, nin birim eleman1

@ (bos kiime) ve sifir eleman1 X,, olur. SL,, yarilatisine n inci dereceden

serbest yarilatis denir.
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Tanmim 3.1.7. X # @ herhangi bir kiime olsun. X iizerinde, her x,y € X igin x -
y = x seklinde tanimlanan ikili islem ile X bir yarigruptur. Bu yarigruba sol sifir
(left zero) yarigrup denir ve Ly ile gosterilir. Ly deki her eleman hem bir sol

sifir hem de bir sag birim elemandir.

Tanim 3.1.8. X # @ herhangi bir kiime olsun. X iizerinde, her x,y € X i¢in x -
y = y seklinde tanimlanan ikili islem ile X bir yarigruptur. Bu yarigruba sag sifir
(right zero) yarigrup denir ve Ry ile gosterilir. Ry deki her eleman hem bir sag

sifir hem de bir sol birim elemandir.

Tamim 3.1.9. X # @ herhangi bir kiime ve z € X olsun. X iizerinde, her x,y € X
icin x -y = z seklinde tanimlanan ikili islem ile X bir yarigruptur. Bu yarigruba

sifir yarigrubu denir ve Zy ile gosterilir.

Eger |[X| =n ise Ly, Ry, Zx yerine sirasiyla Ly, R,, Z, yazlr. Z, nin
sifir eleman1 O ile gosterilir ve n > 2 kabul edilir. n = 2 olmak {iizere sol sifir
yarigrup L, ve sag sifir yarigrup R, goz Oniline alindiginda L, de sag birim ve
sol sifir elemanlar, R,, de sol birim ve sag sifir elemanlar agik¢a tek degildir.

Tanim 3.1.10. S bir yarigrup olsun.

g1 — {5, S bir monoid ise
~ Su {1}, Smonoid degilse

olarak alalim. S kiimesi iizerinde

s-t, s#1,t #1lise

.. t s=1 ise

1 Ch— )
Vs,t ES* 1¢in s't= s, t=1 ise
1, s=t=1ise
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seklinde tanimlanan ikili islem ile S bir monoiddir. Bu monoide “S den, gerekli

ise, birim eleman eklenerek elde edilen monoid” denir.
Tamim 3.1.11. S bir yarigrup ve a € S olsun. O zaman
Sa ={sa: s € S},aS ={as: s € S} ve SaS = {sat:s,t € S}
olarak tanimlanir.
S birim eleman1 olmayan bir yarigrup ve a € S olsun. Bu durumda a € Sa
ve/veya a € aS olmayabilir. Ancak aS yerine aS! alirsak aS! = aS U {a},
Sa yerine S'a alirsak S'a = Sa U {a} ve SaS yerine S'aS?! alirsak

SlaS' =SauaSuSaSu{a} elde ederiz.

Tanim 3.1.12. § bir yarigrup olsun. Eger hera € § i¢cin Sa=S ve aS =S ise
S ye bir grup denir.

Tanim 3.1.13. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger her bir a € S i¢in

era=a ve bra=e (are=a ve ab=e)

olacak sekilde b € S varsa S ye bir grup denir.

Aslinda bu iki tanima denk olarak su tanimi verebiliriz:

Tanim 3.1.14. S bir yarigrup olsun. e € S olmak {izere her bira € S i¢in

era=a-e=a ve bra=a*-b=e

11
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olacak sekilde bir b € S varise S ye bir grup denir.

Tamim 3.1.15. S bir monoid ve a €S olsun. Eger b-a =1 olacak sekilde bir
beS varise b ye a nin sol tersi, ve a-c =1 olacak sekilde ¢ €S varsa ¢
ye a nin sag tersi denir. Eger a nin hem bir sag hem de bir sol tersi var ise a ya

bir birim (unit) denir ve S nin tiim birimlerinin kiimesi U(S) ile gosterilir.

Tamim 3.1.16. S bir grup ve a € S olsun. O zaman

b-a=1 ve a-b=1

olacak sekilde b €S vardir. Bu b elemanina a nin tersi denir; ve kolayca
gosterilecegi iizere tektir. Bu teklikten dolayr a min tersi a™! ile gosterilir.
Ornekler 3.1.17.

1) Bir (R,+,.) halkasinda (IR,.) bir yarigruptur.

2) (N,.) bir monoiddir.

3) (N,+) bir yarigruptur.

4) (N°+)ve (N°.) birer monoiddir.

5) I ve ] bostan farkli iki kiime, T =1 X J olsun. T iizerinde ki garpmay1

her (i,j), (k,1) €T igin

@) kD =00
olarak tammlayalim. T bu ¢arpma ile bir yarigruptur. Ayrica, her (i,j) € T
igin;

@M *=@nN-@GH=00n

12
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olup T nin her eleman1 idempotent olur. Yani T bir band olur. Fakat

yarilatis degildir. Ayrica, her (i,j), (k,1) €T igin;

@) kD~ (@j) = (G))

oldugundan T nin her elemani regiiler olur. Yani T bir regiiler band olup,

buna dikdortgen band denir.

Tamm 3.1.18. S bir sifir eleman igeren yarigrup olsun. Eger G = S\{0} bir grup
ise S yarigrubuna bir (0-grup) sifir grup veya sifirh grup denir. Bu yarigrup
S =G%=Gu{0} ile gosterilir.

Sifirli bir yarigrup en az iki elemanli kabul edilir.

Tanim 3.1.19. S bir yarigrup @ # T € S olsun.

i) T?={tu:t,u€T} ST ise T ye S nin alt yarigrubu denir ve
T < S seklinde gosterilir.
ii) ST={st:seSveteT}CT ise T ye S nin sol ideali denir.
ii) TS={ts:t€Tves€e€S}CST ise T ye S nin sag ideali denir.
iv) STST ve TSCT ise T ye S nin (iki-tarafli) ideali denir ve T 2
S seklinde gosterilir.

Dikkat edilirse sol idealler, sag idealler ve idealler birer alt yarigruptur. Bir
S yarigrubunda sifir eleman var ise {0} kiimesi S nin bir idealidir. I, S
yarigrubunun bir ideali olsun. Eger I # {0} ve [ #S ise I ya S nin bir 6z

ideali denir.

13
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Tamim 3.1.20. S ile T iki yarigrup ve ¢:S — T bir fonksiyon olsun. Eger her
s,t €S icin
(s )¢ = (s¢) - (t¢)

ise ¢ ye bir (yarigrup) homomorfizmi denir. S ile T iki monoid ve ¢:S = T

bir fonksiyon olsun. Eger her s,t € S icin

(s:t)p =(s¢) - (t) ve 15¢ =1p

ise ¢ ye bir monoid homomorfizmi denir.

Tanmm 3.1.21. S ile T iki yarigrup ve ¢:S — T bir yarigrup homomorfizmi
olsun. Eger

1) ¢ bire-birise ¢ ye bir monomorfizm;

2) ¢ ortenise ¢ ye bir epimorfizm;

3) ¢ bire-bir ve Orten ise ¢ ye bir izomorfizm;

4) S=T ise ¢ ye bir endomorfizm; ve

5) S=T ve ¢ bire-bir ise ¢ ye bir otomorfizm
denir. Eger S den T ye bir izomorfizm mevcut ise S ile T ye izomorfik

yarigruplar denir ve S = T seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.22. S ve T iki yarigrup olsun. Her (x,y),(z,t) € S X T ig¢in

(x,y)(z,t) = (xz,yt)

seklinde tanimlanan ikili iglem ile S X T kartezyen carpimi bir yarigrup olup, bu

yarigruba S ile T nin direkt carpim yarigrubu denir.

14
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Tamim 3.1.23. S ve T iki yarigrup olsun. ¢: S = T bir homomorfizm olmak

uzere

imp ={s¢p: s€ S} ve kerp ={(x,y) €SXS: xp =yp}

seklinde tanimlanan kiimelere sirasiyla ¢ nin goriintii (imaj) kiimesi ve cekirdek

(kernel) kiimesi denir.

Tanim 3.1.24. Her a,b € S igin aba = a ise S yarigrubuna dikdortgen band

(rectangular band) denir.

Teorem 3.1.25. S bir yarigrup olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
1) S bir dikdortgen banddir.
2) S nin her eleman1 idempotenttir ve her a,b,c € S igin abc = ac olur.
3) S = L X R olacak sekilde bir sol sifir yarigrup L, bir sag sifir yarigrup R

vardir.

V (a,b),(c,d) € AX B igin (a,b)(c,d) = (a,d)

Seklinde tanimli ise A X B bu ikili islem ile bir yarigrup olup, S yarigrubu A X B

formundaki bir yarigruba izomorfiktir.

ispat: Howie (1995), Theorem 1.1.3. ¢ bakiniz.
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3.2. Bagintilar ve Denklikler
Tammm 3.2.1. X # @ bir kiime olsun. X X X kartezyen carpimimnin her alt
kiimesine bir bagmmti denir. X iizerindeki tiim bagintilarin kiimesi By ile
gosterilir.

@ # X birkiime p da X iizerinde bir baginti olsun (p S X X X). Eger
(x,y) € p ise xpy seklinde de yazilir. @ ye X {izerinde ki bos bagint1 denir.
X X X e X iizerinde ki evrensel baginti denir.
1x = Ay = {(x,x) : x € X} kiimesine birim=esitlik=kosegen bagint1 denir.

By iizerinde her a,f € By icin
aofB ={(x,y) € XxX: 3z€Xicin(x,z) €Eave(z,y) € B}
seklinde tanimlanan (ikili islem) bileske islemi ile By bir yarigrup olup, bu
yarigruba tiim bagintilar yarigrubu denir.
0,p,T € By olsun. Eger p C ¢ ise
pPeTETgOT Ve Top&EToO

olur. Genellikle pop yerine p? yazlir. Herhangi a € By igin

dom(a) ={x € X: Ay € X icin (x,y) € a} ve
im(a) ={y€X: Ix € Xigin (x,y) € a}

seklinde tanimlanan X in alt kiimelerine sirasiyla @ nin tanim ve goriintii (imaj)
kiimesi denir. Ayrica im(a) yerine Xa da yazilabilir. Xa nin eleman sayisina

a nin ranki ya da yiiksekligi denir. Herhangi p, T € By icineger p C 7 ise

dom(p) € dom(t) ve im(p) € im(1)
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oldugu aciktir. Eger p € By, x € X ve @ # A C X ise

xp={y €X: (x,y) € p} ve Ap = Uyeaxp =U{ xp: x € A}

olarak tamimlanir. Dolayisiyla, xp # @ olmasi icin gerek ve yeter kosul x €
dom(p) olmasidir.

Her p € By igin

pt={(y,x) € XxX: (x,y) €p}

olarak tanimlanan p ~! € By bagmntisina p nun ters bagntis1 denir. Her o,

P» P1, - Pn € By i¢in

(e™H*t=p

(P oo pn) T =pn ooy
1

-1 -1

°pP1

pSo=>pltco”
oldugu agikca goriiliir. Ayrica dikkat edilirse
dom(p~1) = im(p), im(p™") = dom(p)
olur; ve boylece xp~! # @ olmasi igin gerek ve yeter kosul x € im(p) olmasidir.
Tanim 3.2.2. @ # X bir kiime ve p, X iizerinde herhangi bir baginti olmak {izere
1) Ay € p ise p yayansimah baginti,

2) p=ptise p yasimetrik bagint,
3) pnp l=Ay ise p yaters simetrik bagint1 ve

17
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4) pop Cp ise p yagecismeli baginti

denir. Eger p bagintis1 yansimali, ters simetrik ve gecismeli bir baginti ise p ya
X iizerinde bir kismi siralama bagintisi denir.
p bir kismi siralama bagntist olsun. Her x,y € X igin, (x,¥) Ep ise x <, y
veya x <y yazilr.

p, X 1zerinde bir kismi siralama bagintis1 olsun. Eger her x,y € X i¢in
x <y veya y < x ise p ya tam sirah baginti denir. X iizerinde bir kismi veya
tam sirali bagint1 varsa (X, <) ile gosterilir.

(X, <) kismi sirali bir kiime, Y € X ve a,b € Y olsun. Eger

1) her y €Y i¢in y < a oldugunda y = a olmak zorundaise a ya Y nin
bir minimal elemam denir; ve

2) her y€Y icin b <y ise b ye Y nin minimum eleman denir.

Tamm 3.2.3. (X,<) kismi sirali kiime olsun. Eger X in bos olmayan her alt
kiimesinin bir minimal elemani var ise (X,<) ye minimal kosulunu saghyor
denir.

Eger X hem tam sirali hem de minimal kosulunu sagliyor ise X e iyi sirah

kiime denir.

Benzer tanimlar maksimal, maksimum ve maksimum Kkosulu icinde

yapilir.

Tanim 3.2.4. @ # X bir kiime ve p, X lizerinde herhangi bir bagint1 olsun. Eger
p yansimali, simetrik ve gecismeli bir bagint1 ise p ya X {izerinde bir denklik

bagintisi denir. p, X lizerinde bir denklik bagintisi ve x € X olmak tizere

xp={y€X: (x,y) € p}

18
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kiimesine x in denklik simifi ve X in tiim denklik siniflarinin ailesi olan
X/p={xp: x € X}
kiimesine de X in p ile elde edilen boliim kiimesi denir.
{p;: i €I}, X kiimesi lizerindeki denklik bagntilarinin bostan farkli bir
ailesi olsun. Kolayca gosterilebilecegi tizere N{p; : i € I} kiimesi de X {lizerinde

bir denklik bagintisidir.

Onerme 3.2.5. ¢ : X - Y herhangi bir doniisiim olsun. ¢ o ¢, X iizerinde bir

denklik bagintisidir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.7. ye bakiniz. O

Tanm 3.2.6. @ o ¢~ e ¢ nin ¢ekirdegi (kernel) denir ve kerg ile gosterilir.
Tanim 3.2.7. @ # X bir kiime, R de X iizerinde bir baginti olsun. R € X X X ve
X X X de, X tzerinde bir denklik bagintis1 olup R yi igeren bir denklik bagintisi
vardir. O halde

{p: RS p ve p,X lizerinde bir denklik bagintisi}

kiimesi bostan farklidir. Bu kiimenin tiim elemanlarinin arakesitine R tarafindan

dogurulan denklik bagintis1 denir ve R€ ile gosterilir. Yani

R¢ = ﬂ{p : R S p ve p,X lzerinde bir denklik bagintisi}
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olur. Dikkat edilirse R¢, R yi igeren en kiigiik denklik bagintisidir. Ayrica, agik¢a

goriilecegi iizere

1) R=0= R = Ay,
2) R denklik bagintisi ise R® =R ve
3) R®=(R™1)¢ olur.

3.3. Grafik ve Fibonacci Sayilari

Tanim 3.3.1. Koseler kiimesi olarak adlandirilan bos olmayan sonlu bir kiime ve
kenarlar listesi olarak adlandirilan kdseler kiimesinin sirasiz ikililerinin olusturdugu
listeden olusan yapiya grafik denir. Bir G grafigi koseler kiimesi V(G) ile
kenarlarin listesi E(G) olmak tizere G = (V(G),E(G)) ile gosterilir.

Eger bir kenarin iki ucunda ayni kdse ise bu kenara halka (loop = trivial
cycle = asikar devir) denir. u ve v koselerini birlestiren birden fazla kenar varsa
bu kenara kath kenar denir. G grafiginde halka ve katli kenar yok ise bu grafige
basit grafik denir.

Tanmm 3.3.2. Koseler kiimesi olarak adlandirilan bos olmayan sonlu bir kiime ve
oklar (yonlendirilmis kenarlar) listesi olarak adlandirilan koseler kiimesinin sirali
ikililerinin olusturdugu listeden olusan grafige yonlendirilmis grafik veya
diyagram (directed graph, digraph) denir. Bir G yonlii grafigi koseler kiimesi
V(G) ile oklarin listesi A(G) olmak tizere G = (V(G),A(G)) ile gosterilir.

G bir yonlii grafik olsun. ¢ nin oklariin yoénii silindiginde (yani sirali
ikilileri sirasiz kabul edildiginde) elde edilen grafige G nin 6z grafigi denir.

Iki koseyi ayn1 yonde birlestiren birden fazla oka kath ok denir. iki kdsesi
de ayni olan oka halka (loop = trivial cycle = asikar devir) denir. G yonli

grafiginde halka ve katli ok yok ise bu grafige basit yonlii grafik denir.
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Tamm 3.3.3. ¢ bir (yonlii) grafik olsun. v4,v,, ..., V41 € V(G) olmak lizere
V1Vy, UaVs3, ..., U V41 Seklindeki G nin kenarlarindan (oklarindan) elde edilen
diziye uzunlugu k olan bir yol denir ve v v, ... vp4q ile gosterilir. Bir yolda
tiim kenarlar (oklar) birbirinden farkli ise bu yola bir iz denir. Tiim koseleri farkl
olan bir ize patika denir. uv,, vy, ..., Vi_1 Vg, VU seklinde u dan u ya olan
bir yola kapali yol denir. Tiim kenarlar1 (oklar1) birbirinden farkli olan bir kapali
yola bir kapali iz ve ayrica, u, v4, v, ..., Uy kOseleri de bir birinden farkli ise bu

kapali ize bir devir denir.

Tanim 3.3.4. Bir G grafiginde her farkli iki kdse arasinda bir patika var ise G ye
baglantili grafik denir. G bir yonlii grafik olsun. Eger G nin 6z grafigi baglantil
ise G ye baglantih yonlii grafik denir. Eger G yonli grafiginin her farkl iki
kosesini birlestiren bir yonlii patika var ise G ye siki baglantih yonlii grafik

denir.

Tanim 3.3.5. Baglantili ve devir icermeyen bir grafige bir aga¢ denir. Bilesenleri
agac olan ancak kendisi (baglantili olmadig1 i¢in) aga¢ olmayan grafige orman
(forest) denir.

Tammm 3.3.6. F, =0, F, =1, F,=F,_1+F,_, (€ Zn = 2) seklinde
tanimlanan negatif olmayan tamsayilar dizisindeki sayilara Fibonacci sayilar1 ve

E, e n-inci Fibonacci saysi denir. flk birkag1

F0=0,F1=1,F2=1,F3=2,F4=3,F5=5,F6=8,F7=13,F8=21,...

seklindedir.

Teorem 3.3.7. n inci Fibonacci sayis1 F, olmak iizere

i) Z;cl=1 For = Fopgpq — 1
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i) Yk=oFzr+1 = Foniz
Ispat i) Y7_, Fox = Fyp4q — 1 oldugunu tiimevarim ile gosterelim. n =1 igin

F, =1=2-1=F;—1 olup, esitlik saglanir. n > 1 i¢in esitlik dogru olsun. O

zaman n + 1 igin

n+1 n
Z For = <z FZk) + Fotn1) = Fone1 = 1+ Fopya
k=1

k=1

=Fon+1 + Fans1 =1 =Fonis =1 = Fyynyer — 1
olur.
i) X R=o Fox+1 = Fanyo oldugunu tiimevarim ile gésterelim. n = 1 i¢in F; + F3 =

14+2=3=F,1,, =F, olup, esitlik saglanir. n = 1 igin esitlik dogru olsun. O

zaman n + 1 igin

Z Forer = <Z sz) + Fotmen+1 = Fonsz + Fongs = Fonga = Fotnan)+2
k=0 k=0

olur. O

3.4. Doniisiimler Yarigrubu

Tamm 3.4.1. @ € By olsun. Eger her x € X i¢in |xa| <1 ise a ya bir kismi

doniisiim denir. By in tiim kismi doniisiimlerinin kiimesi PTy ile gosterilir.

Onerme 3.4.2. PTy, By in bir altyarigrubudur.
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Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.2. ye bakiniz. O

PTy altyarigrubuna (tiim) kismi doniisiimler yarigrubu denir.

Onerme 3.4.3. ¢, € PTy icin

i.dom(gp o) = [imp N domyp] ¢~ 1,
ii.im(¢ oY) = [ime N domy]y,

olur.

ispat:

dom( )

Sekil 2.1. ¢,y € PTyx in Domain ve Imaj Kiimelerinin Sekli

i) x € dom(¢p o) olsun. O zaman (x,y) € @ o olacak sekilde bir y € X
vardir. Dolaysiyla (x,z) € ¢ ve (z,y) € Y olacak sekilde bir z € X vardir. Bu
durumda z € im¢@ ve z € domy olup, z € imp N domy olur. Ayrica, (x,2z) €

@ oldugundan (z,x) € @1 olup x € [imp N domy] ¢~ olur. Béylece,

dom(¢g o) € [ime Nndomy] ™1
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elde edilir.

Tersine x € [img N domy] =1 alalm. O zaman (z,x) € ¢~ olacak
sekilde bir z € im@ N domy vardir. Dolaysiyla, z € domy olup, (z,y) €Y
olacak sekilde bir y € X vardir. Ayrica, (x,z) € ¢ oldugundan (x,y) E@oyp
olur. O halde x € dom(¢ o) olur. Boylece

[ime N domy] ¢~ € dom(¢ © )

elde edilir. Dolayistyla [ime N domy] ¢~ = dom(¢ ° ¥) oldugu goriiliir.

ii) x € im(¢p o olsun. O zaman (y,x) € @ oy olacak sekilde y € X vardir.

Dolayisiyla (y,z) € ¢ ve (z,x) €Y olacak sekilde z € X vardir. O halde z €

img N domy olup, (z,x) € Y oldugundan x € [ime N domy ]y olur. Boylece
im(¢ oY) € [imp N domp]yp

elde edilir.

Tersine x € [im@ N domy ]y olsun. O zaman (z,x) €Y olacak sekilde
bir z € im@ N domy vardir. Ayrica z € img oldugundan da (y,z) € ¢ olacak
sekilde bir y € X vardir. Ayrica, (z,x) € ¥ oldugundan (y,x) € @ oy olur. O
halde x € im(¢ oY) olur. Boylece

[ime N domyyp S im(¢ ° )

elde edilir. Dolayisiyla im(¢ o ) = [ime N domy ]y oldugu goriilir. O

Tamim 3.4.4. ¢ € PTy igin

kera ={(x,y) e XX X : x,y € dom(a) ise xa = ya veyax,y &€ dom(a)}

24



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Aysegiil DAGDEVIREN

kiimesine a nin ¢ekirdek kiimesi denir.

Tamim 3.4.5. « € PTy olsun. Eger dom(a) = X ise a ya bir (fonksiyon) tam

doniisiim denir. X tizerindeki tiim doniisiimlerin kiimesi Ty ile gosterilir.

Dolayisiyla @ € Ty © Vx € X i¢in |xa| = 1 olur.

Teorem 3.4.6. Ty, PTy in bir altyarigrubudur. (Dolayistyla Ty, By in de bir
altyarigrubudur.) O

Tamim 3.4.7. ¢ € Ty igin

kera = {(x,y) € X X X: xa = ya}

kiimesine a nin c¢ekirdek kiimesi denir.

Tanim 3.4.8. € PTy olsun. Eger dom(a) # @ ve her xq,x, € dom(a) igin
xia = x,a oldugunda x; = x, oluyor ise a ya bir kismi bire-bir doniisiim
denir. Ayrica bos doniisiim (bagint1) de bir kismi bire-bir doniisiim kabul edilir.
Kismi bire-bir doniisiimlerin kiimesi [y ile gosterilir. Iy doniistimlerin bileske
islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba kismi bire-bir doniisiimler yarigrubu

veya simetrik inverse yarigrubu denir. Ayrica Iy < PTy oldugu agiktir.

Tanim 3.4.9. a € PTy olsun. Eger her y € ima i¢in xa = y olacak sekilde bir

x € dom(a) mevcutise a ya bir orten doniisiim denir.

Tanmm 3.4.10. « € Ty olsun. Eger a hem bire-bir hem orten ise a ya X

iizerinde bir permiitasyon denir. X {izerindeki tiim permiitasyonlarin kiimesi Sy
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ile gosterilir. Sy doniisiimlerin bileske islemi ile bir grup olup bu gruba simetrik
doniisiimler grubu (simetrik grup) veya simetrik permiitasyonlar grubu denir.

Ayrica Sy < Iy, Ty oldugu goriiliir.

Biz ¢alismamiz boyunca X = X,, = {1,2,...,n} sonlu kiimesini ele alacagiz
ve By, PTy, Ty, Iy, Sy yerine sirasiyla By, PT,, T, I, S, yazacagiz. Boylece
S, €1,,T, € PT, € B, olup aralarindaki bu iliski asagidaki diyagram ile ifade

edilebir. Bu diyagrama Hasse diyagram denir.

Sekil 2.2. Déniisiim Yarigruplarinin Hasse Diyagrami

Ayrica a € B, i¢in Y;,Y,, ..., Y, € X,, olmak iizere
_ (1 2 .. n)
““\v, v, ..y,

seklinde yazilir. Burada baz1 Y; ler bos kiime olabilir. Eger a € PT;, ise her x €
dom(a) i¢in |xa| <1 olacagindan VY;,Y,,...,Y,, kimelerine ihtiyag yoktur.
Bunlarin yerine x € dom(a) ise xa yazilir; ve x & dom(a) ise hi¢ bir sey

yazilmaz. Dolayisiyla a € T, ise
_ ( 1 2 .. n)
*= la 2a ... na
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seklinde yazilir.

Buradan |X, X X,| =n%, |B,| =2", |PT,|=®m+1)" |T,|=n"

|L,| = ?zo(f)z r! ve |S,| = n! oldugu kolayca goriillmektedir.

Tanim 3.4.11. S bir yarigrup ve X # @ olsun. ¢p : S — Ty olacak sekilde bir ¢
homomorfizmi varsa ¢ ye S nin bir temsili denir. ¢p: S - Ty homomorfizmi

bire-birise ¢ ye S nin sadik (giivenilir, faithfull) temsili denir.
Tanim 3.4.12. ¢ € PT,, olmak iizere

Fix(a) = {x € dom(a) : xa = x}
Shift(a) = {x € dom(a) : xa # x}

kiimelerine sirasiyla a nin sabit noktalarimin kiimesi ve a nin sabit olmayan
noktalarimin kiimesi denir. Fix(a) yerine F(a) da yazilabilir. Shift(a)

kiimesinin eleman sayis1 shift(a) ile gosterilir.

Teorem 3.4.13. o, € T;, igin

im(aof) € im(B)
ker(a) € ker(a e )

olur.

ispat im(a o B) € im(B) oldugunu gosterelim. y € im(a o B) ise (x,y) Eaof
olacak sekilde bir x € X,, vardir. Dolayisiyla da (x,z) € « ve (z,y) € B olacak
sekilde bir z € X, vardir. Boylece y € im(f) olup, im(a o ) S im(f) olur.
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ker(a) € ker(a o B) oldugunu gosterelim. (x,y) € ker(a) ise xa = ya

olup, (xa)B = (ya)B yani x(a o ) = y(a o ) oldugundan (x,y) € ker(a ° )
olur. Boylece ker(a) € ker(a o ) olur. O

Tamm 34.14. T, \ S, = ST, = Sing, = {a € T,: |im(a)| <n—1} olarak

alalim. ST;, nin elemanlarina singiiler doniisiimler denir.

Sp <T, ancak S, £ T, olduguve ST, 2T, oldugu kolayca goriiliir.
Tanim 3.4.15. X,, kismi sirali bir kiime ve & € T,; olsun. Her x,y € X, i¢cin x <
y oldugunda xa < ya oluyor ise a ya bir sira koruyan doniisiim denir. Tiim

sira koruyan doniisiimlerin kiimesini O,, ile gosterilir.

Bu calismada, aksi belirtilmedik¢e X,, lizerindeki standart siralama (yani

1 <2 <--- <n) bagntis1 géz oniine almacaktir
Teorem 3.4.16. O, T, nin bir altmonoidi olur.
ispat: , 8 € 0,, olsun. Her x,y € X,, icin x <y ise a € 0, oldugundan xa <
ya olur; ve dolayisiyla f € O, oldugundan (xa)f < (ya)f yani x(af) < y(af)
olur. Boylece, aff € 0,, olup O,, T,, nin bir altyarigrubudur. Ayrica G ; ::) €
0,, birim doniisiim oldugundan O,,, T, nin bir alt monoididir. O

Simdi de O,, nin eleman sayisin1 bulalim: Hatirlayacagimiz tizere

X1+ X+t x,=n

denkleminin her i = 1, 2, ..., 7 igin x; = 0 olacak sekilde
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(n+ r—1>_<n+ r—1)
r—1 B n

tane sirali tamsayi ¢oziimii vardir. Her i = 1,2, ...,n i¢in x; sayis1 {x : xa = i}

kiimesinin eleman sayisi olarak tanimlanir ise her i = 1,2,...,n i¢in x; = 0 ve

X1 + x5 + -+ + x, = n olur. Boylece

0, = (n :7_11— 1> _ (ZZ _—11> _ <2nn— 1)

olur. Ayrica 0, NS, = { 1 3 " Z)] olup |0, N'S,| =1 olur. Ayrica her a,f €
0, i¢in aff = 1 ; - 2) olmasi igin gerek ve yeter kosul @ = f = 1 ; - Z)
oldugundan On\{ 1 ; - Z)} kiimesi de bir yarigrup olup, bazi kaynaklar O,

yarigrubunu birim doniisiimsiiz olarak tanimlar.

Tamm 3.4.17. ¢ € PT,, olsun. Eger her x,y € dom(a) i¢in x <y iken xa <
ya oluyorsa a ya bir kismi sira koruyan doéniisiim denir. Tim kismi sira

koruyan doniisiimlerin kiimesini PO,, ile gosterelim.

Benzer sekilde PO, nin eleman sayisini bulalim: ¢ € PO,, olsun. Eger
|[dom(a)| =n ise a € 0, oldugundan |dom(a)| =n olacak sekilde (Z"n_l)
. - .o _ . n

tane kismi sira koruyan vardir. Ege 1 <r <n—1 i¢in |[dom(a)| =1 ise (T)

farkli tanim kiimesi vardir. Ayrica, her bir tanim kiimesi i¢in

(n+ r—1>_<n+ r—1>
r—1 /) n
tane kismi sira koruyan doniisiim vardir. Bos doniisiim de sira koruyan oldugundan
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PO, | = 1+(Z(Z)(n+;_1))+(2nn_ 1) =Z(:)(n+;_1)

olur.

Tanmm 34.18. a €T, olsun. Kdse kimesi X,, ve yonli kenar listesi
{(x, xa): xeX,} olan yonli grafige @& nin yonlii grafigi denir. Ayrica ¢ nin yonlii
grafiginin baglantili bilesenlerinin koselerine a min orbitleri denir. Ayrica X,,

iizerinde = bagmtist her x,y € X, icin

x=yoxal=ya"
olacak sekilde ¢q,7 € Z* U{0} mevcut olmasidir seklinde tanimlanir ise =
bagintis1 X, tiizerinde bir denklik bagintisi olur. Bu denklik bagintisinin denklik
siniflarina da @ min orbitleri denir. Kolayca goriilecegi iizere bu iki orbit tanimi

birbirine denktir.

P+ACcX, olsun. Eger x,y,z€X, icin x,z€A ve x<y<z

oldugunda y € A ise A ya bir konveks kiime denir.

Onerme 3.4.19. @ € 0,, olsun. @ nm her bir orbiti bir tek sabit nokta igerir.

Ayrica her bir orbit konvekstir.

Ispat: Higgins (1993), Proposition 1.5. e bakiniz. O
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3.5. Doguray Kiimeleri
Tamm 3.5.1. S bir yarigrup ve @ # A S S olsun. S nin A y1 igeren en kii¢iik
altyarigrubuna A tarafindan dogurulan altyarigrup denir ve (A) ile gosterilir.

Eger (A) =S ise A ya S nin bir doguray denir.

Teorem 3.5.2. S bir yarigrupve @ # A € S olsun.

i. (Ay=n{T <S: AcT}

ii. (A ={a,a,-a,: n€Z ve ay,a,,..,a, EA}

olur. O
Eger A= {all az, ..., an} ise <A> = <{a1; az, ..., an}> yerine (alﬂ az, ..., an)
yazilir. Eger A = {a} ise (A) = ({a}) yerine (a) yazlir. Bu durumda (a) ya

tek dogurayh (monogenic) alt yarigrup denir.
Tanim 3.5.3. S bir yarigrup ve a € S olsun.
(a) ={a,a? ..} ={a*: kez*}
kiimesi sonsuz sayida farkli eleman igeriyor (diger bir ifade ile a¥ = a! = k =)

ise (a) ya sonsuz monogenic yarigrup denir. Aksi halde {a,a?, ..} kiimesi

k

sonlu olur. Gergekten a® = a' olacak sekilde farkli iki pozitif tamsay1 mevcut ise

A={keN: a*=a' vek #1 €N}

kiimesi bos olmay1p minimum elemani mevcuttur. min(4) = mise

B={keN: g"*=qg™ (keN)}
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kiimesi de bos olmayip minimum elemani mevcuttur. min(B) = r ise

m-1 m+r—1 }

— 2 .3
(ay ={a,a%a’ ..,am™a™ a™ ..., a
olur. Bu durumda m ye a nin indeksi ve r ye de a nin periyodu denir. Ayrica

bu monogenic yarigrup M, .(a) ile gosterilir, yani

(@) = My r(a) ={a,a?d3 ..,am 1, a™ o™, . g™ 1}

m+r — gm

olup, m +r — 1 elemanli ve a olur.

Teorem 3.5.4. S bir yarigrup a € S ve a nin indeksi m, periyodu r olsun.

k,1€{0,1,2,..,7r — 1} elemanlan

m+k=0 (modr) vec m+1=1 (modr)

olacak sekilde segilirse

K, = {a™, amtl am+r—1}

m+k m+l

kiimesi birim eleman1 a olan ve a tarafindan dogurulan bir devirli

gruptur. O

Tamm 3.5.5. S bir yarigrup olsun. Her a € S i¢in (a) monogenic yarigrubu

sonluise S ye periyodik yarigrup denir. Her sonlu yarigrup periyodiktir.
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Tamm 3.5.6. (A) =S olacak sekilde S yarigrubunun bir sonlu A alt kiimesi
mevcut ise S ye sonlu dogurayh yarigrup denir. Eger S sonlu dogurayh

yarigrup ise

rank(S) = min{ |A| : (A) = Sve A < S sonlu}

sayisina S nin ranki denir. Eger S idempotentlerden olusan sonlu bir kiime

tarafindan dogruluyor ise S nin idempotent ranki

idrank(S) = min{ |A| : (A) =Sve A € E(S) sonlu }

olarak tamimlanir. Eger S nilpotentlerden olusan sonlu bir kiime tarafindan

dogruluyor ise S nin nilpotent ranki

nilrank(S) = min{ |A| : (A) =Sve A € N(S) sonlu}

olarak tamimlanir.

Bu tanimlamalardan agikg¢a goriilecegi lizere rank(S) < idrank(S) ve

rank(S) < nilrank(S) olur.

Tanmm 3.5.7. ae€S,, ve aq,a,,...,a,.€X, farkli elemanlar olmak {izere her i =
1,2,..,r—1 i¢in a;a=a;1, ara=a; ve her xeX,\{ ay,a,,...,a,} igin
xa = x ise a ya bir r-devir denir; ve a = (a;a,---a,) yazilir. Bir 2-devire

(a,a,) bir transpozisyon denir.

Tamm 3.5.8. k,l € Z* igin eger {a,,ay, ...,ax} ve {by, by, ..., b;} iki ayrik kiime

ise (aqay---ag) ve (biby - b;) devirlerine ayrik devir denir.
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Permiitasyon grubu S,, (n = 2) ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yazilabilir. Her

devir transpozisyonlarin ¢arpimi oldugundan S;,, transpozisyonlarinin olusturdugu

n(n-1)
2

kiime tarafindan dogrulur. (a,a,) = (a,a;) oldugundan S,, de tane

transpozisyon vardir. Simdi @ = (12) ve f = (12 ...n) olarak alalim. O zaman
pt=p""1Y Bleae f=(23)
ve daha genel olarak her = 1,2,...,n — 1 i¢in
B*logoBi~l = (ii+1)
olur. Ayrica, her j = 2,3,...,n—1 i¢in
Gj+De(—1j)ee(23)e(12)e(23)eo(j+1)=1j+1)

olur. Yani (12),(23),..,(n—1n) transpozisyonlar1 ile (12),(13),...,(1n)
transpozisyonlart a¢ ve f permiitasyonlarinin ¢arpimi olarak yazilabilir. Son olarak;

her 1 <i<j<n igin
(1e@)e())=_>))

olur. Boylece her transpozisyon a ve [ permiitasyonlarinin c¢arpimi olarak

yazilabilir. Dolayisiyla her n > 2 i¢in

S, ={a, B) = ((12), (13), ..., (1n)) = ((12), (23), ..., (n — 1 n))

olur. Ayrica, n =3 icin S, degismeli olmadigindan devirli olamaz. Bdylece
asagidaki sonuca sahibiz.
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Sonu¢ 3.5.9. n > 3 i¢in rank (S,) = 2 olur.
Teorem 3.5.10. n > 3 i¢in rank (T,,) = 3 olur.

Ispat: Her farkli i,j € X,, icin i6;j =j ve her i # X € X, i¢in x§;; = x olarak
tanimlanan §; ; doniisiimleri ||ij|| ile gosterelim. Ayrica, § = 61, = ||12]| € T,

a = (12) ve § = (12 ...n) olarak alalim. O zaman

Qi) ef[12]e (1) = [li2]| (i=3)
2 ) e 112l o 2 ) = 11jlI (U=3)
Q)o@ ell12lleZ)e @)=yl Gj=3,i#))
@) e llijlle G = lljill Gj=1i+))

olur. Simdi kabul edelim ki ¢ €T, ve |im(¢)|=r <n—1 olsun. O zaman
i = j¢ olacak sekilde i#j ve ke€{1,2..,n}\im(¢) vardir. Eger ¢

doniisiimiinii i¢p = k ve her [ # i igin I¢p = I¢p olarak tanimlanir ise

lim(@)|=r+1 ve llijli¢ =¢

olur. Eger ¢ € S, ise agikca ¢ € (o, 8, 8) olur. Aksi halde benzer sekilde devam
edilir. Boylece T, = {(a,,8) olur. Ayrica T,\S, yani singiler doniisimler
yarigrubu T, in ideali oldugundan T;, in her doguray kiimesi S, in bir doguray
kiimesini igermek zorundadir. Bununla birlikte S,, in herhangi bir doguray kiimesi
singiiler doniisiimleri doguramayacagindan en az bir singiiler doniisim doguray
kiimesinde olmahdir. Boylece rank (S,) = 2 oldugundan rank (T,,) = 3 olup,

T, = (a, B, &) oldugundan ispat tamamlanir. O

Sonu¢ 3.5.11 n >3igin T, ={(a, B, 5) olur.
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J. M. Howie, 1978 deki caligmasiyla singiiler doniistimler yarigrubunun

n(n-1)

idempotent rankinin ve 1987 de Gomes ile birlikte yaptig1 calismada

singililer doniigiimler yarigrubunun rankinin idempotent rankina esit oldugunu

gostermistir.

Tamm 3.5.12. Z(a) = X,, \ im(a) olsun. |Z(a)| sayisina «a nin noksanhg

(defecti) denir.

Teorem 3.5.13. n>2 icin T, nin noksanhigl sifir olmayan idempotentler
tarafindan iiretilen alt yarigrubu ST,, =T,, \ S, olur. Diger bir ifade ile ST;, =
(E(ST,)) olur. Ayrica, ST, nin her eleman1 noksanligi 1 olan idempotentlerin bir

carpimu olarak yazilabilir.

Ispat n > 2 icin asikar. n > 3 oldugunu varsayalim. Noksanlig1 1 olan herhangi
bir @ elemanini ele alalim. Eger shift(a) =1 ise a zaten noksanligi 1 olan bir

idempotent olup ispat biter. Genelligi bozmaksizin

1 2 .rr+1..n
a=( ) (r=2)
a, a ..a, r+1..n

ve her 1 <i<r igin a; # i olacak sekilde alahm. Ayrica, Z(a) = {z} olsun. O
halde 4 farkli durum vardir:

1) 1<i<rigin a; €{1,2,...,7},a; = a, &€ {1,2},z ¢ {1,2};

(i1) 1<i<rigin aq; €{1,2,..,1},a; =a, € {1,2}, z =1,

(i) ar=r+1,z€{1,2,..,r—1}

@iv) a,=r+1,z=r.

(i) durumunda; eger
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ﬁ:(l 23 .7 71+l .. n

123 .. n)
a; 2 az .. ar r+l1 .. n

)Vesz 113 ..n
alinir ise € noksanligi 1 olan idempotent, f noksanlhigi 1 ve shift(f) =r—1
olan doniisiim ve a = ¢f elde edilir.

(ii) durumunda; eger
_ (123 .. r 4+l .. n _ (123 .n
B = (1 1as ..a r+1 .. n) vee = (a1 23 . n)

alinir ise € noksanligi 1 olan idempotent,  noksanhigi 1 ve shift(f) =r—1
olan doniisiim ve a = B¢ elde edilir.

(iii) durumunda; eger
(1 .. r-11r .. n (1 .7r-1 r r+1 .. n
B = (a1 e Qpo1 T o n) Ve E (1 e =1 7+1 T+1 ... n)

alinir ise € noksanligi 1 olan idempotent, S noksanligi 1 ve shift(f) =r—1
olan doniisiim ve a = f¢ elde edilir.

(iv) durumunda eger

_ (12 . r-11r.n _ (1l .71 r r+1 . n
B_(r Ay o Ay T e n)’g_(l e =1 r+1 r+1 .. n) ve
(1 wr=1r r+1...n>
= 1.r—1ag,7r+1..1n

alinir ise € ve 1 noksanligi 1 olan idempotentler, f noksanligi 1 ve shift(B) =
r — 1 olan donilisim ve a = ¢fn elde edilir.

Eger r—1=1 ise [ da noksanligt 1 olan idempotent olup, ispat
tamamlanir. Aksi halde benzer iglemler f igin yapilir; her seferinde shift(a) bir

azalacagindan a, noksanligi 1 olan idempotentlerin ¢arpimi olarak yazilir. O
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Teorem 3.5.14. 0,, yarigrubunun her elemam1 0, deki idempotentlerin bir

carpimi olarak ifade edilebilir. Yani O, = (E(0,,)) olur.

Ispat Z(a) kiimesi Tanim 3.5.12. de tanimlandig1 gibi olsun. 0,, nin noksanlig
sifir olan tek elemant birim eleman ve birim eleman da bir idempotent oldugundan
noksanligi sifirdan farkli olan elemanlar inceleyecegiz. O halde bu teoremin ispati
i¢in
1) O, nin noksanligt 1 den biiyiik olan bir elemani, noksanligi 1 olan
idempotentlerin ve noksanlig1 1 olan bir tek elemanin ¢arpimi olarak ifade
edilebilir
2) 0, nin noksanlig1 1 olan bir elemani, noksanlig1 1 olan idempotentlerin

bir ¢arpimi olarak ifade edilebilir oldugunu gostermemiz yeterlidir.

1) a€0, ve def(a) =k >1 olsun.

Pla@)={y €Xpa: |ya =2} ve d, = min{|z—p|: z € Z(a), p € P(a)}
alalim. @ bire-bir olmadigindan P(a) # @ ve Z(a)NP(a)=0 olur; ve
dolayisiyla d, = 1 olur. d, iizerine timevarim uygulayalim.

Eger d, =1 ise genelligi kaybetmeksizin p+ 1€ Z(a) ve p € P(a)
varsayabiliriz.

q = max{x € X;: xa = p}
olsun. pa~!, birden fazla eleman igerdiginden dolay1 q'a =p olacak sekilde
qg'<q—1 vardir. Bu durumda p=q'a < (q—1)a <qa=p oldugundan

(@ — Da =p olur. O zaman &: X,, » X,, donlisimi

ge=q—1 ve xe=x (x #q)
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olarak tanimlansin. Bu donilisim O,, de defecti 1 olan bir idempotent olur. Ayrica,

B: X, = X,, donlsiimii de
gB=p+1 ve xf=xa (x+#q)
olarak tanimlansm. O halde B € O,, |Z(B)| =|Z(a)|—1=k—-1 ve a=¢f
olur..
Eger d, > 1 ise genelligi kaybetmeksizin
z+1,..,z+d,—1€X,a\P(a) ve z+d, €P(a)

1

olacak sekilde z € Z(a) oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda (z + 1)a™' =t ve

(t+1)a =2z+ 2 olur. Eger y: X, = X,, dontisiimii

ty=2z ve xy=xa (x#t)

olarak tanimlanirsa y € 0, ve |Z(y)| =|Z(a)| = k olur. Ayrica

(z+1)€eZ(ly) ve z+d, € P(y),

ve dolayisiylad, = d, — 1 olur. Ayrica 7n: X,, = X,, doniisiimii de
yisty % a y n:4An n

m=z+1 ve xn=x (x #2z2)

olarak tanimlansin. Bu doniisim 0, de noksanligi 1 olan bir idempotent olup

yn = « olur.
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Tiimevarim hipotezinden y = & f¢; ... &5 olacak sekilde noksanligi k — 1
olan f ve O, de noksanligi 1 olan &;,¢&;, ..., & idempotentlerinin var oldugunu
varsayarsak a = &8¢, ...&n olur.

B €O, veeger def(B)=k—1>1 ise yukaridaki gibi noksanlhgi 1
olan idempotentlerin ve noksanli§t k —2 olan § nin ¢arpimi seklinde yazariz.
Bu sekilde devam edilirse a € 0,, ve def(a) = k > 1 elemani noksanligi 1 olan
idempotentlerin ve noksanligi 1 olan bir tek elemanin carpimi olarak ifade

edilebilir.

2) a €0, i¢in S(a) = {x € X,;: xa # x} kiimesinin eleman sayisin1 s, ile
gosteririz. s, =1 ise a defecti 1 olan bir idempotenttir. Bunu gérmek igin
S(a) = {u} alahm. O halde ua #u olup ua? =ua olur. Eger x #u ise
xa = xa? = x olur. Béylece @ idempotentir ve @ nin goriintii kiimesi X,, nin
u harig tiim elemanlarini igerdiginden noksanligi 1 olur.

a nin noksanlhigt 1 ve s, > 1 olsun. O halde ua = (u+ 1)a olacak
sekilde bir tek u € X,, vardir. (¢ sira koruyan oldugu i¢in X,, nin ardisik iki
elemaninin goriintiisti ayni olur.) Ayrica Z(a) = {v} oldugunu varsayalim.

u<v ise

xa=x (x<u), xa=x—-1 (u+1<x<v)vexa=x (x=v+1)

olur. Simdi &;: X;, = X,, ve f:X, — X, donisiimleri sirasi ile

(u+e =u ve xe; =x (x+u+1)

u+1DB=u+1 ve xB=xa (x+u+1)

olarak tanimlanir ise & ve [ mnin her ikisi de O, de ve noksanligi 1 olur. Ayrica
g biridempotent, sg = s, —1 ve a = &f olur.
u=v ise
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xa=x (x<v), xa=x+1 W<x<u)vexa=x (x=>u+1)

olur. Simdi de &1: X, = X,, ve f:X,, — X,, doniisiimleri sirasi ile

ugg=u+1 ve xe; =x (x #u)

uf=u ve xf=xa (x+u)

olarak tanimlanir ise & ve [ mnin her ikisi de O, de ve noksanlig1 1 olur. Ayrica
& biridempotent, sg = s, —1 ve a =& olur.

Boylece a € 0, noksanligi 1 ve s, >1 ise a =¢&f ve sp=5,—1
olacak sekilde O, de noksanligi 1 olan bir f elemani ve O, de noksanlig 1
olan bir & idempotenti vardir. § € O, noksanligi 1 ve sg > 1 ise yukaridaki
gibi B =¢mn ve s, =sg—1 olacak sekilde O, de noksanligi 1 olan &,
idempotenti ve 0,, de noksanlig1 1 olan bir 1 elemani vardir. Bu sekilde devam

edilirse @ € 0,, noksanlig1 1 ve s, > 1 olan elemant
=g .56 ve S, =1
olacak sekilde O, de noksanlig1 1 olan &4, ¢€,,..., &, idempotentleri ve 0, de
noksanligi 1 olan € elemani vardir. Ayrica s, = 1 olup, & idempotent olur.
Boylece 0, nin noksanligi 1 olan bir elemani noksanligit 1 olan

idempotentlerin bir ¢arpimi olarak yazilabilir. O

Teorem 3.5.15. n>2 ve 0, ={a € Sing,: (Vx,y € X;)x <y = xa < ya}

olsun. O halde rank(0,,) =n olur.

ispat: Gomes and Howie (1992), Theorem 2.7. ye bakiniz. O
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Teorem 3.5.16. n >2 ve O, ={a € Sing,: (Vx,y € X)) x <y = xa < ya}
olsun. O halde idrank(0,) = 2n — 2 dir.

Ispat: Gomes and Howie (1992), Theorem 2.8. e bakiniz. O

Teorem 3.5.17. n >3 i¢in a=(12), B=(12:n) ve § =]12|| daha 6nce

tanimlandig1 gibi; ve ayrica, & = (; 2::2) € PT,, (dom(§) ={2,..,n}veherx €

dom(§) igin éx = x ) olsun. PT,, = (o, B, §, &) olur.

Ispat X, = {1,2,...,n} nin her bir 6z alt kiimesi Y icin X,,\Y kiimesi iizerinde
tammli birim dontstiminii 1y \y yerine ¢y ile gosterelim. Boylece § = &y

olur. Bu durumda her = 2,3, ...,n i¢in
(1D)¢(1) = &y

ve ayrica, her bos olmayan 6z alt kiimesi Y icin

Sy = 1_[ Sty

iey
olur. Her bir a € PT,, i¢in & tam donilisiimii

~ xa, eger x € dom(a
<& ={ g (@)

X, aksi halde

olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda eger X, \ dom(a) =Y alnirise a =

&y @ olur. Dolayisiyla T, = (a, B,8) oldugundan PT, = (a,f, 5, &) olur.
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Sonu¢ 3.5.18.n > 3 rank (PT,) = 4 olur.

Ispat PT,\T, mutlak kismi doniisiimler yarigrubu PT,, in bir ideali oldugundan
PT,, in her doguray kiimesi T,, in bir doguray kiimesini igermek zorundadir. Ayrica,
T,, in herhangi bir doguray kiimesi mutlak kismi doniistimleri doguramayacagindan
en az bir mutlak kismi doniisiim doguray kiimesinde olmalidir. Bdylece
rank (T,) = 3 oldugundan rank (PT,) = 4 olup, PT, = (a,f3,6,¢&) oldugundan

ispat tamamlanir. O

3.6. Kongriianslar
Tamim 3.6.1. S bir yarigrup R de S iizerinde bir baginti (yani R € S X S) olsun.
Egerher a € S veher (s,t) € R igin;

1) (as,at) € R ise R ye sol uyumlu (left compatible) baginti,

2) (sa,ta) € R ise R ye sag uyumlu (right compatible) baginti ve

3) V(s,t),(u,v) ER igin (su,tv) ER ise R ye uyumlu (compatible)
baginti

denir.

S Dbir yarigrup olsun. S {izerinde sol (sag) uyumlu bir R denklik bagintisina
sol (sag) kongriians denir. S {izerinde uyumlu (compatible) bir denklik bagintisina
kongriians denir.

Yani R € S XS bir denklik bagintist ve R, S X S nin bir alt yarigrubu ise

R ye bir kongriians denir.

Onerme 3.6.2. S bir yarigrup ve p da S iizerinde bir bagintisi olsun.

p bir kongriianstir & p hem sag hem de sol kongriianstir.
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Ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.1. e bakimz. O

Tamim 3.6.3. S bir yarigrup olsun. S X § ve Ag bagintilar1 S iizerinde birer
kongriians olup bu kongriianslara S nin asikar (trivial) kongriianslar1 denir.
Eger S yarigrubunun asikar olmayan kongriiansi yok ise S ye kongriians serbest

(free) yarigrup denir.

Acikea goriilecegi tizere |S| = 2 ise S bir kongriians serbest yarigruptur.

S bir yarigrup p da S iizerinde bir kongriians olsun. Kolayca gosterilebilir
ki her ap,bp € S/p i¢in

(ap)(bp) = (ab)p

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile S/p (p denklik siniflarinin kiimesi) bir
yarigruptur. S/p yarigrubuna boliim yarigrubu denir.

Teorem 3.6.4. S bir yarigrup p da S iizerinde bir kongriians olsun.

p*:5-S/p

a—ap

seklinde tanimlanan p* 6rten bir homomorfizm olur. O

ispat: Howie (1995), Theorem 1.5.2. ye bakimz. O

Teorem 3.6.5. S ve T iki yarigrup, ¢p: S = T bir yarigrup homomorfizmi olsun.

ker¢p =¢popt ={(a,b) ESXS: ap = b}
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kiimesi S tizerinde bir kongriianstir.
Ispat: Daha 6nce ker¢ nin bir denklik bagintist oldugunu gosterdik. kerg nin
uyumlu oldugunu gostermeliyiz. Her (a,b),(c,d) € ker¢p icin a¢p = b ve
cp = d¢ oldugundan
(ac)p = (ap)(cp) = (bp)(dp) = (bd)¢p

olup (ac, bd) € ker¢ olur. Boylece ker¢ uyumlu olup, bir kongriians olur.O
Tanim 3.6.6. S bir yarigrup ve R de S fizerinde herhangi bir baginti olsun. S
nin R yi iceren en kiiciik kongrilansina R tarafindan dogurulan kongriians denir
ve R* ile gosterilir.

Bu durumda

R* = N{p: RS p ve p, S iizerinde kongriianstir}

olur. Ayrica

R¢ = {(xay,xby): (a,b) ER ve x,y € St}

olarak tanimlayalim.

Onerme 3.6.7. R¢, R yi iceren en kii¢iik sag ve sol uyumlu (compatible)

bagintidir.

Ispat: Howie (1995), Lemma 1.5.7. ye bakiniz. O

Onerme 3.6.8. R ve Q bir S yarigrubu iizereinde iki baginti olsun. O halde
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1) RS Q= R¢cqF,

2) RHE=(RH™ ve

3) (RUQ =RUQ°
olur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 1.5.6. ya bakiniz. O

Onerme 3.6.9. R sag ve sol uyumlu ise Vn € Z* icin R™ de sag ve sol

uyumludur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 1.5.7. ye bakiniz. O

Teorem 3.6.10. S bir yarigrup ve R de S tizerinde bir baginti olsun.

R# = (RC)e

olur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.8. e bakiniz. O

Tanim 3.6.11. S bir yarigrup [ da S nin bir ideali olsun. S iizerinde tanimlanan

pr=UXxI)Ulg

bagintisi bir kongriians olup, bu kongriiansa Rees kongriiansi denir.
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3.7. Green Denklik Bagintilar1 ve Regiiler Yarigruplar

S bir yarigrup ve a € S olsun. O zaman S nin a y1 iceren en kiiciik

sol/sag ve iki yanli idealleri sirasiyla

Sla=Sau{a} ={xa: xeS'}
aS' =aSu{a} ={ax: x € S'}
Slast' =SaSuaSuSau{a} = {xay: x,y € S'}

olur.

Tanim 3.7.1. S bir yarigrup ve a,b € S olsun.
albh © Sta =S
aRb < aS! = bS?

aJb & StaSt = S1ps?

seklinde tanimlanan £, R, J bagmtilarina sirasiyla sol Green (L —Green), sag
Green (R —Green) ve ] —Green bagintilar: denir.

Bunlar birer denklik bagintisidir.
Onerme 3.7.2. S bir yarigrup ve a,b € S olsun.

1) alb & a=xb ve b =ya olacak sekilde x,y € S* vardir.
2) aRb < a =bx ve b = ay olacak sekilde x,y € ST vardur.

3) adb © a =xby ve b =uav olacak sekilde x,y,u,v € S vardir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.1. e bakimz. O
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Onerme 3.7.3. £ bir sag kongriians ve R bir sol kongriians olur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.2. e bakimiz. O

Onerme 3.7.4. £ ile R degismelidir. Yani Lo R =R o L olur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3. e bakimiz. O

Tanim 3.7.5. S bir yarigrup £ ve R de S iizerinde sol ve sag Green bagintilari
olsun. H = LN R olarak tanimlanan denklik bagintisina ¥ —Green denklik
bagintis1 denir. L ve R vyi igeren en kiiglik denklik bagintisina da D —Green

denklik bagintis1 denir; ve D = LV R ile gosterilir.

O halde

D=L UR°?=Upept[L URUL UR)TU L]" = Upez+(L U R
=LURU[LUR)o (LURJU[(LUR)o(LUR)o(L U R)]U ..
=(LURU[LoLDHUL-RNURoLUMR-R]UL UR3U..
=(LURU[LU(L-R)URJU((L U R)3U..
=(LoRU[(L UR)Z?o(LUR)..
=(LoR)U(LR)..

=LoR=Ro L

elde edilir.

Bir S yarigrubu iizerindeki L,R,J,H ve D —Green denklik bagintilar
icgin H S LRCDCJCSSXS olup, aralarindaki bu iligki hasse diyagrami ile
ifade edilebilir.
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SXS

H
Sekil 2.3. Green Denklik Bagintilarinin Hasse Diyagrami

Ornek 3.7.6.

1) S birgrupise H =L=R=D=J=5X%S

2) S bir degismeli yarigrupise H = L=R =D = J olur.
Onerme 3.7.7. S bir periyodik yarigrup ise D = J olur.

Ispat: Howie (1995),Proposition 2.1.4. e bakimz. O

Teorem 3.7.8. S, T,, ve PT, yarigruplarindan herhangi biri ve «,f € S olsun. O
halde

(1) aRf ancak ve ancak ker(a) = ker(B)

(ii) alLB ancak ve ancak im(a) = im(pB)

(iii) aH B ancak ve ancak im(a) = im(B) ve ker(a) = ker(B)
(iv) aDp ancak ve ancak |im(a)| = [im(B)]

olur.
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Ispat Ganyushkin, Mazorchuk (2009),Theorem 4.5.1. e bakiniz. O

Tanim 3.7.9. m > n olmak iizere m farkli nesneyi n tane 6zdes kutuya kutular
bos kalmayacak sekilde dagitmanin sayisina (ikinci Tip) Stirling Sayisi denir ve

S(m,n) ile gosterilir.

O halde
1
S(m,n) =~ Roo(-D (2 ) (n = )™
olur. Ayrica, S(m,1) = S(m,m) =1 ve 1 <n <m olmak lizere
S(m+1,n) =S(m,n—1) +nS(m,n)
indirgeme bagintisi saglanir.
Onerme 3.7.10. T,, yarigrubunda
i. 2™ —1 tane L —Green denklik sinifi
ii. Yr.;S(nr) tane R —Green denklik sinifi
iii. 1<r<n igin D, ={a € T,:|im(a)| = r} olacak sekilde n tane
D —Green denklik sinifi vardir.

Ispat: Ganyushkin, Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.1. e bakiniz.O

Onerme 3.7.11. 1 < r < n olmak iizere T, yarigrubundaki D, smifi
i. (TTL) tane £ —Green denklik simifi

ii. S(n,r) tane R —Green denklik sinifi
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iii. (f) S(n,r) tane H —Green denklik sinifi igerir.

Ispat Ganyushkin, Mazorchuk (2009),Proposition 4.6.3, Proposition 4.6.4. ve
Proposition 4.6.5. e bakiniz. O

S bir yarigrup ve a €S olsun. a yiigeren £, R, J, H ve D —Green

denklik simiflarmi L,, R4, J, H, ve D, ile gosterecegiz.

Denklik smiflar1 ayrik oldugundan D —Green denklik sinifi ayrik
R —Green denklik siniflarmin (ve £ —Green denklik siniflarinin) birlesimidir.
aDb olsun. O halde (a,b) €D =Le°R olup, (a,c) €L ve (c,b) €ER olacak
sekildle c €S vardir.c€L, ve c€R), olup c € LyNR, dir. O halde L, N

R, # @ olur. a € D olmak iizere H, Green denklik sinifin1 alalim. O zaman

beH, < (a,b)EH=LNR < (a,b) €L ve (a,b) ER
©bel, ve bER,

©belL,NR,
oldugundan H, =L, N R, olur. Bdylece bir D —Green denklik smifi bir yumurta
kutusu (eggbox) seklindedir. Her bir satir R —Green denklik sinifini, her bir siitun

L-Green denklik sinifin1 ve her bir hiicre H —Green denklik sinifin1 gosterir.

Cizelge 1. Bir D —Green Denklik Smifi Ornegi
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Ornek 3.7.12. T; {in Green denklik siniflarinin yapisi asagidadir.

Cizelge 2. T; iin Green denklik siiflarinin yapisi

D3 L1,2,3

(123) (123)(123)

Ris3 123/'’\132/°’\213

(123)(123)(123)

231/°’\312/°’\32 1

D, L1,2 L1,3 L2,3

(123)(123) (123)(123) (123)(123)
Ry 23 122/'\211 133/’\311 233/'\322
R (123)(123) (123)(123) (123)(123)
13.2 121)'\212 131/'\313 232)'\323
Riz3 (123) (123) (123) (123) (123) (123)
112/'\221 113/°\331 223/'\332

D, Ly L, Ls

(123) (123) (123)

Ryy3 111 222 333

Teorem (Green Teoremi) 3.7.13. S bir yarigrup a,b € S olsun.
e (a,b)ER ise as=b ve bt = a olacak sekilde s,t € S vardur.
PsiLlq = Lp pe:Llp = Lg
X = XS y -yt
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seklinde tanimlanan bire-bir ve Orten olan pg ve p; fonksiyonlar1 birbirlerinin

tersidir. Ayrica her ikiside bir H —sinifin1 yine bir H —sinifina gotiiriir.

e (a,b)€L ise sa=b ve th =a olacak sekilde s,t € S vardir.

As:Ra _)Rb At:Rb —)Ra

X = Sx y -ty

seklinde tanimlanan bire-bir ve orten olan A; ve A, fonksiyonlar1 birbirlerinin

tersidir. Ayrica her ikisi de bir H —sinifin1 yine bir H —sinifina gotiirtir.
Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1. ve Lemma 2.2.2. ye bakiniz. O
Sonuc¢ 3.7.14.
i. S bir yarigrup ve a,b elemanlari ayn1 D —Green denklik siifi D nin
elemanlari olsun. O zaman |L,| = |Lp| ve |R,| = |Rp| olur.

ii. L,RED ve |D|< o ise|L|ve|R|sayilar1 |D| sayisini béler. O

Sonug 3.7.15. S bir yanigrup ve a,b elemanlar ayn1 D —Green denklik sinifinin

elemanlariise |H,| = |H,| olur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3. e bakiniz. O

Teorem 3.7.16. H bir S yarigrubunun H —sinifiise ya H2NH = @ yada
H? = H ve H, S nin bir altgrubu olur.

Ispat: Howie (1995), Theorem 2.2.5. e bakiniz. O
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Sonu¢ 3.7.17. Eger e, S nin bir idempotenti ise H,, S nin bir altgrubudur.

Dolayisiyla bir H —sinifinda birden fazla idempotent bulunmaz. O

Tamm 3.7.18. S bir yarigrup ve a € S olsun. Eger aba = a olacak sekilde bir
beS varsa a ya S nin bir regiiler eleman1 denir. Eger S nin her eleman

regiiler ise S ye regiiler yarigrup denir.

Ornek 3.7.19.
e Bandlar ve dolayisiyla yarilatisler regiiler yarigruptur.
e Her dikdortgen band bir regiiler yarigruptur.
e Gruplar regiiler yarigruplardir

e PT, veT, doniisiim yarigruplari regiiler yarigruptur.

Teorem 3.7.20. O,, bir regiiler yarigruptur.

Ispat Herhangi bir a € 0, alalim. Eger im(a) =Y ={y; < -+ <y,} ise her
i=1,..,r i¢in y;a™! = A; ve min(4;) =x; olsun. her y €Y icin xa =y
olacak sekilde en az bir x € X;, vardir. Her bir y €Y i¢in xy,a =y olacak
sekilde en kii¢iik x, € X;, alalm. Yani xy,a =y vexa =y ise x,, < x olsun. O

zaman her x € X,, icin

1:x1 1SXS:}/2—1
xp = b Vi <X< Y41 heri=2,..,r—1
X Yy Sx<n

olarak tanimlanan §:X, — X,, donlsimiini sira-koruyan olur. Her i=1,..,r

i¢in

Ai(afa) = (A4;0)fa = (yifa = x;a =y; = Aja
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olup, afa =a olur. O halde «a € 0, elemam regiilerdir. Dolayisiyla O, bir

regiiler yarigruptur. O
Tamm 3.7.21. S bir yarigrup ve a,b € S olsun. Eger
aba =a, bab=>»

ise b ye a mn tersi denir. Bir S yarigrubunda a €S elemaninin tiim
terslerinin kiimesini V5(a) ile gosterelim. Ozellikle S yi belirtmek gerekmiyor
ise VS(a) y1 V(a) olarak kisaca yazabiliriz.

Bir a €S elemaninin birden fazla tersi olabilir. Ornegin dikddrtgen
bandlarda her hangi bir eleman tersi diger tim elemanlar olur. Yani S bir

dikdortgen band ve a € S ise V(a) =S olur.

Teorem 3.7.22. S bir yarigrup ve a € S olsun. a nin bir tersi olmasi igin gerek
ve yeter kosul a nin regiiler olmasidir.

Ispat: () Asikar.

(&) a €S regiiler olsun. O halde axa = a olacak sekilde x € S vardir. O

zaman b = xax alinir ise

bab = (x ax)a (xax) = xaxax =xax =b
a a

ve
aba = a(xax)a =axa =a
N —

a

olup b,a n tersi olur. O
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S bir yarigrup, a € S bir regiiler eleman ve b € L, olsun. O zaman
axa = a olacak sekilde x € S vardir. Ayrica, ua = b ve vb = a olacak sekilde

u,v € St vardir. Dolayisiyla

b = ua = u(axa) = (ua)xa = bxa = bx(vb) = b(xv)b

olup b regiilerdir. Boylece, a regiiler ise L, nin her elemani regiilerdir. Benzer
sekilde a regiiler ise R, nin her elemani regiilerdir. Boylece agsagidaki dnermeye

sahibiz.

Onerme 3.7.23. S bir yarigrup ve a € S bir regiiler eleman ise D, mnn tiim

elemanlari regiilerdir.

Ispat: a €S regiiler ve© b € D, olsun. O zaman (a,b) €D =LoR olup,
(a,c) €L ve (c,b) €ER olacak sekilde c €S vardir. Bu durumda c € L,

oldugundan c regiiler; ve b € R, oldugundan b de regiiler olur. O

Dolayisiyla bir D —sinifi D nin ya tiim elemanlar1 regiilerdir ya da higbir
elemani regiiler degildir. Tiim elemanlar1 regiiler ise D —sinifina regiiler, aksi
taktirde irregiiler denir.
Sonug 3.7.24. e € S bir idempotent ise eee = e olacagindan e regiiler olur.
Boylece bir D —smifi bir idempotent igeriyor ise D —simifi regiiler olur. Ayrica,

her regiiler D —siifi en az bir idempotent igerir.O

Asagidaki 6nerme bunu ve daha fazlasini ifade etmektedir.
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Onerme 3.7.25. Bir regiller D —sinifinda her £ —simifi ve R —sinifi bir

idempotent igerir.

Ispat: a bir regiiler D —sinifinin elemani olsun. a regiiler olacagindan axa = a

olacak sekilde S yarigrubunda bir x elemani vardir. Boylece

1) xa idempotent ve xala

2) ax idempotent ve axRa
olur. Gergekten;
1) axa =a ve xa = xa oldugundan (a,xa) € L olup xa € L, dir.
(xa)? = (xa)(xa) = x(axa) = xa olup xa idempotenttir

2) Benzer sekilde ispat edilir.00

Onerme 3.7.26. Eger e bir idempotent ise e, R, igin bir sol ve L, icin bir sag

birim eleman olur.

Ispat: Eger a € R, ise ex = a olacak sekilde x € S* vardir. Dolayisiyla,
ea=e(ex)=(ee)x=ex=a

olup e, R, nin sol birimidir. Eger b € L, ise ye = b olacak sekilde y € S!

vardir. Benzer sekilde be = (ye)e = y(ee) =ye=b olup e, L, nin sag

birimidir. O
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D —siiflarinin yumurta kutusu resmi ters elemanin yerini belirlemek igin
faydali olacaktir. Dikkat edilirse a bir regiiler D —sinift D nin bir elemani ise a

nin her a’ tersi D nin i¢indedir ve aRaa’ ve aa’La’ olur.

Teorem 3.7.27. a bir S yarigrubunda regiiler D —sinifi D nin bir eleman1 olsun.
1) Eger a’' €V(a) ise a’ € D veiki H —smufi Hy = R, N L, ve

H, =L, N R, sirastyla aa’ ve a'a idempotentlerini igerir.
2) Eger R,NnL, ve LN R, sirastyla e ve f idempotentlerini icerecek

sekilde b € D ise Hp,

olacak sekilde a nin a* tersini igerir.

3) H —smifi a nin birden fazla tersini icermez.

Ispat 1) a regiiler olup a nm tersi mevcut olup, V(a) # @ olur. a’ € V(a)

olsun.

L, L,
R, |a aa’'
! !
R, | aa a

O zaman aa’'a=a ve a'aa’ =a' olup, (aa’)(aa") = (aa'a)a’ = aa’ ve
(a'a)(a’'a) = (a'aa’)a = a’a oldugundan aa’ ve a’a, D de iki idempotent
olur. Ayrica (aa')a =a ve (a)a’ = aa’ oldugundan (a,aa’) € R, yani aa’' €

R, ve a'(aa’) =a’ ve a(a’) = aa’ oldugundan (aa’,a’) € L, yani aa’ € L,
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olur. Boylece (a,aa’) € R ve (aa',a’) € L oldugundan (a,a’) € D, yani a' €
D, olur.

Ayrica aa’ € HL =R, NLy (Hy=R,NL, bir grup) ve benzer sekilde
a'a€ H, =L, NR, (Hy =LsNR, bir grup) olur.

2)
La Lb
R, | a e
Ry, | f a’, b

eER,NLy, fEL,NR, olsun. a* € V(a) oldugunu gosterelim. aRe olup e
idempotenti R, igin sol birim (Onerme 3.7.26.) olacagindan ea =a olur.
Benzer sekilde aLf olup, f idempotenti L; igin sag birim (Onerme 3.7.26.)
olacagindan af = a olur. aRe oldugundan ax = e ve alf oldugundan ya = f

olacak sekilde x,y € S vardir. Simdi a* = fxe alalim. O zaman

aa*a = a(fxe)a = (af )x(ea) =axa =ea=a

a‘aa* = (fx@g(fxe) =fx(££)xe =fx(a\_ﬂe = fxe=a"

olup a* € V(a) olur. Ayrica,

aa* = a(fxe) =axe=e?=e

a*a = (fxe)a = fxa =yaxa =yea=ya=f
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oldugundan a” € L, ve a" € Ry olur. O halde a* € L, N Ry olur. Ayrica e €
RoNL, ise e€L, ve fEL;NR, ise fER, olup, a" €L, NRr =1Ly N

Rb = Hb olur.
3) Kabul edelimki H —smifi H, de a nmin a*, a’ gibi iki tersi bulunsun. aa’ ve
aa*, H —smifi R, NL, de idempotent oldugunu (2) den dolay1 biliyoruz.
Boylece bir H —simifi birden fazla idempotent igermeyeceginden (Sonug 3.7.17.)
aa’ = aa” olur. Benzer sekilde a’a = a*a olur. Dolayisiyla, arzu edildigi gibi

a*=a"aa* =a*aa’ =a'aa’ =a’
olur. O
Sonuc 3.7.28. Boylece bu teorem bize regiiler bir D —sinifinda bir a elemaninin
tersini L deki bir idempotenti ve R deki bir idempotenti kullanarak insa
edebilecegimizi gosteriyor (a* = fxe ). O halde bir sonlu yarigrupta

V()| = |E(Lo)IIE(RS)]

olur.0d

Onerme 3.7.29. ¢ ve f bir S yarigrubunda idempotent olsunlar. O zaman

(e, f) € D olmasi igin gerek ve yeter kosul

olacak sekilde bir a € S ve a nintersi a’ elemaninin mevcut olmasidir.
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Ispat: (=) (e,f) €D olsun. Yani e ve f aym regiler D —smfi D ye aittir.

(Ciinkii e ve f idempotent oldugundan D regiilerdir.)

Ly L,
R, | a e
Rf f a

a € R, N Ly alahm. O zaman Teorem 3.7.27. (2) den dolay1 aa’ =e ve a’'a =

f olacak sekilde L, N Ry de a ninbir a’ tersi mevcuttur.

(&) aa’' =e, a'a=f olacak sekilde bir a €S ve a ninbir a’ tersi mevcut

olsun. Teorem 3.7.27. (1) den dolay1 eRa, aLf olup eDf olur. O

Onerme 3.7.30. Eger H ve K ayn (regiiler) D —smifinda iki grup olan

H —smiflariise H ve K izomorfiktir.

ispat: H, ve Hy gruplarnin birimleri sirasiyla e ve f olmak lizere H = H,,

K = Hy oldugunu kabul edelim.

L, Ly
R, | e a
Rf a’ f
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a€R,NLs ((e,f) €D oldugundan R, N Ly # @ ) alalim. Teorem 3.7.27. den

dolayr L, N Ry de a nmbirtersi a’ vardir ve
r ! — — — ! — I !
aa’'=e, ada=f, ea=af =a, ae=fa =a

olur. Green teoreminden dolayt p,|H,.:H, = H, ve  Ag|Hgq:Hg > Hy
doniigiimleri birebir ve orten olur. ¢ = pgd,: H, > Hy  doniigiimii her x € H,
i¢in

x¢p =a'xa

olarak tamimlanirsa ¢ de bire-bir ve orten olur. ¢ nin tersi ¢~ Hf - H,

doniisiimi her y € Hr igin
yp~1 = ayad (Vy € Hf)
olarak tanimlanir. Her x4, x, € H, icin

(X10)(x29) = (a’xla(gixz a) = a'(x1x2)a = (x1x3)¢

olup ¢ bir homomorfizm olur. Bdylece H = H, = Hy = K olur. O

Onerme 3.7.31.a ve b bir D —simfi D nin elemanlar olsunlar. ab € R, N Ly,
olmasi igin gerek ve yeter kosul L, N R, nin bir idempotent elemana sahip

olmasidir.

ispat (=) ab € R, N L, olsun. O zaman ab € R, olup abc = a olacak sekilde

c € ST vardir. Teorem 3.7.13. den bire-bir ve drten p.: H, = L, N R, doniisiimii
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her x € H, i¢in xp. = xc olarak tanimhidir. Béylece b € H, olup bp, = bc €
L,NRy olur. Her y € L, N Ry, igin yp, = yb olarak tanimh p,: L, N Ry — Hy

doniisiimii de bire-bir ve orten olup p, nin tersidir. Dolayisiyla

La Lb
R, | a ab
Rb de b

(be)? = bebe = ((bpe)pp)pe = bpe = be
olup bc, L, N Ry, nin bir idempotent elemanidir.

(&) Tersine L, N Ry, bir e idempotentine sahip olsun. e € L, N R, oldugundan
e €L, ve e € R, olur. Dolayistyla e, L, nin sag birimi ve e, R, nin sol birim
elemani olur. Her x € H, i¢in xp, = xb olarak tanimlanan p,: H;, = R, N L,

doniisiimii bire-bir ve rten olup (a)p, = ab € R, N Ly, olur. O

Sonug 3.7.32. H, S nin bir H —sinifi olsun. Asagidakiler birbirine denktir :
i) H bir idempotent igerir;
ii) hera,b € H igin ab € H olur;

iii) H, S nin bir maksimal alt grubudur.

Ispat: Higgins (1992),Corollary 1.2.6. ya bakiniz.O
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4. YON KORUYAN DONUSUMLERIN MONOIDi

4.1. Devir ve Anti-devir

Tamm 4.1.1. Bir zincirden sonlu bir A = (a4, ay,as, ...,a;) dizisini alalim. Eger
a; > a;;1 olacak sekilde birden fazla i indisi yoksa bu A = (a4, a,,as, ..., a;)
dizisine bir devir veya saat yoniinde denir. Eger a; < a;,4 olacak sekilde birden
fazla i indisi yoksa A = (aq,a,,as,...,a;) dizisine anti-devir veya saat yonii
tersinde denir.

Ornegin;

(1,1,2,5,1,1,1) dizisi bir devirdir.
> 7 X

(1,1,1 o 5 B 2 o 1,1) dizisi bir anti-devirdir.
7 NN

(1,1,1 o 5 o 1,1,1) dizisi hem devir hem de anti-devirdir.
720N

(1,1,2,5,6,3,4,4,4)/1 dizisi hem devir hem de anti-devir degildir.
SO R W A S T
2 2 2 N 2 N

A = (a4,a;,0a3,...,a;) dizisinin bir devir olmasi igin gerek ve yeter kosul

birtek i € {0,1,...,t — 1} i¢in

aitq < Aito <--< a; < aq <-- < a;

olmasidir. (Burada i=0 ise a; <a, <--<a; olur) Benzer sekilde 4 =
(a1, ay,as, ...,a;) dizisinin bir anti-devir olmasi igin gerek ve yeter kosul bir tek

i€{0,1,..,t — 1} icin
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Aip1 2 Qjpp =2 A 20 = 2 G
olmasidir. (Burada i =0 ise a; = a, = -+ = a; olur.)

(1,1¢J2¢J5\:J1,1,1) dizisinde =4 olur. as<ag<a;<a;<a; <
220N

a;<a, yani 1<1<1<1<1<2<5 olup bu dizi bir devirdir. Halbuki
(1,1,2,5,6,3,4,4) dizisinde ise @41 <<a;<ag<a;<a; <<y

olacak sekilde bir i yoktur; yani bu dizi devir degildir.

Lemma 4.1.2. A bir devir (anti-devir) olsun. Ayrica, A nin bir anti-devir (devir)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A dizisinde en fazla iki farkli terim olmasidir.

Ispat: (=) A= (a,a,...,a) seklinde bir sabit dizi ise, actkga A hem bir devir
hem de bir anti-devirdir.

A sabit olmayan bir devir olsun. A = (a4, a,,as, ...,a;) olsun. O zaman a; >
a;.q1 olacak sekilde bir tek i indisi vardir. a; > a;,, olacak sekilde i var olup
a; # a;.1 seklinde A da iki deger vardir. Kabul edelim ki A da ikiden fazla
deger olsun. A da 3 tane deger oldugunu varsayalim. O halde a; # a;, a; # a;41

olacak sekilde j < i mevcut olsun.
A=(ay, ..., Qi) iy, e, p) [ O

dizisinde a; > a;4, olacak sekilde bir tek i indisi olup a; £ a; olur. A devir

olup

A= (aj, aj, ...,ajk_baik_,daiﬂ,aiﬂ, ...,ai+1)Jaj
2 N 2
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dizisinde birden fazla artan deger oldugundan A anti-devir olamaz. Burada a; <
a;, aj4q < a; ve j=1i—1 olmalidir. Eger A da 3 den fazla deger olsa 1 den
fazla artan deger olacagindan A anti-devir olamaz. O halde A da en fazla 2
deger olmalidir.

(&) A ikiden fazla degere sahip olmasin. A bir devir olup a; # a;4+1, a; >

a;;+q olur. O halde

A= (q; o @i o Qiggs e Qig )/ a;
< 7

olup A da bir artig bir azalig mevcuttur. O halde A bir anti-devir olur.
A bir anti-devir olsun. O zaman A nin bir devir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul A nin en fazla iki farkli degere sahip olmasi benzer sekilde gosterilir. O

Tamm 4.1.3. A = (a4, ay, ..., a;_1,a;) bir dizi ise A" = (a;, a;—q,...,a;) olarak

tanmimlanan A” dizisine A nin ters dizisi (reversed sequence) denir.

Lemma 4.14. A = (a4, a5, ...,a;) , X, Tlzerinde bir dizi olsun. A min bir devir

(anti-devirdir) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A” nin anti-devir (devir) olmasidir.

ispat A bir sabit dizi ise Lemma 4.1.2. ve A = A" oldugundan sonug agiktir. Bu
nedenle sabit olmayan diziler i¢in ispati1 tamamlayalim:

(=) A = (aq,ay,...,a;) sabit olmayan bir devir olsun. O zaman sadece
bir i indisi i¢in a; > a;;; olur. Dolayisiyla A" = (a; ai—q, ..., 01) =
(b1, by, ..., b) olarak tammlanir ise bir tek j =t —1{ igin b; < bj;; oldugundan
A" Dbir anti-devir olur.

(&) Benzer sekilde gosterilir.O
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Ornek 4.1.5. A = (1,2,3,4,1,1,1) dizisini alalm. A=(1,2,3,4,1,1,1)
> 77X

dizisi devirdir. Ayrica A" = (1,1, 1¢J4¢3¢2¢1) olup, A" dizisi de bir anti-
20N NN

devirdir.
Lemma 4.1.6. A = (a4, a;, ..., a;) dizisi bir devir olsun.

a) i <l <--<li. olmak iizere B = (a;,a;,..,a;) alt dizisi de bir

devir olur.
b) Her1l<j <t icin(a;,aj41,.,q Aq,...,aj_1) dizisi de bir devirdir.
Ispat a) B = (ai,, a,, ..., a; ) dizisi sabit ise devirdir. B = (a;,, a;,, .-, a;,)
sabit olmayan bir dizi olsun. A = (a4, ay, ...,a;) dizisi bir devir oldugundan bir
tek i € {0,1,...,t — 1} igin
ai+q < Aito <.-< a; < aq <--< a;

olur. Ayrica, 1<i; <i, <--<[.<t ve r=2 oldugundan bir tek k€

{0,1,...,r — 1} igin i, < i < ix4q olur. Boylece
Ajp+1 S Ajpy2 S S, S Q, <=,
oldugundan B dizisi devirdir.
b) Tanim geregi agik. O
Tamm 4.1.7. k € {0, 1, ...,n — 1} olsun. X,, lizerinde <, tam siralama bagintisini

k+1Skk+2SkSank1£kSkk
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olarak tamimlayalim. Eger i <, j ve i #j ise i <j j yazariz. Dikkat edilirse
i<,j © i—-k<j—k

olur.

Boylece eger a;,q <y a; olacak sekilde birden fazla i indisi yok ise o
zaman A = (aq,a,,...,a;) dizisine <, ya gore devir denir. Eger a; <j a;41
olacak sekilde birden fazla i indisi yoksa A = (a4, ay,...,a;) dizisine <, ya
gore anti-devir denir.

Kolayca gortilecegi iizere A nin <, ya gore bir devir olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul

Aji1 <k aji2 Sk Sk A Sk A1 Sg - Sg a;

olacak sekilde bir tek j € {0,1, ...,t — 1} mevcut olmasidir.

Ornek 4.1.8. A = (1,1,2,5,1,1,1) dizisini goz oniine alahm. a;,, <, a; olacak

sekilde bir tek i = 4 indisi var olup A dizisi <, ya gore devirdir.

o k=4i¢in; 55,6=<,7<5,1<5,2<,3<,4o0ldugundani =3

a4:5 S4a5:1 S4a6:1S4a7:1S4a1:1S4a2:1S4a3:2

olup, A dizisi <, ya gore devir olur.

o k=1ligin; 2 <;3 <14 <15 <6 <17 <5 1oldugundani =2

a3:2 Sla4:5S1a5:1S1a6:1£1a7:131a1:1S1a2:1
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olup, A dizisi <; ya gore devir olur.

Lemma 4.1.9. A = (a4, ay, ..., a;), X, nin elemanlarinin herhangi bir dizisi olsun.

O zaman asagidakiler birbirine denktir:

a) A, <y=< siralamasina gore bir devirdir.

b) Enazbir k=0,1,..,n—1 igin <, siralamasina gére A bir devirdir.

c) Her k=0,1,..,n—1 icin <, siralamasina gére A bir devirdir.
ispat (a) = (b) k = 0 mevcuttur.
(b) = (¢) Bir k igin, <, siralamasina gore A bir devir olsun. O zaman j €
{0,1,...,t — 1} icin

k+1 <k ajt+q <k a2 Sk Skt < a1 <p .. < a; <g k

olur. Eger k + 2 <j a;,4 ise

Aj1 Sk+1 Gjg2 Skt - Skt At Skt1 Q1 Skt o Skt1 G

olur. Eger birs € {1, 2, ...,t} i¢in
k+1= Ajy1 = " = Qjgs <k k+2 Sk Ajts+1 Sk Sk a;
ise

Ajtrst1 Skt - Skt1 G Sgt1 - Sgr1 Gas =k +1
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olur. Boylece, her iki durumda da A4, <, 4 e gore bir devir olur.. Dolayisiyla k

tizerinde tiimevarimla A her k i¢in, <, siralamasma gore devir olur.

(c) = (@ ke{0,1,..,n—1} olup her k i¢in <, ya gore devir oldugundan

k =0 igin de <y=< siralamasina gore devir olur. O

4.2. O0P,, Monoidi

Tamm 4.2.1. @ € T,, olsun. Eger (1, 2a,...,na) dizisi bir devir ise a ya X,
de yon koruyan (orientation-preserving) doniisiim denir. Lemma 4.1.9 dan bu
dizi her 0 <k<n-—1 icin <, ya gore devirdir. X,, deki tim y6n koruyan

doniigiimlerin kiimesini OP, ile gosterilir.

Lemma 4.2.2. @ € OP, ve X, nin elemanlarindan olusan (b4, by, ...,b;) dizisi

bir devir olsun. O zaman (b;a, b,q, ..., b;a) dizisi de bir devirdir.
Ispat: (b, by, ..., b.) devir oldugundan biri € {0, 1, ...,t — 1} icin
biy1<bjy < <b<b < <b
olur. Ayrica, a € OP, oldugundan bir j € {0,1,...,n — 1} igin
+Da<(+2)a<s--<na<la<<ja
olur. Dolayisiyla a , {j +1,..,n} ve {1,2,..,j} kiimeleri iizerinde bir sira-

koruyan dontisim olur. Eger b;,; €{j+1,..,n} veya b; €{1,2,..,j} ise
acikca
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biy1a < bjj,a < <ba<ba<- <bhua

olur. Yani (bya, b,a, ...,b;a) dizisi devirdir. Kabul edelim ki b;,; <j+ 1 ve

b; > j olsun. O zaman bir r i¢in ya
i+1<r<t ve biq,..,b_1 €{1,2,..,j}

yada 1 <7 <1 i¢in

biy1, ., be, by, o b1 €{1,2,...,j} ve by,..,b; €{j+1,...,n}
olup her iki durumda da

ba<--<ba<bha<-<b _a

olur. O
Teorem 4.2.3. OP,, O0,, yi igeren T,, nin bir alt monoidi olur.
Ispat: Her a € 0,, icin 1la < 2a < - < na oldugundan (la,2a,...,na) bir
devir olup a € OP, yani 0, € OP, olur. Simdi OP, < T, oldugunu gosterelim.

a,B € OB, alalim. @« € OP, oldugundan (la,2a,...,na) bir devirdir.

Boylece, 1a, 2, ...,na € X,, ve (1a,2q,...,na) devir olup Lemma 4.2.2. den

(1a)B, Ra)B, ..., (na)B) da devirdir. Dolayisiyla

(1B, 2a)B, ..., na)B) = (1(ap), 2(ap), ...,n(ap))
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bir devir olup aff € OP, ve boylece, OP, < T,, olur. Ayrica 1 3 g - Z) € 0P,

oldugundan OPF,, T,; nin alt monoididir. O

Onerme 4.2.4. Sabit olmayan bir « € OP, elemaninin bir sira koruyan doniisiim

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1la < na olmasidir.

Ispat: (®) a € 0, sabit olmasin. O zaman la < 2a <+ <na ve a sabit
olmadigindan la < na olur.

(&) a € OP, ve la < na olsun. Eger i # 0i¢in (i + 1)a < ia ise
(+Da<s(it2)as—<na<la<--<ia
olusu la < na olmasi ile ¢eligir. O halde i = 0 olup,
la <2a < <na

oldugundan « sira koruyandir. O

i tamsayist {—1 ve i+1 arasinda bulunacak sekilde X, nin
elemanlarini bir devirin ¢evresine saat yoniinde yerlestirilmis olarak gorebiliriz. Bu
durumda farkli li¢ eleman i,j,k € X,, icin (i, j, k) dizi ya bir devir ya da bir anti-
devir olur.
Onerme 4.2.5. « € OP, ve (i,j, k) X, nin 3 farkli elemanlarinin herhangi bir
t¢liisii olsun. Eger elemanlari farkli ise o zaman (ie, ja, ka) tuglisi (i,j,k) gibi

ayn1 yone sahiptir.

i,k € X,, iginbir [i,k] arahig
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[i, k] ={i,i +1,..,k—1,k} ile saat yoniinii veya
[i, k] ={i,i —1,..,k + 1,k} ile saat yoniiniin tersi ifade edilebilir.

Bundan sonra biitiin araliklar saat yoniinde ifade edilir.

Tanim 4.2.6. Eger K bir i € X, ve 0 <t <n—1 i¢in [i,i + t] formuna sahip

ise K € X,, kiimesi konvekstir. Eger a € OP, ise

Ty ={(x,y) € X, X Xt xa = ya}
denklik bagintisini belirler.Bu denklik bagintisina a@ nin ¢ekirdegi (kernel) denir
ve bu denklik bagintisinin denklik simiflart xa ™! alt kiimeleridir. Eger bir kernel
sinifi bir tek eleman (sadece yansimali olan elemanlari) igerirse bu kernel sinifina
trivialdir denir. ¢ nin kernel siniflarnin kiimesini Ker(«) ile gosterilir.
Onerme 4.2.7. a € 0, nin kernel smiflar1 konveks olur..
Ispat: Herhangi bir a € 0,, icin

ker(a) = {(x,y) € X, X X xa = ya}

(x,y) € ker(a) ve x <y olsun. x < z < y olacak sekilde bir z € X,, alalim.

a € 0, olup xa < za < ya = xa oldugundan xa = ya = za olur. O
a = (12 ...n) tarafindan dogrulan devirli grup Z,, olsun. X,, kiimesinin a =

(12 ...n) altindaki gorintii dizisi (2,3, ...,n,1) olup, bir devir oldugundan a =
(12..n) € OB, olur.
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Lemma 4.2.8. g € 0,, olsun. Bir1 <r <n-—1 igin a"g € 0,, olmasi igin gerek

ve yeter kosul g nin sabit olmasidir.
Ispat (¢) g€ 0, ve g sabitolsun. Her 0<r<n-1 igin a"g=g €0,
olur.

(=)g €0, vebir 1<r<n-—1 igin a"g € 0,, olsun. Kabul edelim ki
g sabit doniisiim olmasin. O zaman

i=1lg<ng=j
olur. Boylece n —r <n —r + 1 oldugundan
m—ra"'g=ng=j>i=1g=Mm—-r+1a"g

olur ki bu durum a"g € 0,, olmasi ile gelisir. O halde g sabittir. O
Teorem 4.2.9. Her a € OP, i¢in @ = a’ f olacak sekilde 0 < r < n — 1 tamsayisi
ve f € O, eleman1 vardir. Sabit olmayan a € OP, i¢in bu pargalanis tektir. Boylece
OB, =(0, U{a}) olur.
Ispat: @ € OP, olsun. a sabit bir doniisiim ise f = a € 0, ve r = 0 alinir ise
a’f = f = a olur. Kabul edelim ki a sabit olmayan bir doniisiim olsun. O zaman
ia > (i + 1)a olacak sekilde bir tek i € X, vardir ve

mingcjcpja=(>(+Da<--<na<la < <ia=max;<j<qja

olur. Her x € X, i¢in xf = (x + i)a olarak f’yi tanimlayalim. O zaman
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If=A+Da<2f=Q+Da<-<nf=m+Da=ia
olup, f € 0, olur. Ayricar =n—1i almiriseher1 <j < n ig¢in
j@ H=0G+nNf=(+r+da=(+n)a=ja
olup, @ = a”f olur.

« sabit olmayan doniisim ve f,g € 0, ve 0<k,l <n—1 olmak lizere @ =

a¥f =a'g oldugunu varsayalim. O zaman f =a'"%g olup, g sabit

olmadigindan Lemma 4.2.8. den dolayr [ —k =0 olur. Dolayisiyla da f =g

olur. O
Sonu¢ 4.2.10. |0P,| = nC(2n—1,n—1) —n(n — 1) olur.

Ispat: |OP,| = 1Z,,|(10,] = n) + n =n|0,| —n? +n
=nC2n—1,n—-1)—-nn-1).0

Teorem 4.2.11. a = (12..n) €0P, ve f=(;75"")€ 0P, olmak iizere

OB, = (a, f) dir. Dolayisiyla rank(OP,) = 2 olur.
Ispat: Catarino (1998), Theorem 2.1. ¢ bakimz. O

Lemma 4.2.12. a € OP, ve K da a nin herhangi bir kernel siifi olsun. O halde

K konvekstir.

Ispat: « € OP, ise birtek i € X,, igin
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olur. Boylece bir j <; k i¢in ja = ka ise
ja=G+Da=-=(k—-1a =ka

olup, bu kernel siniflarinin konveks oldugunu ispatlamak i¢in yeterlidir. O

Lemma 4.2.13. n inci fibonacci sayist F, olsun. O zaman her n = 1 igin

i) |E(0n)| = FZn
i) |E(OP)| =n+ X1 k*Fomi

Ispati) |E(0,)| = e,, ile gosterelim. Herhangi bir a € E(0,,4;) alalim. O zaman

iki durum s6z konusudur;
1. Xppa © X, ve 2. X € X,

1. Durum : X,,1a € X, olsun. O zaman na < (n+ Da <n olup, a’? =«

oldugundan
ne<(n+Da=mn+1a?<na

olur, ve bdylece (n+ 1)a =na olur. O halde aly, € E(0,) olur. Ayrica § €
E(0,) ise

- {x,b’, xXsn
npg, x=n+1
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olarak tamimlananan f € E(Opyq) ve Xp1f S X, olur. Boylece, birinci

durumda E(0,,,) de |E(0,)| = e, tane idempotent vardir.
2. Durum: X, 41 € X,, olsun. O zaman en az bir { € X, i¢in ia =n+ 1 olur.
Ayrica, her j =i icin n+1=ia <ja olacagindan ja =n+1 olur. Simdi
k=min{i € X,,1: ia =n+1} olarak alalm. k>2 ve (k—Da=1<n
olsun. Eger | > k olsaydi a € E(Op41) ve | € im(a) oldugundan
l=la=n+1

olur ki bu da k nin se¢imi ile celisir. Boylece [ <k yani [ <k—1 olup
(k —1)a < k —1 olur. Dolayisiyla a € E(0Op41) oldugundanher 1 <i<k -1
igin i < (k—1Da <k —1 oldugundan aly, € E(Or_,) olur. Her 2 <k <
n+1 i¢in

E, ={ad €E0ps1): (k—1Da<k-1lveka=n+1}

olarak tanimlayalim. Boylece |Ey| = |E(Oy_1)| = ex_1 olur. Ayrica k =1 ise

_( 1 2 3 .. n n+1)
" \n+1n+1n+1..n+1n+1

olup |E;| =1 olur. Ej, lar ayrik oldugundan ikinci durumda
1+el+ez+"'+en

tane idempotent vardir.
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Boylece |E(Opyq1)l =€+ (ep+ep_q1+--+e;+1) olur. Teorem 3.3.7 de
gosterildigi tzere Yp—qFor =Fypny1 —1  oldugundan e, = F,,  oldugunu

ispatlamak yeterlidir. n =1 i¢in e; =1 =F, olur. n =2 i¢in
62=61+el+1=F2+F2+F1=F2+F3=F4

olur. Her 1 <k <n i¢in e, = F,; olsun. O zaman

n
en+1:en+(en+en_1+"'+el+1):F2n+ZF2k+1
k=1

=Fn+tFon—1+1=Fpyo =FZ(n+1)
olur. Dolayisiyla e,, = F,,, olur.

ii) Once idempotent elemanlarin bazi drneklerine bakalim. Imaji 2,4,6 olan OPg

de idempotent yazalim.

(12345678) (12345678) (12345678)
62244666/'\22444622)'\22446666

OP, icin idempotent elemanlar1 yazmay1 genelleyelim. « € E(OP,) alalim.

_(12...i—1i.i+1...n—j—1n—j.n—j+1...n—ln)
“= rr .. r r’ ' r . T T

1 haric 1 den sonraki kismi bloklama yapalim. 1a =7 ve |ra™!| = k olsun.

O zaman yukaridaki gibi r leri yerlestirebiliriz. « € E(OP,) oldugundan r €

ra~! olur. k = n ise a sabitolup n tane sabit idempotent vardir. O zaman 1 <

k < n—1 kabul edebiliriz.
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i=kise ra ' ={1,2,...k—1,k},

i=k—1ise ra ™t ={1,2,...,k —1,n},
i=k—-2ise ra ' ={1,2,...k—2,n,n— 1},
i=k-3ise ra'={1,2,...,k—3,nn—1,n-2},

i=k—(k—i)ise rat={1,2,..,iin,n—1,..,n—(k—i—1},

i=3ise ra '={1,2,3,n,n—1,..,n— (k —4)},
i=2ise ra '={1,2,n,n—1,..,n— (k—3)}, ve

i=1lise ra t={1,n,n—1,..,n— (k—2)}olur.

(12 .i-1i i+len—j-1n—j n—j+1l.n-1n
“= rr .. r r’ ’ r . T T

B

C=X,\ ra~! olmak iizere f = a|, olsun. O zaman 1. im(B) S C ve 2. B €
E(0,;) oldugunu gosterelim.
1.iddia: Kabul edelim ki im(8) € C olmasm. O zaman xf =y olacak

1 mevcut olur. O zaman

sekilde x € C ve y Era”

xf =xa=xa’=(xa)a=ya=r

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla im(8) € C olur.
2.1ddia: Her x € C igin

XB? = (B)B = (xa)f = (xe)a = xa? = xa = %
eC

olup, f idempotenttir.
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Simdi de £ nin sira koruyan oldugunu gosterelim.

i=k ise 1<r<k ve im(f) S C oldugundan (n+ 1)a = la < na
olur. Her x,y € C i¢in a € OP, olup x <y ise xf =xa <ya =yf olur. §
sira koruyandir.

i<k olsun.Eger 1<r<iise n—k+i€C ve im(f) € C oldugundan
m—k+D)Bf=Mm—-k+dDa>n—-k+i+1Da=rolur. Egern—k+i+1<
r<n ise i+1€C ve im(f)<S C oldugundan ica =7r > (i + 1)a olur.
Boylece, her iki durumda S sira koruyandir.
-1) =

Sonug olarak |ra k olup |C| =n —k oldugundan (i) den dolay

1

Fy(n-ky tane B vardir. k farkli ra™" oldugundan k farkli € kiimesi olur.

Ayrica |ra” =k ve r€ra?l

kkFym_iy = k*Fy;—iy tane |(la)a™'| =k olacak sekilde OP, de a

oldugundan k farkli r segebiliriz. Boylece

idempotenti vardir. Dolayisiyla

n—-1
[EQOP)| =n+ ) k*Fyim_p
=1

olur. O

Teorem 4.2.14. Her n>1 igin |E(OP)| = Fap1 + Fops1 — W2 —n+2)

olur.

Ispat: Daha 6nce Y 7_; For = Fopnyr — 1 ve YR Fors1 = Fany, oldugu Teorem

3.3.7 de gosterildi. |E(OPB,)| = e,, olsun. Ayrica,

n-1

n
z Exn-iy =Fon + Foqu-py + -+ B+ F, = For = Foppqr — 1
k=0 k=1
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olur. Dolayisiyla

n-1 n-1n-1
Z k Fyn-iey = Fan-1) + 2F2(ny + -+ (n— DFp 1 = Z Z Fytn-r)
k=1 j=1 k=j

n-1 n-1 n-1
= Z o1+ Fopt ot Foqejy = Z Fotm—jy+1 — Z 1
]:1 ]:1 ]=1

=F2n_1+---+F5+F3—(n—1)+1—1=F2n—n

bulunur.

en = |E(OP))| = n+ YRZ1 k*Fy(n—ky oldugunu biliyoruz. Buradan

n-1

n
en+1 —€p=n+1+ Z kzFZ(n+1—k) -—n- Z kzFZ(n—k)
k=1 k=1

n n—1
=1+ Z k?Fyn-(k-1)) = Z k?Fyn-i
k=1 k=1
n-1 n-1
=1+ Z(k + 1)?Fynoi) — Z k?Fyn-k)
k=0 k=0

n-1 n-1 n-1
=1+ Z((k +1)2 = k*)Fym_py =1+ Z Fyn—ky +2 Z kFy(n_i)
k=0 k=0 k=1

=14 (Fone1 — D+ 2(Fon —n) = Fop + Fopyy — 2n

elde edilir. Dolayisiyla

ent1 = €n + Fop + Fopip — 2n

82



4. YON KORUYAN DONUSUMLERIN MONOIDI Avysegiil DAGDEVIREN

en =ep 1+ Fpmoy+ Bmone2 —2(n—1)

en-1 = €n2 + Fomn_z) + Fo(no2y12 —2(n— 2)

e3 =€yt Fp+ Fyp4p — 2.2
e;=e +F,+FE -2
olup,
eny1 =€+t +Ey+Fy+Fo+ 4+ Fam2) + Fon-2)+2 + Fon-1) +
Fatmetyrz + Fon + Fongn — 2 — 2.2.— = 2(n —2) —2(n — 1) — 2n
ent1 = 2(F + Fy + -+ Fop) + Fopiza —n(n+ 1)
en+1 = 2(Fony1 = 1) + Fopyp —n(n + 1)
ent1 = Fong1 + Fopgg —n? —n—2
bulunur. n yerine n — 1 yazlir ise
en = Fan_1 + Fangr — (0 —n+2)
elde edilir. O

Onerme 4.2.15. Z, = (a = (1 2 ...n)) olmak iizere.

0, Z, ={a € OB,: 1la # na}U{a € OB,: |X,,a| = 1}

olur.

ispat: A, = {a € OP,: la # na} ve A, ={a € 0P, |X,a| =1} alalim ve
O, Z, = AL U A, oldugunu gosterelim.

a €0, Z, olsun. a sabit doniisiim ise a € A, olur. a € 0,, - Z,, sabit
olmasin. O zaman a = fa™ olacak sekilde f €0, ve 0<m<n-—1 vardrr.
f € 0, de sabit olmadigindan 1f #nf olup 1la = (1f)a™ # (nf)a™ = na
olur. Béylece a € A; olup 0O, - Z, € A; U A, olur.

Tersine ¢ € A; UA, olsun. @ € A, ise a sabit olup, ¢ € 0,, ve dolayisiyla

a=aa’ €0, Z, olur. «a € A; olsun. O zaman la # na olur. Eger na > la
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ise Onerme 4.2.4. den a bir sira koruyan déniisiimdiir ve « = aa® € 0, Z,
olur. Eger na < 1la ise; la =k ve m=n—k + 1 olmak lizere f doniisiimii
xf =xa+m (x € X,,) olarak tanimlayalim. Her b € X,, i¢in

b(fa™™) = (bf)a ™ =bf —m = (ba + m) —m = ba

oldugundan fa™™ = a ve dolayisiyla f = aa™ € OB, olur. Ayrica, la =k ve

m =n— k + 1 oldugundan

1If =la+m=k+m=n+1=1

olur. na # 1la = k oldugundan

nf=na+m+k+m=1

yani nf # 1 olur. O halde 1f <nf, f € OP, ve Onerme 4.2.4. den f € 0,

olur. O

Bu 6nermeden dolay1 OB, # O,, - Z,, olur. Fakat Teorem 4.2.9. dan OPF, =
Zy * Op, oldugunu biliyoruz. Buradan O, * Z,, # OF, olmakla birlikte

(On* Zy) 0p=0yn" (Zy*0y) =0y OP, = OP,

ve boylece, (0, Z,)? = OP, olur.

4.3. OP, nin Baz1 Ozellikleri

Teorem 4.3.1. OB, regiiler bir yarigruptur.
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Ispat: « € OP, olsun. Teorem 4.2.9. dan @ = a” f olacak sekilde 0 <r <n-—1
tamsayist ve f € O, elemani vardir. Ayrica Teorem 3.7.20. den O,, regiiler bir
yarigrup olup f-g-f = f olacak sekilde g € 0,, vardir. Onerme 4.2.5 ten § =

ga™" €0, Z, € OP, alinir ise
a-fra=df gl "-a)f=df g f=df=a
olup, a € OP, regiilerdir. O
OP, regiiler oldugundan dolay1

RO = R™n 0 (OB, x OB,)

LO%n = £Tn 0 (OP, X OP,)

HOP = 3™ n (OB, X OB,
Yani «,f € OP, icin

aRf © ker(a) = ker(f)
alf © X,a=X,0
aHp e X,a =X,B ve ker(a) = ker(f)

ve OP, sonlu bir yarigrup oldugundan dolayr D9Pn = 7% olur.
Lemma 432. 0<km<n—-1ve f,g€O0, icin a=a*f ve f=a"g

olsun. O halde 0P, de aLf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 0, de fLg

olmasidir.
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Ispat: im(a) = im(a*f) = im(f) ve im(B ) = im(a™g) = im(g) oldugundan

sonug agiktir O

Yukardaki lemmanin bir benzeri n > 2 icin R simiflar i¢in gegerli degildir.

Ornegin; f = (; g g) ve g = (i i g ise ker(f) = ker(g) olur. Fakat a =

a’f = (; ; 3) vef =ag = (i g i) ise ker(a) # ker(p) olur. Tersi 6rnegi i¢in

f:(iig)Veg=(1§§)€03 olmak iizere a = af = 1;?) ve f=a%g=

(; i g olsun. O zaman ker(a) = ker(fB) ve ker(f) # ker(g) olur.
a, € OB, olsun. aRf © ker(a) = ker(B) ve kernel siniflar
konvekstir. £ = 2 i¢in ¢ —rankli R smiflari ile X, den asagidaki gibi segilen bir

t —kiimesinin se¢imi arasinda bire-bir bir esleme vardir. A kiimesi a; < a, <

-+ < a; olacak sekilde K = {a4,a,, ..., a;} olarak alalim. Burada R —smuflar1

(A1 A,y ... At>
a =
Ty .. Tt

olmak lizere

Al = {al, al + 1, ...,az - 1},
AZ = {az,az + 1, v, Az — 1},

At = {at, at + 1, ...,al - 1}
seklindedir. Dikkat edilirse her bir a; iginde bulundugu kernel smnifi A; nin (en

kiiclik) baslangi¢ noktasidir (initial point). K kiimesi ile A; kiimelerinden biri

biliniyorsa karsilikli olarak digeri inga edilebilir. Ayrica

alf < Xpa = Xnf
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oldugundan dolay1 £ —smiflan ayrica X, den bir t —kiimesinin se¢imlerine de
kargilik gelir. Burada t = |X, | olur. Bunedenle t > 2 i¢in K = {ay,a,, ..., a}
kiimesi R —sinifinin kernel simiflarimin ¢ —kiimesi ve R = {ry, 1, ...,1:} kiimesi
de ayn1 R —siifindakilerin imaj kiimesi olmak tizere OF, nin H —smmfi H yi
(K,R) ikilisi ile kodlayacagiz. « € H i¢in a;a = r; olsun. Lemma 4.1.6. (b) den

(a;, ai41, -, Q¢ A4, -, ;1) bir devirdir ve Lemma 4.2.2. den

(aq;a, 0412, ..., 0:Q, 04 @, ..., A;i_1 Q)

dizisi de devirdir. a;a@ = r; = minX,a ve a;, @ nin kernel siniflarinin transversal

bir sekli oldugundan dolay1

al’a < ai+1a < ° < ata < ala’ < ° < ai_la

elde edlir; ve a;a =71y, aj41@ =713, ..., a;_qa = 1, olur. Boylece a € H, a;a =
r; olacak sekilde i —nin sec¢imi ile birlikte (K,R) t —kiimelerinin ikilisi ile
tanimlanir. Verilen bir (K, R) ikilisi ve verilen i —se¢imi i¢gin a € H elemanini
asagidaki gibi insa edecegiz;

Ky, K3, ..., Ki; @ nin kernel siniflart ve a;; K; nin baslangig noktasi olmak

lizere @« € H yi Kja =1j_;;, olarak tanimlanir.

Teorem 433. t >2 ve 1 <i<t icin A kiimesi tim (K,R,i) igliilerinin
kiimesi ve B ={a € OPB,: |X,a| =t} olmak lizere A ile B arasinda bire-bir bir

eseme vardir.

fspat t >2ve 1<i<t icin A kiimesi tim (K,R,i) diiglillerinin kiimesi ve
B ={a € OB,: |Xya| =t} olsun. Her (K,R,i) €A icin a;, K;’nin baslangic
87



4. YON KORUYAN DONUSUMLERIN MONOIDI Avysegiil DAGDEVIREN

noktasi olmak tizere a € H yi aja =1j_;y; olarak tanmimh ise ®:4 - B
doniisiimiinii  ®(K,R,i) = a seklinde tammlayalim. Once ®’nin bire-bir
oldugunu gosterelim.

(K',R",i;),(K",R",i,) € A alalm. ®(K',R',i;) = a;, ®(K",R",iy) =
a, yani

o = (Kll Kzl Ktl) ve o = (K1” K2” Kt”)
1 ! o rtl 2 ,',.1[/ ,',.ZII rtll

igin a; =a, olsun. @; = @, oldugundan her 1<j<t i¢in K;'=K;" ve

! n

1’ =r' olur. 1<j <t igin K;'=K;" oldugundan her bir K;' niin baslangi¢

j
noktalariin kiimesi K’ ne ve her bir Kj” niin baslangi¢ noktalarinin kiimesi K"’
ye esit olur. 1<j<t icin 7’ =7r" oldugundan R’ ={r',r;’,..,1p'} =
{ri/",rn",...,r""} = R" elde edilir. Lemma 4.1.6. (b) den dolay1 i; =i, olacak
sekilde i; =i, =i (1 <k <t) segilebilir. O halde (K',R’,i;) = (K',R",i,)

olup @ bire-bir olur. O

Lemma 4.3.4. « € E(OP,) ve H,, a igeren H —sinifi olsun. § = ® (K,R,i — 1)

olmak tizere H, = (B) ve |H,| = |X,a| olur.

ispat: « € E(OP,) ve Hy, a iceren H —smifi olsun. Ky, Ky, ..., K¢; 14, 13, ..., T
ve [ daha 6nce tanimlandigi gibi olsun. O zaman her bir a; € K, @ nin kernel
siniflarinin bir  baglangi¢ noktasidir ve  aja =71_;4, olur. Ayrica H, =
{®(K,R,i):i=1,2,..,t} olup, |H,|=t=|X,a| olur. Ayrica a € E(OB,)
oldugundan {rj: j=1,2, ...,t} kernel siniflarinin bir transversali olur. Boylece
her, j=1,2,..,ti¢inrj_;;1 € K; olup,

Kif = aif =1j_(i-1)+1 = Tj-i+2>
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olur. Bir p=1,2,..,t i¢in a; 4P =7, oldugunu p iizerine tiimevarimla
gosterelim. p =1 icin; a;_1f =1;_1_j42 =11 olur. p = 2 ve hipotezin p—1
i¢in dogru oldugunu kabul edelim. O zaman i¢in 7,1 € Ky, ;5 ve K1j 2 =1

oldugundan

ai—lﬁp = (ai—lﬁp_l)ﬁ = rp—lﬁzKpH—Zﬁ =1

olur. O halde |{8)| =t olup, B € H, ve |H,| =t ve dolayisiyla, H, = ()

olur. O
Onerme 4.3.5. a, B € OP, olsun. O halde

aDof < |Xpal = X Bl
olur.

Ispat: () a,f € OP, ve |X,a|=|X,f] =t olsun. K, @ nin kernel siniflarmin
baslangi¢ noktalarinin kiimesi ve R = X, olsun. y, (K, R) tarafindan belirlenen
H —smifinin herhangi bir iyesi olsun. O halde aRy LS olup, aD°Pp olur.

(=) a,B € OP, ve aD°"p olsun. O halde OP, € T, oldugundan a,f €
T, olup aD™f olur. Bdylece aD™f oldugundan |X,a| = |X,,f| olur. O

Sonu¢ 4.3.6. D;, a’y1 igeren D —sinifimt gostersin. O zaman D; ={f €
OPB,: |X,B| = |X,a| =t} olur. Ayrica, D; nin maksimal alt gruplar1 t —dereceli

devirli gruptur. Ozel olarak OP, nin her alt grubu devirlidir. O

OP, nin eleman sayisim1 bagka bir method ile de bulalim. Bir 1 <t <n

icin |X,a| =t olacak sekilde a € OB, olsun. D;, @ igeren D —sinifin
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gostersin. Onerme 4.3.5. den D, = { € OP,: |X,,f| =t} olur.t =1 ise n tane
sabit doniigim vardir. ¢ =2 olsun. Teorem 4.3.3. den f, (Kg, X,B,1) tgliisi
tarafindan belirlenen doniisiim olsun. Burada Kp, a;8 =1, (a; € Kg) olacak
sekilde i —nin se¢imi ile birlikte S —nin kernel siniflarinin baslangi¢ noktalarinin
t —kiimesidir. Kz ve X,f i¢in C(n,t) se¢imi ve [ i¢in t tane se¢im vardir.

Dolayisiyla t = 2 ig¢in D; nin derecesi:
|D¢| = tC(n, t)C(n,t)

olur. O halde OP, nin derecesi:

|OP,| =n+ ) t[C(n,t)]?

olur. Dikkat edilirse,

ZC(n—l,t—l)C(n,t) =ZC(n— 1,n—t)C(n,t)
t=1 t=1

sayist (1 + )" 1(1 + x)" = (1 + x)?™ 1 agiliminda x™ in katsayisidir.
Boylece

ZC(n—l,t—l)C(n,t) =C(2n—-1,n)
t=1

olur. Ayrica

n n (n—-1)! n!
ZC(n—Lt— DCnt) =Z[(t—1)!(n—t)!'t!(n—t)!
t=1 t=1 =
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:Z% [Ttl (¢ —(711)_(7?'— t)! t'(n ] Z (€@ 0)°

t=1

n

- %Z HC(n, )2 = C(2n —1,n)

t=1

oldugundan,

Zt [C(n,t)]?=nC2n—-1,n—-1)

t=1
olur. Boylece,

n

nC2n—1,n—-1) = 2 t(C(n,t))? =n?+ Z t(C(n,t))?
t=2

t=1
oldugundan da

n

Z t(C(n,£))>=nC2n—1,n—1)—n?

t=2

ve dolayisiyla,

|OB,| =n+Zt(C(n,t))2 =n+nC2n—1,n—-1)—n?

t=2

olur.
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4.4. 0,, nin Eslenik Altyarigruplari

Bu bolimde Z, ye gore O, esleniginin alt yangruplarinin bazi
ozelliklerine ve bunlarin OP, yarigrubu ile baglantilarina calisacagiz.

a = (12..n),Z, nin sabit iireteci olmak tlizere
0, ={a*fa*: feo0,}, (0<k<n-1)
olsun.
Lemma 4.4.1. Her bir 0 < k <n —1i¢in Onk , OB, nin alt monoidi olur.

Ispat: Her f € 0, veher 0 <k <n—1 icin Teorem 4.2.9. ve Onerme 4.2.14.
den 0,Z, € OP, = Z,0,, oldugundan h = a *fa* € OP, olup, Onk c oP
olur. Simdi h, f € 0, ve 0 <k,m<n—1 igin a *ha,a ¥fa* € 0,,* alalm.
hf € 0, oldugundan (a~*ha®)(a~*fa*) = a ¥(hf)ak € 0,* olup, 0, OP,

nin bir alt yarigrubu olur. Ayrica [ = (> 23 - Z) € 0, oldugundan a *Ia* =

123 ..

1 € 0,% olup 0,% OP, nin bir alt monoidi olur. O

Lemma4.4.2.Her 0 <k <n-—1 veherh € 0, i¢in
ho, = h*" = a*ha*
seklinde tanimlanan ¢@;: 0,, = Onk C 0P, doniisiimil bir izomorfizm olur.

ispat: ¢, homomorfizmdir: Her 0 <k <n—1 veherh, f € 0, i¢in
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(W) = a7 (h fak = a~*h(aka ™) fa
=(@™*ha¥)(a~*fa¥) = (he)(Fpr)

olup ¢ bir homomorfizm olur.
@y bire-birdir: Her 0 <k <n-—1 veherh,f €0, i¢in ho, = f@, ise

a ®ha* = a~*fa* oldugundan

h = (a*a ®)h(a*a™*) = a*(a *ha®)a™* = a¥(a " fa*)a~*

= (a“a™)f(a“a™) = f

olur. Boylece ¢, bire-birdir.

Acikea @) Orten oldugundan ¢, izomorfizm olup, 0, = Onk olur. O

@r: 0, > OB, olarak alinir ve yukardaki gibi tanimlanirsa ¢ bir bire-bir

homomorfizmdir. Fakat ¢; orten degildir.

Lemma 4.4.3. Her 0 <k <n-—1 igin Onk, <y siralama bagintisina gére X,

iizerinde tiim sira koruyan doniisiimlerin monoididir. Yani Onk = 0, olur.

Ispat: Herhangi bir h € Onk olsun. O zaman bir f € 0, i¢in h = a *fa* olur.

Herhangi i,j € X, i¢gin i <}, j olsun. O zaman i — k < j — k olup,
o f=({-kf <(-kf=ja"f
olur. Boylece
th=>G0-k)f+k<, (—k)f+k=jh

93



4. YON KORUYAN DONUSUMLERIN MONOIDI Avysegiil DAGDEVIREN

olup, h € 0,, ve dolayisiyla, Onk C 0,, olur.

k

Tersine g € 0,, ve f=a*ga™™ olsun Eger i,j € X, icin i <j ise

i+k<pj+k olur. Ozaman (i+k)g <, (j +k)g olup,
if =i(a*ga™) =(+k)g—k<(G+kg—k=ja“ga™) =jf

olur. Yani f € 0,, olur. Béylece g = a *fa* € Onk olup 0, S Onk elde edilir.

Dolayisiyla 0, © Onk ve Onk C 0, oldugundan O, = Onk olur. O

Hatirlatma: T herhangi bir yarigrup olsun. £ = E(T), T nin idempotentlerinin
kiimesi olsun. O halde (E) ye T nin ¢ekirdek yarigrubu denir. Eger T = (E) ise
T ye yariband denir.

S herhangi bir yarigrup G herhangi bir Green bagintis1 ve b € S olmak

iizere S yarigrubunda b yiigeren G —smifini G,° ile gdsterecegiz.

Lemma 4.4.4. g € 0,,, ve e € E(OP,) icin eR%"ng olsun. O halde e € 0,, ve

eR% g olur.

ispat: eR%"ng oldugundan ker(e) = ker(g) olur. Yani
_(Ki Ky . K _ (K K, . K
e=(min)vea=(G5%)

olacak sekilde X,, nin Ki,K, ...,K; konveks parcalanisi ve 15,5, € X, (1 <1<
t) vardir. Ayrica, g € 0, oldugundan s; < s, <--- < s;olur. i,j € X, i¢cin i <
j olsun. Eger i,j aym kernel sinifinda ise ie = je olur. Aksi halde i € K; =
rie™t ve j € K; =rje”! olacak sekilde 1;,7; € X,e vardir. Ayrica e € E(OP,)

oldugundan 1; € K; ve 71j € K; olur. Kernel smiflart X, nin (sirali) konveks
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parcalanigt oldugundan 7; <7; olur. Boylece ie =1; <1; =je olup, e €0,
olur.

0,,, OP, nin regiiler bir alt yarigrubu oldugundan eR%g olur. O

Teorem 4.4.5.Her 0 <k <n-—1 veher g € E(RfO") i¢in

k _
99k = 9% =a*ga*

seklinde tanimlanan ¢g: E (Rfon) - E(R -« fakOP ") doniisiimii bire-bir ve Orten
olur. Dolayisiyla bir 0<k<n-1 ve f€O0, icin a=a*f€OP, ise
|ER:°)| = |[E(R,°™)| olur.

Ispat Dikkat edilirse burada tanimlanan ¢, daha once tamimlanan ¢, nm

E (RfO”) kiimesine kisitlamasi olup, ¢ bire-birdir. Herhangi bir e €
E(Ra—kfakopn) icin €% “ = akea™® € OB, alalm. Eger i € im(e® ) ise

jea_k =i olacak sekilde j € X,, vardir. Ayrica, (j + k)e =1 olsun. O zaman e

bir idempotent oldugundan le = [ olur. Boylece
jea™ =j(a*ea™®) = (j+kle—k=1—-k=1i
oldugundan k = [ — i olup,
ie? =i (akea®)=(i+kle—k=(i+l—-i)e—k=le—k=1—k=i

olur. Dolayisiyla e?™" = gkeak € E(OP,) olur. Ayrica (ea_k)ak =ake ve

(ake)a~® = ¥ oldugundan  e® “ROPngke  olur. e€ E(Ra-kfakOP")
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k

oldugundan da eR%"ra~*fak olup, ex = a *fa* ve e = (a*fa*)y olacak

sekilde x,y € OP, vardir. Boylece
(a¥e)x = a*(ex) = a¥(a ¥ fa*) = fak ve (fak)y = ak(a_kfak)yzake

olup, akeROPnfa* olur. Ayrica fa* = fa* ve (fa*)a™® =f oldugundan

fakROPrf olur. O halde
ea_kROPnakeROPnfakROPnf

olup, % “ROPnf olur. Bdylece Lemma 4.4.4. den e® ‘ROnf ve dolayistyla

-k
e* €E (Rfon) olur. Ayrica,
-k -k
e ¢ =a*e? ak=a¥(akea*)ak = a*akea*ak = e
olup, ¢, Ortendir.
@y, bire-bir ve orten oldugundan

|EROM)| = |E(R gt s ™) = |ER,O™)]

— |E(Rakfa—kopn)

elde edilir. O
Bu sonuglar £ —siniflar i¢in s6z konusu degildir. Genel olarak
On oP, _ opP,
Le™m € L™ = Lgmg
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oldugundan |E (LfO")| < |E (Lamfop ")| olur. Fakat bu kapsama n >3 igin
Lfon c Lamfopn olup |E(Lf0")| < |E(Lamf0P")| olur. Ornegin; n = 3 icin f =
G ; 2) €0; ve a=a’f€eOP; alalm. Ayrica, = (1‘ ; i) € PO3\0;

doniisiimiinii géz Oniinde bulundurulur ise f € E(L, — 40 fOP 3) fakat [ €&

E(Ly"%) olur. Boylece, |E(L;%%)| < |E(L,°™)| olur.

a=(12..n), f€O0, vef nin 0,'dekibirtersi f' yani f’'€ VOon(f)

olsun. Bir0 <m <n-—1 igina = a™f € OP, olsun. O zaman f'a"™™ € OPR,,

(f'a™ ™M@ (f'a™™) = (f'ffHa*™ = fla®™™
ve

(@"H(f'a®™(a™f) = a™(ff'f) = a™f

oldugundan f'a™ ™ € VOPn(a™f) olur.

Teorem 4.4.5 den |E(Rf0”)| = |E(Ra=amf0P")| oldugunu ve yukaridan
|E(L:%)| < |[E(Lgmf®™)| oldugunu biliyoruz. Sonug 3.7.28. den |V¥(a)| =
|E(La5)| |E(Ra5)| oldugunu biliyoruz. Boylece

[Vor ()| = |[EL||ERO™)| < |ELams® ™) ||ERam )| = [VOPR(a™f)]

elde edilir. O halde |VOr(f)| < |[VOPn(a™f)| oldugundan a™f € OP, eleman
f'a™™ (f' € VOn(f)) formu disinda da terslere sahiptir.

Teorem 3.5.13. T, \ S, = (E(Ty \ S,)) oldugu gosterildi. O halde T,\ S, =
(E(Ty \ Sp)) olup T, \ S, biryariband olur. Ayrica, Teorem 3.5.14. den O,, =

(E(0,)) oldugundan O,, de bir yariband olur.
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Lemma 4.4.6. Her bir a € 0,, en az bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Herhangi bir @ € 0, icin aa = a olacak sekilde bir a € X,, oldugunu
gostermeliyiz.

A={x€X,: x<xa}

olsun. 1 < 1a oldugundan 1 € A olup, A # @ olur. Ayrica a = maxA olsun. O
halde a € A oldugundan a < aa ve a € 0, oldugundan aa < (aa)a olur.

Boylece ax € A olup, a nin maksimalliginden aa = a olur. O

Lemma 44.7. Bir 0<k<n-—1ve f €0, i¢cin «a = a*fa* olsun. O zaman
x € F(a) = {x € X,, : xa = x} olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul x —k € F(f) =

{x € X,, : xf = x} olmasidir. Boylece, a« € U = URZ3 Onk ise F(a) # @ olur.

Ispat: Bir0<k<n-1 vef€0,icina=a*fa* yania € Onk C U olsun.

O zaman bir x € X,, i¢in

x€EF(a) & x(a‘kfak)=x o (x—kf+k=x
Sx-kf=x—-k © x—keF(f)

olur. O

Eger a €T, i¢in iax =j ise bir ij —yay1 (kenan) ile n kose iizerinde
bir yonlii grafik elde edilir. Yani grafigin koseleri; X,,, grafigin kenarlari; ia = j
ise i —=j (i,j) olur. Bu yonlii grafigin her bir baglantili bileseni bir tek devir
(cycle) ve bu devirin noktalarina kdklendirilmis aga¢ grafiklerinden olusur. a € T,

elemaninin yonlii grafiginin her bir C bileseni asagidaki gibi tanimlanan bir K (C)
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devirine sahiptir. Bir x € C i¢in x € K(C) olmasi igin gerek ve yeter kosul

xaP = x olacak sekilde p > 0 mevcut olmasidir.

Lemma 4.4.8. « € OP, olsun. Eger a nin bir sabit noktasi var ise @ nin (yonlii)

grafiginde asikar olmayan bir devir yoktur.
Ispat: « € OP, elemaninin bir sabit noktass x mevcut olsun. Ayrica, kabul
edelim ki @, boyu (uzunlugu) p = 2 olan bir C devirine sahip olsun. Eger <,_4
siralamas1 goz Oniine alinir ise x, (X;,, <y_1) in minimumu

X<, Xx+1<, 1.5, <, 115,451 x—-1
olur. Ayrica, yazimda kolaylik icin bu ispatta <,_; yerine sadece < semboliinii
kullanalim. . p = 2 oldugundan herhangi bir i € C igin ya i <ia yadai> ia
olur. Kabul edelim ki her i € C igin i > i@ olsun. O zaman

i>ia>(i)a>->iaP ! >iaP =i

olup, i > i ¢eliskisi elde edilir. Simdi de en biri € C i¢in i < ia oldugunu kabul

edelim. O zaman @ € OP,, ve xa = x oldugundan

(x,i,ia), (x,ia,ia?), ..., (x,ial, i/ *1)

birer devirdir. Eger bir j > 0 i¢in ia/ > ia/*! olsaydi (x,ia/,ia/*) bir devir

oldugundan
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olup, ia/** < x olur ki bu x in minimum olusu ile ¢elisir. O halde her j > 0 igin

ial <ial** olup

i<ia<ia’? < - <iaPl<iaP =i

olur ki bu durumda da i < i ¢eliskisi elde edilir. Boylece bir sabit nokta igeren a €

OP, elemani |C| = p = 2 olacak sekilde bir C devirine sahip olamaz. O

Teorem 4.4.9. « € OP, olsun. O halde a nin (yonlii) grafigi farkli uzunluklarda

iki devire sahip olamaz.

Ispat: @ € OP, olsun. Kabul edelim ki t < r olmak iizere @ min t uzunluguna
sahip bir C; devirine ve 7 uzunluguna sahip bir C, devirine sahip olsun. a® €
t

OP, elemanin1 goz Oniine alalim. O zaman C; nin her bir noktas1 a' ile

sabitlenir. Bdylece F(a') # @ olur. Ayrica, her x € C, igin xat # x olup,

xa" = x(a")t =x

oldugundan x, a® nin bir devirinde bir noktadir. Ayrica xa® # x olup, bu devirin
uzunlugu en az 2 olur ki bu durum Lemma 4.4.8. ile ¢elisir. .BOylece a nin yonlii

grafigi farkli uzunlukta iki devire sahip olamaz. O

Lemma 4.4.10. « € OP,, olsun. Eger F(a) # @ ise a mnimn yonli grafigi bir
ormandir. Ayrica bu ormandaki her bir € bileseni @ nin sabit bir noktasinin

bulundugu bir araliktir.

Ispat: F(a) # @ ise o zaman Lemma 4.4.8. den a nin yonlii grafigi trivial

olmayan bir devir yoktur. Boylece a mnin yonli grafiginin her bir € = C(x)
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bileseni i¢in xa = x olacak sekilde bir x € F(a) vardir. Ayrica, her bir i € C(x)

i¢cin

Boylece her bir bilesen trivial olmayan bir devire sahip olmadigindan C bileseni

aga¢ olup a nin yonlii grafigi ormandir. Boylece, k yeterince biiylik alinirsa

C(x)={y€X, :yak =x}

olup, B =a® almirise C(x)=xB""' (kernal smifi) olur. Béylece a* € OP,

olup, Konvekslik Lemmas1 geregi C(x) = xf~! bir aralik olur. O

Lemma 4.4.11. F(a) # @ olacak sekilde a € OP, ve C de @ nin herhangi bir
bileseni olsun. O zaman

e (CacC,

e (C =[i,j] olacak sekilde i,j € X,, vardir ve

e o nin C ye kisitlamas1 <;_; siralama bagintisina gore bir sira koruyan

dontistimdiir.

Ispat: Bilesen tammindan Ca S C oldugu agik. Ayrica, Lemma 4.4.10. dan a‘nin

C’ye kisitlamasinin sabit bir x noktasina sahip oldugu biliniyor. Eger C = X,
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(yani @ mn bir tek bileseni var) ise C = [x,x — 1] olur. Ayrica, a <,_4 b olsun.
O zaman x ‘nin <,_; siralamasina gére minimalliginden ba = x veya x <,_; ba

olur. Eger ba = x ise Konvekslik Lemmasi geregi
X =xa =aa = ba

olur. Eger x <,_4 ba ise (x¢a¢b) / x bir devir olup, Lemma 4.2.2. den (xa =
7 72 0N

x,aa, ba) de bir devir olur. Boylece x <,_; aa <,_; ba yani, a <,_; b iken
aa <,_q1 ba olup, a sira koruyandir.

Simdi C # X,, olsun; ve herhangi bir z € X, \ C secelim. Bilesen
tammmindan za € C olur. Ayrica, Lemma 4.4.10. dan C = [i,j] olacak sekilde
i,j € X, vardir. Bu durumda j <;_; z ve j<;_q Za olur. Herhangi bir y € C

olsun. Eger y <;_; x ise bir (yu,dx\_:_‘z) /y devir olup, Lemma 4.2.2. den
R
7 S

(ya, xa = x, za)

da devir olur. Boylece, ya <;_; xa = x olur. Eger x <;_; y ise (xw,dyb,dz) /x
2 7 N

bir devir olup, Lemma 4.2.2. den
(xa =x,ya,za)

da devir olur. Boylece x <;_4 ya olur.

Simdi | nin sira koruyan oldugunu gosterelim. Herhangi a, b € C igin
a <;_1 b oldugunu kabul edelim.

Eger a <;_1 x <;_1 b 1ise biraz Once gosterildigi lizere aa <;_{ x =

xa <;_, ba olur.
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Egera,b <;_4 x ise (a,b,x) bir devir olacagindan (aa, ba,xa = x) de
bir devir olur. Yukarda gosterildigi lizere aa, ba <;_; x olur. Eger aa = x ise
aa = xa olup, Konvekslik Lemmasi geregi aa = ba = x olur. Aksi halde
aa <;_1 x ve ba <;_q x olup, devirlilikten aa <;_; ba olur.

Eger x <;,_1 a,b ise (x,a,b) bir devir olacagindan (xa = x,aa,ba) de
bir devir olur. Yukarda gosterildigi iizere x <;,_; aa,ba olur. Eger aa = x ise
aa = xa olup, Konvekslik Lemmasi geregi aa = ba = x olur. Aksi halde
x <;_q aa ve x <;_q ba olup, devirlilikten aa <;_; ba olur.

O halde a,beC ve a<;_;b iken aa <;_;ba olup, alq <;_1

siralama bagintisina gore sira koruyandir. O

Teorem 4.4.12. U = U}Z20,* = {a € OB, : F(a) # @} olur.

Ispat: A={a € OP, : F(a) # @} olsun. Herhangi bir « € U icin Lemma
44.7.den F(a) # @ olup, « € A olur. Boylece U € A olur.

Tersine « € A ve C de a nin herhangi bir bileseni olsun. O zaman
Lemma 4.4.11. den C = [i,j] olacak sekilde i,j € X,, mevcut olup, al¢, <i_1
siralama bagintisina gore bir sira koruyan donisiimdiir. Ayrica, (eger mevcut ise)
D de C den farkli herhangi bir bilesen olsun. O zaman Lemma 4.4.11. den D =
[k,l] olacak sekilde k,l € X,, mevcut olup, |y, de <j_; siralama bagintisina

gore bir sira koruyan doniisiimdiir. Ayrica, i € D ve D bir aralik oldugundan
<i—1N (DxD)= <k-1N (D xD)
olup, a|p siralama bagntisina gore bir sira koruyan doniisiim olur. Dolayisiyla,

a € U olup, A € U olur.
Boylece U S A ve AC U oldugundan U = A olur. O
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U ne a =(12..n) ne de onun idempotent olmayan kuvvetlerini igermez.

234

Ayrica OP, \ Z,, de U da olmayan elemanlar vardir. Ornegin; a = (; P 2) ise
a, a = (1234) iin bir kuvveti olmadigindan dolay1 «a € Z, olup, a € OP, \ Z,.

Ayrica F(a) = @ oldugundan a € U olur.

Sonuc 4.4.13. E = E(OP,) ve U= UPZ} 0, olsun. O zaman E C U ve (E) =
(U) olur.

Ispat: Eger a € E(OP,) ise F(a) # @ olup, Teorem 4.4.12. den a € U dur.
Boylece E(OP,) € U olur, ve dolayisiyla, (E) € (U) dur.

0,, bir yariband olup, her bir k =0,1,...,n—1 icin Lemma 4.4.1. den
Onk da bir yariband olur. Eger a € U = U}Z3 Onk isea € Onk olacak sekilde bir
0<k<n-1 vardir. Boylece, « € (E(0,*)) olup, E(0,*) c E(OP,) =E
oldugundan a € (E) olur. O halde U S (E) olup, (U) S (E) olur.

Boylece, (E) € (U) ve (U) € (E) oldugundan (E) = (U) dur. O

Boylece Sonug 4.4.13. den U, OB, nin idempotent dogurayli alt yarigrubudur.
Lemma 4.4.14. « € OP, olsun. O haldebir 0 <p <n—1 i¢in aa? € U olur.

Ispat: @ € OP, olsun. O zaman Teorem 4.2.9. dan @ = a™g olacak sekilde 0 <
m<n-—1 ve g €0, vardir. O halde aa®™ ™ =aMga™™ ™ =
a~Mggt-me 0, ™ cU. Boylece p=n—-m  alindiginda ispat

tamamlanmig olur. O

Lemma 4.4.15. R € X,, olsun. O halde f doniigiimiini, a = (12...n) olmak

iizere, her x € X, i¢in
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xa, X €ER ise
X, x € R ise

olarak tammlanir ise f € OPF, olur. Ayrica, R # X,, ise f € U olur.

Ispat: Her 1<i<n-—1 igin (i—1)f <i<if oldugu tanrmlamadan agiktir.

Boylece,
1f <2f<--<(n—1)f
olur. Ayrica, n € R ise nf = 1, aksi halde nf = n olur. Boylece, nf = 1 ise
1=nf<1f<2f << (n—1Df
olup, f € OB, olur. Egernf =n ise
1f <2f<--<(n—=-1f<nf=n
olup, f € 0,, € OB, olur.
Eger R#X, ise F(f)=X,\R olup, F(f)# @ olur. Boylece,

Teorem4.4.12.den f €U ={a € OP, : F(a) # 0} = U0, dir. O

Lemma 4.4.16. u € (U) ve u # 1y  oldugunu varsayalim. O zaman ua € (U)

olur.

Ispat: U = U, a ™0,a™ oldugundan birim doniisim U nun ve O, nin

goriintii kiimesi X, olan tek iiyesidir. Dolayisiyla u € (U) ve u# 1y ise
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Xou # X, olur. Eger R = X,u alinir ise Lemma 4.4.15. de tanmimlanan f € OP,

igin f|y o = alx,, olur. O halde, her x € X;, igin

x(ua) = (xuw)a = (xw)f = x(uf)

olup, ua =uf olur. Ayrica, Lemma 4.4.15. den f €U olup, u € (U)
oldugundan ua = uf € (U) olur. Boylece ua € (U) elde edilir. O

Teorem 4.4.17. (U) = (E(OP,)) = (0P, \ Z,) U {1 }

Ispat a € (OP,\ Z,) U {1x,} olsun. @ = 1y ise sonug agik. @ # 1y , yani a €
OP, \ Z, oldugunu varsayalim. Lemma 4.4.14. den aaP € (U) olacak sekilde bir
0<p<n-1 vardirve aa? # 1y olur. Tgili ispatta goriildiigii tizere p = n —

m olup, p + m = 0(mod n) olur. Dolayisiyla, Lemma 4.4.16. dan
a = aaP™ = qaPa™ € (U)

olur. O halde (0P, \ Z,) U {1x,} < (U) olur.
Tersine U , ve dolayisiyla, (U), OP, nin goriintii kiimesinde n eleman
igeren, yani Orten olan 1y harig hi¢bir elemanini igermediginden (U) < (OB, \

Zn) U {1x } olur. Boylece, (U} = (OB, \ Z,) U {1 } olur. Ayrica,

oldugu da goriiliir. O
Sonug olarak OP, nin g¢ekirdek yarigrubu (E(OB,)) = (U) olur. OB, nin

singiiler doniistimleri alt monoidi ((OPn \S,) U {1 Xn}) idempotent tiretecli olup
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bir yariband olmasina ragmen OP, bir yariband degildir. OP, nin ¢ekirdek

yarigrubu (U) da sabit noktas1 olmayan déniisiimler var. Ornegin Sonug 4.4.13.

den Once gosterilen a = (; Z z g) doniisiimiiniin yonli grafigi bir bilesene sahip.
1
3 2
4

Yonlii grafigi iki bilesene sahip olan a = (; i 2 ; g g) € OPy alalim.
6 1 2
3 L

F(a) = @ oldugundan a € U ancak a € (U) olur. Gergekten;

)
~
w =
NN
(52 JNON]
N oA
w
w o
N
N
W =
NN
mlon w
S) RS
w
w o
N
N
=R
NN
vl
oo
—

mlw w
(=) FNENN

olur.

4.5. Yon Degistiren Doniisiimler (Orientation Reversing Mappings)
Tanim 4.5.1. a € T,, olsun. (1, 2¢, ..., na) dizisi anti-devir ise @ ya X, de
yon degistiren doniisiim (orientation revesing map) denir. X;, de tiim ydn
degistiren doniisiimlerin kiimesi OR,, ile gosterilir.

S bir yarigrup olsun. e € E(S) i¢in e idempotentine karsilik gelen
maksimal alt grup G, olsun. Bir e € E(S) icin w € G, ve w2 =¢e ise wWES

elemanina involution denir.
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YViXn 2 Xy

i»>n+1-1i

doniisiimiinii ele alalim. Ornegin, n =6 ise y = (é ; Z : ; 2) olup, y* =

G ; g j g 2) =1y, olur. T, de birim doniistime karsilik gelen maksimal alt grup

S,, olur. O halde y? = 1y, ve y €Sg olup y, Te de bir involution olur. Ayrica,

1y, 2y, ...,ny) = (nb,dn - 1\:,;""1)/71

M M o
oldugundan anti-devir olup, y € OR,, olur. Simdi

T:T, - T, T, - Ty

a—ay a—-ya
olarak [, ve I} doniisiimlerini tanimlayalim.

Lemma 4.5.2. I, ve I} doniisiimleri T,, de involution olur. Ayrica, [;., OP, den

OR,, yeveI; de OR, den OP, ye bire-bir ve 6rten doniigiim olurlar.
Ispat: y nin tersinir (y~! =y € S,,) oldugundan T, ve I, déniisiimleri T,, {izerinde
iki permiitasyon, yani [}, I} € Sg. oldugu agiktir. Ayrica, y € S, bir anti-devir ve

involution oldugundan her « € OB, (a € OR,,) i¢in ay € OR,, (ya € OP,) olup,

I,: OP, > OR, I;: OR, — OP,

a—-ay a—-ya
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donisiimler iyi tanimhidir. Herhangi a4, a, € OB, icin (aq)[ = (a;)[} olsun.

O halde a;y = ayy olup,

a, = aﬂ/z = (1V)y = (an)y = az)’z =ay

oldugundan [ bire-bir olur. Benzer sekilde I; nin de bire-bir oldugu gosterilir.
Her f € OR,, i¢in By € OP, ve (By)I;. = B oldugundan [, ortendir. Benzer
sekilde I; nin de orten oldugu gosterilir. Boylece,

|OP nl = |0Rn|
olur. Simdi [}, ve [} nin birer involution oldugunu gosterelim. Her a € OP, igin
a(l)? = (@l = (@)l = (ap)y = a(y?) = «

olur. Béylece I = 17, olup, [} bir involution olur. Benzer sekilde I; nin de bir

involution oldugu gosterilir. O
Sonug¢ 4.5.3. 0P, - OR,, = OR,,* OP, = OR,, ve (OR,)? = (OB,)? = OP, olur.

ispat: Yukarda tanimlanany = (} 2 = n;l 711) € S, olsun. Eger & € OP, - OR,,

n n-1 ..

ise § = aff olacak sekilde a« € OB, ve 8 € OR,, vardir. O halde

§=ap =a(lx,)B = a(y?)B = (ay)(yB) € OR, - OP,

olup, OB, - OR,, € OR,, - OB, olur. Eger 6' € OR,, - OB, ise & = a'B’ olacak

sekilde o' € OR, ve B’ € OP, vardir. Ayrica, Lemma 4.5.2 den o' =da''y

olacak sekilde a'’ € OB, ve B’ =y B" olacak sekilde B"' € OR,, vardir. O halde
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§'=a'p' ="V B")=a"(yy)B" =a"p" € OB, - OR,
olup, OR,, - OP, € OB, - OR,, olur. Bdylece
OP,-OR,, € OR,,- OP, ve OR,-OP, € OB, OR,

oldugundan OR,, - OP, = OP, - OR,, olur.

Simdi OP, - OR,, = OR,, oldugunu gosterelim. Eger o € OR,, ise o = ay
olacak sekilde a € OP, vardir. Ayrica, y € OR,, oldugundan o = ay € OF, -
OR,, olup OR,, € OP,.0OR,, olur. Eger 6 € OB, - OR,, ise 6 = af8 olacak sekilde
a € OP, ve B € OR, vardwr. Ayrica Lemma 4.5.2 den [ = ny olacak sekilde
n € OP, vardir. O halde an € OP, olup, Lemma 4.5.2 den

6 =af =a(y) = (an)y € OR,
oldugundan OPF, - OR, € OR,, olur. Boylece
OR, € OP,-OR, ve OPF,-OR,, € OR,

olup OP,-OR, = OR, olur. Dolaysiyla, OF, - OR, = OR,, - OB, = OR,, elde
edilir.

(OR,)? = (OP,)? = 0P, oldugunu gosterelim. 0P, bir yarigrup oldugundan
kapalilik geregi (OP,)? € OP, ve 1y, € OP, oldugundan OF, S 1x -0B, S
(0P,)? olup, (OP,)? = OP, olur. Eger a, € OR,, ise a = uy olacak sekilde
U € OP, vardir. O halde y8 € OB, ve OP, bir yarigrup oldugundan

af = (uy)B = u(yp) € 0h,
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olup, (OR,)? € OP, olur. Eger 0,5 € OP, ise § =yn olacak sekilde n € OR,,
vardir. O halde oy € OR,, oldugundan

08 = a(yn) = (o¥)n € (ORy)?
olup, OP, = (OB,)? € (OR,)? olur. Béylece (OR,)? = (OB,)? = OP, olur. O

Dikkat edilirse  (OR,)? = OP, olup, OR, kapalilik o6zelligini
saglamadigindan yarigrup degildir. OP, U OR,, deki tiim doniistimlerin kiimesi P,

ile gosterilir.
Teorem 4.5.4. P, = OP, U OR,,, T,, nin bir alt monoididir.

Ispat: OP, ST, v¢ OR,ST, oldugundan P, =0P,UOR, ST, olur.

Herhangi

a,f € P, alalim. Eger o, € OP, veya a,f € OR,, ise Sonug¢ 4.5.3. den aff €

OP, € P, olup aff € P, olur. Eger « € OP, ve § € OR,, veyaa € OR,, ve B €

OP, ise Sonug¢ 4.5.3. den aff € OR, € P, olup af € B, olur. O halde B,, T,
_ (123

nin bir alt yarigrubudur. Ayrica, 1y =(; 5 3 Z) € OP, € P, olup, B,, T, nin

alt monoidi olur.O
Ayrica, Lemma 4.1.2. den asagidaki lemmay1 ifade edebiliriz:
Lemma 4.5.5. 0P, N OR,, = {a € OB, : |X,a| <2}.0

Teorem 4.5.6. |P,| = 2|0OP,| — n — 2C?*(n, 2)
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Ispat: P, = OP, U OR,, ve |OP,| = |OR,| oldugundan
|Pn| = |0Pn| + |0Rn| - |0Pn n 0Rn|:2|0pn| - |0Pn n ORnl

olur. Ayrica, Lemma 4.5.5. den OP,NOR, ={a € OB,: |X,a| <2} ve
|OP,| = n+ X" ,|D;| = n+ ¥, t(C(n,t))? oldugundan

|OP, N OR,| =n+ 2(C(n,2))?

olur. Boylece

|P.|=210P,| — n — 2(C(n, 2))?

olur. O

Ayrica gerekli hesaplamalar yapilir ise

|B,| = 2n+ 2 @n-D! e 2( n )
nl Z AT A T T T T A — )2
(2n)! _n

Z(n3 — 2 —
= D] 2(n 2n® 4+ 5n —2)

olur. Burada dikkat edilirse n < 3 i¢in P, = T,; oldugu goriiliir.
Teorem 4.5.7. P, bir regiiler monoid olur.
ispat: P, = OP, UOR,, ve OP, nin bir regiiler monoid oldugunu biliyoruz. O

halde P, nin bir regiiler monoid oldugunu gdstermek i¢cin OR,, nin elemanlarinin

tersinir oldugunu gostermek yeterlidir.
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B € OR,, ise 8 = ay olacak sekilde a € OPF, vardir. OP, de her eleman
tersinir oldugundan aa’'a = a ve a’'aa’ = a’ olacak sekilde a' € V(a) € 0B,

vardir. Ayrica, her a' € V(a) € 0B, igin

B@'y)p = (ay)(ya)(ay) = a(yy)a'(ay) = (aa'a)y =ay =

ve

(@'y)pla’y) = ya' ) ay)(ya') =ya'a(yy)a’ =y(a'aa’) = a'y

oldugundan ya' € V(ay)=V(B) olur. O

Tersine eger B’ € V(B) S B, ise benzer sekilde B’ = a'y olacak sekilde bir
a' € V(a) € OP, mevcut oldugu gosterilir. Boylece, B € OR,, igin

Vi) =V(a) vy
olur.

Lemma 4.5.8. a, 5 € P, olsun. O zaman aD"f olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

|X,a| = |X,B| olmasidir.

ispat: (=) a,f € P, ve aD™pB olsun. O halde P, €T, oldugundan a,f €T,
olup, aD™f olur. Dolayisiyla, |X,a| = |X, S| olur.

() a,f €P, ve |Xn,a|=|X,B| olsun. Eger a,pB € OP, ise Onerme
435. den aD%PnB olup, aDnp olur. Eger a,f € OR, ise ay,By € OP,
olup, |X,a| = |X,B| oldugundan |X, ay| = |X,By| olur. Boylece, Onerme 4.3.5.
den ayD%nBy  olur. Ayrica, aRPray ve ByRPrf  oldugundan
aRPrayDOPnpyRPnB olup, aDPrf olur. Eger a € OP, ve B € OR,, ise Sy €
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OP, oldugundan aDnByRFnpB olup aDPnp olur. Benzer sekilde eger a € OR,,
ve B € OP, ise aRPrayD%"rf olup, aDp olur.O

Lemma 4.59.3<t<n ve a €P, igin |X,a| =1t olsun. Eger H,, @ iceren

H —smifiise |H,| = 2t olur.

ispat: 3<t<n ve a €P, icin |[X,a|=t ve D/ de a igeren D —simfim
olsun. Lemma 4.5.8. den D,/» = {B € P;: |X,B] = t} olur. Ayrica, Lemma
455.dent <2 i¢in D,/ nOP, =D " NOR, ve t>3igin

b,/ = (D, nor) u (D, N OR,)

(D,"»noP, ve DN OR, kiimeleri ayriktir) olur. I, déniisiimiinin D, N
OP, kiimesine kisitlamasi T,: D/ n OB, = D,"» N OR,, bire-bir ve orten
doniisiim olup, |D,” n OB,| =|D,» n OR,| olur. Ayrica, D,"» n OB, =
D% oldugundan |DtP"| = 2|Dt0P"| olur. D,/* ve D,°Pr ayni sayida R, L
siniflaria sahip oldugundan ayni sayida H —siniflarina sahiptir. Ayn1 D —sinifi
icindeki tim # —simflarmin eleman sayisi esit oldugundan D,» deki her

H —simfinin derecesi D,°F* deki her H —smifinin derecesinin iki katidir. Sonug
4.3.6.dan «a € OP,, B € H, i¢in |H,| = |{B)| =t oldugunu biliyoruz. O halde
a € P, igin |H,| = 2t olur. O

Teorem 4.5.10. t > 3 i¢in D,/ nin maksimal alt gruplari 2t dereceli dihedral

grup olur.

ispat: 2n dereceli D,, dihedral grubunun n > 3 igin S, nin bir alt grubu olup,

asagidaki takdim ile tanimlanan grup oldugunu hatirlayalim:
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D,=(x,y: x"=1, y2 =1, yx = x"y).

Tersine bu kosullar1 saglayan herhangi bir grup D,, e izomorfiktir.

Bir t icin |X,a| =t olacak sekilde « € E(P,) olsun. a = (K1 K .. Kt)

r T . Tt
olacak sekilde donceden tanimlandig1 gibi Ky, K5, ...,K; yi a nin kernel siniflari

Ky Ky .. Kt)

olarak ve 71y,73,..,7: yi @ nin imaji olarak alalim. Ayrica, § = ( e T N
-1 - 11

olacak sekilde & donisiimiinii tanimlayalim. Gorildigi lizere X,6 = X,,a ve

ker$d = kera olur. Ayrica, (13,1¢_1,...,17) dizisi anti-devir oldugundan § €

OR,, olur. Simdide § = (Kl Ky oo Kea Kt) € OP, olacak sekilde Lemma 4.3.4. {in

2 3 .. Tt T

ispatinda kullanilan doniistimiinii alalim. Bu durumda
Bt=a ve 0<k<n icin f*¥#a

olur. (Dikkat edilirse D, dihedral grubunda x yerine 8, y yerine § ve 1

yerine a alindi.)Her j=1,2,...,t igin

2 — —
Ki6® =1_j410 =Tt (t—jrp+1 =15

olup 62 =a olur. H, da f déniisimiiniin tersi ! = (1;; 17(:12 - rf_fl) olarak

tanimlanirise her j = 1,2,...,t igin
(Kjﬂ‘l)d =116 = 1oy Ve (KiO)B =1 j1B = T—j+1)41

olup, 68 = 716 olur.
Boylece, 6,8 €P, (5 €OR,,B € 0P, icin H,, D" nin § ve B

doguraylar1 ile B'=a, 6?=a, 0<k<n ise B¥#*a ve SF=B"15
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kosullarini saglayan 2t dereceli dihedral alt grubudur. Dolayisiyla da D, nin

maksimal alt gruplar1 2t dereceli dihedral gruplar olur. O
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5. SONUC

Sira koruyan doniisiimlerin monoidi 0,, nin genislemesi olan yon koruyan
doniisiimlerin monoidi OPF, sira koruyan doniislimler gibi T, nin bir alt
monoididir, bir regiiler monoiddir ve her kernel sinifi konvekstir.

Iki sira koruyan déniisiimiin carpimi veya iki sira degistiren déniisiimiin
carpimi sira koruyan doniisiimdiir. Bir sira koruyan doniisiim ile bir sira degistiren
doniigiimiin carpimi ise sira degistiren donilisiimdiir. Benzer sekilde iki yon
koruyan doniisiimiin veya iki yon degistiren doniigiimiin ¢arpimi yon koruyan
doniisiimdiir. Bir yon koruyan doniisiim ile bir yon degistiren doniisiimiin ¢arpimi
yon degistiren doniisimdiir.

Eger a € 0, ise a, en az bir sabit noktaya sahiptir. Fakat a« € OP, ise «,
sabit bir noktaya sahip olmayabilir.

0, nin c¢ekirdek yarigrubu (E(0,))= 0, iken OB, nin ¢ekirdek
yarigrubu  (U) =(E(OP,)) = (OB, \ Z,) U {1y } olup O, nin aksine OPF,

yariband degildir.
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