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Bu tezde, Siir Elemanlant Yontemi kullamlarak yiiksek gerilim sistemlerinde iki
boyutlu elektrik alan dagilimlart hesaplanmugtir. Elde edilen sonuglar, analitik olarak
hesaplanan sonuglarla ve 'ELECTRO' isimli paket program sonuglaryla karsilagtirmstir.

Bu amagla 6nce, Smir Elemanlart Yéntemi'nin literatiirdeki ve uygulamadaki yeri
arastirilmgtir. Ayrica Siur Elemanlant Yontemi'nin temel 6zellikleri ile Sonlu Farklar
Yontemi ve Sonlu Elemanlar Yontemi gibi bélge tipi yontemlere gore sagladif
uistiinliikler belirlenmistir.

Ilk olarak, elektrik alanlarimi matematiksel olarak modelleyen Laplace ve Poisson
denklemlerine agirhklh artiklar yontemi uygulanarak siur integral denklemleri elde
edilmigtir. Simr integral denklemleri, lineer smur elemanlan ile ayngtinlarak matris
formuna getirilmigtir.

Daha sonra iki boyutlu ve agik siirh elektrostatik alanlarin analizini yapmak igin
bir bilgisayar programu (SINEL) gelistirilmistir. Bu programda, problem geometrisinin

koordinatlan ile stnir sartlari ve malzeme ozelliklerinden olusan veri girisi yapiimaktadir.



Programda, matrislerin katsayllan Gauss sayisal integrasyonu kullamlarak
hesaplanmaktadir. Probleme Dirichlet ve Neumann smir sartlann uygulanarak, simr
uzerindeki bilinmeyénlerden olusan bir lineer denklem sistemi elde edilmektedir. Bu lineer
denklem sistemi Gauss Eliminasyon Yontemi ile ¢ozilerek smr bilinmeyenleri
hesaplanmaktadir. Hesaplanan siur degerleri kullamlarak istenen i¢ noktalardaki
potansiyel degerleri bulunmaktadir.

Program yardimmyla yiiksek gerilim elektrot sistemleri, yitkksek gerilim kablosu ve
yuksek gerilim izolatdr duzenegi uzerinde uygulamalar yapilmigtir. Program sonuglar,

analitik sonuglar ve paket program sonuglari ile karsilagtirilmistir.

Anahtar Kelimeler : Sinir Elemanlar1 Yontemi, Smir Integral Denklemi, Elektrostatik

Alan, Laplace ve Poisson Denklemleri.
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PhD Thesis
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USING THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
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In this thesis, two-dimensional electric field distribution in high voltage systems
using Boundary Element Method (BEM) has been obtained. The computed results have
been compared with both the analitical results and the results obtained from commercialy
available software package 'ELECTRO'.

For this purpose, first the application area of the BEM has been investigated in
the literature. Furthermore, the fundamental advantages of the BEM over Finite
Difference Method and Finite Element Method are determined.

First, Laplace and Poisson equations which model the electric field have been
obtained. Boundary integral equations were obtained by applying weighted residual
method to Laplace and Poisson equations. In order to put the boundary integral
equations into matrix form they were discretized by linear boundary elements.

Then a computer program called SINEL has been developed to analyse two-
dimensional open boundary electrostatic fields. This program takes the coordinates of the

problem geometry, boundary conditions and the properties of the material as input data.



The coefficients of the matrices were computed by using Gauss numerical
integration method. Then Dirichlet and Neumann boundary conditions were applied to
get the linear set of equation which contains the unknowns on the boundary. The set of
equation has been solved using Gauss Elimination Method. The potential values of the
internal points can be calculated using computed boundary values.

The high voltage electrode systems, a high voltage cable and a high voltage
insulator have been analyzed using the developed program. The output of the program

has been compared with both analitical and commercial program results.

Key Words : Boundary Element Method, Boundary Integral Equation, Electrostatic

Field, Laplace and Poisson Equations.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1. Genel Bilgi

Yiiksek gerilimli sistemlerde elektrik alanlarimin sayisal analizi, yiksek gerilim
cihazlanmin tasarim i¢in ¢ok Onemlidir. Bu cihazlann optimum imalat ve igletme
karakteristiklerinin belirlenebilmesi amactyla, elektrik alam ve potansiyel dagiliminin
hesaplanmasinda kullamlan ceysitli sayisal yontemler geligtirilmistir.

Iki veya Ug¢ boyutlu alanlarm, farkh dielektrik sabitli ve iletkenlikli yahtkan
malzemelerden olugan yiiksek gerilim sistemlerinin matematiksel modellerini olusturan,
Laplace ve Poisson tipindeki kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kuilanilan en
son yontemlerden biri Siur Elemanlart Yontemi (Boundary Element Method, BEM)'dir.
Smir elemanlart yontemi, elektrostatik alan hesaplamalarinda dogru ve hizh bir sekilde
saysal ¢oziim elde edilmesini saglar.

Siir elemanlant yontemi, siur integral denklemlerinin (boundary integral
equations) ¢ozimi igin kullanillan sayisal bir tekniktir. Bu teknikte elektromanyetik
olaylar, matematiksel olarak integral geklindeki Maxwell denklemleri ile tammlanr.
Egdeger kaynaklar veya alan degiskenleri gibi bilinmeyenlerden olugan sinir integral
denklemlerinin elde edilmesi, malzeme arakesitleri boyunca simr gartlarnin
uygulanmasma imkan saglar. Swmurlar, tzerinde bilinmeyenlerin gosterildigi suur
elemanlarma ayngtinldiktan sonra bir lineer denklem sistemi elde edilir. Boylece siur
elemanlar1 yontemi verilen bir problemi ¢ozer. Uzayda herhangi bir noktadaki biitlin alan
degiskenleri, simurlardaki alanlar (direkt yaklasim) veya esdeger kaynaklar (indirekt
yaklagim) benzetimleriyle gerceklestirilen integrasyonlarla elde edilebilir (IES Software,
1996).

Sinir elemanlant yontemi, sonlu elemanlar yontemi ve sonlu farklar yontemi gibi
bolge tipi yontemlere gore dnemli Gstiinlitkler gosterir. Bu tsttinliikler, problemin sadece
ylizeyinin tanimlanmasi imkam ve sonsuzdaki simrlarin kolaylikla temsil edilebilmesidir.
Sinir elemanian yoénteminin bu Ustiinlikleri, optimizasyon problemierine uygulanabildigi
durumlarda ¢ok 6nemlidir (Enokizono, 1988).



Miihendislikte siirekli problemler klasik olarak genellikle sonlu elemanlar
yonteminde oldugu gibi seri elemanlara boliinerek ve sonlu farklar yonteminde oldugu
gibi bir 1zgara seklinde bolge ayrisimu kullamlarak ¢oziiliirler.

Sonlu farklar yontemi, ilk gelistirilen sayisal teknikler arasinda genis bir
uygulanabilme sahas1 gostermistir (Forsythe vd., 1960). Bu yoéntemde, her bir koordinat
yoniinde kesilmig bir Taylor serisi agithmi kullamlarak Laplace denklemi aynigtirihr ve
problem bolgesine yerlestirilen dogrusal bir 1zgaranin her noktasinda uygulamr.
Bilinmeyenlerin sayist ve denklemlerin sayisi, siur sartlarinin  potansiyel olarak
verilmedigi 1zgara noktalarimin sayisina esit olur. Elde edilen sonu¢ denklem sistemi
iteratif olarak veya dogrudan ¢oziilerek bilinmeyenler bulunur. Yontemin kot yanlari,
problem geometrisinin kaba modellenmesi (egrisel geometrik yapilarin tam olarak elde
edilememesi) ve ozellikle agik alan problemlerinde bilinmeyenlerin sayisimin  gok
olmasidir. Ancak sonlu farklar yontemi, matrislerin elde edilmesinde ve ilgili islemlerin
yapimasinda sagladifi kolayliktan dolayi, ¢ok sayida tekrar iglemlerinin ve
bélmelemelerinin gerektigi yerlerde oldukga yaygin sekilde kullamlir.

Sonlu elemanlar yontemi, bir varyasyonal formiilasyon kullanir (Zienkiewicz,
1971). Bu yontemde problem bolgesi, eleman olarak isimlendirilen sonlu sayida gok
kigitk alt alanlara ayngstinlir. Eleman geometrileri ve potansiyeller, katsayilan diigim
degerleri olan polinomlar ile ifade edilirler. Bu yaklagimlarin Laplace denklemi ile iligkisi,
digimlerde ¢oziim degerlerini veren sistemin enerjisi ile orantii bir fonksiyonelin
minimizasyonu sayesinde belirlenir. Bu yOntemde, problem bolgesinin smirlarim
modellemek i¢in polinom yaklagimlari kullanllmas: daha iyi sonuglar verir. Bununla
birlikte, birgok pratik uygulamada, 6zellikle ii¢ boyutlu problemlerde, biitiin bélgenin
ayngtinlmasi igin ¢ok sayida veri girisi gerektirmesi, geometrik modeldeki tiirev
siireksizlikleri ve sonsuzluk igeren bolgelerin modellenmesi igin yeterli olamayigt gibi
kotl yanlar da vardir.

Sintr elemanlar: yontemi, diger yontemlerdeki zorluklar agmak igin geligtirilmistir.
Yontem sadece siur ayngimim gerektirdiginden, bir problemi ¢ozmek igin gerekli veri
sayisim indirger. Temelde bu yontem, analitik fonksiyonlan (temel ¢6ziimii) kullanarak
farklh smir noktalanindaki degiskenlerin iligkisinden olugmaktadir. Bu yontemde, bir
matris gekline getirilebilen etki katsayilan (influence coefficients) elde edilerek, sonlu



elemanlar yontemine benzer gekilde simir sartlart uygulanir. Smir elemanlant yonteminde
problemin boyutsalli1 bir derece indirgenir ve egrisel smirlar kolaylikla modellenebilir.
Temel ¢ozim terimlerinden olusan problem formiilasyonu nedeniyle, streksizlikler ve
tekillikler gibi durumlarda 6zel zorluklar olmaksizin modelleme yapilabilir. Coziim sadece
siurda istendifinden yontem, hareketli ve serbest ylizey problemleri igin oldukga
uygundur. Yontemin diger dnemli bir Ustiinliiii ise sonsuzluk bulunan problemlere, sonlu
hale getirecek alanlara bélmeksizin uygulanmasidir (Partridge vd., 1992).

Sonlu farklar yontemi problemi tammlayan diferansiyel denklemlerin sadece
yaklasimuni yapar. Sonlu elemanlar yontemi ise polinom seklindeki fonksiyonlan
kullanarak degigkenlerin tamimlanmasindan elde edilen bolge terimlerinin  kismi
integrasyonunu gerektirir. Buna kargilik sintr elemanlar yonteminde, problem sadece sinir
integralleri kullamlarak tammlamr. Ancak bu tammlama sonlu elemanlar yontemindeki
gosterimden daha komplekstir. Bundan dolayi, dogru sonuglar elde etmek igin ozel
integrasyon teknikleri gelistirmek ve yeni yaklagimlar elde etmek iizere itk c¢ahigmalar
integrallerin hesaplanmas: (izerinde yogunlagmustir.

Ik olarak Jaswon (1963) ve Symm (1963), Fredholm tipi smur integral
denklemlerinin ¢6zimu igin bir sayisal teknik sunmuglardir. Bu teknik, sminn kiigiik
parcalara (elemanlara) aynistinimast ve her bir parga iginde kaynak yogunlugunun sabit
olarak kaldigiin kabul edilmesinden meydana gelmistir, Kollokasyon yontemi
kullanilarak aynigtinlan denklem, her bir -elemandaki belirli noktalara (dugiimlere)
uygulanmus ve etki katsayilar1 Simpson kural kullanilarak yaklagik olarak hesaplanmustir.
Ayrica bir istisna olarak, her bir elemann kendisine etkisinin (self-influence) sonucu olan
etki katsayilan, ya analitik olarak veya kosegen olmayan katsayilann toplamu olarak
hesaplanmugtir (Brebbia vd., 1984).

Jaswon ve Symm (1977) boyle teknikler uygulayarak basit iki boyutlu Neumann
ve Dirichlet problemleri igin dogru ¢oziimler elde etmiglerdir. Ayrica Cauchy siur deger
problemlerinin ¢oziimu i¢in de iginci Green 6zdeslifini uygulayarak daha genel bir
sayisal formilasyon teklif etmiglerdir. Bu galiymada, potansiyeller ve potansiyellerin
normale gore turevleri gibi fiziksel degiskenlerin kaynak yogunlugu yerine kullanildigt
(direkt yaklagim) daha genel bir siur integral denklemi elde etmislerdir. Bu formiilasyon



kullamlarak alman sonuglar, Symm (1963) ile Jaswon ve Ponter (1963) tarafindan
verilmigtir.

Simir elemanlart yonteminde, kaynak tamimlanmasi seklinde verilen ‘indirekt
yaklagim' ile dogrudan potansiyel ve aki gibi fiziksel degiskenleri kullanma esasma
dayanan 'direkt yaklasim' yontemleri kullaniimaktadir. Ik yillarda indirekt yaklagim
kullamilirken, daha sonraki yillarda bilgisayar ¢oziimlerine uygunlugu nedeniyle direkt
yaklagim tercih edilmistir. Bu tez ¢aliymasinda direkt yaklagim yontemi kullamimugtir.

Indirekt yaklagim yontemlerinde integral formiilasyonundaki potansiyel dogrudan
¢ozillemez, fakat alam destekleyen bir esdeger kaynak bulunur. Egdeger kaynak,
kaynagin yeri ve smurdaki herhangi bir noktaya kaynagin etkisi ile iligkili olan bir
fonksiyon altinda, tammlanmug smmr sartlariu saglamaya zorlanarak bulunur. Bu
fonksiyon, bir Green fonksiyonu veya daha genel bir sekilde etki fonksiyonu olarak
verilir. Bu gekilde kaynak bulunarak tekrar integralin igine yazilir ve bolgede herhangi bir
noktadaki potansiyel hesaplamr. Kaynaklar sadece sinirlara ve farkli malzemelerin
arakesitlerine yerlestirilir. Birgok pratik problemde kaynak bilinmez, ancak sir tizerinde
potansiyel veya potansiyelin normale gore tirevi belirtildiginden, bu sartlan
destekleyecek bir kaynak bulunur. Bu durum fiziksel olarak, smir sartlannn yiizey
uizerindeki kaynak dagilimlarina esdeger oldugu anlamindadir (Klimpke, 1983).

Direkt yaklagim yontemlerinde, esdeger kaynak yogunlugu dagiimlan
hesaplanmaksizin problem bélgesinde potansiyel ve potansiyelin normale gore tiirevi igin
dogrudan ¢6zim yapilir. Bilinmeyen potansiyel ve potansiyelin normale gore tiirevi igin
siir  integral denklemi, problem bolgesi iizerinde alan noktast almarak Green
teoreminden elde edilir (Yildir, 1985).

'1970'li yillar sinir integral alamindaki arastirmalarin ve uygulamalarn, uygulandift
yillar oiarak gorilmektedir. 1970'lerin ortalarinda smur integral yaklasiminin birgok pratik
problemlerin ¢6zimi igin sonlu elemanlara en iyi alternatif oldugu agik¢a ortaya
¢tkemgtir. Bu sirada, degiskenlerin interpolasyon fonksiyonlarma bagh olarak
tammlanmasi ile egrilerden meydana gelen (curvilinear) sinir elemanlartmin kullanilmast
dastincesi dogmustur. Bu geligme siir elemanlarini, problem geometrisinin tanimlanmast

i¢in sonlu elemanlar gibi ¢ok yonlu bir teknik haline getirmistir. Birgok arastirmaci



indirekt simr integral yaklagimimin yerine, direkt formiilasyonu kullanarak bu teknigin
avantajlarim ortaya gikarmuslardir.

Genel olarak 1978 yili, giiniimiizde kullanilan notasyonlanyla simr elemanlar
yonteminin modern taniminin yapildig: tarih olarak kabul edilir. Bunun nedeni, kismen
sinir elemanlan yontemi hakkindaki ilk uluslararasi konferansin yayinlanmas: (Brebbia,
1978-a) ve kismen de Southampton'daki bilgisayarli mekanik arastirma grubu tarafindan
konu hakkindaki ilk kitabin gikarilmasidir (Brebbia, 1978-b). Southampton grubu
tarafindan yayinlanan diger kitaplarda da aym notasyonlar kullandmugtir (Brebbia vd.,
1979, 1984, 1989).

Bu olusumlar siur elemanlart yonteminin pek ¢ok onemli karakteristik
ozelliklerinin anlagilmasina ve daha klasik smir integral formiilasyonu ile arasindaki
farklarin agik¢a ortaya konmasina sebep olmustur. Bu farklar;

1- Agirlikli artiklar formiilasyonuna ya da varyasyonal prensiplere dayanan simr
elemanlart yonteminin Onemi, dogrudan integral denklemlerinin elde edilmesinden
kaynaklanmaktadir. Agirlikli artiklar formiilasyonu problemin tamm denklemlerine
dogrudan uygulandifindan, bu durum lineer olmayan veya zaman bagimli problemler ile
calismak icin oldukga uygundur. Bu yaklagim, normalde kullanilan Galerkin, kugiik
kareler vb. kollokasyon yontemleri gibi, sinir tizerinde farkh tip hata minimizasyonlarimn
kullammum kolaylastinr. Formiilasyon genel bir yapidadir ve temel ¢ozimler olarak
Green fonksiyonlarmin kullanimiyla simrh degildir.

2- Yontem, problem yiizeyinin uygun bir gekilde tanimlanmasina imkan saglayan
(6zellikle egrisel siurlar igin) yiksek dereceli smir elemanlarimin gelistirilmesine
uygundur. Yiiksek dereceli elemanlar, birgok pratik uygulamalarda problemin
tammlanmas: i¢in énemli oldugu gibi, ¢oziimiin yaklagimim da saglar.

3- Tekillik noktalarim daha iyi tanimlayan ve siireksizligin olugmasima neden olan
sinir eleman formiilasyonlan digitk dereceli siireklilik gerektirir. Bu 6nemli karakteristik,
sonlu farklar yontemi ya da sonlu elemanlar yonteminde ihtiya¢ duyulan yiiksek dereceli
sureklilik gerektirmeksizin, kompleks smur sartlanmin  daha basit bir gsekilde

tanimlanmasim saglar.



1.2. Smr Elemanian Yonteminin Elektrik Miihendisligi Literatiiriindeki Yeri

Elektrik alanlarim siir elemanlan yontemini kullanarak inceleyen gesitli galigmalar
gergeklestirilmigtir.

Ik olarak Harrington vd. (1969), teknigi bazi iki boyutlu elektrik mithendisligi
problemlerini ¢ozmek igin kullanmugtir. Burada potansiyel ile normale gore tiirevi
arasinda lineer bir iligki tammlayan daha genel empedans sir sartt (Robin tipi)
kullamlmugtr.

Daha sonra Mautz ve vHarrington (1970), her bir eleman iginde kaynak
yogunlugunu sabit kabul ederek ve indirekt formilasyonu kullanarak, Dirichlet simr
sartlart ile elektrik miihendisliinin eksenel simetrik problemlerini ¢6zmiiglerdir.

Klimpke (1983)'nin master galigmasinda, Dirichlet, Neumann ve kangik tip simr
sartlann ile, smurh veya smrsiz bolgelerde Laplace denkleminin ¢6zimi igin stmr
elemanlan yontemi kullamlarak iki boyutlu elektrostatik alan hesaplamalan yapilmustir.
Bu caligmada indirekt yaklaggm kullamlarak, farkh dielektrik ortamlardan olusan
problemler i¢gin elde edilen sonuglar, analitik sonuglarla kargilagtirtmistr.

Yildir (1985), yaptigh doktora ¢ahigmasinda, ii¢ boyutlu Laplace denkleminin
¢Oziimi i¢in bir simur elemanlarn yontemi gelistirmigtir. Kibik B-spline egrilerini
kullanarak problem geometrisinin ayngimmm ve yaklasgimim yapomg ve veri uretimini
gergeklestirmigtir. Alan analizi yapmak igin, Green teoremini kullanarak simrdaki
potansiyel ve potansiyelin normale goére tiirevi igin bir integral denklemi elde ederek
(direkt yaklagim), veri Uretimi ve alan ¢oziimi igin Ornekler vermigtir. Caligmanin
sonunda, igerisinde kiiresel bir hava kabarcigt olan porselen bir izolatérin igindeki ve
etrafindaki alan dagiimint bulmak (zere problemi modellemis ve ¢ozimini
gerceklegtirmigtir.

Smir elemanlant yontemi kullamlarak yiksek gerilim cihazlanimin bilgisayar
destekli analizi konulu bir ¢aliymada, 'Electro’ paket programu kullanilarak baz yiksek
gerilim test diizenlerinin alan analizleri gergeklestirilmistir. Simir elemaniart yonteminin,
sonlu farklar ve sonlu elemanlar gibi yontemlere gore iistin ozelliklere sahip oldugu
belirtilmigtir (Yildir, 1987).

Yine benzer bir caligmada, elektrostatik alan problemlerinin ¢ozimi igin

kullanilan bilgisayar uyumiu yontemlerden simr elemaniar yéntemi ile sonlu elemanlar
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yontemi karsilagtirilmugtr. Bu ¢alismada da, smur elemanlan yontemi yardimiyla
elektrostatik alan hesaplamalari yapan ‘Electro' yazimi kullanilarak bazi o6rnek
problemler incelenmis ve elde edilen sonuglar, egpotansiyel egriler, elektrik alanlar
egrileri ve U¢ boyutlu elektrik alan profilleri olarak g¢izdirilmigtir. Ayrica ‘'Electro'
programmn iletim hatt1 parametrelerinin (kapasite, indiiktans, empedans vb.)
hesaplanmasinda da kullamldig: belirtilmistir (Knutson vd., 1991).

Bir bagka caligmada, yiiksek gerilim degarj cihazlart igin siur elemanlan
yonteminin bazi uygulamalar yapilmigtir. Cahgmada ¢ok yalitkanh elektrot sistemleri ile
iki elemanli bir cam izolatér zinciri igin hesaplamalar yapilmg ve espotansiyel egriler
¢izdirilmigtir. Cahigmanin sonunda, elektrik alanlarimin ve potansiyel dagiimlarmn
hesaplanmasinda sinir elemanlari yonteminin oldukga kullamsh oldugu ispatlanmugtir
(Turri vd., 1992).

Sinir elemanlan yontemi kullanilarak elektrostatik alanlarda kapasite ve kuvvet
hesaplanmast ile ilgili bir galigmada, farkli potansiyellerdeki iki kiireden olugan bir sistem
ile iki diizlem elektrot arasindaki bir kiireden olusan 6rnek sistemler igin kapasite ve
kuvvet hesaplamalan yapilmistir. Bulunan sayisal sonuglar, analitik ¢6ziim sonuglar ile
kargilagtinlmuigtir. Boylece siur elemanlar1 yonteminin alan ¢oziimlerindeki yiiksek
dogrulugunun bir sonucu olarak, elektrik alanlanndaki kapasite ve kuvvet gibi
parametrelerin de gok yiiksek bir dogrulukla elde edildigi gosterilmigtir ( Liu vd,. 1992).

Yiiksek gerilim izolatorleri ile ilgili olarak yapilan bir ¢aligmada, kirli bir izolatér
iizerindeki potansiyel ve elektrik alanlari hesaplanmugtir. Diizlemsel geometrilerden
olusan iki ve ii¢ boyutlu problemler i¢in bulunan sonuglar analitik sonuglar ile
kargilagtinlmigtir. Ayrica bir pin izolatér igin, yuzey iletkenligi olarak hesaplanan kagak
akimlar, deneysel olarak olgiilen kagak akimlar ile karglagtinlmugtir (Rasolonjanahary vd.,
1992).

Bamji vd., (1993) tarafindan yapilan bir g¢aligmada smur elemanlan yontemi
kullanilarak polietilen igine gomilii igne tipindeki bir yik igin elektrik alan dagilimlar
elde edilmigtir. Elektrik alam, simur elemanlann yontemini kullanan 'Coulomb' paket
programi ile hesaplanmugtir. Elde edilen sonuglar, daha 6nceden sonlu farklar yontemi ile

elde edilen degerlerle kargilagtirilmugtir.



Bagka bir tir ¢aliymada, iki boyutlu Laplace problemi igin varyasyonal simr
elemanlan formilasyonu gelistirilmistir. Uygulama olarak farkh potansiyellerde iki adet
koaksiyel iletkenden olusan problem varyasyonal sinir elemanlan yontemi ile ¢ozilmis,
siirda hesaplanan ve bir radyal eksen boyunca ig¢ noktalarda hesaplanan potansiyel ve aki
degerleri analitik sonuglar ile karsilastinimugtir. Diger bir uygulamada koaksiyel bir
kapasitorde, potansiyel dagihimlari hesaplanarak egpotansiyel egriler ¢izdirilmis ve
kapasitesi hesaplanmugtir (Sun vd., 1994).

Diger bir ¢aligmada, 150 kV 'luk SF6 'h bir gerilim transformatériiniin ti¢ boyutlu
elektrik alan hesaplamas: yapimstir. Elde edilen sonuglar, daha onceden hesaplanan
eksenel simetrik hesaplama sonuglan ile kargilagtinimgtir ( Defourny, 1986).

Elektromanyetik alanlanin analizinde de smur elemanlan yonteminin kullanidig
cesitli gahigmalar yapilmugtir. Boyle bir ¢ahymada, iki ve ii¢ boyutlu siireksiz elemanlar
kullamlarak senkron motorlann analizi gergeklestirilmigtir ( Brebbia vd., 1987).

Fauchez ve Burnet (1988), sinir elemanlan yontemi ile sonlu elemanlar yontemini
birlestirerek anahtarli bir relitktans motorun manyetik analizini gerceklestirmislerdir. Bu
calismada, doyma etkilerinin meydana geldigi stator ve rotorun gekirdek bolgeleri sonlu
elemanlar ile, manyetik olmayan (hava arahig, stator, sanmlar gibi) bolgeler de siur
elemanlan yontemi kullanlarak analiz edilmistir.

Elektromanyetik alan hesaplamalar ile ilgili bagka bir galigmada, eksenel simetrik
skin-effect problemlerinin gegici durum ¢6ziimii i¢in sinir elemanlarina dayali bir yéntem
verilmigtir (Huang vd., 1988).

Son yillarda siir elemanlan yontemi kullamlarak Eddy akimlarmin analizi
konusunda da 6nemli ¢aligmalar yapilmustir (Shao vd., 1991; Enokizono vd., 1992; Shen
vd., 1992; Enokizono vd., 1993; Tanaka vd., 1993; Sakurai vd., 1993).

Ayrica iki veya ti¢ boyutlu lineer olmayan elektromanyetik alan problemlerinin
analizi i¢in de smur elemanlan yontemi 'kullamhmstlr (Lean vd., 1984; Shao vd., 1988;
Kirstajic vd., 1992; Nowak vd., 1994).



1.3. Bu Cahymanmn Amaci

Bu tez caligmasimn amaci, Laplace ve Poisson tipindeki kismi diferansiyel
denklemler ile matematiksel modelleri olugturulabilen elektrik alan problemlerinin
¢ozimi igin kullamlan sayisal analiz yontemlerinden, sinir elemanlar1 yontemini yiiksek
gerilim sistemlerine uygulayarak, bu sistemlerde olusacak elektrik alanlarim
hesaplamaktir.

Bu amagla yapilan iglemler gunlardir:

1) Elektrik alanlarimn matematiksel modellerini olusturan Laplace ve Poisson tipi, ikinci
dereceden kismi diferansiyel denklemleri elde etmek,

2) Agirhkl artiklar yontemini ve iki boyutlu Laplace denkleminin temel ¢oziimiini
kullanarak, problemi tanimlayan kismi diferansiyel denklemi simr integral denklemine
dontgtiirmek,

3) Sur integral denklemlerini, siur elemanlan ile aynigtirarak, sinirdaki bilinmeyenlerden
olugan lineer bir denklem sistemi elde etmek,

4) Bu denklemleri elde ettikten sonra, siur elemanlar1 yontemi ile iki boyutlu, izotropik
bir ortamda elektrostatik alan dagihmim hesaplamaktir. Bu amagla gelistirilen
programin sahip oldugu 6zellikler sunlardur:

a) Problem bolgesinin istenen siklikta lineer situr elemanlan ile bolmelenerek, eleman
dugtimlerinin koordinatlari, potansiyelin hesaplanacag i¢ noktalarin koordinatlan
ile malzeme ozellikleri ve siur sartlarindan olusan basit bir veri giriginin yapiimasi,

b) Saysal integrasyon yontemi yardimiyla, lineer denklem sisteminin katsayilarin
hesaplayarak denklem sisteminin ¢oziilmesi,

¢) Denklem sisteminin ¢6ziimiiyle elde edilen siur degerlerini (potansiyel ve normale
gore tiirevini) kullanarak, istenen i¢ noktalardaki potansiyellerin hesaplanmasi,

d) Sonsuz siurh problemlerde de, istenen noktalardaki potansiyellerin aynt yontemle

¢oziilebilmesi.
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BOLUM 2
ELEKTRIK ALANLARI

2.1. Genel Bilgi

Elektrik alam, yiiksek gerilim cihazlarmin yahtiminda dikkate alinmasi gereken en
onemli faktorlerden biridir. Enerji iletim hatt1 sistemlerinde gerilimler giin gegtikce
yukseldiginden, yalitim malzemelerinin de daha biiyiikk elektriksel zorlanmalar altinda
calismas: gerekmektedir. Sadece daha kalin yahitim malzemesi kullanarak iyi bir sonug
alinmas1 miimkiin degildir. Ciinkii bu durumda hem termik empedans biiyiimekte ve hem
de uzayan zincir boyu direk ebatlanimn biiyiimesine ve iletim hatti toplam maliyetinin
onemli bir kismim olugturan direk masraflarinin artmasina neden olmaktadir. Bunun igin
elektrik alan dagilimmnin ve kritik bolgelerdeki alan siddeti degerlerinin bilinmesi gerekir
(Rumeli, 1969).

Dogru akim sartlaninda veya ¢ok diisiik frekanslarda, elektrik alammn bir
yaklagimu olarak statik elektrik alam veya kuasi-stasyoner elektrik alam kullanlir. Bu,
dielektriklerin ve metaller gibi yiksek iletkenlikli malzemelerin bulundugu problemler igin
¢oziime ¢ok iyi bir yaklagim saglar. Ancak iletkenler ile dielektrikler arasinda orta
iletkenlikli malzemeler varsa, alternatif elektrik alam statik elektrik alanindan farklidir,
Ince yan iletken tabaka ile kaplanmug veya kirlenmig siir yiizeylerinin bulundugu boyle
durumlarda statik elektrik alami yaklagimi uygulanamaz. Yiiksek gerilimli iletim hatt1 ve
salt tesisleri ile gii¢ kablolan1 baglantilanimin tasariminda alternatif elektrik alaninin bityiik
onemi vardir (Kato vd, 1979).

Ozellikle dig ortamdaki gimento tozlari, baca gazlari gibi endiistriyel kirlilik ve
kiy1 bolgelerindeki deniz suyu kirliligi, yiiksek gerilim izolatérlerinin yiizeyinde iletken bir
tabaka olusturur. Bu durumda izolator yiizeyinden rezistif - kapasitif bir kacak akim akar
ve alan dagihmu statik alan hesaplamalan ile belirlenemez. Bu nedenle elektrik alanlar,
statik ve dinamik elektrik alanlar1 olmak tizere iki kisimda incelenir (Cebeci, 1991).
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2.2. Statik Alanlar

Bir yikli pargacik, elektrik alanmnmn bulundugu bir bolgede, basladigi noktaya
gelecek sekilde kapali bir yol boyunca hareket ettirilirse, toplam olarak bu pargaciga karst
ve parcacik tarafindan ig yapilmams olur. Bu durum, pargacifmm izledigi yolun gekline
bagl degildir; daire, kare veya herhangi bir kapali egri olabilir. Ayrica sonug, elektrik
alammn kaynagindan da bagimsizdir (yiikiin hareketi amnda kaynagin degismemesi
sarttyla).

Enerji kuvvetle yolun skaler ¢arpimina esit ve toplam enerji de kapalt yol boyunca
her bir kiigitk yol pargasi iizerinde meydana gelen enerjilerin toplamu veya integrali

oldugundan,

§ F.ds =0 2.1)

dir. F yerine qE yazilirsa (q=1 C olarak),
$E.ds=0 (2.2)

olur. Burada §, integrasyon yolunu gostermektedir. Denk.(2.2)'ye vektor analizinden

bilinen Stokes teoremi uygulanirsa,
§E.d§ =I(VXE).d§ =j(rotfz) d§=0 (2.3)

elde edilir.
Denk.(2.2)'nin biitiin kapali yollara, dolayisiyla denk.(2.3)%in biitin kapal yollara
karstilik olan yiizeylere uygulandig1 dustinilirse, bunun tek yolunun,

vxE=0 (2.4)

oldugu goriilir. Bu sonug gosteriyor ki, elektrik alam rotasyonelsiz bir alandir.
Rotasyonelsiz bir alan, skaler bir u potansiyel alanindan tiirer.

Statik elektrik alam problemlerinin ¢6ziimiinde, gogu kez u potansiyel alam olarak
bilinir. Boylece u yardimiyla sabit egpotansiyel yiizeyler elde edilir (Ozkaya, 1988).
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Bilindigi gibi, potansiyelleri birbirine esit olan noktalari birlestiren yiizeylere
espotansiyel yizeyler denir. Bir egpotansiyel yiizey iizerinde iki nokta arasindaki
potansiyel fark ve dolayisiyla bu iki nokta arasinda yapilan ig sifira esittir. Egpotansiyel
yiizeylerin belirli bir ylizey tGizerindeki izleri, espotansiyel ¢izgileri verir.

Bir elektrik alani, alan ¢izgileri ile gosterilecegi gibi, espotansiyel ¢izgiler ile de
gosterilebilir. Espotansiyel cizgiler sabit bir potansiyel farki esas tutularak ¢izildigi
takdirde elde edilen gekil, alan hakkinda fikir verir. Bu ¢izgilerin sik veya seyrek olmasi,
sozkonusu noktalarda alan siddetinin biiyiikk veya kiigiik oldugunu gosterir (Cebeci,
1991).

Sekil 2.1'den goriildigii iizere aralarinda du kadar, sonsuz kiigiiklitkte potansiyel

fark: bulunan iki egpotansiyel yiizey verilmis olsun.

Sekil 2.1 Alan siddetinin egpotansiyel yiizeyler yardimiyla hesab.

Pozitif birim yiikiin, egpotansiyel yiizeyin normali yéniindeki fi birim vektori
dogrultusunda di kadar hareket etmesi halinde alan tarafindan yapilan is,

du =-E.dii =-E, . dn (2.5)

olur.

Bu bagntidan,
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du
E =—— 2.6
e 2.6)

elde edilir. Burada E_, alan siddeti vektoriiniin egpotansiyel yiizeye dik fi birim normal
vektorii yoniindeki bilesenidir.

Genel olarak potansiyel, koordinat sisteminin bir fonksiyonu oldugundan,
denk.(2.6) kismi tiirev seklinde,

__ o
E, =-2 2.7)

. &
B--i 28
e 2%

seklinde yazilir. Bu bagntilarda eksi igareti potansiyelin, alan siddeti vektorii yoniinde
azaldigin gosterir.
Alan siddeti vektériiniin kartezyen koordinat sistemindeki bilegenleri,

éu
E,=- 2.9)

bagintilan yardimiyla bulunur. Buradan, potansiyel gradyan vektort,

ou- Ou- Odu-
adu = —i+—j+—k 2.10
grad u 6xl+6yj+6z ( )

olarak yazilir ve boylece, alan siddeti ile potansiyel arasinda,
E =-gradu (2.11)

bagintisi elde edilir.

k (2.12)
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olarak denk.(2.11),
E= -Vu (2.13)

seklinde kisaca ifade edilir (Goneng, 1977).

Denk.(2.13), elektrik alammn egpotansiyel yiizeylere dik (ortogonal) ve
potansiyelin azaldig1 yonde oldugunu gésterir.

Simdi uzay icine kapah bir yiizey konuldugunu kabul edelim. Kapal: yiizeyin sekli
ne olursa olsun, her tiirlii kapah ytizey boyunca egrisel integralin degeri,

&, § E.ds=0Q (2.14)

olacaktir. Kapali yiizeyin iginde hi¢ elektrik yiikii yoksa veya pozitif elektrik yiikiine esit
miktarda negatif elektrik yiikii varsa, denklemin sag tarafi sifir olur.

Bu kapali yizey herhangi bir yaltkan madde igerisinde bulunuyorsa,
denk.(2.14)in bitin yalitkan maddelere uygulanabilmesi igin, bu denklemi yalitkan

maddelerin bir karakteristifi olan e, katsayisi ile ¢arpmak gerekir. Bu durumda

denk.(2.14) su sekilde yazilir:

£, .8, § E.ds=0Q (2.15)

g, 'nin degeri yalitkanin cinsine bagh olup, sicaklikla ve diger bazt sartlarla bir miktar
degisir. Eger birgok yahtkan madde igerisinden gegen kapali bir yiizey diisiiniilecek
olursa, bu durumda integrasyon yiizeyi kismen hava, kismen yag ve kismen bir diger

madde olabilir. Bu, bir yalitkan maddeden digerine gegiste ¢ 'nin degigmesi demektir.

Dolayisiyla denk.(2.15), daha genel olarak,
fs, 8, .E.ds = Q (2.16)
seklinde yazilabilir. € = ¢, .g, konularak,

fs E.ds = Q (2.17)
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elde edilir. Burada €, sozkonusu yalitkan maddenin mutlak dielektrik sabitidir. Eger,
D=¢.E (2.18)
ile gosterilirse, denk.(2.17),

$D.dS=q (2.19)

seklini alir. D 'ye elektriksel aki yogunlugu veya kisaca deplasman vektorii denir.
Denk.(2.19)'a Green teoremi uygulandiginda,

v.D=0 (2.20)

yazilir. Eger Q # 0 ise, diverjans sifir degildir ve bunu, p ile gosterilen hacimsel yik
yogunlugu cinsinden ifade etmek uygun olacaktir. Boylece kapal bir yiizey igindeki
elektrik yiiki, yiik yogunlugunun bu yiizey igindeki hacimsel integraline esit yani,

jp.dv =J’(V.ﬁ).dv =J'(div13) dV = Q (2.21)
oldugundan,
v.D=p | (2.22)

bulunur. Bu denklem, dielektrik sabitinin noktadan noktaya degismedigi homojen bir

madde iginde,

(2.23)

<
s ]
I

o o

seklinde yazilabilir. Denk.(2.23), elektrik alam ile yiik arasindaki baginttyr vermektedir.
Denk.(2.13), denk.(2.23)'te yerine yazilirsa, potansiyel ile yiikk yogunlugu arasindaki
bagint1 elde edilir:

V(V.u) --£ veya Viu=-£2 (2.29)
€ €
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Denk.(2.24), ikinci dereceden diferansiyel bir denklemdir (Poisson deklemi).
Elektrik yuki bulunmayan bir uzay pargasi iginde sag taraf sifir olur (Laplace denklemi).
Laplace denklemi, kartezyen koordinat sisteminde agik olarak,

u u &t

pwe +6y2 + pw =0 (2.25)

seklinde yazilir. Alamin sadece x ekseni boyunca degismesi halinde potansiyel,

2
-g;‘zi =0 (2.26)

ve elektrik alan giddeti de,

N .
E=-— - 227
> @27

formiiliinden hesaplanabilir (Ozkaya, 1988).

2.3. Dinamik Alanlar

Statik elektrik alamna ait klasik hesaplamalarda, malzemenin elektriksel iletkenlik
degerinin yalitkan kisimlar igin sifir, iletken kisimlar i¢in de sonsuz oldugu kabul edilir.
Eger dielektrik bir ortamda elektriksel iletkenlik sifirdan farkli ise, o zaman statik elektrik
alant ¢oziimleri hatal olabilir. Béyle dinamik alan durumlarinda E, o 'ya bagmhdir ve
genellikle bolgenin farkh kisimlarinda farkli anlarda pik yapar. Bu sebeple € ile birlikte
o 'nin da agafida gosterildigi gibi hesaplara katimasi gerekir.

E igin diferansiyel esitlik, siireklilik denkleminden tiiretilebilir:

V.V =-— (2.28)

Burada J akim yogunlufu, p hacimsel yiik yogunlugu ve t zamandir,
Denk.(2.18) ve denk.(2.22)'den,
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- o -
v.i= —E(V .D) (2.29)
elde edilebilir. Buradan
v.(h-@J 0 (2.30)
a

yazilarak, ohm kanunu ve denk.(2.18) yardimiyla
- 9 =
V.(cE +—a—t—sE) =0 (2.31)

elde edilir (Marshall ve Skitek, 1990). Bu denklem, f frekansl siniisoidal E durumu igin
(o =2nf),

V. (oc+joe)E =0 (2.32)

sekline girer. Faraday Kanunu ve manyetik vektor potansiyel tammindan yaralanarak, bu
denklem

v*[E+a—Aj =0 (2.33)
o
seklinde yazilir. Burada
B+ A __wy (2.34)
ot
olup,
E=vy-A (2.35)
ot

elde edilir. Eger sag tarafin ikinci terimi, birinci terime gore ¢ok kiigiikse,
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E=-Vu (2.36)
yazilir. Boylece, denk.(2.32)'den
V. (ic+joeg)Vu=10 (2.37)

ve agik olarak,

56;(«:)'+j0)z-:)§‘—u-+i (c+jae) =0 (2.38)

o
ox Oy dy

elde edilir. Denk.(2.37), siniisoidal elektrik alanlani igin diferansiyel esitliktir. (o + jo.&)
terimi, kompleks dielektrik sabitidir. Bu ifade, kompleks bagil dielektrik sabiti olarak
€, =c/g,+jo.s, seklinde yazilabilir. Eger o=0 ise, statik elektrik alanlan igin

bilinen,
V.eVu =0 (2.39)

esitligi elde edilir. Eger w.¢ << ¢ ise; o zaman denk.(2.37), iletken malzemelerdeki

akim akig1 igin bilihen,
V.ocVu =0 (2.40)

denklemine doniigur.

Dinamik elektrik alanlarinin incelenmesini saglayan kompleks dielektrik sabiti,

e=¢' —jg" (2.41)
(Kuffel ve Zaengl, 1984) ve
E=c-j2 (2.42)
()

seklinde de verilmigtir (Denegri vd., 1975). Bagil kompleks dielektrik sabiti ise,
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g, =g, — j— (2.43)

0.€,

seklinde verilmistir (Tareev, 1978). Denk.(2.42)nin her iki tarafi e, ile bolinirse,

denk.(2.43)"in bulunacag: gorilmektedir.
Denk.(2.37)'de esitligin her iki tarafi -j ile carpilip o ile boluntirse,

V(s - Jg) Vu =0 (2.44)

elde edilir. Burada s=g,8, ve o=2nf olmak iizere, parantez igindeki terim

kompleks mutlak dielektrik sabitini gosterir.

2.4. Yaklasik Coziim Yontemleri

Elektrik alanlarimin sayisal olarak analizi igin ¢esitli yontemler geligtirilmistir. Basit
yapidaki elektrik alan problemleri dogrudan analitik olarak ¢ozilebilir. Fakat diferansiyel
denklem seklinde ifade edilen pratik problemler, karmagik olmasindan dolayr yaklasik
¢6ziim yontemleri kullamlarak gozillebilmektedir. Genel olarak kullanilan yontemler,
sonlu farklar ve sonlu elemanlar yontemleridir. Bu iki yéntem, goriiniigte farkli olmasina
ragmen, serbestlik derecesi sonsuz olan siirekli bir sistem, sonlu bir diziye indirgenerek
benzer amaglar i¢in kullanilir. Boylece problem sayisal olarak ¢ozilebilir ve bilgisayar
¢Oziimii i¢in uyumlu hale getirilebilir. Sonlu farklar teknigi, diferansiyel denklemin aynk
versiyonunu saglayan bir dizi digiimi tanimlar. Sonlu elemanlarda, diferansiyel denklem
veya onun i¢ ¢arpim versiyonu, bir bolge veya eleman iizerinde ortalama olarak saglanir.
Bu iki teknik, incelenen bélgenin sinirlarina ilaveten bolgeyi de aynstir. Buna karsilik
stir elemanlar yontemi, sadece dig simirin ayrigimu esasina dayamir. Bu ti¢ teknik, igerilen
yaklagim tizerinde bir odaklama yapilirsa, yakindan iligkilidir.

Ornek olarak, asagidaki smnir gartlan ile,

S (uy)=s S; smurinda,

G(uy)=g S, smrnnda. (2.45)
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L (uy)=b B bolgesinde, (2.46)

denklem takimu verilsin.

Genellikle bulunmasi miimkiin olmayan, problemin tam ¢ozimii u, ile gosterilir.

u, fonksiyonunun bir ¢, (x) fonksiyon takim ile yaklagim,

u= Z a,Q, + o, (2.47)
k=1
seklinde yapilabilir.
o, katsayisi smir gartlarimin homojen olmayan kisimlarinin saglanmast igin hesaba
katilir. a,, belirsiz parametrelerdir ve o, , asagidaki gekilde verilen bir fonksiyonlar

dizisinden alinan, lineer olarak bagimsiz fonksiyonlardir.
(Pl(x)’ (pz (X)7 ------ 3(pn(x); (248)

x ise, B bolgesindeki uzaysal koordinatlan gosterir.
Bu fonksiyonlar genellikle, kabul edilebilir sartlar olarak isimlendirilen, simr
sartlan ve siireklilik derecesine bagli olarak verilen belirli sartlan saglayacak sekilde

segilirler.
Eger denk.(2.48)'de tammlandig: gibi bir fonksiyonlar dizisi,

oy@, +%p, + -+ +a, @, =0 (2.49)

ise lineer olarak bagimsiz olacaktir (Bu sadece biutin o,'ler sifir oldufu zaman
dogrudur).

Yaklagik ¢6ziim yontemlerinden, agirhkl: artiklar yéntemi ve kollokasyon yontemi
Ek-A'da agiklanmugtir.
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BOLUM 3
SINIR INTEGRAL DENKLEMLERI

3.1. Bilge Denklemlerinin Smmir Integral Denklemlerine Déniistiiriilmesi
Elektrostatik, elektromanyetik, 1s1 iletimi, gerilme, burulma, akiskanlar mekanigi
gibi birgok milhendislik probleminin analizinde kullanilan ve problem bolgesini
tammlayan kismi diferansiyel denklemler, Poisson denklemi veya onun homojen sekli olan
Laplace denklemi tipindedir.
Poisson denklemi iki boyutlu sistemlerde,

o* o’ . .

glzl-+5y—;1=b ( B bolgesinde ) 3.1
veya,

Viu=b ( B bolgesinde ) (3.2)
seklinde yazilir.

Burada b=b(x,y) olmak iizere, bilinen bir fonksiyondur. B, iginde denklemin

uygulandit ve S ile gevrelendigi kabul edilen bir bélgedir. Ayrica n, normal olarak
tammlanir (Sekil 3.1).

B Bélgest

S=S1+S2

Sekil 3.1 Problemin geometrik tanimlari.
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Burada,
o* 0*
V()= _a,fz) +——6y(2) 33)

Laplace operatéri olarak adlandirilir.
Poisson denklemine agirhkh artiklar yontemi uygulanarak smir integral ifadeleri
elde edilebilir. Bunun i¢in denk.(3.2) bir w agirhk fonksiyonu ile ¢arpilir. Bu durumda,

j j (V2u-bjwdB=0 (3.4)
B
denklemi elde edilir. Bu denkiem, x ve y koordinatlar cinsinden,

”(Vzu‘b)‘”dB =U(§xz—'}+§;u——wadB=o (3.5)

seklinde yazilabilir.

3.2. iki veya U¢ Boyutlu Kismi Integrasyon (Green Teoremi)

Ikinci dereceden bir kismi diferansiyel denklemini, birinci dereceden kismi
diferansiyel denkleme doniigtirmek igin kismi integrasyon uygulanir. Béylece bolge
integral ifadesinden, sinir integral ifadeleri elde edilmis olur.

Asagnda verilen iki boyutlu ifadenin kismi integrasyonu incelenecek olursa;

ij ¢%\:—dxdy (3.6)

once x 'e gore integral almir ve Sekil 3.2'deki semboller ile bilinen kismi integrasyon
bagmntist kullanilir:

Ju dv=—fv du+ V), —(WV) sy 3.7

Xy Xy,
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Sekil 3.2 Iki boyutlu kismi integrasyon bolgesi.

Kismi integrasyon igin ,

Lj¢%@dy=—nglwdxdy+:IE¢w] Rdy

ifadesi yazilir. Simrda bir dS dogru pargas: gézoniine alinirsa,

dy = n,dS

yazilabilir, Burada n, , normal ile x yonii arasindaki aginmn kosiniisidiir.

[ randy =~{[ 3 vasty+ [um,as

Benzer sekilde y yoninde de aym islemler gergeklestirilirse,

Y=¥Yr

[} ¢%dxdy= -{f %\ydxdy+x=ﬁ¢\y] dx

¥=Xg y=yYL

ve burada

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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dx = n,dS (3.12)
yazilarak,
2 dxdy =~ [ 22 yaxdy + ¢yn dS (3.13)
B % B oy s '

ifadesi elde edilir.
Denk.(3.10) ve denk.(3.13)'te, her iki tarafta y 'nin x 'e ve y 'ye gore tirevleri

alinirsa,
62
gd’_dax\f B=~£f%g—d13+£¢%nxds (3.14)
A T . X oy
!4’3;2“13* J@y aydB+_!¢5-y—nde (3.15)

denklemleri elde edilir (Zienkiewicz, 1977).
Yukarida bulunan denk.(3.14) ve denk.(3.15)'in toplamu agagidaki denklemi verir:

Hd{az‘” aw)dB ﬂ( %%——%ﬂ)w+£¢(ﬁ"’—n +‘Z‘;’ ]dS (3.16)

oy
Burada,
R (3.17)
'dir. Bu durumda denk.(3.16),
ﬂd{a ¥, 2 "’de ﬂ[—%%—%%}&+[¢a\vds (3.18)

seklinde yazlabilir. Boylece kismi integrasyon sonucunda bir siur integral terimi elde
edilmis olur. Bu ifade denk.(3.5)'teki terimler cinsinden,
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j’jw[gz— Ju_ JdB=jj(—a—w-@-@-aﬂ—bw)dmjw%ds:o (3.19)

seklinde yazilabilir.

Bu durumda ikinci dereceden diferansiyel denklemin kismi integrasyonu, u 'nun

normale gore tiirevini yani, % 'i verir (Bu terim daha sonra g olarak isimlendirilecek ve

q= % olarak kullantlacaktr).

Elde edilen bolge integrallerinin tekrar kismi integrasyonu sonucunda,

dB udB+ [ P _ds (3.20)
[ 22t [

ﬂ dB U dB+j%ﬂ;’—unyds (3.21)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanip diizenlendikten sonra,

”(—%%—%%)dhﬁ“[i? +Z;—deB-Iug—ds (3.22)
B B A

bulunur. Bu sonug denk.(3.19)'da yerine yazlirsa,

H[az w )dB+'[—wdS ju%%ds 0 (3.23)
veya
ij {(Vzw)u-bw}dB +£ %st —! u%;’—ds:o (3.24)

elde edilir. Denk.(3.24), denk.(3.4)'e esit oldugundan

jj (V2 u)wdB = J,J (V2w)udB + ! %wds - _S[ u%dSzO (3.25)
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yazilabilir, Bu esitlik aym zamanda Green Teoremi olarak bilinen sekilde de ifade
edilebilir:

[[{(52upw - (v*w)alen =] (%W - U%})ds (3.26)

B N

B bolgesinin S smur, S; ve S; (S = S; + S; ) olmak uzere, asagidaki siur
sartlariyla ikiye bolinebilir:

S; smnnda, u =1u "Dirichlet Tipi" Sir Sarti

S, smirinda, q= % =q "Neumann Tipi” Sinir Sart1
Daha sonra, denk.(3.24) soyle yazilabilir:

I} {(Vzw)u-bw}d13+ [ awds + [ qwds - Sj %ds ju——ds -0 (3.27)

B 5 S,

Smur sartlariin denkleme etkisini gérmek ve Laplace denklemi V?u 'yu tekrar

elde etmek i¢in, bir kere daha kismi integrasyon uygulanirsa,

_uow ouow }d M ds gwds - [12%ds- [uPas=0
Lj{ W B+-!6nu +§.:quS+§[qw j‘uan g[uan

5,

(3.28)
ifadesi elde edilir. S smmirindaki integral, S; ve S, olmak iizere iki terimin toplam seklinde
yazilabilir. Bu durumda son integral yok edilir. Boylece,

H{_@@_@@-bw}dmj%udw [awds + [qwds -jﬁ%‘:—ds =0 (3.29)
5 5, S,

5

elde edilir. Tekrar kismi integrasyon ile,

V2w - bwldB - [qwds + [ T uds + [qwds+ [gwds - [a2ds =0 (3.30)
n on

B s 8, 5, S, 5,
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ifadesi elde edilir. S siurindaki integral, biri S, ve digeri S, siun olmak iizere iki
integralin toplam: olarak yazilabilir. Buradan ¢ikacak olan S; integrali, denk.(3.30)'daki
qw 'nun S, integrali ile yok edilebilir. Bu durumda denklem su sekli alir:

.U {(VZ“)W - bW}dB - quds + fa—w-udS + jqwds - J"ﬁgw—ds =0 (3.31)
B S s, on 5 s on
Bu formiil,
H {(Vz“)w - bW}dB - I(q - q)wdS + j (u- ﬁ)%}ds =0 (3.32)
B S, s,
seklinde yazilabilir,

Bu ifade bir kere daha gosteriyor ki, siur sartlarimn iki tipi (S; 'de temel sartlar
u=u ve S, 'de tabii sartlar q=9q) ve bir bolgede diferansiyel denklem saglanmaya
cahigiimaktadir.

=0 olmasi durumunda Laplace denklemi elde edilir ve denk.(3.32) su sekilde
yazilir:

[[(v?a)waB= [ (a-qwds - [ (u ~ﬁ)%ds (3.33)

B S,
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3.3. Temel Coziimiin Uygulanmas:

Smir integral denklemlerini elde etmek i¢in yapilacak ilk ve en ¢nemli iglem;
problemi tanimlayan diferansiyel denklemin 'temel ¢oziim'iinin bulunmasidir. Bu temel
¢Oziim, kismi diferansiyel denklemi B bolgesinde saglar ve bu denklemi bir smir integral
denklemine dontigtirir. Boylece problem iki boyutlu durumdan, bir boyutlu duruma
indirgenmisg olur (Ek-B).

V?u=0 Laplace Denklemi'nin temel ¢oziimii u* olsun. Bu temel ¢oziim, bir 7'
noktasinda bulunan bir kaynak tarafindan meydana getirilen alam ifade eder. Bu kaynagin
etkisi, herhangi bir siir sart1 gozonine alinmaksizin, 'i' noktasindan sonsuza kadar yayihr.

Bu nedenle u*, agagidaki Poisson Denklemi'ni saglar (Partridge vd., 1992):
Via*+ A, =0 (3.34)

Burada, A; bir Dirac delta fonksiyonudur. Bu fonksiyon x=x; noktasinda
sonsuza giderken, bu nokta digindaki herhangi bir noktada sifira esittir. A,

fonksiyonunun bir bélge iizerindeki integrali ise 1 'e esittir.

§—»

[
x=0 inoktast x=1 X

Sekil 3.3 Dirac delta fonksiyonu.

Bir Dirac delta fonksiyonunun herhangi bir fonksiyonla garpimunin integrali, bu

fonksiyonun ‘' noktasindaki degerine esittir. Buradan,

I “(VZ“*)dB=IBI u(-A;)dB =y, (3.35)

B

yazilabilir.
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Denk.(3.27)'de b=0 ve w=u* yazilarak,

[[{7*u*)u)aB=fqu+ds-[qu*as +§[a%de+ ju%fds (3.36)

B 5, 8, S,

ifadesi elde edilir. Bu énemli denklem, sinir elemanlari yonteminin uygulanmas igin bir
baslangig noktasidir. Amag, bu denklemi bir siur integral denklemine déniistirmektir. Bu
islem, temel ¢6ziim (u*) kullarularak yapalir.

3.4. I¢ Nokta Formiilasyonu
Denk.(3.35)'te bulunan ifade denk.(3.36)'da yerine yazilirsa,

—ui=—jqu*dS—jqu*ds+_[ﬁq*dS+J'uq*ds (3.37)

S S, 5, S,
elde edilir. Daha sonra denklem diizenlenerek,

ui+Iﬁq*dS +juq*ds=jqu*ds +jau*ds (3.38)
5

5y 8, 3,

seklinde yazilir. Bu ifadede sinir gartlan gozonine alindiginda integraller,

[quds = [qu*ds + [quxds (3.39)
5 $,

5y

juq*ds = [Tq*dS + [ug*ds (3.40)

S 5y 5,
toplam sinir ifadeleri seklinde 6zetlenebilir (Tang, 1988). Buradan,

ui+juq*dS =Iqu* ds (3.41)
S S

denklemi elde edilir. Bu denklem, B bolgesi igindeki herhangi bir 'i' noktasinda gegerlidir.
Bu nedenle denkleme 'i¢ nokta formiilasyonu’ adi verilir.
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3.5, Smir Integral Denklemi

1 noktasin simr tzerinde oldugu durumlar i¢in simr integral denkleminin elde
edilmesi gerekir. Bunun i¢in i’ noktasinin sinira taginmasi gerekir.

Bu amagla 'I' noktasimn smur izerinde oldugu, fakat kendi bolgesinin iki boyutlu
durumda bir yanim daire ile veya ii¢ boyutlu durumda € yarigaph bir yanm kiire ile
buyutildagi gozonine alimr.

Bu durumda 'i' noktasinin S° 'ile gosterilen yanim dairenin veya yarim kiirenin

merkezinde oldugu ($ekil 3.4) ve limitin & yarigap: sifira giderken (Zinox) hesaplandig1

gozonine ahnacaktir. Bu yolla ' noktas: bir siur noktasi haline gelecektir ve sonug

ifadesi sinir tizerindeki herhangi bir nokta igin gegerli olacaktir.

S* Simur eprisi

>

'1' simr noktast =g

'S ' Simr egrisi
/

Iki boyutlu durum:
'1' etrafinda yarim daire

Simur ylzeyi

3 Boyutlu durom:
"1’ etrafinda yarim kiire

Sekil 3.4 Iki ve ti¢ boyutlu durumlar i¢in siur noktalarmn,
kigiik bir yarnim daire veya bir yarim kiire ile biyitiilmesi.
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Bu amagla denk.(3.41)'in her iki tarafindaki sir integral ifadeleri, J' ve J

5-8° s®
olmak tizere iki integralin toplamu seklinde yazilabilir:
u, + juq*dS+juq*dS= jqu*dS+J'qu*ds (3.42)
5-8° 8° s8¢ §*

Ug boyutlu durumda, S° gevresindeki integraller agagidaki sonuglari verir:

. . 1 2me’
14 *dSy=¢ —dS};=/4i =0 3.43

1 2me’ 1
i * =¥ - =# - =—-——U,; 4
él_%{iuq dS} fl_{lg{ J U3 dS} gl_frg{ u 2} S U (3.44)

iki boyutlu durumda, denk.(3.41)'in sag tarafindaki integral aym sekilde sifir olur.
Denklemin sol tarafindaki integral ise asagidaki sekilde hesaplamr:

. 1 TE 1
4 *¥dSt = fims— | u—dS} =lim< —u——p =~ —u; 3.45
el o2 o

Bu durumda ¢ sifir oldugu igin denk.(3.42)'nin her iki tarafindaki S-S° smn
tekrar S smur haline gelecektir. Hesaplanan degerler denk.(3.41)'de yerine yazilarak 't
noktasinin siirda olmasi durumunda, iki veya ii¢ boyutlu problemler i¢in asagidaki ifade

yazilabilir:

l * —
—2-ui+qu ds _£qu*ds (3.46)

s

Denk.(3.46)'ya 'simir integral denklemi’ ad1 verilir ve genellikle siur elemanlan
yonteminin baslangig formitlasyonu olarak kullamlir. ‘i’ noktasimn diizgiin simrda oldugu

durum igin bulunan bu denklem agagidaki sekilde genellestirilebilir:

ciui+juq*dS =Iqu*dS (3.47)
s S
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BOLUM 4
SINIR ELEMANLARI YONTEMI

4.1. Laplace Denklemi i¢in Simir Elemanlar1 Yontemi

ciui+juq*dS= Iqu*dS 4.1
S S

Swnir integral denkleminin ayngtirilarak, siur bilinmeyenlerinin elde edilmesi islemi
Smir Elemanlar Yontemi ile yapilir. Iki boyutlu durumda sinirlar N pargaya bolinerek
sabit, lineer ve karesel eleman yaklasimt olmak iizere ii¢ tip siur elemamyla bir smir
problemi ¢oziilebilir. Yontemde, bilinmeyen degerlerin oldugu noktalar 'dijgtimler' olarak
isimlendirilir ve sabit eleman olarak isimlendirilen durum i¢in elemanin orta noktasinda
almir (Sekil 4.1.a). Lineer elemanli durumda digimlerin elemanlarin u¢ noktalarinda
veya sonlarinda oldugu kabul edilir (Sekil 4.1.b). Karesel elemanlarda ise, ilave olarak bir
orta nokta kabul edilir (Sekil 4.1.c).

el Digim

Sekil 4.1 (a) Sabit, (b) Lineer, (c) Karesel (quadratic) Smur Elemanlar:,
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4.2. Sabit Elemanlar

Sabit elemanh siur elemanlan yonteminde, simrin N sayida elemana ayrigtirildig
kabul edilir. Buna uygun olarak denk.(4.1), siur gartlart uygulanmadan 6nce verilen bir 'i
noktas: i¢in su gekilde yazilabilir (Burada, 'I' noktast herhangi bir sir diigiimiini temsil

etmektedir):

1 N
Eui+z qu*dS:Z [quds (4.2)

=g F1 s

Her eleman tzerindeki u ve q degerlerinin sabit ve elemamin ortasindaki
digumin degerine esit oldugu kabul edilir. Elemanlarin uglarindaki noktalar sadece
problemin geometrisinin tanimt igin kullanthir (Sekil 4.2). Sabit eleman tipi i¢in, digiimler
elemanlarin merkezinde alindigindan dolayt diigiimlerdeki sinir daima diizdiir. Bu nedenle

U; 'nin garpam her zaman 1/2 'dir.

| J -
£=-1 ! 2 ‘ {2

Sekil 4.2 Sabit eleman.

u ve q degerleri, her eleman iizerinde sabit oldugundan dolay: integral disina
alinabilirler.
u®) =u, =y, 4.3)

Q(g) =4 = q; (4.4)

Bu degerler j' elemam igin, u ; ve q j olarak isimlendirilecektir. Buradan,

N N
Suc+Yufards=Y q;furds (4.5)
1 8 =1

55
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elde edilir. Bu durumda elemanlar iizerinde hesaplanacak iki tip integral vardir:

jq*ds ve J'u*ds
S.

i 5;

Bu integraller, temel ¢6ziimiin uygulandig ' digiimiiniin, herhangi bir j' diigiimi
ile iligkisini saglar. Bu etkilesim nedeniyle, bu integrallerin sonug degerleri genellikle 'etki

katsayilan' (influence cofficients) olarak isimlendirilir. Etki katsayilar, I:Iij ve Gy ile

gosterilir:

Hy=[q*ds, Gy =[u*ds (4.6)
:

i §;

Her ne kadar indislerin fazlalasmasindan kagmmak icin u* ve q* igindeki
notasyonlar agikca gosterilmemisse de her yerde, temel ¢oziimiin 6zel bir 'i' digtimiine

uygulandig: kabul edilmektedir (Sekil 4.3). Bu nedenle 6zel bir 'i' noktast igin denklem,

1 N A N
Jui+ 2 Hyu =Gy, (4.7)
=1 =1
seklinde yazilabilir. Burada,
H; = Hy i#j igin,
H;, =H; + % i=j igin, (4.8)
olup, boylece denk.(4.7),
N N
2 Hyu; =2 Gy, 4.9
=1 =1

seklinde yazilir.
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Sekil 4.3 'i' siur diigimiindeki temel ¢oziim ile sinir elemanlar arasindaki iligki.

Eger 'iI' diigiminiin pozisyonunun 1'den N'e kadar degistigi ve temel ¢oziimiin
sirastyla her bir diugime uygulandifi kabul edilirse, denk.(4.9)'un her bir sira
uygulanmasi sonucunda bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi matris

seklinde,
Hu=Gq (4.10)

olarak ifade edilebilir. Burada H ve G, (NxN) boyutlu iki matris ve u ile q, (N) boyutlu
vektorlerdir.

u 'nun degerlerinin S; simn Gzerinde N; ve q 'nun degerlerinin S, st iizerinde
N; sayida oldugu bilinmektedir (N; + N; = N). Denk.(4.10)'a sinir sartlarim uygulamak
i¢in H ve G 'nin sittunlan bir taraftan diger tarafa taginarak sistem yeniden diizenlenir.

Bitiin bilinmeyenler sol tarafa toplanarak,
Ax=y 4.11)

yazilabilir. Burada x, u ve q 'nun bilinmeyen siir degerlerinden olusan bir vektordiir. y
ise u ve q 'nun bilinen degerlerine karsilik gelen H veya G 'nin kolonlarinin garpilmasiyla
bulunur. Burada ilging bir nokta, bilinmeyenler vektoriiniin sonlu elemanlardaki gibi
sadece potansiyelden degil, potansiyel ve potansiyel tirevin bir karigimmdan meydana
gelmesidir. Bu, siur elemanlant yonteminin kangik formiilasyonunun bir sonucudur ve
sonlu elemanlara gore onemli bir stiinlitk tegkil etmektedir.

Simdi denk.(4.11) ¢ozilerek bitin simr degerleri bulunabilir. Bu ¢6ziim
yapildiktan sonra u veya u 'nun tirevlerinin i¢ noktalardaki deferlerini hesaplamak
mimkiindir. u 'nun herhangi bir '1' i¢ noktasindaki degerleri denk.(4.37) kullamlarak
bulunabilir:
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ui+_|'uq*d5+jﬁq*ds=j5u*d3+jqu*ds (4.12)
S, 8 S 5y
Bu denklem 6zet olarak,
ui=jqu*ds —juq*ds (4.13)
s S

seklinde yazilabilir, Denk.(4.13), u ve q 'nun siur degerleri ile 'i' i¢ noktas: arasindaki
integral iligkisini gosterir (Sekil 4.4).

i &
/‘771%

Sekil 4.4 ' i¢ noktasindaki temel ¢6ziim ile sinir elemanlar1 arasindaki iligki.

Denk.(4.13)'te, temel ¢éziimuin bir i’ i¢ noktas: iizerinde etkili oldugu ve butin u
ve q degerlerinin daha 6nceden bilindigi gozoniine alinmaktadir.

Sinir integralleri aynigtinlarak agagidaki sekilde yazilabilir:
N N "
u; =Y Gyq;- Y Hyu, (4.14)
=1 =1

Burada, Gj ve I:Iij katsayilan her bir farkl i¢ nokta igin yeniden hesaplanir.
o " . . du Ou
Iki kartezyen yondeki i¢ akilanin degerleri, q, = % Ve 4= o
denk.(4.13)'te tiirevlerin alinmasiyla hesaplanir;

(9.); = (%“—J = [a %ds - [u — 48 (4.15)



37

(ay), ( ) jq—-—ds _[ agy ds (4.16)

Burada, 'i' noktas: gevresindeki aki degisimleri hesaplandigindan dolay: tiirevler
sadece u* ve q* temel ¢oziimleri iizerinde yuriittiliir (Brebbia vd., 1984).

Denk.(4.14) ile denk.(4.15) ve denk.(4.16)'daki i¢ nokta integrallerinin
hesaplanmasi genellikle sayisal olarak yapilir. Bu islemleri yapmak biraz zordur, fakat
Dual Reciprocity Method (Nardini vd., 1982, 1985) gibi daha basit yaklagimlar
kullamlarak bu integraller hesaplanabilmektedir.

4.3, Lineer Elemanlar

Bu bolime kadar sadece, degiskenlerin degerlerinin biitiin eleman tizerinde aymi
oldugu kabul edilen sabit elemanlar incelendi. Bu boliimde ise, Sekil 4.5'te gosterildigi
gibi diigtimlerin, elemanlarin ug noktalarinda olmasi hali i¢in u ve q 'nun lineer bir degisim

gosterdigi durum incelenecektir.

, —~— u veya ('nun
u veya q nun dogim degeri
dogim degeri —

2

E=-1 E=+
= {2 I L2 -]

! ]

T

Sekil 4.5 Lineer eleman tammlari.

Genellestirilmig siir integral ifadesi denk.(4.1)'de verildigi gibi,
ciui+qu*dS = [qu*ds (4.17)
S s
seklindeydi ve u,'nin katsayisi olan 1, bilinen bir c; degeri olarak yazilmigti. Sabit

elemanlarda kullamilan c; =1 katsayisi, sadece sminn diizgiin bir kismina yerlestirilen bir

diigiim i¢in uygulamir. Herhangi bir siur noktasi igin ¢; degerleri,
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¢ =— (4.18)

olarak gosterilebilir. Burada 6 radyan olarak 'i' noktasindaki i¢ a¢idir. Bu sonug, nokta
etrafinda kiigiik bir kiiresel veya dairesel bolge tammlayarak ve bunlarin yarigapum sifira
gotiirerek elde edilir. Diger bir imkan c; 'nin tam degerinin bulunmasidir ve bu durumda
agiin hesaplanmasina gerek kalmaz.

Smir N sayida elemana aynigtirildiktan sonra denk.(4.1),

N N
cu+y, [ugqrds =) jqu*ds (4.19)

Fl s, Fl s,

seklinde yazilabilir.

Burada u ve q her bir S; elemam iizerinde lineer olarak degistiginden, bu
integrallerin hesaplanmasi sabit elemanlar icin yapilan hesaplamadan daha zordur. Bu
nedenle u ve q 'nun integral digina alinmasi mimkiin degildir.

Eleman iizerindeki herhangi bir noktada u ve q degerleri, Sekil 4.6'da gosterildigi

gibi £ homojen koordinatlarinda verilen ¢, ve ¢, gibi iki lineer interpolasyon fonkstyonu

ve bunlarin diigiim degerlerinde tammlanabilir:

u(§)=¢1 u; +6,u, :[4’1 ¢z] u (4.20)
Y2
Q(§)=¢1 q; +9, 9, =[¢1 ¢2] :1 (4.21)
92 |
&, boyutsuz koordinati -1 'den +1 'e degisir ve iki interpolasyon fonksiyonu,
b, =>(1-8) (4.22)
4, = %(1+g) (4.23)

olarak verilir. Lineer eleman tamimlarinda, sabit elemanlardaki gibi lineer gekil
fonksiyonlar kullamlir:
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XE=N, % +Ny 5, =2 (1= x, + 1 +8) x, (424)

YE=N, v, +N, 3, =2(-8) 3, + (1 +8) 7, (4.25)

Bir eleman sekli i¢in kuilamilan gekil fonksiyonu ile eleman igindeki fiziksel
degerlerin tanimu i¢in kullanilan interpolasyon fonksiyonlari aymi ise boyle bir elemana es
parametreli (isoparametric) eleman ad verilir (Beer vd., 1991).

Bir 'j' elemam tizerindeki integral denk.(4.19)'un sol tarafi igin,

fug*ds = [[s, ¢2]q*dS[zj=[h}j hg][“’} (4.26)

8; 5 Uz
seklinde yazilir. Burada, her bir j' elemam igin hesaplanacak iki integral terimi vardir:

b= ¢,q*ds 4.27)
S,

3

ve

hi =| ¢, q*dS (4.28)

ij
8

Benzer olarak sag taraftaki integral,

Iqu*dS:I[q)l ¢2]u*ds l::;}:[g}_] gf’] [::} (4.29)
5 5
olarak yazilir. Burada da

gj=[0,u*ds (4.30)
§;

ve

g5 = [0, u*ds (4.31)
5

seklinde hesaplanir.
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4.3.1. Kosedeki Diigiimlerin Davranist

Genel olarak, sinir elemanlarimin kesigmesi durumunda her iki taraftaki sartlar aym
olmayabileceginden, o6zel bir dikkat gerektiren geometrik olarak stireksizlife sahip
noktalar ortaya c¢ikacaktir. Bélgenin simn lineer elemanlar ile aynstinldiginda ‘'

elemaninin 2. diigiimii ile j+1' elemamn 1. digumi aym noktada olur ($ekil 4.6).

¢y 2

j +1 elemam

¢))

1)

Sekil 4.6 Elemanlarin kesigmesi.

Pratikte cogu problemlerde, koselerin her iki tarafinda farkh aki degerleri mevcut
olmasina karsin, potansiyel degerlerin siireksizligi nadiren tarumlamr. Potansiyel, smirin
herhangi bir noktasinda aym oldugundan, ' elemaninin u” potansiyeli ile j+1' elemaninin
u' potansiyeli aym degere sahiptir. Bununla birlikte, bu fikir genel bir kural olarak akiya
uygulanamaz.

Bir elemanin 2. diigiimiindeki akinin bir sonraki elemann 1. dugiimiindeki akidan
farkli olabilecegi hesaba katilarak akilar, 2N boyutunda diizenlenebilir.

Denk.(4.26) ve denk.(4.29) biutin ' elemanlan igin, denk.(4.19)'da yerine
konursa, i’ digiimii igin agagidaki denklem elde edilir:

U, qq
s Ay Hy oo Ha][7|=[0a Gu o G| (4.32)
uy Gdan

2
i) j_

Burada H;, ' elemammn hj terimi ile 'j-1' elemammnin h}_, teriminin toplamina

i
esittir. Bu nedenle denk.(4.32), 'i' digimii i¢in toplam denklemi gosterir. Denklemi
basitlegtirmek i¢in

o, RS GORTTIM 1700 T

BOTMANTABYGI! 17 0y sk
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N 2N
c; ui+Z:Hij uj=ZGij q; (4.33)
1 =1

seklinde yazlabilir. Bu denklem daha o6nceden denk.(4.9)'da sabit elemanlar igin
gosterildigi gibi, '

N 2N
> Hu;=> Gyq; (4.34)
= =

seklinde ifade edilebilir. Denklemin tamamu matris seklinde,
Hu = Ggq (4.35)

olarak yazilir. Burada G, N x 2N boyutunda dikdortgen bir matristir.

Bir simir diigiimiinde gesitli durumlar meydana gelebilir. Birincisi, digimiin diiz
siir tizerinde olmasidir. Bu durumda, diigiimden o6nceki ve sonraki akilar farkh
tammlanmadikca, potansiyel veya akidan sadece biri bilinmeyecektir. Ikincisi, diigiimiin
bir kose noktasinda olmasidir. Burada, simr sartlarina bagh olarak dort durum ortaya
¢ikar:

1. Bilinen degerler : Kdseden onceki ve sonraki akilar.
Bilinmeyen deger : Potansiyel.
2. Bilinen degerler : Potansiyel ve koseden 6nceki aki.
Bilinmeyen deger : Koseden sonraki aki.
3. Bilinen degerler : Potansiyel ve kdgeden sonraki aki.
Bilinmeyen deger : Koseden onceki aki.
4. Bilinen deger : Potansiyel.
Bilinmeyen degerler:Koseden o6nceki ve sonraki akilar.
Ik t¢ durum igin, her dugiimde sadece bir bilinmeyen vardir; bilinen iki deger sag

tarafa alinir ve alistimig (N x N) boyutlu denklem sistefni elde edilir:

Ax =y (4.36)

Burada x, bilinmeyenler vektorii ve A, bir kare matristir. A matrisi, isareti

degistirildikten sonra G matrisinin kolpnlan ile H matrisinin kolonlanim veya kargilik
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gelen dugiimdeki akimn tek degeri bilinmedigi zaman, bir isaret degisimi ile G 'nin ardigil
iki kolonunun toplamim igerir. Bilinenler vektorii y, G veya H matrislerinin kargihk gelen
katsayilar ile bilinen smur artlarinin garpimindan hesaplanir.

Bir kose diguiminde bilinmeyenlerin sayist iki oldugunda (4. durum), bu diigiim
i¢in fazladan bir denklem gerekir. Problem, sureksiz elemanlar diigiincesi kullamlarak ta
¢oziilebilir (Danson vd., 1985). Bu durumda, Yj' elemanimn ikinci digimii ve 'j+1'
elemanimin birinci digimii, kosede birlesen iki lineer elemanin i¢ tarafina kaydinlir ve
kosede birlesme yerine bagimsiz iki dugim olarak kalir (Sekil 4.7). Boylece, her diigiim
icin bir denklem yazlabilir. Potansiyel ve aki, bitin eleman boyunca ilgili digliim
degerlerinde lineer fonksiyonlar olarak gosterilirler, fakat prensip olarak kosede

sireksizdirler.

u veya q'nun
ditgum degeri

u veya q'nun
diugim degeri

u veya q 'nun

u veya ¢ 'mun
dugiim degeri

dugiim degeri

——

Sekil 4.7 Siireksiz elemanlar.

4.3.2. ¢ Katsayllarmin Sayisal Olarak Bulunmasi

Eger 'i' noktasindaki siir diizgiin degilse, denk.(3.46)'da verilen ¢, =1 degeri
gecerli degildir ve denk.(4.18)'in uygulanmasi gerekir. Diger bir imkan; niform bir
potansiyel, simrlanms bir bolgeye uygulandifinda butiin tiirevlerin (q degerlerinin) sifir
olmasi zorunlulufundan hareketle denk.(4.35)teki H matrisinin kdsegen terimlerinin
hesaplanmasidir. Bu durumda denk.(4.35),

Hu = 0 4.37)

olur. Burada u, bir sabit degerler vektoriidiir. Boylece, H 'n herhangi bir satirin biitiin
elemanlarimin toplamm sifir olmahdir ve kogegen katsayilarnin degerleri, biitiin kdsegen

olmayan katsayilarin degerleri bilindiginden kolayca hesaplanabilir.
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N
H;=- > H; (4.38)
=1

=1
(jiig i)

Boylece, ¢; degerlerinin agik¢a hesaplanmasina gerek kalmaz.

Kapah bolgeler igin yukandaki formul tam manasiyla gegerli degildir. Sonsuz
bolgeler ile ilgilenildiginde denk.(4.38) duzenlenmelidir. Eger birim potansiyel strsiz bir
bolgede tantmlanmgsa,

[a*ds (4.39)

Sm

integrali sonsuzdaki hayali bir S, dig sinirinda sifir olamaz ve agagidaki sonucu verir:

J‘q *4S =—1 (4.40)
So
Bu durumda késegen terimleri,
N
H;=1- ) H; (4.41)
=1
(Fiig )

formiilii ile hesaplanir (Brebbia vd., 1984).
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4.4, Karesel ve Daha Yiiksek Dereceli Elemanlar
Genellikle rastgele geometriler igin baz1 egrisel eleman tiplerinin kullaniimasi daha

uygun olur. Bunlarin en basiti, donistirme ile caligmayr gerektiren ii¢ dugumli ikinci

dereceden elemanlardir.

v

T=T(X,y)

Sekil 4.8 Egrisel sinr.

Sekil 4.8'de, S 'nin smur boyunca tamnimlandifi ve T pozisyon vektoriniin
kartezyen koordinat sisteminin (x,y) bir fonksiyonu olarak gézéniine alindigi egrisel bir
stur gosterilmigtir. Burada, u veya q degiskenleri £ homojen koordinatiarinda ifade

edilen interpolasyon fonksiyonlarina bagh olarak yazlabilir:

Uy
U(§)=¢1 U+, u; +05u, =[¢1 b, ¢3] u, (4.42)
LUs

r -

q;
Q(g)=¢1 q, +¢,9; +95q; =[¢1 b, ¢3] q; (4.43)

_Q3J

Burada interpolasyon fonksiyonlar,
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b= & (&)
42 =(1-8) (1+8) (4.44)
4 =3 8(+)

olarak verilir. Bu fonksiyonlar & cinsinden ikinci derecedendir. Denk.(4.42) ve
denk.(4.43) ifadeleri, Sekil 4.9'daki referans ile verilen diigiimler i¢in kullamldiginda, u

veya q degiskenlerinin dugiim degerlerini verir.

Digim & & ¢ ¢3
1 -1 1 0 0
2 0O 6 1 0
3 +1 0 0 1
yi
=
) (2 4o
%// M @ G)
i el
5 ! ! 12 ¢2
% | i - X Referans sistem
Sekil 4.9 Karesel eleman.

Karesel elemanlar boyunca alinan integraller, lineer elemanlar igin hesaplanan
integrallere benzerdir, fakat burada ii¢ bilinmeyen diigiim degeri vardir. Mesela, H

matrisinin katsayilan i¢in integraller g6zéniine alinirsa,

u, u,
[uaras=lo: ¢, &;]a*as|u, |<[bj B} nbi]lu, (4.45)
5 5; u, u,
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Burada,
by = [¢,q*dS
55
h} = [¢,q*ds (4.46)
5;
b = [¢;q*ds
8

¢, fonksiyonlan & 'ye bagh olarak ifade edildiklerinden dolayi, denk.(4.46)'daki

terimlerin hesaplanmasi i¢in bir Jacobian kullammu gerekir, fakat integraller S 'nin

fonksiyonlaridir. |G| bir Jacobian olmak tizere, Sekil 4.8'de verilen bir egri igin doniisim
basit olarak,

ds = \/[3—3 b (-3%] 2 dE =|G] de 447)

seklinde yapilabilir. Buradan,
+1
by = [, q*dS = [, q*[G|dg (4.48)
5; -1

yazilabilir. Bu formili analitik olarak integre etmek ¢ok zordur ve biitiin durumlarda
sayisal integrasyon kullamlmasi gerekir.
Denk.(4.47)'deki |G| Jacobiammnin degerlerini hesaplamak igin & 'ye bagl olarak x

ve y koordinatlarimin degigiminin bilinmesi gerekir. Elemamn geometrik geklinin
tammlanmasi, u ve q degiskenlerini tammlamak igin kullanilan karesel (ikinci dereceden)
interpolasyon fonksiyonlan kullamlarak yapilabilir;

X =0, % +0, X, +; x5

(4.49)
Y=01Y1+0, 7, +9;5y;

Burada indisler digtim numarasim gosterir. Bu genellikle sonlu elemaniar

analizinde kullanilan egparametreli elemanlara benzer bir kavramdur.
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4.5. Kiibik Elemanlar

Ikinci dereceden daha yiiksek dereceli elemanlar pratikte nadiren kullanilirlar,
fakat baz1 6zel uygulamalarda dikkate deger olabilirler.

Geometrinin ve u veya q degiskenlerinin kiibik bir degisim gostermesi
durumunda, fonksiyonlar her bir eleman iizerinde dért diigiim alnarak tantmlamr (Sekil
4.10).

v
4
2 3
1
|
§
1
O ! <
1 2 3 4
£=-1 E=-173 E=+1A E=+4]

Sekil 4.10 Dort diigiimlii kiibik elemanlar.

u ve q fonksiyonlar,

u=¢,u; +¢,u, +¢;u; +¢, u, (4.50)

q=6¢,9,+¢, 9, +¢;q; +d,q, (4.51)
seklinde ve benzer olarak,

X=X, +0, X, +d3 %3 +9, X, (4.52)

y=b,y,+0, ¥, +d3y; +0, ¥, (4.53)

yazilabilir.
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Burada interpolasyon fonksiyonlari,

i6(1 g)[ ~10+9 (& +1)]

4’2:1%( -&7) (1-3%)
%(1 gz)(1+3§)

(1+8) [ 1o+9(§2+1)]

(4.549)

seklinde verilir. Interpolasyon fonksiyonlan diiiimlerde asagidaki degerleri alirlar:

Digiim & B b ds P
1 ~1 1 0 0
2 - % 0 1 0 0

3041 0 0 1 0

4 +1 0 0 0 1

Kiibik elemanlarda diger bir imkan, fonksiyon ile ilgili olarak u ve q 'mun
degisimini ve eleman boyunca tiirevini, Sekil 4.11'de gosterildigi gibi iki ug¢ noktada
tammlamaktr.

u icin uygun fonksiyon,

u=¢,u, +0, (%)1 +o,u, +0, (%}2 (4.55)

olarak verilir. Interpolasyon fonksiyonlari ise su sekilde yazilir:

0=y E-02+D)

b =5 G- E+)
-1 E+1)°(2-¥)

b =5+ E-1)

(4.56)
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vi
2. Dugum
[
7 1. Duggim :
| !
| |
| |
! |
| |
| |
¥ ! -
X
£=-1 £=0 £=+1
e, } O
1. Dugtm 5. 2. Dugim
ey

Referans eleman

Sekil 4.11 Iki diigtimlii kiibik elemanlar.

Burada ¢ eleman uzunlugudur. Bir ¢ egrisel elemanh durumda, eleman iizerinde

denk.(4.47) ile verilen |G| Jacobiam integre edilerek hesaplanabilir. Aym: ¢ fonksiyonlar,

q, X ve y i¢in kullambr.
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4.6. Poisson Denklemi i¢cin Simir Elemanlar1 Yéntemi

Simr elemanlart yonteminde yiizeysel veya hacimsel yiikler, lineer olmayan
terimler vb. etkiler nedeniyle bolge integralleri ortaya ¢ikabilir. Bunun i¢in homojen
olmayan Poisson diferansiyel denklemi incelenecektir.

[lk olarak asagidaki Poisson denklemi gozoniine alinsin:
Vu=b (B bolgesinde) (4.57)

Burada b=0b(x,y) olmak tizere bilinen bir fonksiyon kabul edilecektir. Bundan
bagka, b=0b(x,y,u) seklinde potansiyelin bir fonksiyonu veya b=b(x,y,u,t) seklinde
zaman bagmh bir fonksiyon olabilir. Boylece zaman bagimli veya lineer olmayan
problemler de analiz edilebilir. Genis anlamdaki bu problemler i¢in, DRM (7he Dual
Reciprocity Method) (Patridge vd., 1992) ve MRM (The Multiple Reciprocity Method)
(Nowak vd., 1994) gibi 6zel smtr elemanlar yontemleri geligtirilmigtir.

Poisson denklemi igin temel integral denklemlerinin elde edilmesi, Laplace

denkleminde izlenen yola benzerdir.

[(vu-bju*dB=[(a-Tu*ds- [(u-Tu)q*ds (4.58)

B S, 8,
denkleminin iki defa kismi integrasyonu neticesinde,

j(vzu*)udB—jbu*dB=—jqu*ds—jau*dS+jﬁq*dS+juq*ds (4.59)
B

B 5, S, 5, S,

elde edilir. Laplace denkleminin temel ¢6ziimii u* yerine yazildiktan sonra biitiin siir

terimleri ve bolge terimi ile birlikte,
ciui+J'uq*dS+ jbu*dB:Iqu*dS (4.60)
S B S

ifadesi elde edilir.
b fonksiyonu bilinmektedir ve bu sebeple B bolgesindeki integral herhangi bir yeni

bilinmeyen igermemektedir. Siur integrallerine ilaveten bir bélge integrali hesaplanmasi
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gerektiginden problemin karakterinde degisiklik olmustur. ¢; sabiti, onceden agiklandig

gibi, sadece incelenen ‘i’ noktasindaki smir geometrisine baghdir.

4.6.1. Hiicre (Cell) Integrasyon Yaklagimi

Son denklemdeki bolge teriminin hesaplanmasimin en basit yolu, her birine Sekil
4.12'de gosterildigi gibi bir sayisal integrasyon kurali uygulanabilen i¢ hiicrelerle bolgenin
ayngtirilmasidir.

Sayisal integrasyon
i¢in hiicre

Sekil 4.12 Sinur elemanlar ve ig hiicreler.

Bu durumda, her bir i’ siur noktast igin bolge integrali,

M R
d, =£bu*dB=Z [;wk(bu*)k}Be (4.61)

=1

olarak yazilabilir.

Burada integralin, farkli hiicreler iizerinde bir toplam olarak yaklagimm yapilmugtir.
B bolgesini tammlayan hiicrelerin toplam sayist M olmak iizere, 1 'den M 'e kadar
degisir. wi Gauss integrasyonu agirlik katsayilaridir ve (bu*) fonksiyonunun her bir hiicre
uzerindeki k integrasyon noktalarinda hesaplanmast gerekir. Her bir hiicre tizerindeki

integrasyon noktalarimn toplam sayiss R olmak iizere, k 1 'den R 'ye kadar degisir.
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Be , '¢' hiicresinin alamdir. d; terimi, sayisal integrasyonun sonucudur ve smir
dugiimlerinin her '’ pozisyonu igin farklidur.
Son denklem,

N N

cu; + ZI:IlJ u; +d; = Gyq; (4.62)

=1 =1
seklinde yazilabilir. Matris seklinde ise,

Hu+d=Gq (4.63)
olarak gosterilir.

Burada i¢ noktalarda herhangi bir potansiyel veya ak: degeri hesaplandiginda da

bolge integrallerinin hesaplanmas: gerektigi bilinmelidir. Buradan i¢ nokta formiilasyonu,
N N
u, = > Gyq;-> Hyu;—d, (4.64)
1 =t

seklinde yazilabilir.
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4.7. Farkh Bolgelerin Birlestirilmesi

Eger incelenen problem homojen olmayan bir yapida ise, problem bolgesi aym
ozelliklere sahip homojen alt bolgelere ayrlarak sayisal islemler uygulanabilir. Bu
bolgeleri birlegtiren arakesitlerde siur sartlant olarak potansiyelin siirekliligi ve akilarn
sureksizligi uygulanarak (Jaswon vd., 1977), (Klimpke, 1983), her bir alt bolge igin
denklem takimlarinin toplanmasiyla tiim bolge igin bir sonug denklem sistemi elde edilir.

Basitlik agisindan $ekil 4.13'te B bolgesi, B; ve B, olmak iizere sadece iki alt
bolgeye ayrilmugtir.

/\ s

2 ) S2
B2
& 2 q V\\;
B

St Arakesiti

Sekil 4.13 Problem bolgesinin iki alt bolgeye ayrilmasi.

B; alt bolgesi lizerinde,

U', Q" S; dig simirindaki diigiim potansiyelleri ve normale gore tiirevleri,

Ui, QI: B; bolgesine ait olan S; arakesitindeki diigiim potansiyelleri ve normale gore
tiirevleri.

B, alt bolgesi lizerinde;

U?, Q*: S, dig sininndaki digiim potansiyelleri ve normale gore tiireveri,

U?, QI: B, bolgesine ait olan S; arakesitindeki diiiim potansiyelleri ve normale gére

tiirevleri.
B, alt bolgesi igin,
£,.Viu=0 (4.65)

seklinde yazilabilen Laplace denkleminden agagidaki denklem sistemi elde edilir:

ofn w] UL fo {2} (4:56)
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B; alt bolgesi igin de
£,.Viu=0 (4.67)
Laplace denkleminden,
UZ 2
s, [H? Hf]{Uz} =5, |6’ G%]{Qz} (4.68)
I I

denklem sistemi elde edilir. Tam bolge i¢in denklem sistemi,
£,.V?u + ¢,.V’u=0 (4.69)

seklinde yazilabilir. Denk.(4.66) ve denk.(4.68), denk.(4.69)'da yerine yazilarak,

1 ! U 2 .1,U? 1 Al : Z 2 :
o Sl ) el ]

I I

(4.70)
denklem sistemi elde edilir. Dielektrik malzemelerden olusan, B ve B, alt bolgelerinin

birlegtifi S; arakesitinde; Potansiyelin stirekliligi,

Ul =U2 =1, (4.71)
ve normal gradyentin siireksizligi,

e, Q =-5,Q = Q (4.72)

sartlan gegerlidir. Bu sartlar gozoniine alinarak alt bolgelere ait denklem sistemleri
birlegtirildiginde, tiim bolge i¢in sonug denklem sistemi elde edilir:

Ul Ql
[e,Hl e,H] +¢,H; 82H2] U; =[81G1 G;-Gj 82G2] Q

. 4.73)
UZ QZ
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BOLUM 5
ETKi KATSAYILARI

5.1. Sabit Elemanlar
H; ve Gy etki katsaylarnmin degerleri, iki boyutlu durumda ¢izgisel ve ig

boyutlu durumda yiizeysel integrallerin sayisal olarak hesaplanmasi ile bulunur. Bunun
igin bilinen sayisal integrasyon yontemleri kullamlir. Bu tez ¢aligmasinda, tekil olmayan
integrallerin hesaplanmas i¢in Gauss Alan Hesab1 Yontemi kullanilmugtir (Ek-C).

Lokal koordinat sisteminde verilen bir eleman iizerindeki bir noktanm

koordinatlan, global koordinat sisteminde asagidaki sekilde yazilabilir:

x(g) =2 2Ry (5.1)
Y1 tYy Y2
y(€) = > + > £ (5.2)

Bu denklemlerde, £=-1 ve &=+1 yazlarak sabit elemamn u¢ noktalarmin
koordinatlar: elde edilebilir (Sekil 5.1).

§=0
§=-1 — E=+l
ey i dugtmi $ @
| L |
r /2 ' 42 ]

Sekil 5.1 Eleman koordinat sistemi.

Denk.(5.1) ve denk.(5.2),

x(€) =%<1 “8)x, +%(1+a> X, (5.3)

y©=201-8y, +§(l+§) Y2 (5.4)

seklinde veya 6zet olarak,
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2
x =Y N,@x, (5:3)
2
y =2 N, (®y, (5.6)
n=1

seklinde yazilir. N eleman gekil fonksiyonlaridir.
Bu durumda lineer sekil fonksiyonlan,

1

Ny=2 1-9) G.7)
N, =§ 1+8) (5.8)

olarak yazilir. Lineer gekil fonksiyonlan Sekil 5.2'de gosterilmigtir.

Ny N,

D

-1 0 +1 4 -1 0

1 &

Sekil 5.2 Lineer gekil fonksiyonlan.

Baoylece, sabit elemanlar igin global ve lokal koordinat sistemleri arasindaki iliski,

sabit elemamn (1) ve (2) noktalar arasinda lineer gekil fonksiyonlan ile verilir:

x(§)=N,; x; +N, x, =%(l—§) X, +%(l+§) X, (5.9)

) =N, y, +N, v, =—;-(1—¢) 742048y, (5.10)
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5.1.1. G, Etki Integrallerinin Hesaplanmasi

Denk.(5.11)de verilen G etki integralini hesaplamak i¢in u* temel ¢ozimii
kullamilr.
Gy=[u*ds (5.11)

g

§;

Sinir integrallerini hesaplamak amaciyla, sinirdaki bir dS sinur pargast igin,

dS = /(d0)? + (dy)’ =‘/(g%)2 +(%§-)2 dE (5.12)

seklinde bir koordinat dontgiimii yapilabilir. Denk.(5.9) ve denk.(5.10)'da tiirev alinarak,

P Tk TR A £ o (5.13)
& 2 & 2

bu tiirevler denk.(5.12)'de yerine yazilirsa,

_ 2 _ 2 .
45 V02— %) 2+(y2 W g s

seklinde basit bir koordinat doniigiimil yapilmug olur (Burada £; elemanin uzunlugudur).

Gy=[urds = | iEn(l)ds (5.15)
5, H 2n r
1 1 1 ¢

G.=— z(—)ds=——i Z(—)d

¥ oon : " T 2n 2 :[ 1 r 5

G, =i i En(—l-] w, (5.16)
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5.1.2. f[,j Etki Integrallerinin Hesaplanmas:
Denk.(5.17)'de verilen ﬁij etki integralini hesaplamak i¢in ilk once, q* teriminin

yulunmast gerekir.

Hy=[q*ds (5.17)
S,

1

Burada q*, temel ¢6ziimiin (u*) normale gore tiirevidir.

. Ou* du* or w1 (1)
qF=——= ve ut=— fn|~
on or on T r
ou¥* 1
oldugund =— 5.18
ugundan, gy ( - )

d; .
bulunur. Ayrica, —‘%z cos(n,r) oldugundan, cos(n,r)=— seklinde yazilir ($ekil 5.3).
T

(dy, ' digiiminin ' elemanma dik uzakhgdir).

dij e \
Incelenen dogom .-~ |
r’ AY

J elemam

Sekil 5.3 Geometrik tamimlar.

Yazilan egsitliklere gore, denk.(5.17) su sekilde hesaplanir:

A ou* du* or
A, = g[q*cls = !F ds = !?Eds (5.19)
J J i
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A d. d;
H; = j——l——"—ds - - [y
2nr 2n g
J §
R 1 £, % d. ¢, N d.
H = ——. 2| ZXg=-- 3
Y 2t 2 % r? 5 T kz=1: rk2 Wi
N ¢, X d;
H; = -2 Z —;wk (5.20)
T o= I

5.1.3. Tekil Integrallerin Hesaplanmasi
Daha onceki ifadelerdeki G; ve ﬁij katsayilan i#j durumu igin, 'Gauss Alan

Hesabi' gibi bir sayisal integrasyon formiilii kullanilarak hesaplanabilir ($ekil 5.4.a).

'i' ve Yj' diigiimlerinin ayn1 eleman iizerinde olmast durumunda (i = j), bir tekillik
meydana geleceginden (Sekil 5.4.b) daha dogru bir integrasyon kurah gerekir. Bu
integraller i¢in yiiksek dereceden integrasyon kurallan veya 6zel bir formiil kullamlmasi
tavsiye edilir.

\\¢
Wy
\ v
TN
NN
IR GO
11/ N \ \\\\\\\\\\

7,
777
7000017 ///////////////
7 st 37!

o et
it

Sekil 5.4 (a) Kurall bir eleman boyunca integrasyon,
(b) Tekil bir eleman boyunca integrasyon.

Sabit elemanlarin 6zel durumu i¢in H; ve G; katsayilan analitik olarak
hesaplanabilir. n normali ile kaynak noktasmna olan r uzaklig:s daima birbirine dik
oldugundan dolayr H; terimleri sifir olur:
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A ou* or
H; = *dS = |——4dS =0 5.21
; qu gf — (5.21)
G; integralleri ise 6zel islem gerektirir. Mesela, iki boyutlu bir eleman igin,
1
Gy = [u*ds = — En(—-) ds (5.22)
2n :

seklindedir. Denk.(5.22)'deki ifadeyi integre etmek icin Sekil 5.1'deki ve denk.(5.14)'teki

gibi bir koordinat dontstiimii gergeklestirilebilir:

_ 5 5.23

r=—- (5.23)
?.

dS = dr = jdé (5.24)

Buradan simetri hesaba katilarak agagidaki ifade yazilir:

1 Nokta (2) 1 ] Nokta (2) 1
Gy =— J’ en[—) dS = — j i —) dr
Nokta (1) 15 T dugm T J
% je(zjdg (5.25)
= — n| ——— .
2n ¢« \4; ¢

Son integralin, 1 ‘e esit oldugu gosterilebilir;

| zn@ a5 =— im [ tn(z) d
=1+ Zirg (e fne - £) (5.26)

Burada, é’irf)l (e ¢ne)=0 oldugundan integralin degeri,
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jen@ =1 (5.27)

0

olarak verilir. Boylece G matrisinin kosegen terimleri,

G, = 2(2)1 5.28
. nz*‘ (5.28)

formiila kullanilarak hesaplanabilir. Egrisel elemanlar gibi daha karmagik durumlarda 6zel
agirhk formiilleri kullanilmalidir.

5.2. Lineer Elemanlar

Lineer elemanlar igin, kosegen olmayan Gy ve H; etki katsayilan, sabit
elemanlar i¢in bulunan denk.(5.16) ve denk.(5.20)'ye benzer gekilde hesaplamir. Lineer
elemanlardaki farklilik, iﬁtegraller igerisinde interpolasyon fonksiyonlarimn olmasidir,

Lineer elemanlarda iki diigim bulunmaktadir. Bu nedenle incelenen 'i' digiimiiniin
' elemammn 1. digtmine etkisi (g ve hy) ile 2. dugumine etkisi (g} ve h}) ayn ayr
hesaplanmalidir. Daha sonra, 1’ diigiiminiin ' elemammnn 1. digimine etkisi ile j-1'

elemanmin 2. digiimine etkisi toplanarak G; ve I:Iij etki katsayilar: hesaplarur.

5.2.1. g} ve g Etki Integrallerinin Hesaplanmas

Lineer bir j' elemam tzerindeki integral, denk.(4.30) ve denk.(4.31)'de verilen iki
integralden olugur:

g%:[cblu*ds ve gfj=I¢2u*dS
$; 8;

Burada, ¢, ve ¢, lineer interpolasyon fonksiyonlandir. Fiziksel buytiklikler

elemanin digim noktalarinda belirtildiginden dolayi, interpolasyon fonksiyonlar1 bu
digumler arasindaki degerlerin hesaplanmas: i¢in kullambir.
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¢, = (1_5) (5'29)

0, == (1+8) (5.30)

Gauss sayisal integrasyon yontemi kullamlarak asafidaki sonug ifadeleri elde
edilir;

g=L3 Lagye n(—l-] W, (5.31)
Vo4 &~ 2 Iy
g2=L i l (1+8,) ¢ Zn(lJ (532)
Y o4n &2 I,

5.2.2. hj ve h} Etki Integrallerinin Hesaplanmas

Benzer sekilde denk.(4.27) ve denk.(4.28)'de verilen,

= [ ¢,q*ds ve  hi=[¢,q*dS (5.33)

5; 5;

etki integralleri sayisal olarak agagidaki formiillerle hesaplanur:

1 &1 d;
hl=— =3 =~ (1-§&) L ¢,w (5.34)
i 4r kz, 2 “op2 k
N 1 di'
k=1 rk

5.2.3. Tekil integrallerinin Hesaplanmas:

' ve Y diigiimlerinin aym eleman izerinde olmasi durumunda, H; katsayilan

kogegen olmayan H; terimlerinin toplanmasiyla (denk.(4.38)), G katsayilar ise,

Gy=— ¢ @—én (zj)) (5.36)

formiilii ile analitik olarak hesaplanur (Partridge vd., 1992).
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BOLUM 6

BILGISAYAR PROGRAMI

6.1. Genel Bilgi

Bu boliimde, iki boyutlu elektrostatik alan problemlerinin ¢oziimii igin gelistirilen
ve Fortran dilinde yazilan bir bilgisayar program agiklanmugtir. Programn ad1 SINEL 'dir -
ve program listesi Ek-D'de verilmigtir. Programda lineer siur elemanlan kullanitmugtir.
Uygulama ornekleri igin, analitik sonuglarla da kargilagtirmanmn yapilabilecegi temel
elektrot sistemleri segilmigtir.

Laplace denklemi ile modellenen bir elektrostatik alan probleminin Sir
Elemanlant Yontemi ile analizinde ilk olarak problem bélgesi lineer siur elemanian ile
aynstihr. Sinir elemanlanimin u¢ noktalanmn (diigimlerin) koordinatlart ve eleman
sayis,, digiim sayist, sinr sartlan, malzeme ozellikleri gibi basit bir veri girisi problemin
analiz edilebilmesi icin yeterlidir. Bu nedenle yéntemin en ¢énemli 6zelliklerinden birisi,
denklem sisteminin kiigiik olmas: ve bir problemin ¢oziimi igin gerekli veri sayisinda
sagladigr 6nemli 6lgiideki azalmadir.

Denklem sistemi, sadece simur diigiimlerindeki bilinmeyenierden meydana
gelmektedir. Buna kargihk, sistem matrisi doludur ve simetrik degildir. Aynca ig
noktalardaki sonuclarin sadece istenen noktalarda hesaplanabilmesi, yontemin ve
programun diger 6nemli bir 6zelligidir. Bu program;

a) Izotropik malzeme ozellikleri ile iki boyutlu elektrostatik alan problemlerinin
¢Oziilmesi,

b) Simirlardaki ve i¢ noktalardaki potansiyel dagilimimin hesaplanmasi,

¢) Cok yiizeyli problemlerin ¢6ziim,

d) Acik simirh (sonsuz siirh) alan problemlerinin kolayhkla analiz edilebilmesi,

Ozelliklerini tagimaktadir.

Bir ana program ve beg alt programdan olusan programda, denklem sisteminin
maksimum boyutu 1000 'dir. Boylece, maksimum sinir elemant sayist 1000 (NE=1000)
ve maksimum smr diigiimii sayist 1000 (NN=1000) alinarak bir problem tammlanabilir.
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SINEL program, Sinir Elemanlar1 Yéntemi yardimiyla bir elektrostatik problemin
analizinde kullanilan asagidaki ¢oziim asamalar gézoniinde bulundurularak gelistirilmigtir
(Sekil 6.1).

L Simir Problemi J

nghkh Artiklar Yéntemg

L Stmr Integral Denklemi J

Hmlm Bélmelenmea

’integral Denkleminin Ayrik SekliJ

}—ﬁ Simir Sartlan ]

L Cebtirsel Denklem Takim J

lq——k Cozim islem.ij

L Sinir Bilinmeyenleri }

:

L o Noktalardaki Cozim J

Sekil 6.1 Simur Elemanlart Yéntemi ile smir problemlerinin ¢oziim agamalari.

6.2. SINEL Ana Programm
SINEL Ana programi agagidaki alt programlardan olusur:
INPUT Program girisi okunur ve eleman baglantilan belirlenerek, eleman
uzunluklar hesaplanr.
MATRX H ve G etki matrisleri hesaplanir. Sinur gartlan uygulandiktan sonra

Hu=Gq denklemi, Ax=y sistemine indirgenir.
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Gauss eliminasyon yontemi ile denklem sistemi ¢ozilirek x vektori
hesaplanir. u ve q 'nun bilinmeyen siir degerleri elde edilir.

I¢ dugimlerle iligkili olan H ve G matrisleri ile bilinen u ve q siur degerleri
kullanilarak, segilen i¢ noktalardaki potansiyel degerleri hesaplanir.

Sinirlarda hesaplanan potansiyel ve potansiyelin normale gore turev degerleri

ile i¢ noktalarda hesaplanan potansiyel degerleri yazihr.

Programda kullamlan degiskenler ve anlamlan su sekildedir:

2555555

IFAIL

Sinir elemanlarinin saysi.

Sinir digtimlerinin sayisi.

I¢ noktalarin sayzst.

Tanimlanmug potansiyel simr gart1 sayisi.

Farkl bolge saysi.

Smir digiimleri ile i¢ noktalarin toplam sayis:.

Sonsuz smur gostergesi (INFB=1 ise sonsuzda bir siir tammlanmustir,
INFB=1 ise problem bolgesi sirhdir).

A matrisinin tekil oldugunu belirten gosterge.

Programda agagidaki diziler kullamlir;

XI(6,3)
W(6,3)
X(NT)
Y(NT)

Gauss integrasyon noktalarimn apsisleri.
Gauss integrasyon noktalarimn agirlik faktorleri
Sinir diigiimleri ve i¢ noktalann X koordinatlari.

Swir diigiimleri ve i¢ noktalarm Y koordinatlar.

INC(NE,2) Eleman baglantis1.

LJ(NE)
NL(NS)
EPS(NN)
KOD(NN)

UNNN)

O(NN)
VAL(NS)

Eleman uzunlugu vektori.

Farkli bolgelerin son diigiim numaralarin: igeren vektor.

Bolgeyi olusturan malzemenin dielektrik sabiti.

Eleman diigiimlerindeki simr gartlarimn tipini gosteren vektor
(Potansiyel tanimlanmig ise KOD=1, aki tanimlanmus ise KOD=0 alinir).
Dirichlet siir gart1 vektorti.

Neumann sir gart1 vektorii.

Kangik tip stnur gart1 tanimlandiginda potansiyellerin saklandig vektor.
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HI{I,J) 1. diiglimiin j. elemann 1. diigimiine etkisini ifade eden H1 etki vektori.
H2({1,J) i. digiimiin j. elemamn 2. digimiine etkisini ifade eden H2 etki vektori.
HI(NNNT) Swmur dugumlerinin i¢ noktalara etkisini ifade eden HI etki vektori.
Gui,J i. diigiimiin j. elemann 1. diigiimiine etkisini ifade eden G1 etki vektori.
Ga1,J) i. digumiin j. elemamn 2. digiimiine etkisini ifade eden G2 etki vektori.
GI(NN,NT)  Swmr diigtimlerinin i¢ noktalara etkisini ifade eden GI etki vektorii.
A(NN,NN)  Sistem matrisi.

XM(NN) Denkiem sistemindeki sag taraf vektor.

6.2.1. INPUT Alt Programi
Bu alt programda, program tarafindan istenen biitiin veri girisi okunur. Veri girigi
asagidaki gruplardan olugur:

1. Problemin baslig.

2. Problem hakkmmda genel bilgi. Problemin simr durumunu gosteren INFB, Sekil
6.3'teki kurallara gore tanimlamr:

INFB, NE, NN, NI, NP
FORMAT(11, 14, 3I5).

3. Bolgelerin son digiim numaralari. Problemi olugturan bolgelerin son digim
numaralari, elemanlara ait diigiimleri (eleman baglantilarini) belirlemek igin kullamhir
(INC(NE,1): ' elemamnmn 1. dugimi, INC(NE,2): ' elemammn 2. dugumi).
Eleman baglantilari aym zamanda, elemanlarin uzunluklarim hesaplamak i¢in de
kullanilir;

NS, (NL@), I = 1,NS)
FORMAT (11, I4, 415).

4. Bolgelerin malzeme ozellikleri (dielektrik sabitleri). Her bolge igin aymn aym
tammlanabilen dilektrik sabitleri, bolgeyi ¢evreleyen biitiin simur elemanlarina
uygulanir:

EPS(), I = 1,NS
FORMAT (5F6.0).
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S. Dirichlet tipi problemlerde potansiyel swimir sartlar:. Bolgelerde sadece potansiyel
stir sart1 uygulanmigsa (NP = O ise) her bolgenin ayr1 ayn potansiyeli buradan
okunur. Biitiin digiimler KOD = 1 olarak tammlanr:

READ (IRE,8) (P(1),I=1,NS)
FORMAT (5F6.0).

6. Swmwr digimlerinin ve i¢ noktalarn koordinatlar:. Lineer simur elemanlarinin
digimlerinin koordinatlar1 ve¢© NN+1 < K < NT olmak iizere i¢ noktalarin
koordinatlar1 aym dizide tammlamr (NT=NN+NI). Simr elemanlariin diigiimlerinin
numaralandinimasinda 6.2.1.2. kisimdaki kurallar uygulanur:

K, X(K), Y(K)
FORMAT (15, 2F'10.0).

7. Karisik tip (Dirichlet ve Neumann) sinir sartlari. Problemde Dirichlet ve Neumann
tipi simur sartlan birlikte tammlandiginda, NP sayis: kadar potansiyel simr sart,
uygulandifn dugiim numaralan ve KOD=1 ile verilirr. Burada tammlananlarin
digindaki digiimler otomatik olarak Neumann tipi siur sarti (KOD=0 ve Q=0)
olarak atanr:

K, KOD(K),VAL(K)
FORMAT(2]5, F15.4).

6.2.1.1, Eleman Baglantilarimin Belirlenmesi ve Eleman Uzunluklarinin
Hesaplanmasi

INPUT alt programmmn son kismunda, bolgelerin son diiim numaralan
kullamlarak her bélge igin smir elemanlarinin birbirleri ile olan baglantilan belirlenir. Daha
sonra eleman baglantilan yazdinlan NE sayis1 kadar lineer simr elemammin birinci
digiminiin koordinatlar;; X(N1), Y(N1) ve ikinci diigiimiiniin koordinatlan, X(N2),
Y(N2) kullanilarak, biitiin elemanlarin uzunluklan hesaplamir.
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6.2.1.2. Sinir Elemanlan Yonteminde Numaralandirma Kurallarn

Smir elemanlan yonteminde bir dig veya i¢ siur tammlamak igin normalin yonti
ozdesligi kullanthr (Brebbia, 1978). Buna gore iki boyutlu problemler igin, str
diiftimlerinin numaralandiriimas: igleminde agagidaki kurallar gegerlidir:
L Dig yiizeyler i¢in numaralandirma kural, saat yoniinde (saga dogru) tamimlanir

(Sekil 6.2.a).
2. I¢ yiizeyler i¢in numaralandirma kurah, saat yoniniin tersinde (sola dogru)
tammlanir (Sekil 6.2.b).
n
Yiizey
Bosluk =
ﬂ'fjle) //_ W izcy =
. <
(a) Saat yoniinde (clockwise) (b) Saat yoniiniin tersinde (anti-clockwise)

Sekil 6.2 (a) Dig yiizey ve (b) I¢ yiizey i¢in, numaralandirma kurali.

Sinirh ve sinirsiz bolgeler igin numaralandirma yonleri, Sekil 6.3'te gosterilmigtir.

()

Sekil 6.3 Simrh ve simirsiz bolgeler icin tanimlar.
(2) Siursiz durum, saat yoniinde (INFB=1),
(b) Stk durum; saat yoniiniin tersinde (INFB=0),
(c) Cok yiizeyli durum (INFB=0).
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6.2.2. MATRX Alt Programi

Bu alt programda, denklem sistemi i¢in gerekli biitiin eleman etki matrisleri
hesaplanir. Sayisal integraller, tekil olmayan elemanlar iizerinde 2, 4 veya 6 Gauss
integrasyon noktasi kullanilarak gergeklestirilir. Noktalarin sayisi, ayn bir diigim veya
noktadan incelenen elemamin merkezine olan bagil uzakhga gore segilir. Integrasyon
noktalarimn sayist belirlendikten sonra, bu noktalarin koordinatlan ile incelenen dugiimiin
bu noktalara uzakhklar ( ry ) ve sinir elemanlarina dik uzakliklar ( d ;) hesaplanir.

Tekillik igeren elemanlar i¢in G matrisinin késegen katsayilan daha dogru
sonuglar elde etmek igin analitik olarak hesaplamir (GE). H matrisinin kogegen katsayilart
ise aym satirda kosegen olmayan terimlerin toplanmastyla hesaplanir (FF(NN)).

Daha sonra sinir gartlari uygulanir. u 'nun bilinen degerleri H matrisinin katsayilar
ile garpilir ve XM 'den ¢ikarilir. q 'nun bilinen degerleri G matrisinin katsayilar ile ¢arpilir
ve XM 'e eklenir (XM vektorii ¢oziimden sonra bilinmeyenleri igerecektir). u ve q 'nun
bilinmeyen degerlerine karsihik gelen H ve G matrisinin katsayillart A matrisi seklinde
kaydedilir. Boylece H.u=G.q denklem sistemi, A x =y sekline doniigiir.

6.2.3. SOLVER Alt Programi

Bu alt programda, Gauss eliminasyon yontemi kullanilarak A.x =y denklem
sistemi ¢oziiliir. Eger A matrisinin kdgegeninde sifir varsa, verilen bir satir durumu igin,
sifir olmayan bir kogegen katsayis: elde edilinceye kadar satirlari degistirilir.

Sonugta bilinmeyen simir degerleri, ana programdaki XM(NN) matrisine kargihk
gelen B(NN) matrisine yazilir.

6.2.4. INTERM Alt Program
Bu alt programda, butiin simur degerleri bilindiginden MATRX alt programunda
hesaplanarak saklanan ve i¢ noktalarin sinir diitimlerine etkisini igeren HI ve GI etki

matrisleri kullanilarak i¢ noktalardaki potansiyeller hesaplamr.

6.2.5. OUTPT Alt Program
Son olarak bu alt programda, siur diigimlerindeki potansiyel ve potansiyel tiirev
degerleri ile istenen i¢ noktalardaki potansiyel degerleri yazdirilir.
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6.3. ELECTRO PAKET PROGRAMI

ELECTRO yaziim, 1987 yilinda Integrated Engineering Sofiware (IES)
tarafindan hazirlanmgtir. ELECTRO, elektrik techizatimn analizi ve tasariminda 6zel
problemlerin ¢éziimiine yardime olmak igin tasarlanmugtir.

ELECTRO'da, alan dagihmlarmin ve iletim hatti parametrelerinin
hesaplanmasinda Sinir Elemanlan Yontemi'nin indirekt yaklasim (esdeger kaynak
tanimlanmasi) kullamlmaktadir. Bu yaklagimda, potansiyel dogrudan ¢oziilmez, bunun
yerine alam destekleyen ve tanimlanan sir sartlanini saglamaya zorlanarak, esdeger bir
kaynak bulunur. Kaynak bulunduktan sonra herhangi bir noktadaki potansiyel veya
potansiyelin tiirevieri hesaplanabilir.

Bu tez caliymasinda, yukanda verilen program ile elde edilen sonuglan
kargilagtirmak icin, 1996 'da gikan ELECTRO V4.0 versiyonu ve daha sonra 1997 'de
¢tkan ELECTRO V4.1 versiyonu kullanilmmgtir. ELECTRO yaziliminda, Sinur Elemanlan
Yontemi 'nin etkisi, ileri simtlasyon ozellikleri ile birlestirilmisgtir.

ELECTRO 'da dort farkh ¢éziicii meveuttur:

1-  Skaler ve vektorel alan dagihmlanim veren iki boyutlu alan ¢oziici.

2- Skaler ve vektorel alan dagilimlarint veren Rotasyonel simetrik alan ¢oziicii.

3- Iki boyutlu iletim hatti parametreleri (kapasiteler, indiiktanslar, empedanslar,
admittanslar ve propagasyon sabitleri).

4- Rotasyonel simetrik yapilar igin kapasiteler ve esdeger serbest uzay kapasiteleri.

ELECTRO 'da iki farkh analiz modu vardir:

1- Sabit zamanh elektrik alanlan i¢in statik mod.

2- Tipik olarak t¢ fazh gig iletim hatlarimin analizi i¢in kuasi-statik mod.

Ayrica kolaylikla gorulebilir sonuglar elde etmek igin degisik analiz araglarnin
kullamimina imkan saglar:

* Model bolgesinin tamaminda, istenen herhangi bir yerdeki potansiyel ve elektrik
alan degerleri,

* Egri ¢izimleri, profil ¢izimleri ve grafikler seklinde potansiyel ve elektrik alan
bilesenleri gosterilir.

* Elektrik alanlan ok ¢izimleri ve grafikler seklinde gsterilir.

* Herhangi bir ¢izgi veya parga boyunca grafikler elde edilir.
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ELECTRO ile herhangi bir problemi modellemek ve ¢6zmek igin, sistemin fiziksel
parametrelerinin tammlanmas: istenir. Tam bir problem tamm agagidaki adimlardan
meydana gelir:

* Problemin geometrisi,

* Malzeme ozellikleri,

* Sinir gartlan ile kaynaklar (alan analizi igin) veya iletkenler (iletim hatti
parametrelerini hesaplamak igin),

*  Sinir elemanlan ayrigim.

6.3.1. Geometri Modelleme

ELECTRO, herhangi bir geometrinin modellenmesinde ¢izgiler, yaylar, daireler
ve spline egrileri gibi temel ozellikleri kullanir. Bu ozellikler, hem problemin yeterli
modellenmesini ve hem de modelin dogrulugunu artirmak i¢in klavye veya mouse
kullanilarak girilir. Geometri girilirken iyi bir referans yol gosterici isini géren bir 1zgara
kullanihr. Geometri noktalarim girmek i¢in dikdortgensel (rectangular) veya kutupsal
(polar) koordinat sistemleri kullanilabilir.

6.3.2. iki Boyutlu (2D) ve Rotasyonel Simetrik (RS) Modelleme

Gergek hayatta biitiin problemler ii¢ boyutludur. Bununla birlikte, bir ¢ok
problemler i¢in, diger boyutta alan degisiminin Onemsiz olmasi durumunda sadece
problemin bir kesitinin analizi istenir. Bu gekilde boyutsalligin indirgenmesi, bir problemin
¢oziimii ile beraber veri girigini de azaltir. ELECTRO 'da iki boyutlu (2D) veya
Rotasyonel Simetrik (RS) modeller olusturulabilir.

Kartezyen koordinat sisteminde, alan buyikliginin x-y dizleminde degistiSi
fakat Ugiincii yonde (z yoninde) degigmedigi kabul edilir. Bu koordinat sisteminde
verilen iki boyutlu bir problemin ¢6ziimii ile geometri diizleminin iki yoniindeki (x-y)
alanlann degisimi elde edilir.

Silindirik koordinat sistemi igin, eger ¢oziim agisal koordinattan bagimsiz ise,
Rotasyonel Simetrik (RS) durum sézkonusu olur. Bu durumda, diizlemde agisal
koordinatin sadece bir degerinde bir ¢oziim istenir ve alan biyyiklikleri sadece r-z

duzleminde degisir. RS (r=0) eksenleri x veya y eksenlerine paralel olmalidir.
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6.3.3. Fiziksel Ozelliklerin Uygulanmas:

ELECTRO ile ¢oziilecek bir problemi tam olarak tanimlamak igin, geometriye
malzeme 6zellikleri, smir sartlan ve kaynaklar seklindeki karateristikler verilmelidir. Bu
baglamda, ELECTRO sinirin ayrigtirilmasint ve kaynak bélgelerinin bolmelenmesini ister.

Elektrik alan problemlerinin ¢ozimiinde, iletkenlik (conductivity) veya
gecirgenlik (permittivity) istenir. Genel olarak uygulanan alan veya gerilim ile
malzemelerin hem iletkenlifi ve hem de gegirgenlifi arasinda lineer olmayan bir iligki
vardir. Bununla birlikte, bir ¢ok durumda bu degisim kiigiiktiir ve lineer bir yaklagim
kullanilir, Boyle durumlarda malzemenin iletkenligi veya gegirgenligi olarak sabit bir
deger uygulanir. Degigimin ¢ok buyik oldugu durumlarda ise bu iligkiyi tamimlamak igin
bir egri kullamhr. Bu egriler, E - J (lineer olmayan iletkenlik i¢in) ve E - D (lineer
olmayan gegirgenlik i¢in) olarak tamimlantr.

6.3.4. Smrlarn ve Arakesitlerin Bélmelenmesi

ELECTRO agik bolgeli alanlan ¢6zmek igin ve uygulanan simir sartlarim saglayan
egdeger kaynaklani meydana getirmek igin Sinir Elemanlart Yontemi'ni kullanir. Sinir
Elemanlann Yontemi'ni kullanmak amaciyla, kaynaklarin tammlandi: ve simr sartlarinin
saglandig ayrik pargalara (elemanlara) sinirlarin boliinmesi gerekir.

Bir model olusturulurken, malzeme arakesitlerinde veya smur sartlarinin
uygulandigt siurlardaki bitiin pargalar tizerinde smir elemanlart istenir. Rotasyonel
simetrik modeller igin, rotasyonel simetrik eksen {izerinde veya bu eksenin
tanimlanmamug tarafi tizerinde sinir elemanlan uygulanmaz.

Bir model iizerinde bir eleman dagilimi yapmak igin iki yontem kullanilir.
Bunlardan birincisi, gerekli pargalar iizerinde siir elemanlarini arttirarak veya azaltarak
bir dagilm olugturmak, digeri ise otomatik olarak eleman dagihm iretmektir. Bunlara
ilaveten, bir modele manuel olarak sinir elemanlan eklenmesi yerine Self-Adapt modu
kullamilabilir. Self-Adapt modelin ¢oziimii sirasinda otomatik olarak elemanlar ekler.
ELECTRO, ¢6ziim tammlanan dogruluga eriginceye kadar eleman dagihmlari meydana
getirir ve ¢oziimleme yapar. Ayrica, hacimsel kaynaklar veya lineer olmayan malzemeler
uygulandiginda, ¢éziimiin yapilabilmesi igin bolgelerin alt alanlara boélinmesi gerekir.

Bunun amact, kaynaklann alan dagilim Gzerindeki etkisini hesaplamaktir.
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6.3.5. Modelin Analizi

ELECTRO, olusturulan modeli ¢6zmek i¢in, modeldeki alanlari hesaplayan ve
iletim hatt1 parametrelerini hesaplayan iki farkli ¢6ziicii kullanir. Ayrica, varolan eleman
dagilmlarim kullanarak ¢éziimii hesaplayan (Manual) ve tanimlanan dogruluk derecesine
ulagincaya kadar eleman dagilimu iireterek modeli tekrar tekrar ¢6zen (Self-Adapt), iki

¢oziici yontemi kullanr.

6.3.6. Tletim Hatt: Analizi

ELECTRO ile iletim hatt1 parametreleri, ekrana dik yonde siirekli kabul edilecek
olan, iki boyutlu bir geometri igin hesaplanabilir. Bir iletim hatt1 analizi gergeklestirmek
i¢in, iletkenlerden olugan bir model verilmelidir.

Degisik iletim hatt1 sistemlerinin tasarim parametrelerini hesaplamak i¢in Simr
Elemanlan1 Yontemi kullamhr. Alam destekleyen esdeger yiikii hesaplamak amaciyla,
Laplace denklemi tammlanan smur sartlan altinda ¢oziliir. Egdeger yiik biliniyorsa
herhangi bir parametre elde edilebilir. Bu yolla kapasitans, inditktans ve empedans

hesaplamalan yapilr.

6.3.7. Kuasi-Statik Alan Hesaplamalan

Statik alanlar igin, elektrik alam uzaydaki her bir yonde sabit bir vektor ile
gosterilebilir. Bu, alami tammlamak igin her bir uzay bileseni boyunca bir fazér gerektiren
stirekli durumlu siniisoidal alanlardan farkhdir. Bu durumda her uzay bileseni bir vektor
degil, bir fazordiir. Vektorler uzay agilarina sahip iken, fazorler zaman agilarina sahiptir.

Kuasi-statik elektrik alanlarinin tammlanmasi igin faydali bir yontem, bir diizlemde
elips ¢izen bir vektorin donmesidir.

Her bir noktadaki potansiyel de bir fazér ile gosterilir. Bundan dolayi, sir
sartlanm girmek igin bir buyuklik ve zaman agist gerekir. Ornegin, dengeli ii¢ fazl bir
iletim hattinda ilk iletkene 3802120 V, ikinci iletkene 380£0 V ve iigiincii iletkene
3804£-120 V uygulanmalhdir.

ELECTRO, kompleks potansiyelleri ve alanlari hesaplayabilmek i¢in Simr
Elemanlan Yontemi 'nin kompleks bir geklini kullanr.
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6.4. Uygulama Ornekleri
6.4.1. Tek Yalitkanh Elektrot Sistemi
6.4.1.1. Kiire - Kiire Sistemi
Ele alinan ornek sistem Sekil 6.4'te gosterilmigtir. Bu sistem, Simr Elemanlan
Yontemi'nin uygulandifn ve ¢oziimiin kolaylikla elde edildigi agik smr (sonsuz sinir)
ornegidir. Kirelerin yanigapt 1m olup, her bir kiire 24'er siur elemam ile bolmelenmistir.
Bu caligmada gelistirilen SINEL Program: ve ELECTRO paket programi
sonuglar1 Tablo 6.1.'de verilmis ve sonuglar Sekil 6.5'te grafik olarak ¢izilmistir.

R
—————————————— ﬁ—j—x—x*x—x————-——-

i
)

Sekil 6.4 Tek yalitkanh kiire-kiire elektrot sistemi.

Tablo 6.1. Tek yalitkanh kiire-kiire elektrot sisteminin ¢éziimi.

Hesap Koordinatlar(m) SINEL ELECTRO Fark
Noktas1 X y Program Programi

1 0.0 0.1 8.747 8.777 0.030

3 0.0 0.3 26.479 26.572 0.093

5 0.0 0.5 44,964 45,122 0.158

7 0.0 0.7 64.857 65.088 0.231

9 0.0 0.9 87.148 87.446 0.298

12 12 2.0 87.884 88.044 0.160

14 1.4 2.0 77.939 78.084 0.145

16 1.6 2.0 69.538 69.667 0.129

18 1.8 2.0 62.360 62.476 0.116

20 20 2.0 56.173 56.277 0.104
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Sekil 6.5 Tek yalitkanl kiire-kiire elektrot sisteminin sonuglarimn kargilagtinimast.

64.2. Cok Yahtkanh Elektrot Sistemleri
6.4.2.1. Diizlemsel Elektrot Sistemi

Sekil 6.6'da verilen ornek sistem, dielektrik sabitleri farkh olan ii¢ bolgeden
olusmaktadir. Problem bolgesi 32 siur elemaniyla bélmelenmistir. Belirtilen noktalardaki
potansiyel degerleri SINEL ve ELECTRO programlan ile hesaplanmus, analitik olarak
bulunan sonuglarla Tablo 6.2. ve Sekil 6.7'de kargilagtirilmgtir.
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Sekil 6.6 Diizlemsel elektrot sistemi.
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Tablo 6.2. Cok yalitkanli diizlemsel elektrot sisteminin ¢oziimii.

Hesap Koordinatlar(cm) SINEL ELECTRO Analitik SINEL
Noktasi X y Programi Program Coziim % Hatas1
1 4.0 7.5 97.491 97.539 97.500 0.009
2 4.0 7.0 95.000 95.008 95.000 0.000
3 4.0 6.5 92.500 92.500 92.500 0.000
4 4.0 6.0 90.000 90.001 90.000 0.000
5 4.0 5.5 87.500 87.503 87.500 0.000
6 4.0 5.0 85.000 85.006 85.000 0.000
7 4.0 4.5 82.494 82.508 82.500 0.007
8 4.0 4.0 80.000 80.028 80.000 0.000
9 4.0 35 65.035 64.993 65.000 -0.053
10 4.0 3.0 50.000 49.974 50.000 0.000
11 4.0 25 35.004 34.954 35.000 -0.011
12 4.0 2.0 20.000 20.003 20.000 0.000
13 4.0 1.5 15.000 14.949 15.000 0.000
14 4.0 1.0 10.001 9.968 10.000 -0.010
15 4.0 0.5 5.001 4.997 5.000 -0.020
16 4.0 0.0 0.000 -0.237 0.000 0.000
100 § : .
| ! 4L
] X Analitik
80 SINEL
| DO ELECTRO||
&
S 60
§ 40
£

N
(=]

b - — - =

wn

Hesap Noktas:

Sekil 6.7 Cok yalitkanh diizlemsel elektrot sisteminin sonuglarinin kargilagtirilmas:.
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6.4.2.2. Silindir - Diizlem Elektrot Sistemi

potansiyelindeki diizlem elektrot arasindaki potansiyel dagihm, x=0 simetri ekseni ve
dielektrik ortamlar1 ayiran izolasyon yiizeyi boyunca hesaplanmistir. SINEL, ELECTRO
ve Sonlu Elemanlar Yéntemi sonuglan, analitik olarak hesaplanan sonuglarla Tablo 6.3.
ve Tablo 6.4.'te karsilastirilmugtir. 133 digiimlii ¢6ziim yapan Sonlu Elemanlar'a gore, 88

elemanli Siir Elemanlan ¢oziimiintin daha iyi oldugu bu kargilagtirmada goriilmektedir.

Sonuglar, Sekil 6.9 ve Sekil 6.10'da grafik olarak ta verilmistir.

§=1(hava)
# .
% o _% Izolasyon yizeyi g%=o
g .
E §72 (izolasyon)
7

Sekil 6.8 Silindir - diizlem elektrot sistemi.

Sekil 6.8'de verilen sistemde, 100 V potansiyelindeki silindir elektrot ile toprak

Tablo 6.3. Silindir - diizlem elektrot sisteminin ¢oziimii (simetri ekseni boyunca).

Koordinatlar(cm) SINEL ELECTRO  Sonlu Eleman Analitik SINEL
X y Programu Program Coziimii Coziim % Hatasi
0.0 0.0 0.000 1.008 0.0 0.0 0.000
0.0 0.8 7.893 7.916 7.8 7.9 0.088
0.0 1.6 15.932 15,959 15.8 159 -0.201
0.0 2.4 24.273 24311 24.0 24.2 -0.301
0.0 32 33.112 33.170 32.9 33.1 -0.036
0.0 4.0 42,732 42,951 425 427 -0.075
0.0 4.4 53.028 53.020 53.1 53.0 -0.052
0.0 4.8 63.696 63.756 63.6 63.6 -0.150
0.0 52 74.925 74.619 75.0 74.9 -0.033
0.0 5.6 86.908 87.777 86.9 87.0 0.105
0.0 6.0 100.00 97.922 100.0 100.0 0.000
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Tablo 6.4. Silindir - diizlem elektrot sisteminin ¢6ziimii (izolasyon yiizeyi boyunca).

Koordinatlar(cm) SINEL ELECTRO Sonlu Eleman Analitik SINEL
X y Programi Programi Cozimii Coziim % Hatas1
0.0 4.0 42.732 42,951 42.5 427 -0.075
0.8 4.0 42.199 42.217 419 42.2 0.002
1.6 4.0 40.622 40.647 40.5 40.6 0.054
2.4 4.0 38.287 38.314 38.2 38.3 0.034
3.2 4.0 35.499 35.524 36.0 358 0.840
4.0 4.0 32.534 32.557 33.1 32.8 0.811
5.6 4.0 26.845 26.865 27.7 26.9 0.204
100 T r T T T r T - r
[ | i 1 I 1 I
- -~ R e +--+-- -
! X Analitik Lo L
80— SINEL [ e
—— O ELECTRO} —1- - 4 - - 4~ - e A
E 1 i i i | I
560 ; : ; : : + At
—_ i ! i [ ! I ! I
4 b — — e — e = ==~ = e o RSy S SV
‘A | I [ | | ! t | |
] e e e =
= - — = = — | N | | — — Sl S A ] L
i i | ] | I I I
20 i ! ] L H ] 1 1 I
| i [ | | | | |
L. . — D ol i fo = S | — . [ Nl . L a (L
i | { | { [ { §
0 1 1 1 1 L L AL i X
0 2 4 6

y (em -x=0 simetri ekseni - )

Sekil 6.9 Simetri ekseni boyunca potansiyel dagilim.
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Sekil 6.10 Izolasyon yiizeyi boyunca potansiyel dagihm.



6.4.2.3. Koaksiyel Kablo
Sekil 6.11'de gosterildigi gibi bir koaksiyel kablonun ¢eyrek kesiti alinarak 44

simr elemaniyla bolmelenmistir. Verilen simmr sartlan ile radyal yondeki potansiyel

degerleri hesaplanmugtir. Analitik olarak bulunan sonuglar, SINEL ve ELECTRO

programlar yardimiyla bulunan sonuglarla Tablo 6.5. ve Sekil 6.12'de karsilagtirilmugtir.

Tablo 6.5. Radyal yondeki potansiyel dagilim.

Sekil 6.11 Koaksiyel kablonun geyrek kesiti.

Hesap Koordinatlar(cm) SINEL ELECTRO Analitik SINEL

Noktasi X y Programi Programi Coziim % Hatasi
1 0.7071  0.7071 100.00 100.00 100.00 0.000
2 0.8838 0.8838 71.883 71.957 71.914 0.043
3 1.0607 1.0607 48.960 49.013 48.966 0.012
4 1.2374 12374 29.560 29.595 29.565 0.017
5 1.4142 14142 12.746 12.770 12,758 0.094
6 1.5910 1.5910 9.038 9.058 9.052 0.154
7 1.7678 1.7678 5.720 5.740 5.736 0.279
8 1.9445 1.9445 2.718 2.739 2.737 0.694
9 21213  2.1213 0.000 0.000 0.000 0.000
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Sekil 6.12 Radyal yon boyunca potansiyel dagilim.

6.4.2.4. Giic Kablosu

Omek olarak incelenen giic kablosu Sekil 6.13'te verilmistir. Bu 6mek, Sinir
Elemanlar1 Yontemi'nin ¢ok yiizeyli problemlere de kolayhkla uygulanabildigini
gostermektedir. Kablonun dis yiizeyi 48, her bir i¢ yiizeyi de 24 suur elemamyla
bolmelenmigtir (toplam 120 siur elemant). SINEL ve ELECTRO programlanyla
hesaplanan sonuglar Tablo 6.5. ve Tablo 6.6.'da verilmis ve sonuglar Sekil 6.14 ve Sekil
6.14'te grafik olarak ¢izilmigtir.

Sekil 6.13 Gii¢ kablosu.
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Tablo 6.6. Giig kablosunda y=0 ekseni boyunca potansiyel dagilimi.

Hesap Koordinatlar(cm) SINEL ELECTRO Fark
Noktas1 X y Programi Programu
1 -2.00 0.0 0.122 0.011 0.111
2 -1.75 0.0, 25.423 25.611 0.188
3 -1.50 0.0 51.799 52.017 0.218
4 -1.25 0.0 73.702 73.946 0.244
5 -1.00 0.0 82.186 82.448 0.262
6 -0.75 0.0 71.218 71.441 0.223
7 -0.50 0.0 51.455 51.573 0.118
8 -0.25 0.0 36.313 36.357 0.044
9 0.00 0.0 30.856 30.876 0.020
10 0.25 0.0. 36.313 36.357 0.044
11 0.50 0.0 51.455 51.573 0.118
12 0.75 0.0 71218 71.441 0.223
13 1.00 0.0 82.186 82.448 0.262
14 125 0.0 73.702 73.946 0.244
15 1.50 0.0 51.799 52.017 0.218
16 1.75 0.0 25423 25611 0.188
17 2.00 0.0 0.122 0.011 -0.111
100
80
&
=60 —t ¢ + —f +
— 1 | 1 i 1 i i | 1 I [} [ i I 3 [}
o R e e R R L R o T T R e e i T
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i I { I t ] 1 | i 1 { [ i i t !
0 | 1 1 1 L J L H i a1 1 1 L L 1
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x(cm - y=0 ekseni - )

Sekil 6.14 y=0 ekseni boyunca potansiyel dagilim.
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]

Tablo 6.7. Giig¢ kablosunda x=0 ekseni boyunca potansiyel dagilim.

Sekil 6.15 x=0 ekseni boyunca potansiyel dagilim.

y(em -x=0 eksehi-)

Hesap Koordinatlar(cm) SINEL ELECTRO Fark
Noktast X y Programi Programi
1 0.0 2.00 0.0830 0.0050 0.078
2 0.0 1.50 35.936 36.082 -0.146
3 0.0 1.00 68.291 68.444 -0.153
4 0.0 0.50 72.889 73.015 -0.126
5 0.0 0.00 30.856 30.876 -0.020
6 0.0. -0.10 16.844 16.822 0.022
7 0.0 -0.20 1.0510 0.9780 0.073
8 0.0 -0.30 -16.624 -16.755 0.131
9 0.0 -0.40 -36.437 -36.636 0.199
10 0.0 -0.50 -58.879 -59.159 0.280
11 0.0 -0.60 -84.854 -85.204 0.350
12 0.0 -1.00 -100.00 -100.00 0.000
13 0.0 -1.70 -82.369 -82.804 0.435
14 0.0 -1.80 -51.844 -52.237 0.393
15 0.0 -1.9 -24.744 -25.065 0.321
16 0.0 2.0 -0.310 0.058 -0.368
100 T R
I A A
N SINEL
- O ELECTRO
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5 0 B
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6.4.2.5. Yiiksek Gerilim Izolatorii

Sekil 6.16'da gosterilen g¢ubuk tipindeki bir yiksek gerilim izolatori
incelemesinde, iist elektroda 75 kV'luk bir gerilim uygulanmug, alt elektrot ise 0 kV'ta
topraklanmustir. 1ki elektrodu, bagil dielektrik sabiti 5 olan bir dielektrik malzeme
ayirmaktadir. Problem bélgesi 146 sinir elemaniyla bolmelenmis ve elde edilen sonuglar
Tablo 6.8. ve Sekil 6.17'de verilmigtir (ELECTRO programinda 61 simr elemamyla

eksenel simetrik ¢oziim yapilmugtir).

//>/
6 K
; Dielektrik
18 %
T T TN,
4 u Alt Elektrot (0 kV)
4

Sekil 6.16 Yiksek gerilim izolatori.

Ust Elektrot (75 kV)
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Tablo 6.8. Alt elektrot ile iist elektrot arasindaki potansiyel dagilim.

Hesap Koordinatlar(cm) SINEL ELECTRO Fark
Noktast X y Programi Progranu
1 30 8.00 2.962 2.808 -0.154
2 30 9.00 5.958 6.133 0.175
3 3.0 1000 7.933 8.604 0.671
4 3.0 1100 9.528 10.651 1.123
5 3.0, 12,00 10.994 12.511 1.517
6 30 13.00 12.665 14.306 1.641
7 30 14.00 14,418 16.098 1.680
8 30 15.00 16.447 17.932 1.485
9 30 16.00 18.590 19.854 1.264
10 30  17.00 21.017 21.905 0.888
11 30 18.00 23.568 24.140 0.572
12 30 19.00 26.403 26.605 0.202
13 30 20.00 29.385 29.379 -0.006
14 30 21.00 32.681 32.531 -0.150
15 30 22.00 36.216 36.201 -0.015
16 30 23.00 40.296 40.543 0.247
17 30 24.00 45.438 45.988 0.550
18 30 25.00 53.331 53.376 0.045
19 30 26.00 63.635 64.481 0.846
20 30 27.00 75.000 74.974 -0.026
PR 3-iorfasiorondoTororoc]
e B EE R
A60t:': O ELECTRO|-1-4-7-r-r -1
> f--3Ticrfofo-iccoodoiziIoond
SP o T ot facr-r--d-1
£
§ 30
=%
15

Hesap Noktasa

Sekil 6.17 Alt elektrot ile iist elektrot arasinda potansiyelin degisimi.
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BOLUM 7

SONUCLAR

Bu calismada, Smr Elemanlar1 Yéntemi'nin matematiksel teorisi ve sayisal
formilasyonu verilerek iki boyutlu elektrostatik alan analizi yapan SINEL isimli bir
bilgisayar programu gelistirilmigtir. Matematiksel teori i¢in ilk énce, problemi bolgede
saglayan tamim denklemleri (Laplace ve Poisson tipi kismi diferansiyel denklemler),
agirhkl artiklar yontemi ve kismi integrasyon kullanilarak, smir integral denklemlerine
donugtirilmigtir. Fiziksel degiskenler (potansiyeller ve normale gore tiirevleri)
interpolasyon fonksiyonlan ile ifade edildikten sonra simr integral denklemi aynigtirilmig
ve sistem matrisi elde edilmistir. Matrislerin katsayilari, sayisal integrasyon formiilleri
kullamlarak hesaplanmugstir. Siur sartlan uygulandiktan sonra, siir bilinmeyenlerinden
olusan bir lineer denklem sistemi elde edilmistir. Bu denklem sistemi ¢oziilerek siur
dugumlerindeki potansiyeller ve tiirevleri hesaplanmigtir. Bulunan sonuglar kullanilarak
istenen i¢ noktalardaki potansiyel degerleri belirlenmistir.

Bu incelemeler 1g1§inda, Sinir Elemanlan Yontemi'nin énemli 6zellikleri su sekilde
Ozetlenebilir:

1) Smuir Elemanlann Yontemi, problem bolgesinde sadece smirin bélmelenmesini
gerektirmektedir. Boylece problemin boyutsallig bir derece azalmaktadir. Analiz igin,
iki boyutlu problemlerde siurin bélmelenmesi ve ii¢ boyutlu problemlerde yiizeyin
bélmelenmesi yeterlidir.

2) Smr Elemanlart Yontemi'nde temel ¢oziimlerin uygulanmasi, hem sonuglarin
dogrulugunu arttinr ve hem de sonsuz siur sartiin kolayca goézéniine alinmasim
saglar. Boylece yontem, agik simr problemlerini gostermek igin sonlu farklar ve sonlu
elemanlarda oldugu gibi fazla sayida bolmeleme yapilmasi veya bunun ¢ézimi i¢in
oOzel teknikler kullanilmasi zorunlulugunu ortadan kaldirir,

3) Yontem, problemin analizi igin gerekli veri sayisim énemli olgiide azaltmaktadir. Bu
nedenle sistem matrisinin boyutu kigiiktiir. Buna kargilik, sistem matrisi tamamen

doludur ve simetrik degildir.



86

6. Bolimde verilen uygulama 6rneklerinde, analitik olarak hesaplanan sonuglarla,
SINEL programi: ve ELECTRO paket programu kullamlarak alinan sonuglar tablolar
halinde ve grafik olarak karsilagtirnilmstir. Ayrica analitik olarak ¢oziilebilen problemlerin,
SINEL program hatalan da tablolara eklenmistir.

Buna gore ¢ok yalitkanli dizlemsel elektrot sisteminde (Sekil 6.6), 32 smur
elemaniyla yapilan bolmelemede SINEL program sonuglarinin analitik sonuglara gore
hatast % 0.06'dan kiiguktiir. Hatamn gok kiigiik olmasimin nedeni sirlarin diizgiin olmast
ve dolayisiyla problem geometrisinin tam olarak modellenebilmesidir. Daha az sayida
eleman kullamldifinda, integrasyon adimlarinin sayisi azalacagindan hassasiyet
azalacaktir.

88 elemanla bolmelenen silindir-diizlem elektrot sisteminde (Sekil 6.8) maksimum
hata oran1 % 0.84 'tiir. 44 elemanla bolmelenen koaksiyel kabloda ise (Sekil 6.11) % 0.7
civarindadir. SINEL program ile hesaplanan bu sonuglara yakin sonuglar, aym sayida
sintr elemanlan kullanllarak ELECTRO programu ile de elde edilmistir.

Ayrica analitik ¢oziimii bilinmeyen problemler i¢in de SINEL ve ELECTRO
¢oziimlerinin birbiriyle uyumlu oldugu goriilmektedir (Sekil 6.5 ve Tablo 6.1.).

Sonsuz sinur problemi olarak verilen tek yalitkanh kiire-kiire elektrot sisteminde
(Sekil 6.4) toplam 48 siur elemam ve g¢ok yiizeyli problem ornegi olarak verilen giig
kablosu modeli icin de (Sekil 6.13) 120 simir elemam ile yapilan goziimde yiksek
dogruluklu sonuglar elde edilmistir. x=0 ve y=0 ekseni boyunca ¢izilen grafiklerden de
(Sekil 6.5 ve Sekil 6.14, Sekil 6.15) sonuglarin hassasiyeti goriilmektedir.

Son ornek olarak yitksek gerlim izolatorii (Sekil 6.16) incelenmigtir. Cubuk
tipindeki bu izolatoriin 146 smr elemam kullanilarak yapilan analizi sonucunda,
izolatoriin gerilim altindaki elektroda yakin kisminda potansiyel degerinin bilyiik oldugu
ve agagiya dogru azaldifi, SINEL ve ELECTRO sonuglarimn birbirine yakin oldugu
gorilmektedir (Sekil 6.17 ve Tablo 6.8.).

Sonug olarak, analitik sonuglarla program sonuglarinin son derece uyumlu oldugu
ve Smir Elemanlan Yonteminin az miktarda veri girisi ile olduk¢a hassas sonuglar
sagladifi, gelistirilen programa (SINEL) yapilacak yemi katkilarla daha karmagik
problemlerin de ¢oziilebilecegi gorilmisgtir.
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Teride yapilacak galigmalarda, bu galismadaki prosediir izlenerek ve hazirlanan
programdan yararlanarak, Siur Elemanlan Yoéntemi ile iletim hatti parametreleri
(kapasite, empedans, inditktans vb.) hesaplanabilir. Bunun i¢in Laplace denklemi, verilen
stir  sartlann altinda ¢ozillerek alam destekleyen esdeger yitk hesaplanir (indirekt
yaklagim). Esdeger yikk bulunduktan sonra herhangi bir iletim hatt1 parametresi
hesaplanabilir.

Ayrica zaman bagiml problemler ile lineer olmayan problemler de DRM ve MRM
gibi siur eleman yéntemleri kullanilarak analiz edilebilir.
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EK-A
YAKLASIK COZUMLER

A.1. Agirlikli Artiklar Yontemi
Artik veya hata fonksiyonlarinin agagidaki gibi oldugu kabul edilirse,

R B bélgesinde

R, S, sminnda }Sl +S, =S, (A1)

R, S, smnnda

ortalamasi sifir olacak sekilde bu hatalarin dagiimim yapmak miimkiindiir. Diger bir
lineer bagimsiz fonksiyonlar takimu (v, ),

v, (x), yv,(x), y;X),....... Wy (%)

seklinde tammlanabilir.
Bu fonksiyonlarin ¢ogunlukla homojen simur sartlarim sagladigt kabul edilir.

denklem takimini, w fonksiyonu olarak yazmak igin B, keyfi katsayilar takim agagidaki
sekilde tammlanabilir:

w=By, +Bw, +Bw; + e (A2)

u yaklagim fonksiyonunun problemin biitiin simr sartlarint sagladig: kabul edilirse
bu durumda, R,=R,=0 ve Rz0 olur. Agirlik fonksiyonu adi verilen bir w ile

carpilarak, B bolgesindeki R hatasimn dagilimi yapilabilir.

<R,w>=J'Rde=o (A.3)
B

Bu formil R hatasimn, w 'daki fonksiyonlara gore dagilimnin yapildiim
gosterir. B, katsayillan keyfi oldugundan bu denklem,
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[Ry, aB=0 (i=1,2, ...,k (A.4)

seklinde yazilabilir.

A.2. Kollokasyon Yontemi

Diferansiyel denklemleri ortalama bir sekilde saglamak yerine, sadece segilen
noktalarda (kollokasyon noktalarinda) saglamak ta miimkiindiir. Bu noktalar ¢ogunlukla,
bolge iginde esit bir sekilde dagitilir.

Homojen sinur sartlart durumunda bir yaklagim fonksiyonu,
u= Z O Py (AS5)
k=1

seklinde tamimlanir. Burada ¢, fonksiyonlar, homojen simir gartlarini saglar.

B bolgesinde, n sayida noktada saglanacak olan bir artik fonksiyonu,
R=L(u)-b=0 (B bolgesinde) (A.6)

seklinde yazilabilir. Prensip olarak o, 'nin sayisi, segilen kollokasyon noktalarnmn sayis
ile aymt olacaktir. Bu sart, ,'yi Dirac delta fonksiyonlan olarak tammlayarak bir agirlikh

artiklar seklinde ifade edilebilir. Dirac delta fonksiyonu, bir normal fonksiyonun limiti
olarak tammlanabilen, genellestirilmig bir fonksiyondur ($ekil A.1). Bu fonksiyonun
limiti, bolge digindaki her noktada sifirdir (Eger x=§ olursa, Dirac fonksiyonunun

uygulandif: 'I' noktasimn koordinat1 £ olur). Buradan,

A(x—E) = A, (A7)
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A

§—

Sekil A.1 Dirac delta fonksiyonu.

Dirac delta fonksiyonu, mithendislikte kullanilan ¢ok faydali bir 6zelliktir.
i+e

IA(X—E_,) dx = IA(X—&) dx=1, (A.8)
-0 -t

Burada, s herhangi bir pozitif sayidir. x; noktasinda herhangi bir f(x) fonksiyonu,
f, veya f(€), ' f' fonksiyonunun 'i' noktasindaki degeri olmak tzere,

i+

[£00 Ax-8) dx= [£(0) Ax-8) dx=£®) =; , (A.9)
—o0 &i-€

seklinde yazilabilir.

Kollokasyon yontemi veya nokta kollokasyon yontemi, bir 'i' noktalar dizisinde,
w=B,A,+B, A, +B; A + ... +BL AL (A.10)
olmak iizere, denk.(A.3) ile,

ijdB=o (A.11)

seklinde gosterilebilir. Burada,
A; , Kollokasyon noktalarindaki (i = 1, 2, 3, ....., k) Dirac delta fonksiyonlarm

gosterir.
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Ornek :

0<x<1 Bolgesinde,

2
L(u)—b=:—x23+u+x=o ()

denklemi,
x=0 'da u=0

x=1 'de u=0
homojen sinir sartlar ile gozontne alinirsa, sadece iki bilinmeyen parametresi olan,
Cu=x(1-x)(0; - ,X) (b)

yaklagim fonksiyonu ile yaklagik ¢éziim yapilabilir.
Bu yaklagim fonksiyonu denk.(a)'da yerine yazilarak,

2
R=d—:l+u+x=(—2+x—x2)a1+(—2—6x+x2—x3)a2+x (c)

artik fonksiyonu elde edilir.
E=1 ve &= 'deuygulanan Dirac delta fonksiyonlarina bagh olarak bir agirhk

4

fonksiyonu yazilabilir:
w=BA(x-) +BA,(x-7) ()]

Bunun anlam,

j'Rwdx=0 (©

oldugudur.

x=% ve x=1'de R=0 olur.

Buradan matris seklinde yazlabilen iki denklem edilir:
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29 _35|[ey 1
16 64 —| 4
A I ®
4 8 e, 2

6 40
oy ==, @ (g)
degerleri elde edilir. Bu durumda,
x (1-x)
= 0 h
=" (42440 %) (b
olur. Hata fonksiyonu ise,

R=—6—(—2+x—x2)+ﬂ(2-6x+x2 -x*)+x
31 217

R=%7—(—4+19x—-2x2—40x3) 6)]

seklinde yazilir. Sonuglar Tablo A.1.'de verilmigtir.

Tablo A.1.

X Uo (tam ¢oziim) u (yaklagik ¢6ziim) R

0.10 0.018641 0.019078 -0.009953
0.20 0.036097 0.036866 -0.002764
0.30 0.051194 0.052258 0.002027
0.40 0.062782 0.064147 0.003317
0.50 0.069746 0.071428 0.000000
0.60 0.071018 0.072995 -0.009032
0.70 0.065585 0.065806 -0.024884
0.80 0.052502 0.054562 -0.048663

0.90 0.030901 0.032350 -0.081474
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EK-B
TEMEL COZUMLER

B.1. iki Boyutlu Laplace Denkleminin Temel Céziimiiniin Bulunmasi

Sonsuz bir bolgede, ‘i noktasinda yogunlagmis birim kaynak nedeniyle bir i
noktasindaki potansiyelin degeri, 'i' noktasindaki bir kaynak nedeniyle 'j' noktasindaki
temel ¢oziim (fundamental solution) olarak isimlendirilir. Temel ¢6zim genellikle u*
seklinde ifade edilir. §j' noktas alan noktas: (field point) olarak isimlendirilir. i' noktast,
yogunlagmis birim kaynagin uygulandiga kaynak noktast (source point) olarak tammlanir
(DeFiguerido, 1991).

Burada kaynak, potansiyel alan iireten bityiikliiktir. Incelenen fiziksel probleme
gore degiskenlik gosterir. Mesela; sicaklik alanlarinda bir 1st kaynag veya elektrik
alanlaninda bir elektrik yiikii kaynak olabilir. ‘

u* fonksiyonu iki parametre ile degisir: 'i' kaynak noktasinn koordinatlan ve i
alan noktasimn koordinatlari. Temel ¢oziim u*, lokal koordinat sisteminde sadece 'i' ve j'

noktalar arasindaki bir 'r' uzakhigina bagh olarak ifade edilebilir (Nowak vd., 1994).

y A

Sekil B.1 u* fonksiyonu igin global (x,y) ve lokal (£,m) koordinat sistemleri.
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V2u=0 Laplace Denklemi'nin temel ¢6ziimii u* olsun. Bu temel ¢oziim,

(M

1

noktasinda bulunan kaynagm etkisi, ' noktasindan sonsuza kadar yayildig1 i¢in, asagidaki

Poisson Denklemi'ni saglar:

Viu*+ A =0

(B.1)

Burada, A, bir Dirac-delta fonksiyonu olmak tizere denk.(B.1)'in ¢ozimi,

Laplace Denklemi'nin temel ¢oziimiint (u*) verir.

Temel ¢oziim u *(§,m,%,y) olsun. Laplace denkleminde,

r=y(E-%)" +(n-y)’
dénusimii yapihirsa, u*(E,n,x,y)—>u*(r)'ye doniisir.

YA

+» X

Sekil B.2 Iki boyutlu ¢oziim bolgesi.

Silindirik koordinatlarda Laplace denklemi,

50

seklindedir.

(B.3)

Burada u*, y veya z 'nin bir fonksiyonu olmadig: igin kismi tirev, bayag tiirev

ile gosterilebilir:
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1d{ du*
v? *:--( —-)=o 4
" rdr f dr (B4)
r> 0 igin,
®
i(&“-):o B.5)
dr\ dr

yazilabilir. Denklemin her iki tarafinin integrali alimirsa,

*
ML (B.6)
dr
yazilir. Buradan,
u*=Afnr +B (B.7)
elde edilir.

r ; Dirac delta fonksiyonunun uygulandig: noktanin incelenen noktaya uzakligidir.
r = 0 i¢in, r sifira yaklagirken bir tekillik s6z konusudur. r = 0 durumunu incelemek igin
yiikiin bulundugu noktayi gevreleyen e yarigaph bir daire ele alinir ve daha sonra ¢ stfira
goturilir (Sekil B.3).

0

Sekil B.3 Temel ¢6ziim igin yaklagim.
Denk.(B.1)'den (Vu*+ A, =0),
Vig*=- A, (B.8)

yazilir. Her iki tarafin B® bolgesinde integrali alinarak,
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[v?u*dB® =-[AdB°
B® B®

elde edilir. Diger taraftan 1. Green 6zdesligi,

viurdp® = [ 2 gse
Jrere=la

seklinde yazilir. Ayrica Dirac fonksiyonunun bir 6zelligi olarak,

[adBe =1
A

yazilabilir. Bu durumda, agagidaki sonug elde edilir:

®
[2 450 =1
. On
S
Bu denklem,
*
o 4se =1
| or on
S*.
seklinde yazilabilir. Buradan,
A=—L
2n

elde edilir. Bu sonug denk.(B.7)'de yerine yazilarak,
u¥=- —I—an +B

2%

elde edilir (B = 0 alinabilir). Ve iki boyutlu Laplace denkleminin temel ¢ozimii,

seklinde bulunur.

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)
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B.2. Ug Boyutlu Laplace Denkleminin Temel Céziimiiniin Bulunmas:

Temel ¢oziim u *(,n,5,x,y,2) olsun. Iki boyutlu uzayda oldugu gibi,

r=yE-%" +(n-y)" + -2
dontigimii yapilirsa,
u*(&,m,5,%,y,2) - u*(r) 'ye déniigiir.

Kiiresel koordinatlarda Laplace denklemi,

v 220 1

seklinde yazilabilir.
r> 0 igin,

i(lﬂ E) =0
dr dr

yazilabilir. Denklemin her iki tarafinin integrali alinirsa,

yazilir. Buradan,

clde edilir.

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

B.21)

(B.22)

(B.23)
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r= 0 igin,

Vu*+A; =0

Vig*=-A, (B.24)
ifadesinin bir V* kiiresi lizerinde integrali alimirsa,

[viurave=-[ads® (B.25)

vE sE
elde edilir. Burada V®; e yancaph kiireyi, S° ise kiire yiizeyini gostermektedir

(S° =4ne?).
Tekrar 1. Green Ozdesligi su sekilde yazilabilir:

%
[vurave = [2gse (B.26)
€ g m
V‘ S
Buradan,
AL (B.27)
47

bulunur. Bu sonug denk.(B.23)'te yerine yazilarak,

=L +B (B.28)

4zr

elde edilir (B sabiti sifir olarak alinabilir).

Sonug olarak ii¢ boyutlu Laplace denkleminin temel ¢éziimii,

u¥=-— (B29)

seklinde bulunur.
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EK-C
SAYISAL INTEGRASYON

C.1. Genel Bilgi

Sayisal integrasyon formiilleri, kaynak noktasi igermeyen simr elemanlan
lizerindeki integrasyon i¢in kullanlmaktadir. Eger incelenmekte olan eleman kaynak
noktas: igeriyorsa integraller tekil olur. Bu durumda, ya analitik integrasyon (basit
durumlar i¢in) veya logaritmik sayisal integrasyon formiilleri kullaniimahdir.

Basit durumlarda, ornek olarak bir boyutlu sabit ve lineer elemanlarda,
denk.(4.38)'deki bir analitik integrasyon ile uygun degerler elde edilebilir. Analitik
integrasyon, ii¢ boyutlu analizde sabit iiggensel sinir elemanlan igin de kullanilabilir
(Brebbia vd., 1984).

Gauss alan hesabi, kuralli integraller i¢in dogru ve kullammu basit oldugundan
dolay1 sayisal integrasyon iglemlerinde tercih edilmektedir. Ayrica i¢ hiicreler iizerindeki
integrasyon igin de Gauss sayisal integrasyonu kullamlmaktadir.

C.2. Bir Boyutlu Gauss Alan Hesab: (Quadrature)
Iki boyutlu problemlerde, bir boyutlu simir elemanlarn {izerindeki integral igin bir
boyutlu Gauss alan hesab1 kullamilmaktadir. Her bir integral igin,

1= [ e =i £(E) W, C.1)
% -
yazilir. Burada n; integrasyon noktalarinin sayisi, &, i. integrasyon noktasimn lokal
koordinat1 ve w; agirlik faktoridiir.

&, degerleri ve w, agirhk faktorleri, sekiz noktaya kadar olan degerler igin Tablo
C.1.'de verilmigtir Ayrica, Gauss alan hesabin hassasiyetini belirtmek iin E,(f) hata
terimi de tabloya eklenmigtir (Stroud ve Secrest, 1966). Burada diigiimler (apsisler)
gercekte Legendre polinomlarmn kokleridir, agirlik faktorleri ise bir denklem sisteminin
¢Oziimiiyle elde edilmigtir (Mathews, 1992).
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Tablo C.1. Kuralli Gauss noktalan (apsisleri) ve agirlik faktorleri.

Apsisler, Agirlik faktorlerd, Hata terimi,
E; Wi E(fn)

-0.5773502692 1.0000000000 £(@ (©)

0.5773502692 1.0000000000 ———13 5
+0.7745966692 0.5555555556 £ ©)

0.00060000000 0.88888838888 ——l 5,750
+0.8611363116 0.3478548551 £® (©)
+0.3399810436 0.6521451549 m
+0.9061798459 0.2369268851 £00 ©
+0.5384693101 0.4786286705 T N oo

' 7,732,650

0.0000000000 0.5688888888 1237732,
+0.9324695142 0.1713244924 £02) (02 [61]
+0.6612093865 0.3607615730 W
+0.2386191861 0.4679139346 : :
+0.9491079123 0.1294849662 £09 (2151714
+0.7415311856 0.2797053915 W
+0.4058451514 0.3818300505 (417151

0.0000000000 0.4179591837
+0.9602898565 0.1012285363 £09 (621718114
+0.7966664774 0.2223810345 W
+0.5255324099 0.3137066459 y '
+0.1834346425 0.3626837834

C.3. Ucgensel (Triangular) Bolgeler icin ki Boyutlu Alan Hesab:
Bir iiggen tiizerinde sayisal integrasyon, Sekil C.1'de gosterilen iggensel
koordinatlar (&, &,, &) ile asagidaki denklem kullamlarak yapilir:

1 [1-§; n
I = j{j f(él,éz,éa)d&]dgz =2 £(g5, &5, &1 )w, (C2)

0 0
Burada n; integrasyon noktalarinin saysi, &;, &; ve &;; 'i' integrasyon noktasimn

uggensel koordinatlan ve w; afuhk faktorleridir. &, g5, &5 degerleri ve w;, Tablo

C.2.'de verilmigtir (Hammer vd., 1956).

Iki boyutlu analizde tiggensel i¢ hiicreler igin ve ii¢ boyutlu analizde iiggensel sinir
elemanlar igin denk.(C.2) kullanlir, Ug boyutlu ig hijcreler icin kullanilan tetrahedra ve
pentahedra igin benzer formiiller kurulabilir.
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£=1-¢, -4, /az
20, 1,0)
3/

£ =1- gz
©0n T\l 3

1,0,00 =

Sekil C.1 Uggensel koordinatlar.

Tablo C.2. Uggenler i¢in diizeltilmis Gauss noktalan ve agirlik faktorleri.

n i g & g ¥,
1 (lineer) 1 1/3 1/3 1/3 1
1 172 172 0 1/3
2 (karesel) 2 0 12 12 1/3
3 1/2 0 1/2 1/3
1 173 1/3 173 -9/16
4 (kiibik) 2 3/5 1/5 1/5 25/48
3 1/5 3/5 1/5 25/48
4 1/5 1/5 3/5 25/48
1 0.33333333 0.33333333 0.33333333 0.22500000
2 0.79742699 0.10128651 0.10128651 0.12593918
3 0.10128651 0.79742699 0.10128651 0.12593918
7 (quintic) 4 0.10128651 0.10128651 0.79742699 0.12593918
5 0.05971587 0.47014206 0.47014206 0.13239415
6 0.47014206 0.05971587 0.47014206 0.13239415
7 0.47014206 0.47014206 0.05971587 0.13239415
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EK-D
SINEL PROGRAMI
Tk kkdkkkhdkdkdhkhkkkk **% SELCUK YILDIRIM dk e
*** S I NETL *** *ok ok EYLUL 1999 ***

de g ke e de ek ok gk ke vk gk ke ke

SINIR ELEMANLARI YONTEMI ILE IKI BOYUTLU
ELEKTROSTATIK ALAN PROBLEMLERININ ¢OZUMU

COMMON / RW / IRE,IWR

CoOMMON / A / XI(6,3),W(6,3),INC(1000,2),KOD(1000),LJ(1000),
X(1000),Y(1000),A(1000,1000),B(1000),XM(1000),
FF(1000) ,EPS(1000),U{1000),Q(1000),VAL{1000),
HI(1000,1000),H1(1000,1000),H2(1000,1000),
GI{(1000,1000),G1(1000,1000),G2(1000,1000)

+ + + +

OPEN (5,FILE ='MULTI.DAT',FORM ='FORMATTED')
OPEN (6,FILE ='BEMOUT.DAT', FORM ='FORMATTED')

VERI GIRISI
IRE = 5
IWR = 6
CALL INPUT (INFB,NE,NN,NI)

H ve G MATRISLERININ HESAPLANMAST
CALL MATRX (INFB,NE,NN,NI)

DENKLEM SISTEMININ ¢OzUMU
CALL SOLVER (NN,IFAIL)

HESAPLANAN SINIR DEGERLERININ (U veya Q),SINIR SARTI TIPINE GORE
YERINE YAZILMASI
DO 1 I=1,NN
KK=KOD (I)
IF (KK.NE.1) THEN
U(I)=XM(I)
ELSE
Q(I)=XM(I)
END IF
CONTINUE

IF(IFAIL.NE.O) GO TO 2

.I¢ NOKTALARDAKI POTANSIYELLERIN HESAPLANMASI
CALL INTERM (NN,NTI)

SONUCLARIN YAZDIRILMASI
CALL OUTPT (NN,NI)

STOP
END
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INPUT ALT PROGRAMI

SUBROUTINE INPUT (INFB,NE,NN,NI)

COMMON / RW / 1IRE,IWR

coMMON / A / XI(6,3),W(6,3),INC(1000,2),KOD(1000),LJ(1000),
X(1000),Y(1000),A(1000,1000),B(1000),XM(1000),
FF(1000),EP5({1000),U(1000),9Q(1000),VAL(1000),
HI(1000,1000),H1(1000,1000),H2(1000,1000),
GI(1000,1000),G1(1000,1000),G2(1000,1000)

DIMENSION NL(100),P(100),PS(100)

WRITE (IWR,1)

FORMAT (///,15%,'*** SINIR ELEMANLARI YONTEMI ILE ELEKTROSTATIK

PROBLEMLERIN GOZUMU ***',/)

PROBLEM HAKKINDA GENEL BILGI

+ 4+ + +

NE SINIR ELEMANLARININ SAYIST
NN SINIR DUGUMLERININ SAYISI

NI ¢ NOKTALARIN SAYISI

NP TANIMLANMIS POTANSIYEL SINIR SARTI SAYISI

READ (IRE,2) INFB,NE,NN,NI,NP
FORMAT (I1l,I4,3I5)

SONSUZ SINIR GOSTERIMI

IF (INFB.EQ.0) GO TO 4

WRITE (IWR, 3)

FORMAT (//,15%,'* SONSUZ SINIR *')

BOLGELERIN SON DUGUM NUMARALARI (NS:FARKLI BOLGE SAYISI)
READ (IRE,5) NS, (NL(I),I=1,NS)

FORMAT (Il,I4,41I5)

BOLGELERIN DIELEKTRIK SABITLERI

READ (IRE,6) {PS{I),I=1,NS)

FORMAT (5F6.0)

BOLGELERE DIRICHLET SINIR SARTININ UYGULANMASI
IF(NP.NE.0)GO TO 9

DO 7 K=1,NN

KOD (K) =1

READ (IRE,8) (P(I),I=1,NS)

FORMAT (5F6.0)

WRITE (IWR,11) NE,NN,NI

FORMAT (//,15X,'ELEMANLARIN SAYISI =',15,//,15%,
+'DUGUMLERIN SAYISI =',15,//,
+15X, 'IC NOKTALARIN SAYISI =',I5,////,15%,
+'SINIR DUGUMLERININ KOORDINATLARI', 12X, 'DU&UM', 16X, 'X',15%,'Y")
DUGUMLERIN VE I¢ NOKTALARIN KOORDINATLARI

DO 10 I=1,NN

READ (IRE,12) K,X(K),Y(K)

FORMAT (I5,2F10.0)

CONTINUE

DO 15 K=1,NN

WRITE (IWR, 16)K,X (K), Y (K)

FORMAT (10X,I5,5X,F15.4,1X,F15.4,7X)

CONTINUE

FORMAT (10X,I5,5X,F15.4,1X,F15.4)

IF(NI.EQ.0) GO TO 18

WRITE (IWR,14)

FORMAT (///,15X,'IC NOKTALARIN KOORDINATLARI', 11X, 'NOKTA', 17X,
+'x',15%,'Y',/)

KK = NN + 1

NT = NN + NI

READ(IRE,17) (J,X(J),Y(J),JII=KK,NT)

FORMAT (I5,2F10.0)

WRITE(IWR,16) (J,X(J),Y(J),JI=KK,NT)

POTANSIYELLERIN ve DIELEKTRIK SABITLERININ,

HER BOLGEYI OLUSTURAN SINIR ELEMANLARINA ATANMASI
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NL(0) = 0

M1 = NL(I-1) + 1

M2 = NL(I)
DO 25 K = M1,M2
INC(K,1) = K
INC(K,2) = K + 1
U(K) = P(I)
EPS(K) = PS(I)
CONTINUE

INC(M2,2) = M1

CONTINUE

KARISIK TIP SINIR SARTININ UYGULANMASI

IF(NP.EQ.0) GO TO 45

POTANSIYELLERIN OKUNMASI

Do 30 I = 1,NP

READ (IRE,35) K,KOD({K),VAL(K)

FORMAT (2I5,F15.4)

U(K) = VAL(K)

CONTINUE

ELEMAN BAGLANTILARININ VE ELEMAN UZUNLUKLARININ HESAPLANMAST
WRITE (IWR,50)

FORMAT (//,30%X, 'ELEMAN BA&LANTISI',//,13X,'EL',13X,'N. 1',612X,

+ 'N. 2',16X,'L',/)

DO 55 I = 1,NE

N1 = INC(I,1)

N2 = INC(I,2)

LJ(I) = SQRT((X(N2) - X(NL))**2 + (Y(N2) - Y(N1))**2)
WRITE (IWR,60){(I,INC(I,1),INC(I,2),LJ(I),I=1,NE)
FORMAT (10%X,I5,11X,I5,11X,I5,5%,F15.4)

SINIR ELEMANLARI ICIN SAYISAL INTEGRASYON NOKTALARININ
KOORDINATLARI VE AGIRLIK FAKTORLERT

6-NOKTALI GAUSS INTEGRASYONU ICIN APSISLER VE AGIRLIK FAKTORLERI

XI(1,3) = -0.932469514203152
XI(2,3) = -0.661209386466265
XI(3,3) = -0.238619186083197
XI(4,3) = -XI(3,3)

XI(5,3) = -XI(2,3)

XI{6,3) = -XI(1,3)

W(l,3) = 0.171324492378170
W({2,3) = 0.360761573048139
W(3,3) = 0.467913934572691
W(4,3) = W(3,3)

w(5,3) =WwW(2,3)

wW({6,3) = w(l,3)

4-NOKTALI GAUSS INTEGRASYONU ICIN APSISLER VE AGIRLIK FAKTORLERI

XI({1,2) = -0.861136311594053
XI(2,2) = =-0.339981043584856
XI(312) = "XI(Z,Z)

XI(4,2) = -¥XI(1,2)

W(l,2) = 0.347854845137454

W(2,2) = 0.652145154862546

wW(3,2) = W(2,2)

wW(4,2) = W{1,2)

2-NOKTALI GAUSS INTEGRASYONU ICIN APSISLER VE AGIRLIK FAKTORLERI

XI(1,1) = -0.577350269189626
XI(2,1) = -XI(1,1)

W(1,1) = 1.

W(2,1) = 1.

RETURN

END
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MATRX ALT PROGRAMI

LINEER SINIR ELEMANLARI ICIN H VE G MATRISLERININ HESAPLANARAK
SINIR SARTLARININ UYGULANMASI

SUBROUTINE MATRX (INFB,NE,NN,NTI)

COMMON / RW / IRE,IWR

cCoMMON / A / XI{(6,3),W(6,3),INC(1000,2),KOD({1000),LJ(1000),
X{1000),Y(1000),A(1000,1000),B(1000),XM(1000},
FF(1000),EPS(1000),U(1000),Q{1000),VAL(1000),
HI(1000,1000),H1(1000,1000),H2(1000,1000),
GI(1000,1000),G1(1000,1000),G2(1000,1000)

DIMENSION DXY(2),BN(2),DR(2)

+ + + +

PT = 3.141592654

SINIR DUGUMLERI UZERINDEKI DONGU
DO 2 I = 1,NN+NI
DO 3 J = 1,NN
H1(I,J)
G1(I,J)
H2 (I, J)
G2(I,J)
A(I,J)
HI(I,J)
GI(I,J)
CONTINUE
FF(I) = 0.
XM(I) = 0.
INCELENEN DUGUMUN KOORDINATLARI
XS = X(I)
YsS = Y(I)
SINIR ELEMANLARI UZERINDEKI DONGU
po 1 J3=1,NE

.
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N1 = INC(J,1)

N2 = INC(J,2)

XX1 = X(N1)

YY1 = Y(N1)

XX2 = X(N2)

YY2 = Y(N2)
DXY (1) = X(N2) - X(N1)
DXY (2) = Y(N2) - Y(N1)
BN(1l) = DXY(2)/LJ{J)
BN(2) = -DXY(1)/LJ(J)

SAYISAL INTEGRASYON NOKTALARININ SAYISININ SECILMESIT
SEL=.5*SQRT ( (2.*XS-X (N1)-X (N2} ) **2+ (2.*YS-Y(N1)~Y(N2)) **2) /LJ(J)
NPI=4
IF(SEL.LE.1.5)NPI
IF(SEL.GT.5.5)NPI
INP = NPI/2
SAYISAL INTEGRASYON KULLANARAK TEKIL OLMAYAN INTEGRALLERIN
HESAPLANMAST
DO 10 KK=1,NPI

XX = 0.5%(1.+ XI(KK,INP))*DXY(l) + X(N1l) - XS

YY = 0.5*%(1.+ XI(KK,INP))*DXY(2) + Y(N1) - ¥S

R=SQRT (XX**2 + YY**2)

B(1)=0.5%*(1.- XI(KK,INP))*LJ(J)

B(2)=0.5%(1.4+ XI(KK,INP))*LJ(J)

DR(1)

DR({2)

6
2

[}

XX / R
YY / R



111

DRN=DR (1) *BN (1) +DR(2) *BN(2)
HH=W (KK, INP) * (DRN) *EPS (J) / (4*PI)
H1(I,J) = H1(I,J) - B(1l)*HH/R
H2(I,J) = H2{(I,J) - B{(2)*HH/R
GG=ALOG (1/R) *W (KK, INP) *EPS (J) / (4*PI)
G1(I,J) Gl(I,J) + B(l)*GG
G2(I,J) G2(I,J) + B(2)*GG

o

CONTINUE
H MATRISININ KOSEGEN TERIMLERININ HESAPLANMASI

FF(I) = FF(I) ~ H1(I,J) - H2(I,J)

G MATRISININ KOSEGEN TERIMLERININ ANALITIK INTEGRASYON
KULLANILARAK HESAPLANMAST

GE = LJ(J)*{1.5 - ALOG(LJ(J)))*EPS(J)/ (4*PT)

IF(N1.EQ.I) GLl(I,J) = GE

IF(N2.EQ.I) G2(I,J) = GE

NEUMANN T1PI SINIRLARDA G KATSAYILARININ Q=0 SINIR SARTI ILE

CARPILMAST
K1 = KOD(N1)
K2 = KOD(N2)
QQ =10

IF(K1.EQ.1.AND.K2.EQ.1)QQ = 1

Gl(I,J) = G1(I,J)*QQ

G2(I,J) = G2(I,J)*QQ

1¢ NOKTALAR I¢IN ETKI MATRISLERININ HESAPLANMASI

HI(I,Nl) = HI(I,N1) + H1(I,J)
HI(I,N2) = HI(I,N2) + H2(I,J)
GI(I,N1) = GI(I,N1) + G1(I,J)
GI(I,N2) = GI(I,N2) + G2(I,J)

SINIR DEGERLERININ HESAPLANMASI ICIN A.X=Y SISTEMININ
OLUSTURULMAST
I DUGUMUNUN, J ELEMANININ 1.DUGUMUNE ETKIST
IF(K1.NE.1l)THEN
XM(I) = XM(I) - Q(N1)*G1l(I,J)
A(I,N1) = A(I,N1) - H1(I,J)
ELSE
XM(I) = XM(I) + U(N1)+*H1(I,J)
A(I,N1) = A(I,N1) + G1(I,J)
END IF
I DUGUMUNUN, J ELEMANININ 2.DUGUMUNE ETKISIT
IF(K2.NE.1) THEN
XM(I) = XM{I) - Q(N2)*G2(I,J)
A(I,N2) = A(I,N2) - H2(I,J)
ELSE
XM(I) = XM(I) + U(N2)*H2(I,J)
A(I,N2) = A(I,N2) + G2(I,J)
END IF
CONTINUE
KOSEGEN TERIMLERINE SINIR SARTLARININ UYGULANMASI
KK = KOD(I)
IF(KK.NE. 1) THEN
A(I,I) = -FF(I)
ELSE
XM(I) = XM(I) + U(I)*FF(I)
END IF
CONTINUE
RETURN
END
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SOLVER ALT PROGRAMI
GAUSS ELIMINASYON YONTEM! ILE LINEER DENKLEM SISTEMININ ¢OzUMU
A :SISTEM MATRIST
B :ILK OLARAK BAGIMSIZ KATSAYILARI ICERIR,

¢COZUMDEN SONRA SISTEM BILINMEYENLERINI ICERIR.

SUBROUTINE SOLVER (N,IFAIL)

COMMON / RW / IRE,IWR
cCoMMON / A / XI(6,3),W(6,3),INC(1000,2),KOD(1000),LJ(1000),

+ X(1000),Y(1000) ,A(1000,1000),0Q(1000),B(1000),
+ XM(1000),FF(1000),EPS{1000),U{10060),VAL(1000),
+ HI({1000,1000),H1(1000,1000),H2(1000,1000),
+ GI(1000,1000),61(1000,1000),G2(1000,1000)
N1 = N-1

DO 10 K = 1,N1

Kl =K+ 1

CC = A(K,K)

IF(ABS(CC))1,1,3
DO 7 J = K1,N
IF{ABS(A(J,K)))7,7,5
DO 6 L = K,N

CC = A(K,L)
A(K,L) = A(J,L)
A(J,L) = CC

CC = B(K)

B(K) = B(J)

B(J) = cC

CC = A(K,K)

GO TO 3

CONTINUE

WRITE (IWR,2) K
FORMAT (/////,20%,'** SATIRDA TEKILLIK',I5,'**')

IFAIL = 1
GO TO 30
DO 4 J = K1,N
A(K,J) = A(X,J)/cC
B{(K) = B(R)/ccC

DO 15 I = K1,N

CC = A(I,K)
DO 9 J = KI1,N
A{I,J) = A(I,J) - CC*A(K,J)

B(I) = B(I) ~ CC*B(K)
CONTINUE
B(N)=B(N) /A(N,N)
DO 20 L = 1,N1

K=N-1L
Kl= K + 1
DO 20 J = KI1,N
B(K) = B(K) ~ A(K,J)*B(J)
IFAIL=0
RETURN

END
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INTERM ALT PROGRAMT
I¢C NOKTALARDAKI SONUCLAR

SUBROUTINE INTERM (NN,NI)

COMMON / RW / IRE,IWR
COMMON / A / XI{(6,3),W(6,3),INC(1000,2),KOD{1000),LJ (1000

),
+ X(1000),Y(1000),A(1000,1060),B(1000),XM(1000),
+ FF(1000),EPS(1000),U(1000),Q(1000},VAL(1000),
+ HI{1000,1000),H1(1000,1000),H2(1000,1000),
+ GI(1000,1000),G1(1000,1000),G2(1000,1000)
PI = 3.141592654
JJ = NN + 1
NT = NN + NI

BILINEN SINIR DEGERLERI ILFE I¢ NOKTALARDAKI POTANSIYELLERIN
HESAPLANMASI
DO 5 I = JJ,NT
U(I) =0
DO 10 K = 1,NN
U(I) = U(I) - U(K)*HI(I,K) + GI(I,K)*Q(K)
CONTINUE
U(I) = U{I)/EPS(I)
CONTINUE
RETURN
END

OUTPT ALT PROGRAMI
SONUGCLARIN YAZDIRILMAST

SUBROUTINE OUTPT (NN,NI)

COMMON / RW / IRE,IWR

COMMON / A / XI(6,3),W(6,3),INC(1000,2),KOD(1000),LJ(1000),
¥(1000),Y(1000),A(1000,1000),B(1000),XM(1000),
FF(1000),EPS(1000),U(1000),0(1000),VAL({1000),
HI (1000,1000},H1(1000,1000),H2(1000,1000),
GI(1000,1000),G1(1000,1000),G2(1000,1000)

++ + +

WRITE (IWR,3)
FORMAT (//,15X, 'SINIRLARDAKI SONUGCLAR',///, 12X,
+ 'pUGUM', 11X, 'U', 13X, 'E', /)

SINIRLARDAKI POTANSIYELLER VE TUREVLERI

WRITE (IWR,4) (I,U{(I),Q(I),I=1,NN)

FORMAT (10¥X,I5,5X,F10.4,5%X,F10.4)

I¢ NOKTALARDAKI POTANSIYELLER

WRITE (IWR,5)

FORMAT (//,15%X,'1C NOKTALARDAKI POTANSIYELLER',///,12X,
+ 'NOKTA', 11X, 'U',/)

JJ = NN + 1

NT = NN + NI

WRITE(IWR,6) (K,U(K),K=JJ,NT)

FORMAT (10%,I5,5X,F10.3)

RETURN . .

END TC, YOKSEKGGRETIM KINULY

DOKDMANTASY U MERKEZI



