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Bu tez caligmasinda Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢Oziimlerini bulmak i¢in Abel polinomlarina ve siralama noktalarina dayali matris
yontemi kullanilmistir. Bu yontemde, ele alinan denklem Abel polinomu ve siralama
noktalar1 kullanilarak matris denklemine doniistiiriilmiistiir. Bu matris denkleminin
¢Oziimiinden bilinmeyen Abel katsayilarina ulasilmis ve problemin yaklagik ¢oziimii
bulunmustur.

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; diferansiyel
denklemler, integral denklemler ve integro-diferansiyel denklemlerden ve bu
denklemlerin kullanim alanlarindan bahsedilmistir. ikinci boliimde tez ile ilgili kaynak
Ozetleri verilmis olup Abel polinomunun tanimi, &zellikleri ve Abel polinomunun
temel matris bagintilarina yer verilmistir. Uciincii béliimde; Abel matris yontemi ve
bu yontemde kullanilan temel matris bagintilar1 detayl anlatilmistir. Ayrica mutlak
hata analizine yer verilmistir. Dordiincli bolimde; Fredholm integro-diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimleri ile ilgili niimerik drnekler sunulmustur. Besinci boliimde ise
sonug ile ilgili kistm bulunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Abel polinomu, Fredholm Integro- Diferansiyel Denklemler,
Abel Matris Yontemi, Siralama Noktalari.
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This thesis uses a matrix method based on Abel polynomials and collocation
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method. After solving this matrix equation, the unknown Abel coefficients are
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This thesis contains five chapters. The first chapter explains differential
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1.GIRIS

Teorik ve uygulamali matematigin temel branslarindan birisi diferansiyel
denklemlerdir. Bu konu ile ilgili aragtirmalar, 17. yiizyilin ortasindan sonra baslamis
olup Newton ve Leibniz tarafindan integral ve diferansiyel hesap ile ilgili yapilan
caligmalardan sonra ortaya ¢ikmistir. Newton’un 1671 yilinda yazdig: “Flux metodu
ve sonsuz seriler” isimli eserinde diferansiyel denklem bagintisina acik sekilde ilk
olarak rastlanilmaktadir. Sonra diferansiyel denklemler teorisi sonsuz kiigiikler
analizinden ayrilarak matematigin hizla gelisen dali olmustur [1,2]. Ayrica,
diferansiyel denklemler bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevlerini igeren
denklemlerdir. Bunlar geometri, mekanik, fizik, miihendislik, kimya, astronomi,
biyoloji, psikoloji, sosyal bilimler ve ekonomi gibi dallarda problemleri temsil etmek
amactyla matematik modeller olarak kullamilirlar. Ozellikle fen ve miihendislikte
karsilasilan problemlerin diferansiyel denklemler ile ilgisi vardir: iletken ¢ubuktaki 1s1
akimi, elektrik devresindeki elektrik veya akim yiikii, tel veya zarin titresimi, kimyasal
reaksiyonlarin tespit edilmesi, uydu ve roketlerin hareketi, radyoaktif maddenin
parcalanmasi, belirli geometrik 6zellige sahip egrilerin bulunmasi gibi. Bu tiir

problemlerin matematik modeli, diferansiyel denklemler olarak karsimiza ¢ikar [2,3].

Integral denklemler, integral isareti altinda bagimli bir degisken igeren
denklemlerdir [4]. Bu denklemler, uygulamali matematigin c¢esitli alanlarinda
matematik model olarak karsimiza ¢ikar. Potansiyel, jeofizik, elektrik ve manyetizma,
gazlarin kinetik teorisi, fizik ve biyolojideki kalitsal kavramlar, yenileme teorisi,
kuantum mekanigi, radyasyon, optimizasyon, optimal kontrol sistemler, iletisim
teorisi, matematiksel ekonomi, niifus genetigi, kuyruk teorisi, tip, radyasyonla ilgili
matematiksel problemler, astrofizik ve reaktor teorisinin cisimcik tagima problemleri,
akustik, akigkanlar mekanigi, 1s1 tasima, kirilma mekanigi, radyasyon yayan 1s1

transfer problemleri ile ilgili uygulamalarda integral denklemler bulunmaktadir [5].

Kullanislt denklemler olan integral denklemler teorisi, yillardir etkili aragtirma
alan1 olup analiz, fonksiyonlar teorisi ve fonksiyonel analize dayanmaktadir. Integral
denklemler teorisinin sonuglari, niimerik yontemler analizinde onemli bir yeri

tutarlar [6].



1900 lii yillarin baglarinda Volterra, niifus artis problemlerini incelerken yeni
bir denklem tipi olan integro-diferansiyel denklemleri gelistirmistir [7]. Bilinmeyen
y(x) fonksiyonu ve y(X) in tiirevlerini igeren integral denkleme integro-diferansiyel
denklem denir [8]. Bu denklemler, 1s1 transformatorii, nétron difizyonu, birlikte var
olan biyolojik tiirlerin iireme oranlarinin incelenmesi problemlerinde karsimiza
cikmaktadir [9]. Lineer ve lineer olmayan fonksiyonel analizin bir¢ok dallarinda,
integro-diferansiyel denklemler 6nemli rol oynamistir ve bunlarin uygulamalar1 fen

bilimleri, miithendislik ve sosyal bilimlerinin teorisinde yer almaktadir.

Diger yandan Adomian Ayrisim Metodu ve Degisken Iterasyon Metodu’nun
karsilastirmali ¢alismasini uygulamakla integro-diferansiyel denklemlerin ¢esitli
problemlerinin yaklasik ¢oziimii bulundu. Metotlarin ayrica tam ¢6ziimii ile birlikte
karsilastirilmasi, bu denklemlerin tam ¢Oziimiiniin olmasina baglidir [10]. Bu
denklemlerin ¢6ziimii igin kullanilan dogrudan- homotopi yontemi [11], ¢ok &lgekli
Galerkin yontemi [12], spektral homotopi analiz yontemi [13], Chebyshev dalgacik
yontemi [14] seklinde birgok yontem vardir.

Lineer Fredholm integro- diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in Laguerre
polinomu [15] kullanilmistir. Ayrica bu denklemler Bessel polinomuna dayali
[16] yontem ile ¢oziilmiistir. Belirtilen denklemleri ¢ozmek i¢in Homotopi analiz

yontemi de kullanilir [17].

Yiiksek mertebeden integro-diferansiyel denklemleri ile ilgili sinir deger
problemlerine ait ¢oziimlerin teklik ve varligi icin kosullar1 belirten teoremler,
niimerik analizin literatiirinde yer almaktadir. Morchalo ve Agarwal bu denklemler
i¢cin sinir deger problemlerini incelemis. Niimerik ve analitik ¢oziimler elde etmenin,
yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerinde énemli bir

yeri oldugu vurgulanmistir [18].

Bu calismada, Fredholm integro-diferansiyel denklemlerinin yaklasik
¢oziimiinii bulmak i¢in Abel polinomu ve siralama noktalarini igeren bir sayisal matris

yontemi gelistirilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1.Adi Diferansiyel Denklemler

Adi diferansiyel denklemler, bir veya birden fazla bagimli degiskenin tek bir
bagimsiz degiskene gore adi tiirevlerini icinde bulunduran
denklemlerdir [19]. y bagimli ve x bagimsiz degisken olmak iizere n.mertebeden bir

adi diferansiyel denklem en genel formda
F(%, y(%), y'(%), y"(%),-., y (x)) = 0

olarak tanimlanir. Eger boyle bir denklem
o P Y () = (x) (2.1)

seklinde yazilabilirse buna n. mertebeben degisken katsayili homojen olmayan lineer
(dogrusal) diferansiyel denklem denir. Yani bir diferansiyel denklemin lineer
(dogrusal) olmasi igin bagimli degisken ve bu degiskenin tiirevlerinin derecesi, kuvveti
bir olmalidir. Ayrica bagimli degisken ve tiirevleri aralarinda carpim halinde
olmamalidir. Burada P(x) ve f(x) verilen bir aralikta tiirevlenebilir oldugu bilinen

fonksiyonlardir.

2.2. Fredholm Integral Denklemler

Integral denklemlerin bir tiirii olan lineer Fredholm integral denklemler
b
Y09 = () + 1| K(x, )y(0)dt (2.2)

seklindeki denklemlerdir [20]. Bu denklemde a ve b sabit sayilar, y(x) bilinmeyen
fonksiyon, K(x, t) ¢ekirdek fonksiyonu, A bir parametredir.

2.3. Fredholm Tip Integro-Diferansiyel Denklemler
Hem denklemin tam ¢6ziimiiniin tiirevini hem de integralini bulunduran ve

integral siirlart sabit say1 olan integro-diferansiyel denkleme Fredholm integro-
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diferansiyel denklem denir. Bu integro-diferansiyel denklemde, bilinmeyen
fonksiyon y(x) ve bunun, n >1 olmak iizere, y™ (x) tiirevinden en az biri integralin
icinde veya disindadir. Bu durumda, integrasyon sinirlari sabit say1 olup n. mertebeden
Fredholm integro-diferansiyel en genel formda asagidaki baginti ile

gosterilir:

b
F(x, y(x), Y (%), ¥"(X),.... y" (%), J. K(x, t)y(t)dt) =0

Genel lineer Fredholm integro-diferansiyel denklem, yani yukaridaki
denklemin y(x) bagimli degiskeni ve tiirevlerine gore lineer olmasi hali olan (2.1)

ve (2.2) denklemlerinin birlesiminin

m b
> P )y ®©(x) = f(x) + 1 j Kxty(dt a<xt<b (2.3)
k=0 a

olarak tanimlanir. Burada a ve b sabit sayilar, K(x, t) ¢ekirdek fonksiyonu olup
f(x) ve Pc(x) x degiskenine bagl ifadeler, A parametredir.
Ornegin,

111

v 1
Y)Y Y - e +1+Iy(t)dt
X+5 Xx+3 X 5 X

w FyY(x) = -1-e™ +@+sinx-e* + [yt
0

2
y(4) (X) - Zex _ex+2 + jexy(t)dt
0

lineer Fredholm integro- diferansiyel denklemlerdir.

Son yillarda, Fredholm integro- diferansiyel denklemin ¢oziimlerini bulmak
icin asagidaki gibi ¢esitli sayisal yontemler kullanilmaktadir: Legendre spektral
kollokasyon yoOntemi, rasyonellestirilmis Haar fonksiyonlar1 yontemi, Adomian
Ayristirma metodu, Varyasyon iterasyon metodu, ¢ok Olcekli Galerkin yontemi,

spektral homotopi analiz yontemi, Chebyshev dalgacik yontemi, Laguerre polinom
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¢Ozlimii, Bessel polinom yaklasim, Bernoulli matris yontemi, spektral- kollokasyon
yontemleri, Legendre polinom yaklasimi, pratik matris metodu, Euler polinomlari
yontemi, Lucas polinom yaklagimi, ikinci dereceden dogrusal olmayan diferansiyel
denklemleri Bernoulli polinom metodu kullanarak ¢6zmek i¢in bir hesaplama

yontemi, Bernoulli matris metodu, Bernoulli matris-siralama yontemi [21 — 30].

2.4. Baslangic Ve Sinir-Deger Problemleri

Baslangi¢ deger problemi, hepsi bagimsiz degiskenin ayni degerinde verilen,
bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevlerindeki ikincil kosullarla birlikte
diferansiyel denklem tarafindan olusturulur. Baslangi¢ kosullari, ikincil kosullardir.
Eger ikincil kosullar, bagimsiz degiskenin birden fazla degerinde verilirse problem
sinir deger problemi olur ve kosullar sinir kosullaridir [31]. Sinir deger problemi ile
baslangic deger problemi karsilastirilirsa bagslangic deger problemi sinir deger

problemine gore daha ayrintili teori icermektedir [32].

2.5. Abel Polinomlar:
2.5.1. Niels Henrik Abel Ve Niels Henrik Abel’in Matematige Katkilari

Niels Henrik Abel (1802- 1829)
Niels Henrik Abel, 5 Agustos 1802'de Norveg'in bat1 kiyisindaki Stavanger



yakinlarindaki Finney' de dogdu [33]. Seren Georg Abel, vekilin oglu ve Niels
Henrik’in babasi olup Anne Marie Simonsen ile evlendi [34]. Niels Henrik’in babas1
13 yasina kadar egitimiyle ilgilendi ve Niels 1815 yilinda katedral okuluna gonderildi.
Matematik 6gretmeni Bernt Michael Holmboe, Abel’in hayatin1 degistirdi. Holmboe
cocuklara matematigi sevdirmeyi basardi ve Abel’ in Lagrange, Newton, Gauss,
Laplace gibi matematik¢ilerinin ¢alismalarini incelemesi bu 6gretmeninin sayesinde
olmustu.

Abel, Berlin’de Agust Crelle (1780-1856) ile tanisti. Crelle, Abel’ in
caligmalarinin basilmasina ¢ok yardim etti. 19. yiizy1l Alman matematiginin en 6nemli
dergisi Crelle tarafindan ¢ikarilmaya baslanan Crelle Journal dir ve Abel’ in 6 makalesi
1826 yilindaki ilk cildinde yayimlandi. Bu donem Paris’te matematik 6n plandayda.
Abel, Paris’te Fransiz Bilimler Akademisi’ne transandantal fonksiyonlarla ilgili bir
calismasini sundu. Augustin Louis akademi ¢aligmay1 degerlendirmesi i¢in Cauchy’ e
(1789-1857) bu akademi ¢alismay1 gonderdi ancak Cauchy Norveg¢li matematik¢inin
calismasini daha ¢ok kendi zenginligini diisiindiigli icin ya okumadi ya da kaybetti.
Kendini kotii hisseden Abel, Paris’te ne yazik ki verem oldu. Rahatsizligina ragmen
Berlin’e dénen Abel, eliptik fonksiyonlarla ilgili calismasim bitirdi. Ulkesine 1827
yilinda geri dondii. Sonsuz seriler, transandantal fonksiyonlar, integral doniisiimler
konulariyla da ilgilendi. Calismalar1 ozellikle eliptik integraller ile ilgili oldu.
Matematikte 6nemi biiyilik olan grup teorisi hakkinda Abel ve Fransiz matematik¢i
Evariste Galois’in (1811-1832) calismalar1 oldu [35]. Abel, besinci dereceden
problemi inceledi ve bu problemin genel olarak radikallerde ¢oziilemeyecegini
gosterdi [36].

Besinci dereceden radikallerde ¢oziilemeyen genel cebir denklemlerinin ispati,
Abel’ in en iinlii eseridir. Ayrica Abel’ in eliptik fonksiyonlar olarak adlandirilan iki
kat-periyodik fonksiyonlar ile ilgili calismalari da vardir. Integrasyon ve kesirli
mertebeden tlirevler i¢in gerekli formiiller Abel’in en etkileyici kesiflerinin igerisinde
yer almaktadir [37].

Abel 1823 yilinda, Profesér Hansteen’ nin bulduklarini birlestirmesiyle olusan
Norveg¢’in ilk bilimsel dergisi “Magazin for Naturvidenskaberne” de belirli
integrallerle ilgili ilk 6nemli makalesini yayimlamigtir.

Niels Henrik Abel, yasami boyunca zamaninin matematigi ile ilgili cesitli
konularla ¢ok ilgilendi. Konular1 teorik matematikte se¢mesi, Ay'in bir sarkacin
hareketi lizerindeki etkisi ile ilgili arastirmasindan sonra olmustur. Bu konular su
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sekilde smiflandirilir: Yeni askin fonksiyonlar, 6zellikle eliptik integraller, eliptik
fonksiyonlar, degismeli integraller, fonksiyonel denklemler, integral doniisiimler,

seriler teorisi, cebirsel denklemlerin radikallerle ¢oziimidiir [38].

2.5.2. Abel Polinomun Tammm Ve Baz1 Ozellikleri

Abel polinomlar1 binom tipi bir polinom tipi olustururlar. Bu polinomlarin

tirete¢ fonksiyonu

Zw A, (X;a) XW(at)/a
n=0

t" =e
n!

bagintis1 ile verilir [39 —41]. Burada W(t) Lambert w-fonksiyonudur. Abel

polinomunun genel formu ise

n- '1
An(x,a)zzkzlo(nk ](-n(x)”'k'lxkﬂ , A,x,a)=1, n=1,..,.N (2.4)

veya

A, (X o) = x(x -oan)™*

olarak tanimlanilir [41 — 42].

Abel polinomlarinin, (2.4) agik bagmntisin1 kullanarak n=0,1,2, ... , 10 igin
asagidaki ifadeleri elde edilir:
o A,(Xa)=1
n=1 igin
o AXa)=x
n=2 i¢in

o A, (Xo)=x"-20ax
n=3 i¢in
e A Xa)= x3-60x? +9a°x
n=4 i¢in
o A,(Xa)=x"-120x>+480°x” - 640’x

n=5 igin



e A.(X;a)=x"-200x" +1500*x* - 500x’a® + 625" x
n=6 icin
o A, (Xa)=x"-300x"+3600°x" -2160a’x°® +6480x°a* - 77760°x
n=7 igin
A (X 0)= x"-420x° +735x°%0? - 6860x*a® +36015x3a* -100842a°x>
+1176490°x
n=8 icin
Ay (X a) = x®-56x"a+1344x°a” -17920x %0’ +143360x 0" - 688128x°a°
+1835008x%%a° - 2097152a'x
n=9 i¢in
A, (X a) = x? - 72x%a+2268x "a” - 40824x °a® +459270x°a* - 3306744x o’
+14880348x°0° - 38263752x %0’ +430467210°x
n=10 icin
A, (X a) = x"-90x°a +3600x 0’ -84000x "o +1260000x *a.* -12600000x°a.”
+84000000%“a® - 360000000x>a” +900000000xa® - 1000000000a"x

2.5.3 Abel Polinomunun Temel Matris Ozellikleri
(2.4) bagintist ile tanimlanan Abel polinomlarinin n=20,1,2,.. ,N igin

A(x, o) matris formu

A(x, o) =X(X)G(a) (2.5)
olarak yazilir ve burada
A=A a) Ai(xa) A(xa) Az(xa) .. Av(xa) ]1x(N+1) ,
X0 = [1 x x* . xM yoen



1 0 0 0 0 0 ]
2 3 n-1(N—1
0 1 —-2a 9a* (—4) (—=Na) ( 0 )
N-—-1
0 0 1 —6a 48a* .. (—Noc)N"2< 1 )
G(a) = N—-1
(@) 0 0 O 1 1200 ... (—Noc)N"3< ) )
N-—-1
00 O 0 1 (—ch)N—4< 3 )
0 0 O 0 0 0 1 AN+ Dx(N+1)
seklindedir.

Diger yandan (2.5) ile tanimlanan A(x, o) matrisinin tiirevleri agagidaki gibi
hesaplanir [42]:
Once XW(x) tiirevinin matris formu
X'(x) =X(x)Ct
X" (x) =X(x)C?
X" (x)=X(x)C3

X® (x)=X(x)Ck (2.6)
seklinde bulunur. Burada C matrisi
0 1 0 0
0 0 2 0
C=]|: : :
0 0 O N
0 0 0 0 (N+1)x(N+1)

olmak tizere tiirev gecis matrisidir [42]. Bu durumda (2.5) ve (2.6) esitliklerinden

AV (x, a) =X(x)C*G(a), k=0,1,2,3,... (2.7)

matris bagintisi elde edilir.

Ayrica (2.5) ve (2.7) den elde edilen

Ax, ) = X(x)G(a) ve A' (%, ) = X(x)CG(a)
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bagintilarindan, A'(x, a) ve A(x, «) arasindaki matris bagintisi

A'(x,a) = A(x,0)G™1(a)CG(a)

veya kisaca

A'(x,q) = A(x, @)D (2.8)

olarak kurulur. Burada tiirev gegis matrisi D = G™1(a)CG(«) ile tanimlanmustir.
Ayrica (2.8) de ardisik tiirev alarak k=0,1,2, ... i¢in

A'(x,a) = A(x,a) D?
A'(x,a) = A(x, ) D?

AW (x, a) = A(x,a) DX (2.9)

sonucuna varilir.
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3. PROBLEMIN TANITILMASI VE COZUM METODU

Bu c¢alismada, yiiksek mertebeden lineer Fredholm integro-diferansiyel
denkleminin genellestirilmisi ele alinmistir. Verilen karisik kosullara gore, Abel
polinomlar1 cinsinden yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in bir matris-siralama yontemi

gelistirilmistir. Bu amag i¢in islem yolu asagida sunulmustur:

3.1. Temel Problem
Bu c¢aligmadaki temel problem, m,,m,=1,2,...m i¢in a<x,t<b olmak

lizere yiiksek mertebeden lineer degisken katsayili
m . m
Py 00 = 100 + 2] 7% Ko, 0y (0t (3.0)
a

genellestirilmis Fredholm integro-diferansiyel denkleminin

D@y @by M) =1, j=01.2,..m-1  (32)

karisik kosullar1 altinda
Y=y, =Y" b A, (X 0) (3.3)

formunda Abel polinom ¢6ziimleri arastirmaktir. Burada P(x), f(x) ve Kg(x, t)
cekirdek fonksiyon bilinen fonksiyonlar olup [a, b] araliginda siireklidir. ajy, bjx ve A
parametresi sabit sayilardir. y(x) bilinmeyen fonksiyon, b,, bulunmasi gereken Abel
katsayilardir.
3.2. Temel Matris Denklemleri

Bu kesimde, (3.1)-(3.2) probleminin temel matris denklemlerini kurmak i¢in
once (3.3) ile tanimlanan y(x) ¢dziim fonksiyonunun matris formu, keyfi bir N >0

sayis1 i¢in

N

yO) =y, () =2, A X a)=Axa)B (34)
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olarak yazilir. Buradaki matrisler

A(X’ (X) = [AO (X) (X) Al (X' (X) o AN (X, (X)],

B = [bo bl bN]T

ile gosterilmektedir. Ayrica (3.4) ¢6zim matrisinin k. tiirevinde, (2.7) ve (2.9) matris

bagintilar1 kullanilarak y® (x) i¢in asagidaki matris formlari elde edilir:

yROx) =AM, B = X(x) CKG(a) B k=0,1, ... (3.5)

ve

yO(x) = A®(x, 0)B = A(x,a) DB k=01, ... (3.6)

(3.1) denkleminin integral par¢asinda K (x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun matris

formunu bulmak i¢in

K (x,£)=X(x) 'K, XT(t) (Taylor Tabaninda)

K, (x,t) = A(x, ) 2K¢ AT(t, o) (Abel Tabaninda)

matris ifadeleri esitlenir. 2K ve 'K, arasinda

K5 =(G(0)) (K )(GT (@)

bagintis1 bulunur. Dolayisiyla ¢ekirdek fonksiyonunun Abel tabaninda matris formu

K (xt) = A(x, ) 2K AT(t, )
= A% ) (G()) (K )(GT () TTAT(L, o) (3.7)

Burada K (x, t) nin (0,0) noktasindaki Taylor agilimindan [43]
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'k 'k . 'k

00 01 ON
t t t
tKS — [tk fnn] = k:lo k:11 kle
t t t
l k No k N1 v k NNJ(N+1)><(N+1)

ve

s = 1 0""Ky(00)
T minl - oxMoy"

mn=0,1,...,N (s=0,1, ..., my)

ifadeleri elde edilir. Boylece (3.6) ve (3.7) de elde edilen matris bagintilar1 (3.1)

denkleminde yerine yazilirsa

m; b m, 1
> P (X)A(X,a)D*B = f(x) + 4 j Y A @)G@)('K)(G (@) A'(t.o)A(t,a)DBdt
k=0 a =0

ve diizenlenirse
i P. (X)A(X,)D*B = f(x) + xi Ax,a)(G()*('K,) (GT(OL))’1 MDB  (3.8)

matris denklemi elde edilir. Burada
M=[" AT(t, ) A(t, o)t

veya

Ay(t, )
M= 2| MDA @ . Av o] dt
AN(t' O()
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Ap(t, )Ap(t,a) Ap(tb,)Ai(t o) ... Ap(t, a)Ayx(ta)
fb At a)Ag(t, ) At )A(ta) ... At a)An(ta) at

a

Ax(t, oc)'AO (t,a) An(t, oc)'Al (t, o) Ax(t, a)'AN (t, )
= fab Ai(t, (X)A](t, (X) dt= [mll] i,j= 0, 1, cee N

olarak acgiklanabilir. Ayni zamanda (3.8) matris denklemi

{mz P, (X)A(X, o)) D -kiA(x,a)AKSMDS}B = f(x) (3.9)

seklinde de yazilabilir. Burada 2K matrisi

[koo ko1 Koz .- koN]

T klO k11 k12 k1N

AKs =(G(0) ™ K )(GT (@)t =lkyo kypr Ky oo Koy
lkvo knt knz o Knwdosoeonsn

ile tanimlanir.
3.3. Abel Matris Siralama Yontemi

Bu kesimde, (3.1)-(3.2) probleminin Abel polinomlart cinsinden ¢dziimiinii

bulmak igin

X, :a+b—l, i=012,---,N
N

ile tanimlanan standart siralama noktalarina dayal1 bir matris yontemi kurulmaktadir.
Bunun i¢in X; noktalar1 6nce (3.8) veya (3.9) matris denkleminde yerine koyarak
i=0,12,---,N icin

{i P, (X,)A(X,,a)D" -XiA(xi,a)AKSMDS}B =1(x;)

s=0

14



matris denklemi elde edilir. Sonra bu denklem diizenlenerek (3.1) denklemine karsi

gelen

{i F’kA(()L)Dk -XiA(a)AKSMDS}B =F (3.10)
k=0 s=0

temel matris denklemine donistiiriiliir. Burada matrisler

Ap(Xp, ) A1(X0, ) ... An(Xo, @)
A(O(): AO()fll O() AI(X:l' O() AN():(LOO
Ag(xn, ) Ai(xy, @) ... AN, @) (N+1)X(N+1)
P (%) 0 0 0
f(x
[ 0 PBkx) O 0 ] fgx(’g
P,=| 0 0  P(xy) 0 | F=[
[ 0 0 0 .. Pk(xN)J G ve1ya

(N+1)x(N+1)

olarak tanimlanir. Ayrica (3.10) temel matris denklemi

W =>PA(@D"-1> A(0)*K,MD?
k=0

s=0
olmak tizere
WB=F - [W; F] (3.11)

arttirtlmis matris haline indirgenir.

Sonug olarak (3.11) arttirilmis matrisi
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Woo Wo1 Wpz Woz ... Won ;5 f(Xq)

Wio Wi3 Wip Wiz .o Wiy o f(xg)
[w’ F] = Wso W31 Wyo Wy3 . WhyN ; f(XZ) (312)
WNo WN1 WNz Wn3 - WnN ;5 f(XN)

seklinde olur.

(3.2) kosullarina kars1 gelen matris denklemi (3.6) bagintisin1 kullanarak
Ui=2150'((ajcA(a, o) + by A(b,@))D¥)B = [Wjo Wz Uiz - UjN]

olarak yazilirsa j=0, 1, ..., m-1 igin

UyB =[A]
U;B =[]
Um—lB = [}\m—l]
veya
[U]’l]] = [ujO ujl Lljz Ll]'N; }\]]
arttirllmis formda gosterilir.
Burada
Upo Up1 Up2 UpN ; Ao
Ujg Ujq Upp UiN ; M
[Ui; )Li]Z Uyo Uyq Uy, v Upy A (3.13)
Upn-10 Um-11 Um-12 - Um-iN ; Am-1 (m)x(N+1)
dir.

(3.12) matrisinden m satir silinir ve bu silinen m satir yerine (3.13) matrisi yazilirsa

yeni arttirtlmis matris asagidaki gibi elde edilir:
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Woo Wo1 Wo2 WoN ; f(xo) 1
Wio Wi1 Wi2 WiN ; f(x1)
W30 W31 W32 WanN ; f(x3)
W; F|= : : : " : : : 3.14
[W; F| WiN-m)o WEN-m)1 WN-m)2z - WnN-m)N ;5 [(XN-m) (3.14)
Ugo Upq Up2 UpN ; Ao
L Um-10  Ym-1)1 U@m-1)2 Um-1)N Am-1
olur ve
WB=F

matris formu olarak yazilir.

rank W = rank[W ; F |[=N+1 yani det W # 0 ise bu denklemin ¢dziimii
~\—1~
B=(W) F

dir. Burada B matrisi bilinmeyen Abel polinom katsayilar1 oldugu i¢in

b
b
yx) =[Acxa) Ai(xa) Ay(xa) - AN 0O)]ixnt1) !
by (N+1)x1
= [Ag(x, )by  A;(x,0)b; Az(x, )b, - AN(X'a)bN]lx(N+1)

elde edilir. y(x)= yn(x) yaklasik Abel polinom ¢6ziimii elde edilir.

3.4. Hata Analizi

y(x) Fredholm integro-diferansiyel denklemin tam ¢ozimi, yyn(x) bu
denklemin yaklasik ¢6ziimii, N serinin kesme sinir1 olmak iizere belirtilen denklemin
mutlak hatasi (mutlak hata fonksiyonu, hata miktar1) tam ¢6ziimden yaklasik ¢oziimiin
cikarilmasi ile olusan ifadenin mutlak degeridir. Mutlak hata (mutlak hata fonksiyonu,

hata miktar)
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ey ()] =[y(x) =y (%))

[43] seklinde gosterilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde Fredholm integro-diferansiyel denklemler i¢in gelistirilen Abel

polinom y6ntemi uygulanmistir. Sonuglar tablolarda karsilastirilmistr.

Ornek 4. 1 ilk olarak

1
2y"(x) - 2xy'(X) + y(X) = -3x* + % + % + ZI (x+ty®dt, 0<xt<1 4.1)
0

y(0)=1ve y'(0)=—g baslangic kosullar1 ile verilen homojen olmayan 2.

mertebeden lineer Fredholm integro-diferansiyel denkleminin N =3 i¢in
3
y(¥) = ys(x) = Db, A, (X) = bA (X) + A (X) +b,A, () +bA () (4.2)
n=0

Abel polinom ¢o6ziimii aranacaktir. Burada Py =1, P,=-2x, P,=2, A=2 a=0,

b=1, oc:%, f(X):—3X2+§+% ve K(x,t)=x+t"dir. N=3 i¢in

siralama noktalari

olarak elde edilir.

(4.1) denkleminin temel matris denklemi

{POXCOG 6) +P,XC'G [%j +P,XC’G (%) - }»AKQ} B=F (4.3)

seklinde yazilir.

Burada
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(4.4)
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olarak hesaplanir.
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Kosullarin matris formu

Usi do] _ L oo
U A 001 -1

Slo O
w

seklinde yazilir.

(4.5)

Yonteme gore (4.4) arttirllmis matrisinde 2 satir silinir ve yerine (4.5) arttirilmis

matrisi yazilirsa

0 1 —1 9/4 ;=32

[WF]= 1 0 0 0 ; 1

—4/3 -2 67/18 —524/135 ; 61/18
-2 —-8/3 5/2 3/5 ; 11/6

arttirllmis matrisi elde edilir. Bu matrisin ¢6ziimiinden bilinmeyen Abel polinom

katsayilar

bo] [ 1]
-

b, 1

b3 l()J

olarak elde edilir. Abel katsayilarina gore (4.2) de belirtilen y(x) ¢oziimii
y(x) =1.A,(X) + (—%) A (X)+1.A,(X) +0.A,(X)
seklinde yazilir. Bu ¢6ziime Abel terimleri yazilir ve boylece ¢oziim

y(x) = 1+(—%j.x +1.(x2 —x)+0.(x3 —3x? +%xj

y(X) = x2-§x+1

olarak elde edilir. Elde edilen ¢6ziim (4. 1) homojen olmayan 2. mertebeden lineer

Fredholm integro-diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimiidiir.
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ORNEK 4. 2 Bu 6rnekte
b 1
yW(x)+y(x):jy(t)dt+x-E, 0<xt<1 (4.6)
0

y(0) =0,y'(0) =1,y"(0) = 0,y"(0) = 0 baslangig¢ kosullari ile verilen homojen olmayan

4.mertebeden lineer Fredholm integro-diferansiyel denkleminin N=4 igin

y(x) =y, (x) = i b, A, (%) = DeA(X) +b,A, (X) +b,A, (X) + DA (X) +b,A, () (4.7)

n=0

Abel polinom ¢6ziimii aranacaktir.

Burada

1 0 0 0 0 1.0 0 0 0
[01000] [010001
P0=|00100,P4=|001OO,/1=1,a=0,
000 1 0 000 1 0
l00001 l00001J

1 1
b=1a= > f(x) =x- > ve K(x,t) =1’dir. N =4igin siralama noktalar1

olarak elde edilir.

(4. 6) denkleminin temel matris denklemi
1 a1
{POXG (E) +P,XC G(E) -?»AKM}B =F (4.8)

seklinde yazilir.

Burada
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0 -1 1 _3 2 . 1
2 6 8 10 ! 2
0 11 1 30669 1
4 48 64 1280 '’ 4
1 1 1889
[W;F]= 0 0 _E g W H 0 (49)
0 i1 3 30509 | 1
4 48 64 1280 ’ 4
o L 1 _1 3 . 1
- 2 6 8 10 ’ 2
olarak hesaplanir.
Kosullarin matris formu
[ Up; A ] 1 0 O 0 0 ;00
Ugs Ay 01 -1 2 -8 ; 1
| U A |= 4 (4.10)
2: 2 0O 0 2 -6 24 : 0
| Us; A3 | 00 0 6 -36 ; 0

seklinde yazilir.
Yonteme gore (4. 9) arttirllmis matrisinde 4 satir silinir ve yerine (4. 10) arttirilmis

matrisi yazilirsa

0 _1 1 _3 253 : _ 1

2 6 10 2

ot 00 0 0 5 o0
W,Fl=[p 1 -1 2 -8 ;1
00 0 6 =36 : 0

0 0 2 -6 24 : 0]

arttirllmis matrisi elde edilir. Bu matrisin ¢ézlimiinden bilinmeyen Abel polinom

katsayilari

olarak elde edilir.
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Abel katsayilarina gore (4. 7) Y, (X) ¢ozimii
Y, (X) = (0)A,(X) + (DA, (X) + (0)A,(X) + (0)A;(X) + (0)A, (X)

seklinde olup bu ¢6ziime Abel fonksiyonlar1 yazilirsa ve ¢éziim y,(X)= x olarak elde
edilir. Elde edilen ¢oziim (4. 6) homojen olmayan 4. mertebeden lineer Fredholm

integro-diferansiyel denkleminin N = 4ig¢in tam ¢oziimudiir.

ORNEK 4.3

T

2
y'(X) + X°y'(X) = -1- cosx - X’sinx + jy(t)dt , (0<x,t< g) (4.11)
0

y(0) =1,y'(0) = O karigik kosullar1 ile verilen homojen olmayan 2. mertebeden lineer
Fredholm integro-diferansiyel denklemi verilmistir. Bu denklemin tam ¢6ziimi
y(x)=cos(x) tir.

Tablo 1°de (4.11) denkleminin tam ¢oziimiiniin , y, (X) Abel polinom ¢dziimiiniin
N = 2,3 i¢in degerleri verilmistir. Tablo 2’de N = 2,3 degerleri igin |ey| mutlak hata

fonksiyonunun tablo degerleri verilmistir.
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Tablo 1. Tam ¢oziim y(x) = cos (x) ve N=2, 3 degerleri i¢in yy(x) Abel polinom

coziimleri
Xj y(xi) ya(xi) y3(xi)
0 1.0 1.0 1.0
/20 0.987688341 0.985043641 0.987485215
/10 0.951056516 0.940174564 0.950605943
31/20 0.891006524 0.865392768 0.890359811
/5 0.809016994 0.760698255 0.807744447
/4 0.707106781 0.626091024 0.703757476
3m/10 0.587785252 0.461571074 0.579396525
7m/20 0.453990500 0.267138406 0.435659221
2m/5 0.309016994 0.0427930202 0.273543191
9m/20 0.156434465 -0.211465084 0.0940460619
/2 0.0 -0.495635906 -0.101834541

Tablo 2. |ey| mutlak hata fonksiyonunun N=2, 3 i¢in degerleri

N=2 i¢in |e,(X;)|

N=3 icin [e3(xp)|

0 0.0 0.0

/20 2.64469965e-03 2.03126e-04
/10 1.08819525e-02 4.50573e-04
3m/20 2.56137557e-02 6.46713e-04
/5 4.83187393e-02 1.272547e-03
/4 8.10157577e-02 3.349305e-03
3m/10 0.126214178 8.388727e-03
71/20 0.186852094 1.8331279e-02
2n/5 0.266223974 3.5473803e-02
9m/20 0.367899549 6. 23884031e-02
/2 0.495635906 1.01834541e-01
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ORNEK 4. 4

verilen

Bu 6rmekte y(0) =0,y'(0) =1ve y"(0) =0 baslangi¢ kosullari ile

1
y"(X) - y'(X) = 2x(cosl-sinl) - 2cosx + j Xty (t)dt,
-1

(4.12)

homojen olmayan 3. mertebeden lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemi

verilmistir [44]. Bu denklemin tam ¢oziimii y(x) = sinx ’tir.

Tablo 3’te (4. 12) denkleminin tam ¢6ziimiiniin, Y, (X) Abel polinom ¢éziimiiniin

N = 2,3, 4 i¢in degerleri verilmistir. Tablo 4’te N = 2, 3,4 degerleri i¢in |ey| mutlak

hata fonksiyonunun tablo degerleri verilmistir.

Tablo 3. N=2, 3, 4 degerleri icin yy(x) Abel polinom ¢oziimleri ile y(x)= sinx

tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Xj y(xi) y2(Xi) y3(Xi) ya(Xi)

-1 -0.841470985 0 -0.509803922 -0.970452695
-0.8 -0.717356091 -0.16 -0.549019608 -0.785146120
-0.6 -0.564642473 -0.24 -0.494117647 -0.593849256
-0.4 -0.389418342 -0.24 -0.368627451 -0.398211850
-0.2 -0.198669331 -0.16 -0.196078431 -0.199780768
0 0.0 0 0.0 0.0

0.2 0.198669331 0.24 0.196078431 0.199789341
0.4 0.389418342 0.56 0.368627451 0.398349020
0.6 0.564642473 0.96 0.494117647 0.594543679
0.8 0.717356091 1.44 0.549019608 0.787340840
1 0.841470985 2 0.509803922 0.975810897
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Tablo 4. |ey| mutlak hata fonksiyonunun N=2, 3, 4 degerleri i¢in karsilastirilmasi

xi | N=2i¢in |e;(x;)l N=3 i¢in |e3(x;)] N=4i¢in |e4(x;)]
-1 0.841470985 3.31667063e-01 1.28981710e-01
-0.8 0.557356091 1.68336483e-01 6. 77900288e-02
-0.6 0.324642473 7.05248263e-02 2.9206783e-02
-0.4 0.149418342 2.07908913e-02 8. 79350765e-03
-0.2 3. 86693308e-02 2.59089942¢-03 1.11143701e-03
0 0.0 0.0 0.0
0.2 4. 13306692e-02 2.59089942e-03 1. 12001014e-03
04 0.170581658 2. 07908913e-02 8. 93067764e-03
0.6 0.395357527 7.05248263e-02 2.99012061e-02
0.8 0.722643909 1.68336483e-01 6. 99847486e-02
1 1. 15852902 3.31667063e-01 1.34339913e-01

ORNEK 4. 5 Bu 6rnekte

T

osxtsg (4.13)

2
y"(X) = sinx - X - I xty'(t)dt,

0
y(0) =1,y (0) =0ve y (0) =-1baslangi¢ kosullar1 ile verilen homojen olmayan 3.
mertebeden lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemi incelenmistir [45]. Bu

denklemin tam ¢6ziimii y(X) = cos(x) tir.
Tablo 5°te (4.13) denkleminin tam ¢dziimiiniin Yy, (X) Abel polinom ¢dziimiiniin
N =3,4 igin degerleri verilmistir. Tablo 6’da N =3,4 degerleri i¢in |ex| mutlak hata

fonksiyonunun tablo degerleri verilmistir.
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Tablo 5. Tam ¢6ziim y(x)= cos (x) ve N= 3,4 degerleri icin yy(x) Abel polinom

coziimleri
Xj y(xi) y3(xi) Ya(Xi)

0 1.0 1.0 1.0

/20 0.987688341 0.987662994 0.987688318
/10 0.951056516 0.950651978 0.951057162
31/20 0.891006524 0.88896695 0.891018195
/5 0.809016994 0.802607912 0.809090856
/4 0.707106781 0.691574862 0.707402363
3m/10 0.587785252 0.555867802 0.588687707
71/20 0.453990500 0.39548673 0.456289657
2m/5 0.309016994 0.210431648 0.314158756
9m/20 0.156434465 0.000702554390 0.166853325
/2 0.0 -0.23370055 0.0195394593

Tablo 6. |ey| mutlak hata fonksiyonunun N= 3,4 degerleri i¢in karsilastiriimasi

X; N=3i¢in |e3(x;)| N=4i¢in |e4(x;)|

0 0.0 0.0

/20 2. 53460965e-05 2. 20955526e-08
/10 4. 04538301e-04 6. 45714549e-07
31/20 2.0395737e-03 1. 16703761e-05
/5 6. 40908240e-03 7. 38618457e-05
/4 1. 55319187e-02 2.95581871e-04
3m/10 3.19174503e-02 9. 02454886e-04
71/20 5. 85037693e-02 2. 29915697e-03
2m/5 9. 85853465e-02 5.14176142e-03
97t/20 0.155731911 1. 04188596e-02
/2 0.23370055 1. 95394593e-02
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ORNEK 4.6 Son olarak

y(0) =y (0) = y (0) = -1 baslangi¢ kosulu ile birlikte homojen olmayan iiciincii

mertebeden lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemi verilmistir. Bu denklemin

1
3y"(x)-2y"(x) = -e* -e+1- j y(dt, 0<x,t<1
0

tam ¢oziimii y(x) = -e* ’tir.

Tablo 7’de (4. 14) denkleminin y(X) = -e*

¢Oziimiiniin N = 4,6,8 i¢in degerleri verilmistir. Tablo 8 de N = 4, 6, 8 degerleri i¢in

|ey| mutlak hata fonksiyonunun tablo degerleri verilmistir.

Tablo 7. N= 4,6,8 degerleri i¢cin yy(x) Abel polinom ¢oziimleri ile y(x)= -e* tam

¢oziimiiniin karsilastirilmasi

tam ¢Oziimiiniin, Y, (Xx) Abel polinom

Xj y(x;) Va(xi) Ve (Xi) Ve (xi)

0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0

0.1 -1.10517092 | -1.10504491 | -1.10517102 |-1.10517092
0.2 -1. 22140276 | -1. 22043477 | -1. 22140421 | -1. 22140276
0.3 -1. 34985881 | -1.34672213 | -1.34986509 | -1.34985881
0.4 -1. 49182470 | -1.48468599 | -1.49184153 | -1.4918247
0.5 -1. 64872127 | -1.63533183 | -1.64875601 | -1.64872128
0.6 -1. 8221188 -1. 79989159 | -1.82217971 | -1.82211881
0.7 -2. 01375271 | -1.97982368 | -2.01384838 | -2.01375272
0.8 -2.22554093 | -2.17681296 | -2.22568007 | -2.22554095
0.9 -2.45960311 | -2.39277078 |-2.45979473 | -2.45960314
1 -2.71828183 | -2.62983495 | -2.71853555 | -2.71828186
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Tablo 8. |ey| mutlak hata fonksiyonunun N=4,6,8 degerleri icin Karsilastirilmasi

N=4 igin |e4(x;)|

N=6 i¢in |eg(x;)]

N=8 i¢in |eg(x;)|

0 0.0 0.0 0.0

0.1 1. 26007799¢-04 1. 04762642e-07 9. 72086192e-10
0.2 9. 67986843e-04 1. 45429993e-06 2.12621283e-09
0.3 3. 13668029e-03 6. 27941105e-06 3.49611034e-09
0.4 7.13870979e-03 1. 68277073e-05 5. 20741522¢-09
0.5 1. 33894425e-02 3. 47420266e-05 7.89429295e-09
0.6 2.22272113e-02 6. 09142545¢-05 1. 204994e-08
0.7 3.39290307e-02 9. 56722316e-05 1. 71263135e-08
0.8 4. 87279656e-02 1. 39142457e-04 2.18946218e-08
0.9 6. 68323262¢-02 1. 91614756e-04 2. 6700093e-08
1 8. 84468830e-02 2.53716801e-04 3. 56267548e-08
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin karisik kosullar
altindaki yaklasik ¢oziimleri i¢in Abel matris yOontemine yer verilmistir. Birinci
boliimde diferansiyel denklemlere ve bu denklemlerin tarihgesine, diferansiyel
denklemler teorisinin gelisimine, hangi dallarda problemleri temsil etmek igin
matematik modeller olarak diferansiyel denklemlerin kullanildigina, integral
denklemlere, integral denklemlerin nerelerde kullanildigina, integro-diferansiyel
denklemlere, integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Kullanilan metotlara yer
verilmistir. Ikinci boliimde Niels Henrik Abel ve bu kisinin matematige katkilarindan,
Abel polinomundan, Abel polinomunun temel matris 6zelliklerinden bahsedilmistir.
Ucgiincii  boliimde lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢ozlimlerini bulmak amaciyla gelistirilen Abel polinomuna ve siralama noktalarina
bagli matris yontemi anlatilmistir. Hata analizinde |ey| mutlak hata fonksiyonu
kullanilmigtir.  Yontemin dogrulugunu ve uygulanabilirligini inceleyebilmek igin
lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin Abel polinomu ile yaklagik
coziimleri ile ilgili Orneklere yer verilmistir. Elde edilen sonuglar tablolar ile
karsilastirilmistir. Belirtilen tablolarda; 6rneklerdeki Fredholm integro-diferansiyel
denklemler i¢in N’nin (serinin kesme sinirinin) ¢esitli degerleri igin Abel polinom
¢oziimleri ile tam ¢oziimlerinin karsilastirilmasi ve |ey| mutlak hata fonksiyonlarinin
karsilastirilmast gosterilmistir. Sonucta, Abel matris yonteminin uygulanabilirligi
goriilmiigtir. Buna gore incelenen yontem, Fredholm integro-diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini arastirmak i¢in etkili bir yontem olmustur.

Bu c¢alisgmada Abel matris yontemi lineer Fredholm integro-diferansiyel
denklemlere uygulanmistir. Bu yontem lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel
denklemlere, lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlere ve denklem

sistemlerine genigletilebilir olmasi agisindan onemlidir.
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