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YUKSEK LISANS TEZI

YUKSEK MERTEBEDEN GRAVITASYON TEORILERINDE DINAMIK
SISTEM ANALIZI
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dal

Damisman: Dog. Dr. Ertan GUDEKLI

Bu tezde, RW metrigi Einstein alan denklemlerinde kullanilarak evrim ve bag denklemleri
elde edildi. Bu denklemlerdeki basin¢ degiskeninin madde-enerji yogunlugunun bir
fonksiyonu oldugu kabul edildi ve bu kosulu saglayan Lineer Barotropik Miikemmel
Akiskan ile Modifiye Chaplygin Gazi hal denklemleri ayr1 ayri kullanildi. Bu evrim ve bag
denklemlerinden bir dinamik sistem elde edebilmek i¢in boyutsuz degiskenler tanimlanarak
denklemler boyutsuz hale getirildi. Dinamik sistemler olusturulurken birer karanlik bilesen
alternatifi olan A kozmolojik sabiti, efektif olarak kozmolojik sabite denk olan y = 0
durumu ve Modifiye Chaplygin Gazi’nin evrende birlikte bulunabilecekleri kabul edildi.
Lineer Barotropik Miikemmel Akiskan i¢in sadece iki boyutlu kompakt bir durum uzayi
kullanilabilecek olmasina ragmen grafikte tigiincii boyutu da kullanarak Hubble parametresi
ile ilgili ekstra bilgi elde etmek icin kompakt olmayan bir durum uzayi olusturuldu ve
iki boyut icin olugsan kompakt durum uzayiyla birlikte verildi. Modifiye Chaplygin Gazi
kullanildiginda ise birbirlerine kuple olan ii¢ evrim denklemi oldugundan ve ii¢ boyuttan
fazlasini tek bir durum uzayinda gorsellestirmek miimkiin olmadigindan Hubble parametresi
disarda birakild1 ve kompakt bir durum uzay1 kullanildi.

Bu dinamik sistemler incelendiginde Hubble parametresine bir kisitlama getirilmediginde
yani biiziisen ve genisleyen evren modellerinin her ikisinin de miimkiin oldugu durumda
kararli bir denge noktas1 ya da bir ¢ekicinin bulunmadigi, evrenin bir baglangi¢ ya da sona
ihtiya¢c duymadan bir modelden digerine siirekli olarak evrilebildigi yani dinamik bir yapiya
sahip oldugu goriildii.
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In this thesis, evolution and constraint equations are obtained by using RW metric in Einstein
field equations. It is assumed that pressure variable is a function of matter-energy density
and barotropic perfect fluid equation of state as well as Modified Chaplygin Gas equation
of state are used separately. In order to obtain a dynamical system from these evolution
and constraint equations, equations are made dimensionless by defining dimensionless
variables. While creating the dynamical systems, it is assumed that A cosmological constant,
Modified Chaplygin Gas and the y = 0 state that is effectively equivalent to the cosmological
constant, which are dark component candidates, could coexist in the universe. Although
two-dimensional compact state space could be used for barotropic perfect fluid, in order to
obtain extra information about Hubble parameter by using third dimension in the graphic,
a noncompact state space is created and it is given alongside the two-dimensional compact
state space. When using Modified Chaplygin Gas, Hubble parameter was left out and a
compact state space is used, since there are three evolution equations coupled to each other
and it is not possible to visualize more than three dimensions in a single state space.

When these dinamical systems are examined, unless a restriction is put on Hubble parameter,
in other words when contracting and expanding universe models are both possible, it is seen
that there is no stable equilibrium point or attractor and universe may continuously evolve
from a model to another without the need for a beginning or an end, that is, it has a dynamic
structure.
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1. GIRIS

A. Einstein ve W. de Sitter tarafindan 1917 yilinda sunulan ve Einstein’in genel gorelilik
teorisine dayanan kozmolojik modeller, modern kozmolojinin temelini atmigtir. Genigleyen
evren tasviri, A. Friedmann ve G. Lamaitre tarafindan 1920’lerde sunulmus ve E. Hubble’1n
1930’1lardaki galaksilerin uzakliklari ile orantili olarak kizila kaymalariin arttig1 yolundaki
gozlemleri ve Eddington’un Einstein statik modelinin kararsiz olduguna dair kanit1 ile 5Gnem
kazanmistir. 1940’lardan bu yana ise genisleyen evren modelleri; galaksi olusumundan
giiniimiize kadarki donemi tasvir eden galaktik donem, maddenin gaz olarak idealize edildigi
galaktik 6ncesi donem, evrenin ivmeli bir sekilde genisledigi kabul edilen enflasyonel donem
ve Planck zamanindan 6nceki kuvantum gravitasyon dénemi olmak iizere evrenin dort ayri

cagl icin sistematik olarak incelenmektedir.

Evren genigliyor olmasinin yaninda genellikle uzayca homojen ve esyonlii kabul edilir.
Bu, diinyanin evrende 6zel bir konuma sahip olmadigim1 sdyleyen Kopernik ilkesine
dayanan teorik bir varsayimdir[1]. Buna gore, eger biz evreni bulundugumuz noktadan
homojen olarak gozlityorsak, evren her noktadan homojen olarak goriinmelidir[2]. Uzaysal
homojenlige evrendeki galaksi dagilimi hakkindaki gézlemler; uzaysal esyonliiliige ise
COBE uydusu aracilifiyla elde edilmis kozmik mikrodalga arkaplan isimasi dayanak
sunmaktadir [3-5].

IIk olarak heniiz hicbir gozlemsel ya da teorik dayanak olmadan varsayim olarak
1920’lerde Friedmann ve Lemaitre tarafindan ele alinan uzaysal olarak homojen ve esyonlii
evren modelleri H. P. Robertson ve A. G. Walker tarafindan geometrik bir zemine
oturtulmustur[6, 7]. Biz, evrimleri Einstein alan denklemleri tarafindan kontrol edilen bu
modeller i¢cin Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW) evrenleri ismini kullanacagiz.
Standart varsayim, evrenin FLRW modeli olarak tasvir edilebilecegi ve bu model etrafindaki
pertiirbasyonlarin galaksi ve diger yapilarin olusumunu aciklamaya yetece8i yoniindedir.
Gozlemlerin bu varsayimi ne Olciide gerekli kildigi bir tartisma konusudur fakat FLRW
modelleri ge¢miste cok Onemli Ongoriiciilik o6zelligi gostermis ve hem diisik kizila
kaymalarda Hubble kanununun kesfini saglamis hem de evrenin biiyiik patlama ile bagladig1

diisiincesine yol acan kalint1 1stntminin varligini ve siddetini Sngérmiistiir.



Dinamik sistemler teorisinin temelleri 19. yiizyilda Poincare’nin ¢caligmalartyla atilmistir[8].
Poincare, diferansiyel denklemin tam sonucunu bulmayi denemek yerine topolojik
ve geometrik metotlar kullanilarak ve durum uzayindaki yoriingeler incelenerek tiim
cOziimlerin 6zelliklerinin belirlenebilecegini one stirmiistiir. Birkhoff ve diger bilim insanlari
1920’lerde bir diferansiyel denklemle iligkilendirilen akis ve limit set kavramlarini sunarak

dinamik sistemler teorisinin matematiksel gelisimini baglatmiglardir.

Uzaysal olarak homojen kozmolojilerin Einstein alan denklemleri, birinci dereceden
otonom diferansiyel denklemler sistemi olarak yazilabilir. Céziim egrileri R"™’i yoriingelere
ayirir ve R’de bir dinamik sistem tanimlar. Bu yaklasim ilk olarak Collins tarafindan
kullanilmis ve sonrasinda yogun sekilde calisilmistir[9—15]. Bu calismalarda Einstein alan
denklemlerini otonom bir dinamik sisteme cevirmek icin degisken seciminde biiyiik bir
serbestlik oldugu goriilmiis ve bu degisken se¢iminin en ¢cok benimsenenini ise Wainwraight
ve arkadaslar1 yapmistir[16—18]. Bu secimde fiziksel ve geometrik biiyiikliikler, Hubble
parametresinin uygun kuvvetlerine boliinerek evrenin genislemesine gore incelenir ve bu
sayede hem boyutsuz degiskenler elde edilir hem de durum uzayi kompaktlastirilmis
olur. Bu degiskenlere genislemeye normlanmis degiskenler denir ve yogun bicimde

kullanilmaktadirlar. Tezimizde biz de bu se¢imi kullanacagiz.

Dinamik sistemler teorisi, durum uzay1 sonsuz boyutlu fonksiyon uzaylari olan birinci
dereceden otonom kismi diferansiyel denklem sistemlerine de uygulanabilir, fakat bu konu
sonlu boyutlu duruma gore hala gelisiminin basindadir[19-21]. Analitik olarak konunun ne
kadar gelisim gosterecegi heniiz bilinmiyor ve niimerik metotlarin bu konuda cok biiyiik
rol oynayacag diistiniiliiyor olsa da bu fikirlerin Einstein alan denklemlerine uygulanmasi

calismalar1 baglamistir[22].

Literatiirde dinamik sistemler teorisinin kozmolojideki kullanimiyla ilgili ¢ok sayida calisma
bulunmaktadir[23-28]. Bu c¢alismalardaki genel yaklasim, hal denklemini p ve u’niin
sirastyla basing ve madde-enerji yogunlugunu temsil ettigi ve y’nin bir parametre oldugu p =
(y—1)u seklinde almaktir fakat son zamanlarda hal denklemi A’nin pozitif bir sabit oldugu

p=— E seklinde olan ve Chaplygin Gazi olarak anilan yeni bir akigkan modeli de giindeme

A
gelmistir[29]. Bu hal denklemi &’ nin bir parametre oldugu p = _F sekline genellestirilmis
ve Genellestirilmis Chaplygin Gaz1 adim1 almig, daha sonra ise B’nin pozitif bir sabit

A
oldugu p = Bu — F sekline doniistiirtilmiis ve Modifiye Chaplygin Gazi olarak anilmaya



baglanmistir[30-34]. Chaplygin Gazi, literatiirde bir¢ok ¢alismaya konu olmustur[35—41].

Biz, bu tezde hem p = (y— 1)u seklindeki Lineer Barotropik Mitkemmel Akigkan hem de
p=(y—1u-— ia seklindeki Modifiye Chaplygin Gazi hal denklemlerini kullaniyoruz.
Modifiye Chaplyéin Gazr’'min hal denklemi, goriilecegi tizere A = 0 durumunda Lineer
Barotropik Mitkemmel Akiskan, Y = 1 durumunda Genellestirilmis Chaplygin Gazi ve y =1,
o = 1 durumunda ise Chaplygin gazi hal denklemlerine doniismektedir[42, 43]. Dolayisiyla
Modifiye Chaplygin Gazi’nin Lineer Barotropik Mitkkemmel Akigkan ile Genellestirilmis
Chaplygin Gazi’nin bir karigimi oldugu diisiiniilebilir. Tezimizde ayrica A ile ifade edilen

kozmolojik sabitin de var oldugunu ve negatif olmadigini kabul edecegiz(A > 0).
Tezimizin calisma plani su sekilde olacaktir:

Genel Kisimlar boliimiinde Dinamik Sistemler Teorisi ve Einstein Alan Denklemleri ile
bu denklemlerin dayandigi temel geometrik kavramlari tezimizde kullanacagimiz kadariyla
tanittyor ve FLRW modelleri ¢ercevesinde evrim ve bag denklemlerinin nasil elde edildigini

gosteriyoruz.

Malzeme ve Yontem boliimiinde, evrim ve bag denklemlerini, tanimladigimiz boyutsuz
degiskenler ile nasil boyutsuz hale getirdigimizi ve bu denklemlerden bir dinamik sistem

elde edis seklimizi gosteriyoruz.

Bulgular boliimiinde, elde ettigimiz dinamik sistemlerin davraniglarin1 gosteren ve Lineer
Barotropik Miikemmel Akiskan ile Modifiye Chaplygin Gazi i¢in ayr1 ayr ¢izdirdigimiz
durum uzaylar ile alt manifoldlarini sunuyor ve modellerin bu uzaylardaki davranislarini

detayl bir bi¢cimde inceliyoruz.

Tartisma ve Sonug boliimiinde ise yapilanlarin kisa bir degerlendirmesini sunuyoruz.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. DINAMIK SISTEMLER TEORISI

Dinamik sistem, bir uzaya (durum uzay1) ve bu uzaydaki her noktanin evrimini tanimlayan
kurala sahip olan bir sistemdir. Evrimi bir adi diferansiyel denklem sistemi tarafindan kontrol
edilen siirekli dinamik sistemler ve fark denklemleri tarafindan kontrol edilen ayrik dinamik
sistemler olmak iizere iki tiir dinamik sistem vardir. Bizim kullanacagimiz Einstein alan
denklemleri, adi bir diferansiyel denklem sistemi olusturdugu icin yalmizca siirekli dinamik

sistemler ile ilgilenecegiz.

Dinamik sistemin standart formu genellikle

i=f(x) @.1)

seklinde ifade edilir. Burada x = (x1,x2, ...,X,) € R" durum uzayinin bir elemani, f : R" — R"
bir vektor alanidir ve nokta zamana gore tiirevi temsil eder. Herhangi bir x € R" noktas1 ve t

zamaninda f(x), R"’de bir vektor alan1 tanimlar.

(2.1), zamandan bagimsiz oldugu siirece otonom olarak adlandirilir. Biz tezimizde yalnizca

otonom sistemlerle ¢alisacagiz.

f: R" — R" olmak iizere bir f(x) fonksiyonu i¢in

£ (x1) = fO)[| <L < |lx1 —x2|

seklinde bir L sabiti bulunabiliyorsa, bu fonksiyonun D C R" tanim kiimesinde Lipschitz
kosulunu sagladig1 soylenir. Eger f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagliyorsa, fonksiyona

Lipschitz siirekli fonksiyon denir.

Varlik ve Teklik Teoremi: Eger f fonksiyonu Lipschitz siirekli ise X = f(x) otonom

diferansiyel denklemi bir xo € D baglangi¢ noktasi i¢in essiz bir ¢oziime sahiptir.

Denge Noktasi: X = f(x) otonom denkleminde f(xp) = O esitligini saglayan xy € R"



noktasina denge noktasi denir. Denge noktast icin literatiirde tekil nokta, kritik nokta isimleri

de kullanilmaktadir.

Kararh Denge Noktasi: Her € > 0 igin tim ¢ > #o durumlarinda |x(zp) — xo(to)| < &
oldugunda |x(¢) — xo(¢)| < € kosulunu saglayan bir § > 0 bulunabiliyorsa xy’a kararli denge

noktas1 denir.

Asimptotik Olarak Kararh Denge Noktasi: xy kararli bir denge noktast olmak iizere,

x(t)’nin x = f(x) denkleminin herhangi bir sonucu oldugu durumda
be(t0) ol < & = lim [x(r) —xo]| = 0

kosulunu saglayan bir 6 > 0 bulunabiliyorsa xy’a asimptotik olarak kararli denge noktasi

denir.

2.1.1. Lineer Kararhhk Analizi

f)zdeger ve Ozvektor: A, bir nxn matris olmak iizere
Ax = Ax

ya da esdeger bicimde, I’nin birim matris oldugu
(A—ADx=0

esitliklerini saglayan sifirdan farkli x vektorii ve A skalerine sirasiyla 6zvektor ve 6zdeger

denir.
Jakobiyen Matris:

X = f(x) sisteminin Jakobiyen matrisi

X1 Xn
PRI 2.2)
ax]'
9 fn 9 fn

ax e a—xn



seklinde tanimlanir.

Hiperbolik Denge Noktasi: xp, x = f(x) sisteminin bir denge noktasi olmak iizere,
Jakobiyen matrisinin xo noktasinda hesaplanan 6zdegerlerinden hicbirinin reel kismi sifir
degilse, xo’a hiperbolik denge noktas1 denir. Hiperbolik olmayan denge noktalar i¢in lineer

kararlilik analizi ile bilgi elde edilemez.

Hartman Teoremi: x, lineer olmayan x = f(x) sisteminin hiperbolik denge noktasi olmak
izere, dinamik sistemin bu nokta etrafindaki davranisi, sistemin bu noktada lineerlestirilmis

haliyle nitel olarak aynidir.

Hartman teoremine gore Jakobiyen matrisinin hiperbolik xo denge noktasinda hesaplanan
Ozdegerleri, bu denge noktasimin kararlilifi hakkinda bilgi verir. Bu nedenle Jakobiyen
matrisine kararlilik matrisi de denir. Jakobiyen matrisi nxn bir matris ise n adet 6zdegere

sahiptir.

2.1.2. Denge Noktalarmin Kararhhg:

A, A2, ..., Ay J Jakobiyen matrisinin xq hiperbolik denge noktasinda hesaplanan 6zdegerleri
olmak {iizere tiim Ozdegerlerin reel kisimlart negatifse xp noktast kararlidir; eger
Ozdegerlerden en az biri pozitif reel kistma sahipse nokta kararsizdir. Hiperbolik denge
noktalarinin iki boyuttaki siniflandirmasi Tablo 2.1°de; ii¢ boyuttaki siniflandirmasi ise Tablo

2.2°de verilmistir.



Tablo 2.1: Hiperbolik Denge Noktalarinin iki Boyuttaki Siniflandirmasi

Ozdegerler Kosullar Davranigs  Kararlilik Ornek
M<A<O0 M, A €R Diigiim Kararli ><
M>>0 M, A €eR Kaynak Kararsiz >%
M<0< Ay M, eR Semer Kararsiz —%%
— n OBER
M=h=a+if Spiral Odak  Kararli
a<0
— ., O.fER :
M=h=a+if Spiral Odak  Kararsiz
a>0




Tablo 2.2: Hiperbolik Denge Noktalarinin U¢ Boyuttaki Siniflandirmasi

Ozdegerler Kosullar Davranig Kararlilik Ornek
M<h<A3<0 AL, A3€R Diigiim Kararh 3 )
M>HL>A3>0 A, A3<R Kaynak Kararsiz
M<O0<<A3 A, 43R Semer Kararsiz
M>0>L>A AL, AR Semer Kararsiz

M <0 M , A, ﬁ eR .

_ Spiral Semer  Kararsiz
Mh==a+if a>0

M <0 7Ll, a, ﬁ eR .

_ Spiral Diigiim  Kararli
Mh=Mh=a+if a<0

A >0 Al, a, ﬁ eR .

_ Spiral Semer  Kararsiz
h=Mh=a+if a<0

M >0 Al, o, ﬁ eR .

_ Spiral Kaynak  Kararsiz
Mh=Mh=a+if a>0

2.1.3. Durum Uzay

Durum uzay1 X = f(x) sisteminin davranigin1 gosteren n boyutlu grafiktir.

Yoriinge: x = f(x) sisteminin her bir ¢6ziimii durum uzayinda bir egriyle temsil edilir.
Bu ¢oziim egrilerine yoriinge adi verilir. Varlik ve teklik teoremi bu yoriingelerin
cakigmayacagini garanti eder. Yoriinge sayist sonsuzdur ve tamamini ¢izdigimiz takdirde

durum uzayiin tiimiinii doldurur fakat sistemin davranigini belirlemek i¢in uygun sayida



yoriingeyi cizmek yeterlidir. Durum uzayi icin yeterli sayida yoriinge cizildigi takdirde

herhangi bir baglangi¢ noktasinin nerede sonlanacagi belirlenebilir.

Homoklinik Yoriinge: x( bir denge noktast; y(¢), y yoriingesinin ¢ anindaki konumu olmak
iizere y(—o0) = Y(e0) = xg ise Y’ ya homoklinik yoriinge denir. Homoklinik yoriinge ¢oziim

noktasini kendisine baglar.

Heteroklinik Yoriinge: xo ve yq birbirinden farkli denge noktalari; y(¢), y yoriingesinin
¢t amindaki konumu olmak iizere y(—o0) = xo ve y(e0) = yp ise y’ya heteroklinik yoriinge

denir. Heteroklinik yoriinge bir ¢6ziim noktasini bagka bir ¢6ziim noktasina baglar.

Yoriingelerin spiral oldugu kisimlar disinda durum uzayr eksponansiyel olarak artan
ya da azalan ve aymi cizgi iizerinde kalan yoriingelere sahiptir. Bu 6zel yoriingeler
Jakobiyen matrisinin hiperbolik denge noktalarindaki 6zvektorleri tarafindan belirlenir ve
manifold olarak adlandirilir. Bu 6zvektorlere karsilik gelen 6zdegerler manifoldun kararlilik

durumunu belirler. Ozdeger pozitifse manifold kararsiz; negatifse kararlidir.

Invaryant manifold: Bir S C X alt manifoldu, tim x € S ve ¢ € R icin bir #y € R zamaninda
©(tp) = x ise ve ¢(t) € S kosulunu saghyorsa X’in invaryant manifoldu olarak adlandirilir.
Bagka bir ifadeyle, invaryant manifoldun icindeki bir nokta hi¢bir zaman bu manifoldu
terk etmez. Invaryant manifold, durum uzaymn diger bolgelerine hicbir yoriinge ile bagl
degildir. En basit invaryant manifold denge noktalaridir. Literatiirde invaryant alt manifold
ismi de kullanilmaktadir. Bu isimlendirme manifoldun durum uzayindan daha kiiciik bir

boyuta sahip oldugunu belirtti8i i¢in kullanighdir.

Cekici: Durum uzayinin agagidaki kogsullar1 saglayan A alt kiimesine cekici denir.

1) y(x,t), x’ten gegen yoriingenin t anindaki konumunu belirtmek iizere, y(a,T) € A ise tim
t > T igin y(a,t) € A’dr.

2) A’nin, b noktalarindan olugan ve tiim b noktalar1 igin y(b,o) € A kosulunu saglayan bir
B(A) komsgulugu vardir.

3) A’nin, bu iki kosulu saglayan ve bos olmayan bir 6z alt kiimesi yoktur.

Diger bir ifade ile, komsulugundaki yoriingelerin tiimii A’da sonlaniyorsa ve A’nin bu
ozelligi gosteren bir 0z alt kiimesi yoksa A cekici olarak adlandirilir. Durum uzayindaki

yoriingelerin tiimii A’da sonlaniyorsa A’ya global ¢ekici adi verilir.
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Itici: Durum uzayinin asagidaki kosullari saglayan A alt kiimesine itici denir.

1) y(x,1), x’ten gegen yoriingenin t anindaki konumunu belirtmek iizere, y(a,T) € A ise tim
t < T igin y(a,t) € A’dr.

2) A’nin, b noktalarindan olugan ve tiim b noktalar1 igin y(b, —eo) € A kogulunu saglayan bir
B(A) komsulugu vardir.

3) A'nin, bu iki kosulu saglayan ve bos olmayan bir 6z alt kiimesi yoktur.

Komgulugundaki tiim yoriingelere A kaynaklik ediyorsa ve A’nin bu o6zelligi gosteren
bir 0z alt kiimesi yoksa A’ya itici denir. Durum uzayindaki tiim yoriingelerin kaynagi A ise

A global itici olarak adlandirilir.

Cekici ve iticiler; bir nokta, sonlu bir nokta kiimesi, bir egri ya da bir manifold olabilir. Bir
yoriingenin ¢ — oo durumundaki limiti yoriingenin gelecek gekicisi; t — —oo durumundaki

limiti ise iticisi ya da gecmis cekicisi olarak adlandirilir.

Invaryant alt manifoldlarin varhig1 bir ¢ekicinin genel olarak global bir 6zellik
tastyamayacagim gosterir. Ciinkii durum uzayi birbirinden bagimsiz boliimlere ayrilmistir ve
bu ¢ekiciye ulasmayan bir yoriinge her zaman bulunabilir. Durum uzayindaki bir ¢ekicinin

global olabilmesi icin tiim invaryant alt manifoldlarin kesisiminde bulunmasi gerekir.

2.2. KOZMOLOJi

2.2.1. Genel Gorelilik Teorisi

Bu boliimde, kullandigimiz dinamik sistemi olusturan denklemlerin ¢ikis noktas: olan
Einstein Alan Denklemleri ile bu denklemlerin dayandig:1 temel geometrik kavramlarin bir

Ozetini sunuyoruz.
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2.2.1.1. Tansorler

Bir koordinat sisteminden digerine doniistimleri

_ 0x% oxP

af _ Ay Y 2%
A ZV S5 2.3)
_ dxH oxY
Agp = Ej 5% 9B mY (2.4)
_ 0x% dxVv

o _ u
A%y = Zv S5 (2.5)

seklinde olan degerler sirasiyla kontravaryant tansor, kovaryant tansor ve karigik tansor
olarak adlandirilirlar. Tansoriin mertebesi sahip oldugu indis sayisi ile temsil edilir. Bizim
ornek olarak kullandigimiz bu tansorlerin mertebesi ikidir. Skaler ve vektorler sirasiyla
sifirinci ve birinci mertebeden tansorlerdir. Indis sayis1 arttirilarak ve doniisiim kurallarina
bagli kalinarak daha yiiksek mertebeli tansorler de kolaylikla tanimlanabilir. Ortonormal
koordinat sisteminde kovaryant, kontravaryant ve karisik tansorler arasinda bir ayrim

bulunmaz.

Ayn1 mertebeye sahip tansorler
A%B 4 poB — coB (2.6)

seklinde toplanir, mertebesi farkli olan tansorler toplanamaz.

Tansorlerden

AP, cs =D 2.7

seklinde daha iist mertebeli tansorler olusturulabilir.

Tansor denklemlerini daha kompakt formda yazabilmek icin FEinstein toplam kurali

kullanilir. Bu kurala gore indis

=0 v
~a _ 0X%ox¥ 4

B= oxi oxp” Y (2.8)

seklinde esitligin bir bolgesinde bir kere kontravaryant ve bir kere de kovaryant indis olarak
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yazilmigsa, bu indis {izerinden toplama yapilir. Eger tansor tiim o ve 8 degerleri i¢in

AB _ pBa (2.9)
esitligini saghiyorsa simetrik;

A% = P (2.10)

esitligini saghiyorsa da antisimetrik tansor olarak adlandirilir.

Bir tansoriin simetrik kismi

1 n!'—1

Aiyiy...i) = p} Z()Anj(ilig...in) (2.11)
]:

antisimetrik kismai ise

n!'—1

1 ,
Aliyiy...iy] = p} ZE)(_I)JAnj(iliz...in) (2.12)
]:
seklinde olusturulabilir. Burada m;(i;i...i,) indislerin j’inci permiitasyonunu, yuvarlak
parantez i¢indeki indisler simetrik kismi, koseli parantez igindeki indisler ise antisimetrik
kismi temsil etmektedir. Parantez icinde olmayan indisler simetriklestirme ya da

antisimetriklestirme islemine katilmazlar.

Ikinci mertebeden bir tansériin simetrik ve antisimetrik kisimlar1 sirasiyla

1

Atap) = 5 (Aap +Apa) (2.13)
1

Alap) = 5 (Aap —Apa) (2.14)

iclincii mertebeden bir tansoriin simetrik ve antisimetrik kistmlari ise sirasiyla

1

Aapy) = 77 (Aapy T Aays +Ayap +Aypo + Apya +Apay) (2.15)
1

Alapy) = 37(Aapy —Aayp +Ayap —Aypa +Apya —Apay) (2.16)

seklindedir.
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2.2.1.2. Metrik Tansor

Uzayzamanin iki olay1 arasindaki uzaklik
ds* = guvdxtdx’ (2.17)

ile olgiiliir. Buradaki g, ifadesine metrik tansor denir ve bu tansor simetriktir (gyy = gvy)-
Toplamda 16 bilegene sahip olmasina ragmen simetrik oldugundan dolayr 10 bagimsiz
bilesene sahiptir. Bir metrik uzayinda, bir tansoriin kovaryant ve kontravaryant bilesenleri

metrik tansor araciligiyla

At = glvA, (2.19)

seklinde birbirlerine doniistiiriilebilirler.

2.2.1.3. Christoffel Sembolleri

Christoffel sembollerinin birinci tiirii ve ikinci tiirii metrik tansor aracilifiyla sirasiyla

_ 1 .dgag  dgya  depy
Capy =550 * 0 ~ ox ) (2.20)
1 aa(ag5ﬁ dgys 98By

& oxY dxB dx9

L) : ) 2.21)

seklinde tanimlanir.

Fapy = Cays (2.22)
sy =T%p (2.23)

Christoffel sembolleri (2.22) ve (2.23)’de goriildiigii gibi son iki indislerine gore simetriktir.

Kartezyen koordinat sisteminde Christoffel sembollerinin bilesenlerinin tiimii sifira esittir
fakat Riemann uzayinda bu bilesenlerin tiimiinii sifira esitleyebilecek bir koordinat
sistemi bulmak olanaksizdir. Bir tansor bir koordinat sisteminde sifira esitse tiim
koordinat sistemlerinde de sifir olmalidir. Dolayisiyla Christoffel sembolleri tansor 6zelligi

gostermezler.
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2.2.1.4. Kovaryant Tiirev
Kovaryant tiirev; kontravaryant, kovaryant ve karisik tansorler i¢in Christoffel sembolleri

kullanilarak sirasiyla

oCoP

vy CF = S Th ¢ T, C%F (2.24)
acﬁﬁ 5 5 5
V,}, C(Xﬁ - W —F oy C5ﬁ —F BY Ca (225)
o
v, C* —ac—ﬁ+r°‘ cd, 1%, c“ (2.26)
4 TooxY 5y~ B By~ & '

seklinde tanimlanir. Kovaryant tiirev noktali virgiil kullanilarak
Vy C(xﬁ = COtﬁ;Y (227)

seklinde de gosterilebilir.

Kovaryant Tiirevin Baz1 Ozellikleri:

* Kovaryant tiirev

seklinde davranan lineer bir operatordiir.

« Iki tansoriin carprminin kovaryant tiirevi
Vy(A%Csp) = (VyA")Csp + A% (VyCsp) (2.29)

seklinde iki fonksiyonun ¢arpiminin adi tiirevinin hesaplanigina benzer bir bigimde
hesaplanir.

» Metrik tansoriin kovaryant tiirevi sifira esittir (Vg = 0).

* Bir skaler fonksiyonun kovaryant tiirevi adi tiirevine esittir.
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2.2.1.5. Riemann Egrilik Tansorii

Riemann egrilik tansorii, Christoffel sembolleri araciligiyla
A A
R%y5 = 0% g5 — 05T g, + T g 5T, — T, T 5 (2.30)

seklinde tanimlanir. Bu tansor, metrik tansor ile metrik tansoriin birinci ve ikinci dereceden

tiirevlerinden olusturulabilen yegane tansordiir ve

R%v5 =Rprye (2.31)
B =0 (232)
R gysa) =0 239

seklindeki simetri 6zelliklerine sahiptir. (2.33)’e Bianchi 6zdegligi ad1 verilir.

Bir metrik uzayinda Riemann egrilik tansorii

Rapys = 8arR' g5 (2.34)

seklinde kovaryant forma doniistiiriilebilir. Bu durumda, oncekilere ek olarak

Rapys = Riaplys (2.35)
Raﬁy(; = Rygaﬁ (2.36)
Riagys) =0 (2.37)

simetri Ozellikleri elde edilir. Bu simetri 6zellikleri dikkate alindiginda Riemann egrilik

tansoriiniin 256 bileseninden yalnizca 20’sinin bagimsiz oldugu goriilmektedir.

Riemann uzayinda, iki nokta arasindaki paralel tasima islemi yola bagimlidir ve farkl
yollar icin farkli sonuclar verir. Eger bir vektor kapali bir yol iizerinden baslangi¢ noktasina
taginirsa ilk hali ile cakismaz. A vektoriiniin u# ve v tanjant vektorlerinin olusturdugu

dortgenin etrafinda dondiirtildiigiindeki degisimi Riemann egrilik tansorii araciligiyla

SA%+R%g sAPuv =0 (2.38)



16

seklinde bulunur. Metrik tansor aracilifiyla
Rop = 8" Rsapy = OpT" yu — I (g + T on 17 g7 —T7 5T, (2.39)

seklinde tanimlanmug olan simetrik Ry g tansorii (Ryg = Rgq), Ricci egrilik tansorii olarak

adlandirilirken
R=g" Ry (2.40)
seklinde tanimlanmig olan R invaryantina Ricci skaleri denir.

2.2.1.6. Enerji Momentum Tansorii

Enerji momentum tansorii

hog = 8ap + Uallp (2.41)

esitligi kullanilarak

Top = Huqug + qatg +uaqp + phap + Tep (2.42)

seklinde tanimlanmigtir. Burada p enerji yogunlugunu, ¢ momentum yogunlugunu, p
esyoOnlii basinci, 7 ise esyonsiiz basinci temsil ederken u, akigskanla birlikte hareket eden
gozlemcinin dortlii hiz vektoriidiir ve biz tezimizde bu vektorii eshareketli koordinat

sisteminde u* = (—1,0,0,0) seklinde alacagiz.

Enerji momentum tansori simetriktir (7o = Tg) ve diverjansi sifira esittir (V- T = 0). Biz,

tezimizde
TypuuP >0,  p>0 (2.43)

seklinde verilen ve zayif enerji kosulu olarak adlandirilan sinirlamalarin da gegerli oldugunu

kabul edecegiz.



17

2.2.1.7. Einstein Alan Denklemleri
Einstein Alan Denklemleri uzayzamanin geometrisi ile madde dagilimi arasindaki iligkiyi

tanimlar ve
1
GO‘B = R(xﬁ — ERgaﬁ +Ag(xﬁ = SﬁTaﬁ (2.44)

seklinde tanimlanmistir. Burada Ggg Einstein tansorii, A ise kozmolojik sabit olarak

adlandirilir.

Einstein tansorii, bu denklemin kozmolojik sabitin bulunmadig: ilk halinde uzayin diiz
olmas1 durumunda sifira esittir fakat verdigimiz son halinde sifir olmaz. Bu tansor goriildiigii
gibi sadece Riemann egrilik tansorii ile metrik tansor araciligiyla elde edilir, simetriktir

(Gop = Gpg) ve diverjanst sifira esittir (V-G = 0).

2.2.2. Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) Modelleri

Kozmolojik Tlke: Evren, yeterince biiyiik dlgeklerde homojen ve izotropik bir yapiya

sahiptir.

Modern kozmoloji, kozmolojik ilkeye dayandirilmaktadir. Bu ilke Diinya’nin ya
da evrendeki herhangi bir noktanin 6zel bir konuma sahip olmadigini soyler. Bu
ilkeden, evreni tamimlayan uzay-zamanin uzaysal kisminin ¢ok biiyiikk bir simetriye
sahip oldugu sonucu c¢ikmaktadir ve bu simetriyi saglayan en genel modeller

Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) modelleridir.

2.2.2.1. RW (Robertson Walker) Metrigi
FLRW modelleri uzaysal olarak homojen ve esyonlidiirler ve bir (z,x,0,¢) koordinat

sisteminde

ds* = guvdxtdx’ = —de* + (1) [dx* + £} (2) (46> + sin® 0d9?)] (2.45)
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metrigiyle temsil edilirler. Bu metrik Robertson-Walker (RW) metrigi olarak isimlendirilir

ve k parametresine bagli olan fi () fonksiyonu,

siny k=+I1 0<xy<m
) =19 x k= 0 0<y<o (2.46)

sinhy k=-1 0<xy<e

seklinde tanimlanmustir. Buna gore evrene k = +1 ise eliptik ya da kapali; k = 0 ise Oklidyen
ya da diiz ve k = —1 ise hiperbolik ya da agik denir. ¢ ve [(z) ise sirasiyla kozmik zaman ve

Olcek faktoril olarak isimlendirilir.

2.2.2.2. Miikemmel Akiskan

Homojen ve izotropik evrendeki madde biiyiik 6l¢eklerde yiiksek hassasiyetle bir miikemmel
akigkan olarak tanimlanabilir. Mitkemmel akigkanin enerji yogunlugu ve basinci arasindaki
iliski p = p(u) seklindedir ve hal denklemi olarak isimlendirilir. Bu iliski @’nin sabit oldugu
durumda p = @wu seklindeyse akiskana Lineer Barotropik Mitkemmel Akiskan denir.

Biz, Lineer Barotropik Mitkemmel Akiskan hal denklemini

p=(y=1u (2.47)
seklinde alacagiz. Burada, y bir parametre olup tanim araligini, sesin
= (j_i)sabit entropi (2.48)
bagintisi aracilifiyla tanimlanan vg hizi belirler. Buna gore

M| <1e=0<y<2 (2.49)

kosuluna ulasiriz. Milkemmel akigkanin enerji-momentum tansorii, enerji yogunlugu u ve

esyonlii basing p araciliiyla

Tap = P8ap + (U + p)uqug (2.50)
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seklinde tanimlanmugtir. Zayif enerji kosulu mitkemmel akigkan i¢in
p =0, H+p=>0 (2.51)

seklindedir.

Miikemmel akigskan hal denkleminde p = u kat1 akigskani, p = %u radyasyonu, p = 0 tozu,
p= —% W kozmik sicimi tasvir ederken p = —u durumu efektif olarak kozmolojik sabite

denktir.

2.2.2.3. Karanlk Bilesenler

Tip Ia Stipernova’lara (SNela) iligkin gbzlemler, evrenin giiniimiizde hizlanarak genisledigini
gostermekte ve bu durumda evrende negatif basingli bir akiskanin baskin oldugu sonucu
cikmaktadir. Bu negatif basincli akigkan, karanlik enerji olarak adlandirilmakta ve evrenin

enerji yogunlugunun yiizde yetmisinin bu formda oldugu diisiiniilmektedir.

Gravitasyonla ilgili ¢esitli gézlemlerde, hesaplanan madde icerigiyle aciklanmasi miimkiin
olmayan bir gravitasyon etkisi tespit edilmis ve bu etkinin agiklanabilmesi i¢in evrende
baryonik olmayan bir maddenin de bulunmasi gerektigi sonucu ¢ikarilmistir. Bu maddeye

karanlik madde ismi verilmistir.

Karanlik enerji ve karanlik maddenin farkli fiziksel fenomenler olmadigi ve aslinda
aynmi akigskanin farkli davramiglarim1 temsil ettikleri yolunda hipotezler de ortaya atilmig
ve bu akiskana karanlik akigskan denmistir. Bu hipoteze gore karanlik akigskan, baryon
yogunlugunun fazla oldugu bolgelerde maddeyle etkilesime girerek gravitasyonun etkisini
arttirmakta ve karanlik madde davranisi sergilemekte, baryon yogunlugunun ¢ok diisiik

oldugu bolgelerde ise negatif basinca sahip olarak karanlik enerji davranis1 gostermektedir.

2.2.2.4. Chaplygin Gazt
Chaplygin gazi, hal denklemi A’nin bir sabit oldugu

A
p=-—= (2.52)
u
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seklinde olan ve karanlik akiskan adayi olarak degerlendirilen bir miikemmel akigkan

modelidir. Bu model sonra &’nin pozitif bir parametre oldugu

sekline genellestirilmis ve bu hal denklemine Genellestirilmis Chaplygin Gazi hal denklemi

adi verilmigtir. Daha sonra bu model de B’nin bir sabit oldugu
A

sekline doniistiiriilmiis ve Modifiye Chaplygin Gazi hal denklemi olarak adlandirilmistir.

2.2.2.5. Kozmolojik Denklemler
(2.45)’de verilen RW metriginin Einstein alan denklemlerinde kullanilmasi durumunda

zaman-zaman bileseni araciliiyla

1 1 1
H?>= _—u— 3R+ -A 2.55
3 g + 3 (2.55)

denklemi elde edilir ve bu, Friedmann denklemi olarak adlandirilir. Burada, k parametresine

bagli olan

6k

SR = 7 (2.56)

degiskeni, simetri ylizeylerinin egriligini temsil ederken evrenin genislemesinin bir 6l¢iisii

olan

H— ; (2.57)

terimine Hubble parametresi denir ve bu esitlikte nokta zamana gore tiirevi gosterir.

Einstein alan denklemlerinin uzaysal bilesenleri ve (2.55)’de verilen Friedmann denklemi

araciligiyla ise

oA (2.58)
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denklemi elde edilir ve buna Raychaudhuri denklemi denir. Burada

il
(07

yavaglama parametresi olarak adlandirilir.

q= (2.59)

Enerji-momentum tansoriiniin korunumundan ya da esit bir bicimde (2.55) ve (2.58)

denklemlerinden elde edilen

f=—3H(u+p) (2.60)

esitligine ise enerji korunum denklemi denir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. FLRW MODELLERI ICIN DINAMIK SISTEM

3.1.1. Lineer Barotropik Miikemmel Akiskan i¢cin Dinamik Sistem

Dinamik sistem analizinde kullanacagimiz degiskenleri boyutsuz hale getirebilmek i¢in
uygun bir degiskenle normlamamiz gerekmektedir. Bu degisken (2.55)’de verilmis olan

Friedmann denklemi araciligiyla belirlenir.

Madde-enerji yogunlugu olan u, (2.51)’da verilen zayif enerji kosulundan dolay1 negatif
olamaz ve k = 0 veya k = —1 ise (2.56)’daki tammindan goriilecegi iizere R < 0°dir. Eger A
da negatif degilse (A > 0) -ki biz, tezimizde bu kosulun gegerli oldugunu kabul edecegiz- H>
terimi Friedmann denklemindeki diger biitiin terimlerden biiyiik ve baskindir. Bu durumda

H # 0 ise, degiskenleri H>’ye bolerek boyutsuz hale getirdigimizde Friedmann denklemi

u A R
— =1 3.1
3H? + 3H? 6H? G-
sekline doniigiir. Buna gore k = —1,0 ve A > 0 durumu i¢in
a- b g A g__°R (3.2)
3H? AT 3EY 6H?

degiskenlerini tanimlariz. Bu boyutsuz degiskenleri gdz oniine alir ve (2.47)’de verilen
Lineer Barotropik Mitkemmel Akigkan hal denklemini kullanir, ayrica dt = H (t)dt seklinde

logaritmik bir zaman degiskeni tanimlarsak,

H =—(1+qH (3.3)
Q' =[2q—(3y-2)Q (3.4)
Q) =2(14+q)Q (3.5)
K+Q+Q,=1 (3.6)
=20 0, (3.7)

2
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seklindeki evrim ve bag denklemleri ile g’nun tanim denklemini elde ederiz. """ burada 7’ya

gore tiirevi temsil etmektedir.

k = +1 oldugunda ise (2.56)’da goriilecegi iizere >R pozitif olmakta ve dolayisiyla (2.55)’de

verilen Friedmann denklemindeki baskin terim HZ + 3R/ 6 olmaktadir. Bu yiizden, bu

durumda H yerine

D= /H?+3R/6

seklinde tanimladigimiz D’yi kullaniyor ve

H?> 3R u A
D2 e T apr T =4
D 6D 3D

3D?
sekline doniistiirdiigiimiiz Friedmann denklemi i¢in

H u A 3R
e=5 3D2’ AT 3p2 6D2

boyutsuz degiskenlerini tanimliyoruz.

o3

b=
3

0 =n-Jaju-g

Q' = —3yQ0(1 - Q)

QOD

H/:Q/D+D/Q
Q+QA:1
0*-K=1

(3.8)

(3.9

(3.10)

(3.11)
(3.12)
(3.13)
(3.14)

(3.15)
(3.16)

Yine dt = D(t)dt seklindeki logaritmik zaman degiskenini ve (2.47)’da verilen Lineer

Barotropik Miikemmel Akigkan hal denklemini kullanarak ""nin 7’ya gore tiirevi temsil

ettigi yukaridaki evrim ve bag denklemlerini elde ediyoruz.



24

3.1.2. Modifiye Chaplygin Gaz icin Dinamik Sistem

Bu durum i¢in Lineer Barotropik Miikemmel Akiskan ile Genellestirilmis Chaplygin

Gazinin karigimin temsil eden ve

A
P:W—l)“—“—a (3.17)
seklinde tanimlanan Modifiye Chaplygin Gazi hal denklemini kullaniyoruz.

Lineer Barotropik Miikemmel Akigkan halinde oldugu gibi bu durumda da degiskenleri
boyutsuz kilmak icin Friedman denklemini kullanabiliriz. Zayif enerji kosulundan dolay1
u negatif olamaz ve k = 0 veya k = —1 durumunda 3R < 0’dir. A’nin da negatif olmamasi
durumunda Friedmann denklemindeki baskin terim H? olur ve Friedmann denklemi (3.1)’e
doniisiir. Bu durumda k = —1,0 durumu icin degiskenleri H>’ye bolerek Q, Qa, K, Q4 ve
P’nin sirasiyla madde-enerji yogunlugu, A yogunlugu, egrilik, Chaplygin gazi yogunlugu ve

basing parametrelerini temsil eden boyutsuz degiskenler oldugu

u A 3R
= S A= F70 K=—-——35,
o+l o+1 :
A Q

QA:—\/—, P=L =@y-1no- 4

3H? 3H? Qo

terimlerini tanimliyoruz.
H =—(14+q)H (3.19)
Q' =(2g-1)Q-3P (3.20)
Q) =2(1+9)Qn (3.21)
Q) =2(1+q)Qu (3.22)
1

q=5(Q+3P—2Q4) (3.23)
K+Q+Q,=1 (3.24)

Bu boyutsuz degiskenleri kullanir ve dt = H (t)dt logaritmik zaman degiskenini g6z Oniine

n/n

alirsak yukaridaki evrim ve bag denklemlerini elde ederiz. Burada """, 7°ya gore tiirevi temsil

etmektedir.
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k = 0,41 oldugunda Friedmann denklemindeki baskin terim D oldugundan bu durum icin

yine H yerine (3.8)’de tamimlamis olduumuz D’yi kullaniyor ve daha 6nce tanimlanmis

diger parametrelere ek olarak Q’nun boyutsuz genisleme parametresini temsil ettigi

H u A
Q Da 3D27 A 3D27
3R OH-\VZ p QOC-H
K=—— Qp = —— P=——=(y—1)Q-—-4
602’ AT 3pr 3p2 = VD@ 0a

boyutsuz degiskenlerini elde ediyoruz.

U:—%@+Q@D

Q' =@~ (P+9)-1]
Q' =30(Q-1)(P+Q)
Q) =30Q4(P+Q)
Q+O,=1

0*—K=1

n/n

dt = D(t)dt logaritmik zaman degigkenini tanimlayarak,

yukaridaki evrim ve bag denklemlerine ulastyoruz.

(3.25)

(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)

(3.30)
(3.31)

nin 7’ya gore tiirevi temsil ettigi
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4. BULGULAR

Bu boliimde, elde etti§imiz boyutsuz evrim ve bag denklemlerini dinamik sistem analizi
kullanarak detayli bir bicimde inceliyoruz. Karsimiza ¢ikan denge noktalar1 ve kozmolojik

anlamlarn su sekildedir:

* Diiz Friedmann Denge Noktalari: Bu model baryonik maddenin tamamen baskin
oldugu diiz evrenleri (k =0, Q =1, Qp =0, Q4 = 0) temsil etmektedir ve kisaca

F olarak anilacaktir.

* de Sitter Denge Noktalari: Kozmolojik sabitin tamamen baskin oldugu diiz evrenleri

k=0,Q2=0,Q5 =1, Q4 = 0) tasvir eden bu model kisaca dS olarak anilacaktir.

* Diiz Denge Noktalari: Lineer Barotropik Miikkemmel Akigskan i¢in olusturdugumuz
durum uzayinda ¥ = 0 durumunda kargimiza ¢ikan ve F ile dS de dahil tiim diiz ve
sabit Hubble parametresine sahip evrenleri (k = 0, H = Sabit) tasvir eden bu modeller

KO olarak anilacaktir.

* Milne Denge Noktasi: Madde ve karanlik enerjinin bulunmadig1r bos hiperbolik
evrenleri (k= —1, Q =0, Q) =0, Q4 = 0) temsil eden bu model kisaca M olarak

anilacaktir.

 Einstein Statik Denge Noktalar: y > % durumunda karsimiza c¢ikan statik eliptik
evrenlere (k = +1, H = Sabit, H' = 0) karsilik gelen bu modeller kisaca E olarak

anilacaktir.

* Kozmolojik Sabitsiz Denge Noktalari: Lineer Barotropik Miikemmel Akigkan icin
Y = 2/3 durumunda karsimiza c¢ikan kozmolojik sabitin bulunmadigi; F, E ve M
modellerini de iceren ve Hubble parametresinin sifir oldugu bu modeller (Q5 = O,

H = 0) kisaca AOQ olarak anilacaktir.

» Chaplygin Denge Noktasi: Modifiye Chaplygin Gazi kullanilarak olusturulan durum
uzayinda karsimiza ¢ikan ve madde ile Chaplygin Gazinin birlikte baskin oldugu ve
kozmolojik sabitin bulunmadig: diiz evreni (k =0, Q =1, Q4 = */YQ, Q) = 0)

temsil eden bu model CH olarak anilacaktir.
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* Chaplygin-de Sitter Denge Noktalari: Modifiye Chaplygin Gazi kullamilarak
olusturulan durum uzayinda karsimiza ¢ikan ve CH ile dS’yi de igeren diiz evrenleri

(k=0, Q4 = “/YQ) temsil eden bu modeller CD olarak anilacaktir.

» Kozmolojik sabit ve Chaplygin Gazsiz Denge Noktalari: Modifiye Chaplygin Gaz1 i¢in
Y = 2/3 durumunda karsimiza ¢ikan kozmoloji sabit ve Chaplygin Gazinin ikisinin

birden sifir oldugu bu modeller (25 = 0, Q4 = 0) kisaca AAO olarak anilacaktur.

4.1. LINEER BAROTROPIK MUKEMMEL AKISKAN IiCIN DINAMIK SISTEM
ANALIZI

k =0,—1 durumu i¢in (3.3) - (3.5) evrim denklemleri ile (3.6) bag denklemini ve (3.7)’deki

q’nun tanim denklemini kullanirsak H > 0 icin

(37—2)Q—2Q, 20 0
3
I =| Gy-2)0. 2(?7—1)9—4QA+2 0 @1
—2(3%—1)11 H QA—(%Y—I)Q—I

Jakobiyen matrisini elde ederiz. H < 0 durumunda Jakobiyen matrisi (4.1) matrisinin negatifi
olur.

k = 41 durumu i¢in (3.11) - (3.14) evrim denklemleri ile (3.15) - (3.16) bag denklemlerini

kullandigimizda
3702Q—-1)  3yQ(Q—-1) 0
3
L=| Fe - oBr-2) 0 (42)
_3yH B Q-2 2-37Q
20 A+ 202 Q-+ 20

Jakobiyen matrisini elde ederiz. (4.2) matrisi H < 0 ve H > 0 durumlarinin ikisini de

icermektedir.

Durum uzayt y =0, 0 < y < 2, y = 2, 2 < y < 2 degerleri igin farkhi yapilar
3 3 3 g ¢ yap

gostermektedir. Biz, bu durumlarin timii i¢cin durum uzaylarim c¢izdirecek ve detayl bir

sekilde inceleyecegiz.

Bu durum i¢in diger evrim denklemleri H’ye bagli olmadigindan H’yi disarda birakarak iki
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boyutlu kompakt bir durum uzayi olusturabilirdik fakat biz, durum uzayinda ii¢iincii boyutu

kullanarak H’deki degisimi de gostermek istedigimizden dinamik sistemi bu sekilde kurduk.

4.1.1. y=0durumu

Efektik olarak kozmolojik sabite denk olan bu durumda, Sekil 4.1.a ve Sekil 4.1.b ile Tablo
4.1 ve Tablo 4.2°de goriildiigii gibi F ile dS modellerini de iceren KO modelleri ve Milne
modeli olmak iizere iki tip ¢oziim vardir. Milne ¢oziimii H < 0 ve H > 0 durumlarinin
ikisi icin de semer Ozelligi gosterir ve kararsizdir. KO ¢oziimii ise hem H < 0 hem de
H > 0 halinde sifir1 6zdeger olarak icerdigi i¢in bu durumdaki kararliligi hakkinda lineer
kararlilik analizi ile bilgi edinilemez. Genisleyen ve biiziisen evren modellerinin ikisini

birlikte degerlendirdigimizde ¢coziimlerin hi¢birinin kararli olmadig: goriilmektedir.

Gecmis cekicisi Milne modeli olan evrenler bir KO modeline genisler. Ge¢cmisinde bir KO
modeline asimptot olan hiperbolik modeller H < 0 durumunda Milne modeline biiziisiirken
eliptik modeller biiziisiip genisleyerek ilk halleri olan KO modeline evrilirler. KO modelleri
yani diiz evren modelleri H > 0 durumunda global cekici olurken H < 0 durumunda global
itici olmaktadir fakat durum uzay1 bir biitiin olarak degerlendirildiginde K0’1n global bir

cekici olmadig1 goriilmektedir.

Genigleyen ve biiziisen evren modellerinin ikisini birlikte degerlendirdi§imizde ¢oziimlerin
hicbirinin kararli olmadigi ve durum wuzayinda global bir c¢ekicinin var olmadigi

goriilmektedir.

Modellerin evrimi Sekil 4.2°de 6zetlenmektedir.

e Q) = 0 Alt manifoldu:

Sekil 4.1.c’de goriildiigii gibi, kozmolojik sabitin bulunmadig1 modelleri temsil eden
bu manifoldda, ge¢mis cekicisi bir biiziisen diiz F modeli olan eliptik modeller bir
genigleyen diiz F modeline evrilirler. Hiperbolik modeller ise Milne modeline dogru
biiziisiirler. Bu durumda ¢okiis sonsuza kadar devam edebilecegi gibi bir noktadan

sonra geri sicrama gerceklestirerek genisleyen bir F modeline de evrilebilirler.

Bu alt manifold 6zelinde kararl1 bir denge noktas1 bulunmamaktadir.

e O = (0 Alt Manifoldu:
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Sekil 4.1.c’de goriildiigii gibi madde-enerji yogunlugunun sifir oldugu modelleri
temsil eden bu alt manifoldda ¢6ziim noktalar1 olarak Milne ve de Sitter modelleri
bulunmaktadir. H < 0 durumunda denge k = —1 haline dogru bozulursa evren Milne
modeline asimptot olacak sekilde biiziisiir. Bu biiziisme Hubble parametresi siirekli
kiigtilecek sekilde sonsuza kadar devam edebilir. Eger biiziisme bir noktada sonlanir
ve model geri si¢rarsa evren Hubble parametresinin sabit oldugu bir de Sitter modeline

evrilir.

Denge k = +1 yOniine bozulursa Hubble parametresi siirekli artis gosterir. Bu artig
neticesinde evrenin biiziismesi yavaslar ve evren herhangi bir tekillige maruz kalmadan
geniglemeye baglar. Bir biiziisen de Sitter modelinden baglayan evren, bir genisleyen

de Sitter modeline evrilir.

Bu alt manifold 6zelinde de kararh bir denge noktas1 bulunmamaktadir.

k = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.1.d’de goriildiigi gibi diiz modelleri temsil eden bu manifoldda tiim KO
modelleri yani de Sitter ve diiz Friedmann modellerini de iceren sabit H degerine
sahip diiz evrenler birer ¢6ziim noktasidirlar. Bu alt manifolddaki ¢6ziim noktalarinin
etrafindaki tiim noktalar da birer denge noktasidirlar. Bu nedenle denge ne yone dogru
bozulursa bozulsun evren yine bir denge noktasina denk gelecektir. Dolayisiyla bu alt

manifolddaki denge noktalarindan higbiri kararli degildir.

Tablo 4.1: Lineer Barotropik Miikemmel Akigkan icin k = 0, —1 ve ¥ = 0 durumunda Denge

Noktalarinin Ozellikleri

Ozdegerler
(Q,Q4,H) Kararlilik  Etki
M A A3
M (0,0,0) H>0 -1 2 2 Kararsiz -
(0,0,0) H<0 1 -2 -2 Kararsiz -
o (@1-QH) H>0 -2 0 0 ; Cekici

(Q,1-QH) H<0 2 0 0 ; itici
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Tablo 4.2: Lineer Barotropik Miikemmel Akigkan i¢in k = +1 ve ¥ = 0 durumunda Denge
Noktalarin Ozellikleri

Ozdegerler

(Q,0,H) Kararlilik  Etki
M A A3

(Q1,H) H>0 -2 0 0 ; Cekici

KO

(Q,~1,H) H<0 2 0 0 - itici
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
H>0 ° ° ° ° ° °
[ [ ] [ [ [ ] [
° ° ° ° ° °
[ ] [ ] [ [ [ ] [
H=0 — e ° . . . e 4S8
[ ] [ ] [ ] [ [ ] [
[ ] [ ] [ ] [ [ [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [
H<O0 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
d

Sekil 4.1: Lineer Barotropik Mitkemmel Akigkan i¢in ¥ = O durumunda durum uzaylari
(a) 3 boyutlu durum uzayi, z ekseni H’ye denk gelmektedir ve yoriingeler ge¢mis
cekicilerine gore renklendirilmistir. (b) Durum uzayimin projeksiyonu, grafik altta
ve tlistte sirastyla Qp = 0 ve Q = 0 alt manifoldlan ile sinirlanmistir (c) Q = 0
ve Qp = 0 alt manifoldlar1 (d) k = 0 alt manifoldu. Grafiklerdeki siyah noktalar
coziim noktalarim gostermekte ve F, M ve dS sirasiyla diiz Friedmann ¢oziimlerini
(Q=1,Q4 = 0,k =0,H =Sabit), Milne ¢oziimiinii(Q = 0,Qp =0,k = —1,H =0)
ve de Sitter ¢oziimlerini(Q = 0,Q4 = 1,k = 0, H =Sabit) temsil etmektedir. (c)’de,
oklarin rengi ivmenin biiyiikliigiine gore koyulagsmaktadir.

H<O
K=+1

KO

>

H<O
k =-1

<

M

H>0

Sekil 4.2: Lineer Barotropik Miikemmel Akiskan i¢in ¥ = O durumunda modellerin evrim
grafigi. KO diiz modelleri(k = 0), M ise Milne modelini temsil etmektedir.
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41.2. 0<y< % durumu

Sekil 4.3.a ve Sekil 4.3.b ile Tablo 4.3 ve Tablo 4.4’te goriildiigii gibi bu durumda 3
cesit denge noktas1 vardir. Bunlar de Sitter ¢oziimleri, diiz Friedmann ¢6ziimii ve Milne

coziimiidiir. Bu ¢oztimlerin higbiri kararli degildir.

Gec¢misinde Milne modeline asimptot olan evrenler A = 0 durumunda diiz Friedmann

modeline genisler. Eger A = 0 degil ise bir de Sitter modeline evrilirler.

Gecmisinde bir de Sitter modeline asimptot olan eliptik modeller ise biiziisiip genisleyerek
tekrar bir de Sitter modeline evrilirken diiz modeller diiz Fridmann modeline; hiperbolik

modeller ise Milne modeline biiziisiirler

Gecmis cekicisi diiz Friedmann modeli olan hiperbolik modeller ise Milne modeline
biiziisiirler, diiz modeller de Sitter modeline genislerler. Eliptik modeller ise 6nce biiziisiip

sonra genisleyerek tekrar diiz Friedmann modeline evrilirler.

de Sitter modelleri H > 0 durumunda ¢ekici 6zelligi gosterirken H < 0 durumunda itici

olmaktadir ve bu 6zellikleri iki durum i¢in de global bir nitelik tasimaz.

Gortilecegi tizere bu durum igin de kararli bir denge noktasi ya da global c¢ekici

bulunmamaktadir.

Modellerin evrimi Sekil 4.4 te 6zetlenmektedir.

e QO = 0 Alt manifoldu:

Sekil 4.3.c’de goriildiigii gibi bu alt manifoldda diiz Friedmann modeli ile
Milne modeli denge noktalart olmaktadir. Diiz Friedmann ¢oziimiiniin etrafindaki
yoriingeleri inceledigimizde hiperbolik modellerin H < 0 oldugunda Milne modeline
asimptot olacak sekilde biiziistiiglinii goriiyoruz. Bu biiziisme sonsuza kadar devam
edip biiyiik ¢okiise neden olabilir ve Hubble parametresi de sonsuz kiiciikliikte bir
deger alabilir. Bunun yaninda biiziisme bir noktada durup model geri sekerse tekrar diiz
Friedmann modeline evrilir. Negatif Hubble parametresi ile baslayan eliptik modeller
ise Once biiziisiip sonra genisleyerek tekrar diiz Friedmann modeline evrilirler. Bu

stirecte Hubble parametresi bir noktaya kadar azalir, sonra artmaya baglar ve pozitif
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degerinin bir noktasinda tekrar azalmaya baslar ve diiz Friedmann modelinde sifir olur.
k = 0 ile baglayan model ya sonsuza kadar artan bir ivmeyle biiziisiir ve biiyiik ¢cokiise

ugrar ya da geri sekerek tekrar diiz statik Friedmann modeline evrilir.

Milne modelinin etrafindaki yoriingeler H > 0 durumunda diiz Friedmann modeline
evrilirken, H < 0 halinde Milne modeline asimptot olacak sekilde biiziisiirler, Buradan

geri sekmeleri halinde de diiz Friedmann ¢6ziimiine evrilirler.

Dolayisiyla bu alt manifold 6zelinde kararl bir denge noktas: bulunmamaktadir.

Q = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.3.c’de goriildiigii gibi bu alt manifold i¢in denge noktalart Milne modeli ile
de Sitter modelleri olmaktadir. Milne modeli Q5 = 0 ile = 0 alt manifoldlarinin

kesisiminde bulunmaktadir.

Milne modelinin etrafindaki yoriingeler pozitif Hubble parametresi durumunda bir de
Sitter modeline genigler iken negatif Hubble parametresi ile bagladiklarinda Milne
modeline asimptot olacak sekilde biiziisiirler. Bu biiziismenin kaderi modelin bir
noktada sekip sekmeyecegine baghdir. Model geri sekmezse Milne modeline dogru

biiytik bir ¢okiis meydana gelir, geri sekmesi durumunda ise de Sitter modeline evrilir.

Bu alt manifoldda Hubble parametresinin her degerine denk gelen bir de Sitter
coziimii mevcuttur. de Sitter ¢coziimlerinin etrafindaki yoriingeleri inceledigimizde
Hubble parametresinin pozitif olmasi durumunda bu yériingelerin ¢6ziim noktasindan
uzaklasmadigin1 aksine tekrar bu ¢6ziim noktasina yoneldigini goriiyoruz. de Sitter
modelinin etrafindaki yoriingeler H < 0 halinde bagladiklar1 k degerine bagli olacak
sekilde iki farkli sona sahiptir. Hiperbolik modeller Milne modeline dogru biiziisiirler
ve ya biiyiik bir ¢okiise ugrayip sonsuza kadar biiziismeye devam ederler ya da bir
noktada geri sekip bir genisleyen de Sitter modeline evrilirler. Eliptik modeller ise 6nce
biiziisiip sonra genisleyerek ve bu siirecte hicbir tekillie maruz kalmadan genisleyen

bir de Sitter modeline evrilir.

Bu alt manifold 6zelinde de kararli bir model bulunmamaktadir.

k = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.3.d’de, goriildiigii gibi bu alt manifoldda diiz Friedmann ¢oziimii ile de
Sitter ¢oziimleri bulunmaktadir. Ge¢misinde bir diiz Friedmann modeline asimptot

olan yoriingeler bir de Sitter modeline genislemektedir. Bir biiziisen de Sitter
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modelinden baslayan yoriingeler ise diiz Friedmann ¢6ziimiine dogru biiziiserek ya
biiytik bir ¢okiise ugramakta ya da geri sekerek bir genisleyen de Sitter modelinde
sonlanmaktadir. Dolayisiyla bu alt manifold 6zelinde de kararli bir model mevcut

degildir.

2
Tablo 4.3: Lineer Barotropik Mitkkemmel Akiskan icin k =0,—1 ve 0 <y < 3 durumunda
Denge Noktalariin Ozellikleri

(Q,Q4,H) Ordegerler Kararlilik  Etki
A A A3
M (0,0,00 H>0 -1 2  2-3y Kararsiz -
(0,0,00 H<O 1 -2 3y—2 Kararsiz -
o OLH) H>0 -2 0 -3 - Cekici
O0,1,H H<0 2 0 3y - itici
. (1,0,00 H>0 3y—2 3y —3y/2 Kararsiz -
(1,0,00 H<O0 2-3y -3y 3y/2 Kararsiz -

2
Tablo 4.4: Lineer Barotropik Miikemmel Akigkan i¢in k =0,+1 ve 0 < y < 3 durumunda
Denge Noktalarmin Ozellikleri

Ozdegerler
(Q,0,H) Kararliik  Etki
M A A3
4s (0,1, H) H>0 -2 0 -3y - Cekici
(0,—1,H) H<O0 2 0 3y - Itici

(1,1,0)0 H>0 3y—2 3y —3y/2 Kararsiz -
(I,-1,0) H<O0 2-3y -3y 3y/2 Kararsiz -
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Sekil 4.3: Lineer Barotropik Miikemmel Akigskan i¢in 0 < ¥ < 2/3 durumunda durum
uzaylar1 (a) 3 boyutlu durum uzayi, z ekseni H'ye denk gelmektedir ve yoriingeler
gecmis cekicilerine gore renklendirilmigtir. (b) Durum uzayinin projeksiyonu, grafik
altta ve iistte sirasiyla Qp = 0 ve Q = 0 alt manifoldlar ile sinirlanmistir (¢c) Q =0
ve Qa = 0 alt manifoldlar1 (d) k = 0 alt manifoldu. Grafiklerdeki siyah noktalar
¢cOziim noktalarim gostermekte ve F, M ve dS sirasiyla diiz Friedmann ¢oziimiinii
(Q=1,Q4 =0,k =0,H = 0)Sabit), Milne ¢oziimiinii(Q =0,Qy =0,k =—1,H =0)
ve de Sitter ¢oziimlerini(Q = 0,Q5 = 1,k = 0, H =Sabit) temsil etmektedir. (c) ve
(d)’de, oklarin rengi ivmenin biiyiikliigiine gore koyulasmaktadir.
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Sekil 4.4: Lineer Barotropik Mitkemmel Akigkan icin 0 < y < % durumunda modellerin
evrim grafigi. F, M ve dS sirasiyla diiz Friedmann modelini (Q = 1,Q5 = 0,k = 0),
Milne modelini (Q = 0,Q4 = 0,k = —1) ve de Sitter modelini (Q =0,Qy = 1,k =
0, H =Sabit) temsil etmektedir.

413. y= % durumu

Sekil 4.5.a ve Sekil 4.5.b ile Tablo 4.5 ve Tablo 4.6’da goriildiigii gibi durum uzayinin
catallanma noktas1 olan bu durumda de Sitter ¢oziimleri ve Milne modeli, diiz Friedmann
modeli ve Einstein statik ¢oziimlerini de iceren AO(A = 0, H = 0) modelleri olmak iizere iki

farkli ¢o6ziim tipi vardir. Bu ¢6ziimlerden higbiri kararli degildir.

H > 0 halinde tiim yoriingelerin gecmisinde kozmolojik sabiti olmayan bir model

bulunurken hepsi geleceklerinde bir de Sitter modeline evrilirler.

H < 0 durumunda ise tiim yoriingeler bir de Sitter modelinden baglar ve baglangi¢
durumundaki 6zelliklerine bagl olarak A0 modellerinden birine asimptot olacak sekilde
biiziisebilecekleri gibi genisleyen bir de Sitter modeline de evrilebilirler. Hiperbolik ve diiz
modeller bir AO evrenine biiziisiirler. Eliptik modeller ise A < A, ise bir AO modeline; A = A,
ise Finstein statik modeline ve A > A, ise de bir genisleyen de Sitter modeline evrilirler.
Burada A, modelin Einstein statik evrenine evrilmesi icin gereken kritik A degerini temsil

etmektedir.

de Sitter modelleri H > 0 durumunda global cekici olurken H < 0 durumunda global itici

olmaktadirlar.
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Durum uzayimin tamami degerlendirildiginde kararli bir denge noktasinin ya da global bir

cekicinin var olmadig goriilmektedir.

Modellerin evrimi Sekil 4.6’da 6zetlenmektedir.

* QA = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.5.c’de goriildiigii gibi bu alt manifolddaki biitiin yoriingeler H < 0 durumunda
bir A0 modelinden baglamaktadir. Bu yoriingeler sonsuza kadar biiziiserek biiyiik

cokiise ugrayabilecekleri gibi geri sekerek bagladiklari modele de genisleyebilirler.

Bu alt manifold o©zelinde kararli bir denge noktast ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.

e O = (0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.5.¢’de goriildiigii gibi bu alt manifoldda Milne modeli ile de Sitter modelleri
olmak iizere iki tip ¢oziim vardir. Milne modelinden baslayan ve Milne modelinde
sonlanan yoriingeler Q = 0 alt manifoldu ile Q = 0 alt manifoldunun kesisiminde
bulunur ve Q, = 0 alt manifoldu icin gosterdigimiz ozellikleri tasirlar. de Sitter
modellerinin etrafindaki yoriingeler ise pozitif Hubble parametresi halinde bir de Sitter
modeline dogru geri ¢ekilirken, Hubble parametresi negatif oldugunda e8er k = —1
ile baglamiglarsa Milne modeline asimptot olacak sekilde biiziisiir ve bir noktada geri
sekerlerse bir genigleyen de Sitter modeline evrilirler; geri sekmezlerse sonsuza kadar
biiziismeye devam ederler. Eliptik modeller ise genisleyen bir de Sitter modelinde
sonlanmaktadirlar. Bu siirecte Hubble parametresi siirekli artarak sabit bir degere

yakinsar.

Bu alt manifold o©zelinde kararli bir denge noktast ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.

e k=0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.5.d’de goriildiigi gibi bu durumda diiz Friedmann ¢oziimii ile de Sitter
coziimleri bulunmaktadir. de Sitter modelinden biiziismeye baslayan yoriingeler ya
sonsuza kadar diiz Friedmann modeline asimptot olacak sekilde biiziisiirler ya da geri

sekerek bir genigleyen de Sitter modelinde sonlanirlar.

Bu alt manifold o6zelinde kararli bir denge noktast ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.
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2
Tablo 4.5: Lineer Barotropik Mitkemmel Akiskan icin k=0,—1 ve y = 3 durumunda Denge

Noktalarinin Ozellikleri

Ozdegerler
(Q,Qn,H) Kararlilik  Etki
M A A3

4 (0,1, H) H>0 -2 -2 0 - Cekici

(0,1, H) H<O0 2 2 0 - Itici

(2,000 H>0 -1 0 2 - -
AO

(2,000 H<O0O 1 0 =2 - -

2
Tablo 4.6: Lineer Barotropik Mitkkemmel Akiskan icin k=0,41 ve y = 3 durumunda Denge

Noktalarinin Ozellikleri

Ozdegerler
(Q,0,H) Kararliik  Etki
M A 3
s OLH) H>0 -2 -2 0 - Cekici
O0,—~1,H) H<0 2 2 0 ; itici
(I,Q,O) H>0 0 -0 20 - -
(l,Q,O) H<0 O 0O =20 - -
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Sekil 4.5: Lineer Barotropik Mitkemmel Akigkan i¢in ¥ = 2/3 durumunda durum uzaylar
(a) 3 boyutlu durum uzayi, z ekseni H’ye denk gelmektedir ve yoriingeler ge¢mis
cekicilerine gore renklendirilmistir. (b) Durum uzayimin projeksiyonu, grafik altta ve
tistte sirastyla Qx = 0 ve Q = 0 alt manifoldlar1 ile sinirlanmistir (c) Q =0 ve Qp =0
alt manifoldlar: (d) k = O alt manifoldu. Grafiklerdeki siyah noktalar ¢dziim noktalarini
gostermekte ve F, M, dS ve E sirasiyla diiz Friedmann ¢oziimiinii (Q = 1,Q =0,k =
0,H = 0)), Milne ¢oziimiini(Q = 0,Q4 = 0,k = —1,H = 0), de Sitter ¢oziimlerini
(Q=0,Q4 = 1,k =0,H =Sabit) ve Einstein statik ¢dziimiinii (H = 0,H’ = 0) temsil
etmektedir. (c) ve (d)’de, oklarin rengi ivmenin biiyiikliigiine gore koyulagmaktadir.
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Sekil 4.6: Lineer Barotropik Miikemmel Akigkan i¢in y = % durumunda modellerin evrim
grafigi. dS, de Sitter modelini; AO ise kozmolojik sabiti olmayan modelleri (25 = 0)
temsil etmektedir.

4.1.4. % < Y <2 durumu

Sekil 4.7.a ve Sekil 4.7.b ile Tablo 4.7 ve Tablo 4.8’de goriilecegi gibi bu durumda de Sitter
cOziimleri, diiz Friedmann ¢oziimii, Milne ¢coziimii ve Einstein statik ¢oziimii olmak iizere 4
farkli ¢6ztiim bulunmaktadir ve bu ¢éziimlerden hicbiri tiim Hubble parametreleri i¢in kararl

degildir.

de Sitter ¢oziimlerinin etrafindaki yoriingeler H > 0 durumunda bir de Sitter modelinde

sonlanmakta H < 0 durumunda ise de Sitter modellerinden uzaklagsmaktadr.

Milne modelinin etrafindaki yoriingeler ise H > 0 durumunda Q, = 0 ise Milne modeline
dogru genislemekte, Q5 = 0 degil ise de bir de Sitter modeline evrilmektedir. Bu modeller
H < 0 durumunda ise = 0 durumunda Milne modeline biiziismekte aksi takdirde diiz

Friedmann modeline evrilmektedir.

Diiz Friedmann modelinin etrafindaki modeller H < 0 durumunda diiz Friedmann modeline
biiziismektedir. H > 0 durumunda ise diiz ve hiperbolik modeller bir de Sitter modeline
evrilirler. Eliptik modeller ise A = A, halinde Einstein statik evrenine evrilirken A < A,

halinde diiz Friedmann modeline, A > A, durumunda ise de Sitter modeline evrilirler.

de Sitter modelleri H > 0 icin cekici 6zelligi gosterirken H < 0 i¢in itici olmaktadir ve bu

ozellikleri global bir 6zellik tagimaz.

Gortilecegi iizere bu durum icin de durum uzayinin tamami degerlendirildiginde kararli bir

¢Oziim noktasi ya da global bir ¢ekici bulunmamaktadir.

Modellerin evrimleri Sekil 4.8 de dzetlenmistir.
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e Q5 = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.7.c’de goriildiigii gibi bu alt manifoldda denge noktalar1 olarak diiz Friedmann

modeli ile Milne modeli bulunmaktadir ve iki ¢6ziim de kararsizdir.

Milne modelinin etrafindaki yoriingeler Hubble parametresi pozitif ise Milne
modeline geniglerken negatif Hubble parametresi durumunda diiz Friedmann modeline
asimptot olacak sekilde biiziisiirler. Biiziisme artan bir ivmeyle sonsuza kadar devam

edebilecegi gibi model geri sekerek tekrar Milne ¢oziimiine de evrilebilir.

Diiz Friedmann modelinin etrafindaki hiperbolik modeller ise H > 0 durumunda
Milne modeline genislerken H < 0 durumunda ise Friedmann modeline asimptot
olacak sekilde biiziisiirler. Eliptik modeller ise Hubble parametresi siirekli kiigiilecek
sekilde diiz Friedmann modeline asimptot olacak sekilde biiziisiirler. Bu durumdaki
biiziisme bir noktada sonlanir ve model geri sekerse de yine Hubble parametresi siirekli
kiiciilecek sekilde once genisleyip sonra biiziisiirler. Yani bu durumda model hi¢bir
cOziim noktasina ulagsmaksizin bir dongiiye girebilir ya da sonsuza kadar ¢okiisiine

devam edebilir.

Bu alt manifold 0©zelinde kararli bir denge noktast ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.

e O = (0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.7.c’de goriildiigii gibi bu alt manifold i¢in denge noktalar1 Milne modeli ile
de Sitter modelleridir. de Sitter modellerinin etrafindaki yoriingeler H > 0 durumunda
bir de Sitter modelinde sonlanirken H < 0 durumunda ise eliptik modeller biiziisiip
genisleyerek ve herhangi bir tekillige maruz kalmadan bir genisleyen de Sitter

modeline evrilirler, hiperbolik modeller ise Milne modeline dogru biiziisiirler.

Bu alt manifold o6zelinde kararli bir denge noktast ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.

e k=0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.7.d’de goriildiigii gibi bu durumdaki denge noktalar1 diiz Friedmann modeli ile
de Sitter modelleridir. H > 0 durumunda yoriingeler diiz Friedmann modeline asimptot
olan bir noktadan baslayip bir de Sitter modelinde sonlanirlar. H < 0 durumunda ise
yoriingeler bir de Sitter modelinden baglay1p diiz Friedmann modeline asimptot olacak

sekilde biiziiglirler. Bu biiziismenin sonsuza kadar siiriip siirmeyecegi modelin bir
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noktada geri sekip sekmemesine baglidir. Model geri sekerse yoriinge bir genigleyen

de Sitter modelinde sonlanir.

Dolayisiyla bu alt manifold 6zelinde kararli bir denge noktasi ya da global bir c¢ekici

bulunmamaktadir.

2
Tablo 4.7: Lineer Barotropik Mitkkemmel Akiskan i¢in k = 0,—1 ve 3 < ¥ < 2 durumunda
Denge Noktalarmin Ozellikleri

(Q,Q4,H) Ozdegerler Kararhilik  Etki
Al A A3
M (0,0,00 H>0 -1 2 2-3y Kararsiz -
(0,0,0)0 H<O | -2 3y—2 Kararsiz -
g OLH) H>0 -2 0 3 ; Cekici
(0,1,H) H<O0 2 0 3y - Itici
. (1,0,00 H>0 3y—2 3y —3y/2 Kararsiz -
(1,0,0)0 H<O 2-3y -3y 3y/2 Kararsiz -

2
Tablo 4.8: Lineer Barotropik Mitkkemmel Akiskan i¢cin k = 0,41 ve 3 < ¥ < 2 durumunda
Denge Noktalariin Ozellikleri

Ozdegerler
(Q,0,H) Kararliik  Etki
M A A3
s 0,1,H) H>0 -2 0 3y ; Cekici
0,—1,H) H<0 2 0 3y ; itici
(1,1,0)0 H>0 3y-2 3y —3y/2  Kararsiz -
(1,-1,0)0 H<O0 2-3y -3y 3y/2 Kararsiz -
2 H>0 — —
(200 o _VIZ7=8 1278 ]

(3Y’ H<O0 2 2
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Sekil 4.7: Lineer Barotropik Milkemmel Akigkan igin 2/3 < v < 2 durumunda durum
uzaylar1 (a) 3 boyutlu durum uzayi, z ekseni H'ye denk gelmektedir ve yoriingeler
gecmis cekicilerine gore renklendirilmigtir. (b) Durum uzayinin projeksiyonu, grafik
altta ve iistte sirasiyla Qp = 0 ve Q = 0 alt manifoldlar1 ile sinirlanmistir (¢c) Q =0
ve Qp = 0 alt manifoldlar1 (d) kK = O alt manifoldu. Grafiklerdeki siyah noktalar
coziim noktalarin1 gostermekte ve F, M ve dS sirasiyla diiz Friedmann ¢6ziimiinii
(Q=1,Q4 =0,k =0,H = 0)Sabit), Milne ¢oziimiinii (Q=0,Q, =0,k=—1,H =0)
ve de Sitter ¢oziimlerini (Q = 0,Q = 1,k = 0,H =Sabit) temsil etmektedir. (c) ve
(d)’de, oklarin rengi ivmenin biiyiikliigiine gore koyulasmaktadir.



44

H>0

H<O0

H<0,k=-1,2=0 | k=0 [H>0.A=0k="-1 |

Q#0ok=-1
A<A < k=41
H<0 Cds N F:> H>0
k=+1 H0 k= +1
A>A A0 k=-1 A<A
c H<0 A>A k=41 H>0 ¢
A=A A=A

E

Sekil 4.8: Lineer Barotropik Mitkemmel Akigkan i¢in % < ¥ < 2 durumunda modellerin evrim
grafigi. F, M, dS ve E sirasiyla diiz Friedmann modelini (Q = 1,Q5 = 0,k = 0), Milne
modelini (Q=0,Q =0,k= —1), de Sitter modelini (Q =0,Q4 = 1,k =0, H =Sabit)
ve Einstein statik modelini (H = 0,H’ = 0) temsil etmektedir.

4.2. MODIFIYE CHAPLYGIN GAZI ICiIN DINAMIK SISTEM ANALIZI

k = 0,—1 durumunda (3.20)-(3.22) denklemleri ile olusan ve Q, QA ve Q4 i¢in belirlenen
tic boyutlu indirgenmis dinamik sistemi elde ediyoruz. (2.51)’te verilmis olan zayif enerji

kosulunu, A > 0 esitsizligini ve (3.24)’da verilen bag denklemini kullandigimizda
0<Q, 0 < Qp, 0<Q+Q) <1, Qu < ‘H\I/_}/Q 4.3)

seklindeki sinir kosullarin1 elde ediyoruz. Goriildiigii gibi bu halde durum uzayi {i¢ boyutlu

ve kompakt olmaktadir.
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Jakobiyen matrisi bu durum i¢in (4.4)’teki gibidir. k = 0, +1 durumu i¢in ise (3.27)-(3.29)’te

verilen ve Q, Q ve Q4 icin olusan ii¢ boyutlu dinamik sistemi elde ediyoruz.

Zayif enerji kosulu ve A > 0 esitsizligi ile (3.31)’de verilen bag denklemini goz Oniine

aldigimizda

0<Q<1,  -1<0<1l, Q< W0 (4.5)

seklindeki sinir kosullarina ulastyoruz. Jakobiyen matrisi ise

_ 3QOH—l 3 3QO£+1 3Qa 271 1 _
—0(=ga —3Qy+2) (Q>—1)(F + Ta=) 0@ (k)
o+l a+l a
30p(Q—1) - 24 @D 35y00 1) - 3QQA+£22_:‘X_Q(X) _309f(@-1)(et)
Q(Z+2 QOC+1 QaJrl
300,72 - 30Qu(y+ &_Ha) 30(yQ — %)_
(4.6)

seklindedir. Durum uzay1 bu hal i¢in de ii¢ boyutlu ve kompakttir.

Bu denklem sistemleri ilk bakista vakum coziimleri icin tekil gibi goriinmektedir fakat
(4.5)’te de goriilecegi gibi Q ancak A sifira esit oldugunda sifir olmaktadir. A = 0 hali ise
Chaplygin gazinin mevcut olmadig:r ve Boliim 4.1.’de inceledigimiz hal denklemi (2.47)
ile verilen Lineer Barotropik Miikemmel Akiskan durumunu temsil etmektedir. Dolayisiyla,

denklem sistemi A = 0 alt manifoldunda k = 0, —1 i¢in

Q' = (29— (37-2))Q (4.7)

Q) =2(14+q)Q (4.8)

Q=0 (4.9)
1

q= 5((37—2)9—2%) (4.10)

K+Q+Q)=1 (4.11)
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ve k =0,+1 icin de

Q' =(@*-N3r-1] (4.12)
Q' =30(Q—-1)yQ (4.13)
Q=0 (4.14)
Q+Q,=1 (4.15)
0°—K=1 (4.16)

sekline doniismektedir ve bunlar Boliim 4.1.’de Lineer Barotropik Miikemmel Akigkan i¢in

olusturdugumuz durum uzaylarinin aynilarini verir.

k =0, +1 i¢cin olusturdugumuz durum uzay1 biiziisen ve genisleyen evren modellerinin ikisini
de icermekte iken k = 0,—1 halindeki durum uzay:r Hubble parametresinin pozitif ya da
negatif olmasina baglidir. Dolayisiyla k = 0, +1 durumu i¢in bir ve k = 0, —1 durumu i¢inse
pozitif ve negatif Hubble parametresi i¢in ayr1 ayri olusturdugumuz iki adet olmak iizere
toplam ti¢ durum uzay1 elde ediyoruz. Bu durum uzaylari k = 0 alt manifoldunda kesismekte
ve bu manifold iizerinde birlestirildiklerinde tiim durumlar1 veren ve Sekil 4.9, Sekil 4.12
ve Sekil 4.14’te goriilen tam durum uzaylarini olusturmaktadir. Burada z ekseni tiim durum
uzaylarinda Q,4’ya karsilik gelmekte ve ortada bulunan £ = 0,41 bolgesinde dik ve yatay
eksenler sirasiyla Q ve Q’yu temsil etmektedir. Sekillerin yan taraflarinda kalan piramit
seklindeki k = 0, —1 bolgelerinde M-F ve M-dS cizgileri sirasiyla Q ve Q4 eksenlerine denk
gelmektedir. Durum uzaylarinin limitleri k = 0, —1 ve k = 0,+1 i¢in sirasiyla (4.3) ve (4.5)

ile belirlenir.

Sekil 4.9, Sekil 4.12 ve Sekil 4.14’te goriildiigii gibi dinamik sistem Q4 = 0 (alt), Qy =0
(arka) and 4 = /Yy (6n) invaryant alt manifoldlar tarafindan sinirlandirilmigtir. k = 0
invaryant alt manifoldu k£ = 0,+1 ve k = 0, —1 durum uzaylarinin kesisiminde kalmaktadir.
Durum uzaylart y’nin degerine bagl olarak farkl sekiller almaktadir. ’nin degeri yalnizca
Einstein statik ¢oziimlerinin konumlarini degistirdigi ve sistemin genel davranisina bir etkide
2

bulunmadigi i¢in sadece & = 1 durumunu veriyoruz. Durum uzay1 y=0,0 <y < %, Y=3

ve % < ¥ < 2 durumlari i¢in farkli davranislar sergilemektedir.

Dinamik sistemler, 6zdegerlerin (4.4) ve (4.6)’da verilen Jakobiyen matrisleri aracilifiyla

elde edildigi Tablo 4.9, Tablo 4.10, Tablo 4.11, Tablo 4.12, Tablo 4.13 ve Tablo
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4.14’te verilen ¢oziimlere sahiptir. Bu ¢oziimlerden y > % durumlarinda varolan Einstein
statik coziim egrisi ile Milne ¢oziimii disinda kalanlarinin timii £ = O alt manifoldunda
bulunmaktadir. CD (Chaplygin-de Sitter) ¢oziim ¢izgisi olarak isimlendirdigimiz ¢oziimler
k =0 alt manifoldu ile Q4 = *#//¥€ alt manifoldunun kesisiminde kalmaktadir. Q ve 4’ nin
maksimum degerlerini aldig1 CH (Chaplygin gazi) ¢coziimii ile Q4 nin maksimum degerine

ulastig1 dS (de Sitter) ¢oziimii CD ¢6ziim ¢izgisinin sinirlarinda yer almaktadir.

4.2.1. y=0durumu

Bu durumda Q4 < *4//¥Q kisitindan dolay1 Q4 her zaman sifirdir ve dolayisiyla durum
uzay1 Lineer Barotropik Miikemmel Akiskan i¢in olusturdugumuz y = 0 durumundakiyle

aynidir. Bu durumu daha dnce incelemis oldugumuz i¢in tekrar vermiyoruz.

42.2. 0<y< % durumu

Bu durum i¢in tam durum uzay: Sekil 4.9°da verilmistir. Invaryant alt manifoldlar ise Sekil
4.10 ve Sekil 4.11°deki gibidir. Denge noktalar1 ve ozellikleri Tablo 4.9 ile Tablo 4.10°da

verilmisgtir.

Pozitif Hubble parametresine sahip hiperbolik evrenler i¢in kaynak noktas1 Milne modeli
olmakta ve Chaplygin gazi ile kozmolojik sabit parametrelerinin ikisinin birden sifir olmasi
durumunda diiz Friedmann modeline genislemektedirler. Bu parametrelerden herhangi biri
sifir olmadiginda ise bir CD modeline evrilirler. Negatif Hubble parametresi ile baslayan
hiperbolik modeller ise Milne modeline biiziisiirler. Chaplygin gazi ile kozmolojik sabitin
sifir oldugu modellerin kaynak noktasi diiz Friedmann modeli iken diger modeller bir CD

modelinden baglarlar.

Eliptik modeller ise Chaplygin gaz1 ve kozmolojik sabitin bulunmamasi durumunda diiz
Friedmann modelinden baglar ve biiziisiip genisleyerek madde-enerji baskin formlarini korur
ve tekrar diiz Friedmann modeline evrilirler. Bunun digindaki eliptik modellerin tiimii bir CD

modelinden baslayip yine bir CD modeline evrilirler.

Diiz modeller ise negatif Hubble parametresine sahip olduklarinda bir CD modelinden
diiz Friedmann modeline biiziisiirken, Hubble parametresinin pozitif olmasi halinde diiz

Friedmann modelinden bir CD modeline genislerler.
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H < 0i¢in CD modelleri itici Milne modeli ise ¢ekici olmaktadir.

Dinamik sistemi Hubble parametresine herhangi bir kisitlama  getirmeden
degerlendirdigimizde bu durum ic¢in de kararli bir denge noktasinin ya da global bir
cekicinin bulunmadig: goriilmektedir. Evren bu halde de dinamik bir yapiya sahiptir ve bir

modelden digerine siirekli evrilir.

e Q5 = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.10°da goriildiigii gibi bu alt manifoldda denge noktalar1 olarak F, M ve
CH bulunmaktadir. Bu alt manifold kozmolojik sabitin bulunmadig1 evrenleri temsil
etmektedir. Hubble parametresinin pozitif oldugu durumdaki modeller eger eliptikse
ve Chaplygin gazina da sahip degillerse diiz Friedmann modeline genislerler. Bu
durumdaki hiperbolik modeller ise Milne modelinden diiz Friedmann modeline
evrilirler. H > 0 bolgesindeki diger modellerin hepsi Chaplygin gazinin baskin oldugu

CH modeline genislerler.

Hubble parametresi negatif oldugundaysa CH itici olmaktadir. Bu durumdaki
diiz modeller diiz Friedmann modeline, hiperbolik modeller ise Milne modeline
biiziismektedirler. Eliptik modeller ise biiziisiip genisleyerek tekrar CH modeline

evrilmektedirler.

Bu alt manifold o©zelinde kararli bir denge noktast ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.

e Q4 = /yQ Alt Manifoldu:

Sekil 4.10°da goriildiigii gibi bu alt manifoldda denge noktalar1 CH ve dS modelleri ile
stnirlanmig CD ¢6ziim ¢izgisindeki her nokta ve M’dir. Pozitif Hubble parametresine
sahip olan hiperbolik evrenler Milne modelinden baslayip bir CD modeline evrilmekte
iken, eliptik evrenlerin kaynak noktasit bir CD modelidir ve bu modeller biiziisiip
genisleyerek tekrar bir CD modeline evrilirler. Negatif Hubble parametresine sahip
modellerin iticisi bir CD modeli iken bu durumdaki hiperbolik modeller Milne

modeline biiziisiirler, eliptik modeller ise tekrar bir CD modeline evrilirler.

CD modelleri bu manifold 6zelinde H > 0 durumunda global ¢ekici iken H < 0 halinde

global itici olmaktadir.
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H < 0ve H > 0 durumlan birlikte degerlendirildiginde bu alt manifold 6zelinde kararl

bir denge noktas1 ya da global bir ¢ekici bulunmamaktadir.

* Q4 = 0 Alt Manifoldu:

Bu alt manifold Chaplygin gazinin bulunmadii ve yalmzca Lineer Barotropik
Miikemmel Akigkanin bulundugu modelleri temsil etmektedir. Bu alt manifoldun

ozellikleri Boliim 4.1.’de incelendigi i¢in tekrar vermiyoruz.

Bu alt manifold 6zelinde de kararli bir denge noktast bulunmamaktadir.

e k=0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.11°de goriildiigii gibi bu alt manifoldda CD ¢6ziim ¢izgisindeki tiim noktalar
ile F denge noktalar1 olarak bulunmaktadir. Pozitif Hubble parametresine sahip
modeller diiz Friedmann modelinden bir CD modeline genislerken negatif Hubble
parametresine sahip olan modeller bir CD modelinden diiz Friedmann modeline

biiziisiirler.

Bu manifoldda H > 0 i¢in CD c¢oziimleri global ¢ekici, F ise global iticiyken; H < 0

durumunda F global ¢ekici, CD ¢oziimleri de global itici olmaktadir.

Goriilecegi gibi bu manifoldda da H < 0 ve H > 0 durumlann birlikte

degerlendirildiginde kararli bir denge noktasi ya da global bir ¢cekici bulunmamaktadir.

Tablo 4.9: Modifiye Chaplygin Gazi icin k = 0,—1 ve 0 < ¥y < % durumunda Denge
Noktalarinin Ozellikleri

Ozdegerler
(2,Q4,Q4) Kararlilik  Etki
A A2 A3
H>0 2-3y 2 2 Kararsiz  Itici
M (0,0,0)
H<0 3y-2 =2 -2 Kararli  Cekici
H>0 3y-2 3 3 Kararsiz -
F (1,0,0) Y Y Y
H<0 2-3y -3y -3y Kararsiz -
H>0 =2 0 3y(a+1) - Cekici

CD (Q,1-Q, oy :
( VIR) H<O0 2 0 3y(a+1) - Itici
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Tablo 4.10: Modifiye Chaplygin Gazi i¢in k = 0,41 ve 0 < ¥y < % durumunda Denge
Noktalarmin Ozellikleri.

Ozdegerler
(0,2,Q4) Kararhlik  Etki
M A2 A3
(1,1,0) H>0 3y-2 3y 3y Kararsiz -
(—1,1,0) H<0 2-3y -3y -3y Kararsiz -
op (L W) H>0 -2 0 Byatl) ; Cekici
(—1,Q, e/7Q) H<0 2 0  3yla+l) ] itici

Sekil 4.9: Modifiye Chaplygin Gazi icin ¢ =1 ve 0 < 7y < % durumunda durum uzayi.
Burada noktalar ¢oziimleri temsil ederken F, M, dS, CH ve CD sirasiyla diiz Friedmann
modelini (Q =1,Q4 =0,Q4 =0,k =0), Milne modelini (Q =0,Q4 =0,Q4 =0,k =
—1), de Sitter modelini (Q = 0,Q5 = 1,Q4 = 0,k = 0), Chaplygin Gaz modelini
(Q=1,Q7 =0,Q4 = *4/7,k = 0) ve Chaplygin-de Sitter ¢dziim ¢izgisini (Q =
Q,Q\=1-Q,Q4 = */yQ, k= 0) gosterir. z ekseni durum uzayinin tiimii i¢in Q4’ya
denk gelmekte ve ortadaki k = +1 bolgesinde dikey ve yatay eksenler sirasiyla Q ve
Q’yu gosterirken yan bolgelerdeki piramit seklindeki £k = —1 bolgelerinde M-F ve
M-dS c¢izgileri Q ve Qp eksenlerine denk gelmektedir. Durum uzayinin sag bolgesi
genisleyen sol bolgesi ise biiziisen evrenleri temsil eder. Coziim noktalarin1 gosteren
harflerin altlarindaki indisler Hubble parametresinin o noktadaki isaretine referans
verirken yoriingeler kirmizidan baslayip siyaha dogru gitmektedir. (MATLAB ver.
R2019b)



! H< 0

Sekil 4.10: Modifiye Chaplygin Gaziicin ¢ =1 ve 0 < 7y < % durumunda durum uzayim
sinirlandiran alt manifoldlar.Burada noktalar ¢éziimleri temsil ederken F, M, dS, CH ve
CD sirastyla diiz Friedmann modelini (Q = 1,Q4 = 0,Q4 = 0,k = 0), Milne modelini
(Q=0,Q4 =0,Q4 =0,k = —1), de Sitter modelini (Q =0,Q4 =1,Q4 =0,k =0),
Chaplygin Gaz modelini (Q = 1,Q4 = 0,Q4 = */7,k = 0) ve Chaplygin-de Sitter
¢oziim cizgisini (Q = Q,Qp = 1—-Q,Q4 = «/yQ,k = 0) gosterir. Yoriingeler
kirmizidan baslayip siyaha dogru gitmektedir. (MATLAB ver. R2019b)

Sekil 4.11: Modifiye Chaplygin Gazi i¢in Diiz (k = 0) Alt Manifold. Bu manifold y ve o¢’nin
degerlerinden bagimsizdir. Burada noktalar ¢o6ziimleri temsil ederken F, dS, CH ve CD
sirastyla diiz Friedmann modelini (Q = 1,Q4 = 0,Q4 = 0,k = 0), de Sitter modelini
(Q =0,y = 1,Q4 = 0,k = 0), Chaplygin Gaz modelini (Q = 1,Q4 = 0,Q4 =

ol/y,k = 0) ve Chaplygin-de Sitter ¢oziim ¢izgisini (Q = Q,Q\ =1-Q,Q, =
1 /¥Q,k = 0) gosterir. Yoriingeler kirmizidan baglayip siyaha dogru gitmektedir.
(MATLAB ver. R2019b)
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4.2.3. v= % durumu

Durum uzayinin ¢atallanma noktasi olan bu durum i¢in tam durum uzayr Sekil 4.12°de
verilmistir. Invaryant alt manifoldlar ise Sekil 4.11 ve Sekil 4.13 teki gibidir. Denge noktalari
ve Ozellikleri Tablo 4.11 ile Tablo 4.12°de verilmistir.

Sekil 4.12°de goriildiigii gibi bu durumda denge noktalar1 AAQ ile CD modelleri olmaktadir.
AAO modelleri F, M ve ilk olarak y’nin bu degeri i¢in karsimiza ¢ikan E modellerini de
icermektedir. H < 0 bolgesindeki yeterince bilyiik bir (Qp + Q4 ) degeri ile baglayan eliptik
modeller biiziiliip genisleyerek tekrar bir CD modeline evrilir, diger modellerin tiimii bir
AA0 modeline biiziisiir. Ge¢mis c¢ekicisi bir AAO modeli olan yoriingeler ise bir CD modeline
genisler. Dolayistyla CD modelleri H > 0 bolgesinde global ¢ekici olurken H < 0 bolgesinde
global itici olmaktadir. AAO modelleri ise H > 0 bolgesinde itici, H < 0 bolgesinde ¢ekici

ozelligi gosterirler.

Gortilecegi iizere durum uzayinin tiimii birlikte degerlendirildiginde bu durum icin de kararh

bir nokta ya da global bir ¢ekici bulunmamaktadir.

* QA = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.13’te goriildiigii gibi bu manifoldda AAO modelleri ile CH modeli denge
noktasi olmaktadir. CH modeli H > 0 icin global cekici 6zelligi gosterirken H < 0
icin global itici davranisi sergiler. AAO modelleri ise H < 0 durumunda ¢ekici, H > 0

durumunda ise iticidir.

Bu alt manifoldda kararlh bir denge noktasi ya da global bir ¢ekici bulunmamaktadir.

e Q4 = 2/yQ Alt Manifoldu:

Sekil 4.13’te goriildiigii gibi bu alt manifoldda denge noktalar1 CH ve dS modelleri
ile sinirlanmig CD ¢oziim ¢izgisindeki her nokta ve M’dir ve yapist 0 < y < %

durumundaki ile aymidir.

Bu alt manifoldda kararli bir denge noktasi ya da global bir ¢ekici bulunmamaktadir.

* Q4 = 0 Alt Manifoldu:
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Bu alt manifold Chaplygin gazimin bulunmadii ve yalmzca Lineer Barotropik
Miikemmel Akiskanin bulundugu modelleri temsil etmektedir. Bu alt manifoldun

ozellikleri Boliim 4.1°de incelendigi icin tekrar vermiyoruz.

Bu alt manifold 6zelinde de kararli bir denge noktasi ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.

e k=0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.11°’de goriildiigii gibi diiz evrenleri temsil eden bu manifoldda CD ¢6ziim
cizgisindeki tiim noktalar ile F ¢6ziim noktas: denge noktalar: olarak bulunmaktadir

ve yapis1 0 <y < % durumundaki ile aynidir.

Tablo 4.11: Modifiye Chaplygin Gaz1 icin k=0, —1 ve = 2 durumunda Denge Noktalarinin

Ozellikleri
Ozdegerler
(Q,Q4,2) Kararlilik  Etki
M A A3
H>0 0 2 2 = Itici
AAO (Q,0,0)
H<0 0 -2 -2 - Cekici
H>0 -2 0 —2(a+1) . Cekici
CD  (Q,1-9Q, a/7Q) :
H<0 2 0 2a+l) i itici

Tablo 4.12: Modifiye Chaplygin Gazi1i¢cin k=0,+1 ve y= % durumunda Denge Noktalarinin

Ozellikleri.
Ozdegerler
(0,9,Q4) Kararhilik  Etki
M A 23
(0,1,0) H>0 0 20 20 - ftici
AAO
(0,1,0) H<0 0 20 20 - Cekici
. (1,Q, ey/yQ) H>0 -2 0 —2(a+l) - Cekici

(—1,Q, «/7Q) H<0 2 0 2(a+1) - ftici
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Sekil 4.12: Modifiye Chaplygin Gazi icin o = 1 ve ¥ = 2 durumunda durum uzayi. Burada

noktalar ¢oziimleri temsil ederken F, M, dS, E, CH ve CD sirasiyla diiz Friedmann
modelini (Q = 1,Q4 = 0,Q4 = 0,k = 0), Milne modelini (Q = 0,Q5 = 0,Q4 =
0,k = —1), de Sitter modelini (Q = 0,Qx = 1,Q4 = 0,k = 0), Einstein statik ¢6ziim
egrisini (H = 0,H’ = 0), Chaplygin Gaz modelini (Q =1,Q5 =0,Q4 = «/7,k=0)
ve Chaplygin-de Sitter ¢oziim ¢izgisini (Q = Q,Q) =1—-Q,Q4 = *{/yQ,k =0)
gosterirken M, F, E coziimlerini de iceren denge noktalart AAO (Qp = 0,Q4 = 0)
¢cOziim c¢izgisini olusturmaktadir. z ekseni durum uzayinin tiimii icin Q4’ya denk
gelmekte ve ortadaki k = +1 bolgesinde dikey ve yatay eksenler sirasiyla Q ve
Q’yu gosterirken yan bolgelerdeki piramit seklindeki kK = —1 bolgelerinde M-F ve
M-dS cizgileri Q ve Q, eksenlerine denk gelmektedir. Durum uzayinin sag bolgesi
genigleyen sol bolgesi ise biiziisen evrenleri temsil eder. Coziim noktalarin1 gosteren
harflerin altlarindaki indisler Hubble parametresinin o noktadaki isaretine referans
verirken yoriingeler kirmizidan baslayip siyaha dogru gitmektedir. (MATLAB ver.
R2019b)
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Sekil 4.13: Modifiye Chaplygin Gaz1 icin @ = 1 ve y = % durumunda durum uzayin
sinirlandiran alt manifoldlar. Burada noktalar ¢oziimleri temsil ederken F, M, dS,
E, CH ve CD sirasiyla diiz Friedmann modelini (Q = 1,Q5 = 0,Q4 = 0,k = 0),
Milne modelini (Q = 0,Q5 = 0,Q4 = 0,k = —1), de Sitter modelini (Q = 0,Q) =
1,Q4 = 0,k = 0), Einstein statik ¢oziim egrisini (H = 0,H’ = 0), Chaplygin Gaz
modelini (Q = 1,Q4 = 0,24 = */7,k = 0) ve Chaplygin-de Sitter ¢oziim ¢izgisini
(Q=0Q,04 =1-Q,Q4 = 2/¥Q, k = 0) gosterirken M, F, E ¢oziimlerini de iceren
denge noktalar1 AAO (Qx = 0,Q4 = 0) ¢oziim ¢izgilerini olusturmaktadir. Yoriingeler
kirmizidan baslayip siyaha dogru gitmektedir. (MATLAB ver. R2019b)

4.2.4. % <Y <2 durumu

Bu durum igin tam durum uzay1 Sekil 4.14’te verilmistir. Invaryant alt manifoldlar ise Sekil
4.11 ve Sekil 4.15’teki gibidir. Denge noktalar1 ve 6zellikleri Tablo 4.13 ile Tablo 4.14’te

verilmistir.

Sekil 4.14°te goriildiigii gibi k =0,—1 ve H > 0 durumunda tiim modellerin gecmis cekicisi
diiz Friedmann modeli olmaktadir ve bu evrenler bir CD modeline genislemektedir. Q5 ve
Q4 nin birlikte sifir oldugu modeller 6nce Milne modeline genislemekte ve daha sonra bir
CD modeline evrilmektedir. Bu bolgedeki diger evrenler ise diiz Friedmann modelinden
direkt olarak bir CD evrenine genislemektedir. K = 0,—1 ve H < 0 durumunda ise ge¢cmis
cekici bir CD modeli olmakta ve bu evrenler diiz Friedmann modeline biiziismektedir. Bu

biiziisme dogrudan dogruya olabilecegi gibi model 6nce Milne evrenine biiziisiip daha sonra
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diiz Friedmann modeline de evrilebilir. Goriilecegi iizere k =0,—1 ve H > 0 ile k =0,—1

ve H < 0 durumlar1 zamanin birbirine gore tersine aktig1 halleri temsil etmektedir.

k = 0,41 ve H > 0 durumunda diiz Friedmann modeli yine tiim modellerin ge¢mis
cekicisidir. Yeterince kiigiik bir (Qp + Q4) degeri ile baglayan modellerin genislemesi
yavaglamakta, bu modeller bir noktadan sonra biiziismeye baslamakta ve tekrar diiz
Friedmann evrenine evrilmektedir. Baglangiclarinda yeterince bilyiik (Qp + Q4) degerine
sahip olan evrenler ise bir CD modelinde sonlanmaktadir. Bu iki durumun ortasinda kalan
kritik (Qa +Q4 ). degerine sahip olan evrenler ise 6nce bir Einstein statik evrenine genisleyip
Hubble parametreleri sifir olmakta fakat bu model kararli olmadig: i¢in evren buradan diiz
Friedmann modeline biiziisebilecegi gibi bir CD modeline de genisleyebilmektedir. k =0, +1
ve H < 0 durumunda ise yeterince biiyilkk bir (Qp + €4) degeri ile baglayan modellerin
gecmis cekicileri bir CD evrenidir. Bu modellerin biiziigmesi bir noktada sonlanmakta
ve model herhangi bir tekillige maruz kalmadan tekrar bir CD evrenine genislemektedir.
Yeterince kiigiik (Qp + Q4) degeriyle baglayan modeller ise diiz Friedmann modeline
biiziismektedir. Bu modellerin ge¢cmis ¢ekicileri yine diiz Friedmann modeli olabilecegi gibi,
bir CD modeli de olabilir. CD modelinden baglayan evrenler kritik (Qx + Q4). degerine
sahipler ise once bir Einstein statik evrenine biiziisiip Hubble parametreleri sifir degerini alir

ve buradan ya diiz Friedmann modeline biiziisiir ya da bir CD modeline genislerler.

CD modelleri H > 0 i¢in ¢ekici, H < 0 icin ise itici olmaktadir. F modeli ise H > 0 i¢in

global itici iken H < 0 durumunda global ¢ekici olmaktadir.

Dinamik sistemi Hubble parametresine bir kisitlama getirmeden bir biitiin olarak
degerlendirdigimizde kararli bir denge noktasinin ya da global bir ¢ekicinin bulunmadigi
goriilmektedir. Bu halde evren bir modelden digerine evrilebilmekte ve dolayisiyla dinamik

bir yapiya sahip olmaktadir.

* QA = 0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.15°te goriildiigii gibi kozmolojik sabitin bulunmadig1 evrenleri temsil eden
bu alt manifoldda denge noktalar1 olarak E, F, M ve CH bulunmaktadir. Yeterince
biiyiik Q4 ile baslayan pozitif Hubble parametresine sahip evrenlerde Chaplygin
gaz1 dominant hale gelmekte ve evren CH modeline genislemektedir. Bu genisleme

dogrudan dogruya olabilecegi gibi modelin hiperbolik olmasi durumunda Q4 = 0 ise
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evren Once Milne modeline evrilip daha sonra CH modeline de genisleyebilir. Kiiciik
Q4 ile baglayan eliptik modellerde ise 2 dominant parametre olur ve evren genisleyip
biiziiserek diiz Friedmann modeline evrilir. Kritik (Q4 ). degerine sahip olan evrenler
ise Einstein statik modeline evrilir ve buradan Hubble parametresinin alacagi degere

gore ya CH ya da diiz Friedmann modeline evrilir.

H < 0 bolgesindeki modeller i¢in gecmis cekici CH, E ya da F noktalardir. Bu
modellerden iticisi CH olan eliptik modeller yeterince biiyiik €4 ile baslamiglarsa
biiziisiip genisleyerek tekrar bir CH modeline evrilirler, yeterince kiiciik 4 ile
baglayanlar diiz Friedmann modeline biiziisiirler. Kritik (Q4). degerine sahip olanlarsa
Einstein statik evrenine biiziisiir ve bu noktadan sonra alacaklar1 H degerine bagh
olarak ya CH modeline genisler ya da diiz Friedmann modeline biiziisiirler. Q4 =
a+)/¥€2 ile baglayan hiperbolik modeller diiz Friedmann modeline biiziigmeden once
Milne modeline evrilirken bunlarin disinda kalan CH kaynakli modeller dogrudan
dogruya diiz Friedmann evrenine biiziisiirler. H < 0 bolgesindeki gecmis cekicisi
Einstein statik evreni olan evrenler dogrudan dogruya diiz Friedmann modeline
biiziisiirken, diiz Friedmann modelinden baglayanlar genisleyip biiziiserek tekrar diiz

Friedmann modeline evrilirler.

Bu manifoldda H > 0 durumunda F itici, CH ise cekici olmaktayken; H < 0

durumunda CH itici, F ise ¢ekici olmaktadr.

Bu alt manifold o6zelinde kararli bir denge noktast ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.

Q4 = 7/yQ Alt Manifoldu:

Sekil 4.15’te goriildiigii gibi bu alt manifoldda denge noktalart CH ve dS modelleri
. [ L. . , q- 2
ile sinirlanmig CD ¢o6ziim ¢izgisindeki her nokta ve M’dir ve yapis1 0 < y < 5

durumundaki ile aynidir. Yani bu alt manifoldun yapis1 y’dan bagimsizdir.

Q4 = 0 Alt Manifoldu:

Bu alt manifold Chaplygin gazinin bulunmadig1 ve yalnizca miikemmel akigskanin
bulundugu modelleri temsil etmektedir. Bu alt manifoldun 6zellikleri Boliim 4.1°de

incelendigi i¢in tekrar vermiyoruz.

Bu alt manifold 6zelinde de kararli bir denge noktasi ya da global bir cekici

bulunmamaktadir.
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e k=0 Alt Manifoldu:

Sekil 4.11°’de goriildiigii gibi diiz evrenleri temsil eden bu manifoldda CD ¢6ziim

cizgisindeki tiim noktalar ile F ¢6ziim noktas1 denge noktalar1 olarak bulunmaktadir.

Goriilecegi tizere kararli bir denge noktasinin bulunmadigi bu manifold Q4 = *+//yQ

alt manifoldu gibi Y’ nin degerinden bagimsiz bir yapiya sahiptir.

Tablo 4.13: Modifiye Chaplygin Gazi icin k = 0,—1 ve % < ¥ < 2 durumunda Denge
Noktalarmin Ozellikleri

Ozdegerler
(2,Q4,Q4) Kararliik  Etki
M ) 23
H>0 2-3y 2 2 Kararsiz -
M (0,0,0)
H<0 3y-2 =2 — 4 Kararsiz -
H>0 3y-2 3y 3y Kararsiz Itici
F (1,0,0) —
H<0 2-3y -3y —3y Kararli  Cekici
H>0 -2 0 3y(a+1) - Cekici
CD (Q7 | Q7 a+\y_7’9) .
H<0 2 0 37v(a+1) - Itici

Tablo 4.14: Modifiye Chaplygin Gaz1 i¢in k = 0,+1 ve % < ¥ < 2 durumunda

Denge Noktalarmin Ozellikleri. Burada, & = (yQ&*+! — %Q“)#l ve X =
V(By+3ay—2a/Q+1)dir.

Ozdegerler
(0,Q,Q4) Kararhlik  Etki
M A A3
(0,9, ) H>0 0 - T ; ;
(0,9, ) H<0 0 T -y ] ]
(1,1,0) H>0 3y-2 3y 3y Kararsiz  Itici
(—1,1,0) H<0 2-3y -3y -3y Kararli  Cekici
(1,9, «/7Q) H>0 -2 0 —3ya+l) . Cekici

CD

(—1,Q, «/7Q) H<0 2 0 3y(a+1) - ftici
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Sekil 4.14: Modifiye Chaplygin Gaz1 i¢in @ =1 ve % < ¥ £ 2 durumunda durum uzayi.

Burada noktalar ¢oziimleri temsil ederken F, M, dS, E, CH ve CD sirasiyla diiz
Friedmann modelini (Q = 1,Q, = 0,Q4 = 0,k = 0), Milne modelini (Q = 0,Q) =
0,Q4 =0,k = —1), de Sitter modelini (Q =0,Qx = 1,Q4 = 0,k = 0), Einstein statik
¢Oziim egrisini (H = 0,H’ = 0), Chaplygin Gaz modelini (Q = 1,Q5 = 0,Q4 =
«l/¥,k = 0) ve Chaplygin-de Sitter ¢oziim cizgisini (Q = Q,Qy =1—-Q,Q4 =
atl/yQ k = 0) gosterir. z ekseni durum uzayinin tiimii icin Q4’ya denk gelmekte ve
ortadaki kK = +1 bolgesinde dikey ve yatay eksenler sirasiyla Q ve Q’yu gosterirken
yan bolgelerdeki piramit seklindeki k = —1 bolgelerinde M-F ve M-dS c¢izgileri Q ve
Q eksenlerine denk gelmektedir. Durum uzayinin sag bolgesi genisleyen sol bolgesi
ise biiziisen evrenleri temsil eder. Coziim noktalarim1 gosteren harflerin altlarindaki
indisler Hubble parametresinin o noktadaki isaretine referans verirken yoriingeler
kirmizidan baslayip siyaha dogru gitmektedir. (MATLAB ver. R2019b)



Sekil 4.15: Modifiye Chaplygin Gazi i¢cin ot = 1 ve % < v < 2 durumunda durum uzayimi
sinirlandiran alt manifoldlar. Burada noktalar ¢coziimleri temsil ederken F, M, dS,
E, CH ve CD sirasiyla diiz Friedmann modelini (Q = 1,Q4 = 0,Q4 = 0,k = 0),
Milne modelini (Q = 0,Q4 = 0,Q4 = 0,k = —1), de Sitter modelini (Q = 0,Q =
1,Q4 = 0,k = 0), Einstein statik ¢oziim egrisini (H = 0,H’ = 0), Chaplygin Gaz
modelini (Q = 1,Q4 =0,Q4 = *1/7,k = 0) ve Chaplygin-de Sitter ¢oziim ¢izgisini
(Q=Q,Q,=1-Q,Q4 = */yQ,k = 0) gosterir. Yoriingeler kirmizidan baslayip
siyaha dogru gitmektedir. (MATLAB ver. R2019b)
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5. TARTISMA VE SONUC

Hem Lineer Barotropik Mitkemmel Akiskan hem de bir karanlik akigkan alternatifi olan
modifiye Chaplygin gazi i¢in ayr1 ayr1 dinamik sistemleri olusturduk, durum uzaylarini
inga ettik ve sistemleri detayli bir bicimde inceledik. Modifiye Chaplygin gazinin hal
denkleminde bulunan o parametresinin durum uzayinin yapisini degistirmedigini, yapinin
yalnizca 7y parametresinin degerine bagli oldugunu gordiik. Hubble parametresine bir
sinirlama getirmedigimizde iki durum i¢in de hem durum uzayimnin tamaminda hem de alt
manifoldlar 6zelinde kararli bir denge noktasi ya da global bir ¢ekicinin bulunmadigini tespit
ettik ve kullandigimiz hal denklemlerinin ve kisitlamalarin gecerli olmasi halinde evrenin bir
baglangi¢ ve sona ihtiya¢ duymadan bir modelden digerine siirekli evrilebildigini ve dinamik
bir yapiya sahip oldugunu gordiik. Bu yaklagimi gelecekteki calismalarimizda diger Bianchi

modellerine de uygulamay1 planlamaktayiz.
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