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Bu tez calismasinda, yiiksek mertebeden alti Hardy—Berndt toplaminin iki farkl ka-
rakter benzerleri tanimlanmig ve karsilik gelen resiprosite bagintilar: (¢cok terimli bagin-
tilar1) elde edilmistir. Ayrica 6zel durumlarda daha once tanimlanan toplamlarin karakter
ben-zerlerinin elde edilip edilmedigi arastirilmis ve Apostol (1950), Mikolas (1957), Ra-
demacher (1956, 1964) ve Carlitz (1964) anlaminda karakter Hardy-Berndt toplamlarinin

da resiprosite bagintilarint sagladiklar1 gozlemlenmistir.
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In this thesis, the character analogs of six higher-order Hardy-Berndt sums are defi-
ned and the corresponding reciprocity relations (linear relations) are obtained. It is also
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ONSOZ

Bu tez calismasinin iki baslica béliimiinden birincisi olan Onbilgiler boliimiinde, Ber-
noulli polinomlar1 ve fonksiyonlari, Euler polinomlar1 ve fonksiyonlari, ilkel Drichlet ka-
rakteri, Dedekind toplamlari, Hardy—Berndt toplamlar1 tamtilmis ve bazi 6zellikleri ve-
rilmistir. Bu tezin esas boliimlerinden ikincisi olan Bulgular ve Tartisma boliimiinde ise
yliksek mertebeden altt Hardy—Berndt toplaminin iki ilkel Dirichlet karakter ve ii¢ ilkel
Dirichlet karakter ile genellestirilmig karakter benzerleri tanimlanmis ve bu toplamlara
karsilik gelen resiprosite bagintilart (¢cok terimli bagintilari) elde edilmistir. Ayrica Mi-
kolés, Carlitz, Apostol ve Rademacher anlaminda karakter Hardy-Berndt toplami i¢in
resiprosite bagintilart da elde edilmistir.

Bu tez ¢alismasinin, bu alandaki caligmalara 6nemli katkilar saglayacagi inancindayiz.

Bu ¢alisma boyunca bilgisini ve zamanin1 benimle paylasan, destegini hicbir zaman
esirgemeyen danisman hocam Sayin Prof. Dr. Miimiin CAN’a tesekkiirlerimi ve siikran-

larimi1 sunarim.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans tezi olarak sundugum “Yiiksek Mertebeden Hardy—Berndt Toplamla-
rinin Karakter Benzerleri” adli bu ¢alismanin, akademik kurallara ve etik degerlere uygun
olarak hazirlandigin belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kayna-

gin1 gosterdigimi beyan ederim.
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Simgeler:
N
Z
7+

SIMGELER VE KISALTMALAR

: Dogal sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

: Pozitif tam sayilar kiimesi

: Gergel sayilar kiimesi

: Karmagik sayilar kiimesi

: n. Bernoulli polinomu

: n. Bernoulli fonksiyonu

: n. Bernoulli sayis1

: n. Euler polinomu

: n. Euler fonksiyonu

: n. Euler sayis1

- Tlkel (primitive) karakter

: n. karakter Bernoulli fonksiyonu
: n. karakter Euler fonksiyonu

: z = + 2y nin sanal kism1 (Im z = y)

: 2z = x + 1y nin reel kismi1 (Re z = z)

vi



GIRIS F. ERDOGAN

1. GIRIS

s(h, k) ile gosterilen ve

k—1

s(h, k) :Z((%)) ((%“))  heZ keN

=0

seklinde tanimlanan Dedekind toplami 77(z) nin doniisiim formiiliinde ortaya ¢ikmaktadir.

Bundan baska, Dedekind toplami1 ve bazi genellemeleri ¢esitli alanlarda ortaya ¢ikmakta-

dir, 6rnegin topoloji (Hirzebruch ve Zagier 1974; Zagier 1973), cebirsel geometri (Pom-

mersheim 1993; Urzda 2010), kombinatorik geometri (Beck ve Robins 2007; Mordell
1951) ve algoritmik giicliik (algorithmic complexity) (Knuth 1981).

Dedekind toplaminin en 6nemli 6zelliklerinden biri resiprosite formiilidiir: ¢, d > 1

ve (¢,d) = 1 olmak iizere,

1 1 /¢ d 1
S(C7d)+3<dac):_1+ﬁ (3+E+EZ>

seklindedir. Bu toplamin bir¢ok genellemesinden biri olan

c—1
abe Z_ v+ 2z — v+ z
Sp’q(my/z): Bp(a c —x)Bq(b c —y)
v=0

Dedekind toplami Hall vd. (1995)’e aittir. Bu toplam, daha 6nce Apostol (1950), Ra-

demacher (1956), Mikoléds (1957), Carlitz (1964) tarafindan tanimlanmis toplamlar1 da
kapsamaktadir. Burada B, (z) p. Bernoulli fonksiyonudur (bkz. Boliim 2.1.).

Dedekind toplaminin bir diger genellemesi ise karakter Dedekind toplamudur. Ilk ka-
rakter genelleme Berndt (1973a) tarafindan

sdei) = > x(n)Bu, (”?d)gl (2)

n mod ck

seklinde tantmlanmus ve karsilik gelen resiprosite bagintisi verilmistir. Burada x, £ modii-
liine gore primitif (ilkel) karakter ve B, (z) p. karakter Bernoulli fonksiyonudur (bkz.
Bolim 2.1.). Apostol ve Carlitz anlamindaki Dedekind toplamlarinin karakter genelle-

meleri ve karsilik gelen resiprosite bagintilar1 Cenkci vd. (2007) tarafindan verilmistir.

Spa(2 b °) Dedekind toplaminin karakter genellemesi ise Can (2020) tarafindan
d\z y z
= v+ Z v+ 2z
Sp,q (a’7 b7 G X1, X2: 2, Y, Z) = Z X1 (U) %p,xg (CLT + ZL') %q <b Cl{} + y)
v=0

seklinde tanimlanmig ve karsilik gelen resiprosite formiilii verilmistir.

1
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1.1. Kaynak Taramasi

Hardy-Berndt toplamlari, klasik say1 teorisinin temel unsurlarindan biri olan Dedekind
az+b
cz+d
kesirsel doniisiimiin a, b, ¢, d katsayilarina bagh olarak log 0;(z), ¢ = 2, 3, 4 i¢in doniisiim

toplamlarinin genellestirilmis bir versiyonudur. Berndt (1978) ve Goldberg (1981),

formiilleri elde etmislerdir. Bu doniisiim formiillerinde, Dedekind toplamina benzer olan

ve Hardy toplamlar1 ya da Berndt’in aritmetik toplamlar1 olarak adlandirilan ve

c—1 c—1

SCURDDICOAREE (o) =30 ((D))
sald. ) = Z o () (%)) st = Z ().
sa(d, ¢) = 2(—1)[1"] , s5(d, ¢) = il (—1)e+ %] ((%))

esitlikleri ile verilen alt1 farkli toplam goriilmektedir. Bu toplamlarin temel 6zelligi olan
resiprosite bagintilarinin farkl ispatlar1 bircok matematik¢i tarafindan verilmistir. Bu top-
lamlarin Apostol anlamindaki genellemeleri Can vd. (2006) tarafindan, Hall-Wilson-Za-
gier, Carlitz ve Mikolds anlamindaki genellemeleri ise Can (2021) tarafindan verilmistir.

Ornegin S (a, ¢) nin Hall-Wilson-Zagier anlamindaki genellemesi

c—1
+ +

c
pu=0

olarak tanimlanmigtr.
Bu calismanin amaci, Hall-Wilson-Zagier anlamindaki Hardy-Berndt toplamlarinin
karakter benzerlerinin tanimlanmasi ve karsilik gelen resiprosite formiillerinin elde edil-

mesidir. Ornegin S, , (a, b, ¢ : x,y, 2) Hardy-Berndt toplaminin
Spﬂ <a7 b7 CiX1, X2+ 4,Y, Z)

ck—1
, v+ z v+ z
= Z (—1) X1 (U) SP*LXQ (GT + l') (C/‘q,1 (b loc + y)
v=0

ve
Sp,q (a,b,c X1, X2, X3 1L, Y, Z)

ck—1
v vtz v+ 2z
- Z <_1) X1 (U) Sp*1»X2 (& c + l’) 811*10(3 (bk—c + y)
v=0
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seklinde iki farkli karakter genellemesi tanimlanmis ve karsilik gelen resiprosite formiil-

leri (belli kogullar altinda)

alfpblqup’q (CL, b7 C XL X2: T, Y, Z)

P
1
= k19 Z (p )(ak)l TS (Cky —ak b X xe 1 2,2, Y)

—1
+ Z (q ) bl h 1+h p qkh qS p+q—h,h (67 b,(l : Y%Xl Lz, —y,ﬂf)

veE

alipbliqqu (CZ b CiX1,X2,X3:2,Y, Z)

_Z(]_1> - 301+§ y qu+q JJ( 7_a7b:Y37YIJX2:Zax7y)

q

q—1 4 . o

+ Z (h —4 1) (_1)h bl hcl+h P qsp‘i‘q—h,h (07 bua X2, X1, X3+ & _ywr)
h=1

seklinde elde edilmistir. Burada &, (x) ve &, (x) p-inci Euler fonksiyonu ve karakter
Euler fonksiyonudur (bkz. Béliim 2.1.). Bu bagintilarin 6zel durumlar1 Mikolés, Carlitz,
Apostol ve Rademacher anlamindaki karakter Hardy-Berndt toplamlarinin da resiprosite
formiillerini vermektedir. Benzer genellemeler ve sonuclar diger Hardy-Berndt toplamlari

icin de verilmigtir.
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2. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, Bernoulli polinomlar: ve fonksiyonlari, Euler polinomlar1 ve fonksiyon-
lar1, Drichlet karakteri, Dedekind toplamlar1, Hardy—Berndt toplamlari tanitilacak ve bazi
ozellikleri verilecektir.

2.1. Bernoulli ve Euler Fonksiyonlari

B,(x) Bernoulli polinomlari,

> kP ke®k
B _— =
> 50 -

p=0
tirete¢ fonksiyonuyla tanimlamir. B,(z)’in taniminda z = 0 alinrsa B,(0) = B, p-
inci Bernoulli sayis1 elde edilir; By = 1, By = —%, By = %, ... ve herp > 1 icin

Bopi1 = Ba,—1(1/2) = 0 dir Jordan 1965). B,(x), p-inci Bernoulli polinomunun Ber-

noulli sayilar1 cinsinden ifadesi

seklindedir.

p-inci Bernoulli fonksiyonlari 8, (x) ve B, ()

r—[z]-% 2 ¢Z
0 , x €L

ve [z], 2’in tam degeridir. Bernoulli fonksiyonlar1 periyodu 1 olan fonksiyonlardir. Ber-

noulli polinomunda oldugu gibi 9B, (x) Bernoulli fonksiyonu da, herhangi bir z igin,

=

1 :
B, (x + %) = n'"PB, (nz)
0

Raabe bagintisini saglar.
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E, (=) Euler polinomlari,

0 xt
Z Byl p‘ etzj— 1
p=
irete¢ fonksiyonuyla tanimlanir.
Euler sayilar E, = 2PE, (1/2) ile tanimlanir, Ey = 1, By = 0, By = —1, B3 = 0,
E, =5,...veherp > 0i¢in Fy,y1 = 0 dir (Jordan 1965). p-inci Euler fonksiyonu,

0<z<lven e Nigin
& (x) =E,(x) ve &y (z+n) = (—=1)" & (z)

esitligi ile tanimlanir (Carlitz 1959). Euler fonksiyonlarinin Raabe bagintisi

n—1
(-1)* &, (x + %) =n"rE, (nx)
k=0

& (1—2) = (-1)", (x) ve &, (~x) = (=1)"' &, ()

seklindedir. Ayrica,

ve n ¢ift olmak iizere

dir.

Onteorem 2.1. (Can 2021) a ve ¢ aralarinda asal pozitif tamsayilar, a tek tamsayt olsun.

x, 2 € R olmak iizere

a—1
& (CM e z) =a P&, (az + cx), c¢ift tamsay: (2.1)
pn=0

-1
HHE, <c
=0

Tanimm 2.2. (bkz. Apostol 1976) a) n € Nigcin x (m +n) = x(m), m € Zve x (m) =0

Q

Ty z) =a P&, (az + cx), ctek tamsay (2.2)
I

dir.

<= (m,n) # 1 kosullarim saglayan 7.’den C’ye tamumli x ¢arpimsal fonksiyona bir n

modiil Dirichlet karakteri denir.



MATERYAL VE METOT F. ERDOGAN

b) x bir k modiil Dirichlet karakteri ve d, k min pozitif boleni olsun. (m,k) = 1 ve
m = 1 (mod d) oldugunda x (m) = 1 oluyorsa d sayisina x i¢in indirgenmig modiil denir.

¢)x, k modiil Dirichlet karakteri d < k olacak sekilde indirgenmis modiile sahip
degilse x ye ilkel (primitif) karakter denir.

Bu calisma boyunca y’nin bir £ modiil ilkel karakter oldugu varsayilacaktir.

x ile genellestirilmis B,, , Bernoulli sayilari ve B,, , (x) polinomlari, sirastyla

X () e’ 6Jt
ekt — 1 ZB”X l

-1
( teJer

J

e

-1 _

zm

e
>< |

Il
=)

irete¢ fonksiyonlariyla tanimlanir. k£ = 1 ise
Bn,l = Bn ve Bn,l (I) = Bn (I)

olur.

x ile genellestirilmis B, , (z) Bernoulli fonksiyonu, € R olmak iizere

B o) = X0 8, (L1F)

Epn ()= (D X0)E, (1) 0. keek 23
=0
olarak tamimlanir.
By (r+mk) =B, (z) ve B, (—r) = (=1)"x (=1) By (), (2.4)

Epo (@ +mk) = (=1)" €y (2) ve Epp (—2) = (1) x (=) Ea () (25)

ozellikleri saglanir.

2.2. Dedekind Toplanm

Eliptik modiiler fonksiyonlarin sayilar teorisine uygulamalarinda 1877 yilinda Dede-

kind tarafindan
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tanimlanan ve Dedekind eta fonksiyonu olarak adlandirilan fonksiyon énemli bir rol oy-

namaktadir. s(h, k) ile gosterilen ve

s(h, k) ::((%)) ((%’“‘)) heZ keN

n=

seklinde tanimlanan Dedekind toplam1 7)(z) *nin doniisiim formiiliinde ortaya cikar:

b mi(a .
1 (azi—d> = ™ 44 (Li(cx 4 d))2(z), ¢ > 0, 2 € H ve ad — be = 1
cz

dir. Bundan bagka, Dedekind toplam1 ve genellemeleri cesitli alanlarda ortaya ¢cikmakta-
dir, 0rnegin topoloji (Hirzebruch ve Zagier 1974, Zagier 1973), cebirsel geometri (Pom-
mersheim 1993, Urzda 2010), kombinatorik geometri (Mordell 1951; Beck ve Robins
2007) ve algoritmik giicliik (algorithmic complexity) (Knuth 1981).

Dedekind toplaminin en onemli 6zelliklerinden biri resiprosite formiiliidiir: h, k > 1
ve (h, k) = 1 olmak iizere

1 1 (h k 1
S(h7k)+8(k7h):_1+ﬁ(E+E+E>

Resiprosite formiilii yanlilik olgusu (bias phenomena) (Alkan vd. 2008), dagilim 6zel-
ligi (distribution property) (Hickerson 1977; Meyer 1997) ve sinirsizlik (unboundedness)
(Rademacher 1956) gibi 6zelliklerin kanitlanmasinda kilit bir rol oynar.

Resiprosite formiilii Dedekind toplaminin tanimindan elde edilebilecegi gibi (Rade-
macher ve Grosswald 1972) 7(z) fonksiyonunun doniisiim formiilii yardimu ile de ispat-
lanabilir (Rademacher ve Uber 1967).

Dedekind toplami

s(hy k) = 2?1 (%) B (%“)

biciminde de ifade edilebilir. Bu toplamin bir¢ok genellemesinden biri olan

c—1
abce — v+ 2z — v+ z
spyq(xyz>=ZBp (a , —x) B, (b , —y) (2.6)

v=0

Dedekind toplami Hall, Wilson ve Zagier’e (Hall vd. 1995) aittir. Bu toplam, daha 6nce
tanimlanmig asagidaki toplamlar1 da kapsamaktadir:

(Carlitz 1964)

c—1
sp(a,c::c,y):Z%p (av—;y%—x) ((vty))’ 2.7
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(Rademacher 1964)

oS (). o

Spalab.c) = > B, () B, (%”) , (2.9)
=0

(Mikolas 1957)

ve (Apostol 1950)

a0 = 35, (2) ((2)). 2.10)

Bu sekilde tanimlanan genellestirilmis Dedekind toplamlarina karsilik gelen resiprosite

bagintilar1 da verilmistir. Bununla birlikte (2.6) ifadesindeki toplamin resiprosite formiilii

a b c
B 1 abc p—1 g1
Gla y - —Zp,—q,(y) (Xfay (v
XY Z T

tiretec fonksiyonlar1 cinsindendir (Hall vd. 1995): a, b, c ikiserli aralarinda asal pozitif
tamsayilar, z, y, 2 € R ve X, Y, Z sifir olmayan ve X + Y + Z = 0 kosulunu saglayan

degiskenler olmak iizere,

a b c b ¢ a c a b
Gla v 2|+9ly 2z 2| +G|2z = vy
XY Z Y Z X Z XY

—1/4, (z,y,2) € (a,b,c)R + Z3,
0, diger

dir.
Berndt (Berndt 1973a, 1973b; Lewittes 1972)’deki yontemleri kullanarak,

[e.9]

> x(m)x(n)

(m+m)z+n+ry)’

G(z,8:x:11,1r2) =
() A (—r1,—r2)

fonksiyonu icin doniisiim formiilleri elde etmistir. Burada y, & modiiliine gore primitif
(ilkel) karakter, 71, 5 keyfi reel sayilar, z € H ve Re(s) > 2dir.r; =7, =0ves =0

durumunda bu doniisiim formiillerinden biri asagidaki gibidir:
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a, b, c, d birer tamsay1 ve ¢ > 0 olmak iizere ad — bc = 1 kosulunu saglayan kesirsel

b
doniisim 7' (z) = a +d olsun. Eger a = d = 0(mod k) ise, z € {x + iy : © > —d/c ve
(674

y > 0} igin

G(X)A(Tz,0:x) =Xb)x(){G(x)A(2,0:X) + mix(—=1)s(d, c;X)}

dir. Burada,

s(de:x)= Y x(n)Buiy(nd/c) By (n/ck)

n mod ck

ile verilen Dedekind karakter toplamidir.
S(c, d, x) toplaminin resiprosite bagntisi, (¢,d) = 1,¢,d > 0 ve ¢ veyad = 0(mod k)
olmak iizere

S(Ca d: X) + 5(d7 c: X) = ELXELY

seklindedir (Berndt 1973a).
Meyer (2000), e(z) = €*™* r = (r1,r9), h = (h1,ha), Re(s) > 2 ve Im(z2) > 0

olmak tizere

A B - x(m)x(n)e((mhi + nhs)/k)
G(z,s:x:1h)= mj;m ((m+m)z+1+7)

(m,n)#(=r1,—72)

fonksiyonunu goz Oniine almistir ve

Amsixnh)= 3 e<m:1)x(m> S X(m)e((me+ra)s-+ra)(n—ha) k) (n—ha)*"!

m>—rq n>ho

fonksiyonu cinsinden yazilabilecegini gostermistir. s = r; = 1o = 0 igin A(2,0 : x :

(0,0), (£, %)) ifadesinin doniisiim formiiliinde

s'(dye:x)= ) (=1)"x(n)Bj (nd/c, x) By (n/ck)

n mod ck

seklinde alternatif Dedekind karakter toplami ortaya ¢ikmistir. Burada E:;({IJ, X),n>1

ve —oo0 < z < 00 igin

k—1
By (e ) = K (1)) B
h=1

ile tanimlanan alternatif genellestirilmig Bernoulli fonksiyonudur. Ayrica, 7'(z) = (az +

b)/(cz + d) kesirsel doniisiimiinde a ve ¢ sayilarinin tek veya ¢ift olma durumlarina bagl

9
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olarak
c o k—1
si(d,c:x) = (=1)By (jd/e,x) Y _(—1)"X(cp + j),
j=1 n=0
ss(d.e:x)= Y x(n)Bj(nd/c,x),
n(mod ck)
c e (e t)
e = S0 B (1)
J=1 pn=0

toplamlar1 goriinmektedir.
(2.7) ifadesindeki toplamin karakter genellemesi Cenkci vd. (2007) tarafindan

ck—1
— a+ — [(a+
sp(byc;x;x,y) = Z x(a)Bp (bTy + :l:) By (%) (2.11)

a=0

olarak ve (2.6) ifadesindeki toplamin bir karakter genellemesi ise Can (2020) tarafindan

ck—1
vtz vtz
Sp.q ((l, b> Ci X1, X250, Y, Z) = ; X1 ('U) %va2 (GJT + ,]j) %q (b7 + y) .
(2.12)

olarak tanimlanmis ve karsilik gelen resiprosite bagintilar1 verilmistir.

2.3. Hardy-Berndt Toplamlar:

Im (z) > 0 olmak iizere, 65(z), 03(z) ve 04(2) teta fonksiyonlari

02(,2’) _ 267ri2/4 H (1 . 67riz2n) (1 + 67riz2n)2’

n=1

93(2> — H (1 o ewiz2n) (1 + em’z(2n—1))2’

94(2) = H (1 _ eﬂ'iZQn) (1 . eﬂ'iz(Qn—l))2

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonlar ile Dedekind eta fonksiyonu arasindaki bagintilar

22 o ) (2/2)
@) == BB = e Y = T

seklinde Rademacher ve Uber (1967) tarafindan verilmistir.

b
Berndt (1978) ve Goldberg (1981), ozt 7 kesirsel doniisiimiiniin a, b, ¢, d katsayilari-

cz
na bagli olarak log 6;(z), i = 2, 3, 4 i¢in asagidaki doniisiim formiillerini elde etmislerdir:
Eger b cift ise

m T

log 0, (Tz) =log by (2) + %log (cz+d) — s ZS4(d’ c), (2.13)

10
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eger a cift ise

log0, (Tz) = logfs (2) + log (cz+d) — WZZ + %1 + 7%7/,93(cl c), (2.14)

eger c + d tek ise

) .
log 03 (T'z) =log 3 (2) + 5 log (cz + d) — % %S(d, c), (2.15)

eger d cift ise
log 0y (Tz) = logf, (2) + log (cz+d)+ mia _ + 7T—Zsl(d c), (2.16)

4c 4 2

egder c ¢ift ise

1 ' d
log 0y (T'z) = log 63 (2) + 5 log (cz + d) — L iy misa(d, ¢), (2.17)

4 4c
eger c ve d tek ise

log by (Tz) =logbs(z) + —log (cz+d) — 7;:—25 — %z + 7r5235(d c). (2.18)

Bu déniigim formiillerinde ortaya ¢ikan S(d,c) ve s;(d,c) (j = 1,...,5) toplamalari,
Hardy toplamlar1 ya da Berndt’in aritmetik toplamlar1 olarak adlandirilir ve

c—1

Sldse) = 3 (=1L, s1(d,c) = Z “0l((%)).

c—

st =S 0 (1) (2)) sao =S e (1),

sa(d,¢) = i (-l ss(d, ) = i - ((2))

seklinde tanimlanir. Goldberg (1981), Hardy-Berndt toplamlariin teta fonksiyonlarinin
Fourier katsayilart iizerine ¢aligmalarinda ve 7,,,(n) teorisinde de ortaya ¢iktigini goster-
mistir. Burada 7,,(n), n nin m tane tamsayinin karelerinin toplam1 olarak temsil edilme

sayisidir. Dedekind toplamina benzer bu toplamlar da resiprosite bagintisini saglamakta-

dir.
Teorem 2.3. (Berndt 1978) ¢,d > 1 ve (¢, d) = 1 olmak iizere, eger (c + d) tek ise
S(d,c)+ S(c,d) =1

11
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d cift ise
1 1/1 c
s1(d, c) = sa(c, d) = 273 (d_c + 3) )

c tek ise
d
233(d7 C) - 34(07 d) =1- 27

(d + c) ¢ift ise

1 1
s5(d, c) + s5(c,d) = 5" 2de

drr.

Can ve Kurt (2014) (ayrica bkz. (Can 2006)), log 6, (z) nin karakter genellemesi olan

B(zs:x) =Y > x(m)x(2n+1)(2n + 1)* ! emm@1i (2.19)

m=1 n=0

fonksiyonu icin doniisiim formiilleri vermistir. Bu doniisiim formiillerinde

Sdes ) = 3\ B (1),

2c
n=1
ck—1 dn,
saalde20 = 3 (1" x(0 B (),
n=1

ck—1 o dn
34,p<d7 cix)= X(n)an <_>

toplamlar1 ortaya ¢ikmaktadir. Daha sonra, Boztag ve Can (2019) log 65(z) nin karakter

genellemesi olan

(z,8,%) Z Z X (m (—)™ nsleE (2.20)

n=1m=1
fonksiyonunu tanimlayip doniisiim formiillerini elde etmislerdir. Bu doniisiim formiille-
rinde de s, (d, ¢), so(d, ¢) ve s5(d, ¢) Hardy—Berndt toplamlarinin karakter genellemeleri

olan

2, (d,¢,X) = Z (=1)" X (n) By (d—”) Bi ().

o (d,6) = 3 (1 X ()61 ()5 (5)

n=1

12
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toplamlar1 ortaya ¢ikmaktadir.

Hardy—Berndt toplamlarinin (2.10) anlamindaki genellemeleri Can vd. (2006), (2.6)—
(2.9) anlamindaki genellemeleri ise Can (2021) tarafindan verilmistir. (2.6) anlamindaki
yiiksek mertebeden Hardy-Berndt toplamlari

c—1
n+z w+z
Spqa,bc:z,y, z) = Z (=)&) (a . + m) Ei1 (b . + y) . (2.21)

n=0

v+ z v+ z
Szg}q)(a,b,c:a:,y,z) Zé'pl( x)%q(b . +y),

c—1
v v+ z v+ z
TR e N

v=0
— +z + 2z

Sf’f) (a,b,c:x,y,2) = E (=1)HEp-1 (aﬂ - x) B, (bu + y) , (2.22)
n=0 ¢ ¢

c—1
} : + +z

SI(;LQ) (a’ b,c:x,y, Z) F gp—l (aﬂ + 37) gq—l (bu p + y)
n=0

seklinde tanimlanmustir ve asagidaki resiprosite formiilleri kanitlanmistir.

Teorem 2.4. (Can 2021) a,b ve c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar olmak iizere

a + b+ c ¢ift tamsayt olsun. p,q > 1ve x,y, 2 € R olsun. Bu durumda:

al_pbl_qu’q (a7 b7 C: I? y7 Z)
p
-1
_ Z (p 1)a1—Jcl+J PaS i (c,—a,b: z,x,y)
i

-1
+ Z (q ) Yrpthtthrag (e bya 2, —y, x) (2.23)
esitligi vardir.

Teorem 2.5. (Can 2021) a, b, c pozitif tamsayilar ve c ¢ift tamsayi olsun. z,y, 2z € R ve

D, q Z 1 olsun.
—prl—qa(2
1=ry qS(q)abc T,1, %)
p
g (p 1=j d+j—p— qsﬁq ”(c —a,b:z,x,y)
Jj=0 J
P~ (4
o 5 (h)( )hbl " 1+h - qu+q hh(c7 b,CL : Za—y,l’) (224)
h=0

esitligi saglanir.

13
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Teorem 2.6. (Can 2021) a,b ve c ikigerli aralarinda asal pozitif tamsayilar olmak iizere

a + c ¢ift tamsayi olsun. p,q > 1 ve x,y, z € R olsun. Bu durumda:

q
i —1 o
= —g (p )al_]cl+j_p_q3(4) (c,—a,b:z,x,9)

P+q9—3,3
~ (q
_ p—q (35
+ (h)(—l)hbl helth=p qSISJ;qlh’h (c,b,a: z,—y,) (2.25)

esitligi saglanir.

Bahsi gecen genellemelerden baska Hardy—Berndt toplamlarinin farkli genellemeleri
de calisilmigtir. (Boztag ve Can 2019; Can vd. 2006; Can ve Kurt 2014; Dagli ve Can
2013; Liu ve Zhang 2007; Liu ve Gao 2012; Meyer 2020; Simsek 2006, 2009), bunlar-
dan bazilan resiprosite bagintilarim1 saglar (Boztas ve Can 2019; Can 2006, 2021; Can
vd. 2006; Can ve Kurt 2014; Daglh ve Can 2013) ve bu toplamlarin sonlu trigonometrik
seri temsilleri ve sonsuz seri temsilleri (Berndt ve Goldberg 1984; Can ve Cenkci 2006;
Goldberg 1081; Simsek 2003), ii¢ terim bagintilar1 (Can 2021; Goldberg 1981; Pettet
ve Sitaramachandrarao 1987; Simsek 1998), dagilim 6zellikleri (Meyer 1997), sinirsizlik
(Can 2000, 2004; Meyer 1997), Petersson—Knopp 6zdesligi (Liu ve Gao 2012; Sitaramac-
handrarao 1987), ortalama deger 6zellikleri (Dagh 2020, 2021; Dagh ve Sever 2022; Liu
ve Zhang 2005,2007; Peng ve Zhang 2016) gibi 6zellikleri ¢calisilmistir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde yiiksek mertebeden Hardy-Berndt toplamlarinin karakter benzerleri ta-
nmimlanacak ve bu toplamlarin sagladig1 resiprosite bagintilar1 verilecektir.
Bu calismanin bundan sonraki kisminda, k bir tek tamsay1, x bir £ modiil ilkel karakter

olarak varsayilacaktir.
3.1. Iki Ilkel Karakter Iceren Hardy-Berndt Toplamlari

Bu boliimde iki ilkel karakter iceren Hardy-Berndt toplamlari ve kargsilik gelen resip-
rosite bagintilar1 verilecektir.

31.1. S,,(a,b,c:z,y,z) toplammn karakter benzeri

(2.21) ifadesinde z — (m+2)/k ve x — (n+x)/k yazalm ve (—1)"""x; (m) X, (n)
ile carpalim. Sonra m(mod k) ve n(mod k) iizerinden (2.3) ifadesini kullanarak toplaya-

lim. Sol taraf

bl n+x m+z
(1 ()% (1) S (02 22 )
m=0 n=0
k—1 k-1
=Y > (=)™ x1 (m) X (n)
m=0 n=0
c—1 m+z m-+z
+ + mbz
ST (=1 €, (a“ k ”*x) 4t (b“ E +y)
= c k c
k—1 c—1 m-+z
m +
=3 ) g (0 )
m=0 p=0 ¢
k—1 Tz
o n+r+ ak—+—
x Z (—=1)" Xz (n) Ep ( 2 )
n=0
A kp+m+ z kp+m+ z
= klp% i (=)™ x1 (m) Epixe (x ta c ) €41 (b ke * y)

seklini alir. Burada v = ku + m doniisiimii yapilir ve x1 (ki +m) = x1 (m) oldugu

ozelligi kullanilirsa da sag taraf

ck—1
- v vtz vtz
Fr S (1) 30 (0) &, <x+a : )g (b - +y)

v=0

15



BULGULAR VE TARTISMA F. ERDOGAN

sekline doniisiir. Bu toplam,
pa (@, 0,¢0 X1, X2 1 2,9, 2)

ck—
v+ Z v+
— Z p 1,x2 (CLT +Z’> (C:q,1 (b loc —i—y)

v=0

olarak tamimlanirsa,

kl_pSP,q (Cl,b,C X1, X2 LY, Z) (31)
elde edilir.

Teorem 3.1. a,b ve c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar olmak tizere a + b + c ¢ift

tamsayt olsun. p,q > 1 ve z,y, z € R olmak iizere

axlipbliqsp,q (a/7 b: c: Xl? X2 : x? y? Z)

p
1 B
= k19 Z (P ) (ak) 7 (Ck)lﬂ & Spta—ii (ck, —ak,b: X1, X2 2,2,Y)

—1
+Z (q ) bl h 1+h R qkh 19, p+q— hh(c b a: X2aX1 . y,l’) (32)

esitligi saglanir. Burada

Sp’ (C a, b- X1, X2 2, y) (_1)M L ( H’ b Y +Z> Sq,LXQ (a_u ; Y —|—13)

dir.

Ispat (2.23) ifadesinde © — (n + x)/k ve z — (m + 2)/k yazp esitligin her iki
tarafim (—1)"""x1 (m) X, (n) ile ¢arpalim. Sonra m(mod k) ve n(mod k) iizerinden
(2.3) ifadesini kullanarak toplayalim. Islemler sirasinda v = kp + n doniigiimiinii ya-

pip x1 (kp+n) = x1 (n) dzelligini kullanarak agalim: O

(2.23) ifadesinin sag tarafi i¢in (3.1) ifadesini kullanip her tarafi a' ~?b' 7 ile carpalim.
Oyle ki

k—1 k-1

_ yrtn n—+ax m+ z
al~Ppl— qzz + )X2Spq<a7b,62 2 Y, 2 )

m=0 n=0
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F. ERDOGAN
= alipbliqklipgp,q (0’7 ba Ci X1, X2+ 4, Y, Z)
= (ak)'"7Pb'79S, 4 (a,b,c 0 X1, X2 1 T, Y, 2) (3.3)
elde edilir. Ayni iglemleri (2.23) ifadesinin sag tarafi i¢in yaparsak
P »— 1 k—1 k-1
S (77 ]t S )Ty () Sy (6 b 2,20)
, j—1
j=1 m=0 n=0
q q 1
—1 hbl—h 1+h—p—q
£ (1 ) e
h=1
k=1 k—1
X Z (—1)m+nX1 (m> X2 (n> Sp+q—h,h (Cv b7 a:z,—y, $)
m=0 n=0
b—l k—1
_:0 P=1\ 1 14jpq & pt+y m+z
- . a -c Eptq—j—1 | € +
: 7 —1 b k
j=1 ,u:(] m=0
i p+y n+zx
X S 1)K (1) €51 (—a ty, ot )
n=0

q g—1 k—1 a—1 It nte
+ (h y 1) (_1)h pl—h1+h—p—q Z Z (—1)“ (_1)n72 (n) &1 (b - k_ y)
h=1

n=0 p=0
k—1 ntx
m B4+ == m+z
X (=1)"x1 (m) Eprg—n—1 <C oy )
— a k
ifadesine doniisiir. Burada
k—1
n+x — ak®Y +
1 )& () =g (o k)

n=0

v+ v+
X (—=1)° Xy (v) Ep1 (b — y) Epra—h-1x, (c + z)
— ka a
— E ( 1) (ak)' 7 (ck)HI—Pragx (ck,
j J—

p+q—73,7 (lk b X17X2 Z,T y)

17
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-1
+Z (q ) ) b (k) S, (6,0 Xy X 2~y ) (B4
elde edilir. (3.4) ve (3.3) ifadeleri kullanilarak
(a‘kl)lipbliqqu (CL b CiX1,X2:4,Y, Z)

—Z( ) ak)' I (ck)HTrmagy o (ck, —ak, b Xy, X2 1 7,2, Y)

-1
+Z(q ) (k) S, (6 b, 0 X X £ 2, )

ifadesi elde edilir. Esitligin her iki tarafin1 k7~ ile ¢arparsak,

alipbliqsp,q (CL, ba CiX1, X2 T, Y, Z)

P
1— p—1 1—§ 1 .
=k qz<j_1)(ak) —Jeltimp 130 ”(ck —ak,b: X, x2: 2,%,Y)

—1
+Z(q ) )b e gh g s ()b a i Xy X ¢ 2 — Y )

elde edilir ve (3.2) kanitlanmais olur.

Teorem 3.1 ifadesinde p = ¢ = 1 alinirsa asagidaki ii¢-terim bagintis1 elde edilir.

Sonug 3.2. a,b ve c ikigerli aralarinda asal pozitif tamsayiar ve a + b + c ¢ift tamsay:

olsun. x,y, z € R olmak iizere

Sl,l (CL, b,C X1, X2 - 4L Y, Z) + Sl,l (Ca b,(l : Y27Y1 Lz, —y,x)

— 87 (ck, —ak,b: Xyoxe 22, y) = 0
lic-terim bagintist saglanir.

Teorem 3.1 ifadesinde ¢ = 1 = b ve y = 0 alinirsa

Sp(a,c:xi,x2:x,2)=5,1(a,1,¢:x1,x2:2,0,2)
k

= v v+ 2z v+ 2z
= U 0 (o o) & (L)

v=0

Carlitz anlaminda karakter Hardy-Berndt toplamui i¢in resiprosite bagintisi elde edilir.
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Sonuc¢ 3.3. a ve c aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + c tek tamsayi olsun. x,z € R

olmak iizere

a' ™S, (a,c: X1, X2 2, 2) ¢S, (e,at Xg, Xy ¢ 2, T)

p
1 o
= Z (p )aljcjpS;HM (ck,—ak,1:%;,x2: 2,2,0)

=R
p p _ 1 o
- Z (] - 1) al_JC]_pgp—J}Xl (Z) gj—17x2 (:L‘)
7j=1

resiprosite bagintisi saglanir.

z = z = 0 durumu

Sp (@, ¢ X1,x2) = Spa (@, €1 x1, X2 1 0,0) = Z (=1)" x1 (v) Ep1xe (%) €o (%) ;

Apostol anlaminda karakter Hardy-Berndt toplami i¢in resiprosite bagintisini verir.

Sonuc¢ 3.4. a ve c aralarinda asal pozitif tamsayilar olmak iizere a + c tek tamsayi ise
al_pSP ((I, C: X1, XQ) + Cl_p‘sp (Cv a: Y27 Yl)
— p— 1 o
=2 (j _ 1) QIITE, 0 (0) €10 (0)
j=1

seklinde resiprosite bagintist saglanir.

3.1.2. Slgfg(a, b,c:x,y,z2), (j =1,2) toplamlarinin karakter benzerleri

S,S{Q(a, b,c: x,y,2), (j = 1,2) Hardy-Berndt toplamlarinin iki ilkel karakter iceren

genellemelerini

ck—1
v+ 2 v+ 2
S;lq)(ch ba Ci X1, X2+ 1,9, Z) = Z X1 (U) 51,,10(2 (Cl c + I> %q (b? + y) )

ke—1
v U+Z U+Z
Syalabeixixe i 2,y,2) = 3 (=1)"x (0) B, (a c +x) By <b? + y)

v=0

C

c—1
’ Tz + z
S (@b i xa 30, 2) = D & (ak” " :c) B (bk“ — y)
pn=0
seklinde toplamlar olarak tanimlayalim.

19



BULGULAR VE TARTISMA F. ERDOGAN

Not 3.5. qu)(a, bc:x1,Xx2: T,Y,2), (j = 1,2) toplamlarmda b = 1, x =y = z = 0,
X1=Xe=X,P— (p+1—m)veq— malimrsa

ck—1
1) ) . av v
Sptt-mm (@, 1,c:x,x:0,0,0) = ZX pmx<c>%m<k—c>
= S1,p+1-mm ((I, C: X) (35)
ve
ck—1 av v
S;(j-)l—m,m (0’7 17 C XX 07 07 0) = Z (_1)” X (U) %p+1—m7X <?> %m <E>
v=0
= S2p+l-mm (a> c: X) (36)

elde edilir. (3.5) ve (3.6) toplamlart ise

(z,8:X) Z Z X (m (=)™l

n=1m=1

Sfonksiyonunun doniisiim formiillerindeki katsayilardir (Boztas ve Can 2019).

Ayrica Slgfq)(a7b,c DXL, X2 ¢ T,Y,2), (J = 1,2) toplamlart asagidaki bagintiy1 da

saglar.

Teorem 3.6. a, b, c pozitif tamsayilar ve c ¢ift tamsayt olsun. x,y,z € Rve p,q > 1 icin
al_pbl_qkl_pSgg(a, b,c:X1,X2: T,Y,2)

P

q,1-p;1— p

— —§k1 Pfla E <j>a1 Jeti=p= qu+q (e =a,b X, X2 0 2,2, Y)
=0

q

p q o

_ 5 (h)( )hbl h 1+h —p— qkl—i-h P qu+q hh(c’ b,a * X2, X1 - Z’—Zy,qj)
h=0

esitligi saglanir.

Ispat a,b, c pozitif tamsayilar ve c ¢ift tamsay1 olsun. (2.24) ifadesinde z — (n+z)/k ve
z — (m+ z)/k yazip her iki tarafi (—1)"x1 (m) X, (n) ile ¢arpalim. Sonra m(mod k) ve
n(mod k) iizerinden (2.3) ifadesini kullanarak toplayalim. Islemler sirasinda v = kju + m
doniistimii yapalim ve x; (ku + m) = x1 (m) 6zelligini kullanarak agalim:

k=1 k-1

n+x m—l—z)
k 7y7 k

m) X (n) SI(),Qq)(a, b,c:

m=0 n=0
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= i(—l)mm (m) i(—l)u%q (b'u + > . <n +u —i—ljk )

m=0 ©n=0 n=0
1—p pla vtz (U
=k ;(—1) X1 (V) B,y | @ . +z ) B, b ? +y
buradan ise
k-1 k—1
+x m+z
SO (g b e
— nzo X2 ( ) D,q a,o,c [ Ys L

= KPS (a,be X2t Ly, 2)
elde edilir. -

Simdi benzer islemleri S,(,,lq) (¢,b,a : z,—y, z) toplam i¢in tekrarlayalim oyle ki = —
(n+x)/k ve z = (m + 2)/k yazip (—1)™x1 (m) X, (n) ile ¢arpalim. Sonra m(mod k)

ve n(mod k) tizerinden toplayalim:

k-1 k—1
. m -+ z n—+x
<_1) X1 (m) X2 (n) S](qu) (Ca ba a E Y, L )
m=0 n=0
k—1 k—1 a—1 nta i
m - P+ = m+z A T
=D D> (D)™ (m) Xy (n)> (c k4 ) B, <b B _ y>
m=0 n=0 =0 a k a
a—1 k-1 n+x k—1 n+x
— ot m L+ == m+z
- X2 (1) By (b e ?J) (=1)"x1 (m) Ea (C k4 2 )
pn=0 n=0 a m=0 a
T~ kp+n+w kp+n+ o
= kP . 0Y2 (n) B, (b > - y) Ep-13, (Z +ck i )
p=0 m=
ak—1
— _ v+ T v+ x
— kP 2 Xo (v) Epa X1 (Z +c . ) B, (b e y)

elde edilir. Burada v = kp + m doniisiimii yapilmig ve x5 (kp +n) = xo (n) ozelligi
kullanilmuagtir.
Son olarak ayni islemleri S,(,,lq) (¢, —a,b: z,z,y) toplami i¢in tekrarlayalim. Elde edilen

sonug

k—1 k-1
1 m+z n+x
Z X2 (n) Sé,q) <C> _aub' k| k 7y)

m=0 n=0
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—~

1)*

= /{Zlipkliqs ,q (C, —a, b: X1, X2 © 2,7, y)

ks

seklinde olur. Bulunan esitlikler birlestirilirse istenen sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.7. a,b, c pozitif tamsayilar ve c c¢ift tamsayt olsun. x,y,z € R olmak iizere

asagidaki iic-terim bagintisi saglanir.

1
2 1 — —
Sil)(aa bvc S X1, X2t l‘,y,Z) - §S§,1)(Ca baa' “X2: X1 R _yvx)

ak—1

b
2ck

* _ v v+ x
#3Semab i T s = 5 O (1 T (0)Ba, (T 42

DO | —

v=0
Ispat Teorem 3.6 ifadesinde p = ¢ = 1 alimirsa

1

2 1 —_
Sil)(aab?C XL X2 T Y, Z) - 58%71)(0, bva " X2, X1 ¢ R _yax)
L c)« -
+§S§,11) (Cﬂ _a’b:XDXQ :Z,[E7y)

I, * o I _
= —5ac 155713 (¢, —a,b: Xy, X2 2,%,Y) — ibc % 155713(0, bya: X, X1 2, —Y,T)

elde edilir. Burada  ilkel karakter iken

. k—1
- i Jt+x _ _
Box (z) =k~ X(J)%o( )zkpl X () =0
oldugu kullanilirsa,

55713*(0, —a,b: Xy, X2 2,7,Y)
b—1
- Z&Xl (kcﬂ —I: Y + z> Bo.xs <—aku —I: Y + Jc) =0
n=0

oldugu goriiliir. Ayrica

ak—1
— v v+x
55,28(07 ba a:Xo, X142 7Y, LL') = Z <—1) X2 (’U) %QXI (C + Z)
v=0 a
seklindedir. O

Teorem 3.6 ifadesinde ¢ = b =1, y = 0 alinir ve

Slgl)(a,c DX1, X2 1T, 2) = S](),ll)(a, Le:xi,xe: 2,0, 2)

ck—1
U+ z v+ 2z
- Z X1 (V) Ep-1,x (a B + $> By ( Ic ) )

v=0

22



BULGULAR VE TARTISMA F. ERDOGAN

Sl(f)(a,c DX1, X2 1T, 2) = Sf)(a, Le:xi,xe: 2,0, 2)

1
ke—1

v v+ 2z U+ 2
= (—=1)" x1 (v) Bpro (a . +a:> %1( o )

v=0

Carlitz anlaminda karakter Hardy-Berndt toplamlar1 kullanilirsa asagidaki resiprosite ba-

gintist elde edilir.

Sonug 3.8. a ve c aralarinda asal pozitif tamsayilar ve c ¢ift olsun. x, z € R olmak iizere
al_psz()2)(a7 € X1, X2+ L, Z) - gcl_psg()l)(C? a: XQ’Yl : Z,ZL’)

Loy (P P
= —§k:1 pz (j) IITPE, s (2) B, (1) — o pSpHO(c,l,a Xo> X1 : 2,0,7)
=0

resiprosite bagintisi saglanir.

z = z = 0 durumu

ck—1

S(l)<a C: X1>X2> S(l)<a C:X1,X2 - le p 1,x2 ( )%1 (/{ZC)
ke—1

51(72)(@,0 D X1, X2) = S](fl)(a, L,e:x1,x2:0,0) = Z (—=1)" x1 (v) Bprs ( ) B, <k‘c>
v=0

Apostol anlaminda karakter Hardy-Berndt toplami i¢in asagidaki resiprosite bagintisini

Verir.

Sonuc 3.9. a ve c aralarinda asal pozitif tamsayilar ve c ¢ift ise

a pSz()Q)(a’ c: X17X2) cl_pS;()l)(caa : XQaY1>

2

1y~ (P P
= _Ekl b (j) il PE)- ]X1( )%]',Xz (0) - % pSp+10(C>1>a Xa:X1) (3.7)
=0

resiprosite bagintist saglanir.

Not 3.10. (3.7) esitligindeki son terim

SZ(H-)I o(c,1,a: X2, X1) ZY2 (v) &z, (CU> Bo <k1>
v=0
= %Yz (v) Epx, (CU>
v=0
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Jj=0 v=0
v — u+ pk
ke—1 a—1 k-1 ;
2 - utag g
= — + 1 ( C)p Z(—l)JX1<]) X2 (u) %p+1 ( k E)
P =0 1=0 u=0
2 kc\? he ] . k=1 U aj
p—i—l(a) ]Zo( )XI(J)UZOXQ(U)%;;H <k+kc>

seklinde yazilabilir. Obeb(a, ck) = 1 oldugundan j mod ck yi tararken o = aj de mod ck

vt tarar. Buradan

_ uooaj
S D xa0) Y X () By (E + E)
7=0 u=0
k—1 kc—1 u A
=V Y. —1 @ —_ _—
%@ 3% () 3 1@ B G+ )
a— v+ pk
k—1 k—1 c—1 v "
—ilrod ~ _1)\?v ; 1\~ - . _
= %1(@) Y% () Y (1)) D (1 B (7 -+ 5)
u=0 v=0 n=0
k—1 k—1
_ P+l N~ 1y cu v
= (@ T ) )G (T4 )
k—1
p+1 1 .
- 1( )T (Ck‘)p UZ:; X2 (U) gpfl X1 (Cu)
elde edilir. Burada
k—1 N k—1
Xo (1) Ep15, (cu) = (D)) X () Ep-1x, (ke — ku)
u=0 u=0
2.5 G
Z DT (D) (1)) X (1) Epg, (cu)
u=0
oldugundan
Sz(jr)l,()(c’ 17 a: Y%Yl)
0, (=) x2 (1) x1 (=1) = =1
_ k—1
- _1)¢tp__ _
E X (—a)xa (1)) X (W) Eparg, (cu), (1) xa (1) xa (—1) =1
u=0
elde edilir.
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3.1.3. Sg’qﬁ)(a, bc:z,y,z)ve Sf,flq)(a, b,c: x,y, z) toplamlariin karakter benzerleri

a, b, ¢ pozitif tamsayilar ve a+ c ¢ift tamsay1 olsun. (2.22) ifadesinde = — (n+xz)/k ve
z — (m + z)/k doniigiimii yapalim ve her iki tarafi (—1)"""y; (m) X, (n) ile ¢arpalim.

Sonra m(mod k) ve n(mod k) iizerinden toplayalim. Oyle ki

yrny _ n+xr m+z
Z )% ) 850 (e L )
m=0 :0
-1 k-1
)™ X1 (m) Xy (n)
m=0 n=0
c—1 m+z
_|_
« SO (1)rE, (a“ E ””) (b )
n=0 ¢
k—1 c—1 m+z
my N+
S E e (2 )
m=0 p=0
Al n+x+ak“+m+z
x 3 (~1)"%s (n) €5t )
n=0
k—1 c—1
k k
— (=1)**"™ 1 (m) B, (b u+km+z N ) KorE (:v—kak%)
m=0 pu=0

olur. Burada v = ku+m doniigiimii yapilir ve x; (ku + m) = x; (m) dzelligi kullanilirsa

sag taraf

ck—1

_ v v+ z vtz
k! pZ(—l) X1 (V) Ep—1xs (a . —i—x) B, (b o —l—y)

v=0

sekline doniisiir. Bu toplam

S5 (a,b,c: x1,x2 1 2y, 2)

. v+ 2z v+ 2z
(=1)" x1 (v) Ep—1xs (a . + x) ‘B, <b e + y) (3.8)

v=0

olarak tanimlanirsa

k—1 k—1
n - n-+ax m—+ z
Z m+ X1 (m) X2 (Tl) S;z()?(f)) <CL, ba C: k 'Y, L )
m=0 n=0
P8BS (a,b, X1, X2 ¢ T, Y, 2)
elde edilir.
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Bu iglem (2.25) ifadesi i¢in tekrarlanirsa

N +
Sﬁq) (cya,b:x1,x2: 2,%,Y) Zé'p 1y ( ; ty )5(117)(2 (aklL 2 i —|—a:)

gosterimi altinda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.11. a,b ve c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + c cift tamsayi

olsun. p,q > 1ve x,y, z € R olsun. Bu durumda:
al_pbl_qSIf’f (a,b,c:x1,Xx2: T,Y,2)
_gkl—pkl—qi (f: Dal JetimrmagWe (e —a, by, X ¢ 2w, Y)
j=1
+ Z ( ) 1)yt~ hetthmpmaplrh=p- quiz) (60,0 X, Xy 1 2, =Y, )

esitligi saglanir.

Not 3.12. (3.8) ifadesinde b =1, x =y=2=0,x1 =x2=X, (p—1) = (p —m) ve

q — m alimirsa

ck—1
S (@ L0t X0 x 2 0,0,0) = 3 (<1)" X (0) Epemy (0) B ()
v=0

= S5 p+1—-m,m (CL, C: X)

elde edilir. Bu toplamlar

(2,8: %) Z Z X (m (—)™ P

n=1 m=1

Sfonksiyonunun doniisiim formiillerindeki katsayilardir (Boztas ve Can 2019).

Sonug 3.13. a, b, c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + c ¢ift tamsay: olsun.

x,Yy, z € R olmak iizere asagidaki tic-terim bagintist saglantr.

3(35 (abc X1, X2+ 2,Y,2 )+SS5)(Cabaa:Y2aY1:27_y7‘r)
ak—1

* — 14— r— v+ T
SV (e —ab: Xy, X2t 2w, y) =be R (—1)'%, (v) Sy, (— + )

v=0

N | —

+
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Ispat Teorem 3.11 ifadesinde p = ¢ = 1 alinirsa

S(3 (CL b CiX1,X2:2,Y,2 >+S£31’5)(Ca b>a:Y27Y1 : Z,—y,l’)

1 “ _ _
+§S£j11) ( —a, b: XlaX? <, T y)_bc lk 18(35 (C,b,aIX27X122,—y,I)

elde edilir. Burada

— o v+ V4T
SE(e b, X0 X 2=y, w) = 3 (1'%, (v) Eux, (c - +z> B, (b -
v=0
ak—1
v+
=Y T 0 (T )
v=0

dir.
Teorem 3.11 ifadesinde ¢ = b = 1 ve y = 0 alinirsa
51(7375) (avc:XlaXQ Y ) 5(35 (CL,l,C X1, X2 + T, 0 Z)

ck—
U+ 2z v+ 2z
Z p 1,x2 (CL 3 +l’) %1( Loc )

v=0

gosterimi altinda asagidaki sonug yazilabilir.

Sonuc 3.14. a, c aralarinda asal ve a + c pozitif ¢ift tamsayt ise

al_pS]g&B) ((l, C:X1,X2 7T, Z) + Cl_pkl_pSI()&S) (Ca a: Y?v%l 2 ZL‘)

P S (p—1
- Z<j_1) IITrE, iz (2) €1y (2)
j=1

—p1.—p (3, _
+c Pk pSz()—l—El’?O(C? 17 a:Xos X1+ % 07 ZL')
bagntist saglanir.
Ispat Teorem 3.11 ifadesinde ¢ = b = 1 ve y = 0 alinirsa

al_pSSf (a,1,¢:x1,x2:2,0,2) +¢ _pk‘l_pS (c, L,a: Xy, Xy 2,0,2)

p
1
—ng(f_l) SIS (e a1y e £ 2.2.0)

+ Pk PS! +10(c 1L,a:%Xs, Xy : 2,0,2)
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elde edilir ve burada

3,5 — -
S]z(J—i-l)D(C 1 a:iXos X1 ¢ Z,O,l’

IS}
Mx‘
O =

v+ v+
v (O
(—1) X2 (V) Ep-1x, <CT + Z)

seklindedir. U

@
E‘
,_.

<
o

x = z = 0 durumu i¢in
5;5) (a,c:x1,X2) = 5,§3’5) (a,c:x1,x2:0,0)
P v v
r Z Ep-10 (ag> By <k:_c)

esitligi Apostol anlaminda karakter Hardy-Berndt toplami i¢in asagidaki resiprosite ba-

gintisin1 verir.

Sonug 3.15. a, ¢ aralarinda asal ve a + c pozitif ¢ift tamsayt olsun.

'SP (a,¢ 1 x1, x2) + PRSP (e 0 X, W)

- (p—1 o o
- Z <] _ 1) e P€p—ixi (0) €1y, (0) + 7Pk psﬁi?o(C»a : X2s X1)
j=1

Teorem 3.11 ifadesinde p = a = 1 ve x = 0 alinirsa
bl_q5(3’5) (b,c:x1,X2:9Y,2) — g (—ke)' ™ xo (—1) 5(4)*(0 b:X1,X2: 2, Y)
+ Z ( ) )b RS (e, b L X X £ 2,9, 0)
seklinde bir bagka baginti elde edilir. Burada

SES (bye:xa, X2t 4, 2) = S5 (1L,b, et Xty X2 1 0,7, 2)

ck—1
» v+ 2z v+ 2z
= (=1)" x1 (v) Eo.xs (T) B, (b > +y> )

554)*(0,19 DX, X2t 2 Y) = 5(4)*(071 bixix2:20,9)

b—1
-3 6o, (kcu—;)—y—kz) Ein, (k‘“bry>

pn=0
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ve
552 (c,=L,b:x1,x2:2,0,y) = (1) x2 <_1>S4 (c,b:x1, X2 2,9)
dir.
a, b, c pozitif tamsayilar ve a + c c¢ift tamsay1 olsun. (2.25) bagintisinda yine y —
(n+y)/k ve z — (m + z)/k doniisimii yapalim. Her iki tarafi (—1)"x1 (m) X, (n) ile

carpalim. Sonra m(mod k) ve n(mod k) tizerinden toplayalim. Boylece,

k-1 k—1
X 3.5 oon+y m+z
m=0 n=0 X2 (n> SI(J,q ) (CM b, c:.x, ’ 7 - )
ck—1 ot L
- §<_1)UX1 )& (a ck * x) DB (b? + y) ;
k-1 k-1
4 . + 2 n+y
m:[)nz:; m) X (n) S (c, —a,b: =, >
bk—1
_ _ v+ Yy v+y
S R AL ( : +Z)gq < gy )
ve
k-1 k-1
(=1 (m) % (n) 557 (e, b,a m;-z7_n—l|€—y7x>
a—1
- +
=X (CDRTET Y (1) €, (kcﬂ a at Z) By (kb“ . T y)

pn=0

elde edilir. Ayrica

ck—1
vtz v+ 2z
9 (@b e o 2) = (0 06 (a7 o) B (1557 1),

ck
v=0

ck—1
T + 2
5152((17 bieixuxe T,y 2) = Z X1 (V) Ep-1xs ( - c + fE) Eq- (bﬂ + y)

ck
pu=0

° . :13) B, (k:bu—i_z n y)

Teorem 3.16. a,b ve c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + c ¢ift tamsayt

Ve

c—1
. H+
](33 -5) (CL b CIX1yX2: Z,y,l’) = Z(_l)ﬂgp—l,)a (ka

n=0

olarak tanimlanirsa asagidaki sonug elde edilir.

olsun. p,q > 1 ve x,y, z € R olsun. Bu durumda
P (0k) s (a,b, ¢ xas x2 1LY, 2)
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p
q p—1\ 4
=75 (]_1)(11 ](Ck)LH e qu+q ]]( —a, b: X2aX1 Z,ZE,y)
j=1

q
— 4q - —
+ X2 <_1) Z (h> (_1)h (bk>1 " (Ck)1+h P S;z(;j-;) h,h (C, b> a: X17 X2 %, Y, :U)

h=1
(3.9
bagntist saglanir.
Ayrica (3.9) ifadesinde p = a = 1 ve = 0 oldugu kabul edilirse
S;()i,i)jh,h (C7 ba 1: X1, X2 %, 7Y, O) = gq+1—h,x1 (Z) %h,xz (_y)
= (_1)h X2 (=1) Egr1-nx (2) By, (¥)
ve
-— pty Pty
4
Sél)( —1,b:x1,x2:2,0,y) = ;Xl (v) Eg-1.x2 (CT +Z> &o (_W)
bk—1
- -
=— Z X1 (V) Eg—1x0 (cu 5 LA ) & (Mbky> 55%1)(0, Lb:xi,x2:20,y)

pu=0

esitlikleri kullanilirsa

(bk)l_q 31(13) (b,C SX1y X2t y7Z) + g (Ck)l_q 554)(0717 : Y%Yl : zv()ay)
q

- (Z) (k) " (ck)" ™ Eqrazn (2) B (¥)

h=1

resiprosite bagintisi elde edilir. Burada
b7C ‘X1, X2 Y, < ) - 8§3q5) (].,b,C X1, X2t 07y7z)
ck—1

v v+ 2z v+ 2
= <_1) X1 (v) Byxo (bT + y) &o ( ok >

5513) (

v=0
ve
5(54)(076 S X1, X2t Zay) = 8(541)(0, ]-7b X1, X2+ %, 0 y)
bk—1
+ +
= Z X1 (V) Eptxo Cu &o Ty
b bk
pn=0
dir.

30



BULGULAR VE TARTISMA F. ERDOGAN

Not 3.17.

ck—1
v v+ z v+ 2z
81(3(7]5) ((l, b7 Ci X1, X2+, Y, Z) = Z<_1) X1 (U) %%XQ (GT + y) gp—l (bW * x)

v=0
toplamindab =1, xr=y=2=0,x1 = X2 =X, p > mveq — q+ 1 —malimrsa

ck—1

3, v av v
87(71,221—1—771 (CL, 17 CI X1, X2 07 Oa O) = Z(_l) X1 (U) sBq-‘rl—m,xz <?> gm—l (&)

v=0

toplami

B(zs:x) =Y. > x(m)x(2n+1) (2n+ 1) emmni

m=1 n=0

fonksiyonunun doniisiim formiillerindeki katsayilardir (Can ve Kurt 2014).

3.2. Ug llkel Karakter Iceren Hardy-Berndt Toplamlar:

Bu boliimde ii¢ ilkel karakter iceren Hardy-Berndt toplamlar1 ve karsilik gelen resip-

rosite formiilleri verilecektir.

321. S,,(a,b,c: x,y,z) toplammin karakter benzeri

(2.21) ifadesinde = — (n+x)/k, y — (I +y)/k ve = = (m + z)/k yazalim ve her
iki tarafi (—1)™" !y (m) X, (n) X5 (1) ile carpalim. Sonra da n(mod k), m(mod k) ve

[(mod k) tizerinden (2.3) ifadesini kullanarak toplayalim. Sol taraf,

k—1 k—1 k—1
S (1™ s (m) Xz (1) X () Sy (b Lty )

m=0 n=0 [=0 k k k
k—1 c—1
= kTP Y (=)™ X (m)
m=0 p=0
kpu—+m+ z ku+m-+z
X Eyta (b% + y) Eptns <x + a%) (3.10)

seklinde olur. Burada v = ku + m doniisiimii yapilir ve x (kp +m) = x (m) oldugu

ozelligi kullanilirsa sag taraf,

ck—1
—gy1— v v+ z v+ 2z
El-apl-p Z (—1)" x1 (v) Ep—i xo <a . + 3:) Eq1xs (b + y) (3.11)

C
v=0

sekline doniigiir. Sagdaki toplam:

Sp,q (CL?b?C S X1 X2, X3 ¢ :C7y72>
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iy v+ z v+ 2z
— Z (_1)1) X1 (U) gp—l,xz (CLT -+ l’) gq—l,X3 (b - + y) (312)
v=0
olarak tanimlanirsa,
k-1 k—1 k—1
[
>0 33 ) () ()% () Sy (e P L P
m=0 n=0 [=0
= k> P78, (a,b,¢ 1 X1, X2, X3 £ T, Y, 2) (3.13)
elde edilir.

Teorem 3.18. a,b ve c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + b+ c ¢ift tamsayi

olsun. p,q > 1ve x,y, z € R olmak iizere
al—Pbl—Qan (CL, b7 Co X1, X2, X3+, Y, Z)

p
P=1N i _
= ( . )al ]CI—H b qu+q—j7j (C7 _a’7b X3y X1, X2 ¢ Z,l’,y)

VA
q
g—1 y A .
* Z (h _ 1) (_1)hbl helthr ISpra—nn (60,01 X, X1, X3 1 2, —y, ) (3.14)
h=1

esitligi saglanir.

Ispat (2.23) ifadesinde x — (n +x)/k,y — (I +vy)/k ve z — (m + 2)/k yazalum ve
her iki tarafi da (—1)™ "y (m) Xy (n) X5 (1) ile carpalim. Sonra n(mod k), m(mod k)
ve [(mod k) iizerinden toplayalim. Islemler sirasinda v = ky + 1 ve u = ky + n donii-

stimlerini yapalim. Sol taraf (3.13) ile verilmisti. Sag taraf ise

u 1
Z (p o )al—jcl+j—p—q
g—1

m+n - - m+z n+z l+y
XS Y U ) () 0 Sy (- P, P )
m=0 n=0 [=0
q q——l
+ Z (h - 1) (_1)h bl—hcl—i-h—p—q
h=1
k—1 k—1 k-1
m-+n — _ m+z Il4+y nt+zx
x (1 ) (0 (0 Sy (b =2, )
m=0n=0 (=0
k—1 n+x
= [ B [+y
3 (1) T W (P - )
=0
P -1
= VI (ck)ti—p—a
;(j_l)m (ch)
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b

Ea

-1

X

(]

vV— v + y v + y
(=1)"X3 (v) Eprg—j-1.3, (c b + z) Ei1x <—a 2 + m)
0

#3(17]) 0" ey

v

=

h—1
h=1
painy U+ u+x
X (=1)"X; (u) Eprg-n—1x, <C a + Z) Eh—1xs (b a y)
u=0
P p— 1 ) )
— klppl-a Z (] B 1) al_]Cl‘i_]_p_quJrqu,j (C, —a,b: X3, X1: X2 : 2,2, y)
j=1
+ klipkliq Z (h B 1) <_1)h blihcl+h7piqsp+q7h,h (Ca b7 a: YQv YD X3:%2,7Y, l’)
h=1
seklinde elde edilir. Tiim bu ifadeler toparlanirsa (3.14) kanitlannus olur. U

Teorem 3.18 ifadesinde p = ¢ = 1 alinirsa asagidaki iic-terim bagintisi elde edilir.

Sonug 3.19. a,b, c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + b + c ¢ift tamsayt

olsun. x,y, z € R olmak iizere

Sl,l (CL, b,C X1, X2, X3 -4, Y, Z) + Sl71 (Cv b,CL : YQ?YDX?) L2, _y7$)

—S11(e,—a,b: X5, X1, X2 2, 2,y) =0 (3.15)

lic-terim bagintisi saglanir.

3.22. S¥)(a,b,c:x,y,2),(j =1,2) toplamlarmin karakter benzerleri

Sé}q) (a,b,c: x,y,z) ve qu) (a,b,c : x,y, z) Hardy-Berndt toplamlarinin ii¢ karakter

iceren genellemelerini

Si(a,b, ¢ X1, X2, X5 1 7, 2)

ve
S:z(z?q)mv b,c: X1, X2, X3 1 T, Y, 2)

ke—1
v v+ z v+ z
— Z (—]_) X1 (U) %P,XZ (CL + I) SB‘I»XC% <bT + y)
v=0

C

seklinde tanimlayalim. Bu toplamlar asagidaki resiprosite bagintisini saglar.
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Teorem 3.20. a, b, c pozitif tamsayilar ve c ¢ift tamsayi olsun. x,y,z € Rve p,qg > 1

olsun.

a' PSR (a,b, e X1, X20 X ¢ T, Y, 2)
p

P.g
q P\ 15 14 1)
2 (]) e "S- (€001 X3, X1 X2 * 2,7, Y)
j=

e

2

q
__3 — () hbl h1+hpqS qhh(Cba X27X17X3 y,ﬂf)
h=0
esitligi saglanir.

Ispat a,b, ¢ pozitif tamsayilar ve c cift tamsay1 olsun. (2.24) esitliginde  — (n + 2) /k,
y — (I +y)/k ve z — (m + z)/k yazalim ve her iki tarafi (—1)"x; (m) X, (n) X5 (1)

ile carpalim. Sonra n(mod k), m(mod k) ve [(mod k) iizerinden toplayalim. Bu durumda

sol taraf
k—1 k=1 k—1
[
() % ()% ()55 (0 5, Y )
m=0 n=0 1=0
= k' PR ISP a,be X, Xos Xs £ T, Y, 2) (3.16)
seklinde elde edilir. 0

Benzer iglemler Sﬁ}q)(c, —a,b: z,x,y) ve kS}(;,lq)(c7 b,a : z,—y,x) toplamlar igin tek-

rarlanirsa
k—1 k—1 k-1
[
(1" () ()% (855 (e a5 ™52, P Y
m=0 n=0 [=0
== kliqklipsé}q)(ca —a, b: YB)YI?XQ PR, y) (317)
ve
k—1 k—1 k-1
m+z l4+y nt+zx
S (1) x1 (m) X (m) X (1) S (b k) )
m=0 n=0 (=0 i k k k
=X (—1) K" PE9S0 (e, b a s X, X0 X ¢ 20—, T) (3.18)

elde edilir. Boylece, Teorem 2.5, (3.16), (3.18) ve (3.17) ifadelerinden istenen sonug elde

edilir.
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Sonuc¢ 3.21. a, b, c pozitif tamsayilar ve c ¢ift tamsayi olsun. x1, X2 ve X3 ilkel karakterler
ise
2Sff(a,b,c DX15 X2, X35 T, Y, 2) — S&)(c, b,a: X2, X1, X3 : 25 =Y, T)
+ Sﬁ)(c, —a,b: X3, X1, X2 : 2,2,9y) =0
lic-terim bagintisi saglanir.

Ispat Teorem 3.20 ifadesinde p = ¢ = 1 alinirsa
1
2 —
Si,l)(aw ba CiX1, X2, X3+, Y, Z) - 555,11)(03 b7 a: X2, X1, X3+ %Y, IL’)

1 1 _
+ 5 <S§,1)(C7 _CL?b X3 X1 X2 ¢ Zax7y)>
1a 1 . 1b 1 —
— —525’;3(6, —a,b: X3, X1, X2 1 2, T, Y) — 5;5;3(0, b,a: X2, X1, X5 2, —Y, )

elde edilir. Burada y ilkel karakter olmak iizere

k—1 . k—1
Box () = k) x () Bo (]Zx) =k x () =0 (3.19)
§=0 -

oldugu kullanilirsa

1 —
Sé,O)(Cv b7a SX2, X1y X3+ & _yam)

v=0
ve
50(c,—a,b: X3, X1, X2 2,2, Y)
bk—1
v —|— v _|_
- Z XS <U) glv?l (C c J + Z) %O,XQ <_aTy + LU) =0
v=0
oldugu goriiliir. 0O

3.2.3. Sf,if)(a, bc:z,y,z)ve Sﬁg(a, b,c: z,y, z) toplamlarinin karakter benzerleri

a, b, ¢ pozitif tamsayilar ve a+ ¢ ¢ift tamsay1 olsun. (2.22)’de  — (n+z)/k,y — (I+
y)/k ve z — (m+2z)/k doniisiimlerini yapalim ve her iki tarafi (—1)™"" x4 (m) X5 (n) X3 (1)
ile carpalim. Sonra n(mod k), m(mod k) ve I(mod k) tizerinden toplarsak

k—1 k—1 k-1
men _ _ n+z l+y m+z
>0 % (1" ) Ty (s (05557 (e P Y )

=0 n=0 =0
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c—1 k-1
Elaptor (=D o (kp + m)
pu=0 m=0
k
><€p1X2<a pAm+z x)‘qus(b pAm+z )
i v+ z v+ z
=E7PY " (=1)" xa (0) Epmi (aT + x) By s (bT + y)
v=0

olur. Ayrica

5(3’5) (a,b,c: X1, X2 X3 1 T, Y, 2)
ck—

v+ 2z v+ 2z
Z €10 (GT + x) B (b — y) (3.20)

seklinde tanimlanirsa,

k-1 k—1 k—1
jmtn — _ n+x l+y m+z
N T (m) Xy () Xs (1) SEY ( a,bye: ,—,
k k k
m=0 n=0 l:O
= k27piqsé?q’5 <a7 b,C P X1 X2, X3¢ .f?y,Z) (321)
elde edilir.

Simdi benzer iglemler SI(,?’q’@(c, ba : z,—y,x) ve S,(,flq)(c, —a,b : z,z,y) toplamlart

icin tekrarlanirsa

k-1 k-1 k—1
l
D™ xq (m) Xy (n) % (1) S (¢, b, a : m—i—z’_ +y7n—l—a:
2 SV Tpa k kok

m=0 n=0 [=0

= X3 (1) KPS0 (e,b, a5 X, X X3 ¢ 2 Y, @) (322)
ve

k=1 k—1 k—1

m-+n — _ 4 m+2 n—+x l—|—y

>3 ) ) () % (58 (e a0 TR, T, )

m=0 n=0 [=0

= kQ’p’quq)( —a,b: X3, X1, X2 1 2,2, Y) (3.23)

SI()4) (Cv —a, b: X37X17X2 Z,T y)
k
_ v+ v+
— X3 (1}) gpfl,yl ( ; Y -+ Z) SQ*17X2 (—a 2 Yy ) (324)

seklindedir. (3.22), (3.24) ve (3.23) esitlikleri kullanilarak asagidaki teorem kanitlanir.
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Teorem 3.22. a,b ve c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + c ¢ift tamsayi

olsun. p,q > 1 ve x,y, z € R olsun. Bu durumda:
a' P18 (a,b, ¢t X1, Xo, X3 ¢ LY, 2)

p
p—- 4
2 ( 1) et ragl (e =a, b X, Xy Xe £ 2@, y)

q
+z3<—1>2(h)< DS (e T T 5 ) (29

esitligi saglanir.
p = q = 1 i¢in asagidaki ii¢-terim bagintis1 elde edilir.

Sonug 3.23. a, b, c ikiserli aralarinda asal pozitif tamsayilar ve a + c ¢ift tamsay: olsun.

x,y, 2z € R olmak iizere

3, - —
S( (abc X1, X2, X3 T, Y, % )_I_ 3( 1)S§,15)(Cabaa:X1ax27X3:Za_yax)
+

X
1
55511)( 7_a7b:X17X27X3 : Z7I7y) =0

iic-terim bagintisi saglanir.

Ispat Teorem 3.22 ifadesinde p = ¢ = 1 alinirsa,

SEP (a,b, ¢ X1, X2 x5 0 0. 2) + X (1) ST (65,0 Koy X X5 ¢ 25—, T)
380 (e —ab X Te 2. ,0)

= X3 (1) 0" S5 (e,0,0 0 X Ko X3 ¢ 2~y T)

=0

elde edilir. Burada

5(35) (c,b,a X1, Xas X3 1 2, —Y, T)
- C%i_l)vil (v) E1%, (cv Z Ty z) B (bv Z T y) )
v=0
dir. .
Ayrica

S£3’5) (a,c:x1,X2,X3:0,2) = 5(3 % (@, 1, ¢ X1, X2, X3 5 2,0, 2)
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v + +
= (_1) X1 (U) gp—l,)@ (a¥ + :E) %l,xs <U - Z)

ve
Spa (.0 X5, Xy Xz 2,2) = S5 (€,0,1: X5, Xy, Xz ¢ 2,2, 0)
= X3() &1y, (cv+2) &1y, (av + )
gosterimlerini kullanarak agsagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 3.24. a, c aralarinda asal ve a + c pozitif ¢itf tamsayt olsun. x, z € R ise
a' PSP (a,¢ 1 X1, X2, X 1 T, 2) + X (=1) PSPV (¢, 0 Xy, Xy X3 < 2, )
1<~ /p—1\ ;_
= —5]; (j_ 1) TS (e —at xixaXs 7 7)
esitligi saglanir.
Ispat Teorem 3.22 ifadesinde ¢ = b = 1 ve y = 0 alinirsa
" P8y (a et xa X xa £ 2,0,2) + X5 (=1) ¢ PSA (e La: X0, X xs £ 2,0,2)
:_%Z (f:i) IS (e a1 X Xy xe ¢ 7,,0)
+ X3 (—1) _pS +10(c,1,a X2, X1, X3 : 2,0,7)
:__Z(J—l) @ pSpH g (6 =a,1: X3, X1, x2 1 2,2,0)
elde edilir. Burada

Sp+10(cal7a X27X17X3 Z, O Z’)
ak—1
v+ v+ (3.19)
D¢ pxl(c ; +z>zso,xs< : ) 0

dir. O
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4. SONUCLAR

Bu tez caligmas: kapsaminda yiiksek mertebeden S, , (a,b, ¢ : x,y, 2), S,()fg(a, b,c:
zr,y,2),(J =1,2,4) ve Sﬁ?j” (a,b,c: x,y, z) Hardy—Berndt toplamlarinin karakter ben-
zerleri tanimlanmistir. Bu toplamlarin karakter genellemeleri iki ilkel Dirihlet karakteri
iceren, ornegin S, (a,b,c : x1,X2 : x,y,2) ve ig ilkel Dirichlet karakteri igeren, or-
negin S, ,(a,b,c : Xx1,Xx2, X3 : Z,Y, %) toplamlar olarak iki farkli genelleme seklinde
tanimlanmugtir. Bu toplamlarin sagladiklar resiprosite bagintilar1 analitik yollarla kanit-
lanmistur. Ozel durumlarda bu toplamlarin Apostol (1950), Mikolds (1957), Rademacher
(1956, 1964) ve Carlitz (1964) anlaminda karakter Hardy-Berndt toplamlar i¢in de re-
siprosite bagintilarim1 sagladig1r goriilmiistiir. Ayrica belirli sartlar altinda, S]g?g(a, l,c:
X1, X2 : 2,0,2),(j = 1,2) ve Sz(,?f)(a, b,c: Xx1,X2 : %,y, z) toplamlarinin, A; (z,s: x)
ve B (z, s : x) fonksi-yonlarinin doniigiim formiillerindeki katsayilari oldugu gézlemlen-

migtir.
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